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Resumo

Neste trabalho consideramos o problema de controle 6timo com restrigoes de contorno
funcionais. O propdsito deste trabalho é propor condigoes de otimalidade para problemas
com condicoes de contorno funcionais envolvendo funcoes continuamente diferenciaveis,
considerando a classe dos problemas de controle 6timo M P — pseudo — invexos. Nos-
sos resultados mostram que a M P — pseudo — invexidade é uma condigao suficiente de
otimalidade para tais problemas.

Palavras-chave: Controle Otimo Suave, Condicoes de Otimalidade, MP-pseudo-
invexidade.



Abstract

In this work we consider the optimal control problem with functional boundary cons-
traints. The purpose of this work is to propose optimality conditions for problems with
functional boundary conditions involving continuously differentiable functions, considering
the class of MP-pseudoinvex optimal control problems. Our results show that MP-pseudo-
invexity is a sufficient condition of optimality for such problems.

Keywords: Smooth optimal control, Optimality conditions, MP-pseudoinvexity.
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Capitulo 1

Introducao

Em diversos campos, tais como controle de epidemias [T9], economia [B], ecologia
(T3], engenharia quimica [0], produgao de energia elétrica [B], robética [I4], etc., surge
a necessidade de resolver problemas que podem ser modelados como controle 6timo, via
modelos matematicos. Nesses modelos deseja-se minimizar (ou maximizar) uma fungao (as
vezes linear, quadrética, convexa, etc.), denominada func¢do objetivo, de vérias varidveis
escolhidas dentro de alguma regiao factivel (regiao definida por condigbes impostas as
varidaveis do problema). Problemas matematicos do tipo cuja fungdo a ser otimizada
envolve varidveis em funcao do tempo (varidvel de estado - descreve o estado do sistema
em funcao do tempo, e variavel de controle - descreve alguma “entrada” para o sistema)

sujeitas a algumas restrigoes, sao chamados problemas de controle 6timo.

Os trabalhos de Hanson e Craven foram muito importantes na teoria de otimizacao
global e inspiraram uma grande quantidade de trabalhos subsequentes. Em meados da
década de oitenta temos os trabalhos de Craven e Glover [7] e Ben-Israel e Mond [2] que
sao referéncias importantes para quem quer se iniciar no estudo do conceito de invexidade
no caso de fungoes diferenciaveis. Um resultado importante que aparece nestes trabalhos
é a seguinte caracterizacao de funcoes invexas diferenciaveis: Uma funcgao é invexa se e
somente se todo ponto estaciondrio é minimo global. Em []], Craven estendeu o conceito de
invexidade para fungoes Lipschitz e em [I7], Reiland introduz o conceito de invexidade para
fungoes localmente Lipschitz. Em [I6] Phuong, Sach e Yen, introduzem um novo conceito
de invexidade para funcoes localmente Lipschitz definidas num espaco finito dimensional e
que generaliza todos os anteriores. A seguinte definicao é a extensao natural da defini¢ao

de Phuong, Sach e Yen para o caso infinito dimensional:

Definicao 1.1. Seja C' C w um conjunto nao vazio. Uma fung¢dao localmente Lipschitz

g :w — R € dita invexa em x1 € C se, para todo x4 € C, existe n(xy,x2) € Te(x1), tal
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que,
9(x2) — g(x1) > f (@13 m(21, 22)).

Dizemos que g € invexa em C se g € invexa em todo ponto x € C.

Phuong, Sach e Yen [I6] obtiveram tal caracterizagdo para fungoes localmente Lips-
chitz invexas no caso em que o espaco ¢é finito dimensional. Este resultado ¢ uma extensao
para o caso nao diferencidvel da caracterizacdo obtida em [?] para o caso diferencidvel.
Um outro tipo de convexidade generalizada é o conceito de fungao pré-invexa introduzido
por Ben-Israel e Mond em [2].

Em [15], Martin introduziu o conceito de KT-invexidade e mostrou que vale a proprie-
dade de que todo ponto estacionério (ou ponto de Kuhn-Tucker) é minimizador global se
e somente se o problema é KT-invexo. O resultado de Martin diz que a KT-invexidade
¢ também uma condicao suficiente para valer esta propriedade. O resultado de Martin
mostra que a maior classe de problemas onde é valida esta propriedade é a classe dos

problemas KT-invexos.

A invexidade, assim como a convexidade, desempenha um papel importante quanto
a condicoes suficientes de otimalidade. E bem conhecido na teoria de otimizagao que
em problemas convexos vale a propriedade de que todo ponto estacionéario é minimizador

global. Esta propriedade também ¢ valida para problemas invexos.

Em de Oliveira et al.[9], [10] foi introduzido a classe de problemas M P — pseudo —
mvexos. Foi mostrado que em um problema M P — pseudo — invexo, todo M P — processo
¢ um processo 6timo. Ademais, foi mostrado que se tal propriedade é verdadeira, isto é, se
todo MP-processo de um determinado problema é um processo 6timo, entao tal problema
é (necessariamente) um problema M P — pseudo — invexo. Tais resultados foram obtidos

para problemas de controle com condigoes de contorno do tipo abstratos, i.e., do tipo

(x(9),z(T)) € C, onde C' é um conjunto fechado de R™ x R™.

Considere o seguinte problema de controle 6timo com restrigoes de contorno funcionais:
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Minimizar g(z(5), z(T))

sobre x € WH([S,T],R") e fungoes mensurdveis
w: [S,T] - R™ satisfazendo

(POF) q a(t) = f(t,z(t), u(t)) g¢s.

u(t) e U(t). q.s

¢i(x(S),z(T)) <0 para i=1,2,.. k.

V;(x(S),z(T)) =0 para j=1,2,.. ko,

\
onde g:R"XR" R, f:[9T]xR"xXR™ - R" ¢ :R*"xR" - R; i=1,2..k
e P, R*"XR*" = R; j=12 ..k, U:[ST] = R™éuma multifungdo. Sendo
q.s. = quase sempre e os tempos S e T sao fixados. A varidvel de estado = é uma funcao
absolutamente continua de [S,7] em R™ e a varidvel de controle u é uma fungdo mensu-
ravel de [S,T] em R™. Dizemos que (x,u) € WH([S,T]; R™) x L™[S,T] é um processo
de controle factivel se as restrigoes de (PCF) sao satisfeitas. Dizemos que um processo de
controle factivel (Z,@) é um processo de controle étimo se g(z(S),z(T)) < g(z(S), z(T))

para todos processos factiveis (x, u).

O principal resultado da teoria de controle 6timo é o Principio do Maximo de Pon-
tryagin, que é um conjunto de condi¢oes necessarias de otimalidade para problemas de

controle 6timo o qual pode ser encontrado em [I8],[A].

Nesta dissertacao estudamos condicoes de otimalidade para problemas com condig¢oes
de contorno funcionais, considerando a classe dos problemas de controle étimo M P —
pseudo — invexos. Tais condigoes serao obtidas sob as hipéteses de que a fungao objetivo
e as fungbes que definem as condigoes de contorno (i.e., g, o1, ..., Pg,, V1, .., Vg,) Sejam

continuamente diferenciaveis e que f(t, z,u) é continuamente diferenciavel na varidvel x).

Assim, a disertagao esta organizada em 3 capitulos. No Capitulo B, sao dados de-
finicoes e teoremas que serao utilizados no texto. No Capitulo B, estudamos alguns re-
sultados do livro do Vinter [I8], tais como O Principio do Méximo de Pontryagin para
problemas com condi¢oes de contorno funcionais, tanto para o caso nao diferenciavel
como diferenciavel, os quais sao provados com mais detalle. No Capitulo B, definimos
M P — pseudo — invexidade para problemas de contorno funcionais. Apresentamos con-
dicoes de otimalidade para tais problemas, incluimos também um exemplo ilustrativo.
Tais resultados sao adaptagoes de teoremas do artigo de Oliveira [9], [I0] porém novos,

originais.
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Capitulo 2

Prelimainares

Neste capitulo vamos apresentar defini¢oes e teoremas de Continuidade, Multifungoes,
Cones e Subdiferenciais, os quais serao utilizados ao longo deste trabalho. Para aqueles

interessados em aprofundar no assunto sugerimos consultar (Vinter [IR]) e (Clarke [4]).

2.1 Continuidade

Defini¢ao 2.1. Uma funcgdio x(-) : [a,b] — R™ é absolutamente continua, se pode ser

expressa sob a forma:

dx(t
para alguma funcao integrdvel v; temos entdo & := d(t) = v(t) qs. O conjunto de

todas as fungoes absolutamente continuas é denotado por W'(a, b], R™), com norma

b
[z llwrr = [lz(a)] +/|ﬂi’(t)|dt-

Teorema 2.1. Suponhamos que f : R™ — R € continuamente diferencidvel e que v € R™.
Entao
flx+v) = f(x)+ Vf(z+tv)v, para algum t € (0,1).

2.2 Multifungcao Mensuravel

Definicao 2.2. Seja 2 C R™. Dizemos que V : = R™ € uma multifuncao, se para cada
t € Q tem-se V(t) CR™, ou seja, V(t) € um subconjunto de R™.
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Definicao 2.3. Considere uma multifungcao V : 2 = R™.

(i) O dominio efetivo de uma multifungcdo V € o conjunto

dom(V):={teQ:V(t) #0}.

(ii) O grdfico de uma multifuncdo V', € o subconjunto de € x R™ definido por
Gr(V) ={(t,y) e A xR™:y € V(t)}.

Definicao 2.4. Uma multifuncao V : Q2 = R™ € chamada multifuncdo convexa, se o seu

grafico € convexo.

Definicao 2.5. Seja V : Q@ = R™ uma multifuncao. V diz-se fechada em t € €2, se o seu
grafico € fechado.

Definicao 2.6. Uma multifuncao V : Q0 = R"™ € chamada mensurdvel se o conjunto
{te R":V(t)NnG # 0}
¢ mensurdvel para cada subconjunto aberto G C R™.

Observacgao 2.1. Seja E um subconjunto de Lebesque de I C R. Denote £ como a familia
dos subconjuntos Lebesque de I. Se §2 € o conjunto I entao V : I = R™ ¢ mensurdvel.
Dizemos que a multifuncao V' é £ mensurdvel.

Denote por B™ os sub-conjuntos de Borel de R™ e por £ x R™ a o-algebra produto de
I x R™ (isto é, a menor o — algebra de subconjuntos de I x R™ que contém todos os

conjuntos de produtos A x B com A€ £ e B € R™).

Definicao 2.7. Seja V : I = R™ uma multifuncao. Dizemos que a fun¢ao x : I — R™ é

uma selecao mensurdvel para V' se:

e 1 ¢ Lebesque mensurdvel,
o z(t)eV(t) g¢s.

Teorema 2.2 (Selegao Mensurdvel de Aumann). Seja V' : [ = R™ uma multifungdo nao-

vazia. Suponha que Gr(V) é £ x B™ mensurdvel. Entao V tem uma sele¢cio mensurdvel.

Demonstragao: consultar referéncia (Vinter [IR], Teorema 2.3.12).
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2.3 Cones Normais
Definicao 2.8. Dizemos que um conjunto nao vazio K C R™ é um cone em R"™ se, dado
¢ € K, vale que X € K, para todo A > 0.

Definicao 2.9. Sejam C' C R¥ um conjunto fechado e z € C. O vetor & € R¥ é chamado

de vetor normal proximal a C' em Z, se existir M > 0 tal que
£-(y—7) < Mlly—z|* vyecC. (2.1)

O congunto de todos os vetores normais prozimais a C' em T € chamado de cone normal

prozimal a C em T, denotado por NE(Z), e é representado pelo conjunto
NE(7) = {5 eRF:3IM >0 tal que a condigio 2 é satisfeita}.

Proposicao 2.1. Sejam C C R* um conjunto fechado e pontos © € C e & € R¥. Entdo,

as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) & pertence ao cone normal proximal a C em Z,

ii) existe um ponto z € R¥ e um fator escalar r > 0 tal que
(ii) P q
|z —z|| =min{||z —y|| :y € C} e &=r(z—17).

Demonstragao: consultar referéncia (Vinter [IR], Proposicao 4.2.2).

Definicao 2.10. Sejam C' C R¥ um conjunto fechado e um ponto © € C. O cone normal

limite a C' em T é o conjunto.
Ne(7) == {¢€ e R* : egistem w STe&— & taisque &€ NE(z:),Vi}.
Os vetores £ € N¢(Z) sao chamados de vetores normais limites a C' em Z.

Definicao 2.11. Sejam C' C R* um conjunto fechado e um ponto T € C. O cone normal

estrito a C' em T € o conjunto

Ne(z) == §€Rk:limsupw§0
¢ lly—x
— T

Os vetores € € No(Z) sao chamados de vetores normais estritos a C' em .

Observagao 2.2. A notacao y; S z, significa que y; > T ey; € C.
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Proposicao 2.2. Sejam C C RF um conjunto fechado e um ponto z € C. Entao,

(i) NE(Z), No(Z) e No(Z), sio cones em RF e

NE(x) € NE(T) € No(2),
(i) NE(z) é convero;
(iii) NZ(Z) € convexo e fechado;

(vi) A multifungao que associa cada y € C' ao subconjunto N¢(y) tem grdfico fechado,
L . L c c . . .
isto €, para quaisquer sequéncias y; —'y e p; — p tais que p; € Ne(y;) Vi, entdo
p € Ne(y).

Demonstracao: consultar referéncia (Vinter [I8], Proposigao 4.2.6).

Proposicao 2.3. Sejam C; € R™ e Cy € R™ subconjuntos fechados, e (x1,25) € Cy X Cs.

Entao,

o N& .o, (w1, m9) = NE (21) X NE, (22);
g N£1><Cz (xl?xQ) = Ngl (l‘l) X NCPQ (xz);

° Nclxcz(ﬂfl,i@) = Ne, (71) X Ny (2).

Demonstracao: consultar referéncia (Vinter [I8], Proposigao 4.2.8).

2.4 Cones Tangente de Clarke

Definicao 2.12. Sejam C C R* um conjunto fechado e um ponto z € C.

(i) O Cone Tangente de Bouligand a C' em Z, denotado por Te: (), € o conjunto

Te(z) = limisoup t1(C - 7).

Uma caracterizacao do Cone tangente de Bouligand por meio de sequéncias ¢ dada

por

To(z)={¢cR": e} cC e 3t; L0 tais que t;'(c;—7) — &}
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(ii) O Cone Tangente de Clarke a C em Z, denotado por Tc(Z), € o conjunto
To(z) = liminf ¢ 1(C —y).
to Yy E> x

Uma caracterizacao do Cone Tangente de Clarke através de sequéncias € dada por

Te(z) ={¢ € RF : Va, Sz e Vt; 10, emiste {c;} € C  tal que t;'(ci—x;) — £}
Proposigao 2.4. Sejam C C R¥ um conjunto fechado e um ponto € C. Entdo, To(Z)
e Tc(z) sdo cones fechados contendo a origem e To(Z) C To(7).

Demonstracao: consultar referéncia (Vinter [I8], Proposigao 4.10.2).
Proposicao 2.5. Sejam C C RF um conjunto fechado e um ponto = € C. Entdo, To(T)
¢ um conjunto convezo.

Demonstracao: consultar referéncia (Vinter [I8], Proposi¢ao 4.10.3).

Denotemos por S* o cone polar de um conjunto S C R*, isto &,
S*={{:&-x <0 VreS}h

Teorema 2.3. Sejam C' C R¥ um conjunto fechado e um ponto © € C. Entdo, o envol-
torio convezo fechado do cone tangente de Bouligand To (), denotado por col¢(Z), € o

cone tangente de Clarke To(Z) estdo relacionados da sequinte forma.

lim inf e0T¢(y) = liminf Te(y) = To(Z).
Demonstragao: consultar referéncia (Vinter [I8], Teorema 4.10.5).
Lema 2.1. Sejam uma multifuncdo S : R¥ = R"™, um conjunto C C R*, e um ponto

T € R*. Se S(y) é um cone convezo fechado para cada y € R", entdo

liminf S(y) = [limsup S(y)*|".
c _
y—x Y Sz
Demonstragao: consultar referéncia (Vinter [I8], Lema4.10.6).

Proposicao 2.6. Sejam C C R¥ um conjunto fechado e um ponto & € C. Entdo,

Te(r) = Ne(z)".

Demonstragao: consultar referéncia (Vinter [I8], Teorema 4.10.7).
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2.5 Subdiferenciais proximal, estrita, limite.
Definig¢ao 2.13. Considere uma funcao f: R™ — R U {+o0}.
(i) O dominio efetivo da funcao f é o conjunto
dom(f):={x e R": f(z) < +o0}.
(ii) O epigrafo da fungao f € o conjunto
epilf) = {(z,0) €R" x R : f(x) < a.
(ii) O grdfico da funcao f é o conjunto

Gr(f) =={(z, f(z)) e R"" x R: 2z € dom(f)}.

Defini¢ao 2.14. Seja f : R" — R U {+o00}. Dizemos que f € semicontinua inferior em
T € R" se, dado € > 0, 3§ > 0 tal que, para cada x € R™ com © € B(z,0) tem-se que
f(Z) < f(x)+e. Se f é semicontinua inferior em todos os pontos y € R", dizemos que f

€ semicontinua inferior
Defini¢ao 2.15. Sejam f : R" — R U {+o0} uma func¢ao semicontinua inferior e & €

dom(f) um ponto. Entao:

(i) A subdiferencial proximal de f em Z, denotado por OF f(x), € o conjunto
0" f(z) == {&: (& —1) € Ney(py (@, f(2))}-
Os elementos em OF f(Z) sao chamados de subgradientes proximais.
(ii) A subdiferencial estrita de f em &, denotado por f(Z), € o conjunto
Of (2) = {€: (& =1) € Nepi) (@, [ (2)) -
Os elementos em O' f(z) sio chamados de subgradientes estritos.

(iii) A subdiferencial limite de f em T, denotado por Of(Z), € o conjunto

Of(7) :=A{&: (£, 1) € Neyi(p) (7, f(7))}-

Os elementos em Of(Z) sao chamados de subgradientes limites.



2.6 Deriwada Direcional Generalizada e Subdiferencial de Clarke 19

2.6 Derivada Direcional Generalizada e Subdiferen-
cial de Clarke

Definigao 2.16. Seja f: R" — R uma fungdo. Dizemos que f € Lipschitz (ou lipschitzi-

ana) se, dados arbitariamente x1,xo € S, existe k > 0 tal que

| f(22) = f(@1)] < K|z — 22|
A constante k é chamada constante Lipschitz da funcao f.

Definicao 2.17. Seja f : R" — R wuma funcdo Lipschitz na vizinhanca de & € R™. A
derivada direcional generalizada de Clarke de f em X na dire¢cao v € R"™, denotada por
fo(z,v) € definida por

t —
(7, 0) = lim sup fly+tv) = [(y)
y—z,t]0 t
Proposicao 2.7. Seja f : R" — R uma fungao Lipschitz na vizinhanca de * € R™ com
constante Lipschitz igual a k. Entdo, a fungao v — f°(x;v) com dominio R™ tem as

sequintes propriedades.

(i) f°(z,v) € limitada,

(ii) f°(Z,v) € Lipschitz com constante Lipschitz igual a k;

(111) f°(Z,v) € positiva homogénea, isto €,

fo(z,av) = af®(z,v), Vo e R", a > 0;
(iv) f°(z,av) é sublinear, isto €,
fo(z,u+v) < f(z,u)+ f°(z,v), para quaisquer u,v € R";
(v) [z, —v) = (=f)°(Z,v);
(vi) f°(Z,u+v) € conveza.

Demonstracao: consultar referéncia (Clarke [d], Proposicao 2.1.1).

Definicao 2.18. Seja f : R" — R uma fun¢ao Lipschitz na vizinhanca de T € R™.

Chamamos de Subdiferencial de Clarke de f em Z e denotamos por Of(Z) o conjunto

of(z) ={€cR": &-v < f°(x,v), YveR").
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Também, os elementos de Of(Z) sio chamados de gradientes generalizados de Clarke de

femx.

Proposicao 2.8. Seja f : R” — R uma fungao Lipschitz em uma vizinhanca de © € R™.

Entao,
(i) Se a fungdo f € diferencidvel em z, entio {V f(Z)} € 0f(z).
(ii) Se a fungdo f € continuamente diferencidvel em z, entio {Vf(Z)} = 0f (7).

Demonstracao: consultar referéncia (Clarke [4], Proposicao 3.1).

Proposicao 2.9. Sejam f : R™ — R uma funcao semicontinua inferior e & € R™. Se f

é uma fungdo localmente Lipschitz continua em T, entdo Of (z) = co(df(Z)).

Demonstragao: consultar referéncia (Vinter [I8], Teorema 4.7.6).

2.7 Propriedades de Subdiferenciais

Lema 2.2. Sejam f:R"™ — RU{+oc} uma fungio semicontinua inferior e g : R" — R
uma fungdo de classe C? na vizinhanga de T, um subconjunto fechado C' € R™, e um ponto
z € (intC) N (domf). Entdo,

(i) O"(f + 9+ ¥o)(@) =07 f(2) + {Vg(2)};

(ii) O(f + 9+ ¥c)(7) = 0f(7) + {Vg(T)};
onde V¢ denota a fungao indicadora do conjunto C'.

Demonstracao: consultar referéncia [Vinter [I8](Lema 5.1.2)]

Teorema 2.4 (Regra da Soma). Sejam f; : R" — R U {+o0} fun¢oes semicontinuas
inferiores , i =1,...,m, e X € Nydomf;. Defina a funcao f(z) := f1(X)+ fo(Z) + ... +
fm(X). Entdo

of(z) C 0fi(Z)+ 9fa(T) + ...+ 0fm(T).

Demonstracao: consultar referéncia (Vinter [I8], Teorema 5.4.1).
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Proposicao 2.10. Sejam G : R™ — R™ uma aplicacdo semicontinua inferior e um ponto

Tz € R™. Se G ¢ localmente Lipschitz continua na vizinhanca de T, entao,

Newo (7, G(7)) < {(§, —n) : £ € 0(n - G)(z),n € R™}.

Demonstracao: consultar referéncia (Vinter [I8], Proposigao 5.4.2).
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Capitulo 3

Principio do Mdximo

Neste capitulo, estudamos com detalhes o Principio do Maximo para problemas de con-
trole 6timo com condigoes de contorno funcionais envolvendo fungoes nao-diferenciaveis e

diferencidveis. Os resultados aqui apresentados podem ser encontrados em (Vinter [I]).

Considere o seguinte problema de controle étimo:

[ Minimizar g(x(S),z(T))
sobre x € WH([S,T],R") e fungdes mensurdveis

u:[S,T] - R" satisfazendo

(P1) <
= f(t,z(t),u(t)) q.s.

onde [S,T] é um intervalo, g : R" x R" — Re f:[9,T] x R* x R" — R", sdo fungoes
dadas, U : [S,T] — R™ ¢ uma multifuncao e C' C R™ x R" é um conjunto fechado.

Uma fungdo mensuravel u : [S,T] — R™ que satisfaz u(t) € U(t) ¢.s. é chamada fungao
de controle. O conjunto de todas as func¢oes de controle é denotado como 4. Um processo
(x,u) compreende uma funcao de controle v junto com um arco x € WH1([S, T],R™) que

¢ uma solucao da equacao diferencial.

(t) = f(t,z(t),u(t)) q.s.

Uma trajetéria de estado x é a primeira componente de algum processo (x,u). Um
processo (z,u) é chamado factivel para (P1), se a trajetéria de estado x satisfaz a relagao
final

(x(9),z(T)) € C.
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Defini¢ao 3.1. Um processo factivel (Z,u), é um minimizador global se,

9(x(8),z(T)) > g((S), z(T)),
para todo processo factivel (z,u) .

Definigao 3.2. Um processo factivel (T,u), é um minimizador local em W, se existe

um 6 > 0 tal que
9(2(5),z(T)) > g((S),z(T)),

para todo processo factivel (x,u) que satisfaz

Hl’ — ii‘le,l S 0.

Defini¢ao 3.3. Um processo factivel (Z,u) € um minimizador local forte, se existe um

0 > 0 tal que
9(x(8),2(T)) > g(2(5), 2(T)),

para todo processo factivel (x,u) que satisfaz

||£L’ — fHLoo S 5

3.1 O Principio do Maximo

Vamos denotar a fun¢ao hamiltoniana por H : [S, 7] x R* x R* x R™ — R

H(tax>pa u) =D f(t,a:,u).

Teorema 3.1 ( O Principio do Maximo). Seja (T, @) um minimizador local em Wh para

(P1). Suponha que, para algum § > 0, as sequintes hipdteses sao satisfeitas:

(H1) Para z fizo, f(-,x,-) é £ X B™ mensurdvel, existe uma fung¢ao £ X B mensurdvel

k:[S,T] x R™ — R de modo que t — k(t,u(t)) € integrdvel, para q.s. t € [S,T],
‘f(t,l‘,U) o f(tv xlau)’ < k(t,u)\:c - 33,‘.
para todo x,x' € T(t) + B eu € U(t).

(H2) Gr (U) é um conjunto £ x B™ mensurdvel.

(H3) g € localmente Lipschitz continua.
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Entao existem p € WH([S, T],R") e A > 0 tais que:

(i) (p.A) # (0,0);
(ii) —p(t) € co0, H(t,z(t),p(t),u(t)) q.s;

(iif) H(t 2(t), p(t), ult) = max H(t, 2(t),p(t),u) q.5;

(iv) (p(5), =p(T)) € A0g(x(5), (T)) + Ne(2(5), #(T)).

Além disso, suponhamos que f(t,xz,u) e U(t) sao independentes de t. Entao, além das

condicoes acima mencionadas, existe uma constante “r” tal que

(v) H(t,7(0),p(0), 5(0) =7 4.5
(0.H denota a subdiferencial limite de H(t,-,p,u) para (t,p,u)).

Os elementos (A, p) sao chamados multiplicadores para (P1), onde A é chamado multipli-

cador custo e p € chamado arco adjunto.

Demonstragao: consultar referéncia (Vinter [[I8], Teorema 6.2.1)

Problemas de controle étimo, em que as restri¢oes finais sao especificadas como restrigoes

funcionais, sao frequentemente encontrados:

( Minimizar g(x(S),x(T))
sobre x € WhH([S,T],R") e fungoes mensurdveis
w:[S,T] - R" satisfazendo
() = [t x(t), ut) g.s.
(t) e U(t). gq.s.
¢i(x(S),z(T)) <0 para i=1,2,.. k.
VY;i(x(S),z(T)) =0 para j=1,2,.. ko,

(P2)

T
U

(
onde ¢; :R" xR" =R, i=12,..,k, e ¢;:R'XR" =R, j=12 ..k,

Permitimos os casos k1 = 0 (sem restrigoes de desigualdade) e ks = 0 (sem restrigoes de
igualdade). E claro que as condigoes necessarias do Teorema B permitem tais restrigoes,
mas pode ser complicado de aplica-las, uma vez que isto envolve a construcao de um

cone normal a um conjunto de restrigoes finais definido implicitamente como uma regiao
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viavel para uma colegao de restrigoes de igualdades e de desigualdades funcionais. E con-
veniente, entao, ter em maos condicoes necessarias expressas diretamente em termos das
restri¢coes funcionais por meio de multiplicadores de Lagrange adicionais. Tais condi¢oes

sao fornecidas pelo préximo teorema.

Defini¢ao 3.4. Seja (,u) um processo factivel de P2. Dizemos que a restri¢ao de de-
sigualdade € ativa no ponto (z(S),z(T)) quando ¢;(Z(S),z(T)) =0, i.e., quando a desi-

gualdade € satisfeita como igualdade.

O congunto dos indices das restrigoes ativas no ponto (z(S),z(T)) serd denotado por
Iz,u)={i=1,....k : ¢;(z(5),z(T)) = 0}.

Nao incluimos nesta definicao as restrigoes de iqualdade por que todas elas sempre sao

ativas em todo ponto factivel.

Teorema 3.2 (O Principio do Maximo para problemas com condigoes de contorno fun-
cionais). Suponha que (Z,u) é um minimizador local em W' para (P2).

Suponhamos que (H1) e (H2) do Teorema 31 sdo satisfeitas e que g, 1, ..., Gy V1, oy Yy
sao localmente Lipschitz continuas. Entdo existem p € WY, X > 0, a; > 0 para

i =1,2,...,k1 e numeros 5; para j = 1,2, ..., ko tais que:

k1 ko
() At Il + 3 0+ 3 18] # 0
1= Jj=

(i) —p(t) € cod, H(t,z(t),p(t),u(t)) q.s.;

(iii) H(t,z(t),p(t),u(t)) = uréllz}gt()H(t,a_:(t),p(t),u) q.5.;
(iv) (p(9), =p(T)) € O(Ag(2(5), %(T)) + §Qi¢i($(s)7x(T)) + iﬁj%(w(s)w(ﬂ)),
e a; = 0 para todo i € 1,...,ky tais que ¢;(Z(S),z(T)) < 0 (na relagao precedente,

k

> € interpretada como 0 se k =0).
i=1

(v) Se, além disso, f(t,x,u) e U(t) sdo independentes de t, entao existe uma cons-

tante v tais que: H(t,Z(t),p(t),u(t)) =r gq.s.

Demonstracao: Suponhamos, momentaneamente, que todas as restricoes sao ativas em
(z,u), i.e.
¢1(I(S>,$(T)) =0 para 1= 1727"’7k17
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Y;(x(S),z(T)) =0 para j=1,2,...,ky, equek; >1eky>1
Defina G : R® x R® — R x R* x R*2 por

G (20, 21) = (9(0, 1) — 9(2(S), Z(T)), $1(20, 1), P2(T0, T1), - - -, Py (T, 1), U1 (20, 1),
@Z)Q([Eo, l’l), e ,¢k2<l’0, ZL‘1))

Seja o problema de controle étimo (P3), com vetor de estado (z,y = (Yo, Y1, - -, Yky+ks))

(

Minimizar yo(7T)
sobre © € W (yo,y1,. ., Yryaky) € WH e fungoes mensurdveis
u satisfazendo
x(t
TER

u

= f(t,z(t),u(t)) ¢.s. Yo=0,..., 04k =0. @q.s.,
tyeU(t) gq.s.,
(x(5), 2(T),y(9)) € Gr(G),
yi(T) <0 para i=1,2,... ki,
y;(T) =0 para j=k +1,k+2,...,k + ko

\

Observe que (7,4 = 0, %) é um minimizador local em Wh! para (P3).

De fato:

Passo 1: Mostremos que (7, 7, @) é um processo factivel de (P3) (i.e., satisfaz as condigoes
de (P3)). Por hipétese sabemos que (Z, %) ¢ um minimizador local em Wh! para (P2),

entao vale o seguinte:

(3
u(t) e U(t) qs., (3.
(3
(3

Além disso sabemos que:

Y= (yoﬂ Y- .- 7yk1+k2) = 07 de modo que ?jo = 07 B a§k1+k2 =0 q.s. (35)

Agora mostraremos que

(z(5), 2(T),5(9)) € Gr(G),

onde

Temos que  G(2(S), 2(T)) = (g(2(S), 2(T)) — g(&(S), 2(T)), $1(2(S), Z(T)), ....
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¢k1 (:f'(S), J_:(T))a ¢1(f(5)7f T))’ ce 7¢k2(f(s)7j(T))) de modo que
( ( ) )ecomo Q(S):(QO(S)vgl(S)’"->gk1+k2(5)):(07"'a0)7
tem-se que y(S5) = G(z(S),z(T)) e, conclui-se que

(z(S),z(T),y(S)) € Gr(G). (3.6)
Como

g(T> = (QO(T)7 gl(T>’ s 7gk1+k‘2(T)) = (07 0,... 70>’

se cumpre que:
gl(T) SO para 1= 1,2,...,]{51,

(3.7)
ﬂ](T):O para j:k1+1,k;1+2,...,k:1+k32.

De (Bd) a (BX) tem-se que (X, ¥, u) é um processo factivel para (P3).
Passo 2: Mostraremos que (7, ¥, %) ¢ um minimizador local em Wh! para (P3).
Seja (x,y,u) um processo factivel arbitrario para (P3). Entao as condigdes de (P3) se

verificam:

(1) ©(t) = f(t,z(t),u(t)), ¢S Yo=0,..., 0k =0. ¢q.s.,

(i) u(t) € U(t) q.s;

(iii) (z(5),2(T),y(9)) € Gr G;

(iv) %(T) <0 para i=1,2,....k,y(T)=0 para j=1,2, .. k.

Entao  y(S) = G(x(S),z(T)), de onde

(%0(5), y1(5), -, Uki 44, (5)) = (9(2(S5), 2(T)) = 9(x(S), 2(T)), o ((5), z(T)), - - -,

Ok, (2(5), 2(T)), th1(2(5), 2(T)), - - ., thiy (2(S5), 2(T)) (3.8)
Temos que 9o = 0,..., Yk, +k, = 0, entao y; sao constantes para i = 1,2,...,k; + ko, isto
€,
yi(S) = wi(T),
e como

y(T) <0, para i=12 .. ki,
yz(T) :O, parai:k1+1,...,k1+k2. (39)

entao de (BR) e (BH) tem-se que:

¢oi(x(9),z(T)) <0, para =12, ..k, (3.10)
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i(x(9),x(T)) =0, para i=1,2, .. ko, (3.11)

Logo, de (i), (ii), (B0) e (BI) tem-se que (x,u) é um processo factivel para (P2).
Além disso, da otimalidade de (Z,u) para (P2) e de (BR), tem-se que g(z(S),z(T)) >
9(z(9),z(T)) <= yo(S) = yo(T) > 0 sempre que ||z — T|jp11 < 0. Seja (x,y,u) um
processo admissivel de (P3) tal que ||(z,y) — (Z,7)| < ¢'. Entao,

Iz y) = (@l = llz =2 + ly = 9] < '
= ||z -z <&

Conclui-se que (7,7, %) é minimizador local de (P3)em Wh!.

Portanto temos que (7,7 = 0,%) ¢ um minimizador local em Wh! para (P3). Como as
hipéteses (H1) e (H2) do Teorema Bl s@o satisfeitas e g, ¢1, ..., ¢, , Y1, ..., Uy, sd0 Lipchitz
continuas, existem p € Whl e X > 0 tais que as condigoes (i)-(v) do Teorema B sdo
validas.

Primeiro mostraremos a condic¢ao (ii) do Teorema BT

(i) —(p,4) € 0Oy H (t, (1), 5(1), p(t), a(t),T(t)).

Sabemos que :

H(t, z(t), y(t), p(t), q(t), u(t)) =

Temos que 4(t) = (0,...,0) pois § =0, e H(t,z(t), p(t), u(t)) = px(t).

Assim
H(t,%(t), 5(t), p(t), q(t), T(t)) = H(t,7(t), p(t), u(t))
, logo,
(_p(t)v _Q(t)) S Coa(z,y)ﬁ(t> j:(t)a g(t)a p(t), Q(t)7 ﬂ(t))
C cold, H (t,2(t), 5(t), p(t), q(t), u(t))
x 0, H(t,2(8),5(1), p(t), a(t), a(?))]
Como
H(t, 2(t), 5(t), p(t), q(t), u(t)) = H(t, z(t), p(t), u(t)),
segue que

pois  H(t,z(t),y(t),p(t),q(t),u(t)) nao depende de y.
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Portanto :

(=p(t), =4(t)) € col0:H(t, (L), p(t), u(t)) x {0}]

= —p(t) € co(0:H(t, (1), p(t), u(t)))

e —q(t)=0
de modo que ¢(t) é constante.
(iii) R -
H(t,2(t), (1), p(t), a(t), ult)) = max H(t, 2(t), 5(¢), p(t), a(t), u) (3.12)
Em (4i) vimos que:
(4,0, 910,90, a(0),500) = 30,90, 50). (313)

Substituindo (BT3) em (BI2) tem-se que
H{7(0), pl0),5(0) = o H(L7(0),p(0), )
uelU(t

(iv)

onde
C=GrG xR xRM x {0} x ... x {0}.

Aplicando a Propriedade 23

Ne(z(8), 2(T),5(S), 5(T)) = Nara(2(S), Z(T), 5(S)) x Nego(T)
X NR@ (W (T), ., T, (1) X Noy @y 41(T)s o Uiy 1y (1))

= Ng(@(S),z(T),5(S), 5(T)) = Nava(2(S), 2(T), 5(5)) x {0} x RE x R,

Sabemos que

entao
AIG(Z(S), Z(T), 5(S), 5(T)) = A{(0,0,0,1,0,...,0)} € R" x R" x RI+hki+ha 5 RlFhiths
Portanto,

(p(5>7 —p(T), Q(S)a _Q(T)) € {<O7 07 07 >‘7 07 [S) O)} + NGTG(E<S)7E(T>7y(S)) X {0}

x R x RF2,
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= (p(S), —p(T),q(S), —q(T)) € Nera(2(S),z(T),5(S)) x {A\} x R¥ x RF2,

Conclui-se que

(p(S), =p(T),4(95)) € Nera(2(5), Z(T), 4(5)),

€
—q(T) € {\} x R x R*.
Entao
_q(T> = _<QO(T>7QI(T)7 s Qhy (T)7Qk1+1(T)7 '”7QI€1+1€2(T)) S {/\} X Rﬁ-l X Rk27
de onde:
_QO(T) = A
—g(T) >0 Yi=1,..k,
Denotemos
Qy = _QO(T)7
a; = —qz(T) >0 Vi = 1, ...,]{}1,

Da condicao (ii) temos que ¢ é constante, logo

Qo = _QO(T) = _QO(S)v
Bi = —t(T) = =g (5) Vi=1.. k.

Portanto
(p<S)7 _p(T)a —Qp, —Q, ..., _Oéknﬁl) SRRT) _/Bk'Q) € NGT‘G(:E(S% j(T>7 g(s))
Como y = 0 entao y(S) = 0, conclui-se que:

(p(S), —p(T), —avg, =1y ooy — ey, — P15 -y —Biy) € Nara(2(S), 2(T),0, ..., 0),

com ay = A, o > Oparai =1,..,k ; B; € R, j = 1,...,ks. Aplicando a
Propriedade (210) temos que

(p(S), =p(T)) € O((A, a1, ..y gy B, -, Bry) - G)(@(S), 2(T))
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Como

Gz, 1) = (9(x0, 21)—9g(Z(S), z(T)), d1(x0, 1), .., Pry (To, 1), Y1 (0, 1), -ory Uiy (T0, 1)),

(p(5), =p(T)) € M (g(xo, 71)—g(Z(S5), f(T))Jrfil aii(xo, 1’1)+f22:1 Pithi(wo, 21)](2(5), 2(T)).

Portanto
(0(S),~p(T)) € 000 + 3 au + 3 Bt} (2(8), ()
) )
H(t,z(t),y(t), p(t), q(t), u(t) = r. (3.14)

De (BO4) tem-se entao que
H(t,#(t), p(t), alt)) = 1.
Agora mostraremos a condi¢ao primeira do Teorema:

(i) (pA) #0,onde: p = (p,qg = —(, 1y .cey Qky,y By ooy Pry))- Dal || P ljzee +A # 0,
isto é,
|| (p7 —Qp, —Qq, ..., =, _617 _/827 ceey _ﬂkz) HLO‘ +)\ ?A O
= p [l + || (@0 s Bry) L +A # 0.

Como (ay, ..., Bk,) s@o constantes, a norma L coincide com a norma da soma, logo,
k‘l kf2

lao |+ 11D lle +D Tai [+) 18 [ +A#0. (3.15)
i=1 i=1

Lembrado da condigdo (ii) que o = A > 0,04 > 0,Vi = 1,...,ky, f; € RVi =
1, ..., ko, entdao em (BIH) tem-se

i ko
A+ At p o +ZO@+Z|@‘ [# 0
i=1 i=1

k1 ko
= 20+ || plle + ) i+ Y | Bi|#0. (3.16)
=1 i=1
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Supondo agora que
k1 ko
A Ip e +> i+ > B 1=0, (3.17)
i=1 i=1

de (BT12) em (BTH) conclui-se que A # 0, mas de BT7 tem-se que A = 0 (absurdo).

Portanto,

ka ko
Al p [l +Z%+Z | Bi [# 0.
=1 =1

Agora mostremos que de fato nao ha perda da generalidade, em nossa hipotese inicial de
que k1 > 1,ky > 1 e que todas as restricoes de contorno funcionais sao ativas.
Consideremos o seguinte problema de controle

Minimizar g(z(S), z(T), 20(S), 20(T), z1(S), 21(T))

sobre x € WH([S,T],R") e 29,21 € WH([S,T],R)

e fungoes mensuraveis w : [S,T] — R™ satisfazendo

(P4) i(t) = f(t, (), u(l)), %(t) = 0,2(t) = 0

(

u(t) € U(t)
6i(2(S), 2(T), 20(S), 20(T), 21(S), 21(T)) =0, i€ 0UI(T,u)
Yi(x(S),x(T), 20(5), 20(T), 21(S), 21(T)) =0, i=0,1,2,..., ks

onde

Observe que todas as restricoes sao ativas.

De fato. Considerando zZy = 0, temos que

¢0(§7<S>,i‘(T>,20(5),20(T),21(S), 21(T>) = _O(T) =0 para 1= 1, 2, cery ]{52.

Conclui-se que todas as restrigoes sao ativas, além disso existem pelo menos uma restrigao
de desigualdade e uma restricao de igualdade

Agora, mostraremos que (T, Zg, Z;, %) ¢ um minimizador local em W1 para (P4).
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Passo 1: Mostraremos que (7,2 = 0, z; = 0,%) é um processo factivel de (P4), i.e.,

De fato:

K
N
S~—
[N
[ary
B
=)
E.
=
=.
N
o
(o}
o
=
5}
o
=
¢)
B
E
i)
<
=
&)
)
N
©)
]
e nd
o
e

Por hipétese, tem-se que (

<0 Vi=1,2,...k

Obviamente as condicoes de (P4) sdo satisfeitas, pois:

e Por (BEIR8) e (B222) se cumpre (i);
e Por (3.19) se cumpre (ii);

e Por (3.20) e (3.21) e como

(iii) e (iv) sao verificadas;

e Como zyp =0ez; =0, ¢é claro que se cumpre (v).

Portanto (T, Zo, Z1, ) é um processo factivel.
Passo 2: (7,7%o,21,u) é um minimizador local em W! para (P4).
De fato, seja (z, 2o, 21, u) um processo factivel qualquer de (P4) em uma vizinhanga de

(%, Zo, Z1, @).
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a) Verificamos primeiro que (x,u) é um processo factivel para (P2), isto é:
(i) &(t) = f(t,2(t), ult)) g
(ii) u(t) € U(t) q.s.
(iii) ¢i(z(5), (7)) <0, i=1,... ki,
(iv) Yi(x(S),z(T)) =0, i=1,2,... ko.

De fato, como (z, zg, 21, u) é um processo factivel para (P4), tem-se que:

) = ftz(t),ul) gs.
) € U(t) gq.s.

) < 0, iclI(Z,q)

)

=0, i=12 ... k.

de modo que, pela continuidade de ¢;, ¢;(z(S),z(T)) < 0 quando || (z(S),z(T)) —
((S),Z(T)) ||< 6 para algum § > 0, o que de fato ocorre, uma vez que tomamos
(z, 20, 21, ) na vizinhanga de (, Zo, Z1, ).

Portanto (x,u) é um processo factivel para (P2).

b) Por hipétese, (Z,u) é um minimizador para (P2), entao se cumpre que 30" > 0
tal que ¢(z(S9),z(t)) < g(x(S),z(T)), para todo processo factivel (z,u) que satisfaz
|2 -7 i< &

c) Mostraremos que (T, Zg,Z;1,u) ¢ um minimizador local em W' para (P4), ie., 3

0 > 0 tal que :

9(@(5), 2(T),Z0(5), 20(T), Z1(5), Z1(T)) < g(x(S5), x(T), 20(5), 20(T), 21(5), 21(T'))

para todo processo factivel (x, zo, 21, x) tail que
H (xazowzl) - (E:EO;Eﬁ HW1,1< 0.

De fato, tomemos a vizinhanga de (Z, Zy, Z1, #) mencionada acima com raio ¢’. Temos que

I (2,20, 21) = (7,20, 21) [lwrn - = [[ 2 =Z lwra 4 | 20 = Z0 [lwrr + [ 20 = 21 [lwrs

< ¢

= o — 2] <&
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Conclui-se que (T, Zo, Z1, 4) é um minimizador local em W1 para (P4).
Conforme vimos na primeira parte desta demonstragao, segue que existem (p, qo,q1) €
WhHXN>0,a; >0parai € {0}UI(7,u), e 3 € Rparai=0,1,2,..., ky tais que as

condigoes (i)-(v) do teorema sao validas. Temos que

(ii)
(_p(t)7 _QO (t)a _(h (t)> € Coax,zo,nﬁ(t’ f@)a E0(t>a E1 (t)a p(t), qo (t)v QI(t)a ﬂ(t)) g.s.
Tem-se que:
FI@? f@)v 20@)7 Z1 (t),p(t), qo<t)7 q1 (t),ﬂ(t)) = (p(t), QO(t)v q1 (t>) ' (f(t)v §O<t)7 ?1 (t))
= p(t) - Z(t) + qo.Zo(t) + 1. 71 (1))
= H(t,z(t),p(t), u(t))
Logo,
(=p(£), —do(), =01 (1)) € OBy e H (L T(L), Z0(1), Z1(£), p(1), g0 (£), a1 (£), (1))
co[@xff(t,f(t),?o(t),il(t),p t),qo(t), (1), u(t))
Xazolir<t7 f@)? EO@)? Z1 (t),p(t), QO(t)v q1 (t),ﬂ(t))
X0, H(t, T(t),Zo(t), Z1(t), p(t), qo(t), q1 (), u(t))] q.s.
Como: IE’ (t,Z(t), Z0(t), 21(2), p(1), qo(£), q1(£), u(t)) = H(t,(t), p(t), u(t))
e como H(t,Z(t),zo(t),z1(t), p(t), qo(t), ¢1(t),u(t)) ndo depende de zg e z; entao tem-
se que:

(=p(t), =Go(t), = (1)) € co0 H(t,Z(t),p(t), u(t)) x {0} x {0} g.s.,
de onde obtemos:

—p(t) € cod H(t,Z(t),p(t),u(t)) gq.s.,
—qo(t) € {0} g,
—¢(t) € {0} gq.s.

Portanto qo(t) e ¢1(t) sdo constantes.
(iii)

H(t> E(t)’zo(t)ﬁzl (t),p(t), qo<t>7 41 (t)a ﬂ@)) = urgg(}; f[(t> T@)? 30(?5), Z1 (t)> p(t), q0<t>7 q1 (t)’ E)
(3.23)
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Em (ii) vimos que:

H(t,z(t), y(t), p(t), q(1), u(t)) = H(t, (L), p(t), u(t)). (3.24)

~
[
<
~
s
n
~
|
=
=
=
(=)
2
|
=)
(=)
3
=
=
—~
2
|
=
~
~
~

(
€ IAg(@(9), T(T), Zo(5),
+ 3 ai(@(9),7(T),

i€l (z,u)
+ 3 BTE(S),T(T),2(8). A(T). 7(S). 3T

Como

0o(2(S), 2(T), 2(8), Z0(T), 21(S), 21(T)) = 0 = Z(T)

¢,(2(5), 2(T), 20(8), 20(T), 21(8), 21(T)) = ¢i(2(S), 2(T)),i € I(z, )
ho(2(8),2(T), 2(S5), 2(T), 21(S5), 2(T) = 2(T)

$i(2(8), 2(T), 2(8S), 20(T), 21(S), 21(T)) = 9i(7(S), 2(T))

g(2(5), 2(T), 20(5), 20(T), 21(5), 21(T)) = 9(x(5), 2(T))

aplicando o subdiferencial em cada coordenada tem-se:

(p(S), =p(T), q0(S), —=qo(T), 1 (S), =1 (1)) € O[AG@E(S)E(T).20(5)70(T).21(5),21(T))
+0 o (@(9)7(T) 70 (S),20(T) 21.(S) 71 (1))

+ 3 i @(8)E(T) 70(S) 50 (T),51(8) 71 (T))
i€l (z,a)
+Boto(@(8) 7(T) 70 (S),70(T),71(8),71 (T))

ko .
+ 3 Bihi(@(S),7(T) Z0(8) Z0(T),71(8),71 (T))].
=1

= (p(S;% —p(T), q0(5), =0o(T), 1(5), —a(T)) € [mg(f(S)E(T))><{0}><{0}><{0}><
{0} +i221 ai¢i(T(5), T(T)) x {0} x {0} x {0} x {0} +i221 Pih;((9), T(T)) ({0} x {0} x
{0} < {0}).

Portanto:

k1 k2
(p(S), =p(T)) € OAg + Y cudi + Y Bivyy) (#(S), (T))
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q00(S) € {0} = qo(S) =0,
@1(S) € {0} = q1(S) =0.

Logo, como ¢y e g1 sao constantes tem-se que gg =0 e ¢ = 0.

(v)
H(t,2(t), (1), 21 (1), p(1), g0 (t), ar (1), a(t)) =7 (3.25)
de (ii) segue que

H(tv f@)? 20(t)’ Zl(t)vp(t)v qo(t)> Q1(t)7 ﬂ(t)) = H(tv j(t)’p(t)v ﬂ(t))

de (BZ3) tem-se entao que
H(t,z(t),p(t),ut)) =r

Agora mostraremos a primeira condi¢ao do Teorema:

(i) (p,q0,q1,A) # 0. Dai ||(p, q0,q1)|| = + X # 0,

= [[pllze + [0, g1)ll o= # 0.

Como qg,q1 sao constantes, a norma L coincide com a norma da soma, logo,
lq0| + |q1] + ||pllz= + A # 0. Lembrando da condigao (iv) que ¢o = ¢; = 0.

Portanto

Ipllzee + X # 0

Corolario 3.1. Suponha que (z,u) é um minimizador local em W para (P2).
Suponhamos que (H1) e (H2) do Teorema B sdo satisfeitas, que g, 1, ..., Py s W1, ooy Yy
sao continuamente diferencidveis e que f(t,z,u) é continuamente diferencidvel na varidvel

x. Entio exitem p € WH, X > 0, oy > 0 para i = 1,2,...,k e ndmeros 3; para
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J=1,2,..., ko tais que:

= p(t) = Ho(t, 2(t), p(t), u(t)) g5, (3.26)

H(t,z(t),p(t),u(t)) = urgg(}; H(t,z(t),p(t),u) gq.s., (3.27)

(p(5), =p(T)) = AVy(2(5), 2(T)) + Z a;iVoi(2(5), 2(T)) (3.28)
ko

k1 ko
Aol + ) ai+ > 18] #0. (3.29)
=1 i=1

Quando existem \ e p satisfazendo (3.23) — (3.26) dizemos que (Z,w) é um M P —processo
de (PCF). Se A = 1, dizemos que (z,u) é um M P — processo normal e (PCF') diz-se ser
normal em (Z, ). Dizemos que (PC'F) é normal, se é normal em qualquer M P—processo

(Z,u), caso contrario é anormal. 988
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Capitulo 4

Condicoes de Otimalidade

Neste capitulo daremos algumas definicoes de M P — pseudo — invexidade para proble-
mas de controle 6timo com condigoes de contorno funcionais, que serao de fundamental
importancia para obter condicoes de otimalidade para tais problemas. Incluimos também

um exemplo ilustrativo.

Definigao 4.1. Dizemos que (PCF) é M P—pseudo—invexo se dado um par de processos
factiveis (z,u), (z,u) com g(x(S),z(T)) < g(2(S),z(T)), existem fungoesn : [S,T] — R"
e &[S, T] — R™ satisfazendo, para todo o € (0,1):

Vg (@(5), #(T)).(n(S),n(T)) <0, (4.1)
N(t) = fa(t,T(t), u(t))n(t) + Aaf (£, (), u(®))(E(1) g5, (4.2)
u(t) +a&(t) e U(t) g.s., (4.3)
(n(5),n(T)) € Q(z(5), 2(T)), (4.4)

) =A{v:Ve(z(9),z(T)) - v<0 iel(x),V(z(S),z(T))-v=0 jeJ}
I(z):={iel:¢;(x(S),z(T)) =0}, [:={1,....k}, J:=A{L1,... k}.

Teorema 4.1. Se (PCF) é M P — pseudo — invexo, entao cada M P — processo normal

€ um processo otimo.

Demonstragao: De fato:
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Seja (z,u) um M P — processo normal. Por (3.23) e (3.25) tem-se que

+wmm$w@»+iaN@uw%ﬂn»+§@vmuwxann<M$m@»:a
de modo que
m&rﬂn»wwwmv+/p ﬁf/m )) - n(t))dt
S S

—[:ilaiv@(f(S) (T ))+E&V¢z(f( );£(T))] - (n(5), n(T))
= [Vg(2(5), z(T))] (77(5)777(T))-

Suponhamos que existe um processo factivel (z,u) de (PCF) tal que g(z(S),z(T)) <
9(z(S),z(T)). Por (4.1) e da igualdade acima tem-se que

T

(p(S), =p(T)) - (n(S),n(T)) +/P(t) -n(t)dtJr/Hx(t,f(t),p(t)ﬂ(t))-n(t))dt
S

S

—[i @ Vi(z(5), 2(T)) + iilﬁivwi(x(S), (1)) - (n(S),n(T)) <0.  (4.5)

Por outro lado

Utilizando integragao por partes tem-se que

(M$rm@D%M$mUW+/f®n®ﬁ= —/p@www. (4.6)

Logo, por (4.2) tem-se que
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Assim, temos por (4.6) — (4.7) que

—[ii‘l a;iVi(2(5), 2(T)) +§6N¢i(:v(5),$(T))] - (n(8),n(T))
= /(1/06)[H(t,w(t),p(t),ﬂ(t)) — H(t, (1), p(t), ult) + a&(t))
—[:il a;iVoi(2(5), 7(T)) +i5ivwi(f(s)@(ﬂ)] - (n(S), n(T))]-

Logo,

/(1/04)[H(t7f(t),p(t)ﬂ(t)) — H(t,z(t), p(t), u(t) + ag(t))]
S
—[iiil a;Voi(2(5), 2(T)) + %:)1 BiVYi(2(S), 2(T))]-(n(S), n(T))] = 0,

contradizendo (4.5). Portanto (Z,u) é um processo 6timo.

Definicao 4.2. Sejam (Z,u) um processo factivel de (PCF) e o € (0,1) um escalar.
Definimos o conjunto das “diregcoes a-factiveis” como sendo o conjunto de todos os pares
(n,€) : [9,T] = R™ x R™ tais que

N(t) = fa(t,T(t), u(t)) - n(t) + Ao f(¢,7(1),u(®))(E() ¢, (4.8)
(n(5),n(T)) € Q(x(5), z(T)), (4.9)
u(t) +al(t) e U(t) g.s. (4.10)

Denotamos por §,(Z,u) o conjunto de todas as “dire¢oes a-factiveis”.

Agora podemos definir a M P — pseudo — invexidade em termos de diregoes a-factiveis.

Defini¢ao 4.3. Dizemos que (PCF) é M P — pseudo — invexo se dado um par de pro-
cessos factiveis (x,u), (z,u) com g(z(S),z(T)) < g(z(S),z(T)), existem (n,§) € Fa(Z,u)

satisfazendo:

Vg (2(5), 2(T)).(n(S),n(T)) <0, (4.11)

para todo o € (0,1)

Lema 4.1. Sejam (z,u) um processo factivel de (PCF) e um escalar o € (0,1). Se para
todo par (n,§) € Fu(z,u) tem-se que Vg(z(S),z(T)) - (n(S),n(T)) > 0 entao (T,u) é um
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MP — processo de (PCF).

Demonstracao: Consideremos o problema auxiliar abaixo.

[ Minimizar o(n(S),n(T)) = Vg(z(S),z(T)) - (n(S),n(T))

(PA) ¢ ( )me(t z(1), u(t))n(t) + Aaf(t,Z(t),u(t)) - () as te[ST],
) e V() qs tels, Tl
d)l(n(S),n(T)) <0 para 1=1,2,.. ki,
| ¢5(n(S),n(T)) =0 para j=1,2, ..k,
considerando:

fz(n(s),n(T)) = Voi(z(5),z(T)) - (n(S),n(T))
Vi(n(S),n(T)) = Vu(2(S),z(T)) - (n(S),n(T))
V(t) = { a(t) +ag € U(t)}.

(1)) =

E facil ver que (7,€) = (0,0) é um processo factivel de (PA) com ¢(77(S),

n
Suponha que exista um processo factivel (1, &) de (PA) tal que ¢(n(S),n(T)) < ¢(n(S ) ﬁ(T)).
(8).1(T) <

Observe que (1, €) é uma direcao a-factivel. Neste caso Vg(z(S),z(T)).(n
(

o que contradiz a hipétese, pois Vg(z(S), Z(T)).(n(S),n(T)) > 0. Assim (7,£) é um pro-
(

cesso 6timo de (PA). Logo, pelo Coroldrio B, existem (\, p) € {0, 1} x W

[S,T] x R™)

ea; > 0,8 eR el ={1,..., ki},jedJ=A{1..., ko}, tais que para quase todo

t €[S, T] tem-se:

p(t) = Vylp(t) - (fo(t, 2(t), a(t)n(t)) + Ao f(t, (1), u(t))(E(1))],

max {p(t) - [f=(t, Z(t), u(t))7(t) + Aaf (¢, (1), u(t)) ()]}

Eev(t)

= p(t) - [falt, (1), u(®)n(t) + Daf (¢, 2(t), u(t))(£(1)],

(4.12)

(4.13)

(6(S), ~0(T)) = AV p(0(S). A(T) + 3 eV (a(S), 7T +Z@vw] 7(8).7(1),

(4.14)
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ky o
A+ [|pl e +Zai+2‘ﬂi’ # 0. (4.15)
i=1 i=1
De (ET2) tem-se que

—p(t) = fo(t,T(t),u(t)) "p(t) = Ha(t,T(t), p(t), (1))

Agora, em (B13), tendo em conta que (7,£) = (0,0), temos que

p(t) - Ao f(t,Z(t),u(t)) (&) <0 qg.s. (4.16)

para todo £ € V(t), de modo que

ALH(t,T(t),p(t),u(t)(E) <0 VEeV(t) qs. (4.17)
Mostraremos que
H(t,z(t),p(t),u(t)) = urél[z]xé) H(t,z(t),p(t),u) q.s. (4.18)

Suponha que (EI8) nao se cumpre, isto é, existe € > 0 e A C [S,T] com medida positiva
tais que

zlll}()t) H(t,z(t),p(t),u) —e > H(t,z(t),p(t), u(t)) vVt e A.

Definamos a multifungao V'(t) := {u € U(t) : w(t,u) > 0} onde

oty = | HGEDPO0) — e = HEF0,p(),3(), parat e A
’ 1 parate [S,T|\A.

Entdao Gr(V') = w™!((0,00)) N Gr(U). De (H1) e (H2), vemos que Gr(V’) é £ x B™
mensurdvel. Aplicando o Teorema da Selegao Mensurdvel de Aumann (Teorema 2.2)
segue que V' tem uma selecao mensuravel, ou seja, existe uma funcao mensurdvel o tal

que u(t) e U(t) qs tel[S,T)e
H(t,z(t), p(t),u(t)) —e > H(t,z(t),p(t),u(t)) te A (4.19)
Integrando (E19), temos que

/w@ﬂmmmmm—ﬂmﬂmmmmmw>o (4.20)
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Seja
u(t) + u(t)
parat € A
§(t) = o
0 parate [S,T]\A.
Entao

u(t) Vte A

Assim u(t) + a&(t) e U(t) qs te€[S,T] e

NG H(t, z(t),p(t), a(t))(E(t) = o '[H(t, z(t),p(t), ult)) — H(t, z(t
ALH (1), pt),at)(€) = 0 Vte S, TI\A.

:_/
]
=
:_/
I~}
=
<C
~
m
I

Assim, aplicando integral em (A7) temos que

contradizendo (E=20). Portanto (II8) se cumpre.
Logo, em (E4) e tendo em conta

: (#(8).7(T)) - (1), 0(T),
B0S),0(T)) = Vurle(S),#(T) - (1(S),n(T))
tem-se que
(D(S),~p(T)) = AVg(2(S), #(T) + 3 oV ((5), 5(T) + D Aus ((5), #(T)).

Assim, de (A1), (A18), (IX) e (A=20) tem-se que (Z,u) é um M P — processo de (PCF).

Teorema 4.2. Se (PCF) € tal que cada M P — processo normal € um processo dtimo,

entao (PCF') é um problema M P — pseudo — invexo.

Demonstragao: De fato:



4 Condigcdes de Otimalidade 45

Suponhamos que (PC'F) nao é M P — pseudo — invero. Entao existe um par de processos
factiveis tais que g(z(S),z(T)) < g(z(5),z(T)), um escalar a € (0,1), para todo par
(n,€) € Fo(z,u) tem-se Vg(z(S),z(T)).(n(S),n(T)) > 0. Utilizando o Lema 4.1 tem-se
que ((S5),z(T)) é um MP — processo de (PFC). Entao, por hip6tese, é um processo
6timo, mas isto contradiz o fato que g(z(S),z(T)) < ¢(z(S),z(T)). Assim (PCF) é

M P — pseudo — invezxo.

Exemplo 4.1. Considere o sequinte problema de controle:

(

Minimizar g(x(0),2(1)) = Iny/z(1) + 1
Sujeito a
(pey J HO = 2O+ @) gs.
u(t) € 10,1 g¢.s.,
z(0) = 0,
| —z(1) <0
Neste caso,

w<l’0,l’1> = Xo, ¢($0,$1) = —I1, f(t,SC,U) =—x+ UQ.

Temos que (Z,u) = (0,0) € um processo dtimo. De fato, é facil ver que (z,u) = (0,0) €
um processo factivel. Mostraremos que (Z,u) = (0,0) é um minimizador global. Tome um
processo factivel (z,u) arbitrdrio. E claro que In/z(1) +1 > 0, uma vez que x(1) > 0.
Portanto g(x(0),z(1)) > 0 = ¢g(z(0),z(1)), para todo processo factivel (x,u). Conclui-se
que (z,u) = (0,0) € um minimizador global de (PC).

Segundo o Principio do Mdzimo (z,u) é um MP — processo. De fato, tome X = 1,
—exp(—1) —exp(t — 1)
aq 47 61 4 € ( ) 4 ’ € [07 ]

(i) Comecaremos mostrando a condi¢do (3.26). Temos, para t € [0, 1],

—exp(t —1)

e

(4.22)

— (4.23)
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Assim, de ([@23) e ({-23) conclui-se que,
(11) Mostraremos a condi¢io (3.27). Observe que

H(t,z(t),p(t),a(t)) = p(t)- (=2(t) + (a(t))?)

p(t) <0, te€l0,1], e H(t,z(t),p(t),u) =p(t)- (v)* YuecU(t).

Entao

H(t,z(t),p(t),u) <0 YueU(t). (4.25)
Logo de (#-23) e ({-Z3) conclui-se que,

H(t,z(t),p(t),u(t)) = max H(t,z(t),p(t),u) q.s.

uelU(t)
. exp(t — 1)
(i7i) Mostraremos a condi¢ao (3.28). Como p(t) = — 1 , te€l0,1], tem-se que
exp(—1) 1
00 -p0) = (-1 (1.26)

e disso tem-se que

ATg(3(0)3(1) + s T9(a(0). 50) + 4T6(0).5(1) = (0.7) +F0.-)

Portanto de (I-20) e ({-Z7) conclui-se que

(p(0), =p(1)) = AVg(2(0), 2(1)) + 1 V(2(0), 2(1)) + 19 (2(0), Z(1)).

(iv) Da forma como foram escolhidos A, oy, B1 e p(t) a condigao (3.29) claramente

satisfeita.

Verificaremos que o problema (PC) é M P — pseudo — invezo.

Sejam (x,u), (y,v) processos factiveis de (PC) tais que g(x(0),z(1)) < g(y(0),y(1)).
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Temos que
Invz(l)+1<Ilnyy(l)+ 1< z(1) <y(l).

Como z(1) > 0, seque entao que y(1) > 0, ou seja, a restricio ¢(y(0),y(1)) < 0 nao é
ativa no ponto (y(0),y(1)). Logo I(y,v) =0, assim,

Qy(0),y(1)) = {v:Vu(y(0),y(1))-v=0}
= {’Y = (’Yl,’Yz) : (LO) ) (’71,72) = 0}

= {v=01,7%) :m =0,7% € R}

Seque que

De x(1) < y(1), obtemos

/0 exp(7 — 1)[u(r)]?dr < /0 exp(1T — 1)[v(7)]?dr.

Logo, existe E C [0, 1], com medida positiva, tal que u(t) < v(t), t€ E.

Jou®) =), tek
<) _{ 0, telo,1\E.

Tome

Seja o € (0,1) arbitrdrio. Temos que

J au®) + (1 —a)u(t), teFl
o{t) + ad(t) = { 0, tel0,1)\E.
Dai, v(t) + a&(t) € U(t) = [0,1] ¢q.s. (observe que U(t) é convero, u(t),v(t) € U(t) e
a€(0,1)).
Agora tome n(t) tal que

{ n(t) = fo(t,y(t),v(@)n(t) + Ao f(t,y(t), v(t)) (&) g5,
1n(0),n(1)) € Q(y(0),y(1)),

ou seja,
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Entao
nt) = / exp(r — D)[(v(r) + a& () — (u(7))*]dr
_ [E exp(r — )[(au(r) + (1 — a)u(r))? — (v(r))?)ldr
—|—/ exp(T — ) [(au(r) + (1 — a)u(7))? = (v(7))?)]dr
[0,1I\E
- /E exp(1 — t)[(au(r) + (1 — a)v(7))? — (v(7))?)]dr

Como u(t) <wv(t), teE e «a€(0,1), temos que 0 < u(t) < au(t) + (1 —a)v(t) <
v(t), te E. Portanto n(t) <0 q.s.. Em particular, n(1) < 0. Deste modo,

Vg(y(0),y(1)) - (n(0),n(1)) = (07 m> 2@?1()11 0

poisn(l) <0 e y(1) > 0. Concluimos entio que (PC) é M P — pseudo — invezo.

-(0,7(1)) =

<0,
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Conclusoes

Nossos resultados mostram que a M P — pseudo — invexidade é uma condicao suficiente
de otimalidade para (PCF'), no sentido de que se (PCF) satisfaz a Defini¢ao A1 , entao
todo M P — processo é um processo otimo. Ademais, mostramos que se é verdadeira a
propriedade de que todo M P — processo de (PCF) é um processo 6timo, entao (PCF)
é M P — pseudo — invexo. Portanto, concluimos que a classe dos problemas de controle
MP — pseudo — invexos é a maior classe de problemas onde tal propriedade vale.

Futuramente, iremos estudar a definicao da MP-invexidade com multiplicadores, ade-
quada para problemas anormais e também a generalizacao dos resultados para o caso

nao-diferencidvel.
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