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Instituto de Biociências, Letras e Ciências Exatas
Rua Cristóvão Colombo, 2265, 15054-000

São José do Rio Preto - SP - Brasil
Telefone: (17) 3221-2444 - Fax: (17) 3221-2445



John Frank Matos Ascona

Condições de Otimalidade para Problemas

de Controle Ótimo com Condições de

Contorno Funcionais

Orientador:

Prof. Dr. Valeriano Antunes de Oliveira

Universidade Estadual Paulista “Júlio de Mesquita Filho”
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Resumo

Neste trabalho consideramos o problema de controle ótimo com restrições de contorno
funcionais. O propósito deste trabalho é propor condições de otimalidade para problemas
com condições de contorno funcionais envolvendo funções continuamente diferenciáveis,
considerando a classe dos problemas de controle ótimo MP − pseudo − invexos. Nos-
sos resultados mostram que a MP − pseudo − invexidade é uma condição suficiente de
otimalidade para tais problemas.

Palavras-chave: Controle Ótimo Suave, Condições de Otimalidade, MP-pseudo-
invexidade.



Abstract

In this work we consider the optimal control problem with functional boundary cons-
traints. The purpose of this work is to propose optimality conditions for problems with
functional boundary conditions involving continuously differentiable functions, considering
the class of MP-pseudoinvex optimal control problems. Our results show that MP-pseudo-
invexity is a sufficient condition of optimality for such problems.

Keywords: Smooth optimal control, Optimality conditions, MP-pseudoinvexity.
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10

Caṕıtulo 1

Introdução

Em diversos campos, tais como controle de epidemias [19], economia [6], ecologia

[13], engenharia qúımica [1], produção de energia elétrica [3], robótica [14], etc., surge

a necessidade de resolver problemas que podem ser modelados como controle ótimo, via

modelos matemáticos. Nesses modelos deseja-se minimizar (ou maximizar) uma função (às

vezes linear, quadrática, convexa, etc.), denominada função objetivo, de várias variáveis

escolhidas dentro de alguma região fact́ıvel (região definida por condições impostas às

variáveis do problema). Problemas matemáticos do tipo cuja função a ser otimizada

envolve variáveis em função do tempo (variável de estado - descreve o estado do sistema

em função do tempo, e variável de controle - descreve alguma “entrada” para o sistema)

sujeitas a algumas restrições, são chamados problemas de controle ótimo.

Os trabalhos de Hanson e Craven foram muito importantes na teoria de otimização

global e inspiraram uma grande quantidade de trabalhos subsequentes. Em meados da

década de oitenta temos os trabalhos de Craven e Glover [7] e Ben-Israel e Mond [2] que

são referências importantes para quem quer se iniciar no estudo do conceito de invexidade

no caso de funções diferenciáveis. Um resultado importante que aparece nestes trabalhos

é a seguinte caracterização de funções invexas diferenciáveis: Uma função é invexa se e

somente se todo ponto estacionário é mı́nimo global. Em [8], Craven estendeu o conceito de

invexidade para funções Lipschitz e em [17], Reiland introduz o conceito de invexidade para

funções localmente Lipschitz. Em [16] Phuong, Sach e Yen, introduzem um novo conceito

de invexidade para funções localmente Lipschitz definidas num espaço finito dimensional e

que generaliza todos os anteriores. A seguinte definição é a extensão natural da definição

de Phuong, Sach e Yen para o caso infinito dimensional:

Definição 1.1. Seja C ⊂ ω um conjunto não vazio. Uma função localmente Lipschitz

g : ω → R é dita invexa em x1 ∈ C se, para todo x2 ∈ C, existe η(x1, x2) ∈ TC(x1), tal
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que,

g(x2)− g(x1) ≥ f
◦
(x1; η(x1, x2)).

Dizemos que g é invexa em C se g é invexa em todo ponto x ∈ C.

Phuong, Sach e Yen [16] obtiveram tal caracterização para funções localmente Lips-

chitz invexas no caso em que o espaço é finito dimensional. Este resultado é uma extensão

para o caso não diferenciável da caracterização obtida em [2] para o caso diferenciável.

Um outro tipo de convexidade generalizada é o conceito de função pré-invexa introduzido

por Ben-Israel e Mond em [2].

Em [15], Martin introduziu o conceito de KT-invexidade e mostrou que vale a proprie-

dade de que todo ponto estacionário (ou ponto de Kuhn-Tucker) é minimizador global se

e somente se o problema é KT-invexo. O resultado de Martin diz que a KT-invexidade

é também uma condição suficiente para valer esta propriedade. O resultado de Martin

mostra que a maior classe de problemas onde é válida esta propriedade é a classe dos

problemas KT-invexos.

A invexidade, assim como a convexidade, desempenha um papel importante quanto

a condições suficientes de otimalidade. É bem conhecido na teoria de otimização que

em problemas convexos vale a propriedade de que todo ponto estacionário é minimizador

global. Esta propriedade também é válida para problemas invexos.

Em de Oliveira et al.[9], [10] foi introduzido a classe de problemas MP − pseudo −
invexos. Foi mostrado que em um problemaMP −pseudo− invexo, todoMP −processo
é um processo ótimo. Ademais, foi mostrado que se tal propriedade é verdadeira, isto é, se

todo MP-processo de um determinado problema é um processo ótimo, então tal problema

é (necessariamente) um problema MP − pseudo− invexo. Tais resultados foram obtidos

para problemas de controle com condições de contorno do tipo abstratos, i.e., do tipo

(x(S), x(T )) ∈ C, onde C é um conjunto fechado de Rn × Rn.

Considere o seguinte problema de controle ótimo com restrições de contorno funcionais:
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(PCF )



Minimizar g(x(S), x(T ))

sobre x ∈ W 1,1([S, T ],Rn) e funções mensuráveis

u : [S, T ] → Rn satisfazendo

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)) q.s.

u(t) ∈ U(t). q.s

ϕi(x(S), x(T )) ≤ 0 para i = 1, 2, ..., k1.

ψj(x(S), x(T )) = 0 para j = 1, 2, ..., k2,

onde g : Rn × Rn → R, f : [S, T ]× Rn × Rm → Rn, ϕi : Rn × Rn → R; i = 1, 2, ..., k1

e ψj : Rn × Rn → R; j = 1, 2, ..., k2 , U : [S, T ] ⇒ Rm é uma multifunção. Sendo

q.s. = quase sempre e os tempos S e T são fixados. A variável de estado x é uma função

absolutamente cont́ınua de [S, T ] em Rn e a variável de controle u é uma função mensu-

rável de [S, T ] em Rm. Dizemos que (x, u) ∈ W 1,1([S, T ];Rn) × Lm
∞[S, T ] é um processo

de controle fact́ıvel se as restrições de (PCF) são satisfeitas. Dizemos que um processo de

controle fact́ıvel (x̄, ū) é um processo de controle ótimo se g(x̄(S), x̄(T )) ≤ g(x(S), x(T ))

para todos processos fact́ıveis (x, u).

O principal resultado da teoria de controle ótimo é o Prinćıpio do Máximo de Pon-

tryagin, que é um conjunto de condições necessárias de otimalidade para problemas de

controle ótimo o qual pode ser encontrado em [18],[4].

Nesta dissertação estudamos condições de otimalidade para problemas com condições

de contorno funcionais, considerando a classe dos problemas de controle ótimo MP −
pseudo− invexos. Tais condições serão obtidas sob as hipóteses de que a função objetivo

e as funções que definem as condições de contorno (i.e., g, ϕ1, ..., ϕk1 , ψ1, ..., ψk2) sejam

continuamente diferenciáveis e que f(t, x, u) é continuamente diferenciável na variável x).

Assim, a disertação está organizada em 3 caṕıtulos. No Caṕıtulo 2, são dados de-

finições e teoremas que serão utilizados no texto. No Caṕıtulo 3, estudamos alguns re-

sultados do livro do Vinter [18], tais como O Prinćıpio do Máximo de Pontryagin para

problemas com condições de contorno funcionais, tanto para o caso não diferenciável

como diferenciável, os quais são provados com mais detalle. No Caṕıtulo 4, definimos

MP − pseudo − invexidade para problemas de contorno funcionais. Apresentamos con-

dições de otimalidade para tais problemas, inclúımos também um exemplo ilustrativo.

Tais resultados são adaptações de teoremas do artigo de Oliveira [9], [10] porém novos,

originais.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

Neste caṕıtulo vamos apresentar definições e teoremas de Continuidade, Multifunções,

Cones e Subdiferenciais, os quais serão utilizados ao longo deste trabalho. Para aqueles

interessados em aprofundar no assunto sugerimos consultar (Vinter [18]) e (Clarke [4]).

2.1 Continuidade

Definição 2.1. Uma função x(·) : [a, b] → Rn é absolutamente cont́ınua, se pode ser

expressa sob a forma:

x(t) = x0 +

t∫
a

v(s)ds

para alguma função integrável v; temos então ẋ :=
dx(t)

dt
= v(t) q.s. O conjunto de

todas as funções absolutamente cont́ınuas é denotado por W 1,1([a, b],Rn), com norma

∥x∥W 1,1 = ∥x(a)∥+
b∫

a

|x′(t)|dt.

Teorema 2.1. Suponhamos que f : Rn → R é continuamente diferenciável e que v ∈ Rn.

Então

f(x+ v) = f(x) +∇f(x+ tv)Tv, para algum t ∈ (0, 1).

2.2 Multifunção Mensurável

Definição 2.2. Seja Ω ⊂ Rn. Dizemos que V : Ω ⇒ Rm é uma multifunção, se para cada

t ∈ Ω tem-se V (t) ⊂ Rm, ou seja, V (t) é um subconjunto de Rm.



2.2 Multifunção Mensurável 14

Definição 2.3. Considere uma multifunção V : Ω ⇒ Rm.

(i) O domı́nio efetivo de uma multifunção V é o conjunto

dom(V ) := {t ∈ Ω : V (t) ̸= ∅} .

(ii) O gráfico de uma multifunção V , é o subconjunto de Ω× Rm definido por

Gr(V ) := {(t, y) ∈ Ω× Rm : y ∈ V (t)} .

Definição 2.4. Uma multifunção V : Ω ⇒ Rm é chamada multifunção convexa, se o seu

gráfico é convexo.

Definição 2.5. Seja V : Ω ⇒ Rm uma multifunção. V diz-se fechada em t ∈ Ω, se o seu

gráfico é fechado.

Definição 2.6. Uma multifunção V : Ω ⇒ Rm é chamada mensurável se o conjunto

{t ∈ Rm : V (t) ∩G ̸= 0}

é mensurável para cada subconjunto aberto G ⊂ Rm.

Observação 2.1. Seja E um subconjunto de Lebesgue de I ⊂ R. Denote L como a familia

dos subconjuntos Lebesgue de I. Se Ω é o conjunto I então V : I ⇒ Rm é mensurável.

Dizemos que a multifunção V é L mensurável.

Denote por Bm os sub-conjuntos de Borel de Rm e por L × Rm a σ-algebra produto de

I × Rm (isto é, a menor σ − algebra de subconjuntos de I × Rm que contém todos os

conjuntos de produtos A×B com A ∈ L e B ∈ Rm).

Definição 2.7. Seja V : I ⇒ Rm uma multifunção. Dizemos que a função x : I → Rn é

uma seleção mensurável para V se:

• x é Lebesgue mensurável,

• x(t) ∈ V (t) q.s.

Teorema 2.2 (Seleção Mensurável de Aumann). Seja V : I ⇒ Rm uma multifunção não-

vazia. Suponha que Gr(V ) é L×Bm mensurável. Então V tem uma seleção mensurável.

Demonstração: consultar referência (Vinter [18], Teorema 2.3.12).
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2.3 Cones Normais

Definição 2.8. Dizemos que um conjunto não vazio K ⊂ Rn é um cone em Rn se, dado

ξ ∈ K, vale que λξ ∈ K, para todo λ ≥ 0.

Definição 2.9. Sejam C ⊂ Rk um conjunto fechado e x̄ ∈ C. O vetor ξ ∈ Rk é chamado

de vetor normal proximal a C em x̄, se existir M ≥ 0 tal que

ξ · (y − x̄) ≤M∥y − x̄∥2 ∀y ∈ C. (2.1)

O conjunto de todos os vetores normais proximais a C em x̄ é chamado de cone normal

proximal a C em x̄, denotado por NP
C (x̄), e é representado pelo conjunto

NP
C (x̄) :=

{
ξ ∈ Rk : ∃M > 0 tal que a condição 2.1 é satisfeita

}
.

Proposição 2.1. Sejam C ⊂ Rk um conjunto fechado e pontos x̄ ∈ C e ξ ∈ Rk. Então,

as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) ξ pertence ao cone normal proximal a C em x̄,

(ii) existe um ponto z ∈ Rk e um fator escalar r > 0 tal que

∥z − x̄∥ = min{∥z − y∥ : y ∈ C} e ξ = r(z − x̄).

Demonstração: consultar referência (Vinter [18], Proposição 4.2.2).

Definição 2.10. Sejam C ⊂ Rk um conjunto fechado e um ponto x̄ ∈ C. O cone normal

limite a C em x̄ é o conjunto.

NC(x̄) := {ξ ∈ Rk : existem xi
C→ x̄ e ξi → ξ tais que ξi ∈ NP

C (xi),∀i}.

Os vetores ξ ∈ NC(x̄) são chamados de vetores normais limites a C em x̄.

Definição 2.11. Sejam C ⊂ Rk um conjunto fechado e um ponto x̄ ∈ C. O cone normal

estrito a C em x̄ é o conjunto

N̂C(x̄) :=

ξ ∈ Rk : lim sup

y
C→ x̄

ξ · (y − x̄)

∥y − x̄∥
≤ 0


Os vetores ξ ∈ N̂C(x̄) são chamados de vetores normais estritos a C em x̄.

Observação 2.2. A notação yi
C→ x̄, significa que yi → x̄ e yi ∈ C.
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Proposição 2.2. Sejam C ⊂ Rk um conjunto fechado e um ponto x̄ ∈ C. Então,

(i) NP
C (x̄), NC(x̄) e N̂C(x̄), são cones em Rk e

NP
C (x̄) ⊂ N̂P

C (x̄) ⊂ NC(x̄).

(ii) NP
C (x̄) é convexo;

(iii) N̂P
C (x̄) é convexo e fechado;

(vi) A multifunção que associa cada y ∈ C ao subconjunto NC(y) tem gráfico fechado,

isto é, para quaisquer sequências yi
C→ y e pi

C→ p tais que pi ∈ NC(yi) ∀i, então
p ∈ NC(y).

Demonstração: consultar referência (Vinter [18], Proposição 4.2.6).

Proposição 2.3. Sejam C1 ∈ Rm e C2 ∈ Rn subconjuntos fechados, e (x1, x2) ∈ C1×C2.

Então,

• NP
C1×C2

(x1, x2) = NP
C1
(x1)×NP

C2
(x2);

• N̂P
C1×C2

(x1, x2) = N̂P
C1
(x1)× N̂P

C2
(x2);

• NC1×C2(x1, x2) = NC1(x1)×NC2(x2).

Demonstração: consultar referência (Vinter [18], Proposição 4.2.8).

2.4 Cones Tangente de Clarke

Definição 2.12. Sejam C ⊂ Rk um conjunto fechado e um ponto x̄ ∈ C.

(i) O Cone Tangente de Bouligand a C em x̄, denotado por TC(x̄), é o conjunto

TC(x̄) = lim sup
x↓0

t−1(C − x̄).

Uma caracterização do Cone tangente de Bouligand por meio de sequências é dada

por

TC(x̄) = {ξ ∈ Rk : ∃{ci} ⊂ C e ∃ti ↓ 0 tais que t−1
i (ci − x̄) → ξ}.
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(ii) O Cone Tangente de Clarke a C em x̄, denotado por T̄C(x̄), é o conjunto

T̄C(x̄) = lim inf

t↓0 y
C→ x̄

t−1(C − y).

Uma caracterização do Cone Tangente de Clarke através de sequências é dada por

T̄C(x̄) = {ξ ∈ Rk : ∀xi
C→ x̄ e ∀ti ↓ 0, existe {ci} ⊂ C tal que t−1

i (ci−xi) → ξ}.

Proposição 2.4. Sejam C ⊂ Rk um conjunto fechado e um ponto x̄ ∈ C. Então, TC(x̄)

e T̄C(x̄) são cones fechados contendo a origem e T̄C(x̄) ⊂ TC(x̄).

Demonstração: consultar referência (Vinter [18], Proposição 4.10.2).

Proposição 2.5. Sejam C ⊂ Rk um conjunto fechado e um ponto x̄ ∈ C. Então, T̄C(x̄)

é um conjunto convexo.

Demonstração: consultar referência (Vinter [18], Proposição 4.10.3).

Denotemos por S∗ o cone polar de um conjunto S ⊂ Rk, isto é,

S∗ := {ξ : ξ · x ≤ 0 ∀x ∈ S}.

Teorema 2.3. Sejam C ⊂ Rk um conjunto fechado e um ponto x̄ ∈ C. Então, o envol-

tório convexo fechado do cone tangente de Bouligand TC(x̄), denotado por coTC(x̄), e o

cone tangente de Clarke T̄C(x̄) estão relacionados da seguinte forma.

lim inf

y
C→ x̄

coTC(y) = lim inf

y
C→ x̄

TC(y) = T̄C(x̄).

Demonstração: consultar referência (Vinter [18], Teorema 4.10.5).

Lema 2.1. Sejam uma multifunção S : Rk ⇒ Rn, um conjunto C ⊂ Rk, e um ponto

x̄ ∈ Rk. Se S(y) é um cone convexo fechado para cada y ∈ Rn, então

lim inf

y
C→ x̄

S(y) = [lim sup

y
C→ x̄

S(y)∗]∗.

Demonstração: consultar referência (Vinter [18], Lema4.10.6).

Proposição 2.6. Sejam C ⊂ Rk um conjunto fechado e um ponto x̄ ∈ C. Então,

T̄C(x̄) = NC(x̄)
∗.

Demonstração: consultar referência (Vinter [18], Teorema 4.10.7).



2.5 Subdiferenciais proximal, estrita, limite. 18

2.5 Subdiferenciais proximal, estrita, limite.

Definição 2.13. Considere uma função f : Rn → R ∪ {+∞}.

(i) O domı́nio efetivo da função f é o conjunto

dom(f) := {x ∈ Rn : f(x) < +∞}.

(ii) O eṕıgrafo da função f é o conjunto

epi(f) := {(x, α) ∈ Rn × R : f(x) ≤ α}.

(ii) O gráfico da função f é o conjunto

Gr(f) := {(x, f(x)) ∈ Rn × R : x ∈ dom(f)}.

Definição 2.14. Seja f : Rn → R ∪ {+∞}. Dizemos que f é semicont́ınua inferior em

x̄ ∈ Rn se, dado ϵ > 0, ∃δ > 0 tal que, para cada x ∈ Rn com x ∈ B(x̄, δ) tem-se que

f(x̄) ≤ f(x) + ϵ. Se f é semicont́ınua inferior em todos os pontos y ∈ Rn, dizemos que f

é semicont́ınua inferior

Definição 2.15. Sejam f : Rn → R ∪ {+∞} uma função semicont́ınua inferior e x̄ ∈
dom(f) um ponto. Então:

(i) A subdiferencial proximal de f em x̄, denotado por ∂Pf(x), é o conjunto

∂Pf(x̄) := {ξ : (ξ,−1) ∈ NP
epi(f)(x̄, f(x̄))}.

Os elementos em ∂Pf(x̄) são chamados de subgradientes proximais.

(ii) A subdiferencial estrita de f em x̄, denotado por ∂̂f(x̄), é o conjunto

∂̂f(x̄) := {ξ : (ξ,−1) ∈ N̂epi(f)(x̄, f(x̄))}.

Os elementos em ∂̂Pf(x̄) são chamados de subgradientes estritos.

(iii) A subdiferencial limite de f em x̄, denotado por ∂f(x̄), é o conjunto

∂f(x̄) := {ξ : (ξ,−1) ∈ Nepi(f)(x̄, f(x̄))}.

Os elementos em ∂f(x̄) são chamados de subgradientes limites.
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2.6 Derivada Direcional Generalizada e Subdiferen-

cial de Clarke

Definição 2.16. Seja f : Rn → R uma função. Dizemos que f é Lipschitz (ou lipschitzi-

ana) se, dados arbitariamente x1, x2 ∈ S, existe k > 0 tal que

|f(x2)− f(x1)| ≤ k∥x1 − x2∥.

A constante k é chamada constante Lipschitz da função f .

Definição 2.17. Seja f : Rn → R uma função Lipschitz na vizinhança de x̄ ∈ Rn. A

derivada direcional generalizada de Clarke de f em x̄ na direção v ∈ Rn, denotada por

f ◦(x̄, v) é definida por

f ◦(x̄, v) = lim sup
y→x̄,t↓0

f(y + tv)− f(y)

t

Proposição 2.7. Seja f : Rn → R uma função Lipschitz na vizinhança de x̄ ∈ Rn com

constante Lipschitz igual a k. Então, a função v → f 0(x; v) com domı́nio Rn tem as

seguintes propriedades.

(i) f ◦(x̄, v) é limitada;

(ii) f ◦(x̄, v) é Lipschitz com constante Lipschitz igual a k;

(iii) f ◦(x̄, v) é positiva homogênea, isto é,

f ◦(x̄, αv) = αf ◦(x̄, v), ∀v ∈ Rn, α ≥ 0;

(iv) f ◦(x̄, αv) é sublinear, isto é,

f ◦(x̄, u+ v) ≤ f ◦(x̄, u) + f ◦(x̄, v), para quaisquer u, v ∈ Rn;

(v) f ◦(x̄,−v) = (−f)◦(x̄, v);

(vi) f ◦(x̄, u+ v) é convexa.

Demonstração: consultar referência (Clarke [4], Proposição 2.1.1).

Definição 2.18. Seja f : Rn → R uma função Lipschitz na vizinhança de x̄ ∈ Rn.

Chamamos de Subdiferencial de Clarke de f em x̄ e denotamos por ∂̄f(x̄) o conjunto

∂̄f(x̄) := {ξ ∈ Rn : ξ · v ≤ f ◦(x̄, v), ∀v ∈ Rn}.
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Também, os elementos de ∂̄f(x̄) são chamados de gradientes generalizados de Clarke de

f em x̄.

Proposição 2.8. Seja f : Rn → R uma função Lipschitz em uma vizinhança de x̄ ∈ Rn.

Então,

(i) Se a função f é diferenciável em x̄, então {∇f(x̄)} ∈ ∂̄f(x̄).

(ii) Se a função f é continuamente diferenciável em x̄, então {∇f(x̄)} = ∂̄f(x̄).

Demonstração: consultar referência (Clarke [4], Proposição 3.1).

Proposição 2.9. Sejam f : Rn → R uma função semicont́ınua inferior e x̄ ∈ Rn. Se f

é uma função localmente Lipschitz cont́ınua em x̄, então ∂̄f(x̄) = co(∂f(x̄)).

Demonstração: consultar referência (Vinter [18], Teorema 4.7.6).

2.7 Propriedades de Subdiferenciais

Lema 2.2. Sejam f : Rn → R ∪ {+∞} uma função semicont́ınua inferior e g : Rn → R
uma função de classe C2 na vizinhança de x̄, um subconjunto fechado C ∈ Rn, e um ponto

x̄ ∈ (intC) ∩ (domf). Então,

(i) ∂P (f + g +ΨC)(x̄) = ∂Pf(x̄) + {∇g(x̄)};

(ii) ∂(f + g +ΨC)(x̄) = ∂f(x̄) + {∇g(x̄)};

onde ΨC denota a função indicadora do conjunto C.

Demonstração: consultar referência [Vinter [18](Lema 5.1.2)]

Teorema 2.4 (Regra da Soma). Sejam fi : Rn → R ∪ {+∞} funções semicontinuas

inferiores , i = 1, . . . ,m, e x̄ ∈ ∩idomfi. Defina a função f(x̄) := f1(x̄) + f2(x̄) + . . . +

fm(x̄). Então

∂f(x̄) ⊂ ∂f1(x̄) + ∂f2(x̄) + . . .+ ∂fm(x̄).

Demonstração: consultar referência (Vinter [18], Teorema 5.4.1).
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Proposição 2.10. Sejam G : Rn → Rm uma aplicação semicont́ınua inferior e um ponto

x̄ ∈ Rn. Se G é localmente Lipschitz continua na vizinhança de x̄, então,

NGr(G)(x̄, G(x̄)) ⊂ {(ξ,−η) : ξ ∈ ∂(η ·G)(x̄), η ∈ Rm}.

Demonstração: consultar referência (Vinter [18], Proposição 5.4.2).
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Caṕıtulo 3

Prinćıpio do Máximo

Neste caṕıtulo, estudamos com detalhes o Prinćıpio do Máximo para problemas de con-

trole ótimo com condições de contorno funcionais envolvendo funções não-diferenciáveis e

diferenciáveis. Os resultados aqui apresentados podem ser encontrados em (Vinter [18]).

Considere o seguinte problema de controle ótimo:

(P1)



Minimizar g(x(S), x(T ))

sobre x ∈ W 1,1([S, T ],Rn) e funções mensuráveis

u : [S, T ] → Rn satisfazendo

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)) q.s.

u(t) ∈ U(t) q.s.

(x(S), x(T )) ∈ C,

onde [S, T ] é um intervalo, g : Rn × Rn → R e f : [S, T ] × Rn × Rn → Rn, são funções

dadas, U : [S, T ] → Rm é uma multifunção e C ⊂ Rn × Rn é um conjunto fechado.

Uma função mensurável u : [S, T ] → Rm que satisfaz u(t) ∈ U(t) q.s. é chamada função

de controle. O conjunto de todas as funções de controle é denotado como U. Um processo

(x, u) compreende uma função de controle u junto com um arco x ∈ W 1,1([S, T ],Rn) que

é uma solução da equação diferencial.

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)) q.s.

Uma trajetória de estado x é a primeira componente de algum processo (x, u). Um

processo (x, u) é chamado fact́ıvel para (P1), se a trajetória de estado x satisfaz a relação

final

(x(S), x(T )) ∈ C.
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Definição 3.1. Um processo fact́ıvel (x̄, ū), é um minimizador global se,

g(x(S), x(T )) ≥ g(x̄(S), x̄(T )),

para todo processo fact́ıvel (x, u) .

Definição 3.2. Um processo fact́ıvel (x̄, ū), é um minimizador local em W 1,1, se existe

um δ > 0 tal que

g(x(S), x(T )) ≥ g(x̄(S), x̄(T )),

para todo processo fact́ıvel (x, u) que satisfaz

∥x− x̄∥W 1,1 ≤ δ.

Definição 3.3. Um processo fact́ıvel (x̄, ū) é um minimizador local forte, se existe um

δ > 0 tal que

g(x(S), x(T )) ≥ g(x̄(S), x̄(T )),

para todo processo fact́ıvel (x, u) que satisfaz

∥x− x̄∥L∞ ≤ δ.

3.1 O Prinćıpio do Máximo

Vamos denotar a função hamiltoniana por H : [S, T ]× Rn × Rn × Rm → R

H(t, x, p, u) = p · f(t, x, u).

Teorema 3.1 ( O Principio do Máximo). Seja (x̄, ū) um minimizador local em W 1,1 para

(P1). Suponha que, para algum δ > 0, as seguintes hipóteses são satisfeitas:

(H1) Para x fixo, f(·, x, ·) é L×Bm mensurável, existe uma função L×B mensurável

k : [S, T ]× Rm → R de modo que t→ k(t, ū(t)) é integrável, para q.s. t ∈ [S, T ],

|f(t, x, u)− f(t, x′, u)| ≤ k(t, u)|x− x′|.

para todo x, x′ ∈ x̄(t) + δB e u ∈ U(t).

(H2) Gr (U) é um conjunto L×Bm mensurável.

(H3) g é localmente Lipschitz cont́ınua.
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Então existem p ∈ W 1,1([S, T ],Rn) e λ ≥ 0 tais que:

(i) (p, λ) ̸= (0, 0);

(ii) −ṗ(t) ∈ co∂xH(t, x̄(t), p(t), ū(t)) q.s.;

(iii) H(t, x̄(t), p(t), ū(t)) = max
u∈U(t)

H(t, x̄(t), p(t), u) q.s.;

(iv) (p(S),−p(T )) ∈ λ∂g(x̄(S), x̄(T )) +NC(x̄(S), x̄(T )).

Além disso, suponhamos que f(t, x, u) e U(t) são independentes de t. Então, além das

condições acima mencionadas, existe uma constante “r” tal que

(v) H(t, x̄(t), p(t), ū(t)) = r q.s.

(∂xH denota a subdiferencial limite de H(t, ·, p, u) para (t, p, u)).

Os elementos (λ, p) são chamados multiplicadores para (P1), onde λ é chamado multipli-

cador custo e p é chamado arco adjunto.

Demonstração: consultar referência (Vinter [18], Teorema 6.2.1)

Problemas de controle ótimo, em que as restrições finais são especificadas como restrições

funcionais, são frequentemente encontrados:

(P2)



Minimizar g(x(S), x(T ))

sobre x ∈ W 1,1([S, T ],Rn) e funções mensuráveis

u : [S, T ] → Rn satisfazendo

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)) q.s.

u(t) ∈ U(t). q.s.

ϕi(x(S), x(T )) ≤ 0 para i = 1, 2, ..., k1.

ψj(x(S), x(T )) = 0 para j = 1, 2, ..., k2,

onde ϕi : Rn × Rn → R, i = 1, 2, ..., k1, e ψj : Rn × Rn → R, j = 1, 2, ..., k2,

Permitimos os casos k1 = 0 (sem restrições de desigualdade) e k2 = 0 (sem restrições de

igualdade). É claro que as condições necessárias do Teorema 3.1 permitem tais restrições,

mas pode ser complicado de aplicá-las, uma vez que isto envolve a construção de um

cone normal a um conjunto de restrições finais definido implicitamente como uma região
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viável para uma coleção de restrições de igualdades e de desigualdades funcionais. É con-

veniente, então, ter em mãos condições necessárias expressas diretamente em termos das

restrições funcionais por meio de multiplicadores de Lagrange adicionais. Tais condições

são fornecidas pelo próximo teorema.

Definição 3.4. Seja (x̄, ū) um processo fact́ıvel de P2. Dizemos que a restrição de de-

sigualdade é ativa no ponto (x̄(S), x̄(T )) quando ϕi(x̄(S), x̄(T )) = 0, i.e., quando a desi-

gualdade é satisfeita como igualdade.

O conjunto dos ı́ndices das restrições ativas no ponto (x̄(S), x̄(T )) será denotado por

I(x̄, ū) = {i = 1, . . . , k1 : ϕi(x̄(S), x̄(T )) = 0}.

Não inclúımos nesta definição as restrições de igualdade por que todas elas sempre são

ativas em todo ponto fact́ıvel.

Teorema 3.2 (O Prinćıpio do Máximo para problemas com condições de contorno fun-

cionais). Suponha que (x̄, ū) é um minimizador local em W 1,1 para (P2).

Suponhamos que (H1) e (H2) do Teorema 3.1 são satisfeitas e que g, ϕ1, ..., ϕk1 , ψ1, ..., ψk2

são localmente Lipschitz cont́ınuas. Então existem p ∈ W 1,1, λ ≥ 0, αi ≥ 0 para

i = 1, 2, ..., k1 e números βj para j = 1, 2, ..., k2 tais que:

(i) λ+ ∥p∥L∞ +
k1∑
i=1

αi +
k2∑
j=1

|βj| ̸= 0;

(ii) −ṗ(t) ∈ co∂xH(t, x̄(t), p(t), ū(t)) q.s.;

(iii) H(t, x̄(t), p(t), ū(t)) = max
u∈U(t)

H(t, x̄(t), p(t), u) q.s.;

(iv) (p(S),−p(T )) ∈ ∂(λg(x̄(S), x̄(T )) +
k1∑
i=1

αiϕi(x̄(S), x̄(T )) +
k2∑
j=1

βjψj(x̄(S), x̄(T ))),

e αi = 0 para todo i ∈ 1, ..., k1 tais que ϕi(x̄(S), x̄(T )) < 0 (na relação precedente,
k∑

i=1

é interpretada como 0 se k = 0).

(v) Se, além disso, f(t, x, u) e U(t) são independentes de t, então existe uma cons-

tante r tais que: H(t, x̄(t), p(t), ū(t)) = r q.s.

Demonstração: Suponhamos, momentaneamente, que todas as restrições são ativas em

(x̄, ū), i.e.:

ϕi(x(S), x(T )) = 0 para i = 1, 2, ..., k1,
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ψj(x(S), x(T )) = 0 para j = 1, 2, ..., k2, e que k1 ≥ 1 e k2 ≥ 1.

Defina G : Rn × Rn → R× Rk1 × Rk2 por

G(x0, x1) := (g(x0, x1)− g(x̄(S), x̄(T )), ϕ1(x0, x1), ϕ2(x0, x1), . . . , ϕk1(x0, x1), ψ1(x0, x1),

ψ2(x0, x1), . . . , ψk2(x0, x1)).

Seja o problema de controle ótimo (P3), com vetor de estado (x, y = (y0, y1, . . . , yk1+k2)) :

(P3)



Minimizar y0(T )

sobre x ∈ W 1,1, (y0, y1, . . . , yk1+k2) ∈ W 1,1 e funções mensuráveis

u satisfazendo

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)) q.s. ẏ0 = 0, . . . , ẏk1+k2 = 0. q.s.,

u(t) ∈ U(t) q.s.,

(x(S), x(T ), y(S)) ∈ Gr(G),

yi(T ) ≤ 0 para i = 1, 2, . . . , k1,

yj(T ) = 0 para j = k1 + 1, k1 + 2, . . . , k1 + k2.

Observe que (x̄, ȳ ≡ 0, ū) é um minimizador local em W 1,1 para (P3).

De fato:

Passo 1: Mostremos que (x̄, ȳ, ū) é um processo fact́ıvel de (P3) (i.e., satisfaz as condições

de (P3)). Por hipótese sabemos que (x̄, ū) é um minimizador local em W 1,1 para (P2),

então vale o seguinte:

˙̄x = f(t, x(t), u(t)) q.s., (3.1)

ū(t) ∈ U(t) q.s., (3.2)

ϕi(x̄(S), x̄(T )) ≤ 0 para i = 1, 2, ..., k1, (3.3)

ψj(x̄(S), x̄(T )) = 0 para j = 1, 2, ..., k2. (3.4)

Além disso sabemos que:

ȳ = (y0, y1, . . . , yk1+k2) = 0, de modo que ˙̄y0 = 0, . . . , ˙̄yk1+k2 = 0 q.s. (3.5)

Agora mostraremos que

(x̄(S), x̄(T ), ȳ(S)) ∈ Gr(G),

onde

Gr(G) = {(x0, x1, G(x0, x1)) : (x0, x1) ∈ Rn × Rn}.

Temos que G(x̄(S), x̄(T )) = (g(x̄(S), x̄(T ))− g(x̄(S), x̄(T )), ϕ1(x̄(S), x̄(T )), . . . ,
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ϕk1(x̄(S), x̄(T )), ψ1(x̄(S), x̄(T )), . . . , ψk2(x̄(S), x̄(T )), de modo que

G(x̄(S), x̄(T )) = (0, . . . , 0) e como ȳ(S) = (ȳ0(S), ȳ1(S), . . . , ȳk1+k2(S)) = (0, . . . , 0),

tem-se que ȳ(S) = G(x̄(S), x̄(T )) e, conclui-se que

(x̄(S), x̄(T ), ȳ(S)) ∈ Gr(G). (3.6)

Como

ȳ(T ) = (ȳ0(T ), ȳ1(T ), . . . , ȳk1+k2(T )) = (0, 0, . . . , 0),

se cumpre que:

ȳi(T ) ≤ 0 para i = 1, 2, ..., k1,

ȳj(T ) = 0 para j = k1 + 1, k1 + 2, ..., k1 + k2.
(3.7)

De (3.1) a (3.7) tem-se que (x̄, ȳ, ū) é um processo fact́ıvel para (P3).

Passo 2: Mostraremos que (x̄, ȳ, ū) é um minimizador local em W 1,1 para (P3).

Seja (x, y, u) um processo fact́ıvel arbitrário para (P3). Então as condições de (P3) se

verificam:

(i) ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), q.s. ẏ0 = 0, . . . , ẏk1+k2 = 0. q.s.,

(ii) u(t) ∈ U(t) q.s.;

(iii) (x(S), x(T ), y(S)) ∈ Gr G;

(iv) yi(T ) ≤ 0 para i = 1, 2, ..., k1, yj(T ) = 0 para j = 1, 2, ..., k2.

Então y(S) = G(x(S), x(T )), de onde

(y0(S), y1(S), . . . , yk1+k2(S)) = (g(x(S), x(T ))− g(x̄(S), x̄(T )), ϕ1(x(S), x(T )), . . . ,

ϕk1(x(S), x(T )), ψ1(x(S), x(T )), . . . , ψk2(x(S), x(T )) (3.8)

Temos que ẏ0 = 0, . . . , ẏk1+k2 = 0, então yi são constantes para i = 1, 2, . . . , k1 + k2, isto

é,

yi(S) = yi(T ),

e como

yi(T ) ≤ 0, para i = 1, 2, ..., k1,

yi(T ) = 0, para i = k1 + 1, . . . , k1 + k2. (3.9)

então de (3.8) e (3.9) tem-se que:

ϕi(x(S), x(T )) ≤ 0, para i = 1, 2, ..., k1, (3.10)
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ψi(x(S), x(T )) = 0, para i = 1, 2, ..., k2, (3.11)

Logo, de (i), (ii), (3.10) e (3.11) tem-se que (x, u) é um processo fact́ıvel para (P2).

Além disso, da otimalidade de (x̄, ū) para (P2) e de (3.8), tem-se que g(x(S), x(T )) ≥
g(x̄(S), x̄(T )) ⇐⇒ y0(S) = y0(T ) ≥ 0 sempre que ∥x − x∥W 1,1 ≤ δ′. Seja (x, y, u) um

processo admisśıvel de (P3) tal que ∥(x, y)− (x̄, ȳ)∥ ≤ δ′. Então,

∥(x, y)− (x̄, ȳ)∥ = ∥x− x̄∥+ ∥y − ȳ∥ ≤ δ′

⇒ ∥x− x̄∥ ≤ δ′.

Conclui-se que (x, y, u) é minimizador local de (P3)em W 1,1.

Portanto temos que (x, y ≡ 0, u) é um minimizador local em W 1,1 para (P3). Como as

hipóteses (H1) e (H2) do Teorema 3.1 são satisfeitas e g, ϕ1, ..., ϕk1 , ψ1, ..., ψk2 são Lipchitz

cont́ınuas, existem p̃ ∈ W 1,1 e λ ≥ 0 tais que as condições (i)-(v) do Teorema 3.1 são

válidas.

Primeiro mostraremos a condição (ii) do Teorema 3.1.

(ii) −(ṗ, q̇) ∈ co∂(x,y)H̃(t, x̄(t), ȳ(t), p(t), q(t), u(t)).

Sabemos que :

H̃(t, x̄(t), y(t), p(t), q(t), ū(t)) = (p, q) · f̃(t, x̄(t), y(t), ū(t))
= (p, q) · ( ˙̄x(t), ˙̄y(t))
= p ˙̄x(t) + qẏ(t).

Temos que ˙̄y(t) = (0, ..., 0) pois ȳ ≡ 0, e H(t, x̄(t), p(t), ū(t)) = p ˙̄x(t).

Assim

H̃(t, x(t), y(t), p(t), q(t), x(t)) = H(t, x(t), p(t), u(t))

, logo,

(−ṗ(t),−q̇(t)) ∈ co∂(x,y)H̃(t, x̄(t), ȳ(t), p(t), q(t), ū(t))

⊂ co[∂xH̃(t, x̄(t), ȳ(t), p(t), q(t), ū(t))

× ∂yH̃(t, x̄(t), y(t), p(t), q(t), ū(t))].

Como

H̃(t, x̄(t), ȳ(t), p(t), q(t), ū(t)) = H(t, x̄(t), p(t), ū(t)),

segue que

∂yH̃(t, x̄(t), ȳ(t), p(t), q(t), ū(t)) = 0,

pois H̃(t, x̄(t), ȳ(t), p(t), q(t), ū(t)) não depende de y.
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Portanto :

(−ṗ(t),−q̇(t)) ∈ co[∂xH(t, x̄(t), p(t), ū(t))× {0}]

⇒ −ṗ(t) ∈ co(∂xH(t, x̄(t), p(t), ū(t)))

e − q̇(t) = 0,

de modo que q(t) é constante.

(iii)

H̃(t, x̄(t), ȳ(t), p(t), q(t), ū(t)) = max
u∈U(t)

H̃(t, x̄(t), ȳ(t), p(t), q(t), u) (3.12)

Em (ii) vimos que:

H̃(t, x̄(t), ȳ(t), p(t), q(t), ū(t)) = H(t, x̄(t), p(t), ū(t)). (3.13)

Substituindo (3.13) em (3.12) tem-se que

H(t, x̄(t), p(t), ū(t)) = max
u∈U(t)

H(t, x(t), p(t), u).

(iv)

(p(S),−p(T ), q(S),−q(T )) ∈ λ∂g̃(x̄(S), x̄(T ), ȳ(S), ȳ(T ))+NC̃(x̄(S), x̄(T ), ȳ(S), y(T )),

onde

C̃ = GrG× R× Rk1
− × {0} × ...× {0}.

Aplicando a Propriedade 2.3

NC̃(x̄(S), x̄(T ), ȳ(S), ȳ(T )) = NGrG(x̄(S), x̄(T ), ȳ(S))×NRȳ0(T )

×NRk1
−
(ȳ1(T ), ..., yk1(T ))×N{0}(yk1+1(T ), ..., yk1+k2(T )).

⇒ NC̃(x(S), x(T ), ȳ(S), ȳ(T )) = NGrG(x̄(S), x̄(T ), ȳ(S))× {0} × Rk1
+ × Rk2 .

Sabemos que

g̃(x̄(S), x̄(T ), ȳ(S), ȳ(T )) = y0(T ),

então

λ∂g̃(x̄(S), x̄(T ), ȳ(S), ȳ(T )) = λ{(0, 0, 0, 1, 0, ..., 0)} ∈ Rn×Rn×R1+k1+k2×R1+k1+k2

Portanto,

(p(S),−p(T ), q(S),−q(T )) ∈ {(0, 0, 0, λ, 0, ..., 0)}+NGrG(x(S), x(T ), y(S))× {0}

× Rk1
+ × Rk2 .
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⇒ (p(S),−p(T ), q(S),−q(T )) ∈ NGrG(x̄(S), x̄(T ), ȳ(S))× {λ} × Rk1
+ × Rk2 .

Conclui-se que

(p(S),−p(T ), q(S)) ∈ NGrG(x̄(S), x̄(T ), ȳ(S)),

e

−q(T ) ∈ {λ} × Rk1
+ × Rk2 .

Então

−q(T ) = −(q0(T ), q1(T ), ..., qk1(T ), qk1+1(T ), ..., qk1+k2(T )) ∈ {λ} × Rk1
+ × Rk2 ,

de onde:
−q0(T ) = λ,

−qi(T ) ≥ 0 ∀i = 1, ..., k1,

−qi(T ) ∈ R ∀i = k1 + 1, ..., k1 + k2.

Denotemos
α0 = −q0(T ),
αi = −qi(T ) ≥ 0 ∀i = 1, ..., k1,

βj = −qk1+j(T ) ∈ R ∀j = 1, ..., k2.

Da condicão (ii) temos que q é constante, logo

α0 = −q0(T ) = −q0(S),
αi = −qi(T ) = −qi(S) ≥ 0 ∀i = 1, ..., k1,

βj = −qk1+j(T ) = −qk1+j(S) ∀j = 1, ..., k2.

Portanto

(p(S),−p(T ),−α0,−α1, ...,−αk1 , β1, ...,−βk2) ∈ NGrG(x̄(S), x̄(T ), ȳ(S)).

Como ȳ ≡ 0 então ȳ(S) = 0, conclui-se que:

(p(S),−p(T ),−α0,−α1, ...,−αk1 ,−β1, ...,−βk2) ∈ NGrG(x̄(S), x̄(T ), 0, ..., 0),

com α0 = λ, αi ≥ 0 para i = 1, ..., k1 ; βj ∈ R, j = 1, ..., k2. Aplicando a

Propriedade (2.10) temos que

(p(S),−p(T )) ∈ ∂((λ, α1, ..., αk1 , β1, ..., βk2) ·G)(x̄(S), x̄(T ))
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Como

G(x0, x1) = (g(x0, x1)−g(x̄(S), x̄(T )), ϕ1(x0, x1), ..., ϕk1(x0, x1), ψ1(x0, x1), ..., ψk2(x0, x1)),

(p(S),−p(T )) ∈ ∂[λ(g(x0, x1)−g(x̄(S), x̄(T ))+
k1∑
i=1

αiϕi(x0, x1)+
k2∑
i=1

βiψi(x0, x1)](x̄(S), x̄(T )).

Portanto

(p(S),−p(T )) ∈ ∂(λg +

k1∑
i=1

αiϕi +

k2∑
i=1

βiψi)(x̄(S), x̄(T )).

(v)

H̃(t, x̄(t), ȳ(t), p(t), q(t), ū(t)) = r. (3.14)

De (ii) se sabe que:

H̃(t, x̄(t), x̄(t), p(t), q(t), ū(t)) = H(t, x̄(t), p(t), ū(t)).

De (3.14) tem-se então que

H(t, x̄(t), p(t), ū(t)) = r.

Agora mostraremos a condição primeira do Teorema:

(i) (p̃, λ) ̸= 0, onde: p̃ = (p, q = −(α0, α1, ..., αk1 , β1, ..., βk2)). Dáı ∥ p̃ ∥L∞ +λ ̸= 0,

isto é,

∥ (p,−α0,−α1, ...,−αk1 ,−β1,−β2, ...,−βk2) ∥Lα +λ ̸= 0

⇒∥ p ∥L∞ + ∥ (α0, ..., βk2) ∥L∞ +λ ̸= 0.

Como (α0, ..., βk2) são constantes, a norma L∞ coincide com a norma da soma, logo,

| α0 | + ∥ p ∥L∞ +

k1∑
i=1

| αi | +
k2∑
i=1

| βi | +λ ̸= 0. (3.15)

Lembrado da condição (ii) que α0 = λ ≥ 0, αi ≥ 0, ∀i = 1, ..., k1, βi ∈ R∀i =

1, ..., k2, então em (3.15) tem-se

λ+ λ+ ∥ p ∥L∞ +

k1∑
i=1

αi +

k2∑
i=1

| βi |̸= 0

⇒ 2λ+ ∥ p ∥L∞ +

k1∑
i=1

αi +

k2∑
i=1

| βi |̸= 0. (3.16)
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Supondo agora que

λ+ ∥ p ∥L∞ +

k1∑
i=1

αi +

k2∑
i=1

| βi |= 0, (3.17)

de (3.17) em (3.16) conclui-se que λ ̸= 0, mas de 3.17 tem-se que λ = 0 (absurdo).

Portanto,

λ+ ∥ p ∥L∞ +

k1∑
i=1

αi +

k2∑
i=1

| βi |̸= 0.

Agora mostremos que de fato não há perda da generalidade, em nossa hipótese inicial de

que k1 ≥ 1, k2 ≥ 1 e que todas as restrições de contorno funcionais são ativas.

Consideremos o seguinte problema de controle

(P4)



Minimizar g(x(S), x(T ), z0(S), z0(T ), z1(S), z1(T ))

sobre x ∈ W 1,1([S, T ],Rn) e z0, z1 ∈ W 1,1([S, T ],R)
e funções mensuráveis u : [S, T ] → Rn satisfazendo

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), ż0(t) = 0, ż1(t) = 0

u(t) ∈ U(t)

ϕ̄i(x(S), x(T ), z0(S), z0(T ), z1(S), z1(T )) = 0, i ∈ 0 ∪ I(x̄, ū)
ψ̄i(x(S), x(T ), z0(S), z0(T ), z1(S), z1(T )) = 0, i = 0, 1, 2, ..., k2

onde

ϕ̄0(x(S), x(T ), z0(S), z0(T ), z1(S), z1(T )) = z0(T )

ϕ̄i(x(S), x(T ), z0(S), z0(T ), z1(S), z1(T )) = ϕi(x(S), x(T )), i ∈ I(x̄, ū)

ψ̄0(x(S), x(T ), z0(S), z0(T ), z1(S), z1(T )) = z1(T )

ψ̄i(x(S), x(T ), z0(S), z0(T ), z1(S), z1(T )) = ψi(x(S), x(T ))

g(x(S), x(T ), z0(S), z0(T ), z1(S), z1(T )) = g(x(S), x(T )).

Observe que todas as restrições são ativas.

De fato. Considerando z̄0 ≡ 0, temos que

ϕ̄i(x̄(S), x̄(T ), z̄0(S), z̄0(T ), z̄1(S), z̄1(T )) = ϕi(x̄(S), x̄(T )) = 0 ∀i ∈ I(x̄, ū)

ϕ̄0(x̄(S), x̄(T ), z̄0(S), z̄0(T ), z̄1(S), z̄1(T )) = z̄0(T ) = 0 para i = 1, 2, ..., k2.

Conclui-se que todas as restrições são ativas, além disso existem pelo menos uma restrição

de desigualdade e uma restrição de igualdade

Agora, mostraremos que (x, z0, z̄1, ū) é um minimizador local em W 1,1 para (P4).
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Passo 1: Mostraremos que (x̄, z̄0 ≡ 0, z̄1 ≡ 0, ū) é um processo fact́ıvel de (P4), i.e.,

(i) ˙̄x(t) = f(t, x̄(t), x̄(t)), ˙̄z0(t) = 0, ˙̄z1(t) = 0

(ii) ū(t) ∈ U(t)

(iii) ϕ̄i(x̄(S), x̄(T ), z̄0(S), z̄0(T ), z̄1(S), z̄1(T )) = 0, i ∈ I(x̄, ū)

(iv) ψ̄i(x̄(S), x̄(T ), z̄0(S), z̄0(T ), z̄1(S), z̄1(T )) = 0, i = 1, 2, ..., k2

(v) z̄0(T ) ≤ 0, z̄1(T ) = 0.

De fato:

Por hipótese, tem-se que (x̄, ū) é um minimizador local em W 1,1 para (P2), então:

˙̄x(t) = f(t, x̄(t), x̄(t)) (3.18)

˙̄u(t) ∈ U(t) (3.19)

ϕi(x̄(S), x̄(T )) ≤ 0 ∀i = 1, 2, . . . , k1 (3.20)

ψi(x̄(S), x̄(T )) = 0 ∀i = 1, 2, . . . , k2 (3.21)

Além disso temos, para todo t ∈ [S, T ], que:

z0(t) = 0 e z̄1(t̄) = 0 =⇒ ˙̄z0(t) = 0, ˙̄z1(t) = 0. (3.22)

Obviamente as condições de (P4) são satisfeitas, pois:

• Por (3.18) e (3.22) se cumpre (i);

• Por (3.19) se cumpre (ii);

• Por (3.20) e (3.21) e como

ϕi(x(S), x(T ), z0(S), z0(T ), z1(S), z1(T )) = ϕi(x(S), x(T )) = 0, i ∈ I(x, u),

e

ψi(x(S), x(T ), z0(S), z0(T ), z1(S), z1(T )) = ψi(x(S), x(T )), i = 1, 2, . . . , k2,

(iii) e (iv) são verificadas;

• Como z0 ≡ 0 e z1 ≡ 0, é claro que se cumpre (v).

Portanto (x, z0, z1, u) é um processo fact́ıvel.

Passo 2: (x, z0, z1, u) é um minimizador local em W 1,1 para (P4).

De fato, seja (x, z0, z1, u) um processo fact́ıvel qualquer de (P4) em uma vizinhança de

(x̄, z̄0, z̄1, ū).
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a) Verificamos primeiro que (x, u) é um processo fact́ıvel para (P2), isto é:

(i) ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)) q.s.

(ii) u(t) ∈ U(t) q.s.

(iii) ϕi(x(S), x(T )) ≤ 0, i = 1, . . . , k1,

(iv) ψi(x(S), x(T )) = 0, i = 1, 2, ..., k2.

De fato, como (x, z0, z1, u) é um processo fact́ıvel para (P4), tem-se que:

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)) q.s.

u(t) ∈ U(t) q.s.

ϕi(x(S), x(T )) ≤ 0, i ∈ I(x, u)

ψi(x(S), x(T )) = 0, i = 1, 2, . . . , k2.

Falta verificar que ϕi(x(S), x(T )) ≤ 0 para i /∈ I(x, u). Sabemos que, neste caso,

ϕi(x(S), x(T )) < 0,

de modo que, pela continuidade de ϕi, ϕi(x(S), x(T )) < 0 quando ∥ (x(S), x(T )) −
(x(S), x(T )) ∥< δ para algum δ > 0, o que de fato ocorre, uma vez que tomamos

(x, z0, z1, u) na vizinhança de (x̄, z̄0, z̄1, ū).

Portanto (x, u) é um processo fact́ıvel para (P2).

b) Por hipótese, (x, u) é um minimizador para (P2), então se cumpre que ∃δ′ > 0

tal que g(x(S), x(t)) ≤ g(x(S), x(T )), para todo processo fact́ıvel (x, u) que satisfaz

∥ x− x ∥W 1,1≤ δ′.

c) Mostraremos que (x, z0, z1, u) é um minimizador local em W 1,1 para (P4), i.e., ∃
δ > 0 tal que :

g(x(S), x(T ), z0(S), z0(T ), z1(S), z1(T )) ≤ g(x(S), x(T ), z0(S), z0(T ), z1(S), z1(T ))

para todo processo fact́ıvel (x, z0, z1, x) tail que

∥ (x, z0, z1)− (x, z0, z1) ∥W 1,1< δ.

De fato, tomemos a vizinhança de (x̄, z̄0, z̄1, ū) mencionada acima com raio δ′. Temos que

∥ (x, z0, z1)− (x, z0, z1) ∥W 1,1 = ∥ x− x ∥W 1,1 + ∥ z0 − z0 ∥W 1,1 + ∥ z1 − z1 ∥W 1,1

≤ δ′

⇒ ∥x− x̄∥ ≤ δ′
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Conclui-se que (x, z0, z1, ū) é um minimizador local em W 1,1 para (P4).

Conforme vimos na primeira parte desta demonstração, segue que existem (p, q0, q1) ∈
W 1,1, λ ≥ 0, αi ≥ 0 para i ∈ {0} ∪ I(x̄, ū), e βi ∈ R para i = 0, 1, 2, . . . , k2 tais que as

condições (i)-(v) do teorema são válidas. Temos que

(ii)

(−ṗ(t),−q̇0(t),−q̇1(t)) ∈ co∂x,z0,z1H̃(t, x(t), z0(t), z1(t), p(t), q0(t), q1(t), u(t)) q.s.

Tem-se que:

H̃(t, x(t), z0(t), z1(t), p(t), q0(t), q1(t), u(t)) = (p(t), q0(t), q1(t)) · (ẋ(t), ż0(t), ż1(t))
= p(t) · ẋ(t) + q0.ż0(t) + q1.ż1(t))

= H(t, x(t), p(t), u(t)).

Logo,

(−ṗ(t),−q̇0(t),−q̇1(t)) ∈ co∂(x,y,z0,z1)H̃(t, x(t), z0(t), z1(t), p(t), q0(t), q1(t), u(t))

⊂ co[∂xH̃(t, x(t), z0(t), z1(t), p(t), q0(t), q1(t), u(t))

×∂z0H̃(t, x(t), z0(t), z1(t), p(t), q0(t), q1(t), u(t))

×∂z1H̃(t, x(t), z0(t), z1(t), p(t), q0(t), q1(t), u(t))] q.s.

Como: H̃(t, x(t), z0(t), z1(t), p(t), q0(t), q1(t), u(t)) = H(t, x(t), p(t), u(t))

e como H̃(t, x(t), z0(t), z1(t), p(t), q0(t), q1(t), u(t)) não depende de z0 e z1 então tem-

se que:

(−ṗ(t),−q̇0(t),−q̇1(t)) ∈ co∂xH(t, x(t), p(t), u(t))× {0} × {0} q.s.,

de onde obtemos:

−ṗ(t) ∈ co∂xH(t, x(t), p(t), u(t)) q.s.,

−q̇0(t) ∈ {0} q.s,

−q̇1(t) ∈ {0} q.s.

Portanto q0(t) e q1(t) são constantes.

(iii)

H̃(t, x(t), z0(t), z1(t), p(t), q0(t), q1(t), u(t)) = max
u∈U(t)

H̃(t, x(t), z0(t), z1(t), p(t), q0(t), q1(t), u)

(3.23)
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Em (ii) vimos que:

H̃(t, x(t), y(t), p(t), q(t), u(t)) = H(t, x(t), p(t), u(t)). (3.24)

Substituindo (3.23) em (3.24) tem-se que

H(t, x(t), p(t), u(t)) = max
u∈U(t)

H(t, x(t), p(t), u).

(iv) (p(S),−p(T ), q0(S),−q0(T ), q1(S),−q1(T ))
∈ ∂[λg(x(S), x(T ), z0(S), z0(T ), z1(S), z1(T ))

+
∑

i∈I(x̄,ū)
αiϕi(x(S), x(T ), z0(S), z0(T ), z1(S), z1(T ))

+
k2∑
i=0

βiψi(x(S), x(T ), z0(S), z0(T ), z1(S), z1(T ))].

Como

ϕ0(x̄(S), x̄(T ), z̄0(S), z̄0(T ), z̄1(S), z̄1(T )) = 0 = z̄0(T )

ϕi(x̄(S), x̄(T ), z̄0(S), z̄0(T ), z̄1(S), z̄1(T )) = ϕi(x̄(S), x̄(T )), i ∈ I(x̄, ū)

ψ0(x̄(S), x̄(T ), z̄0(S), z̄0(T ), z̄1(S), z̄1(T )) = z̄1(T )

ψi(x̄(S), x̄(T ), z̄0(S), z̄0(T ), z̄1(S), z̄1(T )) = ψi(x̄(S), x(T ))

g(x̄(S), x̄(T ), z̄0(S), z̄0(T ), z̄1(S), z̄1(T )) = g(x̄(S), x̄(T )).

aplicando o subdiferencial em cada coordenada tem-se:

(p(S),−p(T ), q0(S),−q0(T ), q1(S),−q1(T )) ∈ ∂[λg(x(S),x(T ),z0(S),z0(T ),z1(S),z1(T ))

+α0ϕ0(x(S),x(T ),z0(S),z0(T ),z1(S),z1(T ))

+
∑

i∈I(x̄,ū)
αiϕi(x(S),x(T ),z0(S),z0(T ),z1(S),z1(T ))

+β0ψ0(x(S),x(T ),z0(S),z0(T ),z1(S),z1(T ))

+
k2∑
i=1

βiψi(x(S),x(T ),z0(S),z0(T ),z1(S),z1(T ))].

⇒ (p(S),−p(T ), q0(S),−q0(T ), q1(S),−q1(T )) ∈ [∂λg(x̄(S), x(T ))×{0}×{0}×{0}×

{0}]+
k1∑
i=1

αiϕi(x(S), x(T ))×{0}×{0}×{0}×{0}+
k2∑
i=1

βiψj(x(S), x(T ))({0}×{0}×

{0} × {0}).
Portanto:

(p(S),−p(T )) ∈ ∂(λg +

k1∑
i=1

αiϕi +

k2∑
j=1

βjψj)(x(S), x(T ))
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e

q0(S) ∈ {0} =⇒ q0(S) = 0,

q1(S) ∈ {0} =⇒ q1(S) = 0.

Logo, como q0 e q1 são constantes tem-se que q0 ≡ 0 e q1 ≡ 0.

(v)

H̃(t, x̄(t), z̄0(t), z̄1(t), p(t), q0(t), q1(t), ū(t)) = r (3.25)

de (ii) segue que

H̃(t, x̄(t), z̄0(t), z̄1(t), p(t), q0(t), q1(t), ū(t)) = H(t, x̄(t), p(t), ū(t))

de (3.25) tem-se então que

H(t, x̄(t), p(t), ū(t)) = r

Agora mostraremos a primeira condição do Teorema:

(i) (p, q0, q1, λ) ̸= 0. Dáı ∥(p, q0, q1)∥L∞ + λ ̸= 0,

⇒ ∥p∥L∞ + ∥(q0, q1)∥L∞ ̸= 0.

Como q0, q1 são constantes, a norma L∞ coincide com a norma da soma, logo,

|q0|+ |q1|+ ∥p∥L∞ + λ ̸= 0. Lembrando da condição (iv) que q0 ≡ q1 ≡ 0.

Portanto

∥p∥L∞ + λ ̸= 0

.

Corolário 3.1. Suponha que (x̄, ū) é um minimizador local em W 1,1 para (P2).

Suponhamos que (H1) e (H2) do Teorema 3.1 são satisfeitas, que g, ϕ1, ..., ϕk1 , ψ1, ..., ψk2

são continuamente diferenciáveis e que f(t, x, u) é continuamente diferenciável na variável

x. Então exitem p ∈ W 1,1, λ ≥ 0, αi ≥ 0 para i = 1, 2, ..., k1 e números βj para
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j = 1, 2, ..., k2 tais que:

− ṗ(t) = Hx(t, x̄(t), p(t), ū(t)) q.s., (3.26)

H(t, x̄(t), p(t), ū(t)) = max
u∈U(t)

H(t, x̄(t), p(t), u) q.s., (3.27)

(p(S),−p(T )) = λ∇g(x̄(S), x̄(T )) +
k1∑
i=1

αi∇ϕi(x̄(S), x̄(T )) (3.28)

+

k2∑
i=1

βi∇ψi(x̄(S), x̄(T )),

λ+ ∥p∥L∞ +

k1∑
i=1

αi +

k2∑
i=1

|βi| ̸= 0. (3.29)

Quando existem λ e p satisfazendo (3.23)−(3.26) dizemos que (x̄, ū) é umMP −processo
de (PCF ). Se λ = 1, dizemos que (x̄, ū) é umMP −processo normal e (PCF ) diz-se ser
normal em (x̄, ū). Dizemos que (PCF ) é normal, se é normal em qualquerMP−processo
(x̄, ū), caso contrário é anormal. 988
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Caṕıtulo 4

Condições de Otimalidade

Neste caṕıtulo daremos algumas definições de MP − pseudo − invexidade para proble-

mas de controle ótimo com condições de contorno funcionais, que serão de fundamental

importância para obter condições de otimalidade para tais problemas. Inclúımos também

um exemplo ilustrativo.

Definição 4.1. Dizemos que (PCF ) éMP−pseudo−invexo se dado um par de processos

fact́ıveis (x, u), (x̄, ū) com g(x(S), x(T )) < g(x̄(S), x̄(T )), existem funções η : [S, T ] → Rn

e ξ : [S, T ] → Rm satisfazendo, para todo α ∈ (0, 1):

∇g(x̄(S), x̄(T )).(η(S), η(T )) < 0, (4.1)

η̇(t) = fx(t, x(t), u(t))η(t) + ∆αf(t, x(t), u(t))(ξ(t)) q.s., (4.2)

u(t) + αξ(t) ∈ U(t) q.s., (4.3)

(η(S), η(T )) ∈ Q(x̄(S), x̄(T )), (4.4)

onde:

∆αf(t, x, u)(ξ) :=
f(t, x, u+ αξ)− f(t, x, u)

α
,

Q(x̄(S), x̄(T )) = {v : ∇ϕi(x̄(S), x̄(T )) · v ≤ 0 i ∈ I(x̄),∇ψi(x̄(S), x̄(T )) · v = 0 j ∈ J}.
I(x̄) := {i ∈ I : ϕi(x̄(S), x̄(T )) = 0}, I := {1, . . . , k1}, J := {1, . . . , k2}.

Teorema 4.1. Se (PCF ) é MP − pseudo− invexo, então cada MP − processo normal

é um processo ótimo.

Demonstração: De fato:
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Seja (x̄, ū) um MP − processo normal. Por (3.23) e (3.25) tem-se que

−(p(S),−p(T )) · (η(S), η(T ))−
T∫

S

ṗ(t) · η(t)dt−
T∫

S

Hx(t, x(t), p(t), u(t)) · η(t))dt

+[∇g(x̄(S), x̄(T )) +
k1∑
i=1

αi∇ϕi(x̄(S), x̄(T )) +
k2∑
i=1

βi∇ψi(x̄(S), x̄(T ))] · (η(S), η(T )) = 0,

de modo que

(p(S),−p(T )) · (η(S), η(T )) +
T∫

S

ṗ(t) · η(t)dt+
T∫

S

Hx(t, x(t), p(t), u(t)) · η(t))dt

−[
k1∑
i=1

αi∇ϕi(x̄(S), x̄(T )) +
k2∑
i=1

βi∇ψi(x̄(S), x̄(T ))] · (η(S), η(T ))

= [∇g(x̄(S), x̄(T ))] · (η(S), η(T )).

Suponhamos que existe um processo factivel (x, u) de (PCF ) tal que g(x(S), x(T )) <

g(x̄(S), x̄(T )). Por (4.1) e da igualdade acima tem-se que

(p(S),−p(T )) · (η(S), η(T )) +
T∫

S

ṗ(t) · η(t)dt+
T∫

S

Hx(t, x(t), p(t), u(t)) · η(t))dt

−[
k1∑
i=1

αi∇ϕi(x̄(S), x̄(T )) +
k2∑
i=1

βi∇ψi(x̄(S), x̄(T ))] · (η(S), η(T )) < 0. (4.5)

Por outro lado

(p(S),−p(T )) · (η(S), η(T ))+
T∫

S

ṗ(t) ·η(t)dt = −[p(T ) ·η(T )−p(S).η(S)−
T∫

S

ṗ(t) ·η(t)dt].

Utilizando integração por partes tem-se que

(p(S),−p(T )) · (η(S), η(T )) +
T∫

S

ṗ(t).η(t)dt = −
T∫

S

p(t).η̇(t)dt. (4.6)

Logo, por (4.2) tem-se que

−p(t)·η̇(t) = −Hx(t, x(t), p(t), u(t))·η(t)+(1/α)[H(t, x(t), p(t), u(t))−H(t, x(t), p(t), u(t)+αξ(t))].

(4.7)
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Assim, temos por (4.6)− (4.7) que

(p(S),−p(T )) · (η(S), η(T )) +
T∫

S

ṗ(t) · η(t)dt+
T∫

S

Hx(t, x(t), p(t), u(t)) · η(t)dt

−[
k1∑
i=1

αi∇ϕi(x̄(S), x̄(T )) +
k2∑
i=1

βi∇ψi(x̄(S), x̄(T ))] · (η(S), η(T ))

=

T∫
S

(1/α)[H(t, x(t), p(t), u(t))−H(t, x(t), p(t), u(t) + αξ(t))

−[
k1∑
i=1

αi∇ϕi(x̄(S), x̄(T )) +
k2∑
i=1

βi∇ψi(x̄(S), x̄(T ))] · (η(S), η(T ))].

Logo,

T∫
S

(1/α)[H(t, x(t), p(t), u(t))−H(t, x(t), p(t), u(t) + αξ(t))]

−[
k1∑
i=1

αi∇ϕi(x̄(S), x̄(T )) +
k2∑
i=1

βi∇ψi(x̄(S), x̄(T ))].(η(S), η(T ))] ≥ 0,

contradizendo (4.5). Portanto (x̄, ū) é um processo ótimo.

Definição 4.2. Sejam (x̄, ū) um processo fact́ıvel de (PCF ) e α ∈ (0, 1) um escalar.

Definimos o conjunto das “direções α-fact́ıveis” como sendo o conjunto de todos os pares

(η, ξ) : [S, T ] → Rn × Rm tais que

η̇(t) = fx(t, x(t), u(t)) · η(t) + ∆αf(t, x(t), u(t))(ξ(t)) q.s., (4.8)

(η(S), η(T )) ∈ Q(x̄(S), x̄(T )), (4.9)

u(t) + αξ(t) ∈ U(t) q.s. (4.10)

Denotamos por Fα(x̄, ū) o conjunto de todas as “direções α-fact́ıveis”.

Agora podemos definir a MP − pseudo− invexidade em termos de direções α-fact́ıveis.

Definição 4.3. Dizemos que (PCF ) é MP − pseudo − invexo se dado um par de pro-

cessos fact́ıveis (x, u), (x̄, ū) com g(x(S), x(T )) < g(x̄(S), x̄(T )), existem (η, ξ) ∈ Fα(x̄, ū)

satisfazendo:

∇g(x̄(S), x̄(T )).(η(S), η(T )) < 0, (4.11)

para todo α ∈ (0, 1)

Lema 4.1. Sejam (x̄, ū) um processo fact́ıvel de (PCF ) e um escalar α ∈ (0, 1). Se para

todo par (η, ξ) ∈ Fα(x̄, ū) tem-se que ∇g(x̄(S), x̄(T )) · (η(S), η(T )) ≥ 0 então (x̄, ū) é um
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MP − processo de (PCF ).

Demonstração: Consideremos o problema auxiliar abaixo.

(PA)



Minimizar φ(η(S), η(T )) = ∇g(x̄(S), x̄(T )) · (η(S), η(T ))
s.a.

η̇(t) = fx(t, x(t), u(t))η(t) + ∆αf(t, x(t), u(t)) · ξ(t) q.s t ∈ [S, T ],

ξ(t) ∈ V (t) q.s t ∈ [S, T ],

ϕ̃i(η(S), η(T )) ≤ 0 para i = 1, 2, ..., k1,

ψ̃j(η(S), η(T )) = 0 para j = 1, 2, ..., k2,

considerando:

ϕ̃i(η(S), η(T )) = ∇ϕi(x̄(S), x̄(T )) · (η(S), η(T )),
ψ̃j(η(S), η(T )) = ∇ψi(x̄(S), x̄(T )) · (η(S), η(T )),

V (t) := {ξ : u(t) + αξ ∈ U(t)}.

É fácil ver que (η̄, ξ̄) = (0, 0) é um processo fact́ıvel de (PA) com φ(η̄(S), η̄(T )) = 0.

Suponha que exista um processo fact́ıvel (η, ξ) de (PA) tal que φ(η(S), η(T )) < φ(η̄(S), η̄(T )).

Observe que (η, ξ) é uma direção α-fact́ıvel. Neste caso ∇g(x̄(S), x̄(T )).(η(S), η(T )) < 0,

o que contradiz a hipótese, pois ∇g(x̄(S), x̄(T )).(η(S), η(T )) ≥ 0. Assim (η̄, ξ̄) é um pro-

cesso ótimo de (PA). Logo, pelo Corolário 3.1, existem (λ, p) ∈ {0, 1}×W 1,1([S, T ]×Rn)

e αi ≥ 0, βj ∈ R, i ∈ I = {1, . . . , k1}, j ∈ J = {1, . . . , k2}, tais que para quase todo

t ∈ [S, T ] tem-se:

ṗ(t) = ∇η[p(t) · (fx(t, x̄(t), ū(t)η̄(t)) + ∆αf(t, x̄(t), ū(t))(ξ(t))], (4.12)

max
ξ∈V (t)

{p(t) · [fx(t, x̄(t), u(t))η̄(t) + ∆αf(t, x̄(t), ū(t))(ξ)]}

= p(t) · [fx(t, x̄(t), ū(t))η̄(t) + ∆αf(t, x̄(t), ū(t))(ξ̄(t))], (4.13)

(p(S),−p(T )) = λ∇φ(η̄(S), η̄(T )) +
k1∑
i=1

αi∇ϕ̃i(η̄(S), η̄(T )) +

k2∑
i=1

βi∇ψ̃j(η̄(S), η̄(T )),

(4.14)
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λ+ ∥p∥L∞ +

k1∑
i=1

αi +

k2∑
i=1

|βi| ̸= 0. (4.15)

De (4.12) tem-se que

−ṗ(t) = fx(t, x(t), u(t))
⊤p(t) = Hx(t, x(t), p(t), u(t)).

Agora, em (4.13), tendo em conta que (η̄, ξ̄) = (0, 0), temos que

p(t) ·∆αf(t, x(t), u(t))(ξ) ≤ 0 q.s. (4.16)

para todo ξ ∈ V (t), de modo que

∆αH(t, x(t), p(t), u(t))(ξ) ≤ 0 ∀ξ ∈ V (t) q.s. (4.17)

Mostraremos que

H(t, x̄(t), p(t), ū(t)) = max
u∈U(t)

H(t, x̄(t), p(t), u) q.s. (4.18)

Suponha que (4.18) não se cumpre, isto é, existe ϵ > 0 e A ⊂ [S, T ] com medida positiva

tais que

sup
u∈U(t)

H(t, x̄(t), p(t), u)− ϵ > H(t, x̄(t), p(t), ū(t)) ∀t ∈ A.

Definamos a multifunção V ′(t) := {u ∈ U(t) : ω(t, u) > 0} onde

ω(t, u) =

{
H(t, x̄(t), p(t), u)− ϵ−H(t, x̄(t), p(t), ū(t)), para t ∈ A

1 para t ∈ [S, T ]\A.

Então Gr(V ′) = ω−1((0,∞)) ∩ Gr(U). De (H1) e (H2), vemos que Gr(V ′) é L × Bm

mensurável. Aplicando o Teorema da Seleção Mensurável de Aumann (Teorema 2.2)

segue que V ′ tem uma seleção mensurável, ou seja, existe uma função mensurável ũ tal

que ũ(t) ∈ U(t) q.s t ∈ [S, T ] e

H(t, x̄(t), p(t), ũ(t))− ϵ > H(t, x̄(t), p(t), ū(t)) t ∈ A. (4.19)

Integrando (4.19), temos que

∫
A

[H(t, x̄(t), p(t), ũ(t))−H(t, x̄(t), p(t), ū(t))]dt > 0. (4.20)



4 Condições de Otimalidade 44

Seja

ξ(t) =


ũ(t) + ū(t)

α
para t ∈ A

0 para t ∈ [S, T ]\A.

Então

ū(t) + αξ(t) =

{
ũ(t) ∀t ∈ A.

ū(t) ∀t ∈ [S, T ]\A.

Assim ū(t) + αξ(t) ∈ U(t) q.s t ∈ [S, T ] e

∆αH(t, x̄(t), p(t), ū(t))(ξ(t)) = α−1[H(t, x̄(t), p(t), ũ(t))−H(t, x̄(t), p(t), ū(t))] ∀t ∈ A

∆αH(t, x̄(t), p(t), ū(t))(ξ) = 0 ∀t ∈ [S, T ]\A.

Assim, aplicando integral em (4.17) temos que

0 ≥
T∫

S

∆αH(t, x(t), p(t), u(t))(ξ(t))dt ≥
∫
A

∆αH(t, x(t), p(t), u(t))(ξ(t))dt,

contradizendo (4.20). Portanto (4.18) se cumpre.

Logo, em (4.14) e tendo em conta

φ(η(S), η(T )) = ∇g(x̄(S), x̄(T )).(η(S), η(T )),
ϕ̃i(η(S), η(T )) = ∇ϕi(x̄(S), x̄(T )) · (η(S), η(T )),
ψ̃j(η(S), η(T )) = ∇ψi(x̄(S), x̄(T )) · (η(S), η(T )),

tem-se que

(p(S),−p(T )) = λ∇g(x̄(S), x̄(T )) +
k1∑
i=1

αi∇ϕi(x̄(S), x̄(T )) +

k2∑
i=1

βi∇ψi(x̄(S), x̄(T )).

(4.21)

Assim, de (4.15), (4.16), (4.18) e (4.21) tem-se que (x̄, ū) é umMP −processo de (PCF ).

Teorema 4.2. Se (PCF ) é tal que cada MP − processo normal é um processo ótimo,

então (PCF ) é um problema MP − pseudo− invexo.

Demonstração: De fato:
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Suponhamos que (PCF ) não é MP −pseudo− invexo. Então existe um par de processos

fact́ıveis tais que g(x(S), x(T )) < g(x̄(S), x̄(T )), um escalar α ∈ (0, 1), para todo par

(η, ξ) ∈ Fα(x̄, ū) tem-se ∇g(x̄(S), x̄(T )).(η(S), η(T )) ≥ 0. Utilizando o Lema 4.1 tem-se

que (x̄(S), x̄(T )) é um MP − processo de (PFC). Então, por hipótese, é um processo

ótimo, mas isto contradiz o fato que g(x(S), x(T )) < g(x̄(S), x̄(T )). Assim (PCF ) é

MP − pseudo− invexo.

Exemplo 4.1. Considere o seguinte problema de controle:

(PC)



Minimizar g(x(0), x(1)) = ln
√
x(1) + 1

Sujeito a

ẋ(t) = −x(t) + (u(t))2 q.s.,

u(t) ∈ [0, 1] q.s.,

x(0) = 0,

−x(1) ≤ 0.

Neste caso,

ψ(x0, x1) = x0, ϕ(x0, x1) = −x1, f(t, x, u) = −x+ u2.

Temos que (x̄, ū) = (0, 0) é um processo ótimo. De fato, é fácil ver que (x̄, ū) = (0, 0) é

um processo fact́ıvel. Mostraremos que (x̄, ū) = (0, 0) é um minimizador global. Tome um

processo fact́ıvel (x, u) arbitrário. É claro que ln
√
x(1) + 1 ≥ 0, uma vez que x(1) ≥ 0.

Portanto g(x(0), x(1)) ≥ 0 = g(x̄(0), x̄(1)), para todo processo fact́ıvel (x, u). Conclui-se

que (x̄, ū) = (0, 0) é um minimizador global de (PC).

Segundo o Prinćıpio do Máximo (x̄, ū) é um MP − processo. De fato, tome λ = 1,

α1 =
1

4
, β1 =

− exp(−1)

4
e p(t) =

− exp(t− 1)

4
, t ∈ [0, 1].

(i) Começaremos mostrando a condição (3.26). Temos, para t ∈ [0, 1],

p(t) =
− exp(t− 1)

4
⇒ ṗ(t) =

− exp(t− 1)

4
(4.22)

e

Hx(t, x̄(t), p(t), ū(t)) = p(t) · fx(t, x̄(t), ū(t))

= −p(t). (4.23)



4 Condições de Otimalidade 46

Assim, de (4.22) e (4.23) conclui-se que,

−ṗ(t) = Hx(t, x̄(t), p(t), ū(t)) q.s.

(ii) Mostraremos a condição (3.27). Observe que

H(t, x̄(t), p(t), ū(t)) = p(t) · (−x̄(t) + (ū(t))2)

= p(t) · 0

= 0, (4.24)

p(t) ≤ 0, t ∈ [0, 1], e H(t, x̄(t), p(t), u) = p(t) · (u)2 ∀u ∈ U(t).

Então

H(t, x̄(t), p(t), u) ≤ 0 ∀u ∈ U(t). (4.25)

Logo de (4.24) e (4.25) conclui-se que,

H(t, x̄(t), p(t), ū(t)) = max
u∈U(t)

H(t, x̄(t), p(t), u) q.s.

(iii) Mostraremos a condição (3.28). Como p(t) = −exp(t− 1)

4
, t ∈ [0, 1], tem-se que

(p(0),−p(1)) =
(
−exp(−1)

4
,
1

4

)
, (4.26)

e disso tem-se que

λ∇g(x̄(0), x̄(1)) + α1∇ϕ(x̄(0), x̄(1)) + β1∇ψ(x̄(0), x̄(1)) =

(
0,

1

2

)
+

1

4
(0,−1)

−exp(−1)

4
(1, 0)

=

(
−exp(−1)

4
,
1

4

)
.

(4.27)

Portanto de (4.26) e (4.27) conclui-se que

(p(0),−p(1)) = λ∇g(x̄(0), x̄(1)) + α1∇ϕ(x̄(0), x̄(1)) + β1ψ(x̄(0), x̄(1)).

(iv) Da forma como foram escolhidos λ, α1, β1 e p(t) a condição (3.29) claramente

satisfeita.

Verificaremos que o problema (PC) é MP − pseudo− invexo.

Sejam (x, u), (y, v) processos fact́ıveis de (PC) tais que g(x(0), x(1)) < g(y(0), y(1)).
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Temos que

ln
√
x(1) + 1 < ln

√
y(1) + 1 ⇔ x(1) < y(1).

Como x(1) ≥ 0, segue então que y(1) > 0, ou seja, a restrição ϕ(y(0), y(1)) ≤ 0 não é

ativa no ponto (y(0), y(1)). Logo I(y, v) = ∅, assim,

Q(y(0), y(1)) = {γ : ∇ψ(y(0), y(1)) · γ = 0}

= {γ = (γ1, γ2) : (1, 0) · (γ1, γ2) = 0}

= {γ = (γ1, γ2) : γ1 = 0, γ2 ∈ R}.

De {
ẋ(t) = −x(t) + (u(t))2

x(0) = 0

segue que

x(t) =

∫ t

0

exp(τ − t)[u(τ)]2dτ q.s..

De x(1) < y(1), obtemos∫ 1

0

exp(τ − 1)[u(τ)]2dτ <

∫ 1

0

exp(τ − 1)[v(τ)]2dτ.

Logo, existe E ⊂ [0, 1], com medida positiva, tal que u(t) < v(t), t ∈ E.

Tome

ξ(t) =

{
u(t)− v(t), t ∈ E

0, t ∈ [0, 1]\E.

Seja α ∈ (0, 1) arbitrário. Temos que

v(t) + αξ(t) =

{
αu(t) + (1− α)v(t), t ∈ E

0, t ∈ [0, 1]\E.

Dáı, v(t) + αξ(t) ∈ U(t) = [0, 1] q.s. (observe que U(t) é convexo, u(t), v(t) ∈ U(t) e

α ∈ (0, 1)).

Agora tome η(t) tal que{
η̇(t) = fx(t, y(t), v(t))η(t) + ∆αf(t, y(t), v(t))(ξ(t)) q.s.,

(η(0), η(1)) ∈ Q(y(0), y(1)),

ou seja, {
η̇(t) = −η(t) + (1/α)[−y(t) + (v(t) + αξ(t))2 + y(t)− (v(t))2],

η(0) = 0 e η(1) ∈ R.
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Então

η(t) =

∫ t

0

exp(τ − t)[(v(τ) + αξ(τ))2 − (v(τ))2]dτ

=

∫
E

exp(τ − t)[(αu(τ) + (1− α)v(τ))2 − (v(τ))2)]dτ

+

∫
[0,1]\E

exp(τ − t)[(αu(τ) + (1− α)v(τ))2 − (v(τ))2)]dτ

=

∫
E

exp(τ − t)[(αu(τ) + (1− α)v(τ))2 − (v(τ))2)]dτ

Como u(t) < v(t), t ∈ E e α ∈ (0, 1), temos que 0 ≤ u(t) < αu(t) + (1 − α)v(t) <

v(t), t ∈ E. Portanto η(t) < 0 q.s.. Em particular, η(1) < 0. Deste modo,

∇g(y(0), y(1)) · (η(0), η(1)) =
(
0,

1

2(y(1) + 1)

)
· (0, η(1)) = η(1)

2(y(1) + 1)
< 0,

pois η(1) < 0 e y(1) > 0. Conclúımos então que (PC) é MP − pseudo− invexo.
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Conclusões

Nossos resultados mostram que a MP − pseudo − invexidade é uma condição suficiente

de otimalidade para (PCF ), no sentido de que se (PCF ) satisfaz a Definição 4.1 , então

todo MP − processo é um processo ótimo. Ademais, mostramos que se é verdadeira a

propriedade de que todo MP − processo de (PCF ) é um processo ótimo, então (PCF )

é MP − pseudo − invexo. Portanto, conclúımos que a classe dos problemas de controle

MP − pseudo− invexos é a maior classe de problemas onde tal propriedade vale.

Futuramente, iremos estudar a definição da MP-invexidade com multiplicadores, ade-

quada para problemas anormais e também a generalização dos resultados para o caso

não-diferenciável.
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