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RESUMO

No presente trabalho é apresentado um método de solugdo para problemas nos
quais ocorre a formacdo de contato, com base no uso do elemento de acoplamento. O
objetivo central é desenvolver e validar um algoritmo para a solugcdo de problemas
bidimensionais sem atrito (“frictionless”), envolvendo pequenas deformagées, empregando
malhas ndo conformes (“non-matching meshes”).

O método proposto emprega elementos finitos especiais de acoplamento,
originalmente proposto para acoplar malhas ndo conformes, por BITENCOURT et al. (2015). Os
novos desenvolvimentos para aplicacdo em problemas de formacao de contato se baseiam no
fato de que esse tipo de elemento apresenta nds pertencentes aos dois dominios que podem
entrar em contato, sendo capaz de introduzir for¢as de interagdo contrarias a interpenetracao,
mediante um método de penalizacdo.

Para validar este método, sdo simulados computacionalmente alguns problemas
classicos de contato Hertziano, no qual pode-se comparar resultados obtidos numericamente
com resultados analiticos.

Foi possivel alcangar o objetivo com um esquema simples e estdvel, capaz de
produzir resultados com boa precisdo. Dentre os parametros avaliados, o ponto de maior
relevancia foi a verificagdo da necessidade de um nimero de passos de carga minimo para se
obter a completa formag¢do do dominio do contato, dependendo do modelo a ser analisado.

Os resultados obtidos, de uma forma geral, apresentam boa concordancia em
relacdo aos resultados analiticos, sendo que as médias dos desvios desses resultados

numéricos estdo entre 5,5% e 3,0%, em relagdo aos resultados analiticos.



ABSTRACT

This work presents a solution method for problems in which contact formation
occurs, based on the coupling finite elements. The main objective is to develop and validate an
algorithm for solving two-dimensional frictionless problems, involving small deformation, using
non-matching meshes.

The proposed method employs special coupling finite elements, originally
proposed to couple non-matching meshes by BITENCOURT et al. (2015). New developments
for application in contact formation problems are based on the fact that this type of element
presents nodes belonging to the two domains that can come into contact, being able to
introduce interaction forces contrary to interpenetration, through a penalty method.

To validate this method, solutions are presented for some classic Hertzian contact
problems, in which it is possible to compare results obtained numerically with analytical
results

It was possible to achieve the objective with a simple and stable scheme, capable
of producing results with good precision. Among the parameters evaluated, the most relevant
point was the verification of the need for a minimum number of load steps to obtain the
complete contact domain formation, depending on the model to be analyzed.

The results obtained, in general, show good agreement in relation to the
analytical results, with the means of deviations from these numerical results being between

5,5% and 3,0%, in relation to analytics results.
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1-INTRODUCAO

Na engenharia sdo varios os problemas envolvendo o contato entre pegas, e a
necessidade de se conhecer com detalhes o comportamento das tensdes e deformacdes surge
a medida que se deseja garantir a funcionalidade de sistemas, como por exemplo,
acoplamentos por atrito ou elementos de fixacdo por atrito, ou para garantir a integridade dos
elementos envolvidos no contato, como os dentes de engrenagens, pinos e buchas aplicados
em articulagbes, mecanismos de destrave ou desarme, e até mesmo mancais de
escorregamento.

Devido a natureza ndo linear da mecanica de contato, esses problemas no
passado eram frequentemente aproximados por solugdes analiticas simplificadas.

Com a popularizagdo das técnicas de simulagdo computacional, sendo o método
numérico mais proeminente o Método dos Elementos Finitos, aliada ao aumento da
capacidade de processamento dos computadores tornou-se possivel resolver problemas
complexos envolvendo contato.

Atualmente os métodos para solugdo de problemas de contato sdo aplicados no
dimensionamento de engrenagens, problemas de colisdo veicular, problemas de interacdo
entre pneu e solo e até mesmo em projetos de préteses humanas.

Em geral, a andlise de problemas envolvendo contato requer trés passos basicos
durante seu desenvolvimento, sendo: definicdo dos pares e tipos de contato, busca do ponto
de contato e célculo das forcas de contato.

Inicialmente ocorre a definicdo dos pares e tipos de contato, pois a priori, a
por¢cdo do contorno que envolve o contato ndo é conhecida, portanto se faz necessario
determinar as regiGes que tem maior possibilidade de ocorréncia de contato como forma de
diminuir o tempo de processamento. Nesta etapa também se estabelece o tipo de interagdo
que ocorrera no contato. As formas mais comuns sdo do tipo “colado”, no qual ndo ha
movimento relativo entre os pontos dos corpos em contato, e o tipo “deslizante”, no qual
existe um escorregamento entre os pontos em contato, geralmente regidos por um coeficiente
de atrito de Coulomb.

Posteriormente busca-se os pontos de contato. Esta etapa, também conhecida
como “global search”, é caracterizada pela procura entre todos os pares candidatos ao

contato, com a finalidade de se determinar aqueles pares que estdo efetivamente em contato.



E finalmente determinam-se as forcas de contato, uma vez que os pares de
contato se encontram de fato em contato, empregando-se uma metodologia para fazer a
correta troca de forgas entre os dominios e satisfazer as restricbes de contato.

E nesta ultima etapa que se concentram grande parte dos estudos devotados a
mecanica de contato. Existem diversos métodos para estabelecer as relacbes de contato e
discretizar seu dominio. A questdo que surge neste ponto é o compromisso entre a
simplicidade dos métodos (baixo ou alto custo computacional) e a precisdo de seus resultados.
Ou seja, busca-se desenvolver técnicas que minimize o custo computacional, e apresente
resultados com o nivel de precisdo requerido.

O presente trabalho desenvolve uma estratégia para representar problemas de
contato sem atrito, envolvendo pequenos deslocamentos, tendo como base uma técnica que
emprega o elemento de acoplamento. Esta técnica é aplicada em problemas cujos dominios ja
iniciam em contato ou até mesmo sobrepostos. Portanto, neste trabalho o elemento de
acoplamento tera sua aplicagdo estendida para resolver problemas de formacdo de contato.

A revisdo bibliografica tratada a seguir, apresenta um breve histdrico sobre a
mecanica do contato, assim como uma introducdo sobre os métodos aplicados na resolucdo

dos problemas.

1.1 — Motivagao

Uma tarefa comum na engenharia computacional consiste na necessidade de se
acoplar malhas ndao conformes que iniciam o problema com o contato estabelecido. Este tipo
de situacdo ocorre para casos no qual se deseja representar problemas de aderéncia entre
corpos, por exemplo.

Para tanto, existem diversos algoritmos para se realizar o acoplamento entre as
malhas, sem a necessidade de adapta-la.

Recentemente, BITENCOURT et al. (2015) desenvolveram uma metodologia com
base no elemento finito de acoplamento, no qual pode se acoplar malhas ndo conformes
inserindo elementos especiais (dito elemento finito de acoplamento), que possuem um né a
mais que o elemento finito fundamental. Esta formulagdo pode ser aplicada em problemas de
aderéncia entre corpos, ou até mesmo problemas envolvendo sobreposicdo das malhas
(“overlapping meshes”), como por exemplo, o modelo do teste de arrancamento.

Conforme pode ser visto nos resultados dos modelos analisados, este método é

estavel e é capaz de descrever a interacdo entre subdominios discretizados de forma



independente. Entretanto, é aplicavel para problemas em que as malhas estejam com o
contato ja estabelecido, conforme dito anteriormente.

Desta forma, surge a oportunidade de se ampliar a aplicacdo do elemento finito
de acoplamento, incrementando-o com a capacidade de formar contato. Assim, também sera
possivel aplicar esta técnica para problemas nos quais o contato ainda ndo tenha sido
estabelecido.

Maiores detalhes a respeito da formulagdo do elemento de acoplamento serdo

apresentados mais adiante.

1.2 - Objetivo

O presente trabalho tem por objetivo desenvolver uma estratégia para
modelagem da formacgdo de contato, baseada na técnica de acoplar dominios desenvolvida
por BITENCOURT et al. (2015). Essa contribuicdo tem o propdsito de tornar os elementos
finitos de acoplamento capazes de serem utilizados em problemas nos quais os corpos
inicialmente se encontram separados.

Vale destacar que o elemento finito de acoplamento emprega a penalizacdo como
método para fazer cumprir as restricdes de contato, e uma técnica similar ao conceito né-a-
segmento (NTS) para discretizar a interface de contato.

O escopo deste desenvolvimento deve abranger a criagdo de um algoritmo
simples e estdvel, capaz de realizar a formagdo do contato, destinado a resolver problemas
bidimensionais sem atrito (“frictionless”), envolvendo pequenas deformacdes, aplicando
malhas ndo conformes (“non-matching meshes”).

Também objetiva-se validar o algoritmo desenvolvido, mediante comparacdes

entre resultados analiticos e simulados de problemas classicos de contato Hertziano.



2 — REVISAO BIBLIOGRAFICA

O estudo da mecénica do contato tem sido tema de diversos trabalhos ao longo
dos anos. O grande interesse da comunidade cientifica neste tema é alimentado pela
infinidade de aplicacGes, nos diversos segmentos da engenharia, associado a complexidade
caracteristica deste tipo de problema.

O primeiro trabalho relevante para o estudo de contato foi realizado por
HEINRICH RUDOLF HERTZ (1881). Ele estudou o problema de contato entre duas esferas
eldsticas que resultou na formulacdo da distribuicdo da pressdao na interface de contato. Os
trabalhos de SIGNORINI (1933) e SIGNORINI (1959) também merecem destaque. Ele formulou
o problema geral de equilibrio de um corpo elastico linear em contato, sem atrito, com uma
fundacdo rigida. Posteriormente, FICHERA (1972) foi o primeiro a tratar o problema de contato
como uma desigualdade variacional.

Contudo, estas abordagens sdo aplicdveis a problemas com geometria e
condicdes de contorno simples, materiais eldsticos lineares e apenas aproximacées com base
nestas abordagens podem ser estabelecidas para os problemas com atrito. Por outro lado, a
maioria dos problemas de contato estdo relacionados a geometrias complexas, materiais nao
lineares, adesdo, desgaste e grandes deformacdes.

Com o avanco da tecnologia computacional, e o desenvolvimento do método dos
elementos finitos, como ferramenta para tratar problemas estruturais, foi possivel desenvolver
solu¢Ges matematicas destinadas a melhor representagao da mecanica do contato.

Os primeiros trabalhos que associaram métodos de solucdo de problemas de
contato com a técnica dos elementos finitos sdo atribuidos a WILSON e PARSON (1970), CHAN
e TUBA (1971).

O problema envolvendo contato é um dos tépicos mais dificeis na mecanica
devido a sua complexidade e sua natureza nao linear. Para o desenvolvimento de uma
formulagcdo que represente o contato entre dois corpos comumente faz-se referéncia a dois
componentes basicos. Um método para fazer cumprir as restricGes de contato (condicdo de
ndo penetracdo entre os corpos), e uma técnica para discretizar a interface de contato. A
condicdo de ndo penetracdo é cumprida garantindo-se que os nds de uma aresta ou superficie

de um dominio, ndo penetrem na aresta ou superficie do outro dominio durante o contato.



2.1 — Métodos para garantir a restricdo de contato

A seguir é mostrado um resumo dos métodos classicos destinados a cumprir as
restricGes de contato. Uma abordagem mais detalhada destes métodos pode ser encontrada

em WRIGGERS (2006).

2.1.1 — Método dos Multiplicadores de Lagrange

O método dos Multiplicadores de Lagrange é um dos métodos classicos de
introducdo de restricGes a forma fraca do problema, e sua formulagdo serve de base para
outros métodos.

Neste método, as componentes da tensdo de contato sdo encaradas como

multiplicadores de Lagrange, sendo:

thlN
tT=/1T

A formulagdo parte da definicdo da contribuicdo da energia potencial devido ao

contato como:

Weone = f(/lng + Argr)dA (1)
Ic

onde ty e ty sdo as componentes normal e tangencial da tensdo de contato, Ay e A sdo os
multiplicadores de Lagrange, e gy e gr sdo as fungBes “gap” normal e tangencial,
respectivamente.

O trabalho virtual realizado pela contribuicdo de contato pode ser obtido pelo

variacional desta energia potencial como:

SWLM, = f (AnBgn + Ar8g7)dA + f (5Awgn + SA7g7)dA @)
T¢ T¢

Os termos A8 gr e Argr estdo associados a condigdo de adesdo e deslizamento
tangencial no qual uma formulacdo adequada deve ser utilizada para representar o problema

(formulacgdo de atrito de Coulomb, por exemplo).



Este método é amplamente empregado nos problemas envolvendo contato, como
exemplo os trabalhos de WOHLMUTH (2000); OLIVER et al. (2009) e TUR et al. (2009).

Nestes trabalhos os autores apontam como vantagem a precisdao dos resultados
obtidos, uma vez que os multiplicadores de Lagrange sao calculados exatamente para atender
as restricdes de ndo penetracao.

Entretanto, este método apresenta a desvantagem de aumentar o nimero de
graus de liberdade para a resolu¢do do problema, uma vez que os multiplicadores de Lagrange
(An, e A7) se tornam incognitas do problema e devem ser determinados, assim como os

deslocamentos dos nés de toda a malha, aumentando o custo computacional envolvido.

2.1.2 — Método da Penalizacdo

O método da Penalizacdo é um dos métodos mais utilizados para garantir as
restricGes de contato, devido a sua facil implementagdo e sua intuitiva interpretacdo fisica. A
Penalizacdo pode ser interpretada tal como uma mola ativada na parte do contorno de
contato.

Este método consiste em substituir as componentes incégnitas da tensdo de
contato, por novas componentes dependentes do parametro de penalizacdo e do campo de
deslocamento. Assim, as componentes normal e tangencial da tensdo de contato podem ser
escritas por:

Iy = Engn (3)

tr = €rgr (4)

onde €y, € €7 sdo conhecidos como parametros de penalizagdo e apresentam valores positivos
(€n, €7 > 0).

Pode-se descrever a contribuicdo da energia potencial devido ao contato como:

1
Weone = 5 f (tngn + trgr)dA (5)

Ie
Substituindo as componentes normal e tangencial pelos parametros de

penalizacdo:

1
Weone = > f (engngn t+ €rgrgr)dA (6)

I



O trabalho virtual realizado pelo contato pode ser obtido, assim como para o

método dos multiplicadores de Lagrange, pelo variacional desta energia potencial como:

SWihe = f(5N9N59N + ergrégr)dA (7)

I

Os trabalhos WRIGGERS (1985) e; WEYLER et al. (2012) sdo exemplos de
aplicagdes do método da Penalizacgdo.

Destaca-se nesses trabalhos que o método da Penalizacdo torna-se similar ao
método dos Multiplicadores de Lagrange, quando €y — o e er — 0. Contudo esse fato pode
causar um mau condicionamento da matriz rigidez. Por outro lado, existe a tendéncia de
ocorrer penetragdo ente os dominios, a medida que €y se torna pequeno.

Portanto, uma desvantagem deste método trata-se do compromisso na escolha
dos parametros de penalizacdo entre a possibilidade de haver penetragdo ou problemas de
condicionamento da matriz rigidez. Entretanto sua simplicidade de implementacdo e a
manutenc¢do do numero de graus de liberdade sdo suas principais vantagens, apontam os
autores.

As caracteristicas que diferenciam os métodos de Penalizagdo e multiplicadores
de Lagrange sdo confirmadas no trabalho de VULOVIC et al. (2007), no qual comparou-se a
solucdo de um mesmo problema empregando-se os dois métodos. Os autores concluiram que
o método da Penalizagdo utilizou menor tempo computacional, mas os resultados foram
fortemente influenciados pelo parametro de penalizagdo, ao passo que o método dos
multiplicadores de Lagrange levou a solugGes mais precisas, porém com um acréscimo no

numero de iteragdes, e consequentemente um tempo computacional maior.

2.1.3 — Método Lagrange Aumentado

A formulacdo do método Lagrange Aumentado é uma combina¢do entre o
método dos multiplicadores de Lagrange e o método da Penalizacdo. A restricdo de contato é
assegurada por multiplicadores de Lagrange, mas de forma que ndo aumente o nimero de
incégnitas do problema.

A ideia consiste em um algoritmo no qual o multiplicador de Lagrangeﬂé
mantido constante durante uma iteracdo, para resolver a forma fraca do problema. Apds essa

iteracdo, o multiplicador de Lagrange é atualizado para um novo valor, tendo como base o



valor antigo acrescido de um parametro de Penalizagdo. Este procedimento é conhecido como
algoritmo Uzawa.
Assim, a contribuicdo devido ao trabalho virtual de contato, para o caso sem

atrito é dado por:

6Wc/(1)l;1t = I(E + ENQN)5gNdA (8)

I
Como Ay é desconhecido, um procedimento para atualizar o multiplicador de

Lagrange deve ser construido dentro de uma iteragao, sendo:
ANnovo = ANantigo + ENIN novo (9)

Exemplos de aplicacao desta formulagdao podem ser encontrados nos trabalhos de
SIMO e LAURSEN (1992), PIETRZAK e CURNIER (1999), e HIRMAND et al. (2015).

Com este procedimento é possivel sobrepor os problemas causado pelo aumento
do nuimero de graus de liberdade, caracteristico do método dos multiplicadores de Lagrange,
além de minimizar o risco de mau condicionamento da matriz rigidez e ocorréncia de
penetragdo, pois a solu¢cdo do problema fica menos sensivel a escolha do parametro de
penalizacdo.

Entretanto, apresenta um aumento no custo computacional, se comparado ao
método da Penalizagdo, devido ao processamento da atualizagdo do multiplicador de
Lagrange, como pode ser visto em POPP et al. (2010).

Existem ainda outros métodos para se estabelecer as restricdes de contato, como
por exemplo, o método Lagrange Perturbado e o método de Nitsche. Uma ampla revisdo

destes métodos pode ser encontrada em WRIGGERS (2006).

2.2 — Método para discretizar o contato

2.2.1 - N6-a-nd

O conceito de discretizacdo de contato nd-a-né (NTN), proposto inicialmente por
FRANCAVILLA e ZIENKIEWICZ (1975) assegura as restricbes de contato através de uma base
puramente nodal. Este método transfere precisamente as pressdes de contato (passa no teste
de contato), além de ser simples do ponto de vista de programacdo. Porém, tem como base

para seu funcionamento o emprego de malhas conformes (“matching meshes”), restringindo



sua aplicacdo a problemas com esta caracteristica de discretizacido e pequenos
escorregamentos (nés do contato tém pequeno deslizamento em torno da posicdo original),
conforme salienta WRIGGERS (2006). A Figura 1 apresenta um exemplo de discretizacdo do

contato utilizando o conceito NTN.

Figura 1 — Esquema né-a-né (NTN) de discretizagdo do contato 2D.

Entretanto, esta limitacdo pode ser superada empregando-se técnicas de
adaptacdo de malha, como pode ser visto em XU e HIELMSTAD (2008). Os autores propuseram
um esquema utilizando o conceito né-a-né para resolver problemas bidimensionais com
grandes deformacdes, no qual a malha dos dominios é adaptada e suavizada, para manter o
cardter nd-a-nd, durante o processamento. A Figura 2 apresenta um exemplo de aplicagdo
desta estratégia.

Conjunto de elementos
com contato ativado

| A |
YT 111 7
! — 111
EsicEs - o
(a) (b) (c)
[ [ 77777277, T LTI -
— m [ -
[
(d) (e) (f)

Figura 2 — Exemplo de aplicag¢do da estratégia de adaptagdo e suavizagcdo da malha. (a) malha original
(b) malha distorcida devido ao movimento prescrito do conjunto ativo (c) malha apds ajuste da superficie
no limite superior (d) malha apds suavizagdo Laplaciana (e) malha apds suavizagéo simples baseado em

dngulo (f) Malha apés suavizagdo ponderada com base em dngulo. (adaptado de XU e
HJELMSTAD 2008).



Com o mesmo propdsito de associar técnicas de adaptacdo da malha ao conceito
NTN, WRIGGERS et al. (2016) propuseram uma metodologia aplicando o método dos
elementos virtuais (VEM — “virtual element method”), para discretizar interfaces de contato
entre malhas ndao conformes. A vantagem de aplicar os elementos virtuais consiste na
facilidade de empregar diferentes nimeros de nds para se definir um elemento. Essa
caracteristica é explorada com o objetivo de transformar a interface de contato de malhas nao
conformes em um problema de malhas conformes. Os autores mostraram que os resultados
de problemas de contato Hertzianos obtidos com o método proposto coincidiram com
solu¢Ges analiticas, além de constatar que o método passa no teste de contato.

Recentemente, XING et al. (2018) empregou o esquema nd-a-ndé em conjunto
com a técnica do elemento finito de contorno escalonado (SBFEM - “scaled boundary finite
element method”), para modelar problemas de contato bidimensionais com malhas nao
compativeis. Este tipo de elemento se caracteriza por apresentar forma poligonal com nimero
arbitrario de arestas. A ideia é empregar SBFEM devido sua flexibilidade em lidar com malhas
ndo compativeis, inserindo nds em ambas as arestas de contato, de forma a transformar
malhas ndo compativeis em compativeis (malha adaptativa), conforme a Figura 3. Essa técnica
foi estendida por XING et al. (2019), para solucdo de problemas tridimensionais, e em ambos
0s €asos, os autores concluem que esta abordagem ndo sé passa no teste de contato, como

também é estavel e precisa.

Figura 3 — Adaptagéo da malha nos contornos de contato I¢ e I;Y. (a) interface de contato néo
compativel, antes da adaptacdo da malha. (b) interface de contato compativel, apds adaptagdo da
malha (adaptado de XING et al. 2019).
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Em resumo, as técnicas recentes que empregam o conceito NTN estdo associadas
a estratégias para adaptar a malha. Com isso é possivel manter as vantagens deste conceito
(precisdo e simplicidade na definicdo do dominio de contato), por outro lado, as estratégias de

adaptacdo de malha geram um indesejavel aumento no custo computacional.

2.2.2 - N6-a-Segmento

O conceito para discretizagdo de contato denominado né-a-segmento (NTS)
surgiu para sobrepor as deficiéncias do conceito NTN, inicialmente desenvolvido por
HALLQUIST et al. (1985). A ideia basica é impedir a penetracdo dos nds de um dominio
(denominado escravo — “slave”) nos segmentos do outro dominio (denominado mestre —
“master”). Dado esta caracteristica é necessario especificar o dominio escravo como o de
malha mais refinada, com o objetivo de se minimizar pontos de penetragdo entre dominios.

Este esquema apresenta a vantagem de poder ser aplicado em problemas no qual
a malha ndo é compativel, problemas envolvendo atrito e grandes deslocamentos, sem a
necessidade de aplicar técnicas para adaptar a malha. Esse conjunto de caracteristicas somado
a sua simplicidade de implementacdo levaram este conceito a ser amplamente aplicado nos

programas comerciais de elementos finitos. A Figura 4 apresenta um exemplo deste conceito.

slave

master

Figura 4 — Esquema né-a-segmento (NTS) de discretizacéo do contato 2D.

Contudo, o fato de garantir a ndo penetracdao em apenas um dominio faz com que
a transmissdo da pressdo de contato ndo aconteca de forma correta. Em outras palavras, este
conceito ndo passa no teste de contato, conforme indicam os trabalhos de TAYLOR e
PAPADOPOULOS (1991), e ABBASI e BATHE (2001).

Para sobrepor este problema TAYLOR e PAPADOPOULOS (1991) propuseram um
método chamado duas passagens (“two pass”), no qual ocorre uma dupla definicdo do par de
contato, trocando os lados mestre e escravo, evitando a penetracdo em ambos os lados,
conforme mostra a Figura 5. Com essa estratégia foi possivel garantir a passagem no teste de

contato.
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master

master

Figura 5 — Esquema né-a-segmento (NTS) de discretizagGo do contato 2D, duas passadas.

Todavia, o método NTS “two pass” apresenta problemas quando for¢as de atrito
sdo consideradas, devido a falta de suavidade nas superficies de contato. A superficie nao
suavizada causa saltos nas forcas de contato quando nds escravos deslizam entre os
segmentos mestres, de acordo com PUSO e LAURSEN (2004).

Também ha problemas de bloqueios dos nés em contato, devido ao excesso de
restricGes nos mesmos, conforme apontam OLIVER et al. (2009).

Outra questdo do método NTS é a ocorréncia de casos especiais na definicdo do
par né escravo e aresta mestre, segundo ZAVARISE e LORENZIS (2009). Neste trabalho os
autores tratam dos casos especiais no qual a identificacdo do segmento mestre relacionado a
um noé escravo é ambiguo ou impossivel. A Figura 6 apresenta alguns exemplos destes casos
especiais. Dentre as diversas solucdes analisadas a mais proeminente foi um algoritmo
baseado na rotagdo do vetor normal, que consiste em uma relagdo direta né-a-né entre o né

escravo “S” e o né mestre mais préximo “C”.

(a) Projecdo “fora de ambas arestas” (b) Projecdo “dentro de ambas arestas”

%Mé
®

W
7
(a) Projecdo “fora da primeira aresta” (b) Proje¢do “fora da dltima arestas”

Figura 6 — Exemplo de Casos especiais (adaptado de Zavarise e Lorenzis, 2009)
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2.2.3 - Métodos de suavizacdo da geometria

Uma alternativa empregada para sobrepor o problema de descontinuidade da
malha, presente no conceito NTS é suavizar o dominio do contato.

Uma discretizagdo nao suavizada (a maioria das técnicas de discretizacdo é de
continuidade C°) frequentemente gera uma descontinuidade do vetor normal as arestas de
dois elementos consecutivos, cujas consequéncias foram abordadas no tdpico anterior. Este
fato também pode levar a problemas de convergéncia, principalmente se a curvatura das
arestas de contato muda drasticamente, conforme ZAVARISE e LORENZIS (2009).

Para resolver essa questdo PAPADOPOULOS e TAYLOR (1992) propuseram um
método na qual a dire¢do normal no né é ponderada com relacdo as direcdes de arestas
consecutivas e ao comprimento das mesmas, conforme mostra a Figura 7. Outra técnica
similar pode ser vista em LIU et al. (1999), na qual, uma mudanca continua no vetor normal
resultando em um contorno virtual com continuidade C! é proposto como forma de evitar

oscilages no escorregamento de nds em contato.

N

Vi

Figura 7 — Técnica do vetor normal ponderado (adaptado de PAPADOPOULOS e TAYLOR, 1992)

Outra alternativa empregada para resolver a questdo acima apresentada consiste
em discretizar a regido de contato empregando interpolagdes de ordem superior. Isso resulta
em arestas ou superficies de contato discretizados com continuidade C! ou até mesmo C?.
Para tanto, pode ser empregado o polindbmio de Hermite (WRIGGERS et al.,, 2001,
PADMANABHAN e LAURSEN,2001), curvas Bezier (PIETRZAK e CURNIER, 1999), curva Spline
cubica (AL-DOJAYLI e MEGUID, 2002; e KALLEL e BOUABDALLAH, 2017) e B-splines racional ndo
uniforme (NURBS — “non-uniform rational B-splines”) (HU et al., 2018).

A Figura 8 mostra um exemplo de aplicacao da interpolacdo Splines como forma
de suavizar o contorno. A superficie inicialmente discretizada contem os nés N/™, e a superficie
suavizada através de uma Spline cubica é mostrada em vermelho. Em azul, sdo apresentados
os pontos de controle P;, utilizados para determinar a Spline cubica através de uma sucessdo

de trés interpolacgdes lineares.
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N™

yZ

Figura 8 — Exemplo de Spline para uma interpolagdo de 4 nds (adaptado de KALLEL e BOUABDALLAH,
2017)

E a Figura 9 mostra uma comparagdo entre o método NTS original e suavizado.

Destaca-se a utilizacdo de vérios nds, necessarios para se criar a superficie suavizada.

7

Figura 9 — Esquema né-a-segmento (NTS) de discretiza¢do do contato 2D comum (a esquerda) e
suavizado (a direita).

A principal vantagem deste conceito é superar os problemas causados pela
descontinuidade do dominio. Porém, surgem questdes quanto a complexidade de
implementacdo, principalmente em problemas 3D, e a possibilidade de a superficie suavizada
ndo coincidir com a geometria real (surgimento de superficies “ndo fisicas”), para problemas

em que a precisdo da geometria é um requisito importante (WRIGGERS et al., 2001).

2.2.4 - Segmento-a-segmento

Outro conceito que surge para sobrepor as questdes envolvendo continuidade do
dominio discretizado é a abordagem segmento-a-segmento (STS), inicialmente estabelecida
por SIMO et al., (1985) para pequenas deformacgGes, e posteriormente PAPADOPOULQOS e
TAYLOR (1992) para grandes deformacgées, ambos para problemas bidimensionais.

Em contraste ao conceito NTS as restricdes de contato ndo sdo impostas apenas
em pontos nodais, mas ao longo de todo o contorno de contato.

A ideia basica é criar uma superficie intermediaria as superficies de contato, com
continuidade C?!, de forma que o “gap” é dado em funcdo desta nova superficie e a integral do

trabalho virtual de contato é feita em cada segmento desta nova superficie continua. Os
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segmentos sdo formados a partir da projecdo ortogonal de cada né de um dominio sobre a

aresta do elemento do outro dominio, conforme mostra a Figura 10.

Figura 10 — Esquema segmento-a-segmento (STS) de discretizagdo do contato 2D.

Similar ao conceito NTS, a abordagem STS também apresenta casos especiais no
qual é necessaria uma solugdo especifica para cada tipo de situa¢do, como mostra a Figura 11.
Outra caracteristica importante deste método é a suposicdo de pressao de contato constante
ao longo de cada segmento, que pode significar uma limitacao para problemas que demandam

precisao na determinacao da distribuicdo de pressao.

a)

Figura 11 — Casos especiais de discretiza¢do do dominio de contato STS. (a) caso sem solugdo. (b) solugdo
especial (adaptado de WRIGGERS, 2006).

Uma variacdo do conceito STS foi introduzido por BERNARDI et al. (1994), e
posteriormente adaptado para problemas de contato sem atrito por BELGACEM et al. (1998),
acoplado ao método “mortar” de decomposicdo de dominios. Este método é baseado na
formulacdo dos multiplicadores de Lagrange, no qual fun¢des de formas especiais sdo usadas
para interpolar e discretizar o multiplicador de Lagrange na interface de contato. Desta forma
diz-se que o método “mortar” é constituido por uma base dupla (“dual basis”) de funcdes de
forma. Assim como o método NTS, o método “mortar” é aplicavel em problemas com malhas
ndo compativeis e grandes deslocamentos. Qutra caracteristica no qual o conceito STS se

assemelha ao NTS é o fato de se distinguir os dominios entre “mortar” e “ndo-mortar”
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(analogo a denominagdo mestre - escravo), sendo que geralmente a superficie de referéncia é
a “ndo-mortar”.

A integracdo do trabalho virtual devido ao contato é feito em cada segmento
“ndo-mortar”, através de certo niumero de pontos de Gauss. Para o exemplo ilustrado na

Figura 12 sdo utilizados trés pontos de integracao.

ndo-mortar

mortar

Figura 12 — Exemplo de discretizagdo do contato, conceito “mortar”, resultando em cinco elementos,
com trés pontos de integrac¢do cada (adaptado de WRIGGERS, 2006).

Essa formulacdo foi posteriormente estendida para problemas envolvendo
grandes deformac¢des com atrito, aplicando fung¢des de forma lineares, por McDEVITT e
LAURSEN (2000).

PUSO e LAURSEN (2004) desenvolveram uma formulacdo, com base no conceito
“mortar”, para problemas tridimensionais com grandes deformacg&es. Segundo os autores, ha
grande dificuldade em lidar com este tipo de problema, pois as proje¢des superficie-a-
superficie sdo fortemente dependentes das deformagdes dos corpos em contato, e por vezes
se apresentam emaranhadas tornando dificil obté-las. Além disso, a natureza facetada das

superficies de contato introduz dificuldades associadas aos “cantos

n (II

corners”), ao realizar a
busca por elementos “mortar’, que se executada de forma inadequada, resultard em
problemas de convergéncia.

FISCHER e WRIGGERS (2005) fizeram diferentes formula¢bes para problemas
bidimensionais sem atrito e grandes deformacgdes, também baseados no método “mortar”,
envolvendo multiplicadores de Lagrange e Penalizagdo. Puderam concluir que a escolha do
numero de pontos de integracdo afeta a precisdo da solucgdo. Se a superficie “nGo-mortar” for
discretizada de forma mais refinada que a superficie “mortar”, uma quantidade minima de
pontos de integracdo deve ser fornecida para se obter uma solucao adequada.

Trabalhos recentes compararam os resultados obtidos entre elementos de
contato lineares e quadraticos, mostrando o ganho de precisdo da solu¢do usando elementos
quadraticos (PUSO et al. 2008, e POPP et al., 2012). Segundo os autores, esta técnica é estavel,

passa no teste de contato e permite o uso de funcdes de forma de qualquer ordem, mas sua
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implementacdo é complexa principalmente em problemas tridimensionais, conforme

abordado anteriormente.

2.2.5 — Método dominio de contato

Um método relativamente novo, denominado dominio de contato (“contact
domain”) foi proposto para problemas bidimensionais por OLIVER et al. (2009) e amplamente
explorado na aplicacdo de diversos problemas envolvendo grandes deformac¢des com atrito e
auto contato em HARTMANN et al. (2009). Posteriormente, teve sua formulagdo estendida
para aplicacGes tridimensionais sem atrito (HATMANN et al., 2010).

Este método é considerado uma evolucdo da formulacdo NTS. E formado por um
conjunto de regides nao sobrepostas e dotadas com um campo de deslocamento interpolado a
partir dos deslocamentos dos contornos dos corpos em contato. Consequentemente as
medidas de “gap” normal e “gap” tangencial, bem como os multiplicadores de Lagrange sao
definidos dentro de todo o dominio de contato, e ndo somente ao longo da superficie de

contato, como no conceito NTS. A Figura 13 mostra um exemplo desta aplicacao.

Figura 13 — Esquema segmento-a-segmento (STS) de discretizacdo do contato 2D.

A vantagem apontada pelos autores é que o emparelhamento resultante das
superficies de contato é completo e continuamente definido, evitando as questdes de
descontinuidades, ja abordadas.

A Figura 14 mostra a diferenga entre o conceito NTS (a) e o dominio de contato
(b). Para o esquema NTS duas situacGes distintas acontecem: primeiro, o esquema NTS é
fortemente dependente da escolha mestre-escravo, e segundo, pode-se descartar (regiGes
vazias) ou super-restringir (regides sobrepostas) alguns pares de contato especificos. Isso pode
dificultar a passagem no teste de contato. Por outro lado, o conceito dominio de contato
mostra um pareamento completo entre os dominios, sem sobreposi¢cdo, o qual leva a um

algoritmo que passa no teste de contato para malhas arbitrarias ndo conformes.
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(a) (b)
mestre
s 8 & & s & 8 s s & s e

— *——0—0—90—0 90090 —0——
escravo
escravo

" ———0 000900 —0

mestre
Figura 14 — Discretizagdo de contato. (a) esquema né-a-segmento. (b) dominio de contato (adaptado
OLIVER et al., 2009).

Outra vantagem é a ndo dependéncia da escolha de dominios mestre-escravo,
pois o pareamento de contato é definido pelo dominio de contato, evitando a necessidade de
se projetar nds escravos em segmentos mestre.

No entanto, WOPSCHALL et al. (2019) observam que o método é dependente da
malha, uma vez que é necessario fornecer um parametro de estabilidade, cujo objetivo é
aliviar a restricdo excessiva.

Uma questdo, levantada por YASTREBOV (2011), é a necessidade de se distinguir
entre dois tipos de elementos de contato, para preencher totalmente o dominio de contato
sem sobreposicdo, para casos tridimensionais. O elemento dito tipo “A” que compartilha trés
nés e um contorno de elemento (similar ao conceito NTS), e o tipo “B”, que possui dois nés
localizados sobre o lado do contorno de contato potencial. Segundo o autor, este elemento
tipo “B” representa um novo tipo de elemento de contato, cuja consideracdo é chave para

permitir que a estratégia de contato passe no teste de contato.
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3 — FORMULAGAO GERAL DO PROBLEMA DE CONTATO

3.1 - Problema de Valor de Contorno (Analise Linear Elastica)

Em geral, grande parte dos problemas estruturais na engenharia mecanica
consiste em resolver o problema de valor de contorno, considerando deformacoes
infinitesimais. Varios sdo os autores que descrevem o problema de valor de contorno, dentre

eles destaca-se a abordagem de FISH e BELYTSCHKO (2007) como segue:

Figura 15 — Configuragdo cldssica do problema de equilibrio mecdnico.

A Figura 15 representa um corpo (dominio) tridimensional, submetido a um
carregamento externo de superficie f e de volume b. As forgas externas sdo aplicadas em uma
por¢do da superficie do corpo Ir. Em outra por¢do da superficie do corpo I, sdo aplicados
deslocamentos prescritos, normalmente com valor zero.

E importante ressaltar que:

F=T;UT, e (10)

No qual T, [+ e T, sdo respectivamente o contorno de todo dominio, contorno da
condicdo de Neumann (natural) e contorno da condigao Dirichlet (essencial).

As equacbes que regem este tipo de problema constituem a chamada
caracterizacdo forte do equilibrio, ou simplesmente “Forma Forte” do problema de equilibrio.
Estas equagOes estabelecem que as tensdes internas o estejam em equilibrio com as forgas

externas fe b, bem como as restrigSes ou os deslocamentos prescritos.

19



Vga +b=0 em () (equagdo de equilibrio estdtico) (12)
™m = 7 em I+ (Condigdo Neumann) (13)

u=1u em [, (Condigdo Dirichlet) (14)

Onde o é o vetor (dimensdes 1x1, 3x1, 6x1, respectivamente para os casos 1D, 2D e 3D) que
contem as componentes de tensdo, T é a matriz com as componentes de tensdo (dimensoes
1x1, 2x2 e 3x3, respectivamente para os casos 1D, 2D e 3D), VST € a matriz gradiente simétrica
transposta, b e f sdo respectivamente os vetores contendo as componentes das forgas
externas volumétricas e de superficie, n é o vetor unitdrio normal a superficie (contorno do
dominio), u e U sdo respectivamente os vetores contendo as componentes de deslocamento e
deslocamento prescrito.

Levando em conta a relagdo deformacgdo-deslocamento (relacdo cinematica) e a

relacdo tensdo-deformacdo (relacdo constitutiva), tem-se respectivamente:

e=Vsu (15)
o = D¢ (16)

no qual € é o vetor contendo as componentes de deformac¢do (de mesma dimensdo do vetor

o), D é a matriz constitutiva do material. Assim:
o = DVsu (17)

Apds algumas manipulagGes matematicas, aplicando-se integragdo por partes e o
teorema da divergéncia, é possivel reescrever a equacdo (12) na forma integral, chamada de

“Forma Fraca”, resultando em:
f (Va)TadQ = f wTfdr + f wTbdQ vw € U, (18)
Q Is Q
cujo objetivo é determinar u € U, tal que:
U={ulue H,u=ueml,} e Uy={wlweH,w=0emT,}

onde w(x, v, z) é uma fung3o arbitraria, chamada “Fungédo Ponderadora” e H' é um espago de
funcdes com derivadas quadradas integraveis (H! c C°), ou seja fun¢des H! sdo de

continuidade C°.
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Fazendo w= du, sendo du um deslocamento virtual arbitrario, tal que deve
atender as condi¢des de C.C.E. homogéneas, podemos reescrever a equacgdo (18) da seguinte

forma:

chsTadQ = f 6uT7dF+f su’bdQ véu € U, (19)
Q Is Q

Esta forma também é conhecida como “Principio do Trabalho Virtual”, no qual

implica ao equilibrio para qualquer du, atendendendo as condi¢cGes de C.C.E. homogéneas.

SWine = 6Wexe (20)

Sendo:

Wiy = f 5eladQ (21)
Q

SW,yr = f sul fdr + f su”bdQ (22)
I'¢ Q

3.2 — Equagoes restritivas para Interface de contato

Os problemas de contato se diferenciam dos problemas mecanicos lineares
convencionais por estabelecer restricdes originadas nas regides onde ocorre o contato, além
das restricdes normais do problema (deslocamentos prescritos).

A restricdo comumente observada baseia-se na condicdo de ndo penetracdo
como uma restricdo puramente geométrica. Observa-se que a formagdo do contato bem como
0 comportamento dos corpos em contato sdo influenciados por uma varidvel chamada
“gap” (gy) ou penetragdo (gy). Esta varidvel contém a menor distancia entre dois pontos
materiais de dominios distintos, candidatos a formarem contato, sendo empregada para dois
propoésitos. O primeiro é determinar em que instante ocorre o contato (ou seja, gy = 0) e 0
segundo é garantir que ndo haja penetragdo apds o contato ser estabelecido (gy = 0).

Outro ponto importante é que no instante em que ocorre o contato, surge uma
tensdo em ambos os corpos, dita tensdo de contato t, que atua em ambas as superficies,
obedecendo ao principio da acdo e reacdo (t' = —t?, ver Figura 16).

O vetor t (“traction”) possui componentes na dire¢do normal t,, € componentes

na dire¢do tangencial ao plano de contato t, dependendo do modelo constitutivo adotado
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para representar o contato. Para os casos de problemas em que o atrito é desprezado a
componente tangencial é obviamente nula (t; = 0).

Em resumo, para se estabelecer o contato, é necessario que a funcédo “gap” seja
igual a zero gy =0, e como consequéncia ocorra o surgimento das tensdes de contato
(tensGes com valores negativos por se tratarem de tensdes de compressdo) ty < 0. Por outro

lado, se os corpos estiverem separados (ocorre uma abertura ou “gap” entre eles), tem-se

gy >0et=0.

a) z b)

Figura 16 — Interface de contato. a) corpos em contato mostrando o contorno de contato I.. b) andlise
das tensdes de contato.

Vale destacar que o problema de equilibrio mecanico, acrescido das restricdes de
contato é conhecido como problema de SIGNORINI. Em teorias de otimiza¢do esse conjunto de

restricGes é chamado de condi¢cdes de KUHN-TUCKER-KARUSH.

Ja o contato na direcdo tangencial pode ser representado de trés formas basicas.
Sem atrito, colado ou aderido, e com atrito (dependendo da relacdo constitutiva de contato).

Para o caso sem atrito, ndo ha a presenca de forgas restritivas na direcdo
tangencial, portanto:

tT=0
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A representacdo de problemas em que os dominios estdo aderidos ou colados é
obtida através da auséncia de movimento tangencial entre os mesmos. Portanto adiciona-se a

restricdo deslocamento tangencial g nulo, ou seja:
gr=20 (23)

Para os casos em que ocorre o deslizamento ou escorregamento com atrito entre
os dominios, ou seja, os casos em que ocorre um deslocamento relativo entre os corpos na
direcdo tangencial do contato, a restricdo pode ser apresentada de diversas formas,
dependendo da natureza do atrito envolvido entre os corpos. Uma das formas mais comuns de
representar o fen6meno de atrito seco é a Lei de Coulomb:

gr

tr = —ultwl o (24)

onde u é o coeficiente de atrito, sendo um valor constante na Lei de Coulomb classica,
dependente dos materiais envolvidos no contato e gr é a velocidade de escorregamento

relativa.

3.3 — Formulag¢ao do contato sem atrito

O contato entre sélidos eldsticos é a denominagdo dada ao contato formado entre
dois corpos deformdaveis elasticamente. O entendimento deste tipo de problema é
fundamental para se compreender a introducdo das restricdes causadas pelo surgimento de

regides de contato entre dominios. A Figura 17 ilustra a interface de contato.

" Vvl

Figura 17 — Contato entre sdlidos eldsticos.
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O problema de equilibrio, para um corpo em contato pode ser formulado como o
problema de valor de contorno previamente apresentado, acrescido das restricdes de contato

(condigdes de KHUN-TUCKER-KARUSH):

VSTJ +b=0 em Q (equagdo de equilibrio)
m=f em I (Condi¢do Neumann)
u=1u em [, (Condigdo Dirichlet)
gn =0 em [,

ty <0 em [,

ty-gn =0 em [,

Para a solucdo de elementos finitos do sistema de equac¢des acima, faz-se
necessario a formulacdo do problema de SIGNORINI, que em termos de trabalhos virtuais,

consiste em adicionar as restricGes de contato a forma fraca, levando a equacgao (20) a forma:

Wint — Wext — Weone =0 (25)

Sendo que §W,,,,; corresponde ao trabalho virtual devido as restrigdes impostas
pelas condi¢cdes de contato. Sua introducdo aumenta consideravelmente a complexidade do
problema, pois a principio o dominio de contato I, ndo é conhecido. Desta forma, determinar
o contorno de contato é uma das respostas procuradas durante a resolugcdo deste tipo de
problema.

A determinagdo de §W,,,,; ocorre através da aplicagdo um método que garanta a
restricdo de contato, ja abordado anteriormente (ver se¢do 2.1) em conjunto com um

esquema destinado a discretizar o dominio de contato (ver segdo 2.2).
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4 — ELEMENTO DE ACOPLAMENTO

4.1 - Elemento de acoplamento aplicado em problemas com contato ja formado

O elemento de acoplamento proposto por BITENCOURT et al. (2015) é um
elemento que possui um né adicional (nn + 1), chamado de C,,,4., €m relagdo aos elementos
padrdao de uma malha, e a estratégia para seu funcionamento consiste em coincidir todos os
seus nn nés com os nés de um elemento pertencente ao contorno do dominio 2 (dominio
mestre), e também coincidir o né de acoplamento (C,,40) COM um nd pertencente ao
contorno do outro dominio 22 (dominio escravo). Desta forma, o elemento de acoplamento
torna possivel obter o deslocamento relativo entre os nds do elemento pertencente a 2! e o
né pertencente ao 22, e assim estabelecer qualquer relagdo para este deslocamento, como
por exemplo, uma relagdo linear entre deslocamento relativo e for¢a de contato. A Figura 18
mostra diferentes exemplos de elemento de acoplamento, para problemas bidimensionais e

tridimensionais.

Q(‘
Cnud«("”"' 1)
A
[ ]
nn=4
C C e lnn+1)
® o
»

C,.(nn+1)

nn=8

Figura 18 — Exemplos de elementos de acoplamentos: (a) triGngulo de 3 nds + Cy, 4., (b) quadrildtero de
4 n6s + Cpoqe, (€) tetraedro de 4 n6s + C, 4., (d) cubo de 8 n6s + Cppqe- (extraido de: BITENCOURT
etal.,, 2015).

Esta técnica foi concebida para representar o contato entre malhas nao
conformes, para problemas nos quais o contato ja esteja estabelecido, ou até mesmo para
problemas em que ocorra sobreposi¢cdo de malhas. Tém como caracteristica a simplicidade de
implementacdo e estabilidade, a vantagem de ndo acrescentar grau de liberdade ao problema,

evitando aumento do custo computacional.
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A Figura 19 mostra a aplicacdo do elemento de acoplamento em um problema
bidimensional de contato entre duas malhas ndo compativeis. Os elementos de acoplamento

estdo destacados em azul e amarelo.

-I—.I.‘ l-IE

a_r p_ I

H

Figura 19 — Processo de acoplamento de duas malhas de elementos finitos ndo compativeis.
(a) Problema 2D com duas malhas ndo compativeis. (b) Processo de identificagdo dos nds que irio
compor os elementos de acoplamento. (c) criagdo e inser¢do dos elementos de acoplamento. (extraido
de: BITENCOURT et al., 2015).

A formulagdo deste elemento de acoplamento consiste no seguinte:

Seja N;(X) (i = 1,nn) as fungdes de forma definidas para um ponto material
X € ¢, no qual nn é o nimero de nés. O deslocamento U em qualquer ponto do dominio ou

contorno pode ser aproximado pelos deslocamentos nodais D;:
nn
000 = ) WD, (26)
i=1

Portanto, o deslocamento relativo entre o n6 C,,,4. € 0 ponto material de contato
X, correspondente a sua posi¢cdo no contorno do elemento de acoplamento, sendo expresso

por:
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nn
[u] = Dynt1 — U(Xc) =Dpny1 — Eﬁi(xc)])i = B.D, (27)

=1

Sendo que:
Be = [_Nl(xc) _NZ (Xc) _Nnn(xc) I] (28)
onde N; = N;1, e I é a matriz identidade, e D, é o vetor dos deslocamentos nodais, de forma:

Dy

D,

D, = (29)

Dnn+1

Vale ressaltar que B, ndo é a tradicional matriz de relagdo deformagdo-
deslocamento B.
O trabalho virtual desenvolvido pela forca de contato, no elemento de

acoplamento é dado por:
swnt = S[UI"F([U]) (30)

Onde F([[U]) é a forga de reacgdo correspondente ao deslocamento relativo [U],
qgue pode ser determinada segundo um modelo constitutivo apropriado para representar a
interacdo entre superficies em contato.

Desta forma, valendo-se de que §[U] = B,6D, obtém-se a forga interna do

elemento como sendo:
F"* = B{F([UD) (31)
E finalmente, a matriz rigidez tangente pode ser obtida através de:

_ R OF(IUD)

= - (32)
oD, ¢ a[u] ¢

K.
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4.2 - Elemento de acoplamento para problemas de formagao de contato

Nesta secdo serd abordada a forma como o algoritmo proposto farda a
discretizacdo da regido de contato, baseando-se no elemento de acoplamento apresentado,
compondo o primeiro componente necessario para se modelar os problemas de contato.

O segundo componente necessario para o modelo de problemas de contato é
composto por um método que garanta as restricGes de contato, conforme mencionado
anteriormente. Neste trabalho serd empregado o método da Penalizacdo como forma de
garantir as restricdes de contato, devido a sua simplicidade de implementac¢do e a manutencao
do nimero de graus de liberdade do problema.

A estrutura do elemento de acoplamento para esta nova formulagdo segue
idéntica a estrutura original, ou seja, o elemento de acoplamento continua possuindo um nd
adicional (Cjo4e), €m relacdo aos elementos padrdo da malha, e a estratégia para seu
funcionamento continua sendo coincidir todos os seus nn nés com os nés de um elemento
pertencente ao contorno do dominio 2 (dominio mestre), além de também coincidir o né de
acoplamento (C,,,4¢) COM um né pertencente ao contorno do outro dominio 22 (dominio
escravo).

Entretanto, ao se calcular o deslocamento relativo [U](X,) entre o C,,pq4. (que
agora pode ndo pertencer ao contorno do elemento de acoplamento no inicio do problema,
conforme Figura 20) e o ponto material de contato X, (situado no contorno do elemento)
devera ser levado em conta a distancia inicial entre esses pontos, caracterizado pelo vetor
[[U]]O(chode - XC), que pode ser interpretado como sendo um deslocamento relativo inicial,

ou o “gap” inicial entre os corpos.

ESCRAVO

MESTRE

Figura 20 — Configuragdo inicial de problemas de formagdo de contato. Identificagdo das componentes
do deslocamento relativo ou “gap” inicial.
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Portanto, o deslocamento relativo resulta em:
[U] = B.D, + [UTo(Xc,,,. — Xc) (33)

onde [[U]]O(X - Xc)é o vetor de posicao relativa inicial entre o Cy,p40. € UM ponto

Cnode
material de contato X, pertencente ao contorno do elemento. Vale ressaltar que para o caso
2D este vetor contém as componentes tangencial e normal, e para o caso 3D contém as

componentes tangenciais (duas dire¢Ges) e normal. Portanto:
[ul, = chode_ X. (34)

Destaca-se que a matriz B, e o vetor D, sdo os mesmos ja apresentados na
formulagdo original.
O trabalho virtual desenvolvido pela forca de contato, no elemento de

acoplamento continua sendo dado por:
sweort = S[UI"F([U]) (35)

onde:

S[U] = B.8D, + §[U],(X
S[UTe(X

- X¢) (36)

Cnode

- X.)=0 (37)

Cnode

Pois, [[U]]O(X - XC) é constante, resultando em:

Cnode
6[U] = B.6D, (38)
Assim a for¢a de contato no elemento é dada por:
FSomt = B{F([UD) (39)

Valendo-se do método da Penalizacdo para garantir as restricdes de contato, a

forga devido ao contato é dada por:

F([U]) = C[U] = CB.D, (40)
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no qual C é a matriz que contém os fatores de penalizacdo, em coordenadas globais, sendo

que:

C =RTcR (41)

onde R é a matriz de rotacdo ortogonal dada por:

(42)

ny n; n3]

no qual n;, s; e t; (i = 1,2,3) sdo as componentes do vetor base local (n, s, t) de acordo com o
sistema de coordenadas global. E ¢ é a matriz dos fatores de penalizagdo local, que para o caso

sem atrito assume a seguinte forma:

=0

onde ¢ é o parametro de penalizacdo na direcdo normal. Pode-se observar também que a
componente tangencial do parametro de penalizacdo é nula, justamente por se tratar de uma
representacdo de problemas sem atrito.

Substituindo a equacgdo (40) na equacédo (39), e posteriormente as equagdes (41);

(42) e (43); a forga interna do elemento resulta em:
Fi"* = BICB,D, = BTRTcRB,D, (44)
E a matriz rigidez tangente do elemento continua sendo:

OFt + OF([UD)

K, = ap, = B¢ 5] B, = BTCB, = BTR"cRB, (45)

4.3 - Determinacdo do ponto de contato

Uma caracteristica marcante nos problemas de formacdo de contato é a
determinagao do ponto X, ponto no qual ocorre o contato entre os corpos, e que a priori ndo
é conhecido. Portanto, a determinagdo do ponto X, torna-se questdo fundamental para a

solucdo do problema de contato.
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A forma proposta para se obter o ponto de contato é bastante simples e se
fundamenta na condi¢do de que o método desenvolvido neste trabalho é destinado a solucgdo
de problema com pequenos deslocamentos.

Com esta condicdo torna-se possivel estabelecer o ponto de contato de maneira
prévia a solucdo do problema, com satisfatéria aproximacdo em relacdo ao ponto de contato
real. Assim, a definicdo dos pontos de contato, bem como a criacdo dos elementos de
acoplamentos ocorre através de um pré-processamento que consiste de trés passos.

Passo 1: Selecdo dos nds mestres e escravos candidatos ao contato. Com a
selecdo dos nds mestres é possivel identificar as arestas pertencente ao contorno do dominio
mestre candidatas ao contato, bem como o elemento mestre ao qual pertence, conforme

ilustra a Figura 21.

QZ
ESCRAVO

Figura 21 — Exemplo de sele¢do dos nds dos dominios mestre e escravo. Em destaque, a delimitagcdo da
parte do contorno candidata ao contato, em ambos os corpos.

Passo 2: Calculo das distancias minimas e das localizagdes dos pontos de distancia
minima, chamado “closest point”, para cada né escravo em relagdo a todas as arestas do
dominio mestre, candidatas ao contato. Em seguida, verificacdo de atendimento aos critérios
para a formacdo do elemento de acoplamento:

1) Ponto de distancia minima deve pertencer ao dominio da aresta mestre

analisada.

2) Menor distancia minima. No caso de o nd escravo analisado pertencer a duas

ou mais arestas.

O par nd escravo mais elemento mestre selecionado para a formacdo do

elemento de acoplamento sera aquele que atender aos critérios 1 e 2 concomitantemente.
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A Figura 22 mostra um exemplo deste processo para o né escravo né§. Para cada
elemento mestre candidato el))!, comn de 1 a 4, é calculada uma distdncia minima dm,, e é
determinada a localizagdo do “closest point” &,,, em relagdo a coordenada natural & (varia de 0
a 1 ao longo da aresta do elemento do dominio mestre). O subscrito n indica 0 nimero de
elementos mestres candidatos e os sobrescritos e e m indicam os dominimos escravo e mestre
respectivamente. Em seguida, verifica se o “closest point” pertence ao dominio da aresta, ou
seja, se 0 < &, < 1. Neste exemplo, o par nd-elemento selecionado para a formagdo do

elemento de acoplamento seria n6$ e el}*, como pode ser observado.

Figura 22 — Exemplo de pré-processamento para o né escravo né$. Avaliagéo da disténcia minima e
localizagéio do “closest point” para o elemento mestre elT* a el}*.

Passo 3: Formacdo do elemento de acoplamento, e estabelecimento do ponto de
contato na aresta mestre, na coordenada natural do “closest point”. Nesta etapa a matriz de
elementos do problema sofre o acréscimo dos elementos de acoplamento criados. A
localizagdo do ponto de contato X, também é armazenada, para ser utilizada durante o
processamento.

Vale destacar que o ponto de contato é estabelecido uma Unica vez, através deste
pré-processamento, e sua localizacdo ndo é atualizada ao longo do processamento, com base

na fundamentacdo previamente descrita.
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A Figura 23 mostra o elemento de acoplamento em destaque formado através de
todos os nds do elemento mestre el e do né escravo né§. Também é mostrado o ponto de
contato X, armazenado, o qual serd utilizado durante todo o processamento sem atualizagdo,

conforme dito anteriormente.
Ql

MESTRE

QZ
ESCRAVO

Figura 23 — Formagdo do elemento de acoplamento (em destaque)

A Figura 24 mostra todos os elementos de acoplamento el2, criados para o
exemplo em questdo, com s de 1 a 5. O sobrescrito a indica elemento do tipo acoplamento, e
o subscrito s indica o numero de elementos de acoplamento. Na figura é possivel obsevar
também os respectivos Cppqe € X, €stabelecidos pelo pré-processamento.

Vale destacar que os elementos de acoplamento elf e el§ (em cor laranja)
compartilham os mesmos nds do elemento mestre el(*, mas se diferenciam por possuir

diferentes Cpoge € Xc -

Ql

MESTRE

Figura 24 — Malha com todos os elementos de acoplamentos formados (em destaque).
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Uma vez estabelecido todos os elementos de acoplamento, se inicia o processo de

solugdo do problema.

4.4 — Estrutura de funcionamento do elemento de acoplamento

A estratégia de solucdo deste problema ndo linear é concebido baseado no
método Newton-Rhapson, em um esquema de integragdo implicito/explicito (IMPL-EX). Trata-
se de um esquema incremental e iterativo, sendo que as itera¢cdes ocorrem dentro de um
mesmo passo de carga até que o residuo entre as forgas internas e externas convirja para um
valor abaixo de uma tolerdncia especificada. Na sequéncia, ocorre o incremento na carga
iniciando um novo processo iterativo, e assim sucessivamente até completar todos os passos
de carga.

Abaixo segue o Quadro 1 contendo o esquema de funcionamento do algoritmo de
solucdo do problema, onde:

j: passo de carga

n_passos: numero de passo de carga do problema

G: vetor residuo

tol: valor de tolerancia para o problema

n: numero da iteragao

ele: tipo de elemento (padrao ou acoplamento)

i: nUmero do elemento analisado

n_ele: nimero total de elementos

F™: vetor de forcas internas global

Fg": vetor de forgas internas do i-elemento

K: matriz rigidez global

K., :matriz rigidez do i-elemento
A: operador montagem das matrizes globais
Fé*: vetor de forcas externas

D :vetor deslocamentos nodais

t.arm : vetor que armazena as forgas de contato de todos elementos de
acoplamento, em coordenadas locais, para ser utilizado no passo seguinte como verificacao do
surgimento de for¢a de compressdo (for¢a negativa).

t. : vetor que armazena as forgas de contato de todos elementos de

acoplamento, em coordenadas locais, no passo de carga atual.
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INiCIO:

For j= 1:n_passos

n=20
While |G| = tol

n=n+1

Fori=1:n_ele
If ele = elemento fundamental > Modelo elastico
Elseif ele = elemento de acoplamento - Modelo de acoplamento
End If
n_ele

Fint — A Fint
1€
n_ele

K = AK,,

End For

G, =F§xt _ Frilnt

Solve : K()dD () = Gy

Dn+1) =D + dDn)

End While
tarm=t,
End For
FIM

Quadro 1 - Estrutura do algoritmo de solugédo

Destaca-se que durante o processamento ocorre a selecdo do modelo de

elemento, dependendo do seu tipo, que pode ser fundamental ou acoplamento.
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ENTRADA: D; t_arm
[[U]]’e = RTBeDe + [[U]]Io

Iftarm >0
te. =0
Féint — 0
Ke =0

Elseif tarm <0

te = c[U]e
FO" =B."t,
K, =B, cB,

End if

Feint — RTFe,int
K. =RTK, R

SAIDA: t, ; Fi"t; K,

Quadro 2 — Estrutura do algoritmo do elemento de acoplamento

O Quadro 2 apresenta o esquema do modelo aplicado ao elemento de

“woron

acoplamento desenvolvido, onde os termos seguidos por se referem as coordenadas
locais, além disso:

D,: vetor deslocamentos nodais do elemento.

[U], : deslocamento relativo.

R : matriz rotacao.

B, : matriz contendo as funcdes de forma do elemento padrdo, utilizadas pelo

elemento de acoplamento.

[U], : deslocamento relativo inicial (“gap”).

int .
F, :vetor de forgas internas do elemento, em coordenada local.

K¢ :matriz rigidez do elemento, em coordenada local.
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Um ponto a ser salientado nesta estratégia consiste no fato de que a verificacdo
do sentido da forca de contato (se trativa ou compressiva), utiliza o valor calculado no passo
de carga anterior (armazenado pelo vetor t_arm), ou seja, a verificacdo do sentido da forca de
contato no passo de integracdo atual é feita utilizando o valor da forca de contato do passo
anterior. Este fato da o carater explicito a estratégia para solu¢do do problema néao linear,
conferindo maior velocidade de convergéncia e estabilidade ao processo.

Outro ponto importante a ser observado é que ao se confirmar que a forca de
contato é compressiva e consequentemente se empregar o parametro de penalizacdo normal
elevado (¢ > 0), faz-se cumprir as restricGes de contato (condigdes do problema de Signorini)
previamente apresentado.

Para ilustrar o funcionamento do método proposto, serdo apresentados alguns

problemas de contato Hertziano.
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5 — SIMULAGOES E RESULTADOS

Neste capitulo serdo apresentados alguns problemas classicos envolvendo
contato, aplicando o método desenvolvido para a solucdo destes problemas.

Para validar o método proposto, inicialmente sera tratado o problema de contato
entre um meio cilindro e uma base, comparando-se os resultados obtidos numericamente,
com os dados obtidos analiticamente. Posteriormente serd realizado o chamado teste de
contato, analisando-se a continuidade das tensdes de contato resultantes, e em seguida, sera
analisado o problema de contato entre dois cilindros. Por fim, para verificar a aplicagdo do
método desenvolvido em um problema pratico, serd feita a analise de um problema classico

da engenharia mecanica, que se trata do contato entre engrenagens de dentes retos.
5.1 — Modelo de teste de contato

A seguir é desenvolvido o teste de contato, com o propdsito de avaliar a
uniformidade das tensdes transmitidas entre os dominios, seguindo a configuracdo
apresentada na Figura 25, baseado no teste de contato proposto por TAYLOR e
PAPADOPOULOS (1991). Os dois blocos sdo constituidos pelo mesmo material, isotropico
linear, no qual o médulo de elasticidade E = 210.000 N/mm?e o coeficiente de Poisson
v = 0,3. Os blocos possuem espessura unitaria e é considerado o estado plano de tensdes. O
carregamento distribuido aplicado é F = 200 N/mm, e o fator de penalizagdo normal

considerado é ¢ = 1x10'° N/mm?.

50,0

F

25,0

50,0

100,0

Figura 25 — Configuragdo do teste de contato.
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A Figura 26 apresenta a discretizacao aplicada ao modelo do teste de contato, no
qual foram empregados um total de 556 elementos triangulares de 3 néds, sendo 156 no
dominio superior (bloco superior) e 400 no dominio inferior (bloco inferior), e um total de 329
nos. Ressalta-se que neste modelo o dominio superior foi designado como escravo, por ser o
mais refinado, e o dominio inferior foi designado como mestre. Observa-se também na mesma

figura a incompatibilidade entre as malhas.

Figura 26 — Discretizagdo aplicado ao modelo do teste de contato.

Apds o pré-processamento, foram criados 14 elementos de acoplamento. Estes
elementos com seus respectivos C,,,4. Podem ser vistos na Figura 27. Nesta figura, os
elementos em amarelo sdo elementos de acoplamentos Unicos, e os de cor laranja sdo dois

elemetos de acoplamento sobrepostos.

a ajl .a a |ed a a e a e
ely el lels ely :é el |elg e"‘oeli QW

Figura 27 — Elementos de acoplamento criados, e seus respectivos Cpyqe-

A Figura 28 apresenta o resultado das tensdes o, (tensdes na dire¢do vertical),
obtido. A Figura 29 apresenta o resultado de tensdes gy, suavisadas (nodais) e as respectivas

isolinhas.
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-195.4

-196.2

1971

41979

-198.8

1936

-200.5

2014

2022

-2031

-2039

-204.8

2056

Figura 28 — Resultado do campo de tensées a,, (tensGes na diregéo vertical), em N /mm?.

E possivel observar que o campo de tensdes n3o se apresenta de maneira
uniforme na regido de contato. Os valores de tensdo variam entre —192,8 N/mm2 e
—205,6 N/mm?. Ou seja, as tensdes variaram +7,2 N/mm? e —5,6 N/mm? em torno da
tens3o real —200 N/mm?.

a) b)

Figura 29 — Resultado do campo de tensdes o, (tensBes na dire¢éo vertical). a) suavizado e b) isolinhas,
em N/mm?.

As Figura 30 mostra os devios, em porcentagem, nos valores das tensdes de cada

elemento na regido do contato, em relagdo a tensdo real (—200 N/mm?).
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-2,2%|-2,2%

Figura 30 — Desvios no valor das tenses a,, na regiéo do contato, em N/ mm?.

Portanto, conforme os resultados mostrados acima, pode-se observar que a
perfeita transmissdo de tensdo entre os dominios ndo foi obtida. Entretanto, destaca-se uma
variagdo maxima de —3,5% em relagdo ao valor real da tensdo o, na regido de contato, o que
geralmente pode ser considerado aceitdvel em grande parte das solugcdes de engenharia

obtidas através de métodos numéricos.

5.2 — Modelo de contato entre meio cilindro e base

A primeira aplicacdo do método proposto consiste em um problema de contato
classico, conhecido como contato Hertziano entre uma metade de cilindro (ou meio cilindro) e
uma placa ou base, cujo objetivo é validar o método desenvolvido, comparando os resultados
de pressdes de contato obtidos através do método com os resultados de pressGes calculadas
analiticamente.

Conforme mostra a Figura 31 (a), o meio cilindro possui didametro 20,0 mm,
afastado inicialmente 0,1 mm de uma base de dimensdes 10,0 mm de largura por 5,0 mm de
altura. Ambos 0s componentes possuem espessura unitdria, e foram especificados com
médulo de eslasticidade E = 210.000 N/mm? e coeficiente de Poisson v=20,3 ;
correspondendo as propriedades do ago. Neste problema é considerado o estado plano de
tensdes. A forga distribuida foi aplicada em dois casos (F = 300 N/mme F = 500 N/mm) e a
solucdo do problema foi obtida utilizando trés quantidades distintas de passos de carga (10; 15
e 20 passos).

O fator de penalizagio normal utilizado foi ¢ = 1x10'° N/mm?. Ressalta-se que
este valor foi determinado apds alguns teste prévios com o modelo, aplicando diferentes
valores de fator de penalizagdo. Assim, com o valor apresentado foi possivel alcangar uma boa
interagao entre os dominios, sem a ocorréncia de mau condicionamento da matriz rigidez.

A discretizacdo do problema foi realizada de duas formas. Inicialmente foi gerada

uma malha, chamada de “malha padrdo”, conforme mostra a Figura 31 (b). E posteriormente

41



foi gerada uma segunda malha, mais refinada nas regides de contato, denominada “malha
refinada”. A Tabela 1 mostra as caracteristicas das duas malhas analisadas.

Vale destacar que o dominio do meio cilindro foi designado como escravo (por
possuir a malha mais fina que a base), e naturalmente o dominio base como mestre. E nas
duas discretizagOes realizadas foi garantida a ndo conformidade entre as malhas, na regido de

contato.

[171077777777777777777777777

Figura 31 — a) Configuragdo do problema de contato entre meio cilindro e base. b) “Malha Padrdo” do
modelo de contato entre meio cilindro e base.

N° de Elementos N* de Elementos de N° de Nés
Acoplamento

Malha Padrao 2021 21 1095

Malha Refinada 4168 57 2196

Tabela 1 — Caracteristicas das malhas analisada

A Figura 32 apresenta o resultado geral de tensdes verticais oy para o problema
discretizado com a “malha padrdo”, forga aplicada F = 500 N/mm e solugdo obtida em 20
passos. A Figura 33 mostra o mesmo resultado, porém de forma suavizado (tensdes nodais), e
também em forma de isolinhas. Através dessas figuras é possivel analisar de maneira
qualitativa o desempenho do método proposto, em termos de tensGes obtidas, no qual nota-
se a concordancia no perfil de tensdes com o perfil caracteristico para este tipo de problema,
apresentado na Figura 34. Esta figura mostra o campo de tensdes verticais oy, de um problema

semelhante, focando a regido do contato, apresentado por De LORENZIS et al. (2015).
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Figura 32 — Resultado do campo de tensbes o, (tensBes na diregdo vertical), em N /mm?.
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Figura 33 — a) Resultado do campo de tensbes suavizadas o,, (tensbes na diregdo vertical). b) Resultado
do campo de tensGes a,, (tensbes na dire¢do vertical) em isolinhas, em N /mm?.

a) b)
(2 ¥ ¥ ¥ 4 & & ¥ )5

/ 02

R 015

0.005

0.01

0.015

B o 0o 0 v 0 8
e s 4 ¢ 4+ 0 0

01

B s + ¢« »of S

0.02

RiaTs o o ¢+ o v tUN8

0.05

NI

0

<015 <01 -005 0 005 01 015

Figura 34 — a) Configuragdo do problema de contato Hertziano. b) Resultado do campo de tensées a,,
(tensGes na diregdo vertical) na regiéio do contato. (extraido de: De LORENZIS et al.;2015)
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Figura 35 — Distribuigcdo de pressdo de contato e desvio da pressdo de contato obtida numericamente. a)
10 passos de carga; b) 15 passos de carga; c) 20 passos de carga.
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A Figura 35 traz os graficos com os valores de pressdo de contato obtidos pelo
método proposto e obtidos analiticamente, para as diversas configuracdes testadas. Traz
também os graficos de comparagdo entre os valores obtidos numericamente em relacdo aos
valores obtidos analiticamente para o mesmo nd, tornando claro o desvio de cada ponto
analisado.

Os gréficos de pressdo de contato estdo divididos em trés quantidades distintas
totais de passos de carga ((a) 10; (b) 15 e (c) 20 passos), e em cada grafico sdo apresentadas as
curvas de valores obtidas analiticamente para as forgas F = 300 N/mm (em azul) e
F =500 N/mm (em verde). Para cada curva analitica existem duas outras curvas de valores
obtidos numericamente, sendo uma para os valores obtidos através da “malha padrdo” e a
outra para os valores obtidos através da “malha refinada”. Desta forma é possivel verificar o
grau de aproximacdo entre os valores obtidos utilzando-se uma malha padrdo e a resposta
analitica, verificar o efeito do refinamento da malha e o efeito do aumento da carga, bem
como é possivel verificar o efeito do aumento do nimero de passos de carga utilizados na
obtencado da solucao.

Com relacao ao efeito do refinamento da malha, como o esperado, melhora a
representacdo da curva de pressées (aumenta o nimero de pontos da curva), entretanto vale
ressaltar que os resultados para malha padrdo ja apresentam baixos desvios (média de 6,4% e
5,5% para for¢as F = 300 N/mm e F = 500 N/mm, respectivamente, para a solugdo em
20 passos), como pode ser visto nos graficos de desvios de pressao.

O efeito do aumento de carga nao traz diferencas no resultado, desde que a
regido de contato resultante seja menor que as regides de refinamento de malha presentes
nos dois dominios.

Contudo, o efeito do numero de passos para a obtencdo da solugdo traz
alteracOes significativas na solugdo. Nos graficos para a solugdao em 10 passos de carga, e para
os modelos com malha refinada, pode ser visto uma grande diferen¢a no valor da pressao nos
ultimos nds pertencente ao contato, para os dois niveis de carga aplicado (desvio de 76,4%
para F = 300 N/mm, e 81,2% para F =500 N/mm). O mesmo ndo se observa para os
modelos com malha padrdo (mais grosseira). Para a solucdo em 15 passos apenas o modelo
refinado com carga F = 500 N/mm apresenta acentuado desvio (81,2%). J4 a solugdo em 20
passos ndo apresentou desvios com tamanha magnitude, nos ultimos nés do contato.

Ha portanto, um compromisso entre o numero de passos para a obtecdo da
solucdo, com relacdo ao nivel de carga e ao refinamento aplicado a malha.

Isso ocorre devido a forma como o algoritmo ativa o par de contato. Lembrando

qgue é necessario que haja penetragdo do né escravo (C,,4e) NO elemento de acoplamento
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(dominio mestre) em um determinado passo de carga para que nos préximos passos de carga
o contato seja efetivado. Se durante a execussdo do problema houver um insuficiente nimero
de passos de carga, poderd ocorrer uma formagdo incompleta do contato, no qual alguns nés
da periferia do contato serdo sobrecarregados, enquanto que outros nds podem penetrar o
dominio mestre, como pode ser mostrado na Figura 36. A Figura 36 mostra o resultado final,

na interface de contato, para “malha padrdo “, F = 300 N/mm , 10 passos de carga.

Ultimos noés da interface de contato
Ocorréncia de penetragdo

Meio Cilindro
Dominio Escravo

Interfacede
Contato

Base
Dominio Mestre

Figura 36 — Interface de contato. Formagdo de contato incompleta.

N6 sobrecarregado

7

Nesta figura é clara a incompleta formagdo do contato, dada a ocorréncia de
penetracdo entre dominios na solucgdo final, resultando em valores imprecisos de pressdo na
periferia da zona de contato.

Este problema é contornado aumentando-se o nimero de passo de carga, como
pode ser observado nos resultados de pressdo de contato, da Figura 35 (c).

Para melhor ilustrar o processo de formacgdo do contato, segue a Figura 37 e a
Figura 38 que mostram os elementos de acoplamento criados no pré-processamento e o
processo de detec¢do de penetracdo e a ativacdo dos elementos de acoplamento, para cada
passos de carga, do modelo com malha padrdo, F = 300 N/mm e 10 passos de carga.

Na Figura 37 verifica-se todos os elementos de acoplamento criados, destacados
em verde, e seus respectivos C,,,4.. Os elementos com destaque laranja sdo os elementos de
acoplamento coincidentes, ou seja, sdo dois elementos de acoplamento inseridos, que
compartilham os mesmos nds da malha mestre.

A Figura 38, mostra a sequencia de passos de carga, bem como a ativacdo dos

elementos de acoplamento criados. Os elementos em verde sdao aqueles no qual o corre a
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penetragdo do C,,4e NO elemento de acoplamento (ativagdo do contato). A partir do passo de
carga seguinte, para estes elementos é utilizado o fator de penalizagdo ¢, para evitar a
penetracdo dos dominios e para que ocorra a troca das forcas de contato entre os mesmos.
Esta situacdo ocorre nos elementos em amarelo. Vale dizer que os elementos na cor laranja

apontam a sobreposicao de dois elementos de acoplamento ativos.

Meio Cilindro
Dominio Escravo

Base
Dominio Mestre

Figura 37 — Elementos de acoplamento criados no pré-processamento.

Meio Cilindro Meio Cilindro Meio Cilindro
Dominio Escravo Dominio Escravo Dominio Escravo

LAA 1 LAAAA)

Base Base Base
Dominio Mestre Dominio Mestre Dominio Mestre

Meio Cilindro Meio Cilindro Meio Cilindro
Dominio Escravo Dominio Escravo Dominio Escravo

RAAAAAAS R AAAAAL NN I A AAAAAAMAR

Base Base Base
Dominio Mestre Dominio Mestre Dominio Mestre

Figura 38 — Interface de contato. Sequéncia de passos de carga mostrando a ativagdo dos elementos de
acoplamento.

Portanto, neste modelo dos 21 elementos de acoplamento criados no pré-

processamento, apenas 11 efetivamente foram ativados para compor a interface de contato.

5.3 — Modelo de contato entre dois cilindros

Esta aplicagdo do método proposto também cosiste em um problema de contato

Hertziano classico, sendo o problema referente ao contato entre duas metades de cilindros. O
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objetivo é verificar o desempenho do método desenvolvido, em problemas envolvendo o
contato entre geometrias convexas. As anadlises também serdo feitas comparando os
resultados de pressdes de contato obtidos através do método com os resultados de pressées
calculadas analiticamente.

A configuracdo do problema é mostrada pela Figura 39 (a), no qual os meio
cilindros possuem didmetro de 20,0 mm, afastados entre si inicialmente de 0,1 mm. Ambos os
componentes possuem espessura unitaria, e foram especificados com médulo de eslasticidade
E = 210.000 N/mm? e coeficiente de Poissonv = 0,3; correspondendo as propriedades do
aco. Neste problema também ¢é considerado o estado plano de tensdes. Apenas um caso de
carga foi considerado, F = 500 N/mm. Novamente, a solu¢do do problema foi obtida para
trés passos de carga distintos (10; 15 e 20 passos), e o fator de penalizacdo normal utilizado foi

¢ = 1x10'° N/mm?.
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Figura 39 — a) Configuragdo do problema de contato entre meios cilindros. b) “Malha Padrdo” do modelo
de contato entre meios cilindros.

A discretizacdo do problema também foi realizada de duas formas. Inicialmente
foi gerada uma malha, chamada de “malha padrdo”, conforme mostra a Figura 39 (b). E
posteriormente foi gerada uma segunda malha, mais refinada nas regides de contato,
denominada “malha refinada”. A Tabela 2 mostra as caracteristicas empregadas em cada
malha. O dominio do meio cilindro superior foi designado como escravo, e naturalmente o
meio cilindro inferior como mestre. E novamente, para as duas discretizacdes realizadas foi

garantida a ndo conformidade entre as malhas, na regido de contato.
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A Figura 40 apresenta o resultado geral de tensdes verticais o, para o problema

~ N

discretizado com a “malha padrdo”, a forga aplicada F = 500 N/mm e solugdo obtida em 20
passos. A Figura 41 mostra o mesmo resultado, porém de forma suavizado (tensdes nodais), e

também em forma de isolinhas.

N° de Elementos N* de Elementos de N° de Nés
Acoplamento

Malha Padrao 2175 13 1167

Malha Refinada 4577 37 2403

Tabela 2 — Caracteristicas das malhas analisada
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Figura 40 - Resultado do campo de tensdes o,, (tensbes na diregdo vertical), em N / mm? .

Analogo ao primeiro problema analisado, é possivel observar a concordancia no

perfil de tensGes com o perfil caracteristico para este tipo de problema.
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Figura 41 — a) Resultado do campo de tensbes suavizadas o,, (tensbes na diregdo vertical). b) Resultado
do campo de tensGes a,, (tensées na direcdo vertical) em isolinhas, em N /mm?.

A Figura 42 mostra os graficos da distribuicdo da pressdo de contato em relagdo
ao centro do contato, e os graficos dos desvios da pressdao de contato obtida numericamente.
Estdo divididos em trés passos de carga ((a) 10; (b) 15 e (c) 20 passos). Para cada curva
analitica existem duas outras curvas de valores obtidos numericamente, sendo uma para os
valores obtidos através da “malha padrdo” e a outra para os valores obtidos através da “malha
refinada”.

Novamente se observa uma boa aderéncia dos resultados numéricos, em relacao
ao analitico, para as duas malhas analisadas, pois o desvio médio observado foi de 3,9% e 3,0%
para as malhas padrdo e refinada, respectivamente, para o caso com 20 passos.

Assim como o problema do meio cilindro e base, neste problema também
observa-se maior desvio no valor da pressdo, para os nds presentes na regido da periferia do
dominio de contato, nos casos de solugdo com baixo nimero de passos, como pode ser visto
na Figura 42 (a). Como ja relatado este efeito estd relacionado ao compromisso entre o
numero de passos para a obtecdo da solucdo, o nivel de carga e o refinamento aplicado a

malha, decorrente do esquema de ativacdo do par de contato utilizado.
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Pressdo Analitica [N/mm?]

¢) 20 passos de carga.

b) 15 passos de carga;

30 ao centro de contato [mm]
’

em relag

10 passos de carga

Distancia na diregdo x (horizontal),

Figura 42 — Distribuicdo de pressdo de contato e desvio da pressdo de contato obtida numericamente. a)



b)

Elementos
E interferentes,
indeformados

Auséncia de
interferéncia,
elementos
deformados

2

Figura 43 — Detalhe da regido de contato. a) Passo de carga inicial, existéncia de gap. b) Passo de carga
posterior, ocorréncia de interferéncia, contato ndo ativado. c) Passo de carga seguinte, auséncia de
interferéncia, contato ativado nos elementos previamente interferentes.

O processo de ativacdo dos elementos de acoplamento é detalhado novamente
para este modelo. A Figura 43 ilustra os trés passos iniciais da simulacdo, no qual pode se
observar inicialmente a existéncia de gap entre os dominios (Figura 43 (a)), no passo seguinte ,
com o incremento de carga ocorre a penetra¢do entre os dominios (Figura 43 (b)). A partir
deste passo, os elementos de acoplamento que estdo interferentes sdo ativados. Note que nao
ha deformacdo nos dominios, pois ainda ndo ha forcas de contato atuando. J4 no passo
posterior, mostrado na Figura 43 (c), ocorre o contato daqueles elementos ativados (que
apresentaram interferéncia) no passo anterior, e consequentemente ocorre a troca de forgas
entre os dominios, eliminando as interferéncias previamente existente, e resultando na
correta deformacgao devido ao contato entre os corpos.

De maneira analoga, este processo se repete nos passos subsequentes para os

elementos da periferia do contato, de forma que ao final da simula¢do todos os elementos
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pertencentes a regido de contato (ao dominio do contato) estajam ativados, exercendo a
correta troca das forcas de contato.
O resultado final da formacdo completa do contato (dominio de contato) pode ser

visto na Figura 44.

Figura 44 — Detalhe da regido de contato. Passo de carga final, formagdo completa do contato.

5.4 — Modelo de contato entre dentes de engrenagens

Esta aplicacdo do método desenvolvido consiste em um problema muito comum
na engenharia mecanica. Trata-se do contato entre duas engrenagens de dentes retos. O
objetivo desta aplicagdo é verificar o desempenho do esquema proposto mediante geometria
e carregamento mais complexo. Para tanto serdo analisados o campo de tensdes de von Mises
e a pressdo de contato entre os dentes. Esta Ultima serda comparada com o valor analitico,
obtido no didmetro primitivo das engrenagens.

A Figura 45 (a) mostra a configuracdo do modelo simplificado de contato entre
engrenagens, desprezando-se o atrito. A engrenagem superior é restrita pelo diametro
interno, e na engrenagem inferior é aplicado um torque de T = 250.000 Nmm, também no
didametro interno. Ambos os componentes possuem espessura unitaria, e foram especificados
com mdédulo de eslasticidade E = 210.000 N/mm? e coeficiente de Poisson v =0,3;
correspondendo as propriedades do ago. E considerado o estado plano de tensdes. A solugdo
do problema foi obtida para 20 passos de carga, e o fator de penalizacdo normal utilizado foi
¢ = 1x10'° N/mm?. As duas engrenagens s3o geometricamente iguais e suas caracteristicas

sdo apresentadas na Tabela 3.
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Figura 45 — a) Configuragdo do problema de contato entre engrenagens. b) Malha do modelo de contato
entre engrenagens.

N° de dentes 21

Méddulo 4

Diametro Primitivo 84,000 mm

Passo 12,566 mm

Diametro Externo 92 mm
Diametro Interno 74,664 mm
Angulo de Pressdo 20 °

Diametro do circulo base 78,934 mm
Altura da cabega do dente 4 mm

Altura do dente 8,668 mm

Distancia entre centros 84,3 mm

Tabela 3 — Caracteristicas geométricas das engrenagens.

Diferentemente dos problemas anteriores, a discretizacdo do problema foi
realizada de uma Unica forma, e é apresentada na Figura 45. A Tabela 4 mostra a caracteristica
da malha analisada. O dominio da engrenagem superior foi designado como escravo, e

naturalmente a engrenagem inferior como mestre.

N° de Elementos de

N° de Elementos
Acoplamento

N° de Nos

6762 16 3567

Tabela 4 — Caracteristicas da malha analisada.
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A Figura 46 apresenta uma visdo geral do campo de tensdes de von Mises
resultante e a Figura 47 mostra um detalhe do mesmo campo de tensdes, na regido de

contato.
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4413, —
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3616 |

3214

282 ——

2410, ——
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1607,

1205,

2035

4018
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Figura 46 — Resultado do campo de tensées de von Mises o, em N /mm?.

Além das tensGes compressivas na regido do contato, nota-se também
concentragcdes de tensdo nos pés dos dentes, devido a flexdo dos mesmos. Estas
concentragdes sdo um problema frequente presente no projeto de engrenagens, e uma
solucdo para este problema seria a aplicacdo de raios de arredondamento, para suavisar a

transicdo entre o dente e o cubo da engrenagem.
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Figura 47 — Detalhe do campo de tensées de von Mises o, em N /mm?.

Figura 48 — Resultado do campo de tensées de von Mises oy, para o contato entre engrenagens.
(extraido de: PATIL et al.;2014)

Destaca-se a concordancia do campo de tensdes obtido, com o resultado
caracteristico para este tipo de problema, como pode ser visto na Figura 48, extraido do
trabalho de PATIL et al. (2014). Neste trabalho os autores obtém o resultado de tensdes de
von Mises para um problema similar, utilizando programa comercial.

Uma segunda analise do resultado obtido pode ser feita através da comparagao
do valor de maxima pressdo de contato, determinada analiticamente e numericamente. Dada
a complexidade do calculo analitico, esta pressdo sera determinada no instante em que o
contato estiver alinhado com o didmetro primitivo das engrenagens, como mostrado na Figura

49,
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Figura 49 — Contato entre engrenagens. Localizagéo da pressdo mdxima de contato.

Segundo BUDYNAS e NISBETT (2011), a pressdo maxima, no didmetro primitivo,

pode ser dada por:

_ T (1/71) + (1/72)
Frax = | e cosp [ =) /E] + [(L = v, )/ B3] (46

sendo:
dpi seng
n=—— (47)
dp, seng
= (48)

onde T é o torque aplicado na engrenagem, e é a espessura do dente; ¢ o angulo de pressao,
E; e E;, v; e v, sdo respectivamente o mdédulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson de
cada engrenagem; r; e 1, sdo 0s raios instantdneo de curvatura de cada engrenagem; dp; €
dpq sdo os diametros primitivos de cada engrenagem.

Portanto, valendo-se das Equacdes (46); (47) e (48) o valor da pressdo maxima
obtida analiticamente foi de P,,x = 5.691,4 N/mm?. Enquanto que a pressdo méxima obtida
numericamente, através do algoritmo desenvolvido foi de P, = 4.828,7 N/mm?. Assim
houve um desvio de —862,7 N/mmz, correspondente a -15,2% do valor analitico. O valor
deste desvio pode ser minimizado, aumentando-se o refinamento da malha na regido do
contato, pois para este modelo, dos 16 elementos de acoplamento criados, apenas 8 foram

ativados, resultando em uma baixa discretizacdo na regido do contanto.
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6 — CONCLUSAO

O presente trabalho teve por objetivo desenvolver uma estratégia para
modelagem da formacgdo de contato, baseada na técnica de acoplar dominios criada por
BITENCOURT et al. (2015). Com este desenvolvimento pode-se generalizar a aplicacdo da
técnica de acoplar dominios discretizados com malhas ndo conformes, tanto para problemas
nos quais os dominios iniciem em contato ou até mesmo sobrepostos, quanto para problemas
em que haja a formac¢do do contato.

Foi possivel realizar o objetivo descrito acima com um esquema simples e estavel,
capaz de produzir resultados com boa precisao.

Como forma de validar os resultados do método proposto, foram apresentados
alguns problemas classicos de contato, dito contato Hertziano. Os campos de tensdes foram
concordantes com as distribuicdes de tensdo caracteristicas para cada problema, evidenciando
a capacidade do algoritmo de representar o contato.

Foram analisados também os valores numéricos de pressdo de contato, no qual
alcancou-se valores de desvios médios de 5,5% e 3,0%, em relagdo aos valores analiticos, para
os problemas de contato entre meio cilindro e base, e contato entre cilindros,
respectivamente. Nesses problemas também ficou caracterizado o efeito que um nimero total
relativamente baixo de passos de carga proporciona, no qual ocorre a incompleta formacdo de
contato em sua periferia. Por outro lado, o efeito de diferentes niveis de carga aplicada e o
efeito do refinamento da malha ndo apresentaram comportamentos diferentes do esperado.

Detaca-se os baixos valores de desvios maximo e minimo obtidos no campo de
tensdes, para o problema do teste de contato (—3,5% e 2,8%), em relagdo ao resultado
analitico.

Por fim, o modelo de contato entre engrenagens péde mostrar a capacidade de
solucdo do esquema desenvolvido, para a simulacdo de um problema de engenharia mais
complexo. Da mesma forma, o método apresentou resultados concordantes com os resultados
obtidos em andlises semelhantes, feitas por outro método. Ja o desvio da pressdo maxima de
contato obtida numericamente foi de —15,2% em relagdo a maxima pressdo obtida

analiticamente.
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