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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é o estudo da teoria de sistemas de equagoes di-
ferenciais ordinarias auténomas e suas aplicagoes em modelos matemaéticos, enfatizando

os sistemas bidimensionais.

Palavras-chave: Equagoes Diferenciais Ordinarias, Anélise, Teoria Qualitativa.






Abstract

The main objective of this work is to study the theory of autonomous ordinary
differential equations and their applications in mathematical models, emphasizing the

two-dimensional systems.

Keywords: Ordinary Differential Equations, Analysis, Qualitative Theory.
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1 Introducao

As equagoes diferenciais constituem uma importante ferramenta na modelagem de
problemas naturais e sociais. E possivel observar que diversos problemas fisicos, qui-
micos, bioldgicos e econémicos sao descritos através das equagoes diferenciais. Dentre
estes, ha varios casos em que a taxa de variagao envolvida nao depende explicitamente
do tempo. Sao os casos autoénomos.

Atualmente, o estudo sobre o comportamento das solucoes de determinadas equa-
¢oes diferenciais é objeto de pesquisa de varios matematicos e estd em constante de-
senvolvimento. Portanto, conhecer os resultados bésicos e aplicagoes de equacgoes di-
ferenciais ordinarias é extremamente importante para quem deseja compreender e se
aprofundar nessa area da Matematica.

Este trabalho apresenta os resultados centrais da Teoria das Equacoes Diferenciais,
os Teoremas de Existéncia e Unicidade de solucoes e posteriormente os principais con-
ceitos das Equacoes Diferenciais Ordinarias Autonomas, explicitando algumas de suas
aplicagoes, assim como um estudo qualitativo das mesmas.

Dessa maneira, o texto estd organizado da seguinte forma: no capitulo 2, aborda-
mos os resultados basicos sobre existéncia e unicidade de solucoes para problemas de
valor inicial, assim como a dependéncia continua e os principais teoremas da Analise
Matematica necessarios ao entendimento do trabalho; no capitulo 3, tratamos essencial-
mente de sistemas autonomos e no capitulo 4, realizamos algumas aplicagoes cléssicas,
como modelos populacionais, bem como um modelo de controle biolo6gico e um modelo
do péndulo simples.
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2 Teoria Basica das Equacoes

Diferenciais Ordinarias

Neste capitulo serao apresentados alguns dos principais conceitos e resultados sobre
Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDO) e também alguns topicos de Analise e Espagos
Meétricos, visando facilitar a leitura dos proximos capitulos. Para este estudo, foram
utilizadas as referéncias [1], [2], [6], [7], [9], [10], [12], [13] e [14].

2.1 Preliminares

Apresentamos primeiramente defini¢oes, propriedades e resultados referentes aos

espacos métricos.

Definicao 2.1. Dado um espaco vetorial M, dizemos que d : M x M — R € uma

métrica em M se satisfaz:
i) d(z,y) >0, Ve,ye M ed(z,y) =0 <z =uy.
it) d(z,y) = d(y,x), Va,y € M.

i) d(z,z) < d(z,y) +d(y,2), Ya,y,z € M.

Definigao 2.2. Um espacgo vetorial M munido de uma métrica d é chamado de espago

métrico e é denotado por (M, d).
Exemplo 2.1. Considere o R" munido da métrica d(z,y) = |x; —y1|+ |x2 — ya| +. .. +

|Tn — yn| = Z |z; — yi|, onde © = (z1,22,...,2,) ey = (Y1, Y2, . - -, Yn). Logo, (R™, d)
i=1
é um espaco métrico.

Definigao 2.3. Uma sequéncia em um espago métrico (M,d) é uma fungao

p:N— M

19
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que associa a cada n € N, um elemento x,, € M.

Notagao: (z,)nen ou simplesmente (z,,).

Definicao 2.4. Seja (x,) uma sequéncia em (M,d). Dizemos que (z,) converge para
xr € M quando
Ve>0,3ng € N/n>ng=dz,,z) <e.

Definicao 2.5. Uma sequéncia (x,) em (M,d) é chamada de sequéncia de Cauchy
quando
Ve>0,dng e N/m >n>ng = d(xy,, x,) <e.

Observacao 2.1. Toda sequéncia convergente é de Cauchy. Porém a reciproca nao é
sempre valida.
Por exemplo, considere o conjunto das fung¢oes continuas C([0,1],R) =

={f:[0,1] — R; continuas}, com a métrica
1
Ar.9)=If =gl = [ 150 - g(o)ldr
0

Considere a sequéncia (f,,), em que

fn(t)={1_nt’ L

1
0, -

i

t <
t<

Os graficos de (f,,) estao esbogados na Figura 2.1.

Figura 2.1: Grafico de f,(t).

Note que a distancia dada pela integral é igual & area do tridngulo resultante. Assim,
1 1

tomando n < m, temos — > — e assim:
n- m
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1/1 1 11
d(frs frn) = / |fn(t) — i )|dt——<———> < —— — 0, quandon — oo.
2 2n

Logo, (f,) ¢ de Cauchy. No entanto,

t
lim £, (1) :{ R

Portanto, f nao é continua em ¢t = 0 e (f,,) nao é convergente em C([0, 1], R).

Definicao 2.6. Seja E um espaco vetorial sobre um corpo K. Uma norma em E €

uma fungao ||.|| : E — Rt que satisfaz:
i) ||z]| =0< x=0.
it) [|Az|| = |A|||z]|, para todo x € E e todo A em K.
i) ||z +yll < ||l=|| + lyll, para quaisquer x,y € E.

Um espago normado é um espago vetorial E munido de uma norma |.||. Para

ressaltarmos a norma ||.|| utilizada no espago E, algumas vezes empregaremos a nota¢ao

(&, [I11)-
Observacao 2.2. Todo espago normado é métrico.

Definicao 2.7. Dizemos que um espaco métrico M é completo se toda sequéncia de

Cauchy em M, converge em M.

Exemplo 2.2. Seja agora C' = C([0, 1], R), munido da métrica

d(f,g) = sup |f(z)—g(x)|.

z€[0,1]

Neste caso, C' é completo.

Exemplo 2.3. O conjunto dos nimeros racionais (Q nao é um espago métrico completo
Basta tomarmos a sequéncia de ntimeros racionais 1 = 1,29 = 1,4, 23 = 1,41,. om

lim z, = V2. Assim, a sequéncia converge em R, porém nao é convergente Q.
n—oo

Definicao 2.8. Um espago normado (E, ||.||) completo com respeito a métrica induzida

pela norma, isto €, d(x,y) = ||t —y||, Vx,y € E, é chamado Espago de Banach.

Definigao 2.9. Seja (X,d) um espago métrico. Dizemos que f : X — X € uma
contragao se existir 5 € R,0 < 5 <1 tal que d(f(z), f(y)) < pd(z,y), Vx,y € X.
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Exemplo 2.4. Seja X = [1, +oo[ e considere f: X —

X, f(z
e /y > 1 e, consequentemente, \/x + /y > 2 = \/_—i— 7

<

= /x. Temos /z > 1

)
7 Assim, tomando por

1
exemplo 8 = o Segue que

() F) = [V = Vi = e < Syl = Bia.y)

Logo, f é uma contracao.

Lema 2.1. (de Contrag¢do) Sejam (X,d) um espago métrico completo e F : X — X
uma contra¢do. Entdo, existe um unico ponto fizo p de F, isto €, F(p) = p. Mais

-

ainda, p é um atrator de F, isto €, F"(x) — p quando n — oo, para todo x. F"(x) é
definido por F(F"(z)).

Demonstracao. A prova deste resultado pode ser encontrado em [14]. O
Temos a seguinte consequéncia do Lema de Contragao.

Corolario 2.1. Seja X um espaco métrico completo. Se F : X — X € continua e,
para algum m, F™ € uma contragdo, entdo existe um unico ponto p fixro de F. Mais

ainda, p € um atrator de F.

Definicao 2.10. Sejam A e B espagos de Banach. Uma aplicagao continua f : A — B
¢ dita completamente continua quando para todo conjunto limitado K C A tem-se
f(K) compacto em B.

Teorema 2.1. (Teorema do Ponto Fixo de Schauder) Sejam A um conjunto
convezo e compacto no Espaco de Banach C = C([a,b],R"™), com a norma do supremo,

e f:A— A uma funcao continua. Entao, f tem um ponto fixo em A, ou seja, existe
x € A tal que f(z) =

Temos a seguinte consequéncia do Teorema de Schauder.

Corolario 2.2. Se A é um conjunto fechado, limitado e convexo do Espaco de Banach
C =C([a,b],R") e f: A— A é completamente continua, entio f tem um ponto fixo
em A.

Definicao 2.11. Sejam K um espaco métrico compacto, M um espago métrico e
C(K, M) o conjunto das aplicagées continuas de K em M. Um conjunto C'(K, M) C
C(K, M) € equicontinuo se, para todo € > 0, existir um 6 = §(e) > 0 tal que d(z,y) < 9,
implica d(f(z), f(y)) <€, Vf e C'(K,M).

Definigao 2.12. Um ponto a diz-se aderente a um subconjunto X de um espaco métrico
M quando d(a, X) = 0, isto €, para todo € > 0, tem-se B(a,e) N X # ().

Exemplo 2.5. Se X = [0, 1) na reta R, entao 1 é aderente a X.
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Definigao 2.13. O fecho (ou aderéncia) de um conjunto X num espago métrico M é

o conjunto X dos pontos de M que sio aderentes a X .

Exemplo 2.6. Considere os intervalo (0, 1), [0,1), (0, 1] na reta R. Em todos os casos,

o fecho ¢ o intervalo [0, 1].

Definicao 2.14. Seja X um espago métrico completo e K um espago métrico tal que
K C X. Dizemos que K ¢é relativamente compacto em X se K € um subconjunto

compacto de X.

Teorema 2.2. Sejam K um espago métrico compacto, M um espago métrico e C'(K, M) C
C(K, M) tais que:

i) Para cada x € K, o conjunto e(x) = {f(z) € M, f € C'(K,M)} € relativamente
compacto.

it) C'(K, M) é equicontinuo.

Entao, C'(K, M) é relativamente compacto.
Definicao 2.15. Uma aplicagio f : X C R™ — R™ diz-se limitada quando sua imagem

f(X) C R™ é um conjunto limitado, isto é, quando existe ¢ > 0 tal que |f(z)| < ¢ para
todo x € X.

Exemplo 2.7. A fun¢do f : R — R definida por f(z) = é limitada, pois

f(R) =]0,1]. Assim, por exemplo, basta tomarmos ¢ > 1.

14 22

Definicao 2.16. Uma aplicagao f : 2 C R x R" — R™ ¢ lipschitziana relativamente
a sequnda componente quando existe ¢ > 0 tal que |f(t,x) — f(t,y)| < clx — y| para
quaisquer (t,x), (t,y) € Q.

Teorema 2.3. (Ascoli-Arzeld) Seja (X,d) um espago métrico completo. Seja F
uma familia equicontinua de funcgoes ¢ : X — R. Se F' € uniformemente limitada (isto
é, existe M > 0 tal que |p| < M para toda ¢ € F), entao toda sequéncia (p,) de

elementos de F' tem uma subsequéncia (p,x) uniformemente convergente em X.

Para finalizar esta secao, relembremos os conceitos de conjuntos linearmente depen-

dentes e linearmente independentes.

Definigao 2.17. Dizemos que um conjunto de funcoes fi(x), fo(x),..., fu(z) € line-
armente dependente em um intervalo I se existem constantes ci,cs,. .., ¢, nao todas
nulas, tais que

cifi(@) + c2fo(@) + ..+ enfulz) =0,

para todo x no intervalo.

Exemplo 2.8. As fungoes fi(z) = sen(2z) e fa(xr) = senzcosz sdo linearmente

dependentes no intervalo (—oo,400), pois c¢isen (2z) + cosenz cosx = 0 ¢ satisfeita

1
para todo x real se ¢; = 3 ecy = —1.
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Definigao 2.18. Dizemos que um conjunto de funcgoes fi(x), fo(x), ..., fu(x) € line-
armente independente em um intervalo I se ele nao € linearmente dependente no
intervalo.

Em outras palavras, um conjunto de fungoes € linearmente independente em um inter-

valo se as unicas constantes para as quais

lel(x) + CQfQ(x) +... .+ cnfn(x) =0,
para todo x no intervalo, sio ¢y =cy = ... =c¢, = 0.

Exemplo 2.9. As fungbes fi(x) = x e fo(z) = e” sa@o linearmente independentes no

intervalo (—o0, +00), pois c1x + c2e” = 0 é satisfeita somente para ¢; = ¢3 = 0.

Observacao 2.3. No caso da dependéncia ou independéncia linear, o intervalo no
qual as fungdes estao definidas é importante. Por exemplo, se tomarmos fi(z) = x e
fa(z) = |z|, elas sdo Li. no intervalo (—oo,+00), porém sao l.d. se considerarmos o

intervalo (0, +00).

2.2 Conceitos Basicos

A seguir, introduziremos a teoria bésica das equagoes diferenciais ordinarias e, para
isto, precisaremos introduzir algumas notagoes.

Sejam €) um subconjunto do espago R x R", onde R é a reta real e R™ é o espago
euclidiano n-dimensional. Um ponto de R x R™ sera denotado por (¢,z), t € R e
x = (r1,%2,...,x,) em R".

Em todo o trabalho denotaremos a derivada de uma funcdo y = y(z) por

y(@) = L)
Em particular, quando a funcao for dependente do tempo, isto é, y = y(t), utilizaremos
a notagao y(t) para indicar a derivada de y com respeito a t.

Para a proxima defini¢ao, consideraremos f : 2 — R™ uma aplicacao continua e [/

um intervalo nao degenerado da reta, isto é, um subconjunto conexo de R nao reduzido

a um ponto, podendo ser aberto ou fechado.

Definicao 2.19. Seja f : Q C R x R" — R™ uma aplicacdo. A equagao

ft,z(t),2'@t),..., 2" V() =0
¢ chamada de equagao diferencial ordindria (EDO).

Quando a equagao for de primeira ordem, ela sera escrita na forma

dx
() = f(t,z(1)), (2.1)

podendo ser denotada abreviadamente por & = f(¢,z), onde f: Q C R x R” — R". A

ordem de uma EDO é dada pelo indice da ordem da maior derivada na equacao.
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Exemplo 2.10. 3tz” + 2t?2” — 72’ = 11 é uma equacao de ordem 3.

Definicao 2.20. Uma fungao diferencidavel p : I — R"™ chama-se solu¢ao da equag¢ao
(2.1) no intervalo I se:
i) o grdfico de ¢ em I, isto é, {(t,¢(t));t € I} estd contido em Q e

d
i) d_f<t) = f(t,p(t)) para todot € I. Se t é um ponto extremo do intervalo, a

derivada € a deriwada lateral respectiva.

Exemplo 2.11. A equacao diferencial y’(x) — 4y'(x) = 0 tem como solugao a fungao

4 onde ¢; e ¢y sdo constantes reais. Basta verificarmos que y/(z) =

y(r) = 1 + e
dege®® ey’ (1) = 16c9€™ e, ao substituirmos os valores na equagao original, constatamos

a igualdade.

Observagao 2.4. Sejam f; : @ — R,7 = 1,...,n as componentes de f. FKEntao,
© = (@1, .., ) com ¢@; : I — R & uma solugao de (2.1) se, e somente se, cada ;
é diferenciavel em I, (¢, ¢1(t),...,on(t)) € Q paratodot € I e

(

dpy

_t(t) = fl(t7901(t)7"'790n(t))a

(0= falt, 01(0), s 0u(0),

s
N dt e e

Por esta razao diz-se que a equagao diferencial "vetorial"(2.1) é equivalente ao

sistema de equacoes diferenciais escalares

dx; :
d_xt = fi(t,x1, ..., zp), i =1,...,n.

Definicao 2.21. Uma equacao diferencial de ordem n € chamada linear quando pode
ser escrita na forma

dny dn—l

y dy
an@)% + an—l(l‘)m .ot al(lﬁ)% +ao()y = g(@).

Note que as equagoes diferenciais lineares se caracterizam por duas propriedades:
i) A variavel dependente y e suas derivadas sao do primeiro grau;
ii) Cada coeficiente depende apenas da variavel independente z.
Uma equagao que nao ¢é linear é dita nao-linear.

Quando g(z) = 0, a equagdo é denominada linear homogénea. Caso contrario, é

denominada nao homogénea.

Observacao 2.5. Uma equagao diferencial linear de ordem n pode ser reescrita como

um sistema de n EDOs lineares de primeira ordem através de uma mudanga de variaveis.
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Exemplo 2.12. Dada a equagao diferencial linear homogénea  + 0,54 + 2u = 0,
fazendo x1 = u, x9 = u, temos ¥, = . Substituindo na equacao inicial, temos
Zo + 0,529 + 221 = 0. Assim:

.1:1 = T2
I:Q = —2LU1 - 05%2

Ainda podemos escrever matricialmente:

fl . 0 1 I
gy)  \-2 —0,5) \za)’
Avaliar se as fungoes fi, fa,..., fn sao Li. ou l.d. em [ é importante para o estudo

proposto. Para tanto, apresentamos abaixo um resultado ttil, que depende da seguinte

definicao:

Definigao 2.22. Seja {fi, fa, ..., fu} um conjunto de fungoes pelo menos n — 1 vezes

diferencidveis num intervalo I. O determinante

fi(x) fa(z) o ful2)
fi(x) falw) o falo)
W(fi, fasoos fu) (@) = | f(2) fo(e) o fl(@)

f @) D@ ()
¢ chamado Wronskiano do conjunto de fungoes.

Teorema 2.4. Suponha que {f1, fa, ..., fu} € um conjunto de fungdoes pelo menosn—1
vezes diferencidveis num intervalo I. Se W(f1, fo,..., fo)(x) # 0 em pelo menos um
ponto x do intervalo, entdo o conjunto de fungoes serd linearmente independente no

intervalo.

Demonstracao. Provaremos o teorema por contradicao no caso em que n = 2.
Suponha que W (f1, f2)(z¢) # 0 para um x, fixado no intervalo I e que, fi(z) e fo(z)
sejam linearmente dependentes no intervalo. O fato de que as fungoes sao linearmente

dependentes significa que existem constantes ¢; e co, nao ambas nulas, para as quais
crfi(x) + eafa(z) =0,

para todo x em I. Derivando essa combinagao, temos
c1fi(x) +cafy(x) = 0.

Obtemos entao um sistema de equagoes lineares

{ c1fi(z) + cafo(z) =

0
cfi(x) + e fa(x) =0
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Mas a dependéncia linear de f; e fy implica que o sistema possui uma solu¢ao nao

trivial para cada x no intervalo. Logo,

f1(9€) f2(
fi(@)

para todo x em . Isso contradiz a suposigao de que W (fi, fa)(xo) # 0. Concluimos

=

W(f1, fo)(z) =

entao que f; e fy sao linearmente independentes. O

Exemplo 2.13. As fungoes fi(z) = €%, fo(x) = xe® e f3(x) = x%e® sdo linearmente

independentes em qualquer intervalo do eixo x, pois

xre® x2e”
xe® + v x2e” + 2xe” = 2¢3

€T xe® +2e* z2e® + 4xe® 4 2e”

e(E
el’

W(f1, f2. f3)(z) =

nao se anula em ponto algum.

Para uma EDO linear homogénea de ordem n, encontrar n solugoes linearmente
independentes nos remete a solugao geral da equacao.

Considere a equacao linear homogénea

dny dnfly dy
() —= . — ... —= =0 2.2
an (@) T2 1 () T () L+ a(a)y (22)
e sejam ¥yq,Ys, - .., Yn 1 solugoes linearmente independentes para a equagao (2.2) em

um intervalo I. E possivel demonstrar que o conjunto solucdo da equacgdo (2.2) é um
espago vetorial n-dimensional (ver [6]) e assim, uma solugao geral para a equagao no

intervalo é dada por

y(x) = cyi(z) + coya(x) + . .. + cryn(z),
em que os ¢; = 1,2,...,n sao constantes arbitrarias.

Teorema 2.5. O conjunto solugcao da equagao diferencial (2.2) é um espago vetorial

de dimensao n.

2.2.1 Resultados Centrais das Equacoes Diferenciais Ordina-
rias
Um problema de Cauchy consiste de uma EDO do tipo (2.1) e dados iniciais
(to, zo) € 2 tais que
T = f(t,x),
f(t,2) 0
x(ty) = .

Observagao 2.6. Este problema é também denominado como Problema de Valor

Inicial (PVI).
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Utilizando o Teorema Fundamental do Célculo, prova-se que uma funcao continua

v : I — R"™ cujo grafico esta em €, é solugao de (2.3) se, e somente se, é solucao de

x(t) = xo + /t f(s,z(s))ds,Vt e I. (2.4)

Teorema 2.6. (Peano) Seja f continua em Q = I, X By, onde 1, = {t € R; [t —to] <
a} e By={x €R; |x —xo| < b}. Se |f| < M em 2, entdo

{ i = f(t,)

x(to) = 2o
admite pelo menos uma solucao em I, onde o = main {a, %

Demonstracao. Sejam R = R(«, 5,to, o) = {(t,x) € Q /|t —to] < a, |z — 20| < B} e
A = Ao, B, to, x0) = {@ : [to — a,tg + o] — R" /¢ é continua, |p(t) — x| < S, para
todo t € [to — a, to + o, ¢(to) = x0}-

Note que A C C([to — a, to + o, R™).

Consideramos «, # de modo que R C €2. Assim, definimos T': A — A por

m=%+£ﬂs

Para que T'(A) C A, consideramos o de modo que M« < ,onde M = sup |f(t,x)|.
(t,x)ER

E claro que T(¢) é continua e T(¢(ty)) = 2. Note que

/ [£(s. 6(s)lds
Portanto, T(A) C

Afirmamos que A é convexo, fechado e limitado. Provemos isso:

T (6(t)) — wo| = ))ds < M|t —to] < Ma < B.

i) A é convexo.
Sejam ¢, € A e 6 € [0,1]. Entao,

E, além disso,
(1 =8)b(t) + 09(t) — o = (1 = 0)o(t) + 0ib(t) — (1 = O)zo — bao| =

= [(1 = 0)(p(t) — o) + O (t) — wo)| < (1 —0)|p(t) — wo| + OPh(t) — 2o <
<(1-0)p+05=03,Vtel,.
Portanto, A é convexo.

ii) A é fechado.
Seja ¢ € A. Entdo, existe uma sequéncia (¢,) C A tal que ¢, — ¢.
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Assim,
(1) wo = gn(to) = &(to) = ¢(lo) = mo.
Para cada n, |¢,(t) — x| < B, t € [to — a, to + «. Dal, nh_g)lo |pn(to) — x| < B, donde:
(2) |o(t) — xo| < B, para t € [ty — a,ty + al.
(3) Além disso, ¢ é continua, pois cada ¢, é continua e ¢, converge para ¢ uniforme-

mente.
Por (1), (2) e (3), concluimos que ¢ € A.

iii) A é limitado.

Para qualquer ¢ € A, temos ||¢|| =  sup  |d(t)] < B+ |xol-
tG[to—a,to-{—a}

Ressaltando, |¢(t)|—|xo| < |p(t)—xo| < B, umavez que ¢ € A. Dai, |¢(t)| < B+|xol,
para qualquer t € [t — a, to + af.

Mostremos agora que T é continua em A.

Note que

T(o(t)) = T((1))] <

/ttf<87¢(8)) — fs,10(s)) ds|, ¥t € [to, o + a.

Como f é continua em R e R é compacto, entao f é uniformemente continua em
R.

Logo, dado € > 0, existe § = d(e) > 0 tal que |(s,z) — (s,y)| < I =
= [f(s,2) = f(s,9)] <e

Assim,
< = €|t — to| < ea,

T(o(t) = T(p(1))] <

t
/ eds
to

[ s 0t) = sls. sl ds
para |[¢(s) —¢(s)| < 6, s € [to, to + .

Mostremos que 1" é compacto.
Basta mostrar que 7T'(B) ¢ relativamente compacto, VB C A, limitado.
Para tal, usaremos Teorema 2.2.
Como T'(B) C A e A é limitado, temos que T'(B) é limitado. Resta mostrar que T'(B)
é equicontinuo. Note que, dada ¢ € B,

<

T(6(t)) — T(é(s))] = / £(s,8(s)) ds — / = 6(2)) dz

< / (2 0(2)] dz| < Mt — 5.

[ reoten | <

€
Portanto, dado € > 0, existe § = i tal que

|t —s] <0 =[T(6(t) —T(¢(s))| <€, Vo € A.
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Por conseguinte, T" tem um ponto fixo, ou seja, o PVI.
' = f(t,x)
I(to) = Xy,

tem pelo menos uma solugao em 1I,,.

]

Vejamos um exemplo em que existe uma solugao para a equagao diferencial, porém

a mesma nao é unica.

Exemplo 2.14. Considere a equacao

d
d_?; = Sen(2t)y%
Note que existe solugao (y(t) = 0), porém esta nao é tnica. Reescrevendo a equagao,
temos
1 dy d 3ys 3yi  1—cos(2t) 9
—— =sen(2t) > ——— = sen(2t) = = = sen”(?).
S s = gy = s = 2 n ()

8
Assim, obtemos y(t) = %4/ 37 sen?(t) como solugoes da equacao. Note que o problema

esta no lado direito da equacgao, uma vez que y nao tem derivada parcial continua em

y = 0 e por isso nao ha garantia da solucao ser tnica.
Para a garantia da unicidade da solugao, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.7. (Picard) Sejam a,b > 0 e f continua e lipschitziana relativamente a
sequnda varidvel em = I, x By, onde I, = {t; [t—to| < a} e By = {x; |[x—x0| < b}. Se

~ . » . ~ . b
|f| < M em Q, entao existe uma unica solugao de (2.3) em I, onde o = min {a, M}'

Demonstragao. Seja X = C(1,, By) o espago métrico completo das fungdes continuas

¢ : 1, = By, com a métrica

d(e1,2) = sup  [pi(t) — p2(t)].

te [t()fa,t()%»a]

Para ¢ € X, seja F'(p) : I, — R™ definida por:

F(p)(t) = xo +/t f(s,p(8))ds,t € 1,.

Destacamos as seguintes propriedades de F"

(1) F(X)C X
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De fato, para todo t € I,

Zﬁ@wmwg

[F(p)(t) — xo| =

Zu@wmws<

t
b
<M / ds| < M|t —to] < Ma < M— <b.
to M
(2) F™ é uma contracao, para n suficientemente grande.
Para todo par @1, oy € X e todo n > 1, mostremos que
n n n‘ t0|n
[F(p1)(8) = F™(p2) ()] < K" —"=d(p1, ), t € Lo, (2.5)

onde K ¢é a constante de Lipschitz de f.
Facamos tal verificagao utilizando indugao sobre n.

Para n =1, temos

[F(p1)(t) — Fe2) ()] =

%+[f@@@mw4m+[f@w@w@

Fls,1(5)) — F(s, a(s)) ds| <

(5 o1(5)) — (sl ds| <

t t
< | [ Klerts) = ealo)lds [ vas
to to

Suponhamos que a desigualdade (2.5) seja valida para k. Entao,

FH1(0) () — F* () (8)] = [FE((91) (1)) — FF((92)(1)))] =
m+[f@WWMD%—%ﬁ/fSWWM»%)_

/ |s — to| ds| =

< Kd(@la@?) :K’t—to‘d(@l,QOQ)

t s—1 k
/ Kkl i o d(p1, p2) ds
to :

d t—t k+1 Kk+1t_t k+1
K (¢17S02)Kk| Ol | Ol

= d .
k! k+1 Gy denee)
Portanto, a desigualdade (2.5) vale para todo n > 1.
Segue disto que
d(F" (1), F"(p2)) < d(¢1, p2).

Portanto, F™ é uma contragao para n suficientemente grande, ja que para n sufici-

entemente grande,

K"a™
o < 1. (2.6)
: ) . K"a" .
A desigualdade (2.6) é decorrente dos fatos de que lim — = 0 e a scrie
n—00 n!

K?’L n
Z [ converge pelo Teste da Razao. Assim, para n suficientemente grande, pode-
n!

n=1
nan

< 1

mos afirmar que '
n!
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Pelo Corolario 2.1, existe uma unica ¢ € X tal que F(p) = ¢, ou seja, existe

uma Unica fungao ¢ : I, — B, tal que

o(t) =20+ / £(5,0(s)) ds,

concluindo a demonstracao.
O

~ . 0 - 0
Observagao 2.7. Se exigirmos Iz continua, entao 3 L > 0 t.q. —f
x x

caso, segue naturalmente que f é lipschitiziana com respeito a segunda componente.

< L em R. Neste

O préximo resultado sera util no estudo da dependéncia continua em respeito aos

parametros iniciais.

Lema 2.2. (Gronwall) Sejam oo € RT e u,v fungoes continuas nao negativas em [a, b

que satisfazem
t
u(t) <« +/ v(s)u(s)ds,t € |a,b)].

Entao
u(t) < aelaviEu@)ds ¢ la, b].

Em particular, se a =0, entao u = 0.

Demonstracao. Se o > 0, para

temos w(a) = a, w(
De w/(t) = v(t)u(t)

IN &
ExY
— QO
&
=~ V
= ©
-
@
=]
o
n
8\
=
~—
~
&
=
~
N
4
—~~
=
—
5
)
o]
=
o
=
Q.
o
@
5
—
(@)
IS
@
\.H\
o
o
—+
@
5]
o
n

donde
u(t) <w(t) < aela V() ds,

Se o = 0, segue imediatamente.
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2.2.2 Dependéncia Continua
Uma solucao ¢ do sistema de equagoes diferenciais
i = f(t,2) (2.7)

passando pelo ponto (ty,n) depende nao apenas de ¢, mas também do ponto inicial
(to,nm). Quando desejamos enfatizar essa dependéncia, escrevemos a solugdo como
o(t,to,m). Mostraremos que, sob certas hipoteses, ¢ depende continuamente dos valores
iniciais e que de fato ¢ é uma fung¢ao continua da terna (¢, g, 7).

0 . . .
Teorema 2.8. Suponha que f e e, (7 =1,...,n) sdo continuas e limitadas numa

Of (¢, )

regiao D, com |f(t,z)] < M, < K, para (t,z) em D. Seja ¢ uma solugao

J
de (2.7) passando pelo ponto (tg,n) e seja ¥ uma solugao de (2.7) passando pelo ponto
(to, 7). Suponha que ¢ e 1 existam em algum intervalo o <t < 3. Entdo, dado € > 0,
existe um & > 0 tal que se |ty —to| < & e |n — 7] < 0, entdo

6(t) = (D) <€ tie(a,p) (2.8)
Demonstracao. Se ¢ é solugao de (2.7) passando pelo ponto (tg,7n), temos, para todo
t €la, B,

mw:n+[f@¢@»w. (2.9)

Se ¢ é solucdo de (2.7) passando pelo ponto (fy,7), temos, para todo t, a < t < 3,

U(t) =10+ [ f(s,9(s)) ds. (2.10)

Note que

Kﬂ”m”“=£%@ww@+éﬁ@wm@.

Subtraindo (2.10) de (2.9), temos

Mﬂ—wﬂ—n—ﬂﬁ/U@ﬁ@»—ﬂaw$wk+[oﬂaﬂﬁw&

to

Assim,

00) =001 < In =il + | [ 17(s00) = sl ds| +| [ S(s.o(e)) as] - 1)

to

Of(t x)
L
podemos estimar o lado direito da desigualdade (2.11), obtendo

Pelas hipoteses, | f(t,z)| < M e ‘ < K. Usando o Teorema do Valor Médio,
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6(t) — (@) < In— [+ K + Mty — tol.

/{ 16(s) — (s)] ds

Se [ty — to| < & e |n —A| < J, entdo

[o(t) =) <0+ K + M. (2.12)

l 16(s) — (s)] ds

Utilizando o Lema de Gronwall na desigualdade (2.12), temos

o) — ()] <o(1 + M)emt’{o' < 5(1+ MR-,

usando o fato de que |t — £y| < B — a. Além disso,

(1) — ()| < / F(s,0(s))| ds| < Mt — 1] < M,

se |t — 1] < J. Assim,

6(t) — (B)] < [9(t) — (O] + (1) — w(B)] < 51+ M)EKE= 4+ 50,

Agora, dado € > 0, basta tomar § < M+ (14 M)eRG-

o) bara obter a condigao
em (2.8), terminando a demonstragao.

]

Consideraremos agora, o problema da dependéncia das solucoes em relagao aos va-

lores iniciais e parametros. Para maiores detalhes, consulte a referéncia [1].
Seja
l.'i = fz(t7 T1,X2y ..., T, )\1, ceey Al),i = 1, 2, N,

um sistema de equagoes diferenciais ordinérias de primeira ordem em que os segundos
membros
fl(ta L1y L2y -+ey Ty, )\17 e >\l)7 1= 17 27 -y 1,

assim como suas derivadas parciais

o
_6xj

fi(j)(t,xl,xg, ey Ty ALy ooy A7) (t, 21, Ty ooy Ty ALy ooy N), 0= 1,2, 0,1,

sao definidas e continuas num aberto D de R"*!*. Vetorialmente, escreveremos
'i‘ = f(t7 :L" A)’

onde z = (1, ...,xy), A= (A1, . \n) e [ =(f1,.-, fn)-



Conceitos Bésicos

35

Lema 2.3. Suponha que {f,},n = 1,2,... seja uma sequéncia de fungoes continuas
definidas num aberto D de R™™! com lim f, = fy uniformemente num conjunto com-
pacto de D. Suponha que (t,,x,) € u;;?aoosequéncm de pontos em D convergindo para
(to,z0) em D quando n — oo e seja ¢n(t),n = 0,1,2,... uma solugio da equagdo
& = fu(t,x) passando pelo ponto (t,,x,). Se ¢o(t) estd definida em [a,b] e € unica,
entao existe um inteiro ng de tal modo que cada ¢,(t), n > ng, pode ser definida em

la,b] e converge para ¢o(t) uniformemente em [a,b).
A prova deste resultado pode ser encontrada em [1].

Teorema 2.9. Suponha que f(t,x,\) é uma fungdo continua em relagio a (t,z,\)
para (t,z) em um conjunto aberto D e X\ em uma vizinhanca de Ag em R™.

Se x(t,tg, o, Xo), com x(to, g, To, \o) = xo € solucao de
&= f(t,z,\)

em [a,b] e é unica, entao existe uma solug¢ao x(t,s,n, \), x(s,s,n,A) =1, da equagdo
& = f(t,x,\) definida em [a,b] para todo s,n, \ suficientemente prézimos de tgy, To, Ao

e ela é uma fungao continua de (t,s,n,\) em (t,to, o, Ao).

Demonstragao. Pelo Lema 2.3, z(t, s,n, ) € uma funcao continua de s, 7, A em tg, zo, Ag
uniformemente em rela¢ao a t em [a,b]. Assim, para qualquer ¢ > 0 existe um §; > 0

tal que
€

2

se [(s,1,\) — (to, To, Ao)| < 01. Se x(t, to, xo, Ag) € uma funcdo continua de ¢, para ¢t em

‘l’(t, 87777)‘) - x(t7t07x07)\0>’ <

[a, b], entdo existe um Jy tal que
|.T(t, th Lo, )‘0) - I(Ta th Lo, /\0>| < %
se |t — 7| < 3. Seja 6 = min{dy,d2}. Entdo

|£L’<t, 8,1, )‘) - l’(T, to,iL’o, )\O)l =
- |l’(t, 87777/\) - flf(t,to,l'o,/\o) + x(tytOVIOa )‘0) - l‘(T, than )\O)| S
S ‘I(ta s, 1, >\) - I(t,to,l’o, )\0>| + |.T(t,t07I0, )\0) - fL’(’T, t07I07 )‘0)| < €,

desde que |(s,m, A) — (to, o, Ao)| + |t — 7| < 0.
O

Definicao 2.23. Chama-se solugao maximal de (2.7) a toda solugio ¢ definida num
intervalo I, denominado intervalo maximal de ¢, tal que se Y é uma outra solugao
no intervalo J com I C J e o = /I, entdo I = J. Em outras palavras, ¢ € mazimal

se nao admite nenhuma extensao que também é solucao de (2.7).

No proximo capitulo trataremos do caso em que o sistema é auténomo, objeto de

nossos estudos.






3 Equacoes Autonomas

Neste capitulo, apresentamos um estudo sobre as Equagoes Diferenciais Ordinérias
Autdnomas, baseando-se nas referéncias [2], [3] e [7], destacando o estudo qualitativo
de sistemas bidimensionais e também abordando conceitos de estabilidade para os

mesmos.

3.1 Sistemas Autdénomos

Definicao 3.1. Seja f : D C R" — R™ wma func¢ao continua, onde D é um aberto.

Uma EDO autonoma € da forma
@ = f(z), (3.1)

ou seja, a deriwada nao depende explicitamente da varidvel independente t.

Exemplo 3.1. A equacao

2 =9
dx y

é uma equacao diferencial linear de primeira ordem auténoma.

Quando tratamos do comportamento qualitativo das equacoes diferenciais ordiné-

rias, dois conceitos sao importantes:

Definicao 3.2. Dada uma funcao continua f : D — R"™, em que D C R™ € um aberto,

consideramos a equag¢ao auténoma (3.1). Dizemos que D € o espago de fase da equagao.

Definigao 3.3. Se x = x(t) € uma solucio da equagao (3.1) com intervalo mazimal I,

entao o conjunto {x(t) : t € I} C D diz-se uma orbita da equagado.
Vejamos mais algumas defini¢coes para o bom entendimento dos préximos topicos:

Definigao 3.4. Um ponto xo € D com f(x9) =0 é chamado ponto critico da equagao
(3.1).

Note que a fungao constante z(t) = zg ¢ solugao de (3.1) em R, pois &(t) = 0 =
f(zo) = f(z(t)). Denominamos as solugoes constantes de uma equagao diferencial

como "pontos de equilibrio", também chamados de solugoes estacionarias.

37
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Observacao 3.1. Todo ponto de equilibrio é um ponto critico e sempre define uma

orbita de uma equacao diferencial.

Definicao 3.5. Uma solugao x = x(t) da equagio (3.1) é chamada global se tem

intervalo mazimal igual a R.

Observagao 3.2. O chamado retrato de fase da equagao ¢ obtido representando as

orbitas no conjunto D, juntamente com a indicacao do sentido do movimento.

Definigao 3.6. Dizemos que o ponto de equilibrio xy da equagao & = f(x) € estdvel
se, dado € > 0, € possivel determinar um 6 > 0 dependente apenas de € tal que se

[|¢ — xo|| < 6, a solugdo x(t,() do problema de Cauchy

i = f(x)
z(0) =¢
existe para todot >0 e

||l(t, ¢) — x(t, o) || = [[x(£,C) — @0l <e.
Se o ponto de equilibrio nao for estavel, ele é chamado de instdvel.

Definigao 3.7. Dizemos que o ponto de equilibrio xo de & = f(x) € assintoticamente
estdvel se for estdvel e se existe um nimero &y > 0 tal que se x(t,n) € solugcao de (3.1)

satisfazendo |n — xo| < 0o, entdo lim x(t,n) = .
t—00

Definicao 3.8. Um sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem é chamado

auténomo quando pode ser posto na forma

de’l ( )
dt g1{T1, T2, )
d
% = gg(ﬂfl,xz, ,,I‘n) (32)
dx,
% :gn(l'l,x27...,l'n).

Assim, a varidvel t nao aparece explicitamente no membro direito das equagoes
diferenciais.

Denotando por X (t) e g(X) os respectivos vetores coluna, isto €,

I’l(t) gl('rlaan"'7x’R)

I’Q(t) gg(x1,$2,...7$n)
x = | ™ g0 - | |

l’n(t) gn(xhx%"'?xn)

o sistema auténomo (3.2) pode ser escrito na forma compacta de um vetor coluna

X = g(X).

Na proxima secao tratamos do caso linear, bem como introduzimos o conceito de

exponencial de matrizes e suas propriedades.
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3.2 Sistemas Lineares Autonomos

Definigao 3.9. Dada uma matriz A € M,(R), onde M,(R) € o espago vetorial de
todas as matrizes quadradas de ordem n com entradas reais, definimos a exponencial
de A por

= 1
A_ Lok
=> A (3.3)
k=0
com a convengdo de que €® = I (matriz identidade de ordem n).
Note que e? esta bem definida devido ao seguinte resultado:

Proposicao 3.1. A série de poténcias em (3.3) € convergente para qualquer A.

Demonstragao. Consideremos as reduzidas
"1 L
_ Ak il
Sn = Z k!A € Z k!
k=0
tais que n > m e denominemos ||A|| = a, a € R.

Assim, dado € > 0, temos

n

> yAk

k=m+1

HSn - Sm“ -

"1 1

k=0

< Z ||A||k Z k'a < €, para n,m > nyg,

em que a existenma de ng € garantlda pelo fato de que

converge uniformemente, Vo € R. Logo ela é de Cauchy, ou seja,

n

Ve > 0,3n9 € N/Vn,m > ny, 7 < €.
k=m
O
Exemplo 3.2. Se A é uma matriz diagonal com entradas \q, ..., \, na diagonal prin-
cipal, entao
© © Ak 0
A _ oAk . . _
¢ = Z kyA o Z k! : o
k=0 k=0 0 I\
oo Loy
> ko H)‘l 0 eM 0
An
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Os dois resultados seguintes podem ser facilmente demonstrados usando a Defini-

cao 3.9.

Proposicao 3.2. Se a matriz A € M,(R) € da forma A= X + N, com

01 0 -0
0 1

N = )
0
00 - 0 0

entao ) )
=M I+ N+ N +...4 —_N"1).
2! (n—1)!
Proposicao 3.3. Se A é uma matriz quadrada com a forma candénica de Jordan J,

entao
elt 0

—1 _ —_
A= =515 =9 St
0 e’k

onde S € uma matriz invertivel de ordem n (veja o apéndice - Teorema A.3).
Proposicao 3.4. (et) = Ae?, para qualquert € R.
Demonstracao. Temos .
6At _ Z %tkAk.
k=0

Como a convergéncia é uniforme, pela Proposicao 3.1, podemos derivar a série termo

a termo para obter
Aty _ k=1 gk _ k=1 gk—1 _ 4 At
(e™) —kg k!kt A —Akg (k—l)!t AP = Ae™
—1 =1

para qualquer t € R.

O
Consideremos o sistema linear com coeficientes constantes
T = Ax, (3.4)
aipx - Qin T
onde A= | : Sl,ajeR coml<id, j<nex=|: |. Sex(t)zt),
Ap1 =+ Apn Tn
x3,...,T,(t) s@o solugdes linearmente independentes da equagao (3.4), entdo toda so-

lugao x(t) pode ser escrita da forma

x(t) = 11 (t) + coma(t) + . .. + cpn (). (3.5)
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Seja X (t) a matriz na qual as colunas sao dadas por xy(t),z2(t),...,z,(t). Entao,

a expressao (3.5) pode ser escrita na forma

8]

Definicao 3.10. A matriz X(t) é chamada matriz solugcao fundamental de (3.4) se

suas colunas formam um conjunto linearmente independente de solugoes de (3.4).

Lema 3.1. Sejam X(t) e Y(t) duas matrizes solugoes fundamentais de (3.4). Entao,
existe uma matriz constante C' tal que Y (t) = CX (t).

Demonstragao. Por defini¢ao, as colunas z'(t),...,2"(t) de X (t) e y'(t),...,y"(t) de
Y (t) sdo conjuntos solugbes linearmente independentes de (3.4). Em particular, por-

tanto, cada coluna de Y () pode ser escrita como uma combinagao linear das colunas

de X(t), isto é, existem constantes c7, ..., ¢/ tais que
y(t) = dat(t) + da(t) + ...+ da™t), j=1,...,n. (3.6)
Seja C' a matriz (c',c?,...,c"), onde
“
d = &
s

Entao, as n equagoes (3.6) sdo equivalentes a equagao matricial Y (t) = X (¢)C.
[

Teorema 3.1. Seja X (t) uma matriz solugao fundamental da equagao diferencial (3.4).
Entao,
e = X (t).X710).

Em outras palavras, qualquer matriz solugcao fundamental € escrita como produto de
X (0) com et

Demonstragao. Seja X (t) uma matriz solugao fundamental de (3.4). Entao, pela Pro-

posigao 3.2 e pelo Lema 3.1, existe uma matriz constante C' tal que

Tomando ¢ = 0 na igualdade acima, segue que I = X (0)C, o que implica que C' =
X~1(0). Consequentemente, et = X () X~1(0).
O
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Proposigao 3.5. Dados (ty,z9) € R x R" ¢ A uma matriz n X n com coeficientes

constantes, a solugdo da equag¢ao © = Ax, com condi¢ao inicial x(ty) = xo, € dada por
z(t) = etz t € R.

Demonstracao. Pelo Teorema de Picard, a solugao é tinica e como as solugoes da equa-

¢ao tem intervalo méximo igual a R, temos:

x(ty) = %0 = 2o = Idxy = 1

i(t) = AeAt) gy = Az(t).

Exemplo 3.3. Vamos encontrar e se A =

O O =
O W =

1
2
5
Basta encontrarmos 3 solugoes linearmente independentes da equagao diferencial

X,

I
o O =
O W =
Ot N =

através do calculo de autovalores e autovetores.
Para isto, fazemos det(A — A\I) = 0, encontrando 3 diferentes autovalores (veja De-
finigdo A.8 - Apéndice): A\; = 1, Ay = 3 e A3 = 5. (Mais adiante, ressaltamos o método

para resolvermos equagoes do tipo (3.4)).

Em seguida, para cada autovalor encontrado, fazemos (A — \;/)v = 0, onde v =
U1
vy | €0 & o vetor nulo de R3.

U3

Assim, encontramos 3 diferentes autovetores linearmente independentes: vy =

1 1
0 |, associado a A1, obtendo x1(t) = €' [0 ]|, va = | 2|, associado a \g, obtendo
0 0 0

1

zo(t) =3 | 2| evy = | 2|, associado a A3, obtendo x3(t) = € | 2
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e e e
Entao, X(t) = | 0 2% 2¢% | ¢ uma matriz fundamental. Dai,
0 0 2™
-1
111 1 —5 0
X')=|fo22] =]o L -1
00 2 0o 0 3
Finalmente, temos
1 11
At _
e =exp 0 3 2|tp=
005
t g3t Bt 1 _% 0 ot —%6t+;63t _ 13t 4 1.5t
_ 1 1] =
= |0 2% 2e% 0 5 —3]=10 e3t —e3t 4 bt
0 0 2% 0 0 3 0 0 et

3.3 Sistemas Bidimensionais

Consideraremos agora o sistema (3.4), no caso em que o sistema ¢ bidimensional

linear e autonomo, ou seja, pode ser escrito como

W ar b
o = artby
(3.7)
d
d—i = cx + dy,

onde os coeficientes a, b, ¢, d sao considerados constantes.

Para este sistema, o ponto de equilibrio é a origem (0,0), desde que ad — bc # 0.

Este ponto é isolado, isto é, é o tinico ponto de equilibrio no disco
B.(0,0) = {(z,y) € R* : 2® + 9 < ¢}

a b
c d

ar +by =0 B

tem solugao (0, 0) tnica se

se ad—bc # 0. De fato, o sistema
cx+dy=0

ad — be # 0.

Note que o sistema acima pode ser representado na forma matricial

()20 -

ou simplesmente, X = AX, onde A = (a

b
¢ a matriz dos coeficientes constantes
c

reais. E possivel associar o sistema a equacao diferencial escalar & = ax, cuja solucao
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geral é dada por z(t) = ce™. Isso nos sugere tentar solugdes para o sistema (3.8) na
c

forma X (t) = CeM, onde C' = | '

€2

Substituindo em (3.8), temos \Ce* = ACeM = AC = \C, ou seja, (A — \I)C = 0.

Assim, a solu¢ao X (t) é uma solugao se A é um autovalor com autovetor C' associado.

(&1

Desta maneira, substituindo em (3.7), X (t) = CeM = (
C2

) ,C1,Co € A devem satis-
fazer
At A AL _
acie™ + bege™ = ¢ e . (a— ANy +bcy =0
At At A Ouseja,
ccre™ 4+ dege = code™, ccr + (d—N)eg =0.

Como estamos interessados em solugoes nao triviais (i.e., ¢; # 0 ou ¢y # 0 ou ambos

diferentes de zero), segue-se que o determinante do sistema deve ser zero:

a— A

=04 N —(a+d)A+ (ad — be) = 0.
c d—A\

Como ja observamos, as raizes dessa equacao do segundo grau sao os autovalores da
matriz A. Além disso, denominamos P(A\) = A\* — (a + d)\ + (ad — bc) como polindémio

caracteristico.

T=x4+2y
y=8r+y

“0-(30)

Determinemos os autovalores encontrando os zeros do polinémio caracteristico, isto é,

Exemplo 3.4. Considere o sistema { . Reescrevendo-o na forma matri-

cial, temos

det(A — AI) =0.
1—A 2
( ) =0=(1-MN1-XN)-16=0& X —-2\—-15=0.
8 1—A
Resolvendo a equagao, encontramos os autovalores Ay =5 e \y = —3.

Para encontrar o autovetor associado ao autovalor A\; = 5, fazemos:

(A—5I)v:0:><1_5 2 ><U1>=<0>,
8 1-5) \u 0

{ —4?}1 +2U2 =0

obtendo o sistema

8U1 — 4U2 = 0.



Sistemas Bidimensionais 45

1
Assim, vV = = vy .
2U1 2

1
Para v; = 1 o autovetor é dado por v = <2> e, como uma solugao do sistema é
dada por X (t) = v@We*, logo
XM = L edt,
2
Para encontrar o autovetor associado ao autovalor Ay = —3, fazemos:

B 1—(-3) 2 vi) (0
(A= (=3))v=0= ( 9 | (_3)> (112) = (O) ;

obtendo o sistema

81]1 + 4U2 =0.

1
Assim, v® = ) o U1 .
—2/01 —2

Para v; = 1 o autovetor é dado por v = (

{4U1+2U2:0

1

) e, como uma solucao do sistema

¢ dada por X@(t) = ve, logo

Verificando se X ¢ X® formam uma base para o espaco solucio:

) @ €5t 6—375
WXOXE) = o |0

Portanto, X e X s3o linearmente independentes e, como a solucio geral ¢ dada
por X(t) = c; XD (t) + ;X (), temos:

X(t)=¢ (;) e + ¢y (_12> e 3,

3.3.1 Estudo qualitativo de sistemas auténomos 2 x 2

Nesta subsecao iremos apresentar um estudo completo para os sistemas lineares do
tipo X = AX, onde A € My(R). Para isto, trataremos das matrizes em sua forma de

Jordan (consulte o Apéndice A).
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Caso A) Consideramos primeiro uma matriz A € My(R) com a forma canoénica de

A O
Jordan ( 01 \ > com A\ e Ay € R. Sejam vy, v, € R? autovetores Li. de A associados
2

respectivamente aos autovalores A; e Ao. A solucdo geral da equacio X = AX ¢ escrita
na forma
X(t) = c1eMvy + ey, (3.9)

com ¢y, co,t € R. Consideremos agora varios casos:

Caso i) \; < Ay < 0.

Note que, para cy,co > 0, temos:

lim c1eM = 400 e lim ¢t = 0,
t——o0 t——+o00

lim ce™ = +oo e lim et = 0.
t——o0 t—4o00

Ou seja, toda orbita nao é limitada (exceto a trivial) e quando ¢ — +o00, a 6érbita
tende a origem.

Se ¢1 # 0 e ¢y = 0 (ou reciprocamente ¢y # 0 e ¢; = 0), as érbitas permanecem na
reta vy (respectivamente vq) e tendem a origem quando t — oo.

Quanto & concavidade, note que a curva t — (x,(t), zo(t)) = (c1e™?, cpe???), contida
no primeiro quadrante (assumindo c1, ¢y > 0; para outros valores de ¢; e ¢y a anélise
é analoga), tem componentes estritamente decrescentes. Podemos portanto, definir a

segunda componente em fun¢ao da primeira. Como

dl'g dl’l
—2 = et e = = Nt
at 2C2 7t 1C1

segue da Regra da Cadeia que

Aot
dl’g _ )\2026 _ >\262€(A27)\1)t
dxq )\1€1€>‘1t Aicy

(3.10)

2262 (-t
/\101
e, tende a 400 quando t — +o0o. Portanto, a fungao x5 é uma funcao crescente de z;.

> 0. Assim, quando t — —o0, a equacao (3.10) tende a zero

O retrato de fase é dado de acordo com a Figura 3.1 e dizemos que a origem é um né

assintoticamente estével (ou atrator).



Sistemas Bidimensionais

Figura 3.1: Caso i: A\; < Ay < 0.

Caso ii) A\ > Ay > 0.
Observe que toda orbita fica ilimitada conforme ¢ varia, de acordo com os sinais de ¢y

e ¢y. De fato:
Aot

. C2€ Co .. _
lim —— = = lim M=t =
t—too ceMt ¢ t—+oo
E,
C1
4+00,se — >0
Aot Cy
. C2€ Cy ..
li = = lim e~
t——oo cpeMt €1 t——00 1
—00, se — < 0.
Co

Quanto a concavidade, observe que:

Aoy _ Ja0re™ Mot gyt (3.11)
dry  MceMt Ao
Quando t — —o0, a equagao (3.11) tende a +00 e quando t — 400, a equagao tende
a zero. Portanto, conforme ¢ varia, todas as 6rbitas se afastam do ponto de equilibrio.
Assim, dizemos que a origem é um noé instavel e seu retrato de fase é representado na

Figura 3.2.

Caso iii) \} <0 < A,
Da equagao (3.9), temos:
i) se ¢; = 0, a Orbita é dada pela reta vs €, se ¢ = 0, a 6rbita é dada por v;.
ii) se c1, co # 0, entdo as trajetorias ficam ilimitadas, quando ¢t — +o0.
Neste caso, a origem é denominada sela e o retrato de fase é dado de acordo com a
Figura 3.3.
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Figura 3.2: Caso ii: Ay > Ay > 0.

Figura 3.3: Caso iii: A\ < 0 < As.

Caso iv) Ay =0e Ay > 0.
A solugao em (3.9) neste caso é dada por

z(t) = c1v1 + ey, (3.12)

C1, Cg,t eR.

Note que quando t — +00, ¢; + ce?!

— 400 e, quando t — —o0, a solugao tende

a civg.
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O retrato de fase é dado de acordo com a Figura 3.4.

Figura 3.4: Caso iv: Ay =0e Ay > 0.

Caso v) A\; =0e Ay <0.

O retrato de fase é dado de acordo com a Figura 3.5 e o caso é analogo ao anterior.

Figura 3.5: Caso v: Ay =0e Xy <0.
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Caso vi) Ay = A=A <0.

A solugao geral em (3.9) neste caso é dada por
z(t) = eM(crvr + cavy), (3.13)

c1,Co,t € R.

Temos que se t — +o0, z(t) - 0 et — —o0, x(t) — o0.

Note que neste caso nao existe nenhuma diregao privilegiada, ao contrario do caso
i), onde existe uma assintota. O retrato de fase é dado de acordo com a Figura 3.6 e

dizemos que a origem é um no estavel.

Figura 3.6: Caso vi: A\; = Xy = A < 0.
Caso vii) \y = Ao =\ > 0.
O retrato de fase tem o mesmo aspecto do item vi), porém as trajetorias seguem

no sentido oposto. Ele é dado de acordo com a Figura 3.7 e dizemos que a origem &

um no instavel.

Caso viii) \; = Ay =0.

Neste caso, todos os pontos sao pontos criticos.
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Figura 3.7: Caso vii: Ay = Ay = X > 0.

Caso B) Consideramos agora uma matriz A € M, com a forma canonica de Jordan
A

0
ao autovalor \. As solugoes da equacao © = Az podem ser escritas na forma

com \ € R. Sejam vy, v, € R? autovetores de A associados respectivamente

z(t) = [(c1 + cat)vy + covgle™, (3.14)

com ¢, ¢y, t € R e os vetores vy, vo € R? — {0} tais que

Avy = vy e Avg = vy + vs. (3.15)

Consideremos agora varios casos:
Caso i) A < 0.

Observe que se t — +o0, entdo x(t) — 0 e se t — —oo, z(t) — +o00. Neste
caso, cada trajetoria se aproxima da origem ao longo de uma reta tangente 6 = 0,
determinada por um autovetor de A.

O retrato de fase ¢ dado de acordo com a Figura 3.8 e dizemos que a origem é um

nod estavel.

Caso ii) A > 0.
O retrato de fase é dado de acordo com a Figura 3.9 e dizemos que a origem é um nd

instavel.
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Figura 3.8: Caso i: A < 0.

Figura 3.9: Caso ii: A > 0.

Caso iii) A = 0.

A solugao em (3.14) pode ser escrita da forma

z(t) = (c1v1 + cov9) + cotuy,

c1,¢2,t € R e os vetores vy, vy € R? — {0} satisfazem (3.14).

O retrato de fase é dado de acordo com a Figura 3.10.

(3.16)
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Figura 3.10: Caso iii: A = 0.

Caso C) Seja A uma matriz 2 X 2 com autovalores \; = a + ib e \y = a — ib, com

b # 0. As solucoes da equacio # = Az em C? sdo dadas por
x(t) = 1l 4 eyel @y, (3.17)

comt € R ci,co € C e vy,vy € C*— {0} os autovetores associados respectivamente a
a+bi e a—bi. Como a matriz A tem entradas reais, podemos tomar v, = 77. De fato,

resulta de Av; = (a + ib)v; que

Aty = Avy = (a + ib)vy = (a — ib)7y,

e portanto 77 é um autovetor associado a a — ib. Assim, tomando também c, = 7,

obtemos

z(t) = e™[cy cos(bt) + cyisen(bt)]v; + e [er cos(bt) — crisen(bt)|v; =
= 2¢™ cos(bt) Re(civ1) — 2e“sen(bt) Im(civy). (3.18)

Note que os vetores u; = 2Re(civ;) e uy = —2Im(cqvy) estao em R2.

Observacao 3.3. Para ilustrar melhor a notacao utilizada acima, considere, por exem-

di di .
plo,ci =a+bievy = ¢t Z. . Assim, ¢;v1 = (a + bi) ¢t Z = x—i_y? . Dali,
e+ fi e+ fi t+s1

t+ s1 t t+ st S

Consideramos agora 3 casos:
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Caso i) a = 0. Neste caso, a solugao em (3.18) pode ser escrita na forma
x(t) = cos(bt)uy + sen(bt)us.

O retrato de fase é obtido na Figura 3.11. Dizemos, neste caso, que a origem é um

centro.

Figura 3.11: Caso i: a = 0.

Caso ii) a > 0. Os retratos de fase sdo indicados na Figura 3.12 de acordo com
o sinal do coeficiente b e dizemos que a origem é um ponto espiral instavel, ou ainda,

foco instavel.

T2

a>0,b6<0 _ a>0,b6>0

Figura 3.12: Caso ii - Foco instavel.

Caso iii) a < 0. Os retratos de fase sao indicados na Figura 3.13 de acordo com

o sinal do coeficiente b e dizemos que a origem é um ponto espiral estavel, ou ainda,
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foco estével.

1

1

T2
T2
a<0,b<0 a<0,b>0
Figura 3.13: Caso iii - Foco estéavel.

Os casos anteriormente apresentados estao resumidos no resultado abaixo:

Teorema 3.2. O sistema auténomo linear

X —artb
o = artby
%:ca:—i-dy

tem a origem (0,0) como ponto de equilibrio isolado quando (ad — be) # 0. Este ponto
critico serd:

i) assintoticamente estdvel, se as raizes \; e Ay do polindmio caracteristico
P(\) =X — (a+d)A+ (ad —bec) =0

forem reais e negativas, ou ainda, se forem complexas e tiverem parte real negativa;
ii) estavel, se \y = Bi e Ay = —Pi(imagindrios puros);
i11) instavel, se A1 e Ny forem reais e pelo menos uma delas for positiva, ou ainda, se

forem complexas e tiverem parte real positiva.

3.4 Estudo de Estabilidade de Sistemas Autdénomos
Nesta secao sera analisada a questao da estabilidade de solugoes da equacao

i = f(x), (3.19)

onde f: D — R"e D éum aberto de R".
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Definicao 3.11. A solucao x = ¢(t) de (3.19) € estdvel se toda solugao ¥(t) de (3.19)
que se inicia suficientemente proxima de ¢(t) quando t = 0 permanece proxima de ¢(t)
para qualquer t futuro. Mais precisamente, a solugdo ¢(t) é estdvel se para qualquer
€ >0, existe um 0 = 0(¢€) tal que

[;i(t) = ¢, ()] < e se [1;(0) = ¢;(0)] < o(e), 5 =1,....m,

para toda solugao ¥ (t) de (3.19).
Dizemos que a solugio ¢(t) € instdvel se existe pelo menos uma solugao (t) de (3.19)
que se inicia proxzima de ¢(t) quando t = 0, porém nao permanece proxima de ¢(t) para

qualquer t futuro.

Trataremos primeiramente a questao da estabilidade de sistemas lineares auténomos
da forma
X = AX, (3.20)

onde A é uma matriz n X n de ntmeros reais.

Para isto, consideremos os teoremas a seguir:

Teorema 3.3. Se A\, Ao, ..., \; sao autovalores distintos de A, onde \; tem multipli-
cidade nj e ny +ng+...+np =n e se p € um nimero qualquer maior que a parte real
de A\, Mg, ..., A, isto €,

p > mazx(Re);), j=1,...,k, (3.21)

entao existe uma constante K > 0 tal que

e < Kef* (0 <t < o0). (3.22)

4t ¢ uma matriz solucao fundamental do sistema & = Az.

k

Além disso, toda entrada de e’ pode ser escrita na forma ij(t)e(’\ft), onde p;(t)
j=1

¢ um polindémio de grau menor ou igual que (n; — 1). Se p é escolhido de modo a

Demonstracao. Ja vimos que e

satisfazer a inequacdo (3.21), entdo [tFe?| = tFelBeX) < ert para ¢ suficientemente
k

grande, e todo termo da soma ij(t)e(’\jt)
j=1
para alguma constante M. Desssa maneira, como ha n? termos na matriz e?, (3.22) é

é no méaximo igual a Me”" (0 < ¢t < 0)

valida tomando-se K = Mn?, onde M é o maior valor dentre todos os valores de M.
O

Corolario 3.1. Se todos os autovalores de A possuem parte real negativa, entao toda
solugio ¢(t) do sistema © = Ax aprorima-se de zero quando t — +o0o. Mais pre-
cisamente, existem constantes K > 0, p > 0 tais que |p(t)] < Ke ™, 0 < t < oo.
Também, sob as hipoteses do coroldrio, existem constantes K > 0, p > 0 tais que
et < Ke?t, 0 <t < oo0.
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Teorema 3.4. (a) Toda solugio ¢(t) de (3.20) é assintoticamente estdvel se todos os
autovalores de A tem parte real negativa.

(b) Toda solugao ¢(t) de (3.20) € instdvel se pelo menos um autovalor de A tem parte
real positiva.

(¢) Suponha que todos os autovalores de A tenham parte real negativa e \y = i.0q,..., N\ =
.01 tenham parte real igual a zero. Seja \; = i.0; de multiplicidade k;. Isto significa

que o polinémio caracteristico de A pode ser fatorado na forma
p(N) = (N —i.o)f (A —d.o)kg(N),

onde todas as raizes de q(\) tem parte real negativa. Entao, toda solugio x = ¢(t) de
(3.20) € estdvel se A tem k; autovetores linearmente independentes para cada autovalor

A\; = i.05. Caso contrdrio, toda solug¢do ¢(t) € instdvel.

Demonstrag¢ao. Primeiramente, mostraremos que toda solu¢ao ¢(t) é estavel se a so-
lugdo z(t) = 0 é estavel e ¢(t) é instavel se a solu¢ao z(t) = 0 é instavel. Para isto,
tomaremos ¥ (t) uma solugao qualquer de (3.20). Note que z(t) = ¢(t) — ¥(t) é tam-
bém solugao de (3.20). Consequentemente, se a solugdo x(t) = 0 é estavel, entdo
|z(t)| = |o(t) —1(t)] fica pequeno se |z(0)| = |¢(0) —2(0)] for suficientemente pequeno.
Dessa maneira, toda solu¢ao de (3.20) sera estavel. O caso em que ¢(t) é instavel é

analogo.

Mostraremos separadamente os itens na demonstragao, assim como enunciado no

teorema.
(a) Toda solugao x = (t) de (3.20) ¢ da forma 9 (t) = e*4)(0) (veja o Teorema 3.1).

At o sejam 1Y, 150, ..., 1,0 as componentes de

Seja ¢;;(t) o elemento ij da matriz e
¥(0). Entao, a i-ésima componente de 1(t) é

Ui(t) = ¢ ()n’ + .. + P (B = Z i (£
j=1
Suponha que todos os autovalores de A tenham parte real negativa. Seja —ay o
maior valor de todas as partes reais de todos os autovalores de A. Assim, podemos
encontrar um nimero K tal que |¢;;(t)] < Ke™, t > 0. Observe que ¢;;(t) = p;;(t)e®’
e que tlim ¢ij(t) = tlim pij(t)e =0, com Re(\) > a, para qualquer autovalor \ de A.
—00 — 00

Assim,
n

[i(t)] <Y Ke [l < Kem® ) " [0)] = Kne*[4(0)]
j=1

Jj=1

para algumas constantes positivas K e a. Note que [;°| < |)(0)|. Consequentemente,

()] = maz{[¢1(t)], ..., [Ya(t)]} < nEe ™[ (0)].
Seja € > 0 dado. Tomando d(¢) = nLK’ segue que |(t)| < e se |¥(0)] < d(e) com t > 0,

uma vez que
nke

nk

= €.

[W(t)] < nEke ™[y (0)] <
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Consequentemente, a solu¢ao z(t) = 0 é estavel.

(b) Seja A um autovalor de A com parte real positiva e seja v um autovetor de A,

My é solugao da equacdo (3.20) para qualquer constante

associado a A. Entao, (t) = ce
c. Se )\ & real, entdao v também é e |¢)(t)| = |c|eM|v]. Note que |(t)| tende ao infinito
quando t tende ao infinito, independentemente da escolha de ¢ # 0, mesmo com c
muito pequeno. Consequentemente, x(t) = 0 é instavel. E, se A = a + i3 é complexo,

entao v = vy + 1.v9 é 0 autovetor complexo associado. Neste caso,
Y(t) = T vy +ivy) = e (cos(Bt) + isen(Bt)) (vy + ivy) =

= ™ [(vy cos(Bt) — vosen(Bt)) + i (vy sen(Bt) + vy cos(Bt))]

é solugao complexa da equagao (3.20). Consequentemente,

Re(¥(t)) = ce™ (vy cos(ft) — vy sen(3t))

¢ solugao real da equagao (3.20), para qualquer constante c. Basta observar que |1 (t)]
fica ilimitado quando t tende ao infinito se ¢, v; ou v, nao forem iguais ao vetor nulo.

Portanto, z(t) = 0 é instavel.

(c) Se A possui k; autovetores linearmente independentes para cada autovalor
Aj = 10 de multiplicidade £;, entao podemos encontrar uma constante K de tal forma
que ](eAt)ij| < K. Entao, |[¢(t)] < nK|¢(0)| para toda solugdo de (3.20). De (a),
segue que z(t) = 0 é estavel.
Por outro lado, se A possuir uma quantidade k; de autovetores linearmente indepen-
dentes menor que a quantidade de autovalores \; = io;, entao (3.20) tera solugoes (t)
da forma

Y(t) = ce’' v+ t(A —io;I)v],
onde (A —io;I)v # 0. Se 0; = 0, entao ¥(t) = c(v + tAv) é real. Mais ainda, [¢(t)| é
ilimitada quando ¢ se aproxima do infinito, independentemente da escolha de ¢ (¢ # 0).
Similarmente, ambas as partes real e imaginéria de () s@o ilimitadas para um valor
pequeno arbitrario (0) # 0, se 0; # 0. Consequentemente, a solugdo de equilibrio
x(t) = 0 & instavel.
O

3.5 Equacoes Nao Lineares Autdénomas

Nesta secao, iremos considerar inicialmente um sistema nao linear bidimensional do
tipo (3.19), isto é,

Ccli_f = fl(xay)
(3.23)
W_ bey),

dt
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com f; e fo fungoes continuas, com derivadas de primeira ordem também continuas
numa vizinhanga de (z,y), em que (Z,y) é um ponto de equilibrio deste sistema, isto
6 fi@.5) =0 ¢ fo(z,9) = 0.

Inicialmente, mostraremos alguns exemplos deste tipo de sistema que podem ser
simplificados e resolvidos utilizando o conceito de coordenadas polares. Para esta

. o x =rcosf )
tratativa, fagamos uma mudanca de variaveis: { 9 edair? =224+ 1y> = 0 =
Yy = rsen

arctg (g) Assim,
x .
rr=xi+yy e ri=axy—yi.
Logo, para r > 0, o sistema nao linear (3.23) pode ser escrito em termos de coordenadas

polares como

7= fi(rcosf,rsend)cosf + fo(rcosh,rsend)send, (3.24)
10 = fa(rcos B, rsen ) cos@ — fi(rcosf,rsend)sen b, '
ou ainda
dr F(r,0) = r(fi(rcosf,rsenf)cosf + fo(rcosf,rsend)send)
d) 7T fa(rcos,rsenf)cosd — fi(rcosf,rsenf)send

Desta maneira, o sistema descrito em coordenadas polares mostra a natureza do
ponto de equilibrio na origem com mais facilidade. Para um maior entendimento
do comportamento das solugoes do sistema, vejamos duas importantes defini¢goes que
estao relacionadas com as defini¢coes apresentadas no estudo de sistemas auténomos

com coeficientes constantes na secao 3.3.1.

Definigao 3.12. A origem é denominada um foco estdvel do sistema (3.19) se existe
um 6 > 0 tal que 0 < 19 < § e Oy € R, r(t,10,00) — 0 e |0(t,70,00)] — o0 quando
t — co. E chamada de foco instdvel se r(t,ro,0) — 0 e |0(t,r0,00)| — oo quando
t — —o0. Qualquer trajetoria de (3.19) a qual satisfaz r(t) — 0 e |0(t)] — oo quando

t — 400 € dita espiral em direcao a origem quando t — +oo.

Definigao 3.13. A origem é chamada de nd estdvel de (3.19) se existe um 6 > 0 tal
que 0 <rg<d eby R, r(t,rg,00) — 0 quando t — o e tllglo 0(t,ro,00) existe, isto €,
cada tragetoria em uma vizinhanga da origem, exceto a propria origem, aprorima-se da
origem ao longo de uma reta bem definida quando t — oco. A origem € chamada de no
instavel se r(t,r9,6p) — 0 quando t — —o0 e tlgilo 0(t,10,00) existe para todo ro € (0,9)
e 0y € R.

Vejamos dois exemplos utilizando as coordenadas polares.

Exemplo 3.5. Considere o sistema auténomo nao linear

. Y
Tr = x’ = -0y — ——
file,y) In /22 + 4?2

T

) = z, =Y+ —F—,

(3.25)
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para 172 + y2 7£ 0 e defina fl(x7y) = f2(x7y> - O’ ('Tay) = (070)
Note que (0,0) ¢ um ponto de equilibrio do sistema. Para estudar a dindmica

proxima a este ponto, consideremos
x =rcosf
y =rsenb,
comr =r(t), 0 =6(t) e r = /a2 +y>
Derivando as igualdades em relagao a t, obtemos
i =7rcosf — rfsend

y =rsenf +rfcosh. (3.26)

Substituindo as igualdades de (3.26) em (3.25), segue que

. sen 0
rcosf —rfsend = —rcosf — reen
Inr 0
. T COS
rsend + rfcosf = —rsenf + .
Inr
Reescrevendo o sistema na forma matricial, temos
rsen
—rcosf — ——
[cos@ —rsen@] [r] B Inr
sen 6 r cosf 0 -
—rsenf +
Inr

Resolvendo o sistema pelo método de Cramer, observa-se que a solucao do mesmo
é tnica, uma vez que o determinante D do sistema é diferente de zero (D = r).

Calculando os determinantes referentes as variaveis 7 e #, encontramos

rsenf
—rcosf — —rsenf
nr
D, = — 2
rcos
—rsenf + 7 cos
Inr
¢ 0
7 sen
cos —rcosf —
Inr r
D; = = —.
Inr
rcosf
sen 6 —rsend +
Inr
r
2 ) —_
. . 7 —-r A Dg nr .
Assim, 7 = — = — = —re )l = — = ==~ = — e, dessa maneira, obtemos o
) D r D r Inr
sistema
r=-r
) 1 3.27
i1 (3.27)
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equivalente ao sistema (3.25).
Resolvendo a primeira equagao do sistema (3.27), 7 = —r, tem-se 7(t) = roe".
Entao, a segunda equacao ¢é escrita como
1 1 1

T Inr In(roe~?) T lnrg—t

Integrando ambos os lados da equacao de 0 a ¢, temos

t t
) 1
/0 0(8) ds = /0 m—_s ds = Q(t) = 00 + (—IH(IHTO - S)lé) =

t
=6y —In(lnrg —t) + In(lnrg) = 6y — In (ln o (1 - E)) +1In(lnry) =
0

t t
= 90 — hl(ln?"o) —In (1 — lnro) + ln(lnro) = 90 —In (1 — m) .

Portanto, as solucoes do sistema sao:

r(t) = roe”t

9(t)—90—1n(1—L>.

In To

Note que r(t) — 0 e |6(t)| = oo quando t — o0, se 19 < 1 (Inry < 0). Neste caso,
de acordo com a Definigao 3.12, a origem é um foco estavel do sistema nao linear
(3.25).

Exemplo 3.6. Considere o sistema auténomo nao linear

{ &= fi(z,y) = —y —2° — xy?

3.28
y = folw,y) =z —y* — 2y, (3.28)

para IQ + ?JQ 7& 07 com fl(xvy) - f2(x7y> - 07 (Ivy) - (070)
Note que (0,0) ¢ um ponto de equilibrio do sistema. Para estudar a dindmica

proxima a este ponto, consideremos novamente
x =rcosf
y =rsenb,
comr =r(t), 0 =6(t) e r = /a2 +y2

Derivando as igualdades em relagao a t, obtemos:

T =7rcosf —rfsenb

§ = rsenf + ré cos 0. (3.29)

Substituindo as igualdades de (3.29) em (3.28), segue que:

{ 7cosf —rfsenf) = —rsenf — r3 cos® 0 — 12 cos 0 sen?

7senf + rfcos@ = rcosf — r3sen @ — r3 cos? @ sen 6.
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Reescrevendo o sistema na forma matricial, temos

[ cosf  —rsenf ] [ T ] B [ —rsenf — r3cos®d — r3 cos @ sen?d ]

sen 0 rcosf 0 rcosf — r3sen® 6 — r3 cos? O sen

Resolvendo o sistema pelo método de Cramer, observa-se que a solucao do mesmo
¢ unica, uma vez que o determinante D do sistema ¢ diferente de zero (D = r).

Calculando os determinantes referentes as variaveis 7 e #, encontramos

D —rsenf —r®cos® 0 —r¥cosfsen?*d  —rsenf 1
— —
" rcosf — r3sen® 0 — r3 cos® fsen d rcosf
e
D cos 6 —rsen — r3cos® 0 — 13 cos @ sen? §
; = =r.
o sen ¢ rcosf — r3sen® 6 — r3 cos? f sen
4
. =T . Dy 1
Dai, 7 = — = — = —13 e § = =2 = — =1 ¢, dessa maneira, obtemos o sistema
D r D r
: 3
7= —r
. 3.30
{ 0=1. ( )
. . . 1
Resolvendo a primeira equagao do sistema (3.30), tem-se r(t) = g ﬁ
+ 21§t

parat > —2rq%, e a segunda equacao tem como solucio (t) = fy+t. Note que r(t) — 0
e O(t) — oo quando t — oo. Dessa maneira, dizemos que a origem é um foco estavel
do sistema (3.30).

A seguir, veremos que é possivel, sob certas condic¢oes, estudar o comportamento
do sistema nao linear do tipo (3.23) em uma vizinhanga do seu ponto de equilibrio
analisando o comportamento das orbitas nas vizinhangas do ponto (z,y). Mais ainda,
tomaremos (Z, ) = (0, 0), pois, caso contrario, fazemos uma mudanca de variavel dada
porz =T+ u,y =y +v. Além disso, pela Férmula de Taylor, podemos escrever o

sistema como

d 0 0
d—i = fi(z,y) = f1(0,0) + :z:@—J;l(O,O) —|—ya—j;(0,0) + Fi(z,y)

dy Of2 Of2
_ = —= F
dt fg(l’,y) f2(070) + o (O O) ty 8y (070) + 2(5L‘7y)’
F F.
com f1(0,0) = f2(0,0) = 0e lim Ale.y) = lim Falr.y) = 0, onde r =
(z,)—(0,0) r (z,)—(0,0) r

x? + 2.
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Assim, o sistema linear associado ao sistema acima é da forma X = AX:

0fi 0fi
<> %(070) 8_y(0’0)
X _ X
y ot 0 f, <y>
%(Oﬂ) 8_3/(0’0)

onde A é a matriz Jacobiana em (0,0), que é denotada por A = D f(0,0).

Apresentaremos em seguida mais resultados e defini¢oes relevantes para a apresen-
tagao do Teorema de Hartman-Grobman, o qual mostra que préximo a um ponto de
equilibrio hiperbolico xy de um sistema auténomo nao linear & = f(z), seu retrato de
fase é similar ao do sistema linear & = Az, onde A = D f(x(). Para estes topicos,

usamos a referéncia [13].

Definigao 3.14. Um ponto de equilibrio zy da equagao (3.19) € chamado de hiperbdlico
se nenhum dos autovalores da matriz A tiver parte real igual a zero. O sistema linear
& = Ax é chamado de linearizacao de (3.19) em xy, em que A = D f(x).

Definicao 3.15. Um ponto de equilibrio xo de (3.19) é chamado de pogo se todos
0s autovalores da matriz D f(xg) tem parte real negativa; é chamado de fonte se os
autovalores da matriz D f(xg) tem parte real positiva; e é chamado de sela se é um
ponto de equilibrio hiperbdlico e D f(xg) tem pelo menos um autovalor com a parte real

positiva e pelo menos um autovalor com a parte real negativa.

Exemplo 3.7. Classifiquemos os pontos de equilibrio do sistema nao linear (3.19),
2 2
—1
com f(x) = (:131 T

2$2
Encontrando os pontos de equilibrio, ou seja, fazendo f(z) = 0, temos = = (1,0)T e
xr = (—1,0)T, sendo estes os tnicos pontos de equilibrio de (3.19). Fazendo a matriz

Jacobiana, temos:

2[L‘1 QZEQ 2 0 -2 0
Az(o 2)COHlA(l,O)z(O 2>6A(—1,0):<0 2).

Assim, (1,0) é uma fonte e (—1,0) ¢ uma sela.

Definicao 3.16. Sejam X um espaco métrico e A e B subconjuntos de X. Um home-
omorfismo de A em B é uma fun¢do continua de A em B bijetora, h: A — B, tal que
h=t: B — A também ¢ continua. Os conjuntos A e B sio chamados de homeomorfos

ou topologicamente equivalentes se existe um homeomorfismo de A em B.

Definigao 3.17. Sejam D um aberto, D C R", e f : D — R uma fungdo de classe C".
Para cada xg € R, seja ¢(t,x9) a solucao do PVI & = f(x) e x(0) = x¢ definida no
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intervalo mazximal de existéncia I(xg). Entao, parat € I(xg), o conjunto de aplicagoes
¢ definida por
b¢(x0) = 9(t, 20)

€ chamado de fluzo da equacao diferencial ou fluzo definido pela equacdo diferencial .

Definigao 3.18. Dois sistemas de equagdes diferenciais auténomos dos tipos (3.19) e
(3.20) sao ditos topologicamente equivalentes em uma vizinhanga da origem ou possuem
a mesma estrutura qualitativa proximos da origem se existe um homeomorfismo H que
vai de um conjunto aberto U que contém a origem num conjunto aberto V contendo
a origem que mapeia as trajetorias de (3.19) em U em trajetorias de (3.20) em V
e preserva a orientacao do tempo no sentido em que se a trajetoria € dirigida de xy
para xo em U, entdo sua imagem serd dirigida de H(xy) para H(z2) em V. Se o
homeomorfismo H preserva a parametriza¢ao dada pelo tempo, entao os sistemas (3.19)

e (3.20) sao ditos topologicamente conjugados numa vizinhan¢a da origem.

Teorema 3.5. (Teorema de Hartman-Grobman) Seja E um aberto do R™ con-
tendo a origem, f € CYE), ¢; o fluro do sistema ndo linear © = f(x). Suponha
f(0) =0 e que a matriz A = Df(0) nao possua nenhum autovalor com parte real nula.
Entao, existe um homeomorfismo H de um aberto U contendo a origem em um aberto
V' contendo a origem tal que para cada xy € U, existe um aberto Iy C R contendo zero

tal que para todo xog € U et € Iy,
H o ¢y(20) = e H(xy),

isto é, as trajetorias de © = f(x) prozimas a origem sao levadas em trajetorias de

T = Ax prorimas a origem e o tempo € preservado.

A demonstragao pode ser encontrada em [13] e [3].

Uma aplicacao real do Teorema 3.4 esta descrita no capitulo seguinte, nas segoes
4.3 ¢4.4.
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Neste capitulo, apresentaremos alguns modelos matematicos envolvendo as equa-

¢oes diferenciais autonomas, utilizando as as referéncias [5],[8] e [13].

4.1 Modelo de Malthus

Seja P = P(t) a populagdo de um pais em um instante ¢. O inglés Thomas Robert
Malthus tentou estimar o crescimento da populagao mundial considerando que em um
intervalo de tempo At, os nascimentos e as mortes s@o proporcionais ao tamanho da
populacdo e ao tamanho do intervalo, isto é, nimero de nascimentos = aP(t)A(t) e
namero de mortes = SP(t)A(t), onde « é o coeficiente de natalidade e 5 é o coeficiente

de mortalidade.

Assim,
AP = P(t+ At) — P(t) = aP(t)At — BP(t)At = (o — B)P(t)At,
ou ainda,
A~ (- 9P,
Tomando o limite quando At — 0, obtemos a equagao diferencial auténoma
% = (e — B)P. (4.1)

Vamos resolver a equagao acima colocando-a, primeiramente, na seguinte forma:

1dP
b = (@ h)

Integrando ambos os lados em relacao a t, obtemos:

In(P) = (a—p)t+c.

Finalmente, a solu¢ao da equagao com condigao inicial P(0) = P, é dada por

P(t) = Pye ™" P(0) = .

65



66

Aplicagoes

Note que:
a) se o = f3, os coeficientes de natalidade e mortalidade coincidem e, dessa maneira, a
populac@o permanece constante igual a P(0).
b) Se a > f3, o coeficiente de natalidade ¢ maior que o coeficiente de mortalidade e,
dessa maneira, a populagao cresce exponencialmente.
c) Se a < f3, o coeficiente de natalidade é menor que o coeficiente de mortalidade e,
dessa maneira, a populacao decresce exponencialmente, tendendo a extingao.
De maneira geral, o modelo de Malthus nao se mostrou muito eficiente, uma vez que
as populacoes nem sempre tinham crescimentos cada vez maiores, sendo influenciadas
por fatores tais como fome, guerras e desigualdades sociais, por exemplo.

Os graficos abaixo ilustram o comportamento do modelo de Malthus. Note que o
ponto de equilibrio P(t) = 0 é tnico e é instavel, se a > f3, e assintoticamente estavel,
se a < 3.

AP AP AP

- -
t

{a) a=§ t (b) a>f

~V

(c) «<§p

Figura 4.1: Graficos do Modelo de Malthus.

O préximo modelo ilustra o crescimento populacional levando em conta um nivel

de saturacao da populacao.

4.2 Modelo de Verhulst

O belga Pierre Francois Verhulst propés um modelo no qual a populagao se esta-
bilizaria, podendo ser considerado um modelo de Malthus aprimorado. A equagao do

modelo é dada por

dP P

onde P(t) representa o nimero de individuos no tempo ¢, r é a taxa de crescimento na
auséncia de qualquer fator limitante e K é o nivel de saturacao da populagao, ou seja,
o numero méaximo de individuos que o ambiente suporta.

Resolvendo a equagao acima, temos:
dP ( P

@ _.p 1--);»——
P
dt K P(l )dt
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Utilizando o método das fragoes parciais no lado esquerdo da igualdade, temos:

A B 1
P P~ P\’
1 - — _
g P(-%)
de A=1e B= 1
onde A = ? =7
Por conseguinte,
1
1 K dP
R T
K
Integrando ambos os lados, segue que
In|P|—In|l . t l =7t
n | |—n|—E|—T+c:>n1 B|l=rt+e
K
Utilizando a exponencial, obtemos
P rt+c rt ¢ rt Tt
j2 —e =" = Me"' = P:Mle
1——= 1 — —
K K
Note que para termos uma condigao inicial em que P(0) = F,, devemos ter a
P
constante M; = OPO )

-
Substituindo o valor de M encontrado na igualdade anterior, determinamos P(t),

de tal forma que

B RK
P+ (K — Pyert

¢é a solugao do problema de Verhulst.

P(t)

A Figura 4.2 ilustra o comportamento da solucao, onde os pontos de equilibrio sao
dados por: P(t) = K e P(t) =0, Vt > 0, onde P(t) = 0 é instavel, enquanto P(t) = K

é assintoticamente estavel.
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Figura 4.2: Modelo de Verhulst.

4.3 Modelo de Lotka-Volterra

O matematico italiano Vito Volterra e o biofisico norte-americano Alfred J. Lotka
propuseram um modelo em que duas espécies vivem num mesmo habitat e interagem
pela sua sobrevivéncia. Este modelo consiste de um sistema autéonomo nao linear,

também conhecido como modelo presa-predador, descrito abaixo:

T =ar — ary
y = —by + Pay.

Neste modelo, tém-se que:

- x: populacao de presas;

- y: populacao de predadores;

- a: taxa de crescimento de presas;

- b: taxa de mortalidade de predadores;

- a: taxa de mortalidade das presas devido a interagao da presa com o predador;

- (B: taxa de conversao de biomassa de presas capturadas por predadores.

Para encontrar os pontos criticos (de equilibrio) do sistema, resolvemos o sistema
de equagoes algébricas
filz,y) =xz(a—ay) =0
fol,y) = y(=b+ fr) =0,

encontrando 2 pontos: (0,0) e ( ) Utilizando o Teorema de Hartman-Grobman,

Ol

b
B?
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temos a matriz Jacobiana num ponto (z,y) dada por:

Dep Ly
_ oz = Iy a— oy —Qx
Df(z,9) = = .
Uiy o) N7 T
ox Y gy Y

a

Para a origem, temos A = Df(0,0) = e assim, o sistema linearizado

equivalente é dado por # = Ax, ou mais explicitamente por

dx
— =ax
dt
dy
—= = —by.
at Y
Note que a matriz Jacobiana ja estd na forma de Jordan e as raizes do polindmio
caracteristico coincidem com os valores apresentados, com \y =a > 0e Ay = —b < 0.
Assim, pelo caso A)iii, temos que a origem é um ponto de sela.
ab
b a b a 0 _E . .
Para o ponto (| =, — |, temos A=Df | —=,— | = e assim, o sistema
b« 8« % 0
Q
linearizado equivalente é dado por & = Az, ou mais explicitamente por
dr  ab
a -~ Y
dy af
— = —1.
dt Q@

Calculando o polinémio caracteristico p(A\) = A* + ab, encontramos os autovalores
A1 = iVab e Ay = —iv/ab. Pelo caso C)i, temos que a origem é um centro.

De fato, pela regra da cadeia, reescrevendo o sistema acima como a equagao dife-
rencial

aB
dv. oy
dy bo 27
g
e resolvendo-o por separacao de varidveis, encontramos a equacao
a ba
_BCCQ + _y2 = K)
o g

sendo K uma constante positiva arbitraria, resultando em elipses concéntricas no ponto
b a .
(B, — |, representadas na Figura 4.3.
o
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£ g
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Figura 4.3: Modelo de Lotka-Volterra.

4.4 Modelo matematico de controle biol6gico da broca

da cana de actcar

O modelo discutido a seguir foi retirado da referéncia [15].

No cultivo da cana de agucar, a broca (Diatrea saccharalis) é considerada a principal
praga. A lagarta jovem alimenta-se, inicialmente, das folhas para depois penetrar pelas
partes mais moles do colmo (bainha). Ela abre galerias de baixo para cima, que podem

ser longitudinais ou transversais.

Figura 4.4: Broca da cana - Disponivel em [16].

A lagarta atinge seu completo desenvolvimento ao completar 40 dias, quando mede
23 milimetros de comprimento. A coloragao de seu corpo é amarela-palida e da cabega,

marrom (Figura 4.4). A fase de pupa (casulo), que segue a larval, dura de nove a 14
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dias e resulta num adulto que sai pelo orificio deixado pela lagarta. O ciclo inteiro dura
de 53 a 60 dias e pode resultar em quatro geragoes por ano, distribuidas em outubro e
novembro, dezembro e janeiro, fevereiro a abril e em maio e junho. Ja a forma adulta é
uma mariposa com asas amarela-palha e com 25 milimetros de envergadura. A fémea
deposita ovos na face inferior das folhas da planta.

Nas plantacoes, os danos causados ocorrem diretamente em funcao da abertura das
galerias pela broca, que ocasionam perda de peso e morte de gema da cana, provocando
falhas na populagao de colmos por hectare, caso sejam utilizados para propagagao do
canavial. As galerias podem ainda provocar o tombamento da cana pelo vento, além
de propiciar a infestagao de fungos, causando grandes impactos economicamente.

Um combate eficiente e interessante é o controle biologico da broca, através de
inimigos naturais, microrganismos causadores de doencas, insetos predadores e insetos
parasitoides, dispensando dessa maneira o uso de defensivos agricolas, os quais podem
ter efeitos indesejaveis, caso as técnicas adequadas nao sejam seguidas.

Um parasitoide é um inseto que mata o hospedeiro e exige somente um individuo
para completar o desenvolvimento de seu estagio larval e o adulto apresenta a vida livre.
Neste modelo, trabalharemos com o parasitoide de ovos Trichogramma galloi (Figura
4.5), que contribui para restringir o crescimento populacional da broca-da-cana e sua

agao também previne prejuizos ao colmo.

Figura 4.5: Vespa do género Trichogramma galloi - Disponivel em [17].

Consideraremos um modelo de interacao somente entre os dois animais, onde a
broca seré representada nos estagios de ovo e larval, uma vez que o parasitoide consi-

derado atinge apenas os ovos. A seguir, apresentamos a construgao do modelo.

De uma maneira geral, para os modelos matematicos que envolvem uma relagao
entre parasitas e hospedeiros, a taxa na qual a infestacao é adquirida é proporcional
ao numero de encontros entre os parasitoides e hospedeiros. Isto é, a taxa de variacao
de transmissao de parasitismo ¢ dada por yzz, onde x é o ntimero de individuos nao

infectados, z o ntimero de parasitdides e v a taxa de parasitismo. Admitindo a validade
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dessa relagao entre os animais deste modelo e assumindo, além disso, que a populagao
de ovos do parasitoide obedece um crescimento logistico, temos que a taxa de mudancga

da densidade populacional de ovos x; é dada por:

dx x
d—tl = /B (]_ — El) 1 — M1y — M1 — YT17, (43)

onde z; é a densidade de ovos da broca da cana, z é o ntmero de parasitoides adul-
tos, B é a taxa de reproducgao, K é o espaco do meio ambiente que pode suportar a

interacao, ny a fragao de ovos que emergem no tempo t e v a taxa de parasitismo. Na
2

x
equagao (4.3), deparamo-nos com o termo quadratico 71, que descreve a competicao
intraespecifica e m; é a taxa de mortalidade natural da populacao de ovos.

A taxa de variacao dos ovos parasitados zo é dada pela equagao

dx
=2 - VET1Z — MaXyg — Nola, (4.4)
dt

onde my é a taxa de mortalidade dos ovos parasitados e ny € a fracao de ovos parasitados
dos quais emergem adultos parasitoides no tempo t.

A taxa de variagao da densidade populacional de larvas x3 é dada pela equacao

d[L‘g
dt
onde mg3 é a taxa de mortalidade da populagao de larvas e ng é a fracao da populagao

= N1xry —M3r3 — N3T3, (45)

de larvas que entram no estagio de pupa no tempo t.
Sabe-se que as vespas parasitoides infectam os ovos das brocas no comego de sua
vida. Este fato nos permite assumir que o parasitismo no tempo t é causado somente

por novos parasitoides que emergem no tempo t. Isto é,
2 = Ongls, (4.6)

onde § é o numero de parasitoides emergentes de um ovo parasitado (6 = 2, no caso
do Trichogramma galloi).

Substituindo a equagao (4.6) nas equagoes (4.3) e (4.4) e definindo a = 7dny,
encontramos o seguinte modelo matematico que descreve as interagoes entre a broca

da cana de actcar e seu parasitoide:

( d.ﬁL’l 6 <1 .Il)
—_— = — = |1 — M1 —N1T1 — AT1T9
dt K
dl’g
— = XX1T2 — Moo — NoT2
dt
dl‘g
— = N1X1 — M3T3z — N3IT3.
\ dt

Para encontrar os pontos de equilibrio do sistema, igualamos as equacoes a zero,
obtendo:
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<6—@—m1—n1—aﬂsz) =0,

) (@.’fl — My — ng) = 0,

\ niTy — T3 (m3 + n3) = 0.

Dai, tiramos trés pontos:

P, =(0,0,0),

P_(K(ﬁ—ml—m) 0 n1K(ﬁ—m1—n1)>

2 6 s Yy ﬁ(mg‘i‘ng) y

P, — (m2+n2 é _ 5(m2+n2) _ mq +n1 nl(mg—i-ng))
5 a a« a?K a " almgtng) )’

Observagao 4.1. Note que para o ponto P», devemos ter 5 > my + n; para assegurar

que a populacao de larvas nao seja um valor negativo e para o ponto Ps, é necessario 8 >

K
my + ng + M, ou mais explicitamente, 5 > (i +m)
aK — (mg + nog)

aK
um valor negativo da populagao de ovos parasitados, que nao tem sentido biolégico.

para nao haver

Encontrando a matriz Jacobiana do sistema, temos:

afl (Zlfl ) [L’3) afl (371 To 1‘3) afl (1'1 To 273)
a 1 ) ) xz ) Y $3 Y ?
o ofy, . 0 0
Df (21, 2o, T3) = 8—2(961,332,333) :J;Z (21, Ta, T3) 82 (21,29, 73) | =
%(fl To fg) 8f3 (331 To iL’g) 8f3 (ill'l To .CC3)
axl Y ? 8,:62 ? Y ax3 Y Y
285
B— igl—ml—nl—a@ —Qry 0
= Ty QL] — My — Na 0
ny 0 —m3 —ng

Analisemos a estabilidade de cada um dos pontos:

Para o ponto P;, a matriz linearizada sera igual a

6—777/1—71,1 0 0
A: 0 —1M9 — N9 0
nq 0 —m3 — N3

Calculando o polinémio caracteristico, encontramos

PA) = (B—n1—mg — A) (=X —ng —mg)(—A —n3z —mg)
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e igualando-o a zero, encontramos os autovalores A\ = f—mj—nq, Ao = —mo—no, A3 =
—71mms3 — ns3.

Pelo Caso A - item i) - subsegao 3.3.1, o ponto P, é estavel se f < my + ny,
ou seja, quando todos os autovalores sao negativos.

Para o ponto P», a matriz linearizada sera igual a

—Ka(f—mi —nq)

—ﬁ +m;+n 5 0
— K — —
A= 0 a (6 il ml) — Mo — No 0
g
ny 0 —Mm3 — N3

Calculando o polinémio caracteristico, encontramos

aK (8 —ny —my)
B

P(\) = (=X — B +my +m) <—)\+ —mQ—nz) (=X — ms — n3)

aK (B —my —nq)

e igualando-o a zero, encontramos os autovalores \y = my+n;—05, Ay = 3

Mo — Nao, )\3 = —m3 — N3.
Pelo Caso A - item i) - subsegao 3.3.1, o ponto P, é assintoticamente estével

sob a condicao de

meo +n
m1+n1<ﬁ<m1+n1+M.
aK
Para o ponto Pj, a matriz linearizada sera igual a
—p(me +n
A= B(ma + ny)
- - 0 0
5 oK (m1 + nl)
ny 0 —m3 —"ng

Calculando o polinémio caracteristico, encontramos

mo +n
P()\) = —(—mg—ng—)\> (—)\+5— % — (m1+n1)> (—)\—mg—n2>
e igualando-o a zero, encontramos os autovalores \; = —msg —no, Ay = —mgz —ng, A3 =
ms+n
Pelo Caso A - item i) - subsegao 3.3.1, o ponto P; ¢ estavel sob a condi¢ao de
B <mi+n+ —5(m2+n2>.
aK

Fazendo trés diferentes simula¢oes numéricas para analisar o comportamento das
densidades populacionais dos ovos da broca (x1), a densidade dos ovos parasitados (x2)

e densidade da populagao de larvas (z3), temos:

Caso i) ny = 0,1, ny = 0,1, n3g = 0,02439, m; = 0,03566, my = 0,03566, ms =
0,00256, K = 25000, = 0,13 e a = 0,0001723.
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Figura 4.6: Caso i) - P; assintoticamente estavel

Note que o valor do parametro § é de suma importancia para determinar a esta-
bilidade dos pontos de equilibrio. Para este caso, ( satisfaz a condicao S < mqy + nq,
o ponto de equilibrio P; é assintoticamente estavel e os outros pontos sao instaveis.

Assim, as populagoes tendem a se extinguir, conforme ilustrado na Figura 4.6.

Caso ii) ny = 0,1, ny = 0,1, ng = 0,02439, m; = 0,03566, ms = 0,03566, mz =
0,00256, K = 25000, = 0,139 e a = 0,0001723.
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Figura 4.7: Caso ii) - P, estavel

Note que, neste caso, o parametro [ satisfaz a condicao

Mo +n
m1—|—n1<5<m1+n1+M,
aK

Assim, o ponto de equilibrio P, é estavel e os outros dois pontos sao instéveis. Assim,

a densidade populacional de ovos parasitados tende a se extinguir, enquanto que a
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densidade populacional de ovos e larvas tendem a se estabilizar, conforme mostra a
Figura 4.7.

Caso iii) n; = 0,1, ny = 0,1, ng = 0,02439, my; = 0,03566, mq = 0,03566, m3 =
0,00256, K = 25000, 8 = 0,1908 e av = 0,0001723.

Note que, neste caso, o parametro [ satisfaz a condi¢ao

ma +n
B> my 4ny 4 L0212
aK
Assim, o ponto de equilibrio Pj é estavel e as outras duas populacoes tendem a também

se estabilizar e coexistir no meio. A Figura 4.8 ilustra esta situagao.
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Figura 4.8: Caso iii) - P5 estavel

4.5 Péndulo Simples

O péndulo simples consiste de uma particula de massa m fixada na extremidade
inferior de um fio inextensivel (idealmente sem massa) de comprimento L, cuja ex-
tremidade superior esta fixada. Supoe-se que o movimento se dé num plano vertical.
Designamos por 6 o angulo do fio com a vertical.

Desprezando o efeito de resisténcia do ar e os efeitos de atrito na articulacao entre
o fio e o suporte, as forgas atuantes no movimento do péndulo sdo: Peso (P), dada

pela relagdo P = mg, onde g é a forga da gravidade e Tragao (7).
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ffmﬁsenﬂ
/
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mg cos6 mg
Figura 4.9: Péndulo simples.

Inicialmente, as forcas estao em equilibrio, sem o inicio do movimento. Com um des-
locamento 6 do péndulo, a forga Peso se decompoe segundo as diregoes radial (mg cos 6)
e tangencial (mgsen@) a trajetoria, conforme ilustra a Figura 4.9.

Assim, aplicando a segunda Lei de Newton (F = ma) a este sistema, obtemos o

sistema

mgcost —T = ma, (@7)
—mgsen = mag, .

em que a, € ag indicam as aceleragoes radial e tangencial, respectivamente.

Tomando x = L# como o deslocamento da particula ao longo do arco, segue que a
d*x  d*(L0) Ld2€ C

— = = L——. Consequen-
oz~ do? 02 a

temente, podemos reescrever o sistema (4.7) como:

aceleragao tangencial pode ser escrita como ay =

2

v
0—T=—
mg cos 7
d*0
—mgsenf = mLﬁ7

onde v ¢ a velocidade escalar do péndulo e R é o comprimento (L) do péndulo.

Tomando a segunda equacao do sistema e reescrevendo-a adequadamente, obtemos

% + %sen& =0, (4.8)
denominada equacao do péndulo.

Supondo que f permaneca suficientemente pequeno, ou seja, considerando pequenas
oscilacoes, e sabendo que éi_r)% % = 1, podemos aproximar senf = e escrever a
equagao (4.8) como o

0+ Z@ =0,

recaindo na equagao do oscilador harménico simples (veja referéncia [12]).
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Como é uma equagao diferencial linear de segunda ordem com coeficientes cons-

tantes, basta encontrar a equacao caracteristica, dada por A\? + % = 0. Resolvendo-a,

) . /g /g
encontramos as raizes complexas conjugadas A\; =1 7 e Xy = —iy/=.

L

Logo, a equagao tem como solugao (t) = ¢ cos <t\/%> + ¢ sen (t, / %), em que

c1 € co sao constantes reais. Denominando de w = =, podemos reescrever a solugao

L

0(t) = c1 cos(wt) + co sen(wt). (4.9)

Tomando as condigoes iniciais como #(0) = 0, sendo a posigao inicial, e %(0) = vy,
sendo a velocidade inicial, obtemos

0(0) = ¢1 cos(w0) + cosen(w0) = ¢; = 0.

Derivando a equacao (4.9), temos 8(t) = ¢ow cos(wt) e tomando ¢ = 0, obtemos
0(0) = cow cos(wl) = ¢ = w.
w

v,
Dai, reescrevendo a equacao (4.9), temos como solugdo 6(t) = — sen(wt).
w

Observacao 4.2. O periodo das pequenas oscilagoes do péndulo é dado a partir dos

2 L
resultados do oscilador harmonico, sendo igual a T' = T 27r\/j :
W g
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A Conceitos de Algebra Linear

Neste apéndice apresentaremos os resultados para espacos lineares de dimensao

finita, baseando-se nas referéncias [4] e [11].

Definicao A.1. Um espaco vetorial E € um conjunto, cujos elementos sao chamados
vetores, no qual estao definidas duas operagoes: a adi¢ao, que a cada par de vetores
u,v € E faz corresponder um novo vetor u+ v € E, chamado a soma de u e v, e a
multiplicacao por um numero real, que a cada nimero o € R e a cada vetor v € E
faz corresponder um vetor a.v, chamado o produto de o por v. Essas operagoes devem
satisfazer, para quaisquer o, € R e u,v,w € E, as condi¢oes abaixro, chamadas
axiomas de espaco vetorial:

- Comutatividade: uw+ v = v + u;

- Associatividade: (u+v)+w=u+ (v+ w) e (af)v = a(Lv);

- Vetor nulo: existe um vetor O € E, chamado vetor nulo, ou vetor zero, tal que
v+0 =0+v=uv para todo v € E;

- Inverso aditivo: para cada vetor v € E, existe um vetor v € E, chamado inverso
aditivo, ou o simétrico de v, tal que —v+v =v + (—v) = O;

- Distributividade: (o + f)v = av + fv e a(u+v) = au + av;

- Multiplicacao por 1: 1.v = v.

Definicao A.2. Uma base de um espago vetorial E é um conjunto B C E linearmente

independente que gera E. Isto significa que todo vetor v € E se exprime, de modo

unico, como combinagao linear v = a vy + ... + ay,v, de elementos vy, ..., v, da base
B. SeB ={v,...,v,} € uma base de E e v = aqv1 + ...+ QpUy,, entao os nimeros
A1, ..., Q, chamam-se coordenadas do vetor v na base *B.

Teorema A.l. Se o espago vetorial E admite uma base B = {vq,...,v,} com n

elementos, qualquer outra base de E possui também n elementos.

Definicao A.3. Diz-se que o espago vetorial E tem dimensao finita quando admite
uma base B = {vy, ..., v} com um nimero finito n de elementos. Este nimero, que
€ 0 mesmo para todas as bases de FE, chama-se dimensao do espago vetorial E e o
representamos por n = dimkE. Por extensao, diz-se que o espago vetorial E = {O}

tem dimensao zero.

81
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Corolario A.1. Se a dimensao de E é n, um conjunto com n vetores gera E se, e

somente se, € linearmente independente.

1
. o~ . L2
Definicao A.4. Sejax = | um vetor com n componentes, onde Ti,Xa, ..., T, €
'Z‘TL
C. Definimos o comprimento (ou magnitude) de x (e denotamos por ||x||) como

l|z|| = max{|z1],|z2], ..., |zal}-

1 1424
Exemplo A.1. Sexz = |2 | = ||z|]|=3. Sez = 2 = ||z|| = V5.

3 -1
Observagao A.1. Note que ||z|| > 0 e ||z]] = 0 & 2 = 0. Além disso, temos
[IAl| = maz{|Az1], [Aza|, s [Aenl} = [Nmaz{]a], [za], - |zal} = [A]]|2]].

Definicao A.5. Sejam V,U espacos vetoriais. Uma transformacao linear T :'V — U
€ uma correspondéncia que associa a cada vetor v € V- um vetor T(v) =Tw =Tv € U

de modo que valham, para quaisquer u, v € V e a € R, as relagoes:

T(u+v)=Tu+Tv,
T(aw) =a.Tv.

O vetor T.v chama-se imagem de v pela transformagao T .

As transformagoes lineares T : V' — V' sao chamadas operadores lineares em V.

Observagao A.2. Indicaremos por £(V,U) o conjunto das transformagoes lineares de

V em U. Quando U =V, denotaremos este conjunto por £(V).

Definigao A.6. Sejam U eV espagos vetoriais. O nicleo de uma transformagao linear
T:V — U € o conjunto de elementos em V que sao levados em 0 € U e é denotado
por

Ker(T) ={z € V/T(x) = 0}.

Para alguns dos proximos conceitos, consideraremos £(V') o espago dos operadores
lineares sobre V, K o corpo dos ntimeros reais ou complexos e por M, o espaco das

matrizes quadradas de ordem n.

Definigao A.7. Seja T € £(V). Se existirem v € V,v # 0, e A € K tais que

T(v) = M, dizemos que X\ € autovalor de T e v € autovetor de T' associado a .

Observagao A.3. Se a dimensao de um espago vetorial V for finita, (ou seja, dim V' <
o0), entao sua transformagao linear 7' : V' — V pode ser representada por uma matriz

Apxn- (veja a referéncia [11]).
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Definicao A.8. O polinémio pa(\) = det(A — AI), com I sendo a matriz identidade,
¢ chamado polinémio caracteristico de A. Observe entao que A € autovalor de T se, e

somente se, pa(A) = det(A — AI) = 0, onde A é a matriz associada a transformacao
T.

Exemplo A.2. Seja T € £(R?) dado por T(z,y) = (3= + y,3y). Temos T(1,0) =
(3,0) = 3(1,0) e portanto 3 é autovalor de T e (1,0) é autovetor de T" associado a 3.

Definigao A.9. Seja T € £(V). O polinémio minimal de T' (ou da matriz A associada
a transformagao T') € um polindmio m(t) tal que:

i) m(t) é o polinémio de menor grau entre os que anulam T (ou A);

it) m(t) € um polindémio monico (o coeficiente da maior poténcia det € 1);

iii) o polindmio caracteristico e o polinémio minimal de T (ou A) tém as mesmas
raizes, exceto possivelmente, por multiplicidade.

Definigcao A.10. Chamamos de multiplicidade algébrica de um autovalor A\ a quan-
tidade de vezes que ele aparece como raiz do polindmio caracteristico. Chamamos de

multiplicidade geométrica de um autovalor X\ a dimensio do autoespago V(X), onde
V(A) ={veR"T(v) = Av}.

Definigao A.11. Um bloco bdsico de Jordan Js(\) € uma matriz quadrada do tipo

A1 0 - 0 ( A, sei = j.
0 X 1 0
Js(A\) =] |, ouseja, Js(N) =< 1, sej =i+ 1.
1
00 --- 0 )\ | 0, caso contrdrio.

Definigao A.12. Dizemos que duas matrizes reais A, B € M, sdo conjugadas (ou

semelhantes) se existe uma matriz invertivel Q € M, tal que AQ = QB, ou seja,

A=QBQ.

Definicao A.13. Dizemos que uma matriz n X n € diagonal se € da forma

kk 0 ... 0 0
0 ko ... 0 0
O T
o 0 ... 0 k,,

ou seja, D = (d;;) € diagonal se d;; =0, sei # j ed; =k;, comi=1,...n.
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Teorema A.2. Se a matriz A € M,, tem n autovalores distintos, entao A ¢é diagona-

lizdvel.

Definigao A.14. Dizemos que uma matriz A de ordem n estd sob a forma de Jordan

(forma canénica de Jordan) se A for triangular superior da forma

J1
A= & ,
Js
onde os blocos de Jordan J;, 1 = 1,...,7 sao formados de blocos bdsicos de Jordan
assoctados a A;, isto €,
A 10 0
0 X\
: 0 0
0 |
0 O 0 N
;1 0 0
0 N 1 0
Ji = 0 ’ 0 =
0 o1
0 O 0 N
Ao 10 0
0 N 1 0
0 0
0 |
0 O 0 N
B
Bip
Bin

com os blocos da diagonal em ordem decrescente, isto €, ny > ny > ... > n, (ver referéncia [4]).
Exemplo A.3. A matriz de Jordan 1 x 1 é da forma [A].

Exemplo A.4. As matrizes de Jordan 2 x 2 sao da forma

(00 ()60
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Teorema A.3. (Forma canodnica de Jordan(complexa)) Para cada A € M, existe

uma matriz n X n invertivel S com entradas em C tal que

Ji 0
STTAS = - :
0 g

onde cada bloco Ji, € uma matriz ng X ng, i < n, da forma

i 10 - 0

0 A 1 0
Je=1: N I

0 1

0 0 0 M

onde A\, € um autovalor de A.

Teorema A.4. (Forma canénica de Jordan 2 x 2) Dependendo das duas raizes
A1 € Ag do polinomio caracteristico P(\) de uma matriz 2 X 2 real A € My, ocorre exa-
tamente um dos sequintes casos de classes de equivaléncia de semelhanca de matrizes:

0

2
conjugacao linear dadas por quaisquer autovetores associados aos autovalores A1 e Ag;

(2) se \g = A1 = Ay € real e

A
(1) se A1, Ay s@o reais e \y # Ay, entdo A ~ (01

), sendo as colunas da matriz de

A
(i) dim Ker(AI — A) =2, entdo A ~ (OO f) = Nol;
0

A
(ii) dim Ker(AI—A) =1, entdo A~ | " , sendo as colunas da matriz de conju-
0

gagao linear dadas por qualquer vetor u fora do autoespago Ker(Al — A) e o autovetor

v = Au — \u de A associado ao autovalor \y;

(8) se \1 =a+ibel=a—ib, coma,b€R eb+#0, sio nimeros complexos conjuga-
a

dos, entdo A =~ ) , sendo as colunas da matriz da conjugacgao linear dadas pelas
—-b a

partes real e imagindria de qualquer autovetor complexo de A associado ao autovalor

A1

—4
Exemplo A.5. Determinemos a forma de Jordan da matriz real A = <(1) 1 ):

i) Encontrando o polindmio caracteristico e os autovalores de A, ou seja, fazendo
P(X\) = det(A — AI) =0, temos:
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ii) Verifiquemos a dimensao de Ker(A — 2I):

(23)0-0-0)-()-

Logo, tem-se que dimensao de Ker(A—2I) = 1 e, consequentemente, pelo Teorema

2 1
A.4 a forma de Jordan da matriz A é dada por

Observagao A.4. Se quisermos ilustrar ainda mais o exemplo, podemos encontrar a
matriz de conjugacao linear, sendo as colunas dela dadas por qualquer vetor u fora do
autoespago Ker(A — A\I) e o autovetor v = Au — \u de A associado ao autovalor \g

(no caso A\g = 2). Assim,

(2)-C f)@?(i) -()-(0)

-1
Do Teorema A.3, tomando S = ( 1 0 ), que sao os autovetores encontrados, e

0 -1
-1 =2

sis= (20 (00) (5 ) -0 ) -

onde J é a forma de Jordan da matriz A.

sua inversa S—! = ( ) , basta observar que

1 4
Exemplo A.6. Determinemos a forma de Jordan da matriz real A = (1 1) :

i) Encontrando o polindmio caracteristico e os autovalores de A, ou seja, fazendo
P(\) = det(A — XI) = 0, temos:

1—A 4
1 1—A

Pelo Teorema A.4 a forma de Jordan da matriz A é dada por (3 01> .

3 =2
Exemplo A.7. Determinemos a forma de Jordan da matriz real A = (1 ) ):

i) Encontrando o polindémio caracteristico e os autovalores de A, ou seja, fazendo

P(X\) = det(A — AI) =0, temos:

3—A =2

— 0= M\ =244 \g=2—1i.
1 1-2)\ ! 2
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2 1
Pelo Teorema A.4 a forma de Jordan da matriz A é ( ) 2).

Observacao A.5. Para encontrar o autovetor associado a A\ = 2 + i, fazemos

) 06007

141 1 1
Temos que ( —1i_l> =1 <1> + 1. (O)’ ou seja, a matriz de conjugagao linear S é

11 0 1
S = e sua inversa ¢ dada por S™! = .
10 1 -1

Finalmente, para checarmos a forma de Jordan da matriz A fazemos

sast= (1) (40) (0 2)- ()

onde J é a forma de Jordan da matriz A.



