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RESUMO

Em 1999, Gréacio introduziu uma familia de légicas ndo-classicas — as l6gicas moduladas —,
cuja funcdo e formalizar sentencas que expressam quantificacdes da linguagem natural, que
ndo podem ser definidas em funcdo dos quantificadores da logica classica de primeira ordem.
Dentre as logicas moduladas, destaca-se a l6gica do muito, que formaliza expressdes do tipo
“muitos X satisfazem a sentenca ¢”, por meio da sentenca Gx ¢(Xx), para G denominado o
quantificador para “muitos’. Nesta Dissertacdo, tendo como base o quantificador “muitos’,
propde-se, em contrapartida, uma logica para a no¢éo de “poucos’. Apresenta-se um sistema
l6gico axiomatico e monotbnico para a légica do poucos, em cuja semantica se utiliza a
estrutura matematica denominada familia quase fechada inferiormente, para representar a
nocdo intuitiva de “poucos’. Demonstra-se que este sistema l6gico é consistente, correto e
completo. Analisam-se os aspectos duais entre a l6gica do poucos construida e a logica do
muito, além de outros sistemas logicos para o quantificador “poucos’, a partir de novas
intuigdes. Finalizando, apresentam-se algumas consideragdes e sugestdes para pesquisas em

continuidade ao trabalho iniciado nesta Dissertagao.

Palavras-Chave: l6gicas moduladas, l6gica do muito, légica do poucos.



ABSTRACT

In 1999, Grécio introduced a family of non-classical logics — modulated logics —, whose
function is to formalize sentences that express quantification in natural language, which
cannot be defined in terms of quantifiers of first order classical logic. Among the modulated
logics, there is logic of many, that formalizes expressions like "many x satisfy the sentence
¢", by the sentence Gx ¢(x) to G referred to the quantifier "many"”. In this Dissertation, based
on the quantifier "many", it is proposed, on the other hand, a logic to the notion of "few". It
presents an axiomatic and monotonic logical system for the logic of the few, whose semantics
is used in the mathematical structure called the family almost closed inferiorly, to represent
the intuitive notion of "few." It is demonstrated that this logical system is consistent, sound
and complete. We are analyze the dual aspects of logic of many and the logic of the few built,
and other logical systems for the quantifier "few", from new insights. Finally, we present
some considerations and suggestions for research in continuing the work begun in this

Dissertation.

Key-words: modulated logics, logic of many, logic of the few.
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INTRODUCAO

A questdo da quantificacdo &€ um tema de interesse de varias areas do
conhecimento, tais como a Logica, a Linguistica, a Matematica e a Computacdo. Na légica
classica, tanto de primeira ordem como de ordens superiores, a quantificacdo é formalizada
por meio de dois quantificadores denominados quantificadores ldgicos: o quantificador
existencial (3) e o quantificador universal (‘7). Apesar de possuir apenas estes dois, outros
quantificadores podem ser definidos por meio deles, aumentando o escopo das formalizagdes
possiveis nesta logica.

Como universo para a interpretacdo dos simbolos ndo logicos — constantes, de
predicados e funcionais —, a estrutura semantica da logica classica de primeira ordem trata
com conjuntos arbitrérios e ndo-vazios de individuos, sobre os quais se avalia se um termo ou
formula é satisfazivel e se uma sentenca é verdadeira. Nestas estruturas, para que uma
sentenga geral quantificada universalmente seja verdadeira, é necessario que toda sequéncia
de individuos do universo a satisfaca na estrutura; para que uma sentenca geral quantificada
pelo existencial seja verdadeira, é necessario que pelo menos um individuo do universo a

satisfaca na estrutura.

Baseada em uma sintaxe e uma semantica rica, € fato que a logica classica de
primeira ordem trata de varios conceitos matematicos importantes e formaliza muitas
expressdes das linguagens naturais. Entretanto, diversos autores, tanto da area da linguistica
como da logica, ttm mostrado que existem expressdes que ndo podem ser formalizadas
apenas com os dois quantificadores légicos, bem como qualquer outro derivado diretamente
deles. Um dos primeiros autores que escreveram sobre quantificadores de um modo diferente
dos apresentados na logica classica de primeira ordem foi Andrzej Mostowski, em 1957.
Desde entdo, muitos outros trabalhos surgiram sobre novos quantificadores. Neste contexto,
autores como Rescher (1962), Keisler (1970), Sgro (1977), Barwise e Cooper (1981),
Carnielli e Veloso (1997), Gracio (1999), Grécio e Feitosa (2005), dentre outros, séo
responsaveis por importantes contribuigdes que serviram para aumentar o entendimento e o

escopo das possibilidades de expressédo da légica classica de primeira ordem.
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Em artigo publicado em 1957, Andrzej Mostowski apontou a existéncia de
quantificadores matematicamente interessantes, denominados quantificadores generalizados,
porém ndo definiveis em termos dos quantificadores l6gicos. Desde entéo, diversos trabalhos
deram continuidade aos estudos dedicados as questbes levantadas por este autor.
Mencionamos o artigo de Keisler (1970), sobre o quantificador “existem incontéveis muitos’;
os trabalhos de Sgro (1977) e de Garavaglia (1978), sobre l6gicas topoldgicas; o artigo de
Rescher (1962), que apresenta axiomatica e semantica de um quantificador para a nogéo de
maioria; a publicacdo de Peterson (1979), sobre o relacionamento entre “poucos’, “muitos’,
“todos’ e "alguns’, por meio de quadrados (no sentido do quadrado de Aristételes); os
trabalhos de Sette, Carnielli e Veloso (1999) e Carnielli e Veloso (1997), referentes a l6gica
do ultrafiltro, para a capturar a nocdo de “quase todos’; e atese de Grécio (1999) sobre uma
familia de logicas para formalizar algumas formas de raciocinio indutivo, como “muitos’ e
“uma‘boa parte’.

Na linguistica, os estudos sobre a quantificacdo nas teorias das linguagens naturais
possuem um papel central. Bach et alii (1995) apontam que toda linguagem natural apresenta
algum meio de fazer declaragdes gerais.

Tratando da questdo da quantificacdo no ambito da linguagem natural, Barwise e
Cooper (1981) identificam a categoria sintatica das expressdes substantivas da linguagem
natural e os quantificadores generalizados da légica. Eles argumentam que os quantificadores
da logica cléassica de primeira ordem sdo insuficientes para tratar de todas as sentencas
quantificadas em uma linguagem natural. Defendem, desse modo, que uma légica para a
linguagem natural ndo pode se restringir & logica classica de primeira ordem. Barwise e
Cooper (1981) sugerem que uma logica para a linguagem natural precisa apresentar
quantificadores que expressem nog¢des, como: muitos, poucos, quase todos, quase nenhum,
maioria, minoria, entre outras.

Neste contexto, as légicas moduladas, apresentadas em Gracio (1999) e Carnielli
e Gracio (2008), construidas a partir de perspectivas presentes em Sette, Carnielli e Veloso
(1999) e Carnielli e Veloso (1997) e que tratam da formalizacdo de quantificadores
generalizados como “maioria’, “muitos’ e “uma boa parte”, contribuem para a compreenséo e
representacdo de quantificadores existentes na linguagem natural, ndo expressaveis na logica

classica de primeira ordem.
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As légicas moduladas de Gracio (1999) constituem um conjunto de logicas
monotdnicas ndo-classicas, obtidas pela inclusdo de quantificadores destinados a capturar as
nocdes de “muitos’, “uma ‘boa parte” e “maioria’ na linguagem da ldgica classica de
primeira ordem. A logica do muito, em sua semantica, introduz a estrutura matematica familia
fechada superiormente propria, para modelar a nocdo de “muitos’, e a légica do plausivel
introduz em sua semantica a estrutura matematica de pseudo-topologia, para interpretar a

nocao de “parauma‘boa parte’.

A logica dos ultrafiltros de Veloso e Carnielli (1997), e Sette, Veloso e Carnielli
(1999), que formaliza os conceitos de “quase todos’ ou “geralmente”, apesar de ser anterior e
motivadora a proposicdo das logicas moduladas, pode ser considerada, por suas

caracteristicas, uma particularizacéo das ultimas.

Neste trabalho, propde-se um sistema l6gico para a formalizacdo de um novo
guantificador modulado, o quantificador “poucos’, destinado a representar expressdes das
linguagens naturais que contenham a nocéo de “poucos’. Paratal, parte-se da légica do muito

em uma tentativa de dualiza-la, para a criacdo desta nova logica.

No primeiro Capitulo desta Dissertagdo, aborda-se o conceito de quantificadores,
sua origem e algumas das varias definicdes que diferentes autores deram, tais como
Mostowski (1957), Barwise & Cooper (1981), Keisler (1970), entre outros, a fim de obter
melhor entendimento acerca dos quantificadores e compreender como cada autor considerou a
fungdo principal dos quantificadores, para se obter um maior aporte para o desenvolvimento

desta proposta.

O segundo Capitulo trata da l6gica dos ultrafiltros, criada por Sette, Carnielli e
Veloso (1997), que apresenta uma formalizacdo para o quantificador “quase todos’, através
da nogdo dos ultrafiltros, uma vez que este sistema formal foi parte da motivacdo de Grécio
(1999) ao criar a logica do muito, a qual utiliza apenas parte dos axiomas propostos na
definicdo do quantificador de ultrafiltros. Ainda neste Capitulo, sdo apresentadas as logicas
moduladas propostas por Gracio (1999), tanto sua estrutura geral como suas particularizagdes,
com énfase na l6gica do muito. Este capitulo constitui a base e o didlogo mais estreito com o
novo sistema l6gico proposto neste trabalho, uma vez que parte da tentativa de dualizagdo da
I6gica do muito.
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No Capitulo trés, propde-se uma ldgica para a no¢do de poucos, a qual
denominamos légica do poucos. Inicialmente, € apresentada a nogcdo de “poucos’ adotada,
para a qual se construiu um sistema logico axiomatico monotonico e ndo-classico. Introduz-se
também a estrutura matematica denominada familia quase fechada inferiormente que, na
semantica da légica do poucos, interpretard o quantificador poucos. Para a formalizacdo da
I6gica do poucos, apresenta-se sua axiomatica, com linguagem, axiomas e regras, bem como a

definicdo de conceitos fundamentais.

Ainda no Capitulo 3, sdo demonstradas a correcdo e completude da logica do
poucos, relativa a semantica aqui introduzida, bem como exemplos da aplicabilidade desta
|6gica para formalizar expressdes quantificadas por “poucos’. Continuando a exposicdo sobre
a logica do poucos, analisam-se os aspectos duais entre a logica do muito e a logica do
poucos. Observam-se ainda, quais Universais de Barwise e Cooper (1981) séo satisfeitos pela
I6gica do poucos e finaliza-se o capitulo com uma pequena discussdo sobre os diferentes

conceitos de poucos que poderiam ter sido utilizados para criacdo da légica do poucos.

Ao final da Dissertacdo, apresentam-se algumas consideracdes com uma sintese

deste trabalho, os resultados obtidos e sugestdes para trabalhos futuros.
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CAPITULO 1. Sobre Quantificadores

Neste capitulo, apresentam-se algumas definicdes para a nogdo de quantificadores,
a fim de se obter um maior aporte para 0os desenvolvimentos posteriores, por meio das
contribuicdes conceituais e historicas que esses trabalhos oferecem para a discussdo e/ou

proposta de quantificadores ndo-classicos.

Existem muitas expressdes da linguagem natural que indicam quantidade, mas
que ndo podem ser formalizadas por meio dos quantificadores classicos v e 3, tais como
“muitos’, “poucos’, “maioria’ e “metade”, entre outras, assim como expressoes de infinitude,
como os prefixos numéricos de férmulas como “Para um nimero infinito enumerével x, @(x)”

ou “Para um numero infinito ndo-enumeravel x, ¢(x)”.

De acordo com o livro Filosofia de La Ldgica (2007), sob coordenacdo de Maria
J. F. Sanz, situacbes como essas levaram Mostowski, em 1957, a propor uma teoria de
quantificadores generalizados que estende a teoria da quantificacdo classica e outras

expressdes do mesmo tipo.

Incentivado pela proposta de Mostowski, em 1966, Lindstrom apresentou novas
contribuicdes sobre os quantificadores generalizados. Contudo, estes dois autores ofereceram

uma caracterizagdo puramente matematica dos quantificadores.

A partir dos trabalhos sobre uma semantica formal de Montague, em 1974, os
requisitos para um tratamento cientifico da semantica das linguagens naturais tornaram-se

possiveis.

Partindo dos trabalhos de Mostowski, Lindstrom e Montague, Barwise e Cooper,
em 1981, elaboraram uma primeira aproximacdo dos quantificadores da linguagem natural
associados a uma teoria dos quantificadores generalizados. A partir destes trabalhos iniciais,
muitos outros foram elaborados e, assim, elementos tedricos sobre quantificadores
generalizados cresceram muito entre os l0gicos, computologos e linguistas de orientacéo

matematica, assim como entre os fildsofos da logica.

Ainda de acordo com Sanz (2007), a primeira caracterizagdo geral para uma teoria
dos quantificadores generalizados é que estes formam uma categoria sintatica a parte. Deste
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modo, se uma sentenca quantificada é verdadeira em um modelo, isto ndo implica que os
quantificadores que aparecem nela sdo interpretados neste mesmo modelo. “A sentenga sera
ou ndo verdadeira dependendo das condicbes de satisfacdo da férmula dominada pelo
quantificador, isto &, por como se comporta a matriz do quantificador no modelo em quest&o”
(SANZ, 2007, p. 164-165).

Neste contexto, a teoria dos quantificadores generalizados considera que 0s
quantificadores s@o relagdes entre os subconjuntos de um conjunto dado, o qual funciona
como um universo de quantificacdo. Portanto, as formulas quantificadas com quantificadores
do tipo “muitos’ e “poucos’ variam em consonancia com a variacdo do tamanho do universo
que se propde (SANZ, 2007, p. 165).

As relagdes que se identificam com os quantificadores generalizados podem ser de
qualquer aridade, mas os quantificadores da linguagem natural sd&o sempre operadores

binarios.

De acordo com SANZ (2007, p. 165), alguns quantificadores da linguagem
natural podem ser definidos do seguinte modo:

“Todos = {(U, X): X =U}

Algum = {{U, X} : X UeX #}

Ha ao menos n individuos = {X < U: [X|> n}

A Maioria={{X, Y XcUeYc Ue|XnY|>X-Y[}".

Para os seguidores de Barwise e Cooper, 0s quantificadores pertencem a uma
categoria sintatica especifica: a categoria das NP (expressfes substantivas). Neste contexto,
um quantificador generalizado (NP) é constituido pela juncdo de um determinante (muitos,
poucos, maioria, etc.) com uma expressao predicativa que denota um conjunto/dominio de
referéncia (SANZ, 2007, p. 166).

O Dicionario Oxford de Filosofia (1994, p. 328) apresenta a definicdo de
quantificador: “informalmente, um quantificador € a expressdo que assinala a quantidade de
vezes que um predicado é satisfeito numa classe de coisas (i.e., num ‘dominio’)”.

Segundo esse diciondrio, “ao investigarmos a dieta de uma classe de criangas,
poderiamos descobrir que todas, algumas ou nenhuma comem bolo”. Nesse dicionario, 1é-se
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ainda que “‘Alguns e ‘todos sdo representados na l6gica moderna por quantificadores. O
ponto importante é que este tratamento afasta a ideia de que termos como ‘algo’, ‘nada e seus
cognatos sdo uma espécie de nomes’ (BLACKBURN, 1994, p. 328).

Esses dois quantificadores da logica classica séo interdefiniveis, ou seja, de um
deles pode-se definir o outro. Deve-se entender o quantificador existencial (3x)... como a
afirmacao que “existe pelo menos um individuo do dominio que satisfaz a proposicao”, isto €,
“existe alguma coisa que €...” e o quantificador universal ('vx) como a afirmacgéo que “todos
os individuos do dominio satisfazem a proposicdo”, ou sgja, “todas as coisas do dominio
s40...” (BLACKBURN, 1994, p. 328).

Ainda no dicionario Oxford (1994, p. 328), os autores afirmam que “0s
guantificadores ‘muitos’ e ‘poucos sdo menos comuns e que se pode definir quantificadores
mateméticos, tais como ‘mais da metade...’ e ‘exatamente um...”” (BLACKBURN, 1994, p.
328).

Em termos formais, o texto em questdo afirma que um quantificador liga uma
variavel e transforma uma férmula aberta com n variaveis livres diferentes, em outra formula
com n-1 variaveis livres diferentes. Quando nao restam variaveis livres, tem-se uma formula
fechada, i.e., uma sentenca que pode ser avaliada como verdadeira ou falsa, num dominio.
Como exemplo, o dicionario apresenta a formula aberta Fx » GX, a partir da qual se pode
formar a férmula fechada (3x)(Fx ~ Gx), que significa que algo é simultaneamente F e G. A
Unica variavel, x, livre na primeira formula, fica ligada nas trés ocorréncias da segunda
formula.

O conceito de quantificador e de quantificacdo também podem ser encontrados no
Dicionario de Logica (1995):

De acordo com os dicionarios (e.g., Dicionario brasileiro da lingua
portuguesa, S&o Paulo, Melhoramentos, 1975), o termo ‘quantificagdo’
significa ‘ato de quantificar’; ‘quantificar’, por sua vez, corresponde a
‘“exprimir em quantidade’. (Note-se que os dicionarios, de modo geral, ndo
registram ‘ quantificador’. Esse termo, no entanto, é de uso comum na ldgica)
(HEGENBERG, 1995, p. 170).

Ainda, segundo o Dicionario de Logica (1995, p. 170),

Sumariamente, quantificadores sdo palavras ou expressdes que se prestam
para indicar que houve quantificacdo. Ao lado de numerais, a lingua comum
admite inimeros quantificadores. Entre eles, todos, muitos, alguns, varios,
cada, um punhado, diversos, um determinado, etc. A Logica tem se
concentrado em dois desses quantificadores: ‘todos’ e ‘alguns (embora, é
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claro, em estudos especializados, outros quantificadores tenham sido
considerados).

Varios simbolos tém sido adotados para indicar a quantificacdo universal
(correspondente a ‘todos’) e a existencial — que, preferentemente, seria
denominada quantificagdo particularizadora (correspondente a alguns). Aqui
seradusado 0 ‘A’ invertido v e 0 ‘'E’ rebatido 3, respectivamente.

Para Hintikka e Sandu (1994), o problema sobre o que é um quantificador remete
ao inicio da l6gica moderna. Segundo 0os mesmos autores, esse problema deu inicio ao que se
chama logica da quantificacdo. As respostas para este problema estdo relacionadas a inumeras
teorias diferentes. Frege e Peirce sdo dois pensadores que dissertaram acerca dos

quantificadores, porém cada um desenvolveu uma Teoria de Quantificacdo diferente.

Para Charles Sanders Pierce, a Teoria da Quantificacdo era vista apenas como
uma ferramenta que poderia ser usada pelos l6gicos em seus trabalhos. Ja para Friedrich L.
Gottlob Frege, os quantificadores serviriam para a criacdo de uma linguagem universal da
matematica, que estaria de acordo com o pensamento humano em geral e de acordo com a
linguagem natural, mas que ndo sofreria das ambiguidades e outras imperfeicdes que esta
ultima apresenta (HINTIKKA; SANDU, 1994, p. 113).

Hintikka e Sandu (1994) classificam os quantificadores em trés categorias. Na
primeira, eles véem os quantificadores como um predicado de alta-ordem. Sob este ponto de
vista, o quantificador existencial que se conhece é usado em sentengas como (3x) S(x), que
tem o significado de que o predicado simples S(x) ndo é vazio. Segundo os autores, esta
categoria remete a Frege, e sua sistematizacdo e desenvolvimento foram essenciais para o

presente trabalho, uma vez que os quantificadores generalizados lhe pertencem.

Em uma segunda categoria, denominada InterpretacGes Substitucionais dos
Quantificadores, uma sentenca do tipo (3x) S(x) tem a importancia de explicar em termos de
conjuntos as diferentes instancias-substitutivas que podem ocorrer na formula com variavel
livre S(x).

Uma terceira categoria, denominada Quantificadores como Incorporadores de
fungdes-escolha, diz que os quantificadores servem para codificar adequadamente a escolha
de funcbes universais. Este tipo de pensamento sobre os quantificadores foi 0 que instigou
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David Hilbert, nas décadas de 20 e 30 do século XX, a desenvolver um trabalho com a
finalidade de implementar um tipo de célculo especial.

A terceira categoria apresentada € a escolhida e estudada por Hintikka e Sandu
(1994), ja que, para eles, ela da a ideia de dependéncia dos quantificadores, sem a qual néo se
poderia, por exemplo, expressar as dependéncias funcionais em uma linguagem

quantificacional.

Feitas essas consideragdes iniciais, este capitulo aborda trés enfoques sob os quais
podem ser tratados os quantificadores: Quantificadores como estruturas matematicas,
Quantificadores associados a linguagem natural e Quantificadores e o quadrado das

oposi¢des, em uma discussdo mais conceitual.

1.1 Quantificadores como estruturas matematicas

Um dos primeiros trabalhos elaborados sobre quantificadores foi o de Mostowski
(1957), intitulado “On a generalization of quantifiers’. Nele o autor denomina quantificadores
generalizados 0s “operadores que representam uma generalizagdo natural dos quantificadores
l6gicos’ (MOSTOWSKI, 1957, p. 12).

Segundo essa definicéo, a classe dos quantificadores generalizados ndo exclui os

quantificadores classicos, mas amplia o rol de possibilidades de quantificadores.

Mostowski (1957) apresenta novos quantificadores e os utiliza para resolver
alguns problemas da logica classica de primeira ordem. Cria, para tal, os conceitos de
quantificadores limitados e de quantificadores ilimitados (ou somente quantificadores).

Definicdo 1.1.1 (MOSTOWSKI, 1957, p. 13) “Seja | um conjunto arbitrario, e seja ¢ uma
funcdo injetora de | em | dentro do conjunto I’ (ndo necessariamente diferente de 1). Um
quantificador limitado de I é uma funcdo Q que atribui um dos elementos V (verdade) e A
(falsidade) para cada funcdo proposicional F em | com um argumento e que satisfaz a

condicdo de invariancia Q(F) = Q(Fe), paracada F e cada permutacdo em 1”.
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Definigdo 1.1.2 (MOSTOWSKI, 1957, p. 13) “Um quantificador ilimitado (ou somente
quantificador) é uma funcdo que atribui um quantificador QI limitado por | a cada conjunto |

e que satisfaz a equacdo QI(F) = QI'(Fy), para cada funcédo proposicional F em I, com um
[’.”

argumento, e para cada mapeamento um a um de | em

Apesar de introduzir os novos quantificadores generalizados, Mostowski (1957)
deixou alguns problemas em aberto, entre eles, se seria possivel um célculo formal que
pudesse demonstrar todas as sentencas que envolvem esses novos quantificadores.

Lindstrom (1966) apresentou outra conceituacdo referente a quantificadores
generalizados em uma légica de primeira ordem. Afirma:

Um quantificador ¢ uma classe Q de estruturas (relacionais) de tipo de
similaridade t € ®", para algum n > 0, tal que Q é fechado sobre um
isomorfismo. Cada quantificador Q corresponde a um simbolo quantificado
Q e diferentes simbolos representam diferentes quantificadores. Quando t é
do tipo comum dos membros de Q, Q é considerado do tipo t
(LINDSTROM, 1966, p. 186).

A fim de formalizar uma l6gica que tratasse desses quantificadores, o autor

apresentou algumas definicdes.

Definicdo 1.1.3 (LINDSTROM, 1966, p. 186) Seja Q um conjunto de simbolos quantificados
e 7 um tipo de similaridade qualquer. A linguagem L. é definida da seguinte maneira:
i.  Uma sequéncia vo, V1, Vz,... de variaveis (individuais);
ii. Paracadaie Drt, um predicado de constante P;.
iii. O simbolo de identidade =;
iv. Os membros de Q;
v. Virgulas e parénteses.

A nocdo de formula de L. de Lindstrém (1966, p. 186) é definida por:
i. Pj, quando i € Dr, seguido por (i) ocorréncias de variaveis é uma
formula;

il. Vm=V,éumaformulade paracadamen;

iii. Se Q € Q, Q é do tipo de similaridade {1, 0, 2, 1} € @o, @1, P2, @3 SO
formulas, entdo: Qvk, Vm, Vn, Vi(®o, @1, @2, @3) é uma férmula, e
igualmente para simbolos quantificados de diferentes tipos;

iv. Nada mais é uma féormula de L2
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Lindstrom (1966) definiu uma Q-férmula como uma férmula com nenhum
simbolo quantificado além dos membros de Q e uma sentenca como uma férmula sem

ocorréncias de variaveis livres, como usual.

1.2 Quantificadores associados a linguagem natural

Barwise e Cooper (1981) trataram dos quantificadores generalizados sob o
aspecto da teoria da linguagem natural. Estes autores defendem que os quantificadores
I6gicos da logica classica de primeira ordem, a saber v e 3, sdo inadequados para tratar das
proposicdes declarativas que envolvam quantificacdo por dois motivos basicos. Argumentam
que existem sentencas que simplesmente ndo podem ser formalizadas por apenas esses dois
quantificadores, e que a estrutura sintatica de sentencas quantificadas no calculo de
predicados € diferente da estrutura sintatica de sentencas quantificadas na linguagem natural.

Esses autores apresentam exemplos de expressdes que ndo podem ser
formalizadas usando apenas os quantificadores 16gicos ¥ e 3 como: “mais da metade’, ao
enunciar “Mais da metade das flechas de John atingiu o alvo”; e “maioria’, ao enunciar “A
maioria das flechas de John acertou o alvo”.

Segundo Barwise e Cooper (1981), sentencas como as anteriores ndo podem ser

possam expressar essas sentencas, mas que a linguagem precisa ser mais rica para este fim.

Para conseguir expressar todas as sentencas em linguagem l6gica, ha duas opcdes
distintas: ou se estende a linguagem pela insercdo de novos quantificadores, que tenham a
funcdo de formalizar novas sentencas que antes ndo poderiam ser formalizadas com os dois
quantificadores conhecidos (v e 3); ou se nega alguns dos fundamentos da logica cléssica de
primeira ordem e se constréi uma nova, em que novas expressdes possam ser formalizadas.

Na formalizacéo de sentencas que contenham expressdes como as exemplificadas,
seria preciso apenas estender a logica, ndo necessitando excluir ou negar nenhum de seus
axiomas ou principios.

No desenvolvimento do trabalho, Barwise e Cooper (1981) distinguem
determinantes de quantificadores. Para eles, termos como “maioria’ e “mais que a metade’

ndo sdo, sozinhos, quantificadores; sdo determinantes. Um quantificador, segundo os autores,
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€ a unido de um determinante e alguma expressdo de conjunto, como “aves’, “homens’
“baleias’, “astronautas’, “mulheres da terceiraidade”, etc.

Neste trabalho, adota-se uma visdo distinta daquela dos trabalhos desses autores,
uma vez que expressoes do tipo “mais que a metade’, “muitos’ e “maioria’ representam por
si s6 0 que se denomina de quantificadores, assim como concebido por Gréacio (1999).

Segundo Barwise e Cooper (1981), quantificadores ndo sdo necessariamente
simbolos l6gicos. Um exemplo que pode ser dado esta na seguinte sentenca: “Mais da metade
dosinteiros ndo sdo primos’.

Esses autores sustentam que alguns determinantes ndo sdo simbolos légicos pelo
fato de a verdade ou falsidade da sentenca ndo depender a priori da l6gica, mas depender de
qual medida adicional de conjuntos infinitos é usada, medida esta que deve ser incluida como
parte do modelo, antes de estas sentencas terem algum valor de verdade estabelecido.

Em seu trabalho, Barwise e Cooper (1981) apresentam dez Universais referentes
aos quantificadores. Segundo os autores, 0s Universais sdo “fatos que se conservariam para
todas as linguagens humanas naturais e que as distinguiriam de outras linguagens logicamente
possiveis’ (Barwise, Cooper, 1981, p. 176). A seguir, apresentam-se 0s Universais e algumas

defini¢des para um melhor entendimento.

Universal 1: NP - Quantificador Universal (BARWISE; COOPER, 1981, p. 177): Toda
linguagem natural tem elementos sintaticos, denominados expressdes substantivas (NP),
como substantivos, adjetivos, expressdes adverbiais, etc., cuja funcdo semantica é expressar
quantificadores generalizados sobre o dominio de discurso.

Um universal ndo serve apenas para se saber o que é ou ndo verdade em todas as

linguagens naturais, mas também para distinguir as linguagens naturais das demais.

Antes de se introduzir o segundo Universal, deve-se ter em mente que uma frase
que ocorre em uma posicdo deslocada remete a fendmenos associados a regras semanticas
relacionadas a ligacdo de varidveis por quantificadores e ndo por meio das regras de
circulagdo, como seria explicado pela gramatica transformacional proposta por Chomsky
(1980), deste modo, entende-se que a analise apenas do determinante ndo é suficiente para se
saber o significado completo do quantificador, deve-se analisar todo o escopo da NP.
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Universal 2: Frase Deslocada Universal (BARWISE; COOPER, 1981, p. 178): Se uma
linguagem permite frases que ocorram em uma posic¢do deslocada associada com uma regra

de vinculacéo de variavel, entdo as ultimas NPs ocorrem nesta posi¢éo.

Uma regra de vinculacdo de variavel seria uma regra que ligaria os determinantes
(muitos, poucos, maioria, etc.) as expressdes substantivas, formando assim os quantificadores.
E claro que em uma linguagem em que os determinantes por si s6 sdo considerados
quantificadores, quando se deslocam os determinantes, deve-se deslocar também as

expressdes substantivas.

Para o proximo Universal, é necessario adotar 0s seguintes conceitos. A
denotacdo ||Q||, de um quantificador Q, pode ser informalmente especificada como segue. Seja

E o conjunto de entidades providas pelo modelo. Entéo,

Bl ={Xc E: X#2}

vl = {E}

||[Finito|| = {X < E : X é finito}

|[IMais que a metade de N|| = {X < E : X contém mais que a metade de N}

|[Maioria de N|| = {X < E : X contém maioria de N}.

Definigdo 1.2.1 (BARWISE; COOPER, 1981, p. 178): Em um modelo M = (E, || ), um
quantificador Q vive em um conjunto A < E se Q é um conjunto de subconjuntos de E com a
propriedade que, para qualquer X < E:

XeQe (XNA) e Q.

Universal 3: Determinante Universal (BARWISE; COOPER, 1981, p. 179): Toda
linguagem natural contém expressGes basicas, chamadas determinantes, cuja fungédo
semantica é atribuir a denotagBes de substantivos de contagem comum (conjuntos) A, um
quantificador que vive em A.

Tem-se que “maioria’, “muitos’, “poucos’, ec..., s8o exemplos de determinantes.

Nas l6gicas moduladas de Grécio (1999), expressdes como “muitos’ e “maiorid’ sdo tratadas
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como quantificadores, assim como “poucos’ também serd tratado, neste trabalho, como um
quantificador.

Para o proximo Universal, uma definicdo referente ao conceito de “peneira’ é

apresentada no trabalho de Barwise e Cooper (1981).

Definicdo 1.2.2 (BARWISE; COOPER, 1981, p. 179): Seja Q um quantificador em um
modelo M = (E, || |). Chama-se Q de peneira ou préprio quando Q é um subconjunto préprio
ndo-vazio de P(E), onde P(E) = {X: X < E}.

Esta é uma propriedade que se aplica para quantificadores como denotacdes de
NPs, mas ndo para as proprias NPs, por isto, trata-se de uma propriedade semantica.

O quadro seguinte mostra as condi¢cdes sobre as quais varias NP’'s podem falhar
ao denotar quantificadores préprios. Fixado um modelo M = (E, || |), a primeira coluna
indica, pelo “sim” ou “n&o”, se o quantificador jamais pode ser 3. A segunda coluna indica se

ele pode sempre ser P(E). As colunas 3 e 4 ddo as condicdes para o quantificador ser préprio.



Quadro 1. Expressdes NP e suas principais Condigoes

1) ) @) (4) (©)
Pode a | Quando Descricdo | Facil ou Determinante
NP denota informal dificil Fraco ou
denotar | uma de (2) interpretar | Forte®
@? peneira? como uma
ndo-peneira?
1. | Todon | Néo Il #2 Haalguns | Dificil Forte
n
2. | Algumn | Sim Inll e Haalguns | Facil Fraco
[Algum n]| n
3. | Maiorian | N&o ||| #@ Haalguns | Dificil Forte
n
4. | Muitos 1 | Sim Inl e Hamuitos | F&cil Fraco
|Muitos 1| n’s
5. | Poucosn | Né@o Inll & ~(Ha Facil Fraco
||Poucos 7| poucos
n’s)
6. | O Unicon | Nao Card(Jn|)) =1 | Indefinido a | Impossivel Forte
menos que
haja
exatamente
umn
7. | Ambosmn | Ndo Card (|| nl)= | Indefinido a | Impossivel Forte
=2 menos que
haja
exatamente
dois n

Fonte: Barwise e Cooper (1981)

! Determinante forte ou fraco, definigo 1.2.3.

23
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De acordo com o Quadro 1, O Unico q (linha 6) e ambos n (linha 7) sempre
denotam um quantificador proprio, quando eles denotam alguma coisa. Estes sdo casos
especiais de um fenémeno geral que Barwise e Cooper (1981) tentaram capturar com o0 quarto

Universal.

Universal 4: Restricdo sobre Determinantes que criam NPs indefinidas (BARWISE;
COOPER, 1981, p. 181): Seja D um determinante e ||D||(A) a familia de conjuntos Q com a

propriedade X € Q seesomentese (X N A) € Q, tal que ||D||(A) é algumas vezes indefinido,

entdo:

1. Sempre que ||D||(A) é definido, ||D||(A) € uma“peneird’;

2. Ha um determinante simples D" tal que ||D*||(A) é sempre definido e sempre que
IDII(A) € definido, [|IDJI(A) = [ID7[I(A).

Isto sugere que o determinante parcial (determinante 6 do quadro 1) D funciona
semanticamente como seu acabamento D (o acabamento de O Unico n € tudo) com a
importancia que ambos, D e D*, denotam “peneiras’. O acabamento de ) e ambosn é todos, 0

acabamento de nem um e nem outro ndo existe.

Novamente, antes de se introduzir o quinto Universal devem-se apresentar

algumas definigdes necessarias para o seu entendimento.

Definicao 1.2.3 (BARWISE; COOPER, 1981, p. 182): Um determinante D é positivamente
forte (ou negativamente forte, respectivamente) se para todo modelo M = (E, || ||) etodo A <
E, se o quantificador ||D||(A) é definido entdo A < ||D||(A) (ou A ¢ ||D||(A), respectivamente).

Se D ndo é (positivamente ou negativamente) forte, entdo ele é fraco.

Definicao 1.2.4 (BARWISE; COOPER, 1981, p. 183): Um determinante D é definitivo se

para todo modelo M = (E, || ||) e todo A tal que ||D||(A) é definido, ha um conjunto ndo vazio

B, de maneiraque ||D||(A) éa“peneira’ { X < E | B < X}.
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Definicdo 1.2.5 (BARWISE; COOPER, 1981, p. 184): Um quantificador Q é monotbnico
crescente (mon 1) seX € Qe X< Y < E implica Y € Q. Q é monot6nico decrescente (mon
l)seXeQeYc XcEimplicaY € Q.

Universal 5: Monotonicidade da correspondéncia universal (BARWISE; COOPER, 1981,
p. 186): H& um simples NP que expressa a mon | do quantificador ~Q se, e somente se, ha
uma simples NP com um determinante ndo-cardinal fraco que expressa a mon 1 do
quantificador Q.
Este Universal sugere algumas relagdes entre determinantes.
Quadro 2. Exemplos de relacdes de monotonia entre algumas expressdes NP.
Mon | Q Mon 1 Q

Nenhum homem(ns) | Algum(ns) homem(ns)

Um homem
Poucos homens Muitos homens
Ninguém Alguma pessoa

Passando para o Universal seguinte, tem-se que uma NP simples (ou expressao
substantiva simples) pode ser analisada como um quantificador monot6énico ou um conjunto

de quantificadores monotdnicos.

Universal 6: Monotonicidade Restrita (BARWISE; COOPER, 1981, p. 187): As NPs
simples de qualquer linguagem natural expressam quantificadores monot6énicos ou conjuncées
de quantificadores monotdnicos.

Este Universal foi proposto para afastar muitos quantificadores logicamente
possiveis como denotagdes de NP's simples. Um exemplo seria 0 caso de um mesmo ndmero
de homens, um par de homens, trés homens, todos, exceto um homem. Barwise e Cooper
(1981) entendem que é improvavel que na linguagem natural algum determinante basico

tenha um significado para um par de, exatamente trés ou todos, exceto um.
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Universal 7: Determinante forte restrito (BARWISE; COOPER, 1981, p. 188): Em
linguagens naturais, determinantes positivamente fortes s&o monotonicos crescentes.

Determinantes negativamente fortes sdo monotonicos decrescentes.

Este Universal da a ideia do comportamento de determinantes fortes. Pode-se

enunciar uma proposicdo para se ter uma ideia desse comportamento.

Proposicédo 1.2.6 (BARWISE; COOPER, 1981, p. 186): Se D (determinante) é positivamente
forte e monotdnico crescente, entdo, para cada modelo M = (E, | ||) e cada conjunto A, B, em
M:

B e ||D||(A N B).
Se D é negativamente forte e monotbnico decrescente, entdo:

B ¢ D|I(A N B).

O préximo Universal necessita por sua vez da definicdo de determinante
persistente.
Definigdo 1.2.7 (BARWISE; COOPER, 1981, p. 193): Um determinante D é persistente se
paratodo M= (E, || |), etodo A< BcE,seX € ||D||(A), entdo X e ||DJ|(B). (Por outro lado,

D é anti-persistente se A< B< Ee X € ||D||(B) implica X € ||D||(A).

Universal 8: Determinante Persistente Universal (BARWISE; COOPER, 1981, p. 193):
Todo determinante persistente da linguagem humana é mon 1 e fraco.

Barwise e Cooper (1981) mostram em seu trabalho que ndo é dificil construir
determinantes artificiais que fazem o oitavo Universal falhar. Se o oitavo Universal for
verdadeiro, entdo ele fornece outra restricdo sobre a classe das linguagens humanas entre a

classe de todas as linguagens possiveis.

Para se analisar o penultimo universal, & necessario definir o dual de um
quantificador.
Definicdo 1.2.8 (BARWISE; COOPER, 1981, p. 197): O dual de um quantificador Q, em E, é
o0 quantificador Q* definido por Q* ={X < E|(E-X) ¢ Q}, i.e., Q* =~(Q~) =(~-Q) ~. Se Q

= Q*, entdo Q é chamado auto-dual.
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Universal 9: Restricdo ao negar quantificadores auto-duais e mon | (BARWISE;
COOPER, 1981, p. 198): Se uma linguagem tem uma construcdo sintatica cuja funcéo
semantica € negar um quantificador, entdo esta construcdo ndo sera usada com NPs que
expressam quantificadores auto-duais ou mon |.

Por meio desse Universal, pode-se dualizar uma sentenca como “Mais que a
metade de N” com a sentenca “Pelo menos metade de N”.

Se ||ID|| € uma interpretacéo do determinante, entdo é possivel definir ||D’||(A) =
[[D*]I(A). Como um exemplo, ||alguns’|| = |[todo|| e |[todo* || = |lalguns]|.

Apesar de nao poderem explicar porque o décimo universal é verdadeiro, como

ndo foram achados contra-exemplos, Barwise e Cooper (1981) elaboraram o seguinte.

Universal 10: Quantificador Dual Universal (BARWISE; COOPER, 1981, p. 198): Se uma
linguagem natura tem um determinante basico para cada D e D’, entdo esses sd0
semanticamente equivalentes a“alguns’ e “todo”.

Uma aparente excecdo a este Universal € o par “1”, “1”(quantificador de nimero
cardinal 1, apenas uma unidade). Isso porque “1” é auto-dual. A excecdo € aparente porque
guando 0 “1” é definido ele é semanticamente equivalente a ambos, alguns e todo.

Outro estudioso que se interessou pela tematica sobre quantificacdao foi Johan Van
Benthem (1984). Em seu trabalho intitulado “Questions about Quantifiers”, considera que

quantificadores generalizados sdo designados como segue.

Defini¢éo 1.2.9 Quantificadores generalizados sdo dados por “Qualquer fungdo Q que atribua
a cada conjunto E uma relacdo binaria Qg entre subconjuntos de E” (BENTHEM, 1984, p.
445),

Essa definicdo ndo designa realmente todas as funcGes que tratam de
quantificagdo. Para isto, ele atribuiu outras defini¢des a serem seguidas pela funcdo Qg; uma
delas é a Quantidade, que diz que “a@penas 0 montante envolvido nos conjuntos deve
importar” (BENTHEM, 1984, p. 445). Isto por sua vez sera formalizado por: QeAB see
Qe F[A]F[B], sendo F todas permutacfes de um conjunto E, A e B < E e [A] o conjunto de

individuos que formam a extens&o do predicado “A” no modelo.
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Outra definicdo a ser seguida pelo quantificador Qg é a de conservatividade. O
termo esquerdo da equacdo anterior em uma declaracdo quantificada tem papel especial, ja

que ele € que limitao “campo de acdo”. Assim:

Definicéo 1.2.10 (BENTHEM, 1984, p. 446) Para todo conjunto E, com A, B — E, tem-se:

QeAB < Q:A(B NA)

Entretanto, estas duas definigdes ainda ndo sdo suficientes para o que Benthem
(1984) considera ser um quantificador. Entdo, uma terceira definicdo foi necessaria. Esta

seria, segundo o autor, a defini¢do de Variedade:

Definigédo 1.2.11 “Para todo conjunto ndo-vazio E, existe A — E tal que QeEA, mas também
A’ = E sem que QeEA’ " (BENTHEM, 1984. p. 446).

Com essas defini¢cbes, Benthem (1984) considerou ter apresentado uma forma
geral aos quantificadores generalizados, de modo que fosse possivel diminuir a classe de
relagcBes Qg para algo mais intuitivo sobre o que se entende a respeito de quantificadores.

Ainda com énfase na abordagem de quantificadores na linguagem natural, ha o
trabalho de Higginbotham (1995), que é um autor preocupado em discutir a diferenca entre
termos de massa e quantificadores de expressdes substantivas de massa, como “mais ouro” e
“um pouco de &gua’. Além disso, ele difere entre quantificadores de contagem e
quantificadores de massa, substantivos de contagem e substantivos de massa. Alguns

exemplos de substantivos de massa séo os seguintes:

(1) Este material é de ouro
(2) Esta é uma poca de agua.

Ouro e 4gua sdo substantivos de massa e tém extensdo. Assim, um quantificador
aplicado a estes substantivos, nos diz quanto —em que intensidade de massa — de ouro e agua
nos temos. Porem, intuitivamente, ndo € possivel combinar quantificadores que tém a ver com
ndmeros — contagem —, com substantivos de massa, como os exemplificados em (1) e (2), pois
se tém expressdes que ndo sdo proprias — ou bem formadas — na linguagem natural, como as

seguintes:
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(3) Um ouro é valioso.
(4) Uma &gua é uma poca.

Pergunta-se, entdo: por que ndo se pode contar ouro ou agua?

N&o e facil responder a essa questdo, mas é possivel quantificar esses substantivos
de massa, inserindo a frente deles algum outro substantivo ou expressdo que se possa
quantificar, como: “Tipo de ouro” e “Copo de agua’. Estas ultimas expressdes aceitam
determinantes como “um”, “dois’, ja que ambos — tipo e copo — sdo substantivos contaveis.
Outros substantivos contaveis podem ser colocados a frente dos substantivos de massa para

que se possa fazer a contagem. Exemplos: um tipo, amostra, taca, Xicara, copo, entre outros.

E importante lembrar que, quando se associam os substantivos de massa a uma
medida especifica, se podem ocultar os substantivos de contagem a sua frente, como em “trés
cervejas’. Apesar de ndo possuir um substantivo de contagem a frente, quando se |é ou se
ouve a expressao “trés cervejas’, associa-se imediatamente a expressao “trés garrafas de
cervejd’, ou sgja, 0 substantivo de contagem “garrafa’ para que a expressao “trés cervejas’
possa ser contavel estd oculto/subentendido. Este caso ndo acontece com todos os
substantivos de massa, j& que nem sempre existe uma medida padrdo que associe 0

substantivo de massa a um de contagem, como em “trés sais’.

No caso de ndo se utilizarem substantivos contaveis a frente de substantivos de
massa, deve-se substituir os quantificadores de contagem pelos quantificadores de massa,
como: muito, pouco, algum, quase todo, etc. Eliminam-se, assim, expressdes desnecessarias
ou que nd@o correspondem exatamente ao que se deseja argumentar, ou mesmo quando ndo se
consegue atribuir exatamente um ndmero cardinal ao substantivo em questdo e, ainda sim, se

pretende dar uma nocao sobre a quantidade existente.

Desse modo, Higginbotham (1995) definiu dois tipos de forma que um

quantificador pode assumir.

“Um quantificador pode ser chamado de quantificador de massa ou contagem e
depende de ele poder ocorrer em substantivos destas mesmas categorias’
(HIGGINBOTHAM, 1995, p. 385).
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Assim, para definir os quantificadores de massa, todos eles devem ter formas

universais ocultas em seu entendimento. Por outro lado, para quantificar estes objetos, é
preciso seguir algumas definigdes:

Seja D um conjunto ndo-vazio, que sera o dominio de quantificacdo. Um

quantificador restrito Q sobre D é interpretado por uma funcéo fq de pares

ordenados de subconjuntos de D em valores de verdade. Quantificadores,

como 0 proprio nome sugere, importam-se apenas sobre quantas coisas estao

sobre o predicado sobre o qual estdo em construgdo, e também satisfazem a

condicdo de Mostowski, onde os quantificadores respeitam permutactes de

dominio sobre os quais estdo definidos. Formalmente, a condicdo diz que se

a € uma permutacao ou automorfismo de D, entdo para todo conjunto A e B
de D:

fo(AB) = fo(a(A), a(B))

Se S é um conjunto, entdo |S| é o nimero cardinal de S. Se A e B sdo
subconjuntos de D, pode-se associar com eles o diagrama cardinal, a
quadrupla

G =|AnB| c;=|Ar-B|,cs=|-An B, cs=-A -B|
(HIGGINBOTHAM, 1995, p. 397).
Nas expressdes acima apresentadas por Higginbotham, A e B s@o subconjuntos de
D — dominio de quantificacdo —, c; representa o nimero cardinal associado a conjuncéo dos
conjuntos A e B; ¢, representa o cardinal associado a conjuncao de A e do complementar de
B; c3 representa o nimero cardinal associado a conjuncdo de B e do complementar de A; e ¢4

representa o nimero cardinal associado a conjungdo dos complementares de A e B.

Para k, n, r e s inteiros positivos, de acordo com Higginbotham (1995), podemos
interpretar os seguintes quantificadores por:

Todos | | =@
Alguns | ¢ #@
Maioria | | c1>¢C
Muitos; | | c1>n
Muitos, | | ci/citCo > r
Poucos; | | ci<Kk
Poucos, | | ci/ci+ca <s
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Apl6s estas primeiras interpretacdes, Higginbotham (1995) construiu um
Diagrama Booleano de pares ordenados de elementos M e I' (que representam oS
subconjuntos do dominio de quantificacdo), andlogos ao diagrama cardinal para apresentar
algumas outras definigdes sobre quantificadores, aumentando o nimero de interpretagdes de

“muitos’, “poucos’, “maioria’, etc., e conclui o que segue acerca dos quantificadores:

(1)Nenhum quantificador que envolve nimero cardinal pode ocorrer no sistema

de massa (onde s6 existem substantivos de massa).

(2)Uma nogdo de medida € necessaria para expressar o significado de todos os
quantificadores de massa (por isto, é criado o diagrama cardinal).

(3)E possivel desenvolver uma algebra e significado para os quantificadores de
massa, de modo que eles possam satisfazer a condi¢do de Mostowski e ainda
haver uma analogia direta entre os quantificadores de massa e oS

quantificadores de contagem.

Esta terceira conclusdo vem do fato de que o dominio da quantificacdo
generalizada é inseparavel do conceito de nimero, pois mesmo nas situacfes em que ndo

utilizamos o nimero em si, mas palavras como “maioria’, “muitos’ e “poucos’, ha subjacente
0 conceito de nimero. Para entender melhor estes termos pode-se utilizar a geometria, como
proposto por Rescher e Gallagher (1965), em que o quantificador “maiorid’ pode ser visto do
seguinte modo: A Maioria de A é B diz que a maioria da regido marcada “A” também é
marcada como “B”. Assim, se alguém quiser ir da regido que é “A e B” paraaregido “A e

ndo B” ir&para uma regido menor do que aquela em que estava anteriormente.

Deste modo, existem algumas defini¢cbes de “muito”, “pouco” e “maioria’, de
acordo com o cardinal de um conjunto. Esta é uma maneira bem diferente da que se imagina a
formalizacdo do quantificador “poucos’, que é apresentada neste trabalho, e diferente também
da formalizac&o do quantificador “muitos’, apresentado em Grécio (1999), mas que mostra as
diferentes formas de tratar os quantificadores.

Na secdo seguinte, serd analisado o quadrado das oposi¢cdes e sua importancia
para os estudos relativos as relac6es entre os quantificadores.
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1.3 Quantificadores e o quadrado das oposigdes

A seguir, analisa-se o significado das palavras “poucos’, “muitos’ e “maioria’, de
acordo com a concepcdo de Peterson (1979), que faz uma correspondéncia com o quadrado
das oposicdes, de Aristoteles.

Vérios motivos podem ser explicitados para o tratamento desses termos, entre eles
0s motivos puramente ldgicos, uma vez que o célculo de predicados de primeira ordem nao
consegue formalizar as inferéncias que contém esses termos. Motivos relativos a linguagem
natural podem ser também alegados, ja que o estudo de tais expressdes seria importante para
uma aproximacgdo da representacdo semantica, a partir da aproximacdo da descrigdo
linguistica desses termos.

Sintaticamente, “poucos’, “muitos’ e “maioria’ tém a funcdo de quantificadores,
como visto até agora. Aborda-se, entédo, o significado destes termos e a ligacdo entre eles.

A fim de analisar o significado desses quantificadores, verifica-se 0 que acontece
com a negacdo de expressdes que contenham esses termos. Usa-se entdo o quadrado das
oposicdes, de Aristoteles, que é perspicaz na introducdo de conceitos fundamentais que
contenham oposicao e contrariedade.

Um esquema béasico do quadrado das oposi¢des entre as proposicfes categoricas,

de Aristoteles, pode ser visto a seguir.

Em que:

A=TodoSéP.

E = Nenhum S é P (Todo S é ndo P).
I =Algum S éP.

O =Algum S é ndo P.
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As formas A e E sdo consideradas proposi¢oes “universais’ e as formas | e O,
“particulares’. O interessante no quadrado das oposi¢des € sua forma de cantos opostos, segja
pela qualidade do enunciado (afirmativo ou negativo), seja pela quantidade (universal ou
particular). Tem-se que uma proposi¢cdo p contradiz uma proposi¢cdo g do quadrado se, e
somente se, as duas possuirem valores de verdade diferentes. Uma proposicao p é contraria a
uma proposicao q se ambas puderem ser falsas ao mesmo tempo, mas ndo ambas verdadeiras.
Quando as proposicdes p e g podem ser ambas verdadeiras a0 mesmo tempo, mas ndo ambas
falsas, diz-se que sdo sub-contrarias.

Assim, no quadrado de Aristoteles, A e O sdo contraditérias, A e E sdo contrarias
e | e O sdo sub-contrérias.

Para se abordar as nogbes de “poucos’, “muitos’ e “maioria’, por meio de um
quadrado de oposicdes, é necessario analisar, inicialmente, outros recursos desse quadrado.
Primeiro, a existéncia é relevante, ou seja, ndo se esta falando de proposicGes ou sentencas
vazias de elementos que as satisfagam. Segundo, o vinculo do universal ao particular somente
pode ser assegurado se o quantificador das formas particulares for interpretado em sentido
amplo, ou sgja, “algum” devera ser interpretado como “um ou mais’. Isto se faz necessario
para que proposicdes do tipo A impliquem proposicdes do tipo I, e proposi¢oes do tipo E
impliquem sentengas do tipo O. Assim, “todas as pessoas s80 mentirosas’ implica que “uma
OU Mai's pessoas Sao mentirosas’.

Agora, analisam-se 0s termos “poucos’ e “muitos’. Trata-se “poucos’ com
posicdo analoga a “todos’, ao se utilizarem recursos do quadrado de Aristételes. O que seria
entdo negar uma expressao do tipo “poucos S sdo P’? Seria algo como “muitos S sdo P’ ?
Essas duas expressdes representam uma contradicdo entre elas? Dir-se-a que sim. Tém-se,
entdo, proposicdes contraditorias. E as contrarias? Diz-se que uma proposicdo € contraria ao
tipo “poucos S séo P’ se elafor do tipo “poucos S sdo ndo P.

Pergunta-se: 0 que “poucos S sdo P’ implica? Analise-se, entdo, se implica
“Muitos S séo ndo P”. Logo, nesta condicdo, tem-se 0 seguinte quadrado das oposicoes:

A: Poucos S sdo P E: Poucos S sdo ndo P

I: Muitos S sdo ndo P O: Muitos S sdao P
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Esse esquema de construcdo do quadrado contendo expressdes como “poucos’ e
“muitos’ €& adotada para conseguir as relagcdes originais de contradi¢do, contrariedade e
subalternacdo (ou implicacdo) contidas no quadrado de Aristételes. A seguir, um exemplo de

aplicacdo deste quadrado.

A: poucos politicos séo honestos. E: poucos politicos s&o ndo honestos.

I: muitos politicos sdo ndo honestos. O: muitos politicos sdo honestos.

Verifique-se, agora, se as formas A, E, | e O tém as caracteristicas das originais
do quadrado de oposi¢des, de Aristoteles.

No caso particular da nocdo de poucos, A e E ndo podem ser ambas verdadeiras,
pois se “poucos sd0”, entende-se cCOmMo “apenas poucos, € Ndo mais’, portanto ndo pode ser
verdade também gue “poucos ndo sao”. Ambas também podem ser falsas, pois pode acontecer
0 caso de ndo serem “poucos S&0” e “poucos sdo ndo”. Assim, A e E podem ser ditas
contrarias.

Analisando a subalternacdo, € possivel afirmar claramente que se “poucos
politicos séo honestos’, entdo seu complementar em relacdo ao universo é grande e, portanto,
“muitos sdo ndo”, isto €, “muitos politicos sGo ndo honestos’. Do mesmo modo, se “poucos
politicos sdo ndo honestos’, também se pode dizer que “muitos politicos sGo honestos’, assim
a subalternacéo de A para | e de E para O acontece.

Agora, a sub-contrariedade: Serd que as formas | e O podem ser ambas
verdadeiras? Sim, basta ndo entender “muitos’ como “maioria’. Assim, se existem politicos
suficientes (mais de 100, por exemplo), pode-se dizer que muitos sdo honestos e muitos sdo
ndo honestos, sem apresentar inconsisténcia.

Para completar o quadrado com seus recursos, as formas A e O (e E e I) devem
ser contraditérias. Isto acontece porque a expressao “ndo muitos’ possui o significado de
“poucos’ e negar “ndo poucos’ significa “poucos’, no sentido de “poucos ou mais’ e ndo
“somente poucos’. Para melhor compreensdo, pode-se reescrever as formas A e O. A forma
A fica do tipo “ndo muitos politicos sGo honestos’, que possui a mesma interpretacéo
semantica de “poucos politicos sdo honestos’. Desse modo, “ndo muitos politicos sdo
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honestos’ da forma A, contradiz aforma O: “muitos politicos sdo honestos’. Para as formas E
e | a analise é analoga.

E importante lembrar que as formas A e E devem ser do tipo “poucos’ e as formas
dotipo | e O, do tipo “muitos’, umavez que o inverso da relacdo de implicacdo ndo ocorre.

Completado o quadrado e reafirmados seus recursos, coloca-se outro
quantificador como “maioria’ nesse quadrado das oposi¢des. Considere-se 0 seguinte:

Se “poucos S séo P, entéo isso implicaque “amaioriade S € ndo P’ (Do mesmo
modo que “poucos S sdo ndo P’ implica que “amaioriaS é P’). Aplicando isto e substituindo
“poucos S sdo ndo P’ por “amaioriaS éndo P’ e “poucos S sdo P’ por “amaioriaS é ndo P’
e invertendo o quadrado (colocando A em E, e | em O), obtém-se:

A: A maioriade SéP | E: Amaioriade Sénao P

I: Muitos S sdo P O: Muitos S sdo ndo P

~

Reescrevendo a expressdo “maioria’ por “maior parte’, a fim de se traduzir
cardinalmente esta nocgdo, reapresenta-se este quadrado, acrescentando também a nocédo de

qualidade e quantidade:

Afirmativo Negativo
Quase A E
Universal A maior parte de SéP A maior parte de S é ndo P
Mais do que I @)
Particular Muitos S séo P Muitos S séo ndo P

Este quadrado é interessante, pois, apesar de mostrar apenas os quantificadores
“maioria’ e “muitos’, subentende-se que “maioria’ tem uma ligacdo com “poucos’, podendo

assim ser substituido quando for necessario sem perda do valor semantico.

1.3.1 Relacionamento entre os“quadrados’

Nesta secdo, relaciona-se o quadrado original de Aristételes, contendo “todo” e
“alguns’ com o quadrado criado anteriormente, contendo “maioria’ e “muitos’. Para isso,



36

tem-se a seguinte sequéncia de implicagdes: “Todo S € P” implicaque “A maioriaS é P’ que
implica “muitos s sGo P’ que, por sua vez, implica que “alguns S sGo P’. Todas as
implicagdes estdo inseridas na figura seguinte.

Figura 1. Relag6es entre proposicfes que expressam quantificagdes

Constata-se que o quadrado criado contendo “maioria’ e “muitos’ ocorre dentro
do quadrado de Aristoteles.

A seguir, aborda-se outro tipo de negacdo, que ndo seja por contradicdo ou
contrariedade: a negacao quantificacional.

Para negar uma proposicdo com um quantificador, basta colocar a expressdo
“ndo” a frente da frase e escolher outro quantificador qualquer que nao seja aquele que esteja
sendo negado. Por exemplo:

Maioria

Néo (Todo S é P) — { Mmtos }- SeP

Em relacdo a esses quantificadores de negacgdo, € importante observar que o
“poucos’ ndo pode ser usado como um deles. Exemplo: caso se afirme que “muitas mulheres
sdo bonitas’, entdo se negaria com “poucas mulheres sdo bonitas’, o que seria 0 mesmo que
dizer que “a maioria das mulheres ndo € bonita’. Essa Ultima proposicdo, comparada com a
primeira, leva a uma contradicdo, ou seja, ndo é mais uma negacdo quantificacional, mas uma
negacao que leva a uma contradicdo, diferente da que se esta querendo mostrar, a aplicacdo do
“poucos’ muda a estrutura da negacdo de uma maneira muito diferente dos outros
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quantificadores. Isto significa que “poucos’ é algo a mais do que um quantificador de
negacdo, ele consegue contradizer a proposi¢éo inicial.

Verifique-se, pois, se a negagdo de alguns quantificadores implica em outros
guantificadores. Por exemplo: a negacdo do quantificador “todos’ implica na existéncia dos
guantificadores “alguns ndo”, “muitos ndo” e “a maioria nd0”, ou O que acontece € O
contrario? A negacdo dos quantificadores “alguns nao”, “muitos ndo” e “a maioria néo”
implica no quantificador “todos’?

Examinem-se 0s esquemas que seguem:

Nem Todos —= M mtos Nao
Maioria

Figura (2)

Considerando a figura (2) com respeito a alternativa “maioria’: a negacdo de
“todos’, no caso, “nem todos’ ndo implica que “a maioria ndo €. Por exemplo: se a frase
“nem todos os politicos sdo mentirosos’ for considerada verdadeira, ndo significa que “a
maioria ndo é mentirosa’; se houver apenas um politico que ndo seja mentiroso, entéo a frase
“nem todos os politicos s80 mentirosos’ sera verdadeira; mas a proposicdo “a maioria dos

politicos ndo é mentirosa” é falsa (o exemplo € o mesmo, substituindo maioria por muitos).

Alguns .
Nao Muitos Nao —= Todos
Maioria

Figura (3)
Considerando agora a figura (3): se a frase “ndo € o caso que a maioria dos

politicos ndo é mentirosa” for considerada verdadeira, entdo a frase “a maioria dos politicos €

mentirosa’ também ser4 verdadeira, o que ndo implica que “todos os politicos sdo
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mentirosos’, pois uma Unica excegdo fard com que essa frase sgja falsa (mesmo exemplo,

substituindo maioria por muitos).

Alguns ~
Todos —= Nao Muitos Nao
Maioria
Figura (4)

Analisando a figura (4): serd que “todos’ implica “néo é o caso que a maioria ndo
€’ ? Considere-se 0 mesmo exemplo: “todos os politicos s&o mentirosos’ implica que “ndo é o
caso que a maioria dos politicos ndo € mentirosa’ ? Imagine-se que o contrario seja verdade:
“a maioria dos politicos ndo € mentirosa’, isso negaria a proposi¢ao “todos politicos sdo
mentirosos’. Assim, “ndo é 0 caso que a maioria ndo €' pode ser visto como “a maioria €”; e

gue “todos sa0” implica“amaioria &', como analisado previamente.

Alguns

Muitos Nao —= Nem Todos
Maioria

Figura (5)

Por altimo, analisando a figura (5), tem-se 0 seguinte exemplo: “A maioria dos
politicos ndo € mentirosa’, essa frase ndo pode ser verdadeira quando “nem todos os politicos
sdo mentirosos’ é falsa. Pois, caso esta Ultima seja falsa, entdo a verdadeira seria “todos os
politicos sdo mentirosos’, o que implicaria que “a maioria dos politicos € mentirosa’, que é
contraria a frase inicial. Assim, “a maioria ndo € implica “nem todos sd0”. O mesmo
acontece substituindo “maioria’ por “muitos’, nasfiguras (4) e (5).

O Unico quantificador que pode ser apresentado nos exemplos sem que ocorra
nenhuma discordancia é o “algum ndo”. Este quantificador implica o “nem todos’, que

implica “algum néo”.



39

Uma dltima implicacdo: “todos sd0” implica “ndo é o caso que alguns ndo sao”.
Se “todos os politicos sd0 mentirosos’, entdo “ndo é o caso que alguns politicos ndo sdo
mentirosos’, pois isto significa que “alguns politicos sdo mentirosos’, o que pode ser
implicado diretamente do quadrado original de Aristoteles.

No proximo capitulo sdo apresentadas as logicas moduladas, introduzidas por
Grécio (1999), e, inicialmente, a l6gica dos ultrafiltros, elaborada por Sette, Carnielli e Veloso
(1999), que, apesar de ter sido precursora na investigacdo que conduziu as légicas moduladas,

faz parte deste conjunto de logicas como um caso particular.
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CAPITULO 2. Légicas Moduladas

A Tese de doutorado de Gracio (1999) estabeleceu um novo conjunto de ldgicas,
as logicas moduladas. Para tanto, todas essas logicas apresentam alguns aspectos em comum,
que as caracterizam como tal. Aqui sdo apresentados, de maneira breve, 0s axiomas
necessarios para se considerar uma logica como modulada e, logo apos, a ldgica dos
ultrafiltros, que, embora anterior e motivadora das logicas moduladas, pode ser considerada
uma particularizacdo das mesmas, e trés logicas apresentadas por Gracio (1999).

Seja L a logica classica de primeira ordem com igualdade e Q um novo
quantificador usado para estendé-la. Denomina-se o quantificador Q de modulado quando
respeitar as condices que seguem. Nessas condicdes, L(Q) é a logica classica de primeira

ordem estendida pelo quantificador modulado Q.

Em Grécio (1999), os axiomas de L(Q) sdo os mesmos de L, com os axiomas da

identidade, aos quais sdo adicionados 0s seguintes axiomas especificos para o quantificador

Q:
(AX1) X ((X) <> w(X)) = (Qx @(X) «> Qx (X))
(AX2) Qx p(X) = Qy g(y), se'y é livre para x em ¢ (X)
(AX3) Qx ¢(x) = Ix ©(X)
(Ax4) X p(X) = QX p(X).
Todos esses axiomas estdo presentes nos sistemas apresentados nas préximas

seces.

As regras de deducdo do sistema L(Q) séo as regras usuais de L: Modus Ponens
(MP) e Generalizagao (Gen).

Conforme Grécio (1999, p. 161),

As formulas de L(Q) sdo aquelas de L acrescidas das formulas geradas pela
clausula seguinte: se ¢ é uma formula em L(Q), entdo Qx ¢ é uma formula
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de L(Q). A nogdo de variavel livre e ligada numa formula é estendida ao
quantificador Q, isto é, se x é livre em ¢, entdo x ocorre ligada em Qx .

A seguir, Gracio (1999, p. 161) denota por “p(t/x) o resultado da substituicdo de
todas as ocorréncias livres da variavel x em ¢ pelo termo t. Por simplicidade, quando nao

houver perigo de confusdo, escreve-se apenas ¢(t) em vez de o(t/x).”

Gréacio (1999) apresenta alguns rudimentos da teoria dos modelos para que as
l6gicas moduladas admitam a propriedade de Ultraprodutos. Mostra, ainda, um contra-
exemplo para o problema da interpolacdo, seguindo os passos de Sgro (1977). O problema da

interpolacdo é formulado em Gréacio (1999, p. 167) da seguinte maneira:

Sejam o e y sentencas de L(Q) tais que @ & . Temos, entdo, que existe

uma sentenca & de L(Q) tal que ¢ = 0, 6 =y e, com excecdo da igualdade,
todos os simbolos (relagcdes, funcBes e constantes) que ocorrem em 6
ocorrem em ¢ e . A sentenca 0 é denominada um interpolante de ¢ e .

Utilizando o Lema de Sgro (1977, p. 188) apds fazer uma construcdo das
sentencas ¢ e y e dos modelos modulados (A, q:) € (A, d.), Gracio (1999) constréi um

contra-exemplo para o problema da interpolagéo, que pode ser utilizado em qualquer uma das
I6gicas moduladas. Ainda nesse trabalho, Gracio (1999) apresenta consideragdes referentes a

contribuicdo das légicas moduladas para a questdo do raciocinio indutivo.

Em continuidade a tese de Gracio (1999), diversos trabalhos tém sido
desenvolvidos, dentre eles citam-se Gréacio, Feitosa e Nascimento (2006), no artigo intitulado
“Muitos’ : Formalizando um Conceito Impreciso, em que sdo mostrados alguns limites do
modelo proposto para interpretar "muitos” em um contexto formal e hd uma discussdo sobre
este assunto. Citem-se ainda Feitosa, Gracio e Nascimento (2008), em Linguagem e
inferéncia indutiva em sistemas dedutivos, que trata da relacdo entre linguagem e inferéncia, e
enfatiza a inducdo ou inferéncia indutiva quando ndo é possivel obter uma deducdo precisa.
Também ¢é importante citar Gracio, Feitosa e Nascimento (2008), em Sobre o0s
quantificadores generalizados, que trata sobre os quantificadores que ndo podem ser
definidos a partir dos quantificadores da légica classica de primeira ordem. Ainda sobre
quantificadores generalizados, temos o trabalho de Silvestrini (2005), intitulado Tableux e
Inducdo na Ldgica do Plausivel; o trabalho de Mariana Matulovic da Silva (2008), intitulado
A légica do muito em um sistema de Tablds. Podemos também citar os trabalhos: de Feitosa,



42

Nascimento e Gréacio (2009), com o titulo Algebraic elements for the notion of 'many'; e
Feitosa, Nascimento e Gréacio (2010), intitulado A propositional version for the plausible, que
traz uma versao proposicional para a légica do plausivel apresentada por Gracio (1999).

Com base nesta axiomatica geral, Gracio (1999) e Carnielli e Gracio (2008)
estabelecem a ldgica do muito, que se propde a modelar matematicamente a nocdo de
“muitos’; a logica da maioria, destinada a formalizar a nocdo de “maioria’; a légica do
plausivel, que tem por objetivo formalizar a nocéo de “para uma ‘boa parte”, acrescentando,

na sintaxe de L, novos axiomas especificos para cada quantificador proposto.

A seguir, sdo apresentadas a l6gica dos ultrafiltros, a l6gica da maioria e a légica
do plausivel, de maneira sucinta, pois ndo fazem parte do tema central deste trabalho, e a

l6gica do muito, de maneira mais cuidadosa, por ser inspiracdo desta pesquisa.

2.1 Logica dos ultrafiltros

A lbgica dos ultrafiltros teve como propositores A. M. Sette e W. A. Carnielli.
Apesar de ter sido elaborada antes do trabalho de Gracio (1999) e lhe servir de inspiracao,
também pode ser considerada como uma particularizacdo de légica modulada. A légica dos
ultrafiltros tem uma interpretacdo seméantica de um novo quantificador “quase sempre’, dada
por uma estrutura de ultrafiltro préprio.

Um exemplo classico de raciocinio que pode ser formalizado por esta logica é a
proposicdo “quase todos o0s passaros voam”. Quando se fala sobre conjuntos, pode-se
substituir a expressao “quase todos’ por “quase tdo grande quanto”, dando uma impresséo de
quase totalidade de um conjunto qualquer. Desse modo, considerando o exemplo dos
passaros, tem-se “0 conjunto dos passaros que voam é quase tao grande quanto o conjunto dos
péssaros’ (GRACIO, 1999, p. 48)

Para se verificar que subconjuntos X e Y de um conjunto universo B sdo “quase
téo grandes quanto B”, deve-se ter o seguinte (SETTE; CARNIELLI; VELOSO, 1999):

(1) se X égrande e X Y, entdo Y também € grande;
(2) se X e Y sdo ambos grandes, entdo X m Y é necessariamente grande;

(3) ou X é grande ou X° é grande.
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A condicéo (2) pode ndo ser muito intuitiva em um primeiro momento, mas é
preciso lembrar que se trata de subconjuntos X e Y que contenham “quase todos’ os
elementos de um mesmo universo B. Assim, eles tém “quase todos’ elementos em comum

e, entdo, necessariamente, sua intersecgao € grande.

Com relagcdo ao quantificador generalizado “quase todos’, sua interpretacéo
pode ser capturada pelo conceito de filtro proprio maximal, ja que “ultrafiltros estdo
também conectados com a nogdo de medida, considerando que o que € deixado do lado de
fora de um ultrafiltro tem ‘medida zero’” (SETTE; CARNIELLI; VELOSO, 1999, p. 135).

Para formalizar a logica dos ultrafiltros, estende-se a logica classica de
primeira ordem L (com simbolos para predicados, funcdes, constantes e fechado sob os
conectivos ~, v, —», — e sob os quantificadores 3 e '), pela inclusdo de um novo

quantificador generalizado V. Denota-se a l6gica dos ultrafiltros por L(V).

Segundo Sette, Carnielli e Veloso (1999), as formulas e sentencas de L(V) séo
as mesmas de L e mais aquelas geradas a partir da seguinte clausula: se ¢ € uma formula de
L(V), entdo Vx ¢ € uma férmula de L(V). Os axiomas de L(V), propostos por Sette,

Carnielli e Veloso (1999), sd@o 0s mesmos de L e mais 0s seguintes axiomas de ultrafiltro:

(AX1) X (p(X) = w(X) ) = (VX p(X) = VX (X))
(AX2) (VX @(X) A VX (X)) = VX (p(X) A y(X))
(AX3) VX @(X) v VX =p(X)

(Ax4) VX p(X) — Ix p(X).

Dada uma interpretacdo com universo A e g, y formulas, com exatamente uma
variavel livre x, entdo, para os conjuntos [p] = {a € A : ¢[a]} e [w] = {a € A : y[a]}, os
axiomas (Ax1) a (Ax4), intuitivamente, afirmam que (SETTE; CARNIELLI; VELOSO,
1999):
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(AX1) se [¢] contém quase todos individuos de A e [¢] € um subconjunto de

[w], entdo [y] também contém quase todos individuos de A;

(Ax2) se [¢] contém quase todos os individuos de A e [w] contém quase
todos os individuos de A, entdo [¢] e [w] contém quase todos os

individuos de A,
(Ax3) [¢] ou seu complementar contém quase todos os individuos de A;

(Ax4) se [¢] contém quase todos os individuos, entdo existe algum

individuo que satisfaz .

As regras de inferéncia do sistema L (V) sdo as mesmas de L, nominalmente:

¢ Modus Ponens (MP): de ¢ e ¢ — y deduzimos w;

e Generalizacdo (Gen): de ¢ deduzimos X ¢.

Sette, Carnielli e Veloso (1999) apresentam uma semantica para a légica dos

ultrafiltros, denominada estrutura dos ultrafiltros. Esta estrutura é constituida pela estrutura

classica, A = (A, I}, dotada de um ultrafiltro préprio, FV, sobre o universo U de A.

A nocdo de satisfacdo das formulas em cada estrutura de ultrafiltro, AF = (A,
FY), é definida da mesma forma presente na légica classica de primeira ordem quando o

quantificador V ndo ocorre na formula. Quando o quantificador V ocorre, a satisfacdo da

sentenca VX o(y, x) [a] ¢ definida por:
AFE=Vxo(y,x)[a] = {beU:AFE=qg(y,x)[a,b]}eF

Os autores demonstram que os teoremas da deducdo, da correcéo e da completude
sdo validos nesse novo sistema, por meio de pequenas adaptaces da demonstracdo classica e
de algumas construcdes de ultrafiltros. Outros teoremas validos sdo os teoremas da

compacidade e de Lowenheim-Skolem.

Carnielli e Veloso (1997) afirmam que o sistema desenvolvido anteriormente

formaliza também um tipo de raciocinio genérico. Para tanto, associam o quantificador V ao
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advérbio geralmente, e definem um objeto genérico como sendo aquele que possui a

propriedade que ‘quase todos’ 0s objetos possuem.

Em continuidade, diversos trabalhos tém sido desenvolvidos sobre propriedades,
desdobramentos e interfaces da logica dos ultrafiltros, entre eles, citamos: On “ Almost All”
and some presuppositions, de Paulo A.S. Veloso (1999), que trata dos problemas referentes
ao sistema logico para o tratamento preciso de sentencas envolvendo “quase todos’ e analisa
suas ideias subjacentes; Veloso (1998), intitulado On a Logic for ‘Almost All’ and * Generic’,
que apresenta uma explicacéo de alguns aspectos para argumentos que usam expressdes Como
“genérico” e “tipico” em funcdo do quantificador “quase todos’; Carnielli e Veloso (2004),
intitulado Logics for qualitative reasoning, que apresenta alguns sistemas de ldgica com
quantificadores generalizados para os "modificadores™, que expressam imprecisdo, como

"geralmente”, "raramente”, "mais", "muitos”, etc.

Em uma abordagem formal, um elemento generico para uma férmula ¢(x), com

uma variavel livre Gnica x, é um individuo g € U, tal que:
AF = Vxop((X) < AF = ¢(X) [g].

Para formalizar o raciocinio genérico por meio da l6gica dos ultrafiltros, precisa-

se de um tipode similaridade T e uma nova constante ¢ que ndo aparega em .

Em Carnielli e Veloso (1997), é definido o axioma da generalidade, y(c/y(x)), da
constante ¢ para a formula y(x) de L(V), como a sentenca Vx y(x) <> w(c) de LT(V). A
condicéo de generalidade sobre ¢ para um conjunto ‘' de formulas de L(V) —com uma Unica
variavel livre x — ¢ definida como o conjunto y(c/ ) = { y(c/y(X)) : w(X) € ¥} (GRACIO,
1999, p. 71).

Cite-se um dos exemplos apresentados no artigo de Carnielli e Veloso (1997)

sobre a aplicabilidade deste sistema em situacdes em que ocorre 0 raciocinio genérico:

De ‘a maioria dos cisnes sdo brancos’, conclui-se que ‘um cisne genérico é
branco’.

O tipo T tem um predicado unario W [branco] e £ [conjunto de sentencas]
tem Vx W(X).
Considerando uma nova constante s (para um cisne genérico), a extensao

genérica Z[s] tem o axioma da generalidade Vx W(x) <> W(s). Logo Z[s] +
W(s).
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Note que, se b ndo é um cisne branco, em X[s] . {~W(b)}, tem-se ambos
-W(b) e W(s), tal que —b = s (este cisne ndo branco ndo é um cisne
genérico) (CARNIELLI; VELOSO, 1997, p. 43).

A seguir, apresenta-se outra particularizacdo das logicas moduladas, a l6gica da

maioria.

2.2 A Logica da maioria

Nesta secdo, constam 0s pontos principais da l6gica da maioria, presente na tese
de doutorado de Gracio (1999), a partir das ideias de Rescher (1962).

2.2.1 Conceitos subjacentes a formalizacéo de “maioria”

A noc¢do de maioria ndo pode ser formalizada na logica classica de primeira
ordem, e, sendo um conceito interessante acerca de qualquer conjunto de individuos, alguns

pesquisadores se dedicaram a sua formalizacao.

O conceito de maioria esta presente em sentencas do tipo “a maioria das aves
voa’'. Neste contexto, o termo maioria indica que a quantidade de individuos que tem certa
propriedade é maior do que a quantidade de individuos que ndo possuem esta propriedade.
Assim, se for necessario decidir se uma ave genérica voa, decide-se que ela voa, dado que “a

maioria das aves voa’.
Desse modo, a no¢do de maioria esta associada:

A noc#o de proposigio mais provavel entre os individuos do universo e esta,
a nocdo de tamanho de conjuntos. Consideramos que a maioria dos
individuos satisfaz uma proposi¢do ¢ quando o conjunto formado pelos
individuos que a satisfazem é maior que aquele formado pelos que ndo a
satisfazem (GRACIO, 1999, p. 77).

Segundo Grécio (1999, p. 78), as nocbes sobre maioria estdo “relacionadas a
nocdo de comparacdo entre subconjuntos de um conjunto universo, por meio de seus

tamanhos’.
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Assim, ainda de acordo com Gréacio (1999), para que dois subconjuntos X e Y de
um mesmo universo U contenham a maioria dos elementos de U, eles devem seguir as

seguintes nogoes:

1. se X é grande, entdo seu complementar X°, com respeito a U, é considerado

pequeno;
2. se X égrande e X = Y, entdo Y também é grande;
3. se X é grande, entdo X = &,

4. U é grande;

5. se X, Y sdo grandes, entdo X m Y # &,

Denotando por |X| o nimero cardinal associado com subconjunto X, diz-se que X
é grande se, e somente se, o cardinal de X é maior do que o cardinal de X, ou seja, |X| > |X".

Ainda, hd uma definicdo que pode ajudar no entendimento sobre conjuntos grandes. Diz-se

que X é dominado por Y (denotamos por X—Y), se existe uma funcdo injetiva de X em Y.

Por meio do conceito de dominagao entre conjuntos, pode-se dar uma ordenacao

para 0s nimeros cardinais:
@) [X| = Y| se, e somente se, Y - X;

(b) |X| =1Y] se, e somente se, X > YeY - X.

Pela definicdo de adicdo de nameros cardinais (Cantor, 1887), tem-se que a + b é
0 Unico cardinal c tal que se X e Y sdo conjuntos com |X| =a, |[Y|=be XY =&, entdo |X

wY|=c.

A seguir, citam-se algumas propriedades da aritmética que, de acordo com Gréacio
(2009, p. 79), foram importantes para a criacao da l6gica da maioria.

() propriedades basicas de adi¢do (Cantor 1887);

(i) para quaisquer conjuntos X e Y, ndo necessariamente disjuntos, |X|+
Y= XY,
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(iii)  seja %o 0 nimero cardinal do conjunto dos nimeros naturais. Para
todo cardinal a = ¥, e para todo cardinal finito n, tem-se: a + n = a. Em

particular, %o + n = o;
(iv)  paratodo cardinal a, a + 1 = a se, e somente se, a = ¥o;
(V) Yut Ya= Y. (Hessenberg 1906);

(VD) Yt A= Womax(a -

Se X é qualquer subconjunto de um universo U, tem-se que U = X w X°. Assim,

em termos de frequénciais, X é a proposicdo mais provével se, e somente se, |X| > [X|.

A seguir, apresenta-se a axiomatica do quantificador (M), presente em Gracio
(1999), proposta pela primeira vez por Rescher (1962).

2.2.2 Axioméatica de L(M)

Se L é a logica de primeira ordem com identidade, a légica da maioria L(M) é

apresentada por Gréacio (1999) do seguinte modo.

Os axiomas de L(M) séo os axiomas de L acrescidos dos seguintes axiomas do

quantificador M (maioria):

(AX1) ¥ (@(x) = w(X)) = (MX p(x) = Mx y(X));
(AX2) Mx @(X) = 3X 9(x);

(AX3) MX @(X) = = Mx (= ¢(X));

(Ax4) VX (X) = Mx (X);

(AX5) (Mx 9(x) A Mx (X)) > 3x (p(X) A w(X));

(AX6) X (p(X) <> w(X)) = (MX @(X) «> Mx y(X));
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(AX7) Mx @(X) — My @(y), se y é livre para x em ¢(X).

Segundo Gréacio (1999), dada uma interpretacdo com universo A e as formulas ¢ e
y com exatamente uma variavel livre, entdo, para os conjuntos [p] = {a e A: p[a]} e [w]={a

e A:wy(a)}, os axiomas (Ax1) a (Ax6), intuitivamente, afirmam que:

(Ax1) se a maioria dos individuos pertence a [¢] e [¢] = [w], entdo também [y] é

constituido pela maioria;
(Ax2) se a maioria dos individuos pertence a [¢], entdo [¢] ndo € vazio;

(Ax3) se a maioria dos individuos pertence a [¢], entdo [—¢] ndo é constituido

pela maioria;
(Ax4) se [¢] contém todos os individuos, entdo [¢] também contém a maioria;

(AX5) se [¢] e [w] contém a maioria dos individuos, entdo sua intersecdo néo é

vazia;

(Ax6) se [¢] e [w] contém os mesmos individuos, entdo [¢] contém a maioria dos

individuos se, e somente se [y] também contém a maioria.

Segundo Gracio (1999), o AX7 representa 0 axioma da substituicdo de variaveis
para o quantificador M.

As regras de inferéncia do sistema L(M) séo as mesmas de L, nominalmente:
¢« Modus Ponens (MP): de ¢ e ¢p — y infere-se w;

e Generalizagdo (Gen): de ¢ infere-se X .

Segundo Gréacio (1999), as no¢es sintaticas usuais, como demonstracdo, teorema,
consequéncia légica, consisténcia, etc., para L(M) sdo definidas de modo analogo as definidas

na légica classica.
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Com base nesta sintaxe, as formulas de L(M) sdo as mesmas de L acrescidas
daquelas geradas pelo que segue: se ¢ é uma formula de L(M), entdo Mx ¢ é uma férmula de
L(M).

Vaérios exemplos podem ser formalizados via logica da maioria. Sejam B(x), C(x),

D(x) e E(x) simbolos de predicados de L(M) que expressam, respectivamente, “x € adulto”,

“x trabalha’, “x gosta de doces’ e “x gosta de futebol”. Considerando o universo de

paulistanos, podem-se formalizar algumas sentencas, como:

“A maioria dos paulistanos é adulta e trabalha” por Mx (H(x) ~ C(X));

“Se todos os paulistanos gostam de doces, entédo a maioria dos paulistanos gosta de doce” por
X D(X) = Mx D(X);

“Se todo paulistano que gosta de doce, também gosta de futebol, entdo se a maioria dos
paulistanos gosta de doces, a maioria dos paulistanos gosta de futebol” por ¥x (D(x) — E(X))
— (Mx D(X) = Mx E(X)).

A semantica da l6gica da maioria possui uma estrutura classica A = (A, {R*i}i-1,
{Fikies {dkerd

na qual A é o conjunto universo, R; é uma relacdo To-aria definida em A, parai e I, fjé uma
funcéo j-aria de A" em A, supondo-se Ti(j) = n, para j € J e cx € uma constante de A, parak
K.

Define-se a relacdo de satisfagdo das formulas de L(M), na estrutura A,
recursivamente, da maneira usual, com o acrescimo da seguinte clausula:

¢ sejam ¢ uma formula cujo conjunto de variaveis livres esteja contido em {x}{y, ..., Yo} €

a = (ay, ..., a,) uma sequéncia de elemetos de A. Ent&o

Al=Mxol[a] see |[{be A: Alg[bal }|>|{be A: Al —g[ba]}
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Gréacio (1999) demonstrou que a légica da maioria é correta, entretanto ndo é
completa, com base nos teoremas demonstrados por Mostowski (1957).

2.3 Aldgica do plausivel

Nesta secdo, aborda-se, de modo sucinto, a logica do plausivel proposta em
Grécio (1999).

2.3.1 ldeias gerais para formalizacdo do “ plausivel”

Nesta secdo, apresenta-se a logica construida por Gracio (1999) para formalizar
expressoes do tipo “ha suficientes x tais que (X)” ou “parauma ‘boa parte de x, p(x)”. Para
a autora, o termo “boa parte’” significa, no contexto, um conjunto considerado suficiente de

evidéncias, que ndo necessariamente € um conjunto grande.

Uma das influéncias de Gréacio (1999), ao formalizar este conceito pode ser vista
em Popper (1975), que declara que se age muitas vezes segundo um conjunto de proposicoes
acreditadas e, para que uma proposicdo seja acreditada, “basta, na maioria dos casos, certo
grau bem baixo de certeza’. (Popper, 1975, p. 82).

Segundo Grécio (1999), proposicdes plausiveis sdo aquelas nas quais se acredita,
independente do nimero de proposicOes favoraveis em um conjunto universo. Apesar de essas
proposicies expressarem a forma mais “vaga’ de raciocinio indutivo, elas representam
argumentos proximos aos usados em inferéncia estatistica, “na qual o conjunto de evidéncias
(amostra) considerado suficiente para o estabelecimento das inferéncias é pequeno, em
relacdo ao conjunto universo” (Grécio, 1999, p. 133).

O conceito que a autora formalizou ndo esta ligado a cardinalidade do conjunto de
confirmacfes ou evidéncias, mas estd associado a nogdo de “suficiéncia de evidéncias’

atribuida a proposicdo. Para isso, é utilizada a classificacdo dada em Carnap (1950), em que
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se esta preocupado apenas em observar a presenca ou auséncia da plausibilidade de uma

proposicao.

Pode-se citar como exemplo de sentenca plausivel: “uma ‘boa parte dos passaros
voa'. Uma vez que € estabelecida a plausibilidade dessa proposicéo, as conclusbes ndo séo
afetadas pela quantidade de evidéncias dessa proposicdo. Assim, se houver um passaro

genérico, deve-se inferir que ele voa.

Segundo Gréacio (1999, p. 134), a nocdo de plausibilidade possui algumas
propriedades estruturais: se duas proposices sdo plausiveis, sua conjungdo e sua disjuncédo
também sdo plausiveis; se todos os individuos do universo satisfazem uma proposicédo, entao

esta proposicdo é plausivel.

Para a sintaxe da logica do plausivel, insere-se um novo quantificador — o

quantificador do plausivel (P) — nalinguagem usual da ldgica de primeira ordem, dado por
Px @(X),

a qual representa a proposicdo “para uma ‘boa parte de x, ¢(x)” ou “ha suficientes x tais que
o(x)".

Assim, a ldgica do plausivel é a extensdo da logica classica de primeira ordem L,

obtida pela inclusdo do quantificador P na linguagem de L.

A Ldgica do Plausivel pode ser considerada, no que concerne a nogdo de
crenca, um enfoque alternativo a Logica Modal S4, dado que ela oferece um
maior nivel de especificidade por levar em conta as evidéncias em favor da
proposicdo sem, entretanto, se prender a nogdo de cardinalidade ou de
conjunto grande. A Ldégica do Plausivel pode, também, ser considerada uma
versao alternativa da Logica Auto-epistémica para o calculo de predicados.
No sistema em Moore (1985), o operador L é adicionado a linguagem
proposicional; férmulas da forma Lp sdo interpretadas como “p €
acreditado”. Interpretando a proposicao “p € acreditado” por “p é plausivel”,
o quantificador P, em termos intuitivos, faz o papel de L no calculo dos
predicados da seguinte maneira: Px ¢(x) é analogo a L[¥x ¢(x)] (Grécio,
1999, p. 134).
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2.3.2 A Axiomaética de L(P)

Seja L é a logica de primeira ordem com identidade. A légica do plausivel,

denotada por L (P), é construida do seguinte modo.

Os axiomas de L(P) sdo os axiomas de L acrescidos dos seguintes axiomas para o

quantificador P (plausivel):

(AX1) (Px ¢(X) A Px y(X)) = Px (@(X) A (X))
(AX2) (PX @(X) A Px y(X)) = Px (@(X) v (X))
(AX3) VX (X) —> PX 9(X)

(Ax4) PX p(X) = 3X (X)

(AX5) VX (9(X) > w(X)) = (PXx ©(X) <> PX (X))

(Ax6) P x p(X) = Py ¢(y), se y € livre para x em ¢(X).

Dado as férmulas ¢ e y, com exatamente uma variavel livre, de um universo A,
para os conjuntos [p] = {a € A: @)} e [w]= {a e A: wy(a)}, os axiomas (Ax1) a (Axb),

intuitivamente, afirmam que:

(Ax1) se [¢] e [w] contém uma ‘boa’ parte dos individuos, entdo a intersecgdo de

[] e [w] também contém uma ‘boa parte dosindividuos;

(AX2) se [¢] e [w] contém uma ‘boa parte dos individuos, entdo a unido de [¢] e

[w] também contém uma ‘boa’ parte dos individuos;

(Ax3) Se [¢] contém todos os individuos do universo, entdo uma ‘boa parte dos

individuos pertence a [¢];

(Ax4) se [¢] contém uma ‘boa’ parte dos individuos, entéo [¢] néo é vazio;
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(AX5) se [p] e [w] contém os mesmos individuos, entdo [¢p] contém uma ‘bod
parte dos individuos se, e somente se, [y] também contém ‘boa parte dos

individuos.
As regras de inferéncia do sistema L(P) sdo Modus Ponens e Generalizagao.

As nocOes sintaticas para L(P), tais como sentenca, teorema, demonstracéo,

consequéncia logica, consisténcia, etc., sdo definidas de modo anélogo as definidas na l6gica
classica.
As formulas de L(P) sdo as mesmas de L(P) mais aquelas geradas pela
clausula seguinte: se ¢ é uma formula de L(P), entdo Px ¢ é uma férmula de

L(P). A nogdo de variavel livre e ligada numa formula é estendida ao

quantificador P, isto é, toda ocorréncia de x em Px ¢ € ligada (GRACIO,
1999, p. 143).

A substituicdo de variaveis por termos é feita do seguinte modo:

Denotamos por ¢ (t/x) o resultado da substituicdo de todas as ocorréncias
livres da variavel x em ¢ pelo termo t. Por conveniéncia, quando ndo houver
perigo de confusdo, denotamos o resultado das substituicGes apenas por p(t)
(GRACIO, 1999, p. 144).

Por exemplo, varias sentencas podem ser formalizadas via logica do plausivel.
Sejam H(x), C(x), D(x) e E(x) simbolos de predicados de L(P) que expressam,
respectivamente, “x é adulto”, “x trabalha’, “x gosta de doces’ e “x gosta de futebol”.

Considerando o universo de paulistanos, podem-se formalizar algumas sentengas, como:

“Uma ‘boa parte dos paulistanos € adulta e trabalha”, por Px (H(X) » C(X)).

“Seuma‘boa parte dos paulistanos € adulta e uma ‘boa parte dos paulistanos gosta de doces,
entdo uma ‘boa’ parte dos paulistanos é adulta ou gosta de doces’, por Px H(x) » Px D(x) —
Px (H(x) v D(x)).

“Se todos paulistanos gostam de futebol, entdo uma ‘boa parte dos paulistanos gosta de
futebol”, por '7x E(x) — Px E(X).
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Define-se a semantica para as formulas de L(P) da seguinte maneira. Seja T = (I,

J, K, To, T1) um tipo de similaridade e A = (A, {R*}ic1, {fi}jes {Cklkek) UMa estrutura

classica de primeira ordem de tipo . Uma Estrutura topolégica reduzida A" de tipo t para

L(P) é composta por A acrescida de uma topologia reduzida 3” sobre A. Em termos formais,
A=A R (il {dker, 3% = (A TH

na qual A é o conjunto universo, R; € uma relagédo Ty -aria definida em A, parai € I, fjé uma

funcdo j-aria de A" em A, supondo-se T1(j) = n, para j € J, cx € uma constante de A, parak

K e 3 é uma topologia reduzida sobre A.

Define-se a relacdo de satisfacdo das férmulas de L(P), na estrutura A~

recursivamente, da maneira usual, com o acréscimo da seguinte clausula:

¢ sejam ¢ uma formula cujo conjunto de variaveis livres esteja contido em {x}{y1, ..., Yo} €
a = (ay, ..., a,) uma sequéncia de termos de A. Entdo
A" = Pxg[a] seesomentese {be A: A" = g[ba] } € 3

Gracio (1999) demonstra que este sistema logico € consistente, correto e
completo.

2.4 A Logica do muito

Considerando que a logica do muito é o sistema motivador para este trabalho,
apresenta-se esta légica de modo mais detalhado que as anteriores.
Antes de se tratar propriamente da l6gica do muito, é preciso abordar alguns

conceitos usados em sua criagéo.
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2.4.1 Familia fechada superiormente

A seguir ¢é apresentada a definicdo de uma estrutura matematica que tenta capturar
aprimeira intuicdo que temos ao tratar de sentencas que contém o quantificador “muitos’. Vé-
se, porém, que algumas alteraces sdo necessarias para a intuicao completa de uma estrutura

matemética que capture a intuicdo de “muitos’ como proposta por Gréacio (1999).

Defini¢do 2.4.1.1 (GRACIO, 1999, p. 107): Uma familia fechada superiormente F sobre um
conjunto universo A é uma colecdo de subconjuntos de A que satisfaz as seguintes condicdes:

(lseBeFeBcC,entdo C e F;
(i)AeF.

A seguir, tem-se um exemplo de conjunto que atende as condi¢cdes para ser uma

familia fechada superiormente.

Proposicdo 2.4.1.2 (GRACIO, 1999, p. 107): O conjunto das partes de A, P(A), é uma
familia fechada superiormente sobre A.
Demonstracgéo: Para todos B, C = A, se B € P(A) e B= C, entdo C & P(A). Além disso, A =

P(A). Logo, P(A) é uma familia fechada superiormente sobre A. m

A seguir, tém-se as condicGes para que uma familia fechada superiormente seja

propria ou impropria.

Defini¢do 2.4.1.3 (GRACIO, 1999, p. 108): Uma familia fechada superiormente F é chamada

de imprépria se F = P(A).

Proposicéo 2.4.1.4 (GRACIO, 1999, p. 108): Uma familia fechada superiormente F sobre A

é propriase & ¢ F.
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Para a formalizagdo do conceito de “muitos’, Gracio (1999) utiliza a definicdo de
Familia Fechada Superiormente Prdpria.

2.4.2 Formalizando logicamente o quantificador “muitos’

A l6gica do muito, uma das l6gicas moduladas introduzidas por Grécio (1999), é
caracterizada pela inclusédo de um novo quantificador, o qual ndo pode ser definido a partir
dos quantificadores da logica de primeira ordem (% e 3), destinado a formalizacdo do
conceito de “muitos’, quantificador presente na linguagem natural.

A ldgica do muito tem por intuito formalizar expressdes como: “muitos brasileiros
gostam de refrigerante’, “muitas garotas ‘amadurecem’ mais rapidamente que os garotos’,
“muitos carros usam gasolina como combustivel”, etc. Tais expressdes referem-se a um
“conjunto grande de evidéncias’, mas que ndo precisa necessariamente ser interpretado como
a“maioria’ do universo e nem significa que a expressao “muitos’ se refere a uma quantidade
especifica de pessoas/objetos que possuem uma propriedade.

Para essa formalizacdo, Gracio (1999) introduz um novo quantificador G na
linguagem classica de primeira ordem. Assim, uma expressdo da forma “Gx ¢(x)” significa
que “para muitos X, ¢(x)”.

Se L é a légica de primeira ordem com identidade, a légica do muito L(G) é
construida do seguinte modo:

Os axiomas de L(G) sdo os axiomas de L acrescidos dos seguintes axiomas do

quantificador G:

(AX1) VX (@(X) <> w(X)) = (CX 9(X) «> GX (X))

(AX2) Gx p(X) — Gy ¢(y), quando y é livre para x em ¢(X)
(AX3) ¥X p(x) = Gx (X)

(Ax4) GX p(x) = IX ¢(X)

(AX5) ¥X (@(X) = w(X)) = (GX (X) = CX y(X)).
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Os dois primeiros axiomas tém a fungdo de adequar o modelo proposto para esta
I6gica. Os axiomas Ax3, Ax4 e Ax5 sdo especificos para a loégica do muito e possuem as
seguintes caracteristicas intuitivas:

Ax3 — Se todos individuos do universo satisfazem a sentenca ¢, entdo ¢ €

verdadeira para muitos individuos;

Ax4 — Se muitos individuos do universo satisfazem a sentenca ¢, entdo existe

algum individuo que satisfaz o;

AX5 — Se todos os individuos do universo que satisfazem ¢ também satisfazem y,

entdo se muitos individuos satisfazem ¢, muitos individuos satisfazem .

Por exemplo, vérias sentencas podem ser formalizadas via l6gica do muito. Sejam
B(x), C(x), D(x) e E(x) simbolos de predicados de L(G) que expressam, respectivamente, “x é
homem”, “x é crianca’, “Xx gosta de doces’ e “x gosta de futebol”. Considerando o universo de

paulistanos, podem-se formalizar algumas sentencas, como:

“Se todos paulistanos gostam de futebol, entdo muitos paulistanos gostam de futebol” por 'w'x
E(X) = Gx E(X);

“Se muitos paulistanos sdo homens, entdo algum paulistano € homem” por Gx B(x) — 3x
B(X);

“Se todo paulistano que gosta de doce, também gosta de futebol, entdo se muitos paulistanos
gostam de doce, muitos paulistanos gostam de futebol” wx (D(x) — E(X)) — (Gx D(x) — Gx
E(X));

“Muitos paulistanos sdo criangas ou ndo sdo criangas’ por Gx (C(x) v —C(x));

As regras de inferéncia de L(G) séo as mesmas de L.
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2.4.3 Semantica da l6gica do muito

A lbégica do muito é composta por uma estrutura de primeira ordem A, com
universo A, dotada por uma familia prépria de conjuntos fechados superiormente F e

denotada por A",

Define-se A" = (A, {R}ict, {F}en { ke, FA) = (A, F*)

Seja ¢ uma formula cujo conjunto de variaveis livres esteja contido em {x}{y, ..., yn} € a

= (ay, ..., an) uma sequéncia do dominio de A. Entdo

AFE Gxseesomentese {be A: AF=olb, a]} e F~
Esta semantica apresenta o significado de que muitos individuos x tém (ou
satisfazem) a propriedade ¢(X) na estrutura A © se, e somente se, 0 conjunto de elementos a

A que satisfaz a propriedade o esta na familia propria de conjuntos fechados superiormente
F.

2.4.4 Teoremas de L(G)

Nesta secdo sdo apresentados alguns teoremas demonstrados por Gracio (1999, p.
112-114) para a logica do muito. As demonstracdes destes teoremas serdo comparadas com as
apresentadas nos teoremas da l6gica do poucos, presentes no préximo capitulo.

Teorema 2.4.4.1 (Gréacio, 1999, p. 112): As seguintes sentencas sao teoremas:
() Gx (p(X) v —(x))
(if) GX p(X) A GX yi(X) = GX (p(X) v y(X))
(i) =GX (p(X) A —p(X))
(Iv) GX @(X) v GX y(X) = GX (ip(X) v y(X)).

Demonstracéao:
(1) Gx (@(x) v —(X)):



1Lowv—g

2. X (p(X) v =p(X))
3. X (p(X) v =p(X)) = GX (p(X) v =p(X))

4. GX (p(X) v =p(X))

(if) GX (X)) A Gx y(X) = GX (pp(X) v y(X)):
L X (@) = (0(X) v w(x))) = (GxX 0 (x) = Gx (@(x)vw(X))

2. X (w(x) = (@(x)vw(x))) = (GX w(X) = Gx (p(x)vw (X))

3. X(@(X) = (0(x) v y(x)))

4. X (X) = (@(x) v w(x)))

5. GX p(X) = Gx (p(x) v y(X))

6. GX y(X) —» GX (p(X) v y(X))

7. (Gxp(x) = Gx (@(x) v w(x))) ~ (Gx wi(x) = GX (0(x) v u(X)))
8. (G @(X) A GX (X)) = GX (p(X) v w(X))

(i) =GX (p(X) A —(X)):
1. —=3X (p(X) A=p(X))
2. GX(p(X) A =p(X)) = 3IxX(p(X) A =p(X))

3. (Gx (0(X) A =@(X)) = IX(P(X) A =(x))) = (= 3 (0(X) A

(X)) = =GX (9(X) A —(X)))
4. =3X (p(X) A =p(X)) = = GX (p(X) A =p(X))
5. = GX (ip(x) A —(X)))

(iv) GX @(X) v GX y(X) = GX (p(X) v yr(X)):
19X (@(X) = (p(X) v w(X))) = (GX ©(X) —» GX (1(X) v w(X)))
2. X (w(X) = (@(X) v (X)) —> (G wi(X) —» GX (1(X) v w(X)))

2 Teorema do Calculo Proposicional Classico.

Teorema de L(G)
Gen1l

Ax3

MP 3, 2

AX5

AX5

Teorema de L(G)
Teorema de L(G)
MP 1,3

MP 2, 4
Regrado ~ 5, 6
CPC*7

Teorema de L(G)
Ax2
CPCem?2

MP 2, 3
MP 1, 2

Ax1
Ax1l

60
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3. X(p(X) = (p(X) v yw(X))) Teorema de L(G)
4. X (X) = (p(X) v y(X))) Teorema de L(G)
5. GX p(X) = Gx (p(X) v y(X)) MP 1,3

6. GX y(X) —» GX (p(X) v y(X)) MP 2, 4

7. (G ®(X) = Gx ((X) v (X)) A (Gx yi(X) — GX (©(X) v w(X))) Regrado ~ 5, 6
8. (Gx @(X) v GX y(X)) = GX (p(X) v w(X)) CPC7 n

completa.

Grécio (1999) demonstrou que a logica do muito é consistente maximal, correta e

Apresentadas as l6gicas moduladas, inicia-se o cerne desse trabalho, que é a

investigacdo de uma nova logica para dualizar alguns aspectos da légica do muito vista neste

capitulo.
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CAPITULO 3. Uma formalizac&o para o quantificador “poucos’

Barwise e Cooper (1981) quase ndo abordam ou comentam sobre o significado da
expressao “poucos’, apenas afirmam que ela, por si O, Ndo representa um quantificador, mas
um determinante. Isso porgue ndo se pode diferenciar expressoes do tipo “poucas flechas de
John” de “pouco de todas as coisas’. Porém, neste trabalho, a expresséo “poucos’, por si SO,
sera considerada um quantificador, posto que se tem sempre um universo de discurso
definido.

Apesar de ndo ocorrer uma definicdo precisa para “poucos’ ou “muitos’, 0s
estudos de Peterson (1979) esclarecem como a oposicdo entre estes termos funciona. Uma
frase como “poucos S sdo P’ seria oposta a outra do tipo “muitos S sdo P’. Além disso, este
tipo de oposicdo geraria necessariamente uma contradi¢do. O fato de gerar uma contradi¢éo
decorre da hip6tese conceitual de que “muitos S sdo P’ tem 0 mesmo significado que “poucos
S séo ndo-P’. Assim, se “muitos x tém a propriedade y”, entdo pode-se afirmar que “néo
poucos X tém a propriedade y”. Este fato € muito importante por ser ponto de discordancia
entre alguns autores.

Neste trabalho, considera-se a relagdo entre os quantificadores “muitos’ e
“poucos’ de maneira um pouco diferente da adotada por Peterson (1979). Um conjunto “n&o
tem poucos’ elementos se, e somente sg, tiver “muitos’ elementos ou for vazio. Do mesmo
modo, um conjunto tem “poucos’ elementos se, e somente se, Nndo tem “muitos’ elementos e

nao for vazio.

3.1 Nogdes preliminares

Neste capitulo, apresenta-se a formalizacdo de um tipo de raciocinio indutivo
usado quando houver proposicdes do tipo “poucos’. Mais especificamente, trata-se de algum
“comportamento incomum” entre os individuos de um universo, ou um “comportamento néo
frequente’, posto que ndo seja usual para os individuos daquele universo. Em geral, ndo se
tem uma quantidade exata, mas uma quantidade vaga, sustentada pelas evidéncias. A
formalizacdo de sentencas do tipo “poucos’ também foi abordada por Golzio (2011), porém,

no campo proposicional.
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Na sua tese de doutorado, Gréacio (1999) formalizou argumentos indutivos, como
“muitos’ para a “l6gica do muito”, introduzida como um caso da familia das logicas
moduladas, também definida na tese.

Nesta Dissertacdo, propde-se a formalizacdo de um novo quantificador com
aspectos duais a0 quantificador “muitos’ de Gracio (1999), denominado quantificador
“poucos’.

De maneira andloga a usada por Gracio (1999) para a no¢do de “muitos’, a nocéo
de “poucos’, introduzida nesta Dissertacdo para a formalizacdo no contexto logico, é uma
nogdo abstrata, vaga e mais flexivel do que seria a nogdo de “minoria’. O conceito de
“minoria’ esta sempre associado ao conceito de “menor parte’, ao passo que a noc¢do de
“poucos’ ndo se atém a nogdo de cardinal, pois estd associada a no¢do de um conjunto
pequeno de evidéncias, € uma nogéo relativa, ndo absoluta, de modo dual ao usado por Gracio
(1999). Por motivo semelhante, na linguagem natural, difere-se “poucos’ de “quase henhum”.

Apesar de quantificadores como “muitos’, “maioria’ e “quase todos’ terem sido
estudados em varios trabalhos, os quantificadores com sentido dual a eles, como “poucos’,
“minorid’ e “quase nenhum”, ainda ndo possuem formalizacdo e pouco foram abordados na
literatura.

Assim como Grécio (1999) adotou a nocdo de “muitos’, adota-se uma nogdo mais
subjetiva para o quantificador “poucos’, em que, para o estudo deste quantificador, trata-se da
nocdo de poucos como significando um “conjunto pequeno de evidéncias’, que nao possui
uma nocao de cardinalidade usual, ou menor parte, mas que tenha algumas regras especificas.
Por exemplo: ao afirmar que “poucos brasileiros possuem doutorado”, tem-se associada a
ideia de um conjunto pequeno de evidéncias favoraveis a propriedade de ter doutorado entre
os brasileiros. Do mesmo modo, afirmar que “poucos brasileiros pilotam avides’ refere-se a
outro conjunto de brasileiros, também pequeno, ou seja, os brasileiros que pilotam avides. E
importante salientar que os conjuntos de brasileiros que possuem doutorado e de brasileiros
que pilotam avides ndo sdo, necessariamente, do mesmo tamanho. Como dificilmente se
conhece todo o universo de referéncia, o nimero de individuos que atende as sentencas
anteriores ndo representa, necessariamente, menos da metade dos individuos do universo.
Outras proposicdes podem ser declaradas para representar 0 comportamento incomum de
individuos expresso por “poucos’, tais como “poucos paises sao socialistas’. Apesar de estar

associado a um conjunto pequeno de evidéncias, observa-se que a natureza e universo de
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referéncia desta proposicao sdo distintos dos exemplos dados, mas também esta é baseada na
nocao de conjunto pequeno e ndo representativo de uma propriedade usual no universo.

Desse modo, concorda-se com Gracio (1999, p. 104): “a nocéo de grandeza do
conjunto ndo € unica e nem rigida, mas relativa a uma dada proposicao e a certeza exigida
pelas circunstancias’. Assim, é possivel haver mais de uma interpretacdo de conjunto
“pequeno” N0 mesmo sistema.

Aponta-se que a no¢do de poucos, aqui tratada, esta atrelada a existéncia de pelo
menos um individuo que satisfaca a proposicdo em que é aplicada. Como pelo menos um
individuo do universo em questdo devera ter a qualidade requerida, entdo ndo se trata de
situacbes em que 0 universo de discurso seja vazio. Como a nogdo de “poucos’ a ser
formalizada é abstrata, identificam-se a seguir algumas propriedades que devem ser
consideradas no seu tratamento.

Dada uma sentenca «, indica-se [¢p] o conjunto dos individuos do universo de
discurso que satisfazem ¢, observa-se que:

(@) Se o conjunto de individuos que satisfaz ¢ também satisfaz i, e existem individuos que
satisfazem o (isto &, [¢] esté contido em [w] e [¢] é ndo vazio), entdo se poucos individuos
satisfazem v, entdo sdo poucos os individuos que satisfazem .

(b) Se poucos individuos satisfazem a sentenca ¢, entdo existe alguém que satisfaz .

(c) O conjunto universo ndo tem poucos individuos.

Considerando estas trés propriedades para sentencas do tipo “poucos’, define-se
uma estrutura matematica baseada nessas propriedades, para captar a nocao inicial de poucos,
que é denominada familia fechada inferiormente. Entretanto, esta estrutura ndo esta
totalmente adequada a nocdo que se pretende associar ao quantificador “poucos’ e, desse
modo, serd apresentada uma nova estrutura — familia quase fechada inferiormente —, que
mais se aproxima desta proposta.

Para a criacdo da logica do poucos, introduz-se na linguagem usual da logica
classica de primeira ordem um novo quantificador generalizado denotado por P, de maneira
que:

KX ¢(X)
tenha o significado de “para poucos X, ¢p(X)”.

Assim como para a no¢do de “muitos’ em Gracio (1999), a nocéo de “poucos’
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deve ser considerada uma noc¢do intermediaria entre a nocdo de “existe’ e “todos’. Ela se
diferencia da nogéo de “minorid’ e “quase nenhum”, pois 0 conjunto que ndo satisfaz uma
sentenca sobre 0 escopo dos quantificadores “minoria® ou “quase nenhum” €,
necessariamente, um conjunto grande, ao passo que para o quantificador “poucos’, o conjunto
que ndo satisfaz uma proposicdo sobre seu escopo ndo €, necessariamente, um conjunto
grande.

Se todos os individuos de um universo satisfazem uma sentenca, entdo se pode
dizer que muitos a satisfazem, mas ndo se deseja dizer que poucos a satisfazem. Segundo se
entende, se muitos individuos satisfazem certa propriedade, entdo ndo sdo poucos que
satisfazem essa mesma propriedade. Imagine-se um dialogo entre dois alunos sobre as aulas
do dia anterior em que o primeiro faltou. O primeiro aluno pergunta: - Quantos alunos
compareceram ontem? O segundo responde: - Muitos alunos estiveram presentes. Claramente,
ndo se conclui que estariam poucos alunos presentes naquelas aulas.

Na préxima secdo, sdo apresentadas algumas definicGes e propriedades para a
formalizacdo do conceito de poucos no ambiente l6gico e que permitem a criacdo de uma

l6gica do poucos.

3.2 Familia quase fechada inferiormente

Inicialmente, apresenta-se a definicdo de uma familia fechada inferiormente sobre

um universo A.

Defini¢do 3.2.1 Uma familia fechada inferiormente | sobre um conjunto A é uma colecdo de
subconjuntos de A que satisfaz as seguintes condicdes:

(SeBcCeCel,entdoB e I
(i) @ e 1.

O Conjunto das partes do Universo, isto é, o conjunto constituido por todos os
subconjuntos do Universo, inclusive o préprio Universo e o vazio, é uma familia fechada

inferiormente sobre A, como podemos facilmente observar pela proposi¢éo seguinte.
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Proposicéo 3.2.2 O conjunto P(A) é uma familia fechada inferiormente sobre A.
Demonstracédo: Se um conjunto C € P(A) e B = C, entdo B  P(A). Além disso, @ € P (A).

Intuitivamente, pode-se dizer que o conjunto das partes do universo é a maior
familia fechada inferiormente sobre A, mas observa-se que ela ndo captura a no¢ao de poucos
pretendida neste trabalho, pois se P(A) tiver poucos elementos, qualquer conjunto, menor que
este, também teria poucos elementos, 0 que acarretaria que a nogdo de “poucos’ seriatrivial.
Além disto, temos que & « P (A), e esta ndo é uma propriedade que se pretende conservar na
intuicdo de “poucos’ estabelecida, onde ndo se considera que uma sentenca que ndo €
satisfeita por ninguém, satisfaga poucos.

Como a familia fechada inferiormente ndo captura a no¢do de “poucos’ esperada,
apresenta-se algumas propriedades para se estabelecer uma maior proximidade a intuicao

desejada.

Definigdo 3.2.3 Uma familia fechada inferiormente | é chamada de imprépria se I = P (A).

Todas as outras familias fechadas inferiormente sobre A sdo chamadas de proprias.

Abaixo, tem-se uma propriedade que todas familias fechadas inferiormente

préprias possuem.

Proposi¢do 3.2.4 Uma familia fechada inferiormente | sobre A é propria se, e somente se, A
el

Demonstracéo: Se A ¢ I, entdo | # P (A) e, portanto, | é uma familia fechada inferiormente
propria sobre A. Reciprocamente, se A |, entdo, pela definicdo de familia fechada
inferiormente, I = P (A). m

Intuitivamente, diz-se que uma familia fechada inferiormente é propria se o

Universo ndo pertence a familia.

Para se determinar a légica do poucos, é preciso, entretanto, introduzir uma nova
condicdo na familia fechada inferiormente propria, pois esta ainda ndo se adéqua a intuicdo de
gue “se poucos individuos satisfazem uma sentenca, entdo existe alguém que a satisfaz”,

portanto, define-se a seguir a Familia quase fechada inferiormente.
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Definicao 3.2.5 Uma Familia quase fechada inferiormente sobre um conjunto universo A é

uma colecdo ndo-vazia | de subconjuntos de A que satisfaz as seguintes condicdes:

(SeB#@,BcCeCel,entdoB e I;
(i@ el
(i) Ael.

Para a formalizacdo do conceito de “poucos’, utiliza-se na seméantica da légica do
poucos o conceito de familia quase fechada inferiormente.

3.3 Umaldgica quantificacional para“poucos’

Seja L a linguagem da logica de primeira ordem classica L com simbolos para
predicados, funcGes e constantes usuais e que seja fechada para os conectivos », v, —», — €
para os quantificadores 3 e 7.

Para se gerar a ldgica do poucos, denotada por L(K), estende-se a linguagem L
para a linguagem L(K), pela inclusdo de um novo quantificador generalizado para “poucos’,
denotado por K.

As formulas de L(K) sdo as mesmas formulas de L, mais aquelas geradas pela
seguinte clausula:

e se p(x) é uma formula de L(K), entdo Kx ¢(x) é uma formula de L(K).

As definicbes de variavel livre e ligada numa férmula sdo idénticas para o
quantificador K, isto €, toda ocorréncia de x em Kx ¢(x) é ligada.

O resultado da substitui¢do de todas as ocorréncias de uma variavel livre x em ¢
pelo termo t é denotado por @(t/xX). Quando ndo houver problema em identificar a
substituicdo, denota-se apenas por g(t).

Os axiomas de L(K) sdo todos os axiomas de L, incluindo os axiomas da

identidade, acrescidos dos seguintes axiomas para o quantificador K:
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(AX1) X ((X) <> w(X)) = (KX @(X) «> Kx w(X))

(Ax2) Kx p(x) — Ky @(y), quando y € livre para x em ¢(X)

(Ax3) Kx p(x) = IX 9(X)

(Ax4) Kx (X) — Ix =p(X)

(AX5) (X (9(x) = w(X)) A Ix (X)) = (Kxy (X) = Kx 9(X)).

Os dois primeiros axiomas sdo necessarios para a proposta de dualizacdo da logica
do muito. Os axiomas Axs, AXs € AXs sdo especificos para a logica do poucos, e possuem as

seguintes caracterizagdes intuitivas:

Ax3 — Se poucos individuos satisfazem uma sentenga ¢ , entdo existem individuos

que satisfazem .

Ax4 — Se poucos individuos satisfazem a sentenca ¢, entdo existe alguém que nédo

satisfaz a sentenca .

AXx5 — Se todos os individuos do universo que satisfazem ¢ também satisfazem yy,
e se 0 conjunto de individuos que satisfazem ¢ é ndo-vazio, entdo se poucos individuos

satisfazem y, também poucos individuos satisfazem .

As regras de inferéncia de L(K) sdo Modus Ponens e Generalizagao.

As noc0es sintaticas usuais, como sentenca, demonstracao, teorema, consequéncia

l6gica, consisténcia, etc., para L(K), sdo definidas de modo analogo as definidas na logica

classica.
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Algumas situacbes podem ser consideradas e formalizadas com a logica do
poucos; por exemplo:

Sejam S(x), H(x) e C(x) simbolos de predicados de L(K) que expressam “x come
salméo”, “x € campedo de judd”, e “x é louco”, respectivamente. Considerando o universo dos

paulistanos, pode-se considerar as seguintes sentencas:

“Poucos paulistanos comem salméao”, por Kx S(x).

“Poucos paulistanos sdo campedes de judd ou sdo loucos’, por Kx (H(X) v C(x));

“N&o sdo poucos paulistanos que sdo loucos e ndo sdo poucos paulistanos que ndo
s80 loucos’ por —=Kx C(x) A =Kx —=C(x).

“Se todos os paulistanos comem salmdo, entdo ndo Sdo poucos 0S que comem

salméo”, por 7x S(x) — —Kx S(x).

Teorema 3.3.1 As férmulas abaixo séo teoremas de L(K):

(1) =Kx (@(x) v =¢(x))

(2) Kx (@(x) v y(x)) A 3x p(X) = Kx ()

(3) Kx (@(x) v yr(x)) A 3x w(X) = Kxw(x)

(4) (Kx (0(x) v w(x)) = (Kx o(x) v Kx (X))

(8) =Kx (@(x) A =(x))

(6) ((Kx (9(x) v w(x))) A 3X (0(X) A w(x)))=> (KX 9(X) A KX y(X)).

Demonstracéao:

1)

1.gwv =g Teorema de L
2. X (p(X) v =p(X)) Gen 1

3. KX (p(X) v =p(X)) — 3IX ~(p(X) v —p(X)) Ax4

4. X (p(X) v =p(X)) = = KX (p(X) v =p(X)) CPCem3

5. = KX (p(X) v =(X)) MP 2, 4
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1. KX (p(X) v y(X)) A 3IX @(X)
2. X @p(X)

3. 9(X) = o(X) v y(X)

4.9 (0(X) = 9(X) v w(X))

5. %X (@(X) = p(X) v y (X)) A IX p(X)
6. VX (@(X) = @(X) v w(X)) A IX 0(X) = (KX (9(X) v w(X))

= Kxo(x)

7. KX (p(X) v (X)) = Kx @(X)

8. KX (qp(x) v wi(X))
9. Kx ¢(x)

10. KX (p(X) v yi(X)) A IX @(X) — KX ¢(X)

3)

1. KX (p(X) v yi(X)) A IX y(X)
2. X y(X)

3. w(X) = 0(x) v w(x)

49X (w(X) = @(x) v y(x)

5. %X (w(X) = @(X) v y(X)) A IX y(X)
6. X (w(X) = o(X) v w(X)) A IX yw(X) = (KX (p(X) v y(X))

— Kx (X))

7. KX (p(X) v y(X)) = KX y(X)

8. KX ((p(x) v wi(X))
9. Kx yi(x)

10. KX (ip(X) v yr(x)) A Ix y(X) = Kx yr(X)

(4)
1. KX (p(X) v yi(X))

% Premissa Provisoria

* Teorema da Deducdo (Teorema 3.3.3)
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ppe
CPC1
CPC
Gen 3
CPC 2,4
AX 5

MP 5, 6
CPC1

MP 7,8
TD41-9

Pp
CPC1

CPC
Gen 3
CPC 2,4
AX 5

MP 5, 6
CPC1

MP 7,8
TD 1-9

PP
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- Kx (0(x) v y(x)) = 3x (0(x) v w(X))
-3 (0(X) v w(X))

4. 3IX p(X) v IX y(X)

5. IX p(X)

w

(o]

KX (@(X) v (X)) A 3X p(X)

\‘

KX (p(X) v (X)) A 3IX p(X) — KX ¢(X)

8. Kx ¢(x)

9. Kx g(x) v Kx yi(x)

10. (KX (p(x) v y(X)) = (Kx (x) v Kx (X))
5. Ix y(x)

6. KX (p(X) v y(x)) A IX w(X)

7. KX (@(X) v (X)) A IX y (X) = KX y(X)

8. Kxyi(x)

9. Kx @(x) v Kx wy(x)

10, (Kx (@(x) v w(x)) = (Kx o(x) v Kx y(X))

(5)

L =3x (0(X) A=(X))

2. Kx (0(x) A =(x)) = 3x (0(X) A =0(X))

3. =3 (0(X) A =0(X)) = ~Kx (9(X) A —0(X))

4. <KxX((X) A —((x)))

(6)

L KX (@(x) v w(x)) A 3x (@(X) A (X))
2. 3x (0(x) Ay (X))

3. 3AXp(X) A IX y(X)

4. Ix p(X)
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Ax 3
MP 1,2
Teoremade L 3

PP

CPC1,5

Teorema L(K)
MP 6, 7
CPCs8

TD 1-9

pp

CPC1,5
Teorema L(K)
MPG6, 7
CPC 8

TD 1-4,5-9

Teorema de L
AXx3

CPC 2

MP 1,3

Pp
CPC1

Teoremade L 2
CPC3
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5. KX (p(x) v w(X)) CPC1

6. KX (@(X) v (X)) A IX p(X) CPC4,5

7. KX (@(X) v (X)) A 3IX @(x) = KX ¢(X) Teorema L(K)
8. Kx ¢(x) MP 6, 7

9. X w(x) CPC3

10. KX (gp(X) v (X)) A Ix y(X) CPC5,9

11, KX (p(X) v w(X)) A Ix yi(X) = KX y(X) Teorema L(K)
12. Kx yi(X) MP 10, 11

13. Kx (X)) A Kx wyi(X) CPC8, 12

14, (KX (p(X) v w(X))) ~ IX (@(X) A w(X))— (Kx @(X) ~ Kx TD 1-13.
w(x))

Teorema 3.3.2 O calculo de predicados L(K) é consistente.
Demonstracdo: Assim como Gracio (1999), serdo seguidos os passos utilizados por
Mendelson (1987), numa demonstracdo usual do teorema da consisténcia do célculo de
predicados.

Seja L, o célculo proposicional classico, define-se h: L(K) — L, como uma
fungdo esquecimento.

Deste modo, para cada formula ¢ de L(K), obtém-se a férmula h(p) de L, ao se
apagar em ¢ todos os termos, parénteses e os quantificadores (v, 3 e K). Feito isto, a
expressao h(p) sera uma formula do célculo proposicional classico, em que os simbolos
relacionais fazem o papel das varidveis proposicionais.

Assim, é possivel demonstrar por inducdo, sobre o comprimento das formulas de
L(K), que:

h(=¢) = =h(¢p)
h(® = w) = h(e) — h(y) e
h(vx ) = h(3x @) = h(Kx @) = h(e).

Feito isto, verifica-se que caso ¢ seja um axioma de L(K), entdo h(p) é uma

tautologia de L.

Além disso, constata-se que: (MP) se h(ip) e h(p — ) sdo tautologias, entdo h(y)
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também € uma tautologia. Para completar a demonstracdo, verifica-se (Gen) que se h(yp) é
uma tautologia, entdo h('wx¢) = h(g) é uma tautologia.

Portanto, se ¢ é um teorema de L(K) entdo h(y) é uma tautologia de L.
Agora, se L(K) é inconsistente, entdo ¢ A —¢ € um teorema L(K) e pela funcéo h,
segue que h(p ~ —p) = h(p) A =h(p) é uma tautologia, o que é um absurdo. Logo, L(K) é

consistente. [

Teorema 3.3.3 (Teorema da Deducéo): Seja I" v {g, w} um conjunto de formulas de L(K) e
I'v {¢} + ywuma deducdo em que x ocorre livre em ¢. Se nesta deducéo de  a partir de I" v
{ip} a regra Gen ndo é aplicada a nenhuma formula ;i que depende de o para a obtencéo de
WXipi, entdo I' = ¢ — .

A demonstracdo do Teorema da deducdo para a l6gica do poucos é idéntica a utilizada nas

l6gicas moduladas.

3.4 Semantica para L(K)

Seguindo os passos de Gracio (1999), define-se a semantica para as formulas de

L(K) da seguinte maneira. Seja t = {I, J, K, To, T1) um tipo de similaridade e A = (A,

{R}icn, {0, {C ke K) uma estrutura classica de primeira ordem de tipo de similaridade <.
Uma Estrutura de familia quase fechada inferiormente sera uma estrutura de tipo t para L(K)
construida sobre A com o acréscimo de uma familia quase fechada inferiormente I* sobre A.
Em termos formais, tem-se:

A= (A {R*}deo, {FiYics {Cadaca, 1) = (A7),
em que A é o conjunto universo, cada R*y . comd € D e aridade To(d) = m, é uma relacdo de
aridade m sobre A; cada 4, j € J e T1(j) = n, € uma funcéo de A" em A, cada c”q, parag € Q,

é um membro de A; e I* € uma familia quase fechada inferiormente definida sobre A.
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Todos os simbolos funcionais, relacionais e constantes individuais tém a mesma

interpretacdo de L(K) em A. Define-se a relagdo de satisfacdo das formulas de L(K), na
estrutura A, recursivamente, da maneira usual, com o acréscimo da seguinte clausula:

¢ sejam ¢ uma formula cujo conjunto de variaveis livres esteja contido em {x}_{y1, ..., Yo} €
a = (a, ..., a,) uma sequéncia de elemetos de A. Entéo

Al EKxg[a]seesomentese {be A: Al =glb, al} el
Em particular, A' = ¢ [b] denota que A" s o, quando as variaveis livres da

formula ¢ ocorrem no conjunto {zi, ..., zo.}, S(zi)) = bie b = (by, ..., by). Dado que A # @&,

entdo A' = Kx p[a] se e somente se A' = ¢[a] quando x ndo ocorre livre em ¢. Em
particular, para uma sentenga Kx ys(x):

AlEKxy(x)seesomentese{ae A: A=y @} e I,

3.5 Correcdo e completude de L(K)

Nesta secdo, mostra-se que a légica do poucos € correta e completa em relacdo a

estrutura de familia quase fechada inferiormente.

Teorema 3.5.1 Se ¢ é um teorema de L(K), entdo é valido.

Demonstracdo: Demonstra-se a validade dos axiomas especificos para o quantificador P, uma
vez que os axiomas da légica classica de primeira ordem, assim como as regras Modus
Ponens e Generalizacdo ja foram demonstrados no contexto da logica classica de primeira
ordem.

(AX1) X (p(X) «> w(X)) = (KX @(X) «> Kx y(X)):

Fixe-se uma sequéncia b= (by, ..., by)em Aetome-seJ={a e A: A ! = g[a;

blieQ={ae A: Al yla; b]}. Considere-se que A ' = ¥x (p(X) «> w(x)) [ b]e A
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E Kxo(x) [b]. Logo,J=Qefaec A: Ak g[a; b]} € I Portanto, {a e A: A E y[a;
b1} € I*, deonde A= Kxw(x)[b].
Analogamente, prova-se que se A ' £ ¥x (p(x) «> w(X)) [b] e AT = Kx y(X)

[b], entdo A= Kx o(x) [b].
Logo, para toda estrutura A !, tem-se que:

A E TX (p(X) e y(X)) = (KX p(X) «> KX y(X)).

(Ax2) Kx g(x) — Ky (y), quando y é livre para x em ¢(X).
Fixando uma sequéncia b = (by, ..., by) em A e suponha-se que A ' £ Kx ¢(X)
[b]. Dado que y é livre para x em @(x), entdo fae A: A= op[a; b]} =jac A: Al E

o[y/x] [a; b]}. Portanto, A ' = Ky @[y/x] [b].
Portanto, para toda estrutura A !, tem-se que:
Al Kxo(X) — Ky g(y),

quando y é livre para x em ¢(X).

(AX3) KX p(X) — IX (X).

Por absurdo, suponha-se a existéncia de uma estrutura de familia quase fechada

inferiormente A e uma sequéncia b = (by, ..., by) em A de maneira que o axioma (Ax3) ndo

seja valido, isto &, A= —(Kx @(x) = 3x ¢(X)) [b].

Como A = —(Kx ¢(X) = Ix ¢(X)) [b] see AT E (Kx (X)) b]e A = —(3x
o(x)[ b]seefac A: Al=g[a; b]} el"elac A: Alk=ola b} =@

Portanto, pela definicdo de familia quase fechada inferiormente, existe uma

contradicdo. Assim, como ndo existe uma estrutura de familia quase fechada inferiormente
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A 'e uma sequéncia b = (b, ..., by) em A tal que A ' = —(Kx @(x) — 3x o(X))[b], entdo

vale o0 (Axs).

(AXg) KX p(X) — IX =p(X)

Novamente, por absurdo, supondo que exista uma estrutura de familia quase

fechada inferiormente A !e uma sequéncia b = (by, ..., b)) em A de modo que o axioma

(Axs) ndo seja verdadeiro, ou seja, A ! = — (Kx () — 3x =¢(X)) [b].

Mas, A ! = — (Kx ¢(x) = Ix =(X)) [ b] see A= Kx ¢p(x)) [b]e A k=
@x o)) [ blseejac A:Al=ola; b]l e Pe AlEvxo(X) [D]eseefac A: AlE

o[a; 5]} elreface A: AlEg[a 6]; =A.
Portanto, pela definicdo de familia quase fechada inferiormente, ha novamente

uma contradicdo. Logo, ndo existe uma estrutura de familia quase fechada inferiormente A'!

e uma sequéncia b = (by, ..., b)) em Atal que A ' = — (Kx () — 3x =¢(X)) [b].

(AXs) (X (p(X) = w(X)) ~ IX p(X) ) = (Kx y(X) = KX p(X)).

Do mesmo modo, supondo que exista uma estrutura de familia quase fechada

inferiormente A 'e uma sequéncia b = (by, ..., by) em A de modo que o axioma (Axs) n&o
seja valido, isto & A ! = —( ¥x ((X) = w(X)) A IX 0(X)) = (Kx w (X) = Kx (X)) ) [b].
Mas, A= =(VX (@(X) = w(X)) A IX 9(x) = (Kx y (x) > Kxo(x)))[b]  see
ATE VX (o) > w(x) [ble A'E Ixo(x) [ble Al E = (Kxy (X) - Kx o(x) [b] see
Al EYX (0X) > w(X)[ble Al IxoX) [b]e ATEKxy (X)[b]le AlE - Kx ¢(X)

[b]see{fac A:A'=gla; b}c{ac A: A=yl b]}efac A: Al=gla; b]} #@
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efac A:AlEyla; b]i e refac A: AlEgla; b]} ¢ I~
Logo, pela definicdo familia quase fechada inferiormente, hd uma contradicéo.

Portanto, ndo existe uma estrutura de familia quase fechada inferiormente A ' e uma

sequéncia b em A tal que A ' — (X (@(X) = (X)) A I p(X))—> (Kx w (X) = Kx ¢(X)))

[b].

Assim, se ¢ é um teorema de L(K), entdo o € vélida e L(K) é correta relativa a

estrutura A 1. [}

Antes de se comegar a desenvolver a completude da légica do poucos, é

necessario enunciar um teorema para essa demonstragao.

Teorema 3.5.2 Se B é uma cole¢do ndo vazia de subconjuntos de A tal que & ¢ Be A ¢ B,

entdo B pode ser estendido a uma familia quase fechada inferiormente.
Demonstracdo: Seja B — P(A) tal que @ ¢ Be A ¢ B. Definamos | ={C € P(A): @ = C <
D paraalgum D € B}.

Entdo | € uma familia quase fechada inferiormente, pois:

() < e 1, por definicdo;

(i) A e I, por definicdo e pela hipotese sobre B.
(iii) SejaEe I, Cx@eC < E.ComoE I, entdo E < D paraalgum D

B.DesdequeC<cEeEcD,entitoC<DcomD e B.Logo,Cel. m

A seguir, estabelece-se a demonstracéo do Teorema da Completude para L(K).

Definicdo 3.5.3 (Conjunto de testemunhas) Seja £ um conjunto de sentencas de L(K) e C

um conjunto de constantes da linguagem de L(K). C é um conjunto de testemunhas para £ em

L(K) se para toda formula p(x) em L(K), com no maximo uma variavel livre, tem-se que £ +
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Ix p(X) — @(c) para alguma constante ¢ € C. Diz-se que Z tem testemunhas em L(K) se ha

um conjunto C de testemunhas para £ em L(K).

Lema 3.5.4 Seja T um conjunto consistente de sentencas de L(K), C um conjunto de novas

constantes, de modo que a cardinalidade de C seja a mesma de L(K), e considere-se a

linguagem L’(K) que estende a linguagem de L(K) pelo acréscimo das constantes de C. Entéo
o conjunto T pode ser estendido para um conjunto consistente T* de sentencas L’(K), de

maneira que T* tenha C como conjunto de testemunhas.

A demonstragéo segue de acordo com Coniglio (1999).

Demonstracéo: Seja a cardinalidade da linguagem de L(K) igual a «, isto €, |L(K)| = a.. Para
cada 3 < a, seja c; um simbolo de constante que ndo ocorre em L(K), de maneira que se [ <y
< o, entdo ¢, = C,. Agora, seja C = {c;: p < o} e L'(K) a linguagem obtida de L(K) pelo

acréscimo do conjunto C com novas constantes. Deste modo, tem-se que | L’ (K) | = | L(K) | =

L.

Como a linguagem é tem cardinalidade ., pode-se bem ordenar as formulas de

L’ (K) com no maximo uma variavel livre em uma lista ¢,(X), com p < c.

Por recursdo transfinita, define-se uma lista crescente de conjuntos de
sentencas T, de L(K) tal que:
T=TocTic..cT,c..,parap<a
e uma sequéncia de constantes de C, d,, para p < a, do seguinte modo:
() To=T;
(ii) se . é um ordinal sucessor, ou seja, i = p + 1, entdo:

Ty =Tpw {3X:00 = 9,(d) },

em que X, é a variavel livre de ¢, quando o, tem variavel livre; caso ndo tenha, entéo X, = Xo.

A constante d, é a menor constante de C diferente de d,, para cada y < p;

iii) se 1 € um ordinal limite, entdo T, =5y Ty .
L I pep 1y
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Verifica-se, por inducéo transfinita, que T, é consistente para todo p < o
(i) To é consistente por hipotese;

(i) Seja T, = T, w {3IX.p,(X,) —> @,(d,)} e T, consistente. Supondo T, inconsistente, 0

resultado seria;

1. T =(3X0(Xp) = @a(dy)) T, inconsistente

2. Ty 3X0p(Xp) A =s(dy) Transformacao Tautologica em 1
3. T OXa(3Xp(Xp) A —pp(dy)) Generalizacdo em 2

4. T OX(3X0p(Xp) A —pp(Xp)) Substituicéo de d,,por x,em 3

5. Tk 3IX0a(Xp) A VX, =s(Xp) Distribuigéo do v em 4

6. Tok 3IX0p(Xp) A = =X 0p(Xp)) Definicdo do 3 em 5.

Isto faz T, inconsistente, o que contradiz a hipdtese. Logo, T, é consistente.
(iii) Sejam p um ordinal limite e T, consistente para todo p < . Por absurdo, suponha-

se que ‘., T, é inconsistente. Dai, obtém-se \_/,., T, = ¢ »~ —¢. Contudo, pelo carater finito
de uma demonstracdo, existe algum & < p, tal que T; é inconsistente. Isto faz T, inconsistente,

0 que contradiz a hipétese inicial. Portanto, ., T, € consistente.

Se T* =, ., T,,, entdo T* é consistente, como provado no item anterior, T < T*

e, por construcdo, C é um conjunto de testemunhas para T*. |

Lema 3.5.5 Seja T um conjunto consistente de sentencas de L(K) e C um conjunto de

testemunhas para T em L(K). Entdo, T tem um modelo dado pela estrutura de familia quase
fechada inferiormente A ' tal que todo elemento de A é uma interpretacdo de uma constante

de C.
A demonstracéo segue de acordo com Coniglio (1999).

Demonstracao: Observe-se que:

(1) se C é um conjunto de testemunhas para T em L(K) e T < T’, entdo C também é um
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conjunto de testemunhas para T';
(2 seT<cTeA'ET, etio A'ET.
Portanto, pode-se supor que T seja maximal.
Agora, Dados ¢, d € C, define-sec~d«< T+ c=d.
A relacdo ~ é uma relacdo de equivaléncia.

Considerando a linguagem L(K), define-se a estrutura de familia quase fechada
inferiormente candnica A' = (A, {R* ¢}sco, {i}ics {¢Fqen I*) tal que A' = T e todo
elemento de A é a interpretacdo de uma constante de C. Resultado:
(WA={[c]:ceC}elc]={de C:c~d};

(i) se d € D, r = To(d), entdo R*y([c]4, ..., [C]}) see Rq(cy, ..., C) € T ou, pela maximalidade de
T, T+ Ry(cy, ..., C);

(i) se j € J, r = Tu(j), entdo f([cls, ..., [c]) = [c]s see fj(cs, ..., C) = Cs € T ou,
equivalentemente, T ~ fi(cy, ..., Cr) = Cs;

(iv) para cada ¢ € C coloca-se ¢ = [c];

(v) para a determinacéo de 1, define-se para cada formula :p(\_/ ), com um conjunto v = {v1,

..., Vn} de variaveis livres:
(V) ={(cls, ..., [c]) € A" : T - @(Cs, ..., Cn)}
e considerando as formulas y(x), com uma Unica variavel livre,
B ={y(X)Tc A: T F Kxy(x)}.

Em vista do axioma (Axz) de L(K) e pelo Teorema 3.5.2, B" = P(A) e pode ser

estendida a uma familia quase fechada inferiormente 1.

Seja I1” = P (A) a familia quase fechada inferiormente gerada por B,

Observa-se que (ii) — (iv) estdo bem definidas:
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(i) R%q ([c]4, ..., [c]y) ndo depende dos representantes ci, ..., C.. Pelo axioma da igualdade,

obtém-se:
F (Ra(Cy ..., ) A(C1=d1) A ... A(Cr=d)) = Ry (dy, ..., d))

e, entdo, T - Ry(Cy, ..., ¢) A (C1=d1) A ... A (Cr=d))) = Ry(dy, ..., d)).
Portanto, a relacdo ~ € uma congruéncia relativa aos Ry, parad D, ou seja, R%q ([C]1, ...,
[c]r) esta bem definida;

(iii) dado que + fi(cy, ..., €) = fj (c1, ..., C), entdo + 3Ix (fj(cy, ..., &) = X) e, entdo, T + 3x (fj(
C1, ..., Cr) = X), ou seja, como T é maximal, 3x (fj(cy, ..., ¢)) = X) € T. Desde que C é um
conjunto de testemunhas para T, entdo existe ¢ € C tal que T ~ fj (4, ..., Cr) = c. Portanto,
f; esta definida para toda r-upla ([c]4, ..., [c])) € A". Agora *j esta bem definida:

 (fi(ca, ..., &) =Cs) A (Ca=d1) A ... A (Cr=dy)) = fj(dy, ..., di) = Cs.
Logo, T + (fi(Cy, ..., Cr) =Cs) A (C1=d1) A ... A (Cr = dy) —> fj(dy, ..., dy) = Cs €, portanto, ~ €
uma congruéncia relativa aos fj, para j € J, ou seja, 4 estd bem definida;

(iv) seja d uma constante qualquer de L(K) (ndo necessariamente uma testemunha). Entéo,
—3x (x = d). Como C é um conjunto de testemunhas para T, entdo existe c € C tal que T
¢ =d. A constante ¢ pode ndo ser Unica, mas [c] é, dado que - (c=d) A (d=C") — (C
=c) e portato, TH(c=d)a(d=c) —>(c=C).

O préximo passo é verificar, por inducdo sobre o comprimento das sentencas de

T, que:

A'E= pseesomentese T .

(a) Caso base: Se ¢ é uma sentenca atdmica da forma t; = t,. Entdo, A' = t; = t, see A' £

[cli=[c]z, tal que [c]i=t1 e [clo=1t2 (*),see T - c1=cCysee T - t; =t,. A passagem (*)

segue do fato de C ser um conjunto de testemunhas para T e de que dado um termo t sem
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variaveis livres, existec e Ctalquet=ce TouT —t=c.Como —t=te—t=t— 3Ix(t
=X), entdo, T — t =t — 3IX(t = x) e, por Modus Ponens (MP), T —3x(t = x). Pela
definicéo de testemunhas, T Fax(t=x) —» (t=c) e, por MP, T —t=c.

(b) Se ¢ é uma sentenca atdmica da forma Ry(ty, ...,t;), entdo:

A' = Ry(ty, ....tr) see R*g ([c]w, ..., [c]y) see T = Ry(Cy, ..., C;) see T  Ry(ty, ....t).

(c) Se ¢ é uma sentenca da forma y A o, entio A' Ey Aosee A'Eye Al E o see, pela

hipotese de inducdo, T =y e T - o see, por definicdo, T -y A ©.

(d) Se ¢ é uma sentenca da forma —y, entdo A' = —y see A ¥ y see, pela hipétese de
inducdo, T 1+ y see y ¢ T see, pela hipotese da maximalidade, —y € T see T - —y.

(e) Se ¢ é uma sentenca da forma 3x w(x), entdo A ' = Ix y(X) se existe [c] € A tal que A"
= w([c]). Logo A' = w(c), dado que [c] é a interpretacdo de c. Portanto, pela hipotese de
inducdo, T - w(c) o que implica que T - Ix y(X), pois T F yi(c) —» IX y(X).
Reciprocamente, se T + 3x y(x), entdo ha ¢ € C tal que T — 3Ix yw(X) — y(c), pela
hipotese sobre C. Portanto, T i w(c). Pela hipotese de inducdo, A' = w(c) e, entdo, A’

E 3IX y(X), pois - y(c) — IX y(X).

(f) Se @ é uma sentenca da forma Kx o(x), entdo A' = Kx o(x) see {[c] € A: A" = o([c])}

e 1* see, pela hipétese de inducdo, {[c] € A: T - ¢(c)} e 1" see® (p(x))" € B  see T -

KX ¢(X). [ |

Teorema 3.5.6 (Teorema da Completude estendida) Seja T um conjunto de sentencas de

L(K). Entdo, T é consistente se, e somente se, T tem modelo.

A demonstragéo segue de acordo com Coniglio (1999).

> A ida se deve a (v) p. 80.
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Demonstracdo: Considerando que T tenha um modelo e seja A' um modelo de T. Supondo
que T no seja consistente. Entdo T — ¢ A —¢ e, dai, A' £ ¢ A —¢ 0 que é uma contradicAo.
Logo, T é consistente.

Reciprocamente, supondo que T seja consistente. Pelo Lema 3.5.4, existe uma
extensdo T* de T na linguagem estendida L’(K) tal que T* tem um conjunto C de

testemunhas. Pelo Lema 3.5.5, T* tem um modelo A '. Seja B a reducéo de A ! para a

linguagem L, isto é, B é A' sem as constantes de C. Como as constantes no ocorrem nas

sentencas de T, tem-se B = T. [ |

Teorema 3.5.7 (Teorema da Completude). Uma sentenca ¢ de L(K) é um teorema se, e

somente se, o é valida.

Demonstracdo: O Teorema 3.5.1 é a demonstracdo da implicacdo da esquerda para a direita.

Mostrando a reciproca, isto €, se ¢ é valida, entdo ¢ € um teorema.

Supondo que ¢ ndo seja um teorema, entdo —gp é consistente com L(K). Logo,

pelo Teorema 3.5.6, existe uma estrutura de familia quase fechada inferiormente A tal que

A= —o, portanto, ¢ ndo é valida, o que é uma contradicdo. Portanto, ¢ é um teorema. m

Como L(K) conserva o teorema da completude, conclui-se que os teoremas de

Lowenheim-Skolem e da compacidade podem ser adaptados para L(K).

Na proxima secdo, sdo apresentadas algumas outras definicdes possiveis para o
quantificador “poucos’ e as implicagdes na construcéo de uma logica para suas formalizagoes.
Em seguida, faz-se uma comparacdo entre o quantificador poucos, aqui proposto, e 0
quantificador “muitos’ de Grécio (1999).

3.6 Analisando o quantificador “poucos’

Nessa parte final, desejamos fazer uma pequena reflexdo conceitual sobre o
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guantificador “poucos’.

3.6.1 Outras no¢des para o quantificador “poucos”

Analisam-se, nesta secdo, trés outras noc¢des possiveis para o quantificador
“poucos’. Embora, considere-se que ainda outras noc¢OGes possam ser associadas a este
guantificador, cada uma com intuicdo e contraposi¢ao diferente ao quantificador “muitos’, as
trés apresentadas a seguir apresentam-se de forma mais interessante para a construcdo de um

Nnovo sistema.

No primeiro caso, considere-se uma nogdo de poucos como estritamente oposta a
nocao de “muitos’, utilizada por Gracio (1999), isto €, ao contrario do quantificador proposto
para “poucos’ neste capitulo, vale que sentencas vazias satisfazem “poucos’. Assim, nesta
situacdo, tem-se que se nenhum individuo satisfaz uma sentenca, esta sentenca € satisfeita por

“poucos’ individuos.

Nesta situacdo, para o quantificador “poucos’, ndo valeria o axioma (Ax3) Kx
@(X) — IX p(x), proposto na Secdo 3.3. Entéo, algumas propriedades desejadas para a nogao

de “poucos’, poderiam ser assim enunciadas:

(a)Se o conjunto de individuos que satisfaz uma proposicao ¢ satisfaz s, i.e., [¢] esta contido
em [y], entdo se poucos individuos satisfazem yr, poucos individuos satisfazem .

(b)O conjunto universo ndao tem poucos individuos.

Assim, nessa intuicdo de “poucos’, ndo estaria garantida a existéncia de um
individuo para satisfazer qualquer sentenca nos axiomas e nos teoremas. Destaca-se, porém,
gue outras propriedades apontadas para 0 quantificador “poucos’, nas secdes anteriores,
seriam mantidas, como a de estar associada a conjuntos de individuos que apresentem um
“comportamento incomum”, no sentido de que ndo € o comportamento usual No universo.

Observa-se, entretanto, que também essa proposta para a formalizacdo da nocgéo
de “poucos’ ndo € uma logica modulada, pois 0 axioma (Ax3) Qx (¢ (x)) — 3x (p(X)) de L(Q)

nao esta presente, uma vez que 0 vazio contém poucos individuos.
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N&o se optou por essa nogdo de “poucos’ neste trabalho por se julgar anti-
intuitiva a propriedade de que se nenhum individuo satisfaz uma proposicéo, entdo poucos a
satisfazem. Como exemplo, apresenta-se a seguinte situacdo: se alguém disser “poucos
individuos se inscreveram no evento”, com certeza alguém se inscreveu no evento.

Considere-se agora outra possibilidade para a nogéo de “poucos’, mais associada
ao ambiente matematico de teoria dos conjuntos, ao atender a questdo da inclusdo, ou
subalternacdo, de conjuntos: se uma sentenca satisfaz muitos individuos, entdo ela tambem
satisfaz poucos. Esta nocéo de “poucos’ gera um sistema distinto ao proposto nesta
Dissertacdo. Com base nesta nocdo para “poucos’, se todos os individuos do universo
satisfazem determinada sentenca, entdo “muitos’ a satisfazem e, por conseguinte, poucos
individuos a satisfazem.

Considera-se que essa no¢do para “poucos’, associada a nogcdo de subalternacéo
de conjuntos, deve ser entendida como “poucos ou mais’, comparando com “todos’ e
“aguns’ do quadrado das oposicOes de Aristoteles. Assim, nesta situagdo, o quantificador

“poucos’ teria 0s seguintes aspectos.

(a) Se todos os individuos do universo satisfazem determinada proposicdo, entdo poucos
também a satisfazem.
(b) Se poucos individuos satisfazem determinada proposicdo, entdo existe alguém que

satisfaz essa proposicao.

Denominando por K* um quantificador que atenda essas condic¢des, temos que o

sistema gerado para este quantificador seria um caso particular das légicas moduladas:

(AX1) ¥X((X) <> w(X)) = (K*X (p(X)) «> K*X (y(X)));

(AX2) K*x (9p(X)) = K*y (ip(y)), se'y é livre para x em ¢ (X);

(AX3) K*x (p(x)) — 3x (9(X));

(Ax4) X p(X) = K*X (X).
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Tem-se, assim, como mencionado, que se muitos individuos satisfazem
determinada proposicdo, entdo poucos também o satisfazem. Observa-se que esta nocao de
“poucos’ geraria um sistema com 0 mesmo conjunto de axiomas construido para o
quantificador “muitos’, proposto por Gracio (1999).

Com essa no¢do de poucos ndo ha como dualizar o quantificador “muitos’, uma
vez que formalmente, ela comporta-se como o proprio quantificador “muitos’. Considera-se
gue esta nocdo de “poucos’ seja de uso mais complicado, pelo fato de ndo se poder
representar uma proposicao que satisfaca “poucos’ individuos, mas ndo satisfaz “ muitos’.

Para G o quantificador “muitos’ de Grécio (1999) e K* o quantificador “poucos’,
e assumindo que a reciproca da contraria seja valida para um sistema l6gico que contenha
estes dois quantificadores, tem-se que:

1. GX @(X) = K*X ¢(X)
2. -K*X p(X) = -GX ¢(X)

Tem-se que (1) € verdadeira se, e somente se (2) é verdadeira.

Como um exemplo para explicitar os problemas de um sistema construido para
esta segunda nocdo de “poucos’, considere-se as seguintes sentencas. “Muitos brasileiros
vivem naregido sudeste” e “N&o sdo poucos brasileiros que vivem na regido sudeste”. Edtas
duas sentengas parecem razoavelmente intuitivas, uma vez que ambas parecem verdadeiras,
porém considerando as duas, tem-se que, se “muitos brasileiros vivem na regido sudeste”
entdo “poucos brasileiros vivem na regido sudeste”’, pois Gx ¢(x) — K*X ¢(x) e, por outro
lado, tem-se que “N&o sdo poucos brasileiros que vivem na regido sudeste” implica que “Néo
s80 muitos brasileiros que vivem na regido sudeste”, pois -K*x ¢(X) — —Gx p(x). Desse
modo, tem-se que “muitos brasileiros vivem na regido sudeste”’ e “ndo sdo muitos brasileiros
gue vivem na regido sudeste”’, sdo sentencas verdadeiras, ao se assumir que as duas iniciais
sd0 verdadeiras, 0 que seria uma contradi¢do, uma vez que “muitos’ individuos satisfizerem

uma proposicao, tem-se que “muitos’ também ndo a satisfazem.

Tentar encontrar uma situacéo onde “poucos’ individuos satisfazem determinada

sentenca implica que “muitos’ ndo satisfazem essa sentenca, tem-se que se “muitos’
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satisfazem, entdo “poucos’ ndo a satisfazem, contrariando o conceito inicial de que sempre
que “muitos’ individuos satisfazem uma determinada sentenca, “poucos’ também a
satisfazem. Por este motivo, por ndo se encontrar uma OposiGao entre “poucos’ e “muitos”’,
esta nogao de “poucos’ ndo foi a adotada nesta Dissertacao.

Umaterceira nogdo de “poucos’, diferente das duas anteriores apresentadas nesta
secdo, € uma tentativa de construir uma axiomética para o quantificador “poucos’ fazendo
com que a logica do poucos, proposta nas se¢Oes anteriores, seja uma logica modulada, porém

com dificuldade na oposi¢éo entre “muitos’ e “poucos’.

Nesta situagdo, considere-se que a nogcdo de “poucos’ apresente as seguintes
propriedades:

(a) Se o conjunto de individuos que satisfaz uma proposicao « satisfaz w, i.e., [@] esta
contido em [w], e existem individuos que satisfazem o, entdo se poucos individuos
satisfazem s, poucos individuos satisfazem .

(b) Se poucos individuos satisfazem uma proposicao ¢, entdo existe alguém que satisfaz .

(c) Se todos os individuos satisfazem uma proposicdo «, entdo poucos satisfazem a
Proposicao .

(d) Se muitos individuos satisfazem uma proposicdo ¢, entdo ndo sdo poucos que a

satisfazem.

Para diferenciar esta nocdo da anterior, conclui-se que “muitos’ ndo implica
“poucos’, ou seja, apesar de, se todos individuos satisfazem uma proposicdo, tem-se que
“muitos’ satisfazem e “poucos’ satisfazem, ndo se tem que se “muitos’ satisfazem, entéo
“poucos’ satisfazem.

Para essa intuicdo de “poucos’, denominando por K’ o seu quantificador e G o
quantificador da légica do muito de Grécio (1999), os axiomas seriam:

(AX1) X (p(X) <> w(X)) = (K'X @(X) <> K' X yi(X));
(Ax2) K'x p(x) = K’y ¢(y), quando y é livre para x em ¢(X);
(Ax3) K'x (X) = Ix 9(X);
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(Ax4) ¥X p(X) = K'X 9(X);
(AX5) (X (p(X) = w(X)) A IX p(X)) = (KX y(X) = K'X (X)).
(AX6) GX p(X) = = K'x g(X)

Assim, por conta do Ax6 que afirma que “se muitos individuos satisfazem uma
proposicdo, entdo, Nndo SA0 poucos que a satisfazem”, este sistema l0gico também néo seria

uma l6gica modulada.

Para esta terceira nocéo e formalizacdo para “poucos’, ao reunir em um Unico
sistema logico, a logica do muito e os axiomas Ax1 a Ax6 acima apresentados, por conta do
axioma Ax3 “¥x ¢(x) — Gx ¢(x)” da légica do muito, tem-se que se todos os individuos
satisfazem uma proposicéo, entdo “poucos’ satisfazem e “poucos’ ndo satisfazem, assim
como, “muitos’ satisfazem e “muitos’ ndo satisfazem, pois a partir do axioma Ax3 da l6gica
do muito e do axioma (Ax6) acima apresentado, temos que vX p(X) — —K’x ¢(x). Mas, pelo
(Ax4) acima, tem-se que se todos individuos satisfazem uma proposicdo, entdo poucos a
satisfazem, e portanto, “poucos’ a satisfazem e “poucos’ ndo a satisfazem. Para obter que
“muitos’ satisfazem e “muitos’ ndo satisfazem, basta considerar a reciproca da contraria do
axioma (Ax6) apresentada para esse conceito de “poucos’.

Portanto, se for considerada a segunda ou a terceira nogdo e consequente
formalizacdo de “poucos’, haveria problemas, como “muitos’ e “’ muitos nao”, e “poucos’ e
“’poucos ndo”. Ainda, além de ndo se ter o dual do quantificador “poucos’, se obteria um
sistema considerado menos intuitivo que o proposto nesta Dissertacdo. Quanto a primeira
nocao, em que 0 vazio possui “poucos’ elementos, considera-se que ela pode ser algo a ser
estudado posteriormente, quando a preocupacdo com a intuicdo desse quantificador néo

estiver no contexto.

3.6.2 Oposicao entre “muitos” e “ poucos”

Compara-se, inicialmente, a l6gica do poucos, proposta na Se¢do 3.3, com a
I6gica do muito, de Grécio (1999), apresentada no Capitulo 2.

Primeiramente, € possivel afirmar que o quantificador “poucos’, desenvolvido,
ndo € dual ao quantificador “muitos’, no sentido proposto por Barwise e Cooper (1981), pois,
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enquanto se tem: “se todos individuos satisfazem uma certa sentenca, entdo muitos também a
satisfazem”, pela l6gica do muito, (Ax3), ndo se tem o seu dual na légica do poucos: “se
nenhum individuo satisfaz uma sentenca, entdo poucos também a satisfazem” uma vez que se
construiu uma logica dependente da existéncia de individuos, admitindo ser esse 0 senso
comum, pois ao falar que existem poucas pessoas em uma sala de aula, tem-se em mente que

existe alguém, ou seja, a sala ndo esta vazia.

Assim, seguindo a linha de Peterson (1979), uma proposi¢cdo ou sentenca do tipo
“poucos S sdo P’ é contraditoria a uma do tipo “muitos S sdo P”, considerando, claro, que a
proposicdo ou sentenca tratada ndo tenha um conjunto vazio de elementos que a satisfagam.
Assim, do mesmo modo que no quadrado das oposi¢cdes, construido no Capitulo 1 desta
Dissertacdo, uma sentenca do tipo “poucos S séo P’ implicaria que “muitos S sdo néo P.
Portanto, pelo Ax3 da logica do poucos, se “poucos S séo P, entéo “existe Sque € P’. Em

termos formais, se poderia escrever o seguinte:
KX @(X) = (GX =¢(X) » IX (X)) Q)

Analisando o0 que acontece se “muitos’ individuos ndo satisfazem uma
determinada sentenca, ndo se pode dizer que seria equivalente a “ndo sd0 muitos’ que
satisfazem essa mesma sentenca, isto pode ser visto em Gracio (1999, p. 174),
“intuitivamente, se uma proposi¢do ndo pertence ao conjunto de crengas, Nndo necessariamente

sua negacao pertence atal conjunto”.

Fazendo, agora, a reciproca da contraria da forma anterior, tem-se a implicagdo do

gue acontece quando ha“muitos’ individuos satisfazendo uma proposicdo ou sentenca.
De (1) tem-se
(=GX =0(X) v =3IX @(X)) — =KX ¢(X) 2

Portanto, se ndo sdo “muitos’ individuos que ndo satisfazem determinada
sentenca, ou se ndo existem individuos que satisfazem essa sentenga, tem-se que “ndo sdo

poucos’ que a satisfazem.
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Agora, considerando que “poucos S sdo ndo P’ implica que “muitos S séo P, e
utilizando o Ax3 da légica do poucos, tem-se que “poucos S sdo ndo P’ implica “existe S que
€éndo P’. Em termos formais, pode-se escrever:

KX =(X) = (Gx 9(X) A IX ~(X)) ©)
Fazendo a reciproca da contréria de (3):
(=Gx 9(X) v =3 =(X)) = =KX =¢(X) (4)
Disso, temos:
(=Gx 9(X) v VX 9(X)) = =Kx =¢(X) ()

Assim, se ndo sdo “muitos’ individuos que satisfazem determinada sentenca ou se

~

todos satisfazem, temos que ndo sdo “poucos’ que ndo satisfazem essa sentenca.

Outra maneira de comparar o quantificador “muitos’ com o quantificador “poucos’ é
utilizando a forma intuitiva com a qual a logica do poucos foi construida. Deste modo,
considera-se que, quando uma proposicdo é satisfeita por “poucos’ individuos, entdo existem

individuos que a satisfazem, mas ela ndo € satisfeita por muitos, ou seja, tem-se:
KX 9(x) = (=Gx 9(X) A IX (X)) (6)
Em que, quando se faz a reciproca da contraria, se chega na sentenca:
(GX o(x) v =3X (X)) = =KX 9(X) ()

Agora, da mesma forma intuitiva, quando uma proposicdo ndo é satisfeita por

“poucos’ significa que ela é satisfeita por “muitos’ ou por nenhum. Deste modo:
=KX ¢(X) = (Gx o(x) v ~Ix 9(X)) (8)
Fazendo a reciproca da contréria de (8):
(=Gx (x) A IX 9(X)) = Kx ¢(x) (9)
Entdo, de (6) e (9), e de (7) e (8) tem-se:

KX @(X) «> (—GX o(X) » IX (X)) (10)
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=KX @(X) «> (GX ¢0(X) v =3IX (X)) (11)

Julga-se que estas duas formas — (10) e (11) — sdo as que melhor expressam o
comportamento entre “muitos’ e “poucos’, sem contradicdes como as que acontecem ao se

utilizar o trabalho de Peterson (1979) para aplicar 0 novo sistema.

3.6.3 Algumas consideracgdes sobre os Universais de Barwise e Cooper

Analisa-se, agora, 0s Universais de Barwise e Cooper (1981), a fim de verificar
guais deles sdo satisfeitos pelo quantificador “poucos’, criado. Lembre-se que os Universais
sdo “fatos que se conservariam para todas as linguagens humanas naturais e que as
distinguiriam de outras linguagens logicamente possiveis’ (Barwise, Cooper, 1981, p. 176).
Assim, sera aceitavel que alguns dos Universais ndo sejam satisfeitos pelo quantificador
“poucos’. Além disto, é preciso enfatizar que, neste trabalho, se consideram as expressdes
“poucos’, “muitos’, “maioria’, etc., como quantificadores, por se definir, antecipadamente, o
universo de discurso, enquanto Barwise e Cooper (1981) consideram um quantificador como
a juncdo de um determinante (poucos, muitos, maioria, etc.) e uma NP (expressao
substantiva). Apresentam-se, a seguir, somente 0s Universais que tratam de quantificadores, e
nao dos especificos para NPs.

O primeiro Universal que trataria realmente deste quantificador seria o Universal
4: sobre Determinantes que criam NPs indefinidas (BARWISE; COOPER, 1981, p. 181),
mas como se tem sempre o0 universo de discurso previamente estabelecido e o quantificador
ndo é uma juncdo de um determinante com uma NP, sempre as NPs serdo definidas nesta

analise, e, portanto, o determinante ||K||(A) sempre esta definido.

O Universal 5, que trata da monotonicidade de um quantificador, ja tem uma
tabela com o quantificador “poucos’ e, portanto, pode-se dizer que o quantificador K,
proposto, € monotdnico decrescente. Analisando 0 Quadro 1 do Capitulo 1, também é
possivel afirmar que o quantificador “poucos’ K, ou no caso o determinante “poucos’ K, é
fraco, assim como o quantificador “muitos’, pela analise de Barwise e Cooper (1981),
também é fraco, porém, “muitos’ € monotdnico crescente.
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Pela Definicdo 1.2.7. (p. 19), e pela familia quase fechada inferiormente e pela
familia fechada superiormente propria, de Gracio (1999), observa-se, facilmente, que o
quantificador “muitos’ € persistente e o quantificador “poucos’ € anti-persistente. Assim, 0
Universal 8 refere-se ao quantificador “muitos’ e ndo ao “poucos’, pois, como ja Visto,

“muitos’ é monotdnico crescente e fraco.

Dadas as defini¢bes do quantificador “muitos’, de acordo com Grécio (1999), e as
do quantificador “poucos’, deste trabalho, lembre-se mais uma vez que, de acordo com a
Definic¢do 1.2.8. (p. 20), o quantificador “poucos’ ndo e dual do quantificador “muitos’.

Estes sdo 0s Universais que podem ser considerados ao se tratar do quantificador
“poucos’. Uma andlise mais precisa surgiria se o conceito de quantificador agui empregado
fosse idéntico ao usado por Barwise e Cooper (1981).
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CONSIDERACOES FINAIS

Gréacio (1999) apresentou uma familia de logicas que estendem a légica classica
de primeira ordem por meio da inclusdo de novos quantificadores, que buscam formalizar as
nogOes usuais de expressdes como “maioria’, “muitos’ e “uma ‘boa parte’. Além disto,
mostrou que a logica dos ultrafiltros apresentada por Sette, Carnielle e Veloso (1999) também

faz parte do conjunto de logicas intitulado I6gicas moduladas.

Neste trabalho, apresentam-se algumas consideracdes acerca de quantificadores,
por meio de autores que trabalharam com este tema, e fundamentalmente fez-se a proposta de
formalizacdo de um novo quantificador generalizado a fim de capturar a no¢éo de “poucos’
da linguagem natural. Entretanto, para manter o conceito que se julga ser o mais intuitivo, o
quantificador proposto ndo se configura como dual ao quantificador “muitos’, mas tem
aspectos relevantes de oposicéao a este, tais como a propriedade vista no capitulo anterior, que
se “muitos individuos satisfazem uma certa proposicdo”, entdo “ndo Sa0 poucos que a
satisfazem”.

Com o quantificador "poucos™ K, proposto, pode-se formalizar proposi¢fes do
tipo "poucos x satisfazem ¢" atraves de Kx ¢(x). Tem-se que o sistema apresentado para este

quantificador, a l6gica do poucos, € monotdnico, consistente, correto e completo.

Considera-se que, a partir deste novo quantificador proposto para a nocao de
poucos, pode-se estabelecer um novo conjunto de l6gicas em oposicao as logicas moduladas.
Além da légica do poucos, em oposicdo a ldgica do muitos, tem-se a l6gica da minoria, em
oposicado a légica da maioria; a légica do quase nenhum, em oposicéao a légica dos ultrafiltros;
e a logica do improvavel, em oposicédo a logica do plausivel.

Todas estas logicas podem, assim como aquelas sob o escopo das logicas
moduladas, pertencer a uma familia de légicas que apresenta um conjunto de axiomas comum
a elas. Considerando L a l6gica de primeira ordem com identidade, pode-se estender L com
um novo quantificador D. Denotada esta extensdo por L(D), além dos axiomas da logica
classica de primeira ordem, com a igualdade, esta familia de logica apresentaria 0s seguintes

axiomas para o quantificador D:

(AX1) X (p(X) <> yw(X)) — (DX @(X) «> DX w(X));
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(Ax2) Dx p(x) — Dy ¢(y), quando y é livre para x em ¢(X);
(Ax3) Dx p(x) — IX 9(X);
(Ax4) DX p(x) — IX ~p(X).

Assim, este seria 0 conjunto de axiomas comuns para a construgéo das logicas da
minoria, do improvavel e do quase nenhum. Estas novas l6gicas, em conjunto com a légica do
poucos, poderiam ser consideradas I6gicas paramoduladas ou quase-moduladas.

Como sugestdo de trabalhos futuros, em continuidade aos estudos aqui
desenvolvidos, propde-se:

- 0 estudo da légica do improvavel e da légica do quase nenhum, bem como da adequacao dos
axiomas comuns acima propostos ao conjunto de I6gicas em oposicao as légicas moduladas;

- 0 desenvolvimento das formalizagbes logicas para cada tipo de interpretacdo de um
quantificador da linguagem natural, como proposto na Secdo 3.6.1 desta Dissertacéo;

- 0 desenvolvimento de tableaux para a l6gica do poucos, como sequéncia dos trabalhos de
Silvestrini (2005) e Silva (2008).

Como explicitado no principio desta Dissertacéo, a questdo da quantificacéo é de
interesse de varias areas do conhecimento. O quantificador “"poucos”, bem como a prépria
nocao de "poucos”, quase ndo foi abordada na literatura. As analises realizadas neste trabalho
acerca deste quantificador sdo importantes para a Filosofia na medida em que consideram
aspectos importantes e diferentes que uma sentenca quantificada pode ter, e ao se criar um
sistema consistente, correto e completo, estd se atendendo aos critérios desejados para
qualquer sistema l6gico, aumentando o escopo de formalizacdo de expressdes da linguagem

natural e da l6gica como um todo.



95

REFERENCIAS

BARWISE, J.; COOPER, R. Generalized quantifiers and natural language. Linguistics and
Philosophy, Providence, v. 4, p. 159-219, 1981.

BENTHEM, J. V. Question About Quantifiers. The Journal of Symbolic Logic, Poughkeepsie,
v. 49, n. 2, p. 443-466, 1984.

BLACKBURN, S. Dicionéario Oxford de Filosofia. Rio de Janeiro: Jorge Zahar. p. 328-329.
1997.

CARNAP, R. Logical foundations of probability. London: Routledge and Kegan Paul, 1950.

CARNIELLI, W.A.; VELOSO, P.A.S. Ultrafilter logic and generic reasoning. In: KURT
GODEL COLLOQUIUM, 5, 1997, Berlin. Proceedings... Berlin: Springer-Verlag, 1997.
p.34-53.

CARNIELLI, W. A.; GRACIO, M. C. C. Modulated logics and flexible reasoning. Logic and
Logical Philosophy, v. 17, p. 211-249, 2008.

CHOMSKY, N. On Binding. Linguistic Inquiry, Cambridge, 1980, p. 1-46.

CONIGLIO, M. E. Um curso de Teoria de Modelos. Notas de Aula. Campinas, v. 1, p. 1 - 53,
1999. Disponivel em: <http://www.cle.unicamp.br/prof/coniglio/teoriademodelos.pdf>.
Acesso em: 18 jun 2011,

FEITOSA, H. A;; GRACIO, M. C. C.; NASCIMENTO, M. C. Sobre os quantificadores
generalizados. In: MARTINS, R. A.; SILVA, C. C.; FERREIRA, J. M. H.; MARTINS, L.
A.C. P. (Org.). Filosofia e Histéria da Ciéncia no Cone Sul. Campinas: Associacdo de
Filosofia e Historia da Ciéncia (AFHIC), 2008. p. 197-206.

FEITOSA, H. A.; NASCIMENTO, M. C.; GRACIO, M. C. C. Algebraic elements for the



96

notion of 'many. CLE e-Prints, Campinas, v. 9, p. 1-22, 2009. Disponivel em: <
ftp://ftp.cle.unicamp.br/pub/e-prints/vol.9,n.1,2009.pdf>. Acesso em: 12 jan. 2010.

FEITOSA, H. A;; NASCIMENTO, M. C.; GRACIO, M. C. C. A propositional version for the
plausible. Principia, Florianopolis, v. 1, p. 41-53, 2010.

GALLAGHER, N. A., RESCHER, N. Venn Diagrams for Plurative Syllogisms.
Philosophical Studies. Tucson, v. 16, n. 4, p. 49-55. 1965.

GOLZIO, A. C. J. Elementos algébricos para a nocdo de 'poucos' e sua formalizacdo em
sistemas l6gicos dedutivos. 2011. 97 f. Dissertacdo de Mestrado (Mestrado em Filosofia)-

Universidade Estadual Paulista Julio de Mesquita Filho Campus Marilia, Marilia, 2011.

GRACIO, M. C. C. Légicas moduladas e raciocinio sob incerteza. 1999. 194 f. Tese de
doutorado (Doutorado em Logica e Filosofia da Ciéncia)-Instituto de Filosofia e Ciéncias

Humanas, Universidade Estadual de Campinas, Campinas, 1999.

GRACIO, M. C. C.; FEITOSA, H. A. Logicas Moduladas: implicacdes em um fragmento da
teoria da linguagem natural. Revista Eletronica Informagéo e Cognic¢éo, Marilia, v. 4, p. 1-13,
2005.

GRACIO, M. C. C.; FEITOSA, H. A.; NASCIMENTO, M. C. Muitos: formalizando um
conceito impreciso. Revista Eletronica Informagéo e Cognigéo, Marilia, v. 5, p. 20-28, 2006.

GRACIO, M. C. C.: FEITOSA, H. A.: NASCIMENTO, M. C. Linguagem e inferéncia
indutiva em sistemas dedutivos. In: COELHO, J. G.; VINENTE, M. M. (Org). Pensamento e
Linguagem: subjetividade, comunicagéo e arte. Sdo Paulo: Cultura Académica, 2008. p. 141-
166.

HEGENBERG, L. Dicionério de Logica. Sdo Paulo: Pedagdgica e Universitaria. 1995.



97

HIGGINBOTHAM J. Mass and Count Quantifiers. Quantification in Natural Language,
Dordrecht, p. 383-419, 1995.

HINTIKKA, J. SANDU, G. What is a Quantifier? Dordrecht: Kluwer Academic Publishers,
1994,

KAUFMANN, M. The quantifier “there exist uncountably many” and some of its relatives.
In: BARWAISE, J.; FEFERMAN, S. Model-theoretic logics. Berlin: Springer-Verlag, 1985.

p. 123-176.

KEISLER, H. J Logic with the quantifier “there exist uncountably many”. Annals of
Mathematical Logic, Amsterdam, v.1, p.1-93, 1970.

LINDSTROM, P. First Order Predicate Logic with Generalized Quantifiers. Theoria: a
swedish journal of philosophy and psycology, [S.l.], v. 32, 1966. p. 186-195.

MENDELSON, E. Introduction to mathematical logic. 3.ed. Monterey, CA: Wadsworth &
Brooks/Cole Advanced Books & Software, 1987.

MONTAGUE, R. Formal Philosophy: Selected Papers of Richard Montague. New Haven,
CT: Yale University Press, 1974.

MOSTOWSKI, A. On a generalization of quantifiers. Fund. Mathematical, Warszawa, v.44,
p.12-36, 1957.

PETERSON, P. L. On the logic of “few”, “many”, and “most”. Notre Dame Journal Logic,
Notre Dame, v.20, p.155-79, 1979.

POPPER, K. R. Conhecimento objetivo. Sdo Paulo: EQUSP, 1975.

. A'l6gica da pesquisa cientifica. Sdo Paulo: EJUSP, 1975a.



98

RESCHER, N. Plurality-quantification. The Journal of Symbolic Logic, Poughkeepsie, v.27,
p.373-4, 1962.

SANZ, M. J. F. (Org.). Filosofia de La Logica. Madri: Editora Tecnos, 2007.

SETTE, A. M.; CARNIELLI, W. A.; VELOSO, P. An alternative view of default reasoning
and its logic. In. HAUESLER, E. H.; PEREIRA, L. C. (Ed.) Pratica: Proofs, types and
categories. Rio de Janeiro: PUC, 1999. p. 127-58.

SGRO, J. Completeness theorems for topological models. Annals of Mathematical Logic, V.
11, p.173-93, 1977.

SILVA, M. M. da. A légica do Muito em um sistema de tabl6s. 2008. 120 f. Dissertacdo de
Mestrado (Mestrado em Filosofia)-Universidade Estadual Paulista Julio de Mesquita Filho
Campus Marilia, Marilia, 2008.

SILVESTRINI, L. H. C. Tableaux e Inducdo na Légica do Plausivel. 2005. 133 f. Dissertacéo
de Mestrado (Mestrado em Filosofia)-Universidade Estadual Paulista Julio de Mesquita Filho
Campus Marilia, Marilia, 2005.

VELOSO, P. A. S. On 'almost all' and some presuppositions. Manuscrito (UNICAMP),
Campinas, v. 22, n. 2, p. 469-505, 1999.

VELOSO, P. A. S. On a logic for 'almost all' and generic reasoning. Manuscrito
(UNICAMP), Campinas, v. 25, n. 1, p. 191-271, 2002.

VELOSO, P. A. S.; CARNIELLI, W. Logics for qualitative reasoning. In. RAHMAN, S.;
SYMONS, John. (Org.). Logic, Epistemology and the Unity of Science. Amsterdam: Kluwer
Academic Publishers, 2004, p. 487-526.



	CAPA
	FOLHA DE ROSTO
	FICHA CATALOGRÁFICA
	COMISSÃO EXAMINADORA
	DEDICATÓRIA
	AGRADECIMENTOS
	RESUMO
	ABSTRACT
	SUMÁRIO
	INTRODUÇÃO
	1. SOBRE QUANTIFICADORES
	1.1 Quantificadores como estruturas matemáticas
	1.2 Quantificadores associados à linguagem natural
	1.3 Quantificadores e o quadrado das oposições

	2. LÓGICAS MODULADAS
	2.1 Lógica dos ultrafiltros
	2.2 A Lógica da maioria
	2.3 A lógica do plausível
	2.4 A Lógica do muito

	3. UMA FORMALIZAÇÃO PARA O QUANTIFICADOR "POUCOS"
	3.1 Noções preliminares
	3.2 Família quase fechada inferiormente
	3.3 Uma lógica quantificacional para “poucos”
	3.4 Semântica para L(K)
	3.5 Correção e completude de L(K)
	3.6 Analisando o quantificador “poucos”

	CONSIDERAÇÕES FINAIS
	REFERÊNCIAS



