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Resumo

O objetivo dessa dissertacao ¢ apresentar algumas observacoes sobre os tensores de
segunda ordem, da forma como sio vistos nas engenharias, usando conceitos de Algebra
Linear. Trata-se de um estudo introdutério, que pretende motivar os professores de
matemética que atuam em cursos de engenharia a tornarem suas aulas com enfoque
maior na area de atuacao dos alunos.

Palavras-chave: Algebra, Tensor, Tensor de tensao.






Abstract

The main goal of this dissertation is to present remarks on tensor, from the engi-
neer’s point of view by using Linear Algebra. Actually, the study is quite introductory
but aims to motivate mathematics teachers in engineering courses to make their classes
more focused on the area of their activity.

Keywords: Algebra, Tensor, Stres Tensor.
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Introducao

A Teoria de Elasticidade é um ramo da Mecanica dos Sélidos que estuda os esforcos
internos, as deformacoes e deslocamentos produzidos em um corpo solido deformavel
por um conjunto de esforcos externos [5].

Em geral, usa-se métodos matematicos para se chegar a distribuicdo dos esforcos
internos e das deformagoes e deslocamentos.

O objetivo desse trabalho é apresentar um dos tensores de segunda ordem: Tensor
de Tensdo, tendo como pré-requisitos conceitos de Algebra Linear.

O que é tensao? Seja K um corpo submetido a esforcos em equilibrio os quais,
podem ser de varios tipos. Considere um plano de corte passando por A € K, dividindo
o corpo K em duas partes. Alguns esforcos iniciais, que restarem, aplicados em uma
das partes nao estarao em geral, em equilibrio. Isso significa que antes do corte existiam
esforcos internos sendo transmitidos de uma parte para a outra do corpo que garantiam
o equilibrio de cada parte separadamente.

Figura 1: Plano de corte em um corpo K

Na Figura 1(b), tem-se:

AS: elemento de area contido no plano de corte e contendo o ponto A.
AF: resultante dos esforgos internos na regiao de area AS.

A tensao no ponto A é definida no corte considerado por:

. . AF
04 = lim

AS=0 AS’

desde que AS C A.
Pode se observar que a tensao em um ponto tem 6 elementos:
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e um escalar: 1 elemento, sendo AS,
e um vetor: 3 elementos, sendo Aﬁ,

e dire¢do de um plano no espaco: 2 elementos ( exemplo: cossenos diretores da
normal ao plano).

Sendo assim tensao nao é uma grandeza vetorial. Serd visto no capitulo 3 que ela
constitui um tensor simétrico de segunda ordem, o qual para determinarmos precisamos
de 6 elementos. Um estado de tensao em um ponto é o conjunto das tensoes em trés
cortes ortogonais(adotaremos no caso), ou seja, se analisarmos as tensoes em trés cortes
feitos em um ponto com o sistema de eixos adotados, conseguimos determinar a tensao
em qualquer corte neste mesmo ponto.

O que seria um tensor de tensao? Para entender considere um tetraedro infinitesimal
retirado de um corpo em estudo. Esse tetraedro possui trés faces perpendiculares aos
eixos adotados e uma quarta face definida pela normal externa de vetor unitario €,
além dos e o cossenos diretores A1, A\12 e A\;3. Para que possamos considerar todos
valores de tensoes como referentes ao ponto A, consideremos a distancia entre A e face
do tetraedro dada pela normal, sendo a distancia infinitesimal denotada por h.

Area desta
face AssS

Area desta
face A5

/ | Area da face de orientagdo S
x

Area desta face A5

)

Figura 2: Tensor tensdo. [3]

Sendo S a area da face inclinada, temos na Figura 2(b) a area de cada face. Na Fi-
gura 2(a) encontramos as tensoes atuantes no tetraedro e no capitulo 2 iremos mostrar
como determinamos as tensoes na face inclinada.

Essa dissertacao é constituida de 4 capitulos. Em todo trabalho, colocaremos as
referéncias nas figuras utilizadas de outras fontes. As figuras sem referéncias foram
confeccionadas pelo autor.

No capitulo 1 estdo apresentados os conceitos de Algebra Linear que sdo utilizados
no desenvolvimento da dissertacgao.

No capitulo 2 definimos tensores de segunda ordem e suas propriedades.

No capitulo 3, apresentamos tensores simétricos de segunda ordem e tensor de
tensao.

No capitulo 4 falaremos sobre os invariantes, definimos autovetores e autovalores
de um tensor.



1 Conceiltos basicos

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos basicos de Algebra Linear que serao
necessarios para o desenvolvimento do trabalho.

1.1  Algebra Linear

Definicao 1.1. Espacos vetoriais
Seja um conjunto V munido de duas operacoes: adicao e multipliccdo por elementos
de um corpo K. V serd dito um espaco vetorial sobre K, se satisfaz as sequintes
condicoes:
Al1)Associativa: (u+v) +w =u+ (v+ w), para todos u,v,w, €V .
A2)Comutativa: v+ v = v+ u, para todos u,v € V .
A3)Elemento neutro: exriste 0 € V', tal que v+ 0 = v, para todo v € V.
A4)Oposto: para todo v €V, existe —v € V tal que v + (—v) = 0.

E além disso, a multiplicacao dos elementos de V' por elementos de K deve satisfazer:
ME1) a(u+v) =au+ av , para todos « € K eu,v €'V .
ME2) (o + B)v = av + PBu, para todos o, € K ev eV .
ME3) (af)v =« (Bv) para todos a,f € K ev eV .
ME}) 1v = v, para todo v € V.

Os elementos de V serao denominados vetores e os elementos do corpo K de esca-
lares. O elemento 0 de V' serd chamado de vetor nulo e o elemento —v de vetor oposto
de v.

Definicao 1.2. Subespacos vetoriais
Sejam V' um espago vetorial sobre K e W um subconjunto nao vazio de V. Dize-
mos que W é um subespaco vetorial de V' se as sequintes condigoes sao satisfeitas:
i)para todos u,v € W, tem-se u+v € W;
ii)para todos o € K e uw € W, tem-se au € W

Definicao 1.3. Bases
Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K. Uma sequéncia B = {vy,vq,...,0,}
de V' que satisfaz as condigoes abaizo é uma base de V :

(i) B é um conjunto gerador de V; ou seja, qualquer elemento v de V se escreve

como combinacao linear de elementos de B ou seja, v = Z?zl Aiv; , onde A, ..., \, sdo
escalares.

21



22 Conceitos bésicos

(ii) B € linearmente independente.

Se B é uma base de V e v € V for escrito como v = Z?:l x;v; entao, chamamos
(1, ...,x,) de coordenadas ou componentes de v em relagdo a base B e x; a i-ésima
coordenada.

No caso em que a base tem um ntmero finito de elementos, diremos que o espaco
vetorial tem dimensao finita n.

Neste trabalho, todos os espacos vetoriais serao considerados de dimensao finita.

Recordemos que os elementos vy, vs, ..., v, sa0 linearmente dependentes se existirem
escalares A\, ..., \,, nao todos nulos, tais que:

)\1?}1 + )\1’02 + ...+ )\nvn = 0.
Caso contrario, vy, Vs, ..., v, sao linearmente independentes.

Definicao 1.4. Produto interno
Seja V' um espaco vetorial real. Um produto interno em V' é uma funcao

():VxV-—R

que satisfaz

P1) (u,v) = (v,u), para todos u,v € V;

P2) (u,w +v) = (u, w) + (u,v), para todos u,v,w € V ;

P3) (au,v) = alu,v), para todos u,v € Ve todo o € R;

P4) (u,u) = 0 para todo uw € V e (u,u) =0 se, e somente se, u = 0.

Dois vetores sao ortogonais se o produto interno entre eles é zero. Se forem também
unitarios, diremos que sao ortonormais.

O conceito de produto interno é necessario porque vamos trabalhar com um sistema
de coordenadas cartesianas ortogonais, onde se tem uma representacao mais simples.

Por exemplo se uma matriz M é ortogonal e I é a matriz identidade, temos:

MMt =1=M"M, entdo, M~ = M7T.
Formalmente, temos:

Definicao 1.5. Sejam B = {vy,...,v,} e B' = {wy,...,w,} duas bases de um espago
vetorial V' de dimensao n.

Chama-se maltriz mudanca de base B para B’ a malriz M definida por w; =
Y i iV, onde a i-ésima coluna da M € formada pelas componentes do vetor w;
em relacao a base B. Notacao MBB/

Orientagao na reta: Um ponto 0 em uma reta r determina duas regioes distintas,
conforme vemos na Figura 1.1.

Nao podemos tomar como referéncia direita ou esquerda pois isto depende de um
referencial exterior a reta. Podemos dizer que a reta estd orientada se tivermos uma
base E = {é1} para a reta, assim determinamos a regido que contém P =0+ €] e a
que nao contém.

Uma outra base F' = {u}} determina a mesma orientagdo se os sentidos de €7 e 4}
coincidem, ou seja, se 1} = a€; com « > 0. Entdo, ML = (), portanto detMEL > 0,
onde ML denota matriz mudanga da base E para F.
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Figura 1.1: Orientacao na reta

Orientagao no plano: Dados uma base E = {é1, €3} e um ponto 0 de um plano
B, note que a reta passando por 0, direcionando o vetor €7, divide o plano em duas
regioes distintas: a que contém o ponto P’ = 0 + €5 e a que nao contém. Se rotacio-
narmos o segmento O P na regiao que contém P’ até definirmos a dire¢ao do vetor 0P ,
encontramos o arco P/A?’, indicado na Figura 1.2.

Figura 1.2: Orientagao no plano

Assim a base E' = {¢é1, €3} determina a orientacdo do plano , segundo o sentido de
PAP".
Considere uma outra base F' = { f1, fg} para o plano 3 seguindo o mesmo proce-

dimento que foi feito para base E. Txleremos:
a) a mesma orientacdo nas bases E e F, se o sentido do arco descrito por essa

~ —_—
rotacao for o mesmo do arco PAP".
b) caso contrario, teremos orientagoes opostas nas bases E e F.

Proposicao: Duas bases E e I’ possuem a mesma orientacao se, e somente se, det
F
Mg > 0.
Demonstragao. Considere E = {é1,é3} e F' = {fl, fg} bases ortonormais.

Se E e F sao duas bases ortonormais de mesma orientacao, podem ficar dispostas
como na Figura 1.3.

Seja 6 o angulo entre fl e €1, entao:

f1 = (cosB) é1 + (sen 0) &

Como as bases possuem mesma orientagao, o angulo entre fy e €1 serd 0 + 7,
entao:

f; = cos <9 + g) €1 -+ sen <9 + g) €9 = —sen feq + cos fe,.
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Figura 1.3: Bases E e F' com mesma orientagao.

Com isso obtemos:

r__ | cos® —senf
Mp = [sen& cosh }

Portanto : det ML = cos> 0 +sen? = 1 > 0

Agora demonstraremos a reciproca, ou seja, se E e I’ tem orientagoes opostas,
entdo detME < 0.

Se E e F' sao bases ortonormais com orientacoes opostas, como exemplo a Figura
1.4:

Figura 1.4: Bases F e F' com orientagoes opostas.

Se 0 ¢ o angulo entre f; e €1, logo o angulo entre fy e €1 ¢ 6 — 7. Assim temos:

f1 = cosfler + sen fé;

f; = cos <6? — g) €1 + sen <9 — g) €5 = sen é; — cos Bé;.

Com isso:
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F | cosf  send
M = [sene —00591

Portanto : detME = —cos?0 —sen?6 = —1 < 0
Il

Orientacao no espago: Para saber como uma base determina uma orientacao no
espaco usaremos uma maneira geométrica.

Seja uma base E = {€7,€3,€3} do espago e § um plano que contém os vetores €;
e €5 da base e 0 um ponto no plano 3. A reta que passa por 0 e determina a direcao
do vetor €7, divide o plano em duas regioes, e também, esse plano divide o espaco em
duas regioes, a que contém o ponto 0 + €3 e a que nao contém. Usando a mao direita
com dedos abertos no sentido de €7, com a palma da mao nao voltada para a regiao do
plano que contém o ponto 0 + €3 e rotacionarmos de €7 para €5, nesta regiao, tal como
na Figura 1.5.

= 4 [ \,

€3 rj_ l‘
R }\__

<)

sy JF-

\x“' /,__,' —

ad

m
(%]

Figura 1.5: Orientacao positiva

Suponhamos que na dire¢ao do polegar nesta regiao esta o ponto 0 + €3.

Considere agora uma outra base F' = {fl, f;, f;:, para o espago e da mesma maneira
que consideramos a base E, fizéssemos com a base F, dizemos que E e F possuem
mesma orientacao se o ponto 0+ f3 estiver na mesma direcao do polegar, caso contrario
E e F possuem dire¢oes opostas. Por convengao uma base E = {é1, €3, €3} tem direcao
positiva se o ponto 0+e€3 estiver na mesma regiao indicada pelo polegar. Caso contrario,
dizemos que a direcao é negativa, conforme a Figura 1.6.

Definicao 1.6. Um sistema de coordenadas cartesianas ortogonal para um espaco €
um conjunto S constituido de um ponto Q@ no espaco e uma base {€1, €3, €3} constituida
por vetores dois a dois ortogonais. Serd denotado por S = (0, €1, €3, €3).

No nosso caso consideraremos uma base de vetores ortonormais.

Definicao 1.7. Chamamos de cossenos diretores de um vetor v # 0 aos cossenos dos
angulos que o vetor U forma com os vetores da base. Se v = (x,y, z) em relag¢do a base
canodnica {€1,€3,€3} e a, B,y sio os dngulos que o vetor v forma com os vetores da
base, entao:

x Y z

2 2 2; 0085 - 2 2 2; cosy = 2 2 2
VTEF+Y 2z VIt +y +z VITE+ YT+ 2

cosa =
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Figura 1.6: Orientagao negativa.

Os cossenos diretores de v sao exatamente as coordenadas do versor de v. Vale a
relagdo (cosa)? + (cosB)* + (cosy)? =1

Neste trabalho, representaremos os eixos coordenados por {1, x2, 23} € por {€1, €3, €3}
a base canodnica, i.e., base formada por vetores ortonormais. Um vetor A em relagao ao
sistema de coordenadas determinado por xq, 2, z3, sera denotado por A = (A, Ag, A3),
onde A;, Ay, A3 sao as coordenadas, ou ainda A = Ajeq + Axes + Ases.

E de grande ajuda pensar em uma caixa com lados de comprimento A, A,, Az, nas
direcdes dos eixos coordenados. O vetor A = (A, Ag, A3) é representado pela classe
de equivaléncia da diagonal de dentro da caixa.

Assim sendo, um mesmo vetor A pode constituir a diagonal de quantas caixas que
se deseja criar. Para cada conjunto escolhido de eixos h4 uma tripla ordenada, mas
todas essas triplas sao formas diferentes de definir o mesmo vetor. Na realidade, um
vetor é uma classe de equivaléncia.

Tomando a “diagonal de dentro de uma caixa” , as componentes de um vetor A em
relagdo aos eixos xy, X9, T3 sa0 Aj, Az, A3 e adotando eixos o), x5, 24 temos A}, A}, AL.
Queremos determinar a formula que liga as componentes de A em relagao aos dois eixos
coordenados.

/ Vetor A

Figura 1.7: Vetor A usando os eixos z1, za, x3 [3]

O tamanho de A, em termos de A, Ay e Az é encontrado da seguinte forma (ver

Figura 1.7). Imagine o vetor sendo representado por OM, movendo-se de O para M
tomando o caminho OK LM, onde OK = A, KL = Ay, LM = As. Suponha que

OK tem a componente A1 A; na diregao zi,
KL tem a componente \j5A; na diregao 2,
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LM tem a componente A\j3A3 na direcao ',

e assim temos:

All - )\11141 + )\12142 + )\13143
A,Q = /\21141 + /\22142 + )\23_/43 (11)
AL = X351 41 + Ag0As + N335

Podemos facilmente reconhecer um padrdo na equagao (1.1). Em cada equagao
notamos o mesmo indice \ para todos os trés termos do lado direito, sendo o mesmo
que o indice de A; no lado esquerdo. Isso permite que se escreva uma tinica expressao
que represente a equagao (1.1), da seguinte forma:

A; = )\plAl + /\p2A2 + )\pgAg P = 1, 2, 3. (12)

Uma simplificacao foi feita, e a notacao continua exata e menos complicada. Pode-
mos escrever da seguinte forma:

A= "NgA,  p=123

Outra economia muito marcante, que da origem & chamada notacao de Einstein,
muito usada na Engenharia, ¢ a eliminacao da notacao de somatoéria, quando um
indice ocorre duas vezes no mesmo lado de uma equacao e no mesmo termo. Deve ser
entendido que a este indice repetido deve ser dado todos os valores possiveis e todos os
termos resultantes devem ser adicionados em conjunto. Assim, na notacao compactada,
a equacao (1.2) se escreve:

A= NeA, g =1,2,3. (1.3)

Se observarmos as equagoes (1.1) e (1.3) notaremos que ambas transmitem a mesma
informacgao. O indice p é livre, e para cada possivel valor de p existe uma equacao do
tipo considerada. O indice ¢ é chamado de indice "dummy", pois tem como intuito
mostrar a soma. Entdo a equagdo (1.3) poderia ser escrita da seguinte forma :

AL = NApgAy. (1.4)

Lembrando que a equagio (1.4) determina trés equagoes cada uma com trés termos
do lado direito.

Escrevendo os termos de A’ em funcao de A, precisamos fazer o inverso, ou seja,
escrever os termos de A em funcao de A’. Para isso podemos usar novamente a relacao
da diagonal de uma caixa, sendo a diagonal o vetor A, tomando como dire¢ao os eixo
xy, xh, x5, conforme mostrado na Figura 1.8 a trajetéria de O para M, no caminho
OK'L'M (onde OK' = A}, K'L' = A,, L' M = Aj).

Supondo que
OK' tem a componente \j; A} na dire¢ao x,

K'L’ tem a componente Ao A, na diregao 1,
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Figura 1.8: Vetor A usando os eixos 2/, z}, 24 |3]

!
X3
——xy

Vetor A

X2

L'M tem a componente \j3A% na direcao x,
tem-se que:

A = A AL+ A A5 + )\3114/3
Ag == )\1214,1 + )\22/4’2 + /\32143
Ag == )\1314/1 + )\2314/2 + )\3314;’. (15)

Usando a notagao compactada, equagio (1.5) pode ser escrita
A, = )\qu;. (1.6)

Nesse ponto queremos ja encontrar a equacao (1.6) a partir da equacdo (1.4) sem
usar o recurso da Figura 1.8. Tendo dois conjuntos de eixos definidos, como na Figura
1.9, uma questao de escolha o qual deles teremos como conjunto original ou tracejado
Assim as equagao (1.3) Al torna se A, A, torna se A e Ay, que ¢ o cosseno do angulo
entre as duas linhas que sao os eixos x, e x, sendo entdo A,,. Portanto a partir da
equagao (1.3) obtemos a equacao (1.6).

Figura 1.9: Cossenos diretores em relagao aos eixos ;. [3]

A vantagem de usar as equagoes (1.3) e (1.6) é que elas podem ser obtidas inde-
pendente da dimensao. Por exemplo, quando estamos resolvendo em duas dimensoes
temos :

All = /\11A1 + /\12A2
Alg = A1 A1 + A2 Ay

que podem ser escritos a partir da equagao (1.3), assumindo que p e ¢ podem ser 1 e 2.
Quando usamos dimensao n a partir da equacao (1.3), é claro que temos n associagoes
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em relagao a equagao (1.6), com p = 1,2,3,...,n e cada equagdo possui n termos no
lado direito, que correspondem & soma com ¢ = 1,2,3,...,n. As posicoes dos eixos
tracejados em relacao aos eixos sao determinadas assim que determinarmos o cosseno
de nove angulos. Considere o eixo x| na Figura 1.9, os cossenos dos agulos entre este
eiXo e 0S eixos x1, T, r3 serao denotados por Aii, A2, A\i3 respectivamente. De forma
analoga, os cossenos dos angulos determinados por x5, com xy, x9, T3 SA0 A1, Aga, Aoz €
os determinados por z sao As1, As2, Ass.
Representaremos esses cossenos diretores pela matriz quadrada.

At Az Agg
Aot Azx Agg (1.7)
Azi Az2 Asg

A matriz dos cossenos diretores, como mostrado acima, é denotada por [)].

Figura 1.10: Cossenos Diretores no plano. [3|

A matriz dos cossenos diretores da Figura 1.10 sera a seguinte:

cos)  senf 0
—senfl cost) 0 (1.8)
0 0 1

Quando estivermos considerando no plano, a matriz fica na forma:

(1.9)

—senfl  cosf

[ cos0 sen@}

Essa matriz é conhecida como matriz de rotacao e expressa a rotacao no sentido positivo
através de um angulo # em torno do eixo x3 fazendo com que o0s eixos x1, ro Se movam
para posicao z,x5. Quando estivermos no plano, a matriz dos cossenos diretores
sempre serd considerada na forma da equagao (1.9). A forma matricial da equagao
(1.1) pode ser escrita da seguinte forma:

A At A2 A Ay
Ayl = | dar Aoz Ass A
Ay As1 Az2 Asg As

ou de maneira simplificada,

{A4,} = NH{A}- (1.10)
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Similarmente, a equacao (1.5) seréa:

Ay A1 Ao Az Al
Ag| = | Az Aoz Az Al
Az A1z A2z Ass Ay
ou seja,
{4} =N {43}, (1.11)

onde [A]” € a transposta da matriz [A].
Formalmente temos:

Teorema 1.1. A matriz M = |oy;] de mudanga de base de B para B’ € invertivel e
sua tnversa M~! é matriz mudanca de base de B' para B.

Demonstracao. Seja [(;;] a matriz mudanca de base B’ para B.
Entao v; = > ", Bijw;.
Logo v; = 370, Bij (3ohr oivs) = 241 2oit (i) vj. Portanto
ZL Oékzﬁz'j = 5kj~
Logo a inversa da matriz M é a matriz Sy
O

Definicao 1.8. Transformacoes lineares
Consideremos os espagos vetoriais Ve W e um corpo K. Uma trasnformacao
linear de V-em W é uma funcao T : V — W que sastifaz as sequintes propriedades:
(i) T (v+w) =T (v)+ T (w), para quaisquer v,w € V;
(i) T (aw) = aT (v), para quaisquer v €V e a € K.

Podemos compactar as duas propriedades em uma unica propriedade: T (v + aw) =
T (v) + aT (w); para todos u,v,w € V e para qualquer « € K.

Uma transformagao linear de V' em V' é chamado um operador linear de V.

Quando W = R, entao a transformacao linear 7" : V' — R ¢é chamada de funcional
linear. O espaco de todos os funcionais lineares definidos em V', é chamado espaco dual
de V' e denotado por V*.

Definicao 1.9. A matriz associada a uma aplicacao linear.
Sejam Ve W espagos vetoriais e f -V — W uma aplicagdo linear e B = {vy,...,v,}
e B'={wy,...,wy} bases de V e W, respectivamente. Temos entdo:

F(U1> = a1 Wy + ... + Q1 Wy,

F(v,) = ajpwy + .. + @,

Defintmos a matriz associada o aplicacao linear f por

ailz aiz2  Qip
MB (f) =

m1 Om2  Amn mxn
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Reciprocamente, dada uma matriz A,,x,, podemos associar uma aplicacao linear
f V™ — W™, cuja matriz associada é A,,x,.

Definicao 1.10. Produto tensorial

Sejam V e W espacos vetoriais sobre um corpo K. O produto tensorial de dois
vetores v € V e w € W denotado por v ®@ w € um vetor em V @ W que satisfaz as
sequintes relacoes:

1. Sevi,v €V ew €W entdo (v1 +v2) QW =v; @ W + Vg @ W
2. Sewy,wg €W ev eV entio (wy +wp) v =w; @v+wy @V
3. Sece K entio (cv) @w = c(v@w) =v & cw.

V ® W é um espaco vetorial sobre K tal que junto com uma aplicagao bilinear
(linear em cada componente) de V. x W — V ® W, indicada por (v,w) — v ® w
satisfazendo:

Se {v1, -+ ,v,} € uma base de V e {wy, -+ ,w,} é uma base de W, entdao os
elementos v; @ w;, 1t =1,--- ,n:j=1,--- ,m formam uma base de V@ W.

Definicao 1.11. Sejam V um espaco vetorial de dimensio n e T um operador linear
de V.

Chama-se autovetor ou vetor proprio de T todo vetor v # 0 tal que T (v) = v, com
AeR.

Se v # 0 € autovetor de T e X\ um numero real tal que T (v) = Av € chamado
autovalor ou valor proprio de T.






2 Tensores de segunda ordem

Neste capitulo apresentamos um breve estudo sobre os tensores de segunda ordem,
e usando sua representacao matricial, observamos as mudancas de coordenadas em
sistemas de coordenadas diferentes.

Definicao 2.1. Sejam V um espaco vetorial e T operador linear de V. O conjunto de
todos os operadores lineares de V' serd denotado por L(V'), que é um espaco vetorial.
Os elementos de L(V') sao chamados de tensores (de sequnda ordem,).

Observe que o tensor T associa a cada elemento v € V um tnico elemento Tv em
V.

No caso particular do produto tensorial de dois vetores u,v € V representado por
u ® v, o operador linear que a cada vetor w € V associa um vetor de V dado por:

(u@v)w=<v,w>u, YweV

¢ um tensor de segunda ordem.

2.1 As relacoes entre os nove cossenos diretores que
compoem a matriz

Recordemos da equacdo (1.10) que {A}} = [A] {A,}.
Ao substituirmos a matriz coluna {A} dada em (1.11), temos:

{4} =N {4} (2.1)
Portanto,
AN = 1] (2:2)
Usando o mesmo raciocinio, obtemos que [A]" [A] = [I], e portanto temos:
N7 = 23)

Isso facilita bastante o calculo da matriz inversa de T, onde T é a matriz dos
cossenos diretores.
Se escrevermos a equacgao (2.2) explicitamente, temos:

33
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Ar Az Ai| | A Az Az 100
Aot Az Aoz | | A1z Az A2 = | 0 1 0,
Azt Asz Asz] | Az Azs Ass 001

e multiplicando as duas matrizes, surgem as seguintes relagoes

( A%1+>‘%2+)‘%3:1
A+ A+ A, =1
M+ AL+ =1
A1A21 + A2 Aog + AzAaz = 0
A21A31 + A22A32 + Aoz A3z = 0
A31 A1+ Aza A2 + AgzAiz = 0

(2.4)

\

As trés primeiras equagoes de (2.4) sao chamadas de condigbes normalizadoras
e expressam o fato de que A sao cossenos diretores. As trés ultimas sao chamadas
de condicoes de ortogonalidade e expressam o fato de que os eixos ],y € Ty S30
mutuamente perpendiculares.

Conclui-se que, dado que as nove diregoes dos cossenos diretores devem satisfazer
as seis equagoes (2.4), apenas trés das nove sao independentes.

De fato, considere a Figura 2.1.

T2 / )

/ 0{22

Figura 2.1: Exemplo de um uso para mudanca de eixos. [3|

Suponha que exista um (;onj/unto de eixos x1, T, T3 e que seja proposto que se escolha
um outro conjunto x;,z,, ;. A escolha do eixo x; pode ser qualquer. Ao escolher
A11 € A1g, 0 valor de A3 é determinado (a menos de sinal) pelas primeiras equagoes
(2.4). Indo agora para o eixo r, apenas um dos cossenos diretores pode ser escolhido
livremente e os outros dois devem ser escolhidos com a exigéncia de que a segunda e
quarta equagoes (2.4) sejam satisfeitas. Finalmente para o eixo x;,, nao podemos fazer
nenhuma escolha, pois todos os seus trés cossenos diretores sao fixados pela exigéncia
de que a terceira, quinta e sexta equagoes (2.4) devem ser satisfeitas.

Uma outra notacao que é usada nos cursos de engenharias é a dos indices.

Da equagao (1.2), temos A} = A1 A; + A2As + Ai3A3 e substituindo Ay, Ay e As
das equacoes 1.5, temos

Al = 1A AL+ A Ay + /\31143) + Ma( A2 A + A2 A5 + /\3214%)
+)\13()\13A/1 + )\2314/2 + )\33./42)’) (25)
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Decorre desta equacgao que:

A+ AL+ A =1

A11A21 + A12A22 + AizAez = 0

A11A31 + A12A32 + AizAsz = 0,
que sdo, respectivamente, a primeira, quarta e sexta das equagoes (2.4). Fazendo o
mesmo para A e A} obtemos as equagoes restantes da equagao (2.4), com cada equagao

de ortogonalidade aparecendo duas vezes. Na notacao compactada, comecamos com
as equagoes (1.3)

Al = NpgAgy g =1,2,3.

Agora, deve-se tomar cuidado com os indices porque eles devem refletir todas as

equacoes. Usando-se o indice conveniente, fazemos a seguinte substituicdo na equacao
! _ !/ .
Al = ApgAg por Ay = A\ AL e obtemos:

A= NpgArg AL p = 1,2,3. (2.6)

Deve ser observado que, com a somatoéria em g e » ha nove termos no lado direito
para um dado valor de p. Ha trés equagoes dadas pela equagio (2.6), uma para cada
valor de p. A primeira delas, com p = 1, é escrita por completo como a equagao (2.5).

Portanto, as equagoes (2.6) representam trés equagoes do mesmo tipo da equagao
(2.5). Aplicando agora o argumento de que A}, A} A sao independentes e que as
equagoes (2.6) devem ser identicamente verdadeiras, chegamos a seguinte conclusao:

Apghrg =1, D=7
2.7
{ /\pq)\rq = 07 b 7é r ( )

o que nos da as seis equagoes.

2.2 0O Delta de Kronecker

As formas das equagoes (2.7) sugerem a defini¢ao de uma grandeza que iréa revelar-se
muito valiosa na teoria dos tensores. Essa grandeza é chamada de Delta de Kronecker,
e é definida conforme a seguir:

5 — 1, p=r
0, p#ET

As condigbes de normalizagao e ortogonalidade (2.4) podem ser escritas como:

ApgArg = Opr. (2.8)

Vimos anteriormente que a transposta da matriz dos cossenos diretores é a matriz
inversa. Dessa forma, podemos obter as seis equacoes referidas e verificar que em
notacao compactada:

AgpAgr = Opr (2.9)
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Conclui-se também que as equagoes de ortogonalidade da equagao (2.8) expressam
o fato de que os eixos z} sdo dois a dois perpendiculares, enquanto as equagoes corres-
pondentes em (2.9) expressam o fato de que os eixos xz; sdo dois a dois perpendiculares.

As consideragoes serao feitas agora para certas grandezas que, em trés dimensoes,
possuem nove componentes.

Considere dois vetores A e B tendo coordenadas (Ay, Ay e A3) e (By, By ¢ Bs) em
relacao a um dado sistema de coordenadas. H& entao nove produtos de coordenadas
que sao convenientemente escritos em uma matriz quadrada, ou seja:

AB, AiBy, ABs Ty Ty Tis
A2 B, Az By AzB3 ou Ty Ty Tos
AsBy AsBy AsBs Ts31 T3 Ti3

onde T, é definido como A,B,. Ao trocar o sistema de coordenadas, as coordenadas
/ !/ !/ / ! / X
do vetor se tornam (A}, A}, A}) e (B], B, BS) e os produtos serao

A\By AyB; A1By T, T, Ty
Ay By AyBy AyBy | ou | Ty Ty Ty
AzBy AzBy A3By Ty Ty Ty

As relagdes entre os nove T, e os nove T, sido obtidas pela equacdo (1.6)

A; = )‘SPAP

Bé - )\thq.

Assim, A;B; = (AspAp)(AgBy), onde os parénteses sdo inseridos temporariamente para
lembrar que héa trés termos em cada parénteses, e assim, nove termos em todo o lado
direito. Usando a notacao T}, a equacao acima fica:

T, = AgprigThg. (2.10)

Deve-se observar cuidadosamente que a equagao (2.10) representam nove equagoes,
dando T7,,T},, ..., Ti5 e que cada uma dessas nove equacoes possui nove termos do lado
direito correspondentes a somatoéria sobre p e q.

2.3 O produto de dois tensores

Considere dois tensores de segunda ordem Sy, e T,,. Cada tensor possui nove
componentes, sendo assim é possivel formar 81 produtos. Ao identificar esses produtos
pela letra @) e seus subscritos associados, temos:

quvw - Squvw- (211)

Ao trocarmos o sistema de coordenadas, as componentes de S e T se transformam
de acordo com a lei e o lado direito se torna (AipAigSpg) (AmoAnwTvw). Nessa expressao,
os indices nao repetidos 1, 7, m,n sobrevivem ao processo de somatoria de forma que

este seja Q;-jmn, sendo os componentes entre parénteses respectivamente S;j el .
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Assim:
Q;jmn = )‘ip)‘iq/\vaan’quva
ou seja,
Qljmn = Aipighmo A Qpgoo- (2.12)

O produto de dois tensores é dada pela composicao dos operadores lineares, que
pode ser visto também como o produto das matrizes associadas aos operadores lineares.

Seja, V um espaco vetorial e f,g : V — V operadores lineares, e considere g o f,
composta de f com g.

Teorema 2.1. Sejam B, B’ e B” bases de V. Entao
ME, (9) ME (f) = MEi (g0 f)

Demonstra¢ao. Sejam A a matriz associada a f em relagao as bases B, B’ e A’ a matriz
associada a ¢ em relacao as bases B’ e B”

Tome v € V' e escreva v em relacao a base B.

Entao f (v) em relagao a base B’ é dada por Av, mas g (f (v)) em relagdo a base
B” & dada por A’ (Av) = (A A)v

Isso implica que A’A é a matriz associada a g o f. O

Corolario 2.1. Sejam B e B’ bases de um espaco vetorial V.
Entao

ME (id) ME (id) = I = ME' (id) M5, (id).
Em particular ME (id) € invertivel.

A convencao de notacao e sinal esté ilustrada na Figura 2.1, e é definida conforme a
seguir: das seis faces do cubo exibido, trés sao faces positivas e trés sao faces negativas.
As faces positivas sao aquelas nas quais a normal emergente esta na diregdo positiva de
um dos eixos. Sendo assim, na Figura 2.1, as trés faces das quais temos visao completa
sao positivas e as trés faces escondidas sao negativas. Uma componente de tensao é
chamada de o0,,, onde o primeiro indice se refere a face na qual a componente atua e e
o segundo indice se refere a diregao da agao. Quando o,, atua em uma face positiva,
ela é medida na direcdo ¢ positiva e quando atua em uma face negativa, mede-se na
dire¢ao ¢ negativa.

Por exemplo, considere a componente de tensao oi3. H& duas faces nas quais as
normais estao na direcao xq, sendo uma face positiva e uma face negativa; na face
positiva 13 esta na direcao x3 positiva e na face negativa esta na direcao x3 negativa.

Ao introduzir novos eixos x;, algumas componentes de tensao podem ser encontra-
das considerando o equilibrio de um pequeno tetraedro, como mostrado na Figura 2.3.
Considere o tetraedro tendo uma face em que a normal estd na dire¢ao 2 em relacao
as diregoes x, e x4 estando portanto no plano da face, e seja S a area desta face . Con-
siderando a face triangular do tetraedro no plano x,x3, temos uma normal emergente
na direcao negativa de x;, podendo verificar que a area dessa face é A\;1.5 e que, da
mesma forma, as outras duas faces, tendo normais paralelas a x5 e x3, respectivamente,
possuem areas A25 e A\i3S.

As componentes relevantes do tensor de tensdo estdao mostrados na Figura 2.4.
Sera observado que a face inclinada é uma face de orientagio positiva no sistema 7,
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x|

Areadesta
face A:sS
Area desta
face AuS
S
]\ Area da face de orientagio S

x :
¥ Area desta face Asz5

Figura 2.2: Area de cada face do tetraedro [3]

Figura 2.3: Componentes de tensdo e mudanga na orientagao. |3|

enquanto as outras trés faces sdo negativas no sistema z). Isso fixa as diregOes das
componentes de tensao.

Tendo em vista as Figuras 2.3 e 2.4, a forca causada pelas componentes de tensao oy,
¢ 011115 e esta direcionada na direcao negativa do eixo ;. Se esta forca esta na direcao
negativa de z}, resulta o11A11.5A1;. Da mesma forma, a for¢ca causada pela componente
012 € 012A125) e essa forca tem uma componente resultante na dire¢do negativa de z
o que resulta o1aA115A12. Ao repetir esse processo para todos os nove componentes
de tensao o1, 019, ..., 033, € finalmente equacionando as forcas nas direcoes positiva e
negativa do ) resulta que:

0118 = (A1A11011)S + (M1 A12012)S + (A1 A\13013) S
+(A12A11091)S + (A12A12022)S + (A12A13023)S
"—()\13)\110'31)5 + ()\13)\120'32)5 =+ ()\13)\130’33)S. (213)

Simplificando a equacao temos:

0'11 = >‘1p>\1q0pq' (214&)

Da mesma forma, resultante na direcao z/, e 2 respectivamente para o tetraedro mos-
trado na Fig.2.3, temos

0'12 = /\1p)‘2qapq (214b)
013 = ApA3gOpg- (2.14c)
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Todas as trés equacoes acima (2.14a), (2.14b) e (2.14¢) podem ser escritas da se-
guinte forma:

O'/lt = /\1p)\tqapq7 t =1, 2, 3. (215)

Ao tomarmos tetraedros com faces de orientacdo em que as normais estdo nas
dire¢oes de x| e x% respectivamente, as seis equagOes a seguir sdo obtidas da mesma
forma:

T = AopAtqOpq (2.16)

0% = A3pAtgOpq- (2.17)

Por ultimo, todas as nove equacoes dadas pelas equagbes (2.15), (2.16) e (2.17)
podem ser escritas da seguinte forma:

ol = AspAigOpg- (2.18)

Enfatizamos, uma vez mais, que a Equacao (2.18) representa nove equagoes separa-
das, cada uma das quais possui nove termos do lado direito. Comparando as Equagoes
(2.12) e (2.18) podemos observar que a forma da transformacao ¢ idéntica nos dois
Casos.

Muitas vezes é interessante olhar a transformacao linear 77, = A\;p\;;1p, na forma
matricial, no lugar da notacao indicial, conforme mencionado no capitulo 1. Por esse
motivo vamos rearranjar os termos e escrever:

T, = AspToghig- (2.19a)

Considerando primeiro a somatoéria sobre p, que afeta o termo \,,7},,, deixar que p
assuma os valores 1, 2, 3 significa mover a s-ésima linha de [\] e baixar a g-ésima
coluna de [T] produzindo o (s,q)-ésimo componente de [A][T]. Se agora o produto
[A] [T] for chamado [K], entao a equagdo acima pode ser escrita:

T, = Ky, (2.19Db)

Considerando agora a somatoéria sobre ¢ e procurando expressar iSso como uma opera-
¢ao de coluna, aparentemente, hd uma dificuldade em que ambos os indices de ¢ estao
na segunda posicao (ex. posi¢ao da ’coluna’ na notacao de matriz). Portanto, ao deixar
que ¢ assuma os valores 1, 2, 3 significa mover a s-ésima linha de [K] e a t-ésima linha
de [\]. No entanto, essa dificuldade é prontamente superada, no entanto, ao perceber
que a t-ésima linha de [A] é a t-ésima coluna de [A]". Assim, a equacdo (2.19b) pode
ser escrita como:

(7] = N [T] [N (2.19¢)
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A equagao (2.19¢) é a forma matricial da equacgao (2.10), que de forma explicita, é dada
por:

T, 11y, T4 A1 A2 Az Ty T Tis A1 Aol Azt
Ty Ty Tos| = | Ao Az Asg Tor T Tos A2 Az Ase| . (2.20)
Ty, Ty, Ti Asi A3z Ass T3 T3 Tag Az Aoz Asg

Na realidade, vale o resultado mais geral:

Teorema 2.2. Sejam [ :V — V um operador linear e B e B’ duas bases de V. Entao
existe uma matriz invertivel N tal que

ME/ (f) = N"'ME (f)N.

Demonstracio. Basta tomar N = ME' (id) e aplicar o Teorema 2.1. O



3 Tensores simétricos de segunda
ordem

3.1 Circulo de Mohr de Tensao

No capitulo anterior comentamos que em um estado plano de tensoes, podemos
transformar as componentes do tensor de um sistema de eixo para um novo sistema,
obtendo a equagao (2.18). Usando esse resultado nessa se¢do iremos mostrar que po-
demos encontrar uma solucao grafica, que é chamado Circulo de Mohr, introduzindo
assim a ideia de tensores simétricos.

Consideremos um estado plano de tensao e a Figura 3.1 que ilustra as quatro com-
ponentes do tensor tensao: as diregoes dessas componentes estao de acordo com a

¢ o

———
o

A B
T2

O-L—i ]—‘O'
Il

%2

D C X
0z
022

Figura 3.1: Acdo das componentes de tensdo. [3]

convencao descrita no Capitulo 2. Na Figura 3.1, AB e BC sao faces positivas, C'D e
DA sao faces negativas.

Ao tomar os momentos sobre um eixo perpendicular a péagina, verificamos que o
equilibrio de ABC'D resulta em:

012 =— 0921 (31)

Essa é a conhecida relacao complementar da tensao de cisalhamento. Devido a
equagao (3.1) temos que o tensor tensao em duas dimensoes,

011 012
021 022

41
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é simétrico.

Ha uma extensao deste argumento para dimensao 3. Voltando a Figura 2.1, to-
mando os momentos sobre os eixos paralelos a z; e x5 respectivamente, vemos que
093 = 032 € 013 = 031. Lodos eles podem ser expressos em uma equagao como 0p, = Ogp,
ou seja, o tensor tensao é simétrico.

Voltando ao caso de dimensao 2 e definindo os eixos x) e x5, por meio de rotacao 6
dos eixos xq e T, as componentes de tensao oy, e 012 sao encontradas ao considerar a
estabilidade de um triangulo conforme mostrado na Figura 3.2.

Figura 3.2: Componentes de tensao em relacao a um novo sistema de eixos.

3]

A resolucao apropriada das forcas nos fornece:

o, = 011€08%0 + 093500 + 20935enbcosl) =

(—011 —; 022) + (—JH ; U22> c0s20 + o195en26

oty = 012 (c0s*0 — sen®0) — (011 — 022) senfcost =

- (Q) sen26 + o12c0520 (3.2)

Nota se que ha dois valores de 6, que diferem por 90°, para o qual o}, = 0 e os dois
valores sdo solucgoes da equacao tan20 = 2015/ (011 — 022). Além disso, a derivagao em
relacao a 6 da equacao para o;; mostra que nos planos dados por esses mesmos dois
valores de 6§ tensao o}, ¢ a maior e, no outro caso, a menor tensao que ocorre. Esses
dois valores de tensao sao chamados de tensoes principais, e as diregoes nas quais elas
atuam sao chamadas de direcoes principais. As tensoes principais serao chamadas de
o] e o) e o tensor tensdo em duas dimensoes, quando referido aos eixos principais sao
5

0 09 '

Tendo estabelecida a existéncia de duas diregoes principais mutuamente perpendi-
culares, é conveniente (Figuras 3.3 e 3.4) tomar essas diregoes como eixos z1z9. Este

procedimento é um caso especial da situacao geral, mostrada na Figura 3.2, e resolvendo
nas dire¢des x| e z, temos:
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T

1

Figura 3.3: Tensoes principais. |3]

Figura 3.4: Diregao das tensoes nos eixos z) e z5. [3]

o1+ 09 01 — 02
0'/11:< 5 )—i—( 5 )0052@
oy = — (01 ; 02) sen2p. (3.3)

Se o/, e 01, sdo tomados em eixos cartesianos, entao o que temos acima sao equagoes
paramétricas de um circulo, como dissemos no inicio desse capitulo, Circulo de Mohr,
obtido eliminando-se o parametro ¢ entre elas. O Circulo de Mohr é mostrado na
Figura 3.5. Sera observado que a rotacao dos eixos através de ¢ é acompanhada por
uma rotagdo do vetor radial do circulo através de 2¢. O sinal negativo na segunda
equagao (3.3) também é importante para determinar a dire¢do na qual o}, age.

fale——

o, _..' -
AT

-
*—_—

Figura 3.5: Anélise das tensoes usando o Circulo de Mohr. [3]
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Observe que se um tensor de segunda ordem em dimensao 2 é simétrico, isto é,
se T1o = 15, entao existe um par de eixos mutuamente perpendiculares chamados de
eixos principais com relagao ao qual Ty = Ty, = 0, ou seja, a matriz do tensor é
diagonal na forma quando se refere a esses eixos. Mostra-se que se as componentes de
um tensor de segunda ordem em dimensao 2, sao simétricos com respeito a um dado par
de eixos, entao eles sao simétricos com relacao a qualquer outro par de eixos. Assim,
se um tensor é simétrico, essa propriedade de simetria nao se altera por mudancas de
coordenadas.

[ 1i1 1’2} _ [ cost senﬁ] [TH T12:| {0050 —senﬁ} (3.4)

51 Loy —senfl  cosH Tor 1o senf  cosO

onde T}, = Ty, = —Ti1senfcost + Tia(cos?0 — sen®0) + Tyasenfcosh.

Estendendo essas ideias para dimensao 3, pode se verificar, utilizando a equacao
(2.19d), que se T,,, = T, entao 17, = T/, ou seja, a simetria com respeito a qualquer
triade de eixos dada implica simetria com respeito a qualquer outra triade.

3.2 Eixos principais de um tensor simétrico

Dadas as componentes T,, de um tensor simétrico, pode-se descobrir novos eixos
x4 com respeito ao qual o tensor possui zero em elementos que nao estao na diagonal
de sua matriz, pois tem se que a matriz que representa o tensor é diagonalizavel, ou
seja, pode-se descobrir cossenos diretores tais como

i 0 0 A Az Al | T T Ths A1 Az Az
0 T3 0| =] A2 Aaz| | Tia T T3 A2 Az As2
0 0 T Azt Ase Ass| | Tis 1oz Tss A1z Asz Ass

Para vermos isso, consideremos os nove cossenos diretores desconhecidos. FEntao
exigimos que T7,,775 e T3, devam ser zeros nas trés equagoes entre 0s nove cossenos
diretores. Posteriormente, as equagoes (2.4) nos dao mais seis equagoes e o total de nove
equacoes podem ser resolvidas dando origem aos cossenos diretores necesséarios. Deve-
se analisar que pelo fato das componentes 7}, serem simétricas, as componentes 77,
também o sdo, portanto, ao estabelecer que T7,,T]; e T sejam zeros, automaticamente

51, 15, € Ti, também sao zeros. Em notacao de indices, as equagoes que sao utilizadas
para descobrir os cossenos diretores sao as seguintes:

ApAeg T,y = 0 (isso fazT], = 0),

MpAsqLp, = O(isso faz 17, = 0),

AopAsgLpy = 0 (isso faz Ty, = 0),
)\sq)\tq = 55157

essas sao as seis equagoes (3.4). Pode-se concluir entdo, que um tensor simétrico sempre
tem trés direcoes mutuamente perpendiculares, chamadas de direcoes principais, para
qual os elementos fora das diagonais da matriz do tensor sao zero, de forma que a
matriz do tensor assume a forma

T 0 0
0 T, 0
0 0 T}
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Figura 3.6: Circulos de Mohr. [3]

onde o uso de um tunico indice deixa claro que essas sao as componentes principais.

A Figura 3.6 mostra trés Circulos de Mohr, que representam a variacao das compo-
nentes do tensor conforme os eixos sao rotacionados em cada um dos planos xixs, T3
e T3xq.

Um caso significativamente muito especial ocorre quando duas componentes prin-
cipais de um tensor sdao iguais. Para fixar a ideia, vamos assumir que 75 e T3 sejam
iguais, com 77 sendo diferente. Entao o circulo T5/7T5 da Figura 3.6 se retraem para
um ponto e os circulos Ty /Ty e Ty /T3 coincidem.

Relembrando que —T3, é dado pelas coordenadas de um ponto no circulo de Mohr
Ty /T3 segue-se que, com o circulo de Mohr se retraindo a um ponto, quaisquer pares
de eixos z,, x4 tomados no plano zoxs sao tais que 15, = T3, = 0, ou seja, quaisquer
pares de eixos nesse plano sao eixos principais. Assim, se 17 é diferente de T e de T3
h& uma direcao principal x; unicamente definida e o plano do x5 e x3 é o plano que
tem z; como normal, mas se Ty e T3 sao iguais, entao os eixos principais x, e x3 nao
sao unicamente definidos e quaisquer pares de eixos perpendiculares neste plano sao
eixos principais.

6 fon/in? 4 ton/in®

) X
(a) ! .
| /
| F
Yo
2 - in?
4ton/in” -e—|-- L— . fon/in2 /4fon/m
p 8| o
// ———pr
% !
7 i > Xe
2 B
4 ton/in 6 ton/in’
=
(¢) ) 744 ton/m' i (d)
4 ton/in 6 ton/in
= 4 ton/in®
o
4 ton/in®

4fon/ine

6 ton/in?

Figura 3.7: Anélise de tensoes e tensor isotropico. [3]
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Considere que o cubo de metal mostrado na Figura 3.7a foi submetido a uma tensao
de 6ton/in?, 4ton/in?, 4ton/in®. Dado que nao ha tensdo de cisalhamento, as arestas
do cubo sao os eixos principais. Ao tomarmos um prisma triangular como na Figura
3.7b e considerando sua estabilidade, verifica- se que, seja qual for o angulo ¢ mostrado,
a tensao na face obliqua do prisma é 4ton/in? e a tensdo de cisalhamento ¢ zero. Assim,
o estado de tensao também pode ser representado pelo cuboide da Figura 3.7¢c. O tensor
é isotropico no plano xox3 e, de fato, a melhor forma de mostrar o estado de tensao
dada é considerar uma peca cilindrica circular do metal como na Figura 3.7d quando
a tensao na superficie curva é vista como 4ton/in? radialmente de dentro para fora em
todos os pontos.

Da mesma forma, se considerarmos os momentos de inércia da barra cilindrica
uniforme mostrada na Figura 3.8 e olharmos para os eixos principais através do centro
de gravidade,

AT
\J

Figura 3.8: Momento de inércia de uma barra cilindrica [3]

0 eixo x7 é definido unicamente (exceto em um caso especial), mas quaisquer pares
de eixos x5 e x3 podem ser tomados no plano transversal através de G.

Voltando a Figura 3.6, ainda é preciso considerar o caso onde 177 = Ty, = Tj.
Nesse caso, todos os tés circulos retraem a um ponto comum e, assim, nao se pode
encontrar nenhum plano no qual os elementos fora da diagonal da matriz do tensor
sejam diferentes de zero. Assim, qualquer eixo é um eixo principal. Esse tipo de tensor
¢ chamado de tensor isotropico. Os exemplos de tensores isotropicos sao:

(i) o caso de as trés tensoes principais serem iguais como na Figura 3.9, geralmente
chamado de estado de tensao hidrostatico.

Figura 3.9: Tensores Isotropicos. [3]
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Seja qual for a orientacao do plano inclinado da Figura 3.9, a tensao direta sobre
ele é o e a tensao de cisalhamento é zero,

(ii) Os momentos de inércia de uma esfera uniforme sobre os eixos através do seu
centro. Qualquer eixo é um eixo principal.

A partir do que foi dito anteriormente temos que, se um tensor tem a forma

o o
o O
> O O

com respeito a uma dada triade de eixos, ele tem a mesma forma com respeito a
qualquer outra triade. Usando matrizes, temos:

[T = DT
= k[N ][N " desde que[T] = k [I]
= KN
= k[I]
isto &, [T"] = [T]. (3.5)

3.3 O Delta de Kronecker como um tensor de se-
gunda ordem

Mostremos que o Delta de Kronecker ¢ um tensor de segunda ordem. Em notacao
de indice, considere a expressao A\spAi 0y Fazendo a somatoéria para ¢ = 1,2, 3, temos

)\Sp>\tq6pq == )\sp/\t1(5p1 -+ /\sp)\tg(spg + )\sp)\t35p3- (36)

Dos termos no lado direito, para um dado valor de p, dois sao zero porque d =0 e
no outro termo 6 = 1. Adiante, o termo para o qual = 1 é aquele para o qual g = p.
Assim,

)‘8p>‘tq5pq = AspAp (3-7)

A equagao (3.7) é muito importante. O argumento utilizado para estabelece-la é
que d,; = 0, a menos que p = ¢. A rotina de mudar g por p e retirar o d,, ¢ comum
para qualquer pessoa que utiliza tensores. Enfatizamos neste momento que o termo
AspAtgOpg pode ser pensado também em termos de somatéria primeiramente sobre p;
nesse caso 0 g, se torna Ay, € 0, sai, nos dando

)\sp/\tq(qu - Aqutq' (38)

O lado esquerdo das equagoes (3.7) e (3.8) sao idénticos, e utilizando as equagoes
(2.4) encontramos ds. Assim, temos a equacdo (3.9):

5815 = )\SpAtqépQ' (39)

Isso mostra que ¢ é um tensor de segunda ordem. A matriz do Delta de Kronecker

o O =
O = O
— o O
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e ¢ é geralmente chamado tensor unitario. Ao observar que [\ [I][\]™" = [I], temos que
o Delta de Kronecker tem a matriz exibida acima nao importando quais eixos sejam
escolhidos.

O Delta de Kronecker é um tensor unitario isotropico. Para qualquer outro tensor
isotropico os componentes sao 7, = kd,,, onde k é um escalar.

Segue que temos uma invariancia da forma proveniente de

T, - Asp)‘thpq - /\sp)\tq (k?épq) - kAsp)\tp - kast‘

[sso é o equivalente em notagao de indice para o desenvolvimento da matriz que nos
levou a equagao (3.5).



4 (s nvariantes de um tensor de
segunda ordem

Considerando os tensores de segunda ordem como operadores lineares, lembramos
que a operacao entre eles é dada pela composicao dos mesmos. Na notacao matricial,
essa operacao se da através do produto das matrizes que os representam.

Em engenharia, muitos preferem usar a notagao de indices. Vamos destacar alguns
produtos que sio usados na Teoria de Elasticidade. E muito importante considerar o
significado da expressao Sy, 1,040, 0btido pela multiplicagao do lado direito da equagao
(2.11) por d4,. Observando os indices ¢ e w, pode-se concluir que ha nove expressoes
como essa (uma para cada par de valores de p e v) e que cada expressao contém nove
termos. Os indices nao repetidos p e v sao aqueles que sobreviveram ao processo de
somatoria de forma que a expressdo citada é o (p,v)-ésimo componente de alguma
entidade, nominalmente K,,. Com K,, = Sp;Tyw0qw, Provamos que K ¢ um tensor
de segunda ordem. A somatoéria sobre w é feita trocando w por ¢ e eliminando dg,.
Assim:

Ky = SpeT g (4.1)

Ao trocar os eixos, o lado direito se torna (AgpApgShy) X (AcwAagLhy)-  Aplicando
AbgAdg = Opg 1550 se reduz a AgpAe,0 — bdS!,T!, e ao trocar b por d e eliminar ¢,4, acaba
sendo reduzido para AgpAeySh Loy, que é AgpAe, K.

Portanto, K,, = A\jpAc K., € K é um tensor de segunda ordem. Até este ponto,
concluimos que ha 81 termos do tipo Sp,T,., nove termos do tipo S,,T,, € que esses
sao os termos de um tensor de quarta ordem e de segunda ordem, respectivamente.
Posteriormente pode-se obter S, 1, de Sy, Ty, através do Delta de Kronecker.

Esta forma de usar o Delta de Kronecker para fornecer a repeticao de um dos
indices é chamada de compactacao e seu efeito é reduzir a ordem da grandeza do
tensor resultante por dois.

E claro que a repeticio da contracio é possivel. Se comecarmos com SpgLiwdquwipy,
essa expressao é reduzida para Sp,T,,0,, € entdao para Sy, 1,,. Assim, nao sobra ne-
nhum indice livre e a grandeza S,,T,, ¢ um tensor de ordem zero, ou seja, um escalar.
Concluimos, portanto, que dos componentes de um tensor de m-ésima e n-ésima ordem
pode se formar tensores de (m+n)-ésima, (m+n — 2)-ésima, (m+n — 4)-ésima ordens
e etc. Em particular é possivel compactar a quantidade de vezes suficiente para chegar
tanto a uma grandeza escalar como vetorial, assim como (m + n) é impar ou par.

49
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4.1 Os invariantes de um tensor de segunda ordem

A discussao sobre compactacao dada anteriormente introduziu um dos invariantes
de um tensor de segunda ordem. Buscaremos outros invariantes agora. Se S e T sao
ambos tensores de segunda ordem, entao (S + 7T') também o é. O caso particular em
que T = —kd,, permite que encontremos grandezas invariantes do tensor S. (S +17') é
entao S — kdp,, ou seja:

S — k S12 Sis
Sa1 Sog — k So3 . (42)
Sa1 Sso Sss — k

Ao trocarmos os eixos, (S + T') se torna (S’ + T7), mas 17" continua sendo —kd,,
pois T' é um tensor isotrépico que possui as mesmas componentes em relacao a todos
os conjuntos de eixos. Assim, no que diz respeito aos novos eixos, as componentes do
tensor sao:

A 1 1
11 12 13

o Su—k o Sy | (4.3)

/ l Lok
31 32 33

Podemos agora utilizar a lei de transformagao de um tensor equagao (2.19¢ ) junto

ao fato conhecido de que os determinantes de [\ e de [A]" sdo ambos iguais a 1.
Assim, utilizando o teorema da multiplicacdo para determinantes concluimos que os
determinantes das duas matrizes dadas por (4.2) e (4.3) sao iguais, sendo

S —k Sio Si3 11 —k 12 13
521 522 —k 523 = 51 52 —k 53 : (4-4)
Sa1 Sso Ssg — k §1 éz §3 —k

Cada lado da equagao (4.4) ¢ k3. Dado que esta equagao deve ser valida para cada
valor de k temos que os coeficientes de cada poténcia de k devem ser os mesmos. Estas
condicoes nos dao:

S11 4 Sag + S33 = 51 + S5y + Sy

! ! !/ ! ! !
S11 Sz Sao Sag Su Sz | 1 Sio 92 D23 1 P13
Sor Sy || Sup Sas || Sy Sas || Sh Sh TS ose [T s s
21 22 32 33 31 33 21 22 32 33 31 33
(4.5)
! ! !
Sll SIQ Sl3 11 12 13
! ! !
521 522 523 = 21 22 23
! / /
Sa1 Ss2 Sss 31 O30 Os3

Assim, os resultados encontrados na equagao (4.4) sdo invariantes do tensor S.
Na forma de indices, a terceira delas é definida como uma nova grandeza.
O primeiro invariante é :

Jl = Spp- (46)
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O segundo invariante é:

1
Jy = 5 [Sppsqq - Spquq] : (4-7)

Para o terceiro invariante, o determinante pode ser escrito como:
J3 = 511522533 — 511523532 + 512523531 — 5125215933 + 513521532 — 513522531

Os padroes destes termos se dao conforme a seguir:

(i) Em um dado termo, os subscritos iniciais sdo todos diferentes e sao 1, 2 e 3 nessa
ordem.

(i) Os segundos subscritos sao todos diferentes.

(iii) Onde os segundos subscritos estdo na ordem ciclica 1231231..., o termo é posi-
tivo.

(iv) Onde os segundos subscritos estdo na ordem anticiclica 321321..., o termo ¢é
negativo.

Concluimos entao que o valor do determinante pode ser expresso como €,4,51,52¢53,
(realizando a somatoria sobre p, ¢ e r) dado que €, é definido conforme a seguir:

1, sep, q, r forem todos diferentes e na ordem ciclica 12312...
Epgr = —1, se p, q, r forem todos diferentes e na ordem anticiclica 32132...
0, se entre p, q, r dois deles (quaisquer que sejam) sejam iguais.

Esta fungao é geralmente chamada densidade Levi-Civita. Em alguns livros o con-
junto de g, ¢ chamado simbolos de permutagao.
Portanto, o terceiro invariante do tensor S é:

J3 = equSlpquSgr. (48)

Uma observacao importante é que o produto vetorial pode ser visto como decorrente
da equagao C, = €,4,4,B8,. O termo da direita é formado por componentes de tensores
de terceira e primeira ordem. Com duas simplifica¢oes (somando em p e ¢) o resultado
¢ um vetor C' do qual C). ¢ uma componente. O vetor C' é chamado de produto vetorial
de A com B. Denotamos C' = A x B. Em notagao de indice

C = Cyip = pgrApByir, (4.9)

onde 7, € um vetor unitario na diregao x,.

E importante observar que a ordem na qual A e B sdo escritos é importante, pois
se na equacao (4.9) os lugares de A e B forem invertidos, o €,, muda de sinal devido
ao fato de que os subscritos p e ¢ mudam de lugar.

Assim:

Ax B=-BxA. (4.10)

Exemplos particulares importantes da equagao (4.9) sdo os produtos vetoriais de
vetores ortonormais iy, iy e i3. Utilizando a equagao (4.9), sendo A = i; de forma que
Ay =1,A,=0, A3 =0e B =15, de forma que By =0, B, = 1, B3 = 0 descobrimos
que 71 X 1o = 13. Existem mais cinco equacoes dessa, assim temos:
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iIXiQZig, iQXigZil i3Xi1:i2

Ig X 11 = —ig, i3 X 19 = —1 11 X ’i3 = —19. (411)

Também pode ser notado que o produto vetorial de um vetor com ele mesmo ¢é zero,
ou seja, A x A =0, pois este produto vetorial é e, A,A i, 0s termos dos quais somem
em pares idénticos (veja um exemplo parecido abaixo). Em particular,

il ><z'1:0, iQ XiQZO Zg XZ3:O (412)

O produto vetorial C' de dois vetores A e B é perpendicular a ambos A e B, ou
seja, € perpendicular ao plano definido por A e B. Para confirmar isso é necessario
apenas examinar o produto escalar do C' com A e do C' com B.

O produto escalar C.A é:

CoA, = ey Ay By A, (4.13)

O lado direito da equacao (4.13) é zero , dado que os termos desaparecem em pares
idénticos. Por exemplo, com ¢ = 2 ha dois termos, €301 A1 B2 A3 e €391 A3Bs Ay esses
nos dao By (A1 A3 — A3A;), ou seja, zero. Isso ocorre da mesma forma para todas as
outras contribuicoes. Dado que C.A é igual a zero, concluimos que C' é perpendicular
a A. Da mesma forma, podemos mostrar que C' é perpendicular a B. Ao examinarmos
a forma da equacao (4.9) e relembrando que a definicao da densidade de Levi-Civita foi
feita pela necessidade de expressar uma determinante em notacao de indice, fica claro
que

11 1o i3
Ax B= Al A2 A3 (414)
By By, Bs

Pode-se verificar que A x B = (ABsenf)n, onde 1 é o vetor unitario perpendicular
ao plano de A e B e em direcao tal que a rotagao do vetor A para o vetor B por um
angulo menor que 180° daria um regra da mao direita ao longo de n. A Figura 4.1
mostra alguns exemplos de produtos vetoriais.

Observa-se que A x B é perpendicular a A e B. Dessa forma, se A e B sao eles
proprios mutuamente perpendiculares, entdo A, B e (A x B) constituem uma triade de
eixos perpendiculares com a propriedade da regra da mao direita. Este fato nos fornece
os meios para solucionar alguns problemas. Isso permite que completemos a matriz de
cossenos diretores.
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A A
"*fi ten Rotacdo Rotagdo
1
BxA
8 v
(a) (b)

L = l3x

N Rotagdo
l3

(d)

Figura 4.1: Exemplos de produtos vetoriais. 3]

4.2 Os autovetores de um tensor de segunda ordem

Ja foi observado que uma equacao A, = T,,B,, que em notacao de matriz é escrita
{A} = [T]{B} pode ser referida como o tensor 7" operando em um vetor B e surgindo
um novo vetor A. Ha um outro caso em particular de grande interesse no estudo das
vibracoes e também da estabilidade de estruturas, é o caso em que o vetor A dos quais
os resultados estao na mesma direcao do vetor B, de forma que A pode ser escrito
A = kB, onde k é uma constante escalar. Qualquer vetor B # 0 que possui tal
propriedade é chamado de autovetor do tensor 7', e o valor associado a k é chamado
autovalor. Algumas propriedades dos autovetores sao desenvolvidos abaixo. A equacao
que deve ser satisfeita é k {B} = [T { B}, ou seja,

kB, =T\ By + T12By + 11383
kBQ = TQIBl —|— TQQBQ + TQng (415)

A condicao necessaria e suficiente para a existéncia de valores de Bi, Bs, B, em
que nem todos deles sejam zero, satisfazendo essas trés equacoes é que o determinante
seja zero, ou seja,

Ty —k T2 T3
15 Ty — k T =0.
To T3o T3 — k

Esta ¢ uma equacao ciibica em k. Uma condicao suficiente, embora nao necesséria,
para que as raizes dessa equacao sejam reais é que a matriz T deve ser simétrica.
Ao limitar a consideracao a tensores simétricos é muito vantajoso ja que ha trés eixos
mutuamente perpendiculares, chamados eixos principais, com respeito aos quais matriz
T & diagonal. Tomando os eixos principais como eixos coordenados x1, x5 € £3 a equacao
para autovalores se torna
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Ty — k 0 0
0 Ty — k 0
0 0 T3 — k

0

as trés raizes das quais sao k; = Ty, ko = T, k3 = T3, ou seja, os autovalores sao os
valores dos componentes principais do tensor. Para achar os autovetores B para cada
um desses valores de k, suponhamos primeiro que os valores sejam todos diferentes.
O vetor correspondente ao autovalor k; deve entdo satisfazer as equacoes (4.15) que
agora aparecernl Como

lel == lel
k’lBQ - k)gBQ (416)
leg - k’3Bg

Entao By = B3 = 0 e By é arbitrario, onde
B = Cy1;. (4.17)

Da mesma forma, os outros autovetores sao Chyio, C3iz, onde os C sao constantes
arbitrarias. Podemos concluir que quando os eixos principais sao definidos unicamente,
estes eixos sao os eixos dos trés autovetores distintos.

Se dois valores do k sao os mesmos, dizemos ki = ko, com k3 diferente, para
encontrar um vetor correspondente com o autovalor ki devemos substituir na equacao
(4.15) e descobrir

k1B1 = k1B
leg == k2B2 (418)
kB3 = k3B

Entao B; = 0 e By e By sao arbitrarios. Conclui-se entao que qualquer vetor no

plano de duas componentes principais iguais a do tensor é um autovetor. O autovetor
na terceira direcao possui uma direcao definida unicamente.
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