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Resumo

Uma das abordagens alternativas utilizadas na mecanica quantica e na teoria quantica de
campos, a qual leva a desenvolvimentos mais avancados na area, como a teoria das cordas, ¢
utilizar o formalismo das integrais de caminho. Uma integral de caminho ¢ uma forma
eficiente de se calcular as amplitudes de uma transi¢do de um estado quantico para outro.
Neste Trabalho de Conclusdo de Curso estdo algumas ideias elementares a respeito das
integrais de caminho e sua aplicacdo na mecanica quantica ordindria (ndo relativistica) para
em seguida embasar as regras de Feynman das interagdes entre particulas com a obtencao de
funcionais geradores que descrevem as amplitudes de espalhamento na teoria quantica de

campos.



Abstract

One of the alternative approaches used in quantum mechanics and quantum field theory ,
which takes the most advanced developments in the area , such as string theory , is to use the
formalism of path-integrals . A path-integral is an efficient way to calculate scattering
amplitudes of a transition from one quantum state to another. In this work are presented some
essential ideas about the path-integrals, applications in ordinary quantum mechanics
(nonrelativistic) and then to base the rules of Feynman for interactions between particles in
quantum field theory, with some deductions to generating funcionals for scattering amplitudes

in free field and in the presence of interactions fields.



1.INTRODUCAO

“Trinta anos atras, Dick Feynman me contou sobre sua versdo da ‘soma de historias’ da
mecdnica quantica. ‘O elétron faz o que ele quer’, disse ele. ‘Ele vai em qualquer dire¢do em
qualquer velocidade, para frente e para tras no tempo, do jeito que quiser, ai entdo vocé
adiciona as amplitudes e isto lhe da a fungdo de onda’. Eu disse a ele, ‘Vocé esta louco’. Mas
ele ndo estava.

F.J.Dyson (em 1980)

Em 1942 sob a orientagdo de John Archibald Wheller no Centro de Estudos Avangados de
Princeton, nos Estados Unidos o entdo pos-graduando Richard Phillips Feynman nao poderia
imaginar que seu trabalho, sobre as integrais de caminho para a mecanica quantica, seriam o
embrido de uma revolugdo no modo como podemos descrever as interacdes mais
fundamentais da natureza e suas for¢as. Anos mais tarde, as tais “somas de historias” também
lhe renderam o prémio Nobel de Fisica em 1965. Gragas a esse modo de se descrever as
interacdes por meio das amplitudes de espalhamento, Feynman desenvolveu o que se
considera atualmente a primeira teoria quintica de campos: a eletrodindmica quantica.
O método das integrais de caminho pode ser usado tanto na primeira quantiza¢do (com
posicdo e momentum atuando como operadores e um Hamiltoniano classico), quanto na
segunda quantizagdo, na qual a posi¢cao e 0 momentum atuam apenas como nimeros dando
lugar aos campos atuando como operadores quantizaveis e seus momenta conjugados.
Nesta teoria quantica de campos, que descreve as interagdes mais fundamentais da natureza,

um tipo comum de calculo a ser feito ¢ a se¢do de choque espalhamento de um processo em



particular como, por exemplo, o espalhamento provocado pela interacdo elétron-elétron
(e" e~ — e~ e”). A partir do trabalho de Richard Feynman, uma forma simplificada e
rapida de pensar e expressar essas quantidades foi desenvolvida, por meio dos famosos
“diagramas de Feynman”. Neste exemplo em particular da interacao entre dois elétrons, uma
aproximacao de primeira ordem ¢ representada pelo diagrama abaixo (Figura 1), e a parte
fundamental deste diagrama ¢ a “propagacdo de um féton entre os dois elétrons. A teoria que
descreve esse processo € conhecida como eletrodindmica quantica, a qual apresenta a troca de

um foton virtual(1) como responsavel pela repulsao entre os elétrons.

€ €

Figura 1.1: Diagrama de Feynman para a interacdo elétron-elétron devido a troca virtual de

um foton (particula de interagdo do campo eletromagnético) (McMahon, 2008)

As regras de Feynman sdo procedimentos especificos para transformar a linguagem
diagramatica em expressdes para amplitudes de espalhamento. Neste Trabalho de Conclusao
de Curso sera possivel mostrar como estas regras de Feynman emergem a partir das integrais
de caminho, por conta do desenvolvimento dos funcionais geradores para campos escalares de
Klein Gordon e o campo de spinores de Dirac.

Antes, aplica-se 0 método das integrais de caminho a mecanica quantica ndo relativistica e
verifica-se de que modo os processos de espalhamento podem ser entendidos. O objetivo
nesta primeira parte ¢ ilustrar como as integrais de caminho podem ser usadas para o calculo
de espalhamentos e o estabelecimento das regras pictéricas dos diagramas de Feynman. As
integrais de caminho de Feynman representam um passo fundamental na unido entre a
mecanica quantica e a relatividade especial, dando origem a teoria quantica de campos, €

gerando uma completa descri¢ao da natureza das interagdes fundamentais.

(1) - Féton virtual é um féton que ndo precisa estar na camada de massa ((E* —p? + 0)



2. MECANICA QUANTICA, RELATIVIDADE
ESPECIAL E TEORIA DE CAMPOS

Neste capitulo, a titulo de motivagdo, serd apresentada uma revisdo de alguns
conceitos da mecanica quantica e da relatividade especial, uteis no desenvolvimento dos
primeiros passos matematicos de uma teoria quantica de campos. As dedugdes e conceitos
apresentados nos topicos seguintes sdo essenciais para um melhor entendimento no

desenvolvimento das integrais de caminho.

2.1 Breve revisdo de mecdnica quantica

Ha trés ideias basicas da mecanica quantica importantes de se recordar e que servem de base
para os desenvolvimentos posteriores. De modo geral, a mecanica quantica ¢ a teoria que
descreve o comportamento de sistemas pequenos, como atomos e elétrons, por exemplo.
Assim a primeira ideia essencial ¢ que na mecanica quantica os observaveis, como posi¢ao e
momentum de uma particula, sdo definidos como operadores matematicos.
Um bom exemplo disso ¢ o Hamiltoniano, isto €, a energia total, de um oscilador harmdnico

quantico:
A= ho@'a+) 2.1)

onde @™ e @ sdo, respectivamente os operadores criagio e destrui¢io e A é a constante de
Planck.

A segunda ideia essencial da mecéanica quantica a ser relembrada ¢ o principio da incerteza de
Heisenberg, que expressa a incerteza na medida entre o operador posicdo X e o operador
momentum p definida como

AXAD > (2.2)

N |

Ao se considerar o principio da incerteza entre a energia e tempo, ¢ preciso relembrar que o

tempo na mecanica quantica nao relativistica ndo ¢ um operador.
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AEAt > (2.3)

h
2
A terceira ideia-chave da mecanica quantica ¢ a relagdo de comutacdo entre os operadores

momentum e posi¢ao dada por
[x,p] = Xp — PpX = ih (2.4)

Esses trés conceitos advindos da mecanica quantica, vistos acima de maneira cursiva serao

retomados com mais profundidade nos proximos capitulos.

2.2. Equacoes quantico-relativisticas

Conceitos apresentados da secdo anterior e os que seguem sdo uma discussdo introdutoria
para se ter algumas ideias basicas, para se ter um “sabor inicial” de como se desenvolve a
teoria quantica de campos. Como citado no inicio deste capitulo, sera possivel explorar cada
um dos conceitos aqui apresentados, e ir além, nos proximos capitulos.
Deste modo, apresentadas as ideias-chave da mecanica quantica ¢ possivel dar um salto para
os principais conceitos da relatividade especial. Talvez a mais conhecida equagdo do mundo,

obtida por Einstein em 1905, que relaciona a energia a massa
E = mc? (2.5)

tem profundo impacto na teoria quantica, a medida em que € possivel pensar em uma nova
maneira de se “criar” matéria no universo. Fato a ser notado a partir desta equagdo ¢ que se ha
energia suficiente — isto €, energia suficiente proporcional a massa de uma determinada
particula conforme descreve a Eq. (2.5), entdo ¢ possivel se “criar” a particula. Devido a leis
de conservagdo e simetria, ¢ preciso o dobro da massa da particula, entdo é possivel criar
também sua antiparticula.

De modo geral, conceitual, para a fisica de altas energias, isto ¢, aquela que leva em conta
particulas que se movem a velocidades proximas a da luz, e as interagdes se dao por troca de
particulas, temos

- O niimero de particulas ndo ¢ fixado;

- Os tipos das particulas presentes ndo sao fixados.
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E justamente neste ponto que hd conflito tedrico direto com a mecédnica quantica nao
relativistica, na qual a dindmica de um sistema ¢ descrita pela equagdo de Schrodinger (Eq.

2.6 abaixo). Para uma particula movendo-se em uma dimensao sujeita a um potencial V temos

2
22ty =it (2.6)

Também ¢ possivel estender o problema para o caso onde varias particulas estdo presentes.
Porém, o nimero e os tipos das particulas sdo fixos. Isso significa que a equagdo de
Schrédinger ndo pode de modo ou forma alguma modificar o nimero de particulas presentes
em um sistema ou fazer “aparecer” ou ‘“desaparecer” novas particulas neste sistema.
Isto tem um significado conceitual profundo na teoria quantica descrita pela Equacdo (2.6)
que ¢ sua incompatibilidade com a relatividade restrita. De modo mais direto, ¢ possivel notar
na equacdo de Schrodinger uma falta de simetria entre espaco e tempo, denotadas pelas
ordens das derivadas — primeira para o tempo e segunda para o espago. O proprio spin € uma
quantidade que somente surge naturalmente em equagdes quantico-relativisticas.

De fato, historicamente falando, o proprio Schrodinger deduziu uma equagdo relativistica,
antes mesmo de deduzir a equacdo acima, mas acabou descartando-a. De maneira
independente, a primeira equagdo “quantica relativistica” foi deduzida por Klein e Gordon, a

qual mais tarde ficou conhecida como equagdo de Klein-Gordon

10%¢p 0%¢ _ mic?

c2 ot2 ax2  h 4 (2'7)

Esta equagdo serd deduzida em futuros capitulos, de modo detalhado porém simples. Um dos
motivos que levou Schrodinger a descartar a Eq. (2.7) foi a obten¢do de um erro grande para a
estrutura fina do atomo de hidrogénio. Outra caracteristica “indesejada” € que a equagdo se
resolvida leva a valores negativos de probabilidades, o que ndo tem significado fisico,
contradizendo um dos conceitos mais essenciais da mecanica quantica. Outro ponto, sdo as
energias negativas obtidas em sua resolugao.

Outra tentativa, muito bem sucedida por sinal, de se obter uma equagao relativistica foi feita

por Paul Dirac. Sua hoje famosa equacao ¢ dada por

ihS = —ihcd VW + fmc?¥ (2.8)
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Onde @ € B sdo matrizes. Esta equagdo a qual serd examinada com maiores detalhes nos

capitulos subsequentes resolve alguns dos problemas apresentados pela equagdo de Klein-
Gordon, mas ainda  apresenta  energias  negativas em  suas  solugdes.
Com sera possivel notar apds um desenvolvimento mais detalhado das Equagdes (2.7) e (2.8)
parte do problema se resolve a partir de uma nova interpretagao das grandezas envolvidas.
Desse modo ¢ possivel ir em dire¢do a uma teoria de campos as partir de uma mudanga no

modo de interpretar essas equagdes relativisticas.

2.3. Teoria quantica de campos

Com as equagdes de Klein-Gordon e Dirac foi-se em direcdo a uma teoria quantica de campos
a partir de uma mudanga conceitual. Essencialmente, para que a mecanica quantica e
relatividade especial sejam de fato compativeis descarta-se a nocao que ¢ e ¥ nas Equagdes

(2.7) e (2.8) descrevam estados de particulas simples. Assim, sdo propostas novas ideias:
- @ e W ao invés de fungdes de onda passam a ser campos.
- Os campos sao promovidos a operadores que podem criar novas particulas e destrui-las.

Desse modo, tendo os campos como operadores, cada um deles apresenta um campo de
momenta conjugado e deverdo obedecer as relacoes de comutacdo de maneira analoga as
existentes na mecanica quantica nao-relativistica. Serdo mostradas essas relagdes de

comutacdo como, por exemplo

[@(x, 0), iy, ©)] = ihd (x — ) 2.9

onde x e y sdo pontos distintos no espaco. Onde também se se definia 0 momentum

canonicamente conjugado ao campo como

oL

T8 = 5y
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Assim, se nessa nova teoria quantica os campos sdo promovidos a operadores, ocorre que 0s
tradicionais operadores da mecanica quantica ndo-relativistica, posicdo X e tempo sdo
“rebaixados” a simples parametros.

Importante perceber desde o inicio que tanto na equagao de Klein-Gordon como na equagao
de Dirac, espago e tempo estdo na mesma ordem. Na primeira, Eq (2.7) temos derivadas de
segunda ordem para tempo e espaco, € na equacao (2.8) as derivadas temporais e espaciais sao
de primeira ordem. Diferentemente da equagdo de Schrodinger (Eq (2.6)) que apresenta uma
“assimetria” espaco-temporal nas ordens das derivadas.

Esta simetria entre espago e tempo nas equagdes de Klein Gordon e de Dirac sdo condizentes
com a relatividade especial de Einstein.

Assim, de maneira resumida, temos que na teoria quantica de campos,

1- Campos ¢ ¢ ¥ passam a ser operadores

2 - Estes campos passam a ser medidos por pontos no espago-tempo (X,t)

3 - Posicdo e tempo sdo apenas numeros que fixam um ponto no espago-tempo relativistico
4 - Momentum continua sendo um operador quantico.

Também, na teoria quantica de campos, usa-se algumas ferramentas da mecénica classica,

como a Lagrangeana e o principio da minima agao.

L=T-V (2.10)
S=[Ldt 2.11)

Assim, de maneira analoga a da mecanica classica € possivel se deduzir as Equagdes de Euler-

Lagrange para os campos,

oL ar '\ _
so = 0 (o) =0 @1
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2.3. Relatividade especial

Antes de seguir para os desenvolvimentos de fato das integrais de caminho para a mecanica
quantica e para a teoria quantica de campos, importante neste ponto revisar alguns conceitos
mais basicos da teoria da relatividade especial, da maneira que foi concebida por Einstein. E
nessa “arena” que a teoria quantica de campos opera especialmente, pois seus dominios sao
das altas energias.

Sdo amplamente conhecidos os dois postulados que levaram ao desenvolvimento da

relatividade especial. Sdo eles:

- As leis da fisica sdo as mesmas para todos os observadores em referenciais inerciais.

- A velocidade da luz ¢ é constante.

Como em relatividade especial, tempo e espago sdo caracterizados como um evento, isto &,
algo que ocorre em um tempo particular em uma localizagdo espacial (x, y, z), a velocidade da
luz ¢ serve como um fator de conversdo, transformando espaco em tempo e vice-versa. Dai a
ideia unificadora de espaco-tempo, denotada pelas coordenadas (ct, x, y, z).
Consequéncia direta e importante do segundo postulado ¢ a “invariancia do intervalo”. Em
relatividade especial, medidas de distancia no espaco e medidas de tempo sdo feitas juntas.
Um exemplo singelo mas que ilustra bem esse aspecto pode ser imaginado da seguinte
maneira: Imagine um flash de luz emitido a partir da origem do sistema de coordenadas no
instante t=0. Algum tempo depois, denotado por t, a frente de onda esférica de luz pode ser
descrita por
ct? =x? +y% + 72 (2.13)

ou ainda

cit?—x?2—y2—-22=0 (2.14)
Como a velocidade da luz ¢ invariante, esta mesma equagdo (2.14) deve estar correta para

outro observador inercial que mede as coordenadas com respeito a seu referencial. Isto €,
2t —x"2—y2—772=0 (2.15)

Desse modo ¢ possivel demonstrar a invariancia do intervalo como
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cit? —x?—y?—z2 =% —x"2—y'? -z (2.16)

No espago comum tem-se a diferencial da distancia a partir da origem até algum ponto (X, vy,
z) dada por
dr? = dx? + dy? + dz* (2.17)

De modo anélogo, define-se 0 mesmo conceito para o espaco-tempo. Esse diferencial da-se o

nome de “intervalo”, dado por
ds? = cdt? — dx? — dy? — dz? (2.18)

A partir desta equacdo ¢ possivel notar que o intervalo ¢ invariante. Como exemplo,
considere-se dois observadores em referenciais inerciais distintos. Mesmo medindo diferentes
coordenadas de espaco (x,v,z) e (x',y',z") e diferentes coordenadas de tempo t e t’ para os

mesmos eventos, o intervalo para cada observador é 0 mesmo, ou seja,

ds? = cdt? — dx? — dy? — dz? = cdt'? — dx'?2 — dy'? — dz'* = ds"
(2.19)

Esta invariancia do intervalo ¢ consequéncia do segundo postulado da relatividade especial
que afirma ser a velocidade da luz constante para todo observador em referenciais inerciais.

Outro objeto matematico conveniente e facilitador nos célculos de eventos relativisticos €
conhecido como “métrica”. Em relatividade, a métrica pode ser usada para baixar e subir
coeficientes dos diferenciais no intervalo, os quais neste caso sdo +1 ou -1. Na relatividade

especial, no qual o espaco ¢ considerado plano, a métrica ¢ definida pela matriz

1 0 0 0
0 -1 0 0
u _
n 00 -1 0 (2.20)
0 0 0o -1

Sua inversa, neste caso, ¢ a mesma matriz, mas denotada por indices abaixo
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1 0 00
_{o -1 00
=% o -1 o (2.21)
00 0 -1

De modo geral a métrica ¢ denotada por g,, ¢ assim sera referenciada ao longo deste

trabalho. E possivel verificar com facilidade que
9wg"’ =6, (2.22)

Onde 65 ¢ a fungdo delta de Kronecker, definida por

lseu=p
P _
6, = {O seun#p (2.23)

Assim, a Equacdo (2.22) ¢ dada por

Iwg"? =1 (2.24)
sendo / a matriz identidade.
Também para a notagdo relativistica ¢ conveniente identificar as coordenadas por numeros,
chamados de “indices”, de modo que ct =x° e (x,y,z) — (x!,x2%, x3). Desse modo, um

evento no espago-tempo € denotado pelas coordenadas do um vetor contravariante, dado por
xt = (x%x1, x2,x3) (2.25)
O termo contravariante refere-se ao modo com que o vetor se transforma sob uma
transformagdo de Lorentz. Importante neste trabalho saber que vetores contravariantes tem
indices acima. Ja vetores covariantes possuem indices abaixo, como segue
X, = (X, X1, X2, X3) (2.26)

Um indice pode ser “levantado” ou “abaixado” por meio da métrica, do seguinte modo

Xq = gaﬁxﬁ x% = g“ﬁx[; (2.27)
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Considerando-se a métrica, definida pelas Eqs (2.20) e (2.21), é possivel verificar que que
componentes de um vetor covariante se relacionam com componentes de vetores

contravariantes por uma mudanga nos sinais como

(2.28)
Outra notagdo importante ¢ a convencdo da somatoria de Einstein, usada para representar
somas. Quando um indice ¢ repetido em uma expressao, uma vez em posi¢do “abaixada”,

outra em posi¢do “levantada”, isso indica uma soma, isto ¢

X X% = X3 _0x0x% = x0x° 4+ x3xt + 2,02 + 323

(2.29)

2.4. Transformacoes de Lorentz

Frequentemente denotada por A a transformacdo de Lorentz permite transformacdes de
coordenadas entre diferentes referenciais inerciais. Como exemplo, de maneira simplificada,
considere-se um referencial inercial x'* movendo-se ao longo do eixo x com relagdo a outro

referencial inercial x* com velocidade v < c. Define-se entdo:

B=2 ==
T y_,ll—[s’z

Assim a transformagdo de Lorentz que relaciona os dois referenciais inerciais ¢ dada em sua

(2.30)

forma matricial por

14 —By/c 0 0
A = —By/c Y 0 0 231
0 0 1 0 ( )
0 0 0 1
Ou ainda
0 _ o_P.1
X y(x p xX)
x't =yt - §x0) (2.32)
x'? = x?
3 _ .3
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A forma compacta da transformacdo de Lorentz relacionando dois conjuntos de coordenadas
pode ser escrita como
— AM
x'*=A,xY (2.33)
A mesma ideia de notacao abreviada usada para as coordenadas de espago-tempo pode ser

estendida para as derivadas. Isto se faz conforme a definicao

9] d 0 0
a0 G T
(2.34)
d d d d
FY F R P PR

Novamente, ¢ possivel “levantar” um indice nas expressdes das derivadas usando-se a métrica
[Eq.(2.21)]
ot = gtva, (2.35)
Onde
9% = 9, ot = —0; (2.36)

Ainda nas notacdes da relatividade especial, os vetores, por terem coordenadas de tempo e

espaco sao denominados quadrivetores. Um quadrivetor qualquer A* pode ser escrito como

Af = (4°, A%, A2, A%)

A[l, = (AO, _All _AZl _A3) (237)
A* = (4% A)
Ay = (Ag,—A)

Pode-se ainda definir as derivadas utilizando a notacao relativistica, bem como o operador
D’ Alembertiano.
Por exemplo, a derivada de um campo (fungdo que depende do espagco e do tempo) as

derivadas podem ser expressas da seguinte maneira

0
£ =9, (2.38)

Axk
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Neste caso o indice aparece abaixo, pois da maneira com que esta escrita esta derivada ¢ um

vetor covariante, cujas componentes sao

_ (29 9¢ 99 99
a"‘ o (axo "9x1’ 9x2’ 9x3 (2.39)
Tem-se ainda o vetor contravariante, definido por
99 _ au
oy ot (2.40)

O operador D’ Alembertiano ¢ definido de maneira andloga ao Laplaciano, porém para o caso

de vetores de quatro dimensdes

0,0 = (22 —v2)p =Oo (2.41)

c2 ot2

Em relatividade um quadrivetor que tem especial importancia ¢ o quadrivetor energia-

momentum, que unifica essas duas quantidades em um unico vetor. E dado por

py = (E,—p) = (E,—p1,—D2, —P3)
Logo
p* = (E,p) = (p1,02 P3) (2.42)

Assim, o modulo do quadrivetor energia-momentum resulta na relagdao de Einstein para a

energia, momentum e massa
E? = p2%c? + m?c* (2.43)

A partir dessa relagdo, considerando-se uma particula com momentum nulo (p = 0), tem-se a

famosa equacdo de Einstein que relaciona energia e a massa de repouso [Eq.(2.5)]

E = mc?
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3. INTEGRAIS DE CAMINHO APLICADAS NA
MECANICA QUANTICA

3.1. Introducao

Um célculo comum feito em fisica de particulas ¢ chamado de se¢do de choque de
espalhamento de um processo, uma interacdo em particular. Um exemplo simples ¢ a
aproximagao de dois elétrons, o espalhamento elétron-elétron (e~ + e~ — e~ +e7). Na
mecanica quantica nao relativistica a descrigdao das interagdes e mudangas de estado pode ser
feita a partir de descri¢des eficientes da evolugdo temporal das fun¢des de onda das particulas
envolvidas no processo. As integrais de caminho, em sua formulagdo para a mecanica
quantica tem sido uma otima ferramenta matematica na descri¢cdo de inumeros processos de
mudancas de estados. A partir de seu desenvolvimento, sob a orientacdo inspiradora de
Feynman, deduz-se regras pictoricas simples para descrever as integrais de caminho. Sao as
regras de Feynman, que facilitam sobretudo o calculo de amplitudes de espalhamento em
interacdes descritas pela teoria quantica de campos. Neste capitulo, a partir da deducao de
integrais de caminho relativamente simples serd possivel ver a base das regras de Feynman e
suas representacdes em diagramas, como o espalhamento elétron-elétron mostrado na Fig.
(1.1). Neste capitulo em especial sera mostrado como a mecanica quantica pode ser formulada
a partir das integrais de caminho e como os processos de espalhamento podem ser entendidos

a partir desses termos.
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3.2. Formulagdo das integrais de caminho para a

mecanica quantica

Ao longo de todo esse capitulo a constante de Planck A serd mantida ao longo dos célculos e
dedugdes. Na mecanica quantica usual, parametros como as coordenadas generalizadas q € os
momenta p s3o tratados como operadores matematicos que obedecem as relacdes de
comutacdo de Heisenberg, conforme visto brevemente no capitulo 2. A matematica envolvida
com esses operadores pertence ao espaco de Hilbert. Por outro lado, de modo alternativo, a
formulagdo por meio das integrais de caminho para a mecéanica quintica tem como base o

conceito de propagador, denotado por

K(qrts; qity) (3.1)
A ideia ¢ do conceito de propagador ¢é: dada uma fun¢do de onda ¥ (q;t;) em um dado
instante inicial t;, o propagador leva a func¢do de onda correspondente em um instante

posterior t¢, a partir da seguinte expressao

W(arty) = [ K(qrts; qity) Y(qst)da; (3.2)

Considerando-se o caso unidimensional, por simplicidade, essa equacdo (3.2) expressa uma
relacdo de causalidade. Importante mencionar que a funcdo de onda lp(qftf), fisicamente,
representa a amplitude de probabilidade de se encontrar a particula no ponto gy no instante
de tempo t;. Desse modo o propagador K(qrts; q;t;) € a amplitude de probabilidade para
uma transigdo de g; no instante t; para q no tempo tr. Entdo, seguindo um principio basico
da mecénica quéntica, a probabilidade de a particula ser observada em gy no instante t; €

dada por

P(qrtr; qiti) = |K(qrtss qiti)|2 (3.3)

A partir da expressdo (3.2) € possivel dividir o intervalo de tempo entre t; ¢ tr em dois

intervalos, com o instante t como intermedidrio entre os dois instantes e q um ponto

intermediario associado a t. Assim a Eq. (3.2) assume a seguinte forma
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Y(qsty) = ffK(CIftf; qt)K(qt; qty) P(q;t;)dq;dq

(3.2)
Onde

K(qrts; ait;) = [ K(arty; qt)K(qt; qrty) (3.3)

Entdo, a transi¢do de um estado inicial (q;, t;) para um final (g, tr) pode ser entendida como
o resultado da transi¢do de (q;, t;) para todos os pontos intermediarios g possiveis até (qy, tr).
E possivel desde ja imaginar que possa ter infinitos pontos intermediarios até o estado final,
mas como sera visto, serd possivel descartar muitos deles na descricao fisica das interagdes
quanticas e de campo.

Um exemplo que ilustra bem o papel dos propagadores como probabilidades ¢ o experimento
da fenda dupla bombardeada com um feixe de elétrons, conforme ilustrado na Fig. 3.1. Seja
K(2A; 1) a amplitude de probabilidade do elétron passar da fonte 1 para a fenda 2A, e K(3,
2A) a amplitude do elétron passar da fenda 2A para o anteparo 3, e assim por diante. Assim, a

equagao (3.3) para este caso ¢ dada por
K(3;1) = K(3;2A)K(24;1) + K(3; 2B)K(2B; 1)
E a intensidade do padrdo de interferéncia detectado no anteparo 3 ¢ dada pela probabilidade

P(3;1) = IKG DI
Importante notar que essa expressdo ird conter os termos de interferéncia caracteristicos da
mecanica quantica. Note-se ainda que ndo € possivel afirmar que o elétron passou ou pela
fenda A ou pela fenda B — mais coerente pensar que o elétron viaja por ambas as fendas. Isso
se nao for detectado na fenda. Essa nogdo de “todos os possiveis caminhos” ¢ essencial no

formalismo das integrais de caminho.
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Y

2B

3
Figura 3.1 — O experimento da fenda dupla, onde 1 representa a fonte do feixe de elétrons,

2A e 2B sdo as fendas e 3 o anteparo com o padrao de interferéncia. (Ryder, 1996)

3.3.Representacoes de Schrodinger, Heisenberg, da

interagdo e o propagador

Um dos objetivos neste ponto da teoria ¢ demonstrar que o propagador pode ser expresso por
(qftf|qitl-). Para isso, ¢ importante resgatar o fato de que a mecanica quantica pode ser
considerada a partir de trés diferentes representagdes. As duas primeiras sdo a de Schrodinger
e de Heisenberg, e a terceira a representagdo da interacdo. Desse modo usa-se o indice S para
a representacdo de Schrddinger, H para a representagdo de Heisenberg e o indice I para a
interagao.

E possivel estabelecer a representacio da interagdo dividindo-se o Hamiltoniano em duas
partes, uma do Hamiltoniano da particula livre Hy, independente do tempo, € a outra o

Hamiltoniano de interacdo, dependente do tempo H;.
Assim, tem-se
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Como exemplo, podemos denotar um estado qualquer e operadores na representacdo de
Schrodinger com um indice S, assim um vetor de estado pode ser escrito como |a)s € um
operador como Ag. Assim, nesta representacdo, os operadores sao fixos e os estados evoluem

no tempo de acordo com

i5:1a(0)s = Hla(®)s (3.5)

onde H ¢ o Hamiltoniano total dado pela Eq. (3.4).
Um vetor de estado na representacdo de interagdo a(t)); ¢ relacionado a um vetor de estado

na representacdo de Schrodinger via a a¢do da parte livre do Hamiltoniano H.
la(t)); = etHot/M|a(t))s (3.6)

Assim, para encontrar uma expressao para o propagador como sendo (q rtr |ql-tl-> , antes deve-

se notar que uma funcao de onda pode ser representada por

Y(q,t) = (ql| Pt)s (3.7)

Onde o vetor de estado |t)s na representagdo de Schrodinger € relacionado ao mesmo estado

na representacdo de Heisenberg |y)y por

[pt)s = e i)y (3.8)

Definindo-se o vetor
lqt) = e'Ht/h|q) (3.9)

o qual pode-se chamar de um “frame” do movimento. Tem-se entdo que
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(3.10)

Sabendo-se que a descricdo de um conjunto completo de estados pode ser expressa de modo

geral pela relagao

(klk") = (k|1]k")

Onde
1= jlx) (x| dx

Logo
(klk') = [(klx){x|k') dx
= [e ik ek’ gy
— fe—ix(k—k’) dx
= §(k—k')

Assim, a definicdo de completude de estados permite escrever

(arte|w) = [{arte|aiti) (qitil¥) dg;

A qual, a partir da Eq. (3.9) torna-se

Y(grty) = [aste|aits) ¥(qit)da;

Comparando-se esta equagao com a Eq. (3.2) vé-se que

(arte|ait:) = K(qrts; qity)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

Como ¢ possivel constatar a partir da sua representagao na forma de Dirac (Bras e Kets) o

propagador resume em si a mecanica quantica do sistema. Na formulagdo mais usual, dada

uma funcdo de onda inicial, é possivel encontrar uma fun¢do de onda final a partir da

resolugdo da equacdo de Schrodinger em sua forma dependente do tempo.
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Nesta nova formulagdo aqui apresentada, entretanto, o propagador da a solugdo de modo mais

simples e direto.
3.4. O propagador como uma integral de caminho

A partir da definicdo do propagador vista na se¢ao anterior, ¢ possivel defini-lo como uma
integral de caminho. O primeiro passo para isso € dividir o intervalo de tempo entre t; € tf em

(n + 1) pedagos iguais t. Assim a Equacdo (3.3) torna-se

(artelast:) = f ---quldch o dqn(qrty | anta dntnl Gno1tn=1) - (@1 t11q:t;)

(3.14)

e a integral ¢ calculada em todas os “caminhos” possiveis. De modo mais preciso, ndo sdo
caminhos num significado estrito. Cada segmento (q;t;; q;-1tj—1) pode ser subdividido em
segmentos ainda menores, conhecidos como cadeias de Markov.

Tomando-se um desses pequenos segmentos podemos calcular seu propagador, como segue

(@j+1tj+1la;t;) = (gj1|e P q;)

Fazendo a expansao da exponencial em série de Taylor
i

1 —
h

Ht + 0(7?)

)

it
=6(qj41—q;) — %(Qjﬂlquj)

= <Qj+1

Usando-se a definicao integral da fun¢@o Delta de Dirac

(@j+1tjsalajt) = o [ dpexp [%p(qm — qj)] —ZaplHlg)  (15)

O Hamiltoniano H ¢ fun¢do dos operadores q (coordenadas generalizadas) e p (momentum).

Quando, em um caso especial, tem-se H na forma
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H=21v( (3.16)

o elemento de matriz (entre bra-ket) pode ser explicitamente calculado como segue,

substituindo-se H pela Eq (3.16) (Pode-se desprezar o potencial V(q) uma vez que este ndo

depende dos momenta). Usando-se os conjuntos completos de estadosde p e p’
2

< p
qj+1

2
2m

— q,->= fdp’dp(qj—1lp’)<p’ 4 p>(p|qj)

ST
Substituindo-se (g;41]p’) = \/% exp (2 (:1]+1)’ tem-se

' [ 2
qf') - fdi’ni” exp [i (p'qje1 — PCIJ)] ~—8(—p")

2

p2
<qj+1| om

= f%pexp [% (P'qj41 — pq,-)] - (3.17)

2m

Importante notar aqui que p? no lado esquerdo da equagio é um operador, enquanto que no
lado direito trata-se de um niimero. Desse modo, nota-se que a férmula obtida no lado direito
da Eq. (3.17) ndo contém operadores. Do mesmo modo para o potencial V(g) é possivel

demonstrar de modo similar que
(@jalv@lay) = [ Texp|sp(aa —a)|V@)  (18)
h h

Neste caso q; = 2 qi +qi_1) e V(q) no lado esquerdo da equacdao ¢ um operador, mas a
j=Z2\4; T4

integral obtida ndo contém nenhum operador. Desse modo, colocando as Equagdes (3.17) e

(3.18) juntas, obtém-se

dp i _
(qj+1|H|q)) = fTeXp [ﬁp(qm — qj)]H(p, a,)

Entdo, levando este resultado na Eq.(3.15) tem-se

1 i _
(qj41tj+1la;t;) = EJ dp; exp {£ [p;(gj41 —q;) — TH(p, q,)]}

(3.19)
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Onde p; € 0 momentum entre os instantes ¢; € tj,4, ou de modo equivalente q; € qjq. Assim,
tem-se o propagador em um segmento de um possivel caminho (entre o pequeno intervalo de
tempo t; e tjyq).

O propagador ao longo de todos os caminhos possiveis pode ser obtido pela substitui¢do da

Eq. (3.19) na Eq.(3.14), considerando-se o limite ao continuo, como segue

n
(artrlaits) = hm“_[dq, —exp hz [P (@j41 — 4)) — TH(P, 7))]
] =

Logo, aplicando-se o limite (com qo = q;, 41 = qf), Obtém-se
DqD i [t .
n (gptrlat) = [P R expr ][ dtlpg — Hp, 9)]] (3.20)

onde q(t;) = q; e q(tr) = q.

A Equacio (3.20) ¢ uma “integral funcional”, isto é, uma integral sobre todas as fungdes. E
ainda uma equagao de infinitas dimensdes, uma vez que ¢ o funcional contém as coordenadas
generalizadas e os momenta.

A Equagdo (3.20) acima ¢ uma integral de caminho que descreve uma amplitude de transi¢cao
de um estado inicial (g;, t;) para um estado final (q, tf). Cada fun¢do ¢(2) e p(t)define um
caminho no espago de fase.

Tem-se assim um novo modo de se descrever mudancas e interagcdes quanticas. Na maneira

tradicional da mecénica quantica, a solu¢do de um problema como esse se dava pela solugao

)
(1) < i

Onde H é o operador Hamiltoniano, sujeito as condi¢des de contorno. A vantagem das

da equagdo de Schrodinger

integrais de caminho € que se tem a partir delas uma expressao explicita para a amplitude de
transi¢do, a qual ¢ importante para problemas envolvendo espalhamento de particulas a partir
de interacdes. Outra vantagem da formulagdo de integrais de caminho € que as quantidades p

e g sdo grandezas classicas e nao operadores.
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Hé outra maneira de representar a amplitude de transicdo, quando o Hamiltoniano H ¢ da
forma dada pela Eq. (3.16). Logo, considerando-se essa forma geral do Hamiltoniano a
Equagao (3.20) torna-se

2

n
i p; _
(artelast:) = hm“ |dq, exp{ Zp,(qm ——zfmT—V(q])T]}
0

O que leva, a partir da integracdo sobre p;(vide Apéndice A) tem-se

(n+1)/2 T m q
s iy ) (R o Y B

Logo, aplicando-se o limite

ty
u (artelaits) = Nf@q exp [h L(q,¢)dt]

ti

(3.21)

onde L =T —V, ¢ a Lagrangeana classica ¢ o integrando nesta equagao (3.21) ¢ a agdo

classica.

Sszdt

Provou-se a equagdo (3.21) a partir dos postulados da mecanica quantica, assumindo a forma
mais usual do Hamiltoniano, dada pela Eq. (3.16).

No método original adotado por Feynman para se chegar a uma funcional para as amplitudes
de transi¢do, usa-se a Equagdo (3.21) como uma hipotese e a partir dela obtém-se a equagdo

de Schrodinger.
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4. TEORIA DE PERTURBACAO E A MATRIZ S

Partindo do principio que a expressdo da amplitude de transi¢do ndo € calculavel com
exatiddo, ¢ possivel recorrer a teoria de perturbacdo, valida quando o potencial V(x) ¢
pequeno, isto ¢, ele possui uma area de influéncia bem definida, ou ainda, quando a integral
temporal de V(x, t) ¢ pequena comparada com a constante de Planck A. Dessa forma ¢
possivel escrever a exponencial da integral de V(x, t) na expressdo da amplitude de transi¢ao

como uma expansao em série de Taylor

1

L [fttifv(x' t) dt]z +

exp [—% fttifV(x, t) dt] =1 —% ftifV(x, t) dt —

(4.1)
A 1ideia fisica principal por trds desta expansao € que seus termos de ordens superiores sejam
cada vez menores, de modo que a amplitude de transicao seja convergente. Cada termo da
expansdo, como se vera em breve ¢ a descricdo de uma interagdo em um espalhamento, por
exemplo. Esta ¢ a o que usualmente se chama de expansdo da perturbagdo. Quando

substituida na Eq. (3.21) do propagador K (xsts; x;t;) tem-se a expansdo dada por
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4.1 A Serie de Born

O primeiro termo na Eq.(4.2) ¢ o propagador livre e ¢ dado por

Ko=N| [exp (%S)] Dx

=N/ [exp (%f%mxz)] Dx (4.3)

Resolvendo-se a primeira integral (veja apéndice A), que € uma integral gaussiana, chega-se a

2

[ oo (& [ 3] 2 = —— (2 exp [ (- ]

(n+1)2
Assim, fazendo-se (n + 1)t = tf — t;, tem-se o propagador para a particula livre
1/2 . 2
Ko(xftf;xiti) = (m(th—tl)) exp [ﬁr_tl) (xf - xi) ] (4.4)
Em se tratando de um propagador, € clara a condigdo de que tf > t;, por causalidade.

A partir das Eqgs. (3.21) e (4.1) ¢ possivel calcular K;, como segue

n—)OO

K, = ——llm N(n+1)/22 fexp St Z(x]+1 X)) |V (x, t)dxy . dxy



32

Onde N = m/iht e a integragao sobre t foi substituida por uma soma discreta sobre t;. Como
o potencial V depende de x;, ¢ possivel dividir em duas a somatoria no expoente com uma
delasindode j =0aj=i—1,ecaoutrade j =1 até j =n. Também ¢ possivel dividir a

integracao sobre x;, como segue abaixo

=~ lim Z f ax N7 [ exp| e Z("f“ X2 | dxig e )
1 im )
XV(x;,t;) szexp Z_hTZ(xjH —x;)“|dxq ... dx;_q
=0

Nota-se na expressao acima que ambos os termos entre chaves sdo expressoes do propagador

da particula livre com a divis@o do intervalo de tempo de modo que
i tr +o0
Ky (xsts; xit;) = —£j dtf Ko(xsty; xt) V (x, £)Ko (xt; x;t;) dx
t; —00

4.5)
Nesse caso se t >ty 0 termo Ko(xftf;xt) desaparece bem como K,(xt;x;t;), se t < t;.

Assim a integracdo na Eq. (4.5) pode ser feita sobre todos os valores de t

it
Kl(xftf;xiti) = —Ej dthO(Xftf,Xt) V(X, t)Ko(xt; xl-tl-)dx

(4.6)
Este ¢ o termo de correcdo de primeira ordem para o propagador livre. De modo similar e
analogo determina-se os termos de ordem superior [Ryder. P.163]

Assim, a expressao geral do propagador sera dada por

K(.X'ftf; xiti)
= Ko(xftf, X;t; ) fKO(xftf, xltl) V(xqy, t1)Ko(xqty; xit;)dx,dty
[
-y f Ko(xftf,xltl) V(xqy, t1)Ko(xqty; x,t5)V(xy, t,) Ko(xoty; x;t;)dx,dx,dt, dt, +
4.7)
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Onde K,descreve a propagacao livre da funcdo de onda de seu estado inicial x;t; para um
estado final x¢tf,; K; descreve a propaga¢do com uma interagdo cujo potencial € dado por V;
K, descreve a propagacdo com duas interagdes e assim por diante.

Solugdo da série de perturbagao, a Eq (4.7) ¢ uma série de Born, cujo significado fisico pode

ser visualizado de modo esquematico na figura 4.1 abaixo.

Xflf Xxslf
xelg

Xj li Xili
K= KU + Kl + an +"'

Figura 4.1 — A série de Born. Nos vértices entre os circulos estdo representadas as interagoes.
(Ryder, 1996)

4.2 A amplitude de espalhamento
Substituindo-se a Eq.(4.7) na Eq.(3.2), tem-se

l/)(x]ctf) = fK(xftf;xiti)I/)(xiti) dxl-

=[ Ko(xstp; it (x;t;) dx; —

%f Ko(xftf;xt)V(x, Ky (xt; x;t)Y(x;t;)dt dx dx; + -+
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(4.8)
Com o estabelecimento de uma forma geral para o propagador a partir da teoria de
perturbagdo, o problema de espalhamento de particulas descrito a partir da mecanica quantica
ordinaria (ndo-relativistica) se torna simplificado. Desse modo, retornando-se ao problema de

espalhamento, a condicao inicial ¢ que Y ¢ dada por uma onda plana:

Yin = PYin(x;t;)  (onda plana)
Assume-se que V' = 0 para um tempo “negativo” muito grande (t = —o0). Desse modo o
tempo inicial t; esta bem no passado, por assim se dizer.

Utilizando-se a primeira aproximacao da série de Born dada pela Equagao (4.8) tem-se

WO (xpty) = fKo(xftfixiti)¢in(xiti)dxi

i
-7 f Ko(xstr; x0)V (x, £)Ko (xt; x:t) P (it ) docdx; dt

(4.9)

O indice superior em lp(+)(xftf) indica uma onda livre em ¢t = —oo, e assim envolve o
“propagador retardado” K,(xt; x't") o qual desaparece para t’ > t. De modo analogo seria
aceitavel escrever a solugao zp(")(xltl) sendo esta uma onda que torna-se livre em t = oo
(Yout), € um propagador “avancado” Ky(xt; x't") o qual desaparece quando t’' < t. Desse
modo temos a amplitude de espalhamento, dada por S, como a sobreposi¢do das fungdes de
onda.

De modo mais simples, uma amplitude de espalhamento escrita em termos das integrais de
caminho seria a evolugdo da funcdo de onda a partir de interacdes intermedidrias que,
somadas de modo continuo resultam em um estado final dessa funcdo de onda, como segue

abaixo:
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S= f Wour (xpte )W (et )dxy
= f Woue (rtr ) Ko (s xit ) him (it ) dx;
_ % f Waur (7 )Ko (xpty; x6)V (x, ) Ko (xt; ;) (i) dxp dxcdx; dt
= f Wiue (xpty ) (xpty ) doy

i
- f Wiue (rty) Ko(xotss xt) V (x, £) Ko (et xit)Win (it ) daxpdxdac;dt
(4.10)

Onde (j)(xf tf) ¢ uma onda plana assim como ¥;,, (x;t;).
Sejam os momenta inicial e final dados respectivamente por p; = hk; e py = hk, temos para

a normalizagdo da particula em uma caixa:

1 i
— [z x-E;t]
n(xt) = —e'h
Yin(xt) Nz

PYour (xt) = e WPTA7Er 4.11)

Onde E = p?/2m e T é o volume da caixa

Substituindo (4.11) no primeiro termo da Eq.(4.10) usando a defini¢ao
j eld*dx = (2m)38(9)
e, por simplicidade, T = (2m)3, tem-se
Spi = 6(?{ — ?f)) — %f tp(’;ut(xftf) K, (xftf; xt) V(x, t)Ko(xt; x;t)Pin (x;t;)dxpdxdx;dt

(4.12)
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Logo, por defini¢do, a amplitude de espalhamento ¢ vista entdo como sendo um elemento de
uma matriz S da qual o elemento (fi) ¢ dado acima pela Eq. (4.12).

O primeiro termo corresponde a nao interagdo de modo que a funcdo delta de Dirac ali
expressa representa a conservacdo do momentum e assim a uma matriz unidade.
O segundo termo que representa interagdes provocadas por um potencial, e a amplitude de um

estado “out” particular resultante de um estado “in” em particular ¢ dado por

[
A=— Ef lp;ut(xftf) KO(xftf; xt) V(X, t)KO(Xt; xiti)lllin(xiti)deddeidt

(4.13)
Temos, finalmente, uma expressdo para a amplitude de espalhamento em termos do

propagador livre K, € um potencial V que provoca a interacao.

4.3 As regras de Feynman

Na jornada tedrica em busca de descrever interagdes entre particulas quanticas (funcdes de
onda) a partir da descri¢do integrais de caminho, chega-se de modo relativamente simples a
uma expressao geral, dada pela Eq. (4.13). Esta equagdo pode ser traduzida de maneira
pictdrica em um conjunto de regras simples para a amplitude de espalhamento. Essas regras
sdo as conhecidas regras de Feynman.

A amplitude de espalhamento dada pela Eq.(4.13) ¢, como se pode notar, uma aproximagao

de primeira ordem. Podemos representa-la pelo diagrama

Xt
(4.14)

E a regra para se encontrar a correspondéncia entre o diagrama acima e os termos da

expressao para a amplitude de espalhamento sdao definidas por
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Xyt Xyl,
Ko (x3t; x1t1)

(4.15)

g

Para completar, multiplica-se por ;;,, € Py, nos extremos do diagrama e integra-se sobre as

— % V(x,t); integral sobre x et

duas relevantes variaveis espaciais.

Assim, por construc¢do, a amplitude para um processo de interagdo de segunda ordem pode ser

representado por

Xl

v

[

~

X! X¢ly

. 2
4@ <_ L) -
h

_ Jw;ut(xftf)Ko(xftf;x’t’)V’(x’, t)Ko(x't"; xt)V (x, ) Ko (xt; ;)i (i) dox;dxdtdx’ dt’ dxg

(4.16)
As regras mostradas em (4.15) sdo chamadas de regras de Feynman. Na mecanica quantica
nao-relativistica essas regras raramente sao necessarias para se fazer os calculos das
amplitudes de espalhamento. Porém, na teoria quantica de campos, a qual sera apresentada
introdutoriamente nos capitulos seguintes, as regras de Feynman sdo grandes facilitadores

para se fazer os calculos de amplitudes e suas interagdes.
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Nota-se que as regras estabelecidas em (4.15) estdo escritas no espaco das coordenadas.
Porém em muitos célculos usa-se trabalhar no espaco dos momenta. Assim € possivel
expressar as regras de Feynman no espago dos momenta, como segue abaixo.
Seja Ky (p1t1; poto) a amplitude com que uma particula com momentum p, no instante t, é
observada num instante posterior como tendo momentum p; no instante t;. Sua expressao
pode ser dada por:

Ko(p1t1; poto) = [ exp (_% P1-x1) Ko (x1t1 5 x0t0) (% Po-xo) dxodx,

(4.17)

Pode-se entender, a partir da consideragao de que x ¢ vetorial no espago tridimensional, que o
propagador livre dado por Ky(x;t1; Xoto) € uma generalizacdo tridimensional do propagador

livre dado pela Eq. (4.4), como segue

m 3/2 im 5
Ko(x1t1; xoto) = 0(t1 —to) (m) exp [m (xo — x1)

(4.18)

Substituindo-se esta expressao na Eq. (4.17), K, entdo serd dada por

m 2 [
Ho(pits; Poto) = 0(t1 —to) (m) J exp [E (Po-xo — P1%1)

X exp [ (xg — xl)z] dxqdx, (4.19)

m
2h(t1—to)
Por meio das seguintes substitui¢des de variaveis

X=X9—X1, X =Xxp+xq, P = Po — P1, P=po+p
(considerando-se sempre que X e p sdo vetores em trés dimensoes)

Logo, ap6s aplicar as propriedades e métodos de resolugdao de integral gaussiana conforme

exposto em Ryder (p.168), chega-se a equagao
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— — 3 — — lp—g(tl - tO)
Ko(P1t1; Poto) = 2m)°0(t; — to)6(Po — P1) €Xp |[————
2mh
(4.20)
Importante notar que a fun¢io delta de Dirac nesta equagio implica que p, — Py, € entdo so ha
propagacdo quando o momentum ¢ conservado.
Este propagador, conforme dito acima d4 a amplitude para se observar uma particula com

momentum p; num instante t;, se esta particula foi observada anteriormente com um

momentum p, num instante t;.

A transformada de Fourier da Eq. (4.20) é, obviamente, dada por K,(x;ty; Xgt,) resultando

assim na inversa da Eq.(4.17), a qual sera dada por

— — 1 l — — - - l - g
Ko(x1ty; Xoto) = Wj exp (E P1-x1) Ko(p1t1; Poto)exp (‘E Po-x0> dp,dpy
4.21)
Substituindo-se a Eq. (4.20), obtém-se

52

q

— — 1 l’ > o - -
Ko(x1ty; Xoto) = 0(t; — tO)WJ eXP{E [q. (X — X)) — ﬁ(ﬁ —to)]} dq

(4.22)
Por fim, esta expressao sera utilizada no calculo do espalhamento de Coulomb na proxima
secdo, a titulo de exemplificar uma aplicagdo direta sobre o problema cléassico a partir das
formulagdo das integrais de linha para a mecéanica quantica nao-relativistica.
Posteriormente, para casos quantico-relativisticos serd necessaria a expressao dada por uma
transformada de Fourier a partir de uma dependéncia do tempo, pois no caso relativistico
tempo e espago sdo tratados de modo simétrico. (Ryder, p.168-169).

O propagador requerido para os exemplos de particulas quanticas relativisticas ¢ dado por

- - — — Lh
ko(B1E1; PoEo) = (2mh)* §(Dg — p1)S(Ep — E1)T
El - % + ig

(4.23)
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Neste caso, as duas func¢des delta de Dirac mostram que este propagador produz conservagao
da energia bem como conservagao do momentum. A quantidade € no denominador da Eq.
(4.23) trata-se de um valor muito pequeno em relagdo aos outros termos o qual no final
tendera a zero (apenas inserido para se garantir a convergéncia da integrais de caminho)

Informagdo relevante a se mencionar ¢ que essa energia E ndo se trata necessariamente da
expressio p?/2m conforme descrito pela mecanica quintica. E e p sdo varidveis

independentes.

Ha ainda uma expressio da transformada de Fourier para o potencial V (X, t) dada por

V@b = ] exp [% G.% - Wt)]v(c?, W)dGdw

(4.24)
cuja demonstragao foi suprimida sem prejuizo dos objetivos a serem alcancgados.
Desse modo, a amplitude dada pela Eq.(4.13) em sua forma geral pode ser expressa em
termos de k, e v ¢ representada pelas regras de Feynman, dessa vez pelos diagramas no

espaco dos momenta, como segue nas figuras abaixo

p,E 1 1
2mh)* 2

@) £ P e
2m
\ ":*1—(271%)40((], W).

v h
q W Com conservacdo de energia e
momentum.

Estas sdo as regras de Feynman no espaco do momentum. Além destes termos acima, a
expressdo completa da amplitude de espalhamento 4 contém Y, € P;, € a integragdo sobre

todas as variaveis relevantes.
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4.4 O espalhamento de Coulomb

Como exemplo de aplicagdo pratica da teoria desenvolvida acima, um problema que ilustra de
modo simples o uso das integrais de caminho, que servem como base para as regras de
Feynman, ¢ o espalhamento de particulas carregadas (sem spin) sujeitas a um potencial de
Coulomb. E também chamado de espalhamento de Rutherford.

A forma geral da amplitude de espalhamento na primeira aproximagao para a série de Born ¢

dada pela equagao (4.13)

i
A= _ﬁj Y (erty) Ko (xpty; xt) V(x, ) Ko (xt; Xote)Win (Xote)dx, dxdxydt

Onde V(x,t) ¢ o potencial de Coulomb. Substituindo nesta equacdo a expressdo do

propagador K, encontrado na Eq. (4.21) bem como as Eqs.(4.11) para Y5, € Yin

-t (s P
A= hT(Zn)6jeXpl h(pf'xl 2mt1>l
X0(t = exp (713 Gy = D) = 5— (0, ~ O]}
XV exp (0 (= %) =5 (t = )} (¢ — £o)
i 2

X exp [— %<ﬁi.5€0 - f—jnto)l dz,dzd%,dtd3dq’

Como jé visto na se¢do anterior, as integragdes sobre X; e X, resultam nas fungdes delta de
Dirac (2nh)38(P; — G) e (2mh)36(¢’ — p,). A integragdo sobre G € ¢’ eliminam os termos
t; e ty. Por fim fazendo os limites como t, — oo e t; — oo para eliminar as funcdes 6, tem-se
ao final

—i i
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_ Pir

Onde E; p = —
2
E o potencial de Coulomb ¢ dado por V = 42:5

Substituindo esta expressao de V e integrando sobre o tempo, tem-se

_—l El_Ef Zez [ 5 5 5 1 R
A—EZnS( - )—4neojexpﬁ[(pi—pf).x];dx

Como esta ultima integral ndo converge no infinito, entdo um fator e 4"

pode ser introduzido,
e assim, fazendo-se a — 0, o valor da integral serd 4wh*/q?, com ¢ = pP; — Py, entdo obtém-

se a amplitude de espalhamento

_ —_l Ze?h? Ei—Ef
A= 2 5(£X) (4.25)
A partir desta amplitude de espalhamento ¢ possivel calcular a secdo de choque de
espalhamento o.

Sabendo que |A|? é a probabilidade da particula surgir com momentum pre assumindo uma

normalizacdo de caixa de volume 7, tem-se que

Tdﬁf
(2mh)3

fornece a probabilidade da particula emergir com momentum entre pre py + dpy.

|A]?

Se a intera¢do dura um tempo um tempo efetivo 7, entdo

1417 _dpy
T ~(2mh)3

expressa o numero de particulas por segundo emergindo nesse intervalo de momentum citado

acima. Para se obter a secdo de choque, divide-se esta expressdo pelo fluxo incidente de
particulas e integra-se sobre py.

Considerando-se que as particulas incidentes viajam com velocidade p;/m e ha 1/t delas por
unidade de volume. Desse modo, o fluxo ¢ dado por p;/tm particulas por segundo por

unidade de area. Entdo, a se¢do de choque ¢ dada por
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= (AP zm tdb;
0= G (4.26)

Ei_Ef

2
Como |A|? envolve o termo |6 ( )| , € possivel apelar para a propria definicdo da funcao

6(x), como segue

sin®ax
ax?

Onde se usou a formula lim,_,4 ( ) = md(x). Assim, combinando-se as Egs. (4.25) e

(4.27), obtém-se a expressao da Eq. (4.26), como
11

mZ?e* 5
o =—47T2302JEF (S(Ef—El)d pf

Z%e* 1 1

T 4m2g,y?
Mas, como E =p?/2m tem-se na expressio acima que p; = (2mE;))*? e py2dp; =

(2mE;)*/2dE;. Assim, fazendo-se estas substitui¢des e integrando sobre E, obtém-se

mZze“j‘ 1
o= ——|—
Am?ey? ) q*
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Pois devido a fungéo delta de Dirac, p; = p; = p. Logo, q* = 4p*sin®(6/2), com 6 sendo o
angulo entre p; € pr. Enfim, colocando-se p = mv, obtém-se a expressao final para a se¢do de

choque diferencial de espalhamento

80_( Ze? )2 1 (428)

aa 8megmuv?/ sin*(0/2)

que ¢ a conhecida formula de Rutherford.

5. INTEGRAIS DE CAMINHO NA TEORIA
QUANTICA DE CAMPOS

Com base nos topicos apresentados nos itens constantes do capitulo 2 deste trabalho a respeito
do desenvolvimento de uma teoria quantica de campos bem como sobre as integrais
gaussianas, que estdo no Apéndice A, ¢ possivel mostrar de modo bem introdutério de que
modo as integrais de caminho sdo Uteis na chamada segunda quantizagdo. O formalismo
apresentado nos itens precedentes também servird de modo anélogo no célculo de amplitudes
para um descrigdo relativistico-quantica das interagdes. O que se segue, como citado trata-se
de algo introdutorio cujo aprofundamento pode ser estudado na bibliografia utilizada para este

trabalho.

5.1. Integrais de caminho de forma simplificada
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Tendo-se em mente como calcular algumas integrais Gaussianas (ver Apéndice A) , €
possivel enxergar as integrais de caminho de uma maneira mais simplificada que a
desenvolvida nos topicos anteriores tendo como base a formulacdo da mecanica quantica.
Basicamente, como visto anteriormente, o “truque” basico ¢ reduzir o problema a uma soma
de Riemann.

Como foi visto, uma integral de caminho ¢ um meio de se calcular a amplitude para
um sistema que se inicia em um estado inicial |i) para um estado final |f) por meio da adigdo
de amplitudes para o sistema passando através de todos os caminhos possiveis de |i) para |f).

Como exemplo simplificado, a integral de caminho pode ser construida considerando-
se a amplitude para uma particula passar de um ponto X, a um ponto Xy. Se a dinamica de um

sistema é descrita pelo operador HamiltonianoH, entdo a amplitude em questdo ¢ dada por
(Xy|e | X,) (5.1)

Considerando-se o mais simples dos casos, o da particula livre, onde o operador Hamiltoniano
¢ dado por
—~ p?
Para se escrever a amplitude descrita pela Eq. (5.1) é possivel considerar todos os
caminhos possiveis que levam de X, até Xy. De inicio, é possivel dividir o caminho em
pedacos menores e entdo utilizar uma limitacdo nessa divisdo. Pode-se entdo comecar por

dividir o intervalo de tempo em N intervalos At igualmente espagados. Assim

(5.3)

Z|~

Entao

e iHt — e—LH(NAt)

— e—lH(At+At+-~-+At) — e—lHAte—lHAte—lHAt ___e—LHAt

Logo, a amplitude pode se reescrita como

(XNle—iﬁtlxo) — (XNle—iﬁAte—iﬁAte—iﬁAt e—iHAt|X0>

(5.4)
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Da mecéanica quantica tem-se que os auto estados de posi¢do formam um conjunto completo

de estados, istoé
[dx|x)x| =1 (5.5)

Assim pode-se quebrar o intervalo em N partes e cada pequena parte serd um conjunto

completo de estados definidos como

[ @ )| =1

Colocando-se este resultado entre os fatores exponenciais na expressao da amplitude tem-se

(XNle—iﬁtlx()) — (XN|e—iﬁAtIe—iﬁAtIe—iﬁAtI ...Ie_iHAth())

(XNle_iﬁAtfde‘l |xN—1)<xN—1|e_iﬁAtfde—2 |xn—aMoy_z] e AL . [dx, |x1>(x1|€_iﬁAt|X0>

Esta expressdo, portanto pode ser escrita de forma mais compacta por meio de um produtorio
(Xnle"|Xo)

N-1

- 1_”dxj(XN|e-”7At|XN_1)(XN_1|e—l'ﬁAt|x,\,_2)(x,\,_2|e—“th | X1 ) (X1 |e7HAY X))
j=1

(5.6)
Como ¢ possivel ver na Eq. (5.6) é possivel calcular cada termo individual dessa expressdo
por meio de integrais Gaussianas. Mas para estes calculos haverd algumas complicagdes
adicionais. Assim, para se chegar ao objetivo vale lembrar que os auto estados de momentum

também formam um conjunto completo dado por

1
- dplpXpl =1 (.7)
Também, os produtos escalares

(x|p) = e'P*

(plx) = e™P* (5.8)
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E, que para uma particula livre

A2 2

- p p
H = — = —_—
|p) 2mlp> oy Ip)

N e—iﬁAtlp) — e—i(pz/Zm)At|p>

(5.9)

Expressdes como (xj|e"‘HAt|xj_1) podem ser escritas de modo a serem prontamente

Xj_1>

integraveis. Tem-se entdo
(e 0%]_4) = fxgeiPt (% j dplp)p
= — (x| [ dp (7 |p)) (pl|x;_, )
- Ll ap (e e

— %(Xﬂ [dp (e—ip2/zm At|p>)e—ip9Cj_1

= 52 dp (77128 (1 p) Jo =1
— if dp e—ipZ/ZmAteip(Xj—xj_l) (510)

Que ¢ uma integral Gaussiana cuja forma geral ¢ dada por (ver Apéndice A)

+00
f e—ax2+bxdx — e,b2/2a 2_7'[
—oo a
Onde, na Eq. (5.10), chama-se
a=#At e J=xj—xj_4

Entao
—iHAt 1 —ip?/2m At ,ip(xi—xi_q)
(xj|e |xj_1) = o dpe ePxj=%j
_ 1 (—i an)1/2 ei(xj—xj_l)zm/ZAt

T om At

(5.11)
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Usando-se esta expressdo para cada termo no produtério original leva a uma expressao

compacta como segue:

N-1
P m N/2 N-1 ; 2
—iHAt = (—; plj=o iM/2At[(xj—xj_1)/At]
(x| e~ 2 |xo) ( o) | dxje
j=1
(5.12)
Tomando o limite para At — 0, o termo(x; — x;_,)/At torna-se uma derivada
. Xj—Xj—1 _ dx _ .
limp, 0 ~ X (5.13)
E a somatoria na exponencial torna-se uma integral ( it f dt’ ) Assim a Equagao (5.12)
pode ser escrita como
N2 N
(xN|e‘“7At|x0) = lim —l nd Joat' 7 #2)
N—co 21'[At
j=1
(5.14)
Logo, a medida da integral de caminho
N-1
. Cm M2
Dx = lim, 1_[ J @ (=i 7ar)
j=1
(5.15)

Onde At = % (intervalo)

Com a substituicdo da Eq. (5.15) na Eq. (5.14), a expressao da integral de caminho torna-se

mais compacta e elegante

(xn|e-iot|xo) = [ Dx e85 ) (5.16)
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Importante notar que o expoente da funcdo exponencial é justamente a expressdo da acdo S,

da mecanica classica, a qual em sua forma geral ¢ dada por
S = f Ldt

Assim, para este caso simples, visto de maneira mais formal no capitulo 4, constata-se que a
amplitude de uma particula livre a tomar os caminhos possiveis que levam de um estado x,
para outro estado x, € proporcional a exponencial da acao classica S.

Como ¢ possivel se ver, neste exemplo simples, considerou-se uma particula livre, onde a

Lagrangeana L ¢ dada apenas pela expressdo da energia cinética
L=-mx
2

Ainda que simples, o resultado amarra a teoria quantica a mecanica classica. De modo geral,

pode-se entdo escrever a expressdo da amplitude de um sistema com Lagrangeana L como

<F|e—iﬁt|1> _ fDxeifotdth(q,q)

(5.17)

Onde |I) e |F) sdo estados inicial e final do sistema e q e g sdo as coordenadas generalizadas.

5.2. Integrais de caminho na teoria quantica de campos

— a energia do vacuo

Na teoria quantica de campos, as integrais de caminho sdo amplamente utilizadas para
0 calculo de amplitudes de transicdo de um estado a outro de campos estabelecidos
quanticamente por meio das equagdes de Klein-Gordon e ou de Dirac, conforme comentado
sucintamente no capitulo 2, e especialmente na se¢do 2.3 deste trabalho.
Como forma de exemplificar em modo introdutério, as integrais de caminho podem ser

usadas para se calcular a amplitude de transi¢do de um estado ¢ (t;) para um estado ¢, (t,)
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(@2 (t)]p1(t1)) = (‘P1|e_iﬁ(t2_t1)|<ﬂ2)
= f(;plz Do exp(i [ Ld*x)
Se, por exemplo, considerar-se ¢; = @, = @, como o estado fundamental do campo (vacuo),

pode-se facilmente calcular a energia do vacuo utilizando-se o método das integrais de

caminho. Quando uma fonte externa J(x) esta presente, a integral de caminho torna-se
P2
(p(elor(e) = | Doexp(i [ 1L+ pG)Cold)
$1
E a amplitude de transi¢do vacuo-vacuo ¢ definida como
. P2
21 = eV =010}, = [ Dgexp( [ dalL + pGr(0))
P1

Lembrando que |0) representa o campo em seu estado fundamental, isto é, o vacuo. Estes
resultados, consolidados a partir da Teoria Quantica de campos podem ser estudados com

maior detalhamento a partir da bibliografia utilizada neste trabalho.

6. AS REGRAS DE FEYNMAN NA TEORIA
QUANTICA DE CAMPOS

6.1. A matriz S e as amplitudes

A intrincada matemadtica que envolve a teoria quantica de campos ¢ simplificada a
partir de uma série de operagdes que se traduzem de forma pictorica, chamadas diagramas de
Feynman, seguindo as mesmas regras obtidas para a mecanica quantica nao-relativistica,

como visto nos capitulos anteriores.
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Na teoria quantica, como visto aqui, ¢ possivel fazer previsdes experimentais através
dos calculos das amplitudes de probabilidade de um determinado processo ocorrer. Isso
continua sendo verdadeiro quando aplicado a teoria quantica de campos, para as interagdes
entre particulas, como espalhamentos e decaimentos. A principal ferramenta matematica a ser
utilizada ¢ a matriz S, cuja descri¢ao formal e definicdo foram mostradas no capitulo 4.
Também como ja foi visto, qualquer processo fisico pode ser entendido como uma transi¢ao

de um estado inicial |i) = |a(t,)) para um estado final de saida |f) = |a(t)), ou seja

i) = 1f)
Essa transicdo ocorre a partir da acdo de um operador unitdrio, a matriz S (inicial de

Scattering, espalhamento em inglés), do seguinte modo

1f) = Sli)

Como S é um operador unitario, entao

STS=8St=1
Onde / ¢ a matriz identidade.
Da mecénica quantica nao relativistica, ¢ conhecido que a evolucao temporal dos estados ¢
descrita a partir da acdo de um operador unitario U(t,t,). Entdo a amplitude para evoluir de
um estado |a;(ty)) no tempo inicial ¢, para um estado final |az(t)) em um instante posterior

t pode ser escrito na notacao de Dirac como

(ap(O)IU(L, to)lar(to)) (6.1)
Assim considera-se que os estados inicial e final envolvem particulas livres (ndo estdo sob a
acdo de nenhum potencial) as quais provém de t = —oo e entdo se movem para fora como
diferentes estados de particulas livres em t = +00, Um elemento da matriz S € encontrado ao

se aplicar esses limites na Eq.(6.1)

Si = limeg»-oo(ap (O|U (L, to)la; (L)) (6.2)

t—+4+o0

No espa¢o dos momenta, a matriz S € proporcional a uma amplitude Mg, para a ocorréncia de

um determinado processo, como expresso abaixo
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Spi < —i(2m)6(pr — Pi) Mgy (6.3)

Onde a funcdo delta de Dirac estabelece a conservacdo do momentum no processo. Neste
caso, como se trata de teoria quantica de campos pg€ o quadrimomentum total dos estados de
saida e similarmente para os estados de entrada. As regras de Feynman leva ao calculo da
amplitude My; para o processo com facilidade, usando-se a representagdo grafica dada pelos
diagramas, para cada processo fisico que possa ocorrer. A amplitude My; € calculada, do
mesmo modo que foi deduzido no capitulo 4 para a mecanica quantica ordinaria, utilizando-se
0 processo perturbativo.

Aplicar o processo perturbativo nada mais ¢ que dada uma amplitude de probabilidade para
um determinado processo, expandi-la em uma série de Taylor. Assim, ha um diagrama de
Feynman para cada termo na expansdo perturbativa, e assim eles sdo somados para se obter a
amplitude total do processo. Havera em muitos casos, infinitos termos nesta série, sendo que
cada termo representa as interacdes de primeira, segunda, terceira, (...) ordem. O segredo
consiste em se truncar a série considerando-se assim apenas as interagdes mais relevantes para
0 processo em questao.

A titulo de exemplo simplificado e introdutério, suponha-se que M ¢ a amplitude para um
dado evento. Os mesmos estados inicial e final podem resultar de um conjunto de processos,
cada um deles com amplitude M;. Assim a amplitude total ¢ dada pela soma de todas essas

amplitudes

n
Mot = Z gkiMi
i=0

(6.4)
onde g¥i sdo as constantes de acoplamento para cada M;. Como ja citado acima, havera um
diagrama de Feynman para cada M; na soma (6.4). Cada constante de acoplamento ird
determinar a intensidade de cada interagdo. Assim a constante de acoplamento total, denotada
por g descreve a forca da interagcdo e o expoente k descreve a ordem da interagdo. Para um
processo de primeira ordem, k = [; para o processo de segunda ordem, k£ = 2, e assim por
diante.
Como se pode notar na Eq. (6.4) termos de ordens superiores contardo com mais fatores de g.
Portanto se g ¢ pequeno, a medida que i se torna grande, havera muitos termos na soma dada

pela Eq.(6.4), porém os termos de ordens superiores se tornardo despreziveis e assim sera
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possivel truncar a somatoria em algum valor de n para qual ainda é razoavel se estimar sua
amplitude, em compara¢do com os termos anteriores.

Por exemplo, na Eletrodinamica Quantica (QED), a constante de acoplamento ¢ proporcional
aa=1/137 = 0,0073. Trata-se de um numero pequeno. Probabilidades de segunda ordem
sdo proporcionais a a? ~ 0,0000053. Entdo, como os fatores da constante de acoplamento
aparecem como produtos, os termos tornam-se pequenos o suficiente a ponto de poderem ser
ignorados nos célculos. Para o leitor interessado em se aprofundar, uma descricdo completa e
mais detalhada das amplitudes calculadas na QED pode ser analisada nos dois primeiros

livros citados nas referéncias bibliograficas (Cap. 8).

6.2. A representacdo de interagdo

Na teoria quantica de campos ¢ de grande utilidade na andlise da evolugdo temporal de
um sistema utilizar-se da representa¢do de interacdo a qual leva a amplitudes dadas pela Eq.
(6.4). Desse modo, vale revisar rapidamente as interagdes na mecanica quantica.

Nesta secdo, do modo mais sucinto possivel serdo consideradas trés diferentes representagoes
para processos descritos pela mecanica quantica. A primeira ¢ a representacdo de Schrodinger
e a segunda, a de Heisenberg. Assim para diferenciar uma representacao da outra se utiliza um
indice S para a de Schrédinger e H para a de Heisenberg.

Nesse caminho rumo a imagem interacdo na teoria quantica pode-se iniciar dividindo o
Hamiltoniano em duas partes, uma delas representando o Hamiltoniano livre Hy € a outra o

Hamiltoniano da interagdo dependente do tempo H;. Entdo, tem-se que

H = Hy+ H,; (6.5)
Também para diferenciar os estados em uma e outra representagdo citadas acima, denota-se os
estados e operadores também com os indices S para Schrodinger e H para Heisenberg.
Por exemplo, na representagdo de Schrodinger um vetor de estado € escrito como |@)s € um
operador ¢ escrito como Ag. Nesta representagdo, os estados evoluem no tempo de acordo

com a equagao

i5:1a(0)s = Hla(O)s (6.6)
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Neste caso, H ¢ o Hamiltoniano total, dado pela Eq. (6.5). Um vetor de estado na imagem de
interagdo |a(t)); esta relacionado ao vetor de estado na representagdo de Schrodinger via

acao da parte livre do Hamiltoniano.

(), = e la(t))s (6.7)

Usando-se a representacao de interagdo, ¢ possivel obter uma visdo intermedidria entre a
representacdo de Schrodinger e a de Heisenberg, a qual move a evolugdo dos estados para os
operadores. Assim, um operador na representacdo de interacdo A; ¢ relacionado a um

operador na representacdo de Schrodinger Ag de acordo com
A; = ettot pge~tHot (6.8)

Diferenciando-se a Eq. (6.7) e usando-se a Eq. (6.6) para se obter uma equacdo para a

dindmica do estado, obtém-se

5]

2 |a(); = 5 (™o |a(t))s)

t
= iHoe ot a(6))s + et = |a(t))s
= iHoe™ ot a(t))s + e'ot (—iH|a(t))s)
= iHoe™ ot a(t))s + et (—=iHy — iHp)|a(t))s
= —ie" Hy|a(t))s
= —it;|la(O)

Portanto, conclui-se que a evolucao temporal dos estados na representacdo de interagdo ¢ dada

por

9
iakx(t)), = H;|a(t)),

(6.9)
O resultado obtido mostra que a evolucao temporal dos estados ¢ determinada pela parte de

interacdo do Hamiltoniano (dependente do tempo).
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Antes de partir para a teoria de perturbacdo, ¢ importante também saber a respeito da
evolucdo temporal dos operadores imagem de interagdo. Isso € possivel efetuando-se a

seguinte diferenciagao

_A - = lHotA —iHpt
FYRL nliew (e s€ )

. i _i i 0A _i . _i
= iHye!Hot Age~iHot 4 giHot ( atS) e~tHot _ jgiHot A [ o=iHot
— iHOelHotASe—lHot _ ielHotASHOe—lHot
= iHOAI - iAiHO

= i[Ho, A]

Isto ¢, a evolugdo temporal dos operadores imagem de interacdo ¢ determinada pela parte livre

do Hamiltoniano.

0 .
aAI = i[Ho, Af]

(6.10)

Resumindo, entdo

H, (livre) afeta a evolug@o temporal dos operadores

H; (interagiao) afeta a evolugdo temporal dos estados
Vale lembrar que na teoria quantica de campos, tem-se que os proprios campos atuam como

operadores. A Eq. (6.10) implica que a evolucdo temporal dos campos ¢ caracterizada por um

Hamiltoniano de campo livre.

6.3. Teoria de Perturbacao

Conforme mostrado na se¢do 6.1, a evolucao temporal na mecanica quantica pode ser descrita

também por um operador unitario

la(t)); = U(t, to)|a(to) s (6.11)
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Derivando ambos os lados desta expressao, tem-se, do lado esquerdo

0
ala(t))z = —iH;|a(t)); = —iHU(t, to)|a(to));

Do lado direito, obtém-se

0
7t U(t, to)la(to));

(6.12)
Igualando-se o obtido no lado direito com o que se obteve no lado esquerdo
d .
7t U(t, to)la(to)) = —iHU(t, to)|a(to))s
Entdo, a evolu¢do temporal do operador U(t, t,)¢é dada pela equagio
0 U=HU
ot~ !
(6.13)

Fazendo t = t; na Eq. (6.11) espera-se ver uma mudanca no sistema. A forma do operador U

neste instante serd dada por

la(£)); = U(to, to)|a(to));

Assim, este € 0 caso em que

U(to, to) = 1

A identidade acima diz que nao hd mudanga no sistema para variagao de tempo zero. Usando

esse resultado como uma condicao inicial na equacdo (6.13) e integrando-a no tempo

t

Ut,ty) =1—i f H,(tYU(¢', ty)dt’

to
(6.14)
Essa ¢ uma integral que descreve como o operador U muda quando se vai de um tempo inicial

to para um tempo t posterior. A expressdo dada pela Eq. (6.14) sugere de imediato um
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refinamento iterativo no qual € possivel computar a evolu¢ao do operador U em uma série de
pequenos passos.
Como exemplo, inicia-se com uma estimativa aproximada para o que se chama U,. O

primeiro refinamento sera chamado de U, dado por
t

Us(t,t) =1—i f H,(2)Uq (1, to)dr

to
Vé-se entdo uma grande mudanca ao passar de U, para U;. Assim, de maneira analoga
continua-se o refinamento, agora com o valor de saida U; para se calcular U,, e assim por

diante.
t

U,(t, ty) =1— if H, (1)U (t, ty)dt

to

Prosseguindo com as iteragdes, serdo produzidas grandes expressdes como a mostrada abaixo
_ . rt I} . ot! " " ’
Ut t) = 1—1f} H(t) (1- i fEH (U )dt )

. t ! . t ! t, n 4 n
=1 —lftOH,(t )+ (—l)zftodt fto dt"H(t"H, (") + -
t(n_l)

t t
+(—i)”f dt' | dt” f dt™ H,(t"YH,(t") ... H;, (™)
t t

0 to 0

(6.15)
Assumindo que t>t' >t"” >t" >-->t™ nota-se uma ordenagio temporal nas

iteragdes, desse modo € possivel escrever

t t! t(n-1)
Un(t, to) =(—i)"f at’ | dt” f dt™ T{H,(tH,(t") ... H,(t™)}
to to tO
= (_r;) Jde' fpde" . [ de™ T{H(EOH, ") .. Hy (£™)) (6.16)

Onde T € o operador tempo-ordenacdo. Assim ao somar todos os termos obtém-se a série de
Dyson. Uma solugao aproximada ¢ obtida ao se truncar a expansdo em um numero adequado
de termos, a depender da relevancia das intera¢des no calculo das amplitudes.

Logo, retornando a evolugdo temporal dos estados, € preciso resolver a equagao dada por

0
i=la() = Hila(®)

(6.17)
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onde H; ¢ o Hamiltoniano dependente do tempo (o que atua sobre os estados, com visto
acima). Nota-se pela forma dessa equagdo que se a interagdo H; vai para zero, entdo os
estados sdo constantes no tempo, mostrando que nenhuma transicdo nos estados ocorrem
devido as interagdes. Simplifica-se a notagdo chamando o estado inicial do sistema no tempo
inicial t; como
la(to)) = i) (6.18)

Este entdo ¢ o estado inicial do sistema, isto ¢, o estado antes de um espalhamento. Em outras
palavras, o estado do sistema em t — —oo. E o sistema no estado de ndo interagdo de
particulas antes do evento de espelhamento. O estado final, muito tempo depois do
espalhamento ¢ obtido como lim;_,|a(t)) = S|i). O desejado ¢ calcular a amplitude para

um sistema nesse estado até um estado final especifico |f)

(fIS18) = Sp; (6.19)
0 qual € um elemento da matriz S. Portanto, a probabilidade Py; para um sistema que comega
no estado |i) e termina num estado final |f) depois de passar por uma interagdo descrita pela

matriz S ¢ dada por
Psi = [(fISIN? = SpiSfy (6.20)

Assim, o estado do sistema em um instante ¢ pode ser escrito em uma expansao iterativa usada

para a série de Dyson. Com um estado inicial, tem-se para os primeiros dois termos

() = [+ f H () |a(t))dt"

(6.21)

Como Sg; = limeg-—w{ap()|U(t, to)la;(to)), € o operador U pode ser escrito em termosde

t—>+o

uma série de Dyson, € possivel entdo expressar a matriz S como uma série

t(n-1)

S= i(—i)”ft dt’ftldt” f dt™ H,(t)H,(ty) .. Hy(t,)
i=0 - - -

(6.22)
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Assim, para se calcular a amplitude (f|S|i) usa-se a teoria de perturba¢do e computa-se os
termos para uma ordem adequada (com aceitavel margem de erro). Em teoria quantica de

campos sdo descritos inumeros processos, como o da criacdo de matéria e antimatéria

ef +te- e +te +et+e”
Neste exemplo ilustrativo ja € possivel ver que se tem diferentes conjuntos de particulas nos
estados antes e depois. Devido as mudancas dos conjuntos de particulas, usam-se termos que

aniquilam particulas no estado inicial e outros termos que criam particulas no estado final.

6.4. Regras basicas de Feynman

Como foi visto neste capitulo e no capitulo 4, o cerne da expansdo perturbativa ¢ que se
refinam os calculos das amplitudes de espalhamento usando correcdes que vao se tornando
cada vez menores. A redugdo em importancia desses termos ¢ medida através do poder do
parametro de perturbagdo, o qual nesse caso ¢ a forca de acoplamento, dada pela constante de
acoplamento. Em algum ponto da expansao, os termos de corre¢cdo sdo muito pequenos para
serem medidos e entdo ¢ possivel parar de adicionar mais refinamentos.

Na primeira sec¢do deste capitulo definiu-se que em cada expansdo perturbativa a amplitude M

para um dado processo pode ser calculada usando-se uma expansao do tipo

M = Z gann
n

Nesta expressdo, cada amplitude individual M ¢é uma reacdo especifica da particula
(decaimento, espalhamento etc) que pode ser desenhada em um diagrama de Feynman.
Quanto maior a ordem de M,,, menos provavel de ocorrer € menos contribui para a amplitude
total. Os termos M, tem as mesmas particulas de entrada e de saida, mas representam
diferentes estados intermedidrios. Estes estados intermediarios correspondem a série de
Dyson. Como cada termo M,, estd majorado por uma constante de acoplamento g , a qual
representa a forca de uma dada interacdo, quando a forca relativa de uma interagdo € pequena

entdo ela pode ser analisada por meio da teoria de perturbagao.
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Como ja visto com mais detalhes no capitulo 4 para a mecanica quantica, um diagrama de
Feynman consiste de uma ou mais linhas externas as quais representam as particulas de
entrada e de saida, conectadas por um vértice. O fluxo do tempo pode ser tomado na direcao
de cima para baixo do diagrama ou da esquerda para a direita.

Para ilustrar isso, basta se pensar em um processo de decaimento no qual uma particula A

decai em duas particulas B e C:

A-B+C
O digrama de Feynman que descreve esse processo de decaimento pode ser escrito das duas

formas mostradas nas Figuras (6.1) e (6.2) abaixo

B C

A
Figura 6.1 — Diagrama de Feynman para o decaimento A — B + C, com o tempo fluindo de

baixo para cima. (McMahon, 2008)

C

Figura 6.2 — Diagrama de Feynman para o decaimento A - B + C, com o tempo fluindo da

esquerda para a direita. (McMahon, 2008)

Como se pode notar a essa altura, os diagramas de Feynman sdo uma representagao simbolica,
qualitativa de alguma interacdo entre particulas. Porém ha algo de revolucionario nessas
representacdes pictdricas. O fluxo do tempo ndo € um eixo dos tempos, como se fosse uma

reta de coordenadas sempre positivas. Normalmente, a dire¢do de fluxo do tempo ndo ¢
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indicada explicitamente no diagrama, mas ¢ entendida no proprio contexto do diagrama em
questao.

Diferente dos processos de decaimento, os espalhamentos envolvem um estado ou particula
intermediaria que ¢ desenhada no diagrama como uma linha interna. Supondo, portanto, que
particulas A e B espalhem em particulas C e D (Figs. 6.3 e 6.4) ao fim do processo e supondo
que esse processo de espalhamento envolva um intermediario L.

Na teoria quantica de campos, o correto € interpretar o estado intermedidrio como sendo
aquele em que uma particula portadora de uma das for¢as fundamentais da natureza transmite
essa forga as particulas A e B .

Por exemplo, se essa interagdo ¢ eletromagnética, entdo a linha interna deve ser um féton, a

particula portadora de for¢a eletromagnética.

Figura 6.3 — Diagrama de Feynman para o espalhamento A + B — C + D. (McMahon, 2008)
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Figura 6.4 — Diagrama de Feynman para o espalhamento A + B — C + D, com o tempo

fluindo da esquerda para a direita. (McMahon, 2008)

Hé ainda uma maneira de se representar as antiparticulas, presentes na teoria quantica de
campos, por meio dos diagramas de Feynman. Particulas e antiparticulas aparecem juntas em
muitos processos. Assim para distingui-las uma da outra usa-se aqui um indice linha para
designar antiparticulas. Assim tem-se, por exemplo A para uma particula e 4’ para sua
antiparticula.

As linhas para particulas nos diagramas de Feynman s3o indicadas por uma seta que flui na
direcdo do tempo. As linhas para as antiparticulas sdo indicadas nos diagramas com uma seta
que flui na dire¢ao contraria a do fluxo do tempo. Um exemplo esta ilustrado da Fig. 6.5, que

representa uma reagdo A + A' - A+ A’, mediada por um béson B.

AN

A

Figura 6.5 — Espalhamento particula-antiparticula A + A" - A+ A’ ocorrido pela troca de
um boson B. O tempo flui de baixo para cima. (McMahon, 2008)
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A A’

Figura 6.6 - Nesse processo Ae A’ se aniquilam, produzindo um béson B, o qual decai

novamente em um par A e A’. O tempo flui da esquerda para a direita (McMahon, 2008)

Uma das grandes ideias de Feynman no estabelecimento dos seus diagramas foi pensar que
uma particula viaja na direcdo do fluxo do tempo enquanto que uma antiparticula viaja na
dire¢do oposta ao fluxo do tempo.

Assim como visto no capitulo 4 para a mecanica quantica ndo relativistica, em que cada linha
do diagrama de Feynman pode ser caracterizada pelo momentum, na teoria de campos, cada
linha do diagrama ¢ caracterizada por um quadrimomentum.

Supondo ainda que o processo A+ A" - A+ A’ ocorre com a troca de um boéson B como
mostrado na Fig. 6.6, indicam-se os momenta de cada particula de entrada e saida (linhas
externas) com um p. Momenta internos sao indicados por ¢. Isso esta mostrado na Fig. 6.7

abaixo:

A.‘

A
\P\ Py
q
B \\
P1 P2

Figura 6.7 — Diagrama de Feynman para o processo A+ A" - A+ A’ mostrando os

A A

momenta de cada particula. O tempo flui de baixo para cima. (McMahon, 2008)

6.5. Amplitudes



64

Do mesmo modo que na mecanica quantica ordinaria, para se calcular efetivamente uma
amplitude M, faz-se a integral sobre todos os momenta internos. Felizmente, como visto em
detalhe no capitulo 4 deste trabalho, todas as integrais envolvem func¢des delta de Dirac,
indicando conservacao do momentum durante os processos. Entdo essas integrais podem ser

feitas por inspecao. Isso gracas a uma propriedade fundamental da fungdo delta de Dirac

| rese—xax = ru)

Conforme mencionado varias vezes a razdo para o aparecimento das func¢des delta de Dirac
nas expressoes das amplitudes garante a conservagdo da energia ¢ do momentum. Assim, em
cada vértice de um diagrama de Feynman, assume-se um sinal positivo para o momentum
chegando e um sinal negativo para o momentum deixando o vértice, conforme mostra a Fig.

6.8 abaixo:

P P

i

Figura 6.8 - Um decaimento de uma particula A com os momenta entrando e deixando o

vértice. (McMahon, 2008)

Momentum e energia sdo conservados e ndo mudam por conta das interacdes. Essa
conservagao ¢ descrita como p; = p, + ps3, € isso se evidencia com a fun¢do Delta de Dirac.
No exemplo ilustrado pela Fig. 6.8, a funcdo delta de Dirac que estabelece a conservacdo da

energia e do momentum no vértice ¢ dada por

@2m)*8(py — p2 — p3) (6.23)
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O valor da fungdo delta acima ¢ 1 quando p; = p, + p3 e nula se esta igualdade nio for
satisfeita.

Importante ter em mente que a direcdo das setas que indicam se determinada linha ¢ uma
particula ou uma antiparticula ndo tem nenhuma relagdo com a dire¢do do momentum. Se
uma linha entra em um vértice, 0 momentum esta entrando neste vértice. Seguindo a dire¢ao
do tempo no diagrama, as linhas que deixam um vértice tem sinal negativo nos seus momenta.
A conservacdo de energia e momentum estabelecida em um vértice também inclui os
momenta de linhas internas.
Seja, por exemplo o diagrama mostrado na Fig. 6.9. Nele, um boson B transporta momentum

g. A funcdo delta que expressa a conservagdo de energia e momentum na interacao ¢ dada por

2n)*§(p1 — p3 — @) (6.24)
A
P3
q
-
B
A P

Figura 6.9 — Conservacgdo de energia € momentum também vale para as linhas internas, como

nessa que mostra a propagacao de um bdéson com momentum g. (McMahon, 2008)
E preciso atribuir uma diregdo para o momentum interno g. Se se fizer como mostrado na Fig.
6.10, entdo a funcao delta que sempre deve ser da forma

6 (). mometum de etrada — ), momentum de saida)

pode, entdo, ser escrita como

@2m)*8(p, —pa +q) (6.25)
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q Py

P2 A’

Figura 6.10 — Conservagao do momentum neste diagrama ¢ dado pela funcao delta de Dirac

2m)*8(py — P4 + q). (McMahon, 2008)

6.6. Regras para a construcdo da amplitude

Do mesmo modo como foi formalizada no Capitulo 4 para processos de interagdo quanticos
nao-relativisticos, as regras estabelecidas apds todo o formalismo matematico desenvolvido,
valem também no caso de diagramas de Feynman que expressam interacdes sobre o ponto de
vista da teoria quantica de campos. Logo, a constru¢do de uma expressdo para uma determina
amplitude que represente quantitativamente algum processo mostrado em um diagrama de

Feynman envolve os cinco passos abaixo:

e Escrever a funcao delta que mostra a conservagdo de energia € momentum para cada
vértice.

e Escrever uma constante de acoplamento para cada vértice no diagrama.

e Escrever o propagador para cada linha interna.

e Multiplicar todos os fatores acima.

e Integrar sobre todos os momenta envolvidos no processo.

A amplitude total, chamada aqui de M sera a soma de todas as amplitudes M;, as quais
podem ocorrer para um processo especifico com as mesmas particulas de entrada e saida.
De fato, diagramas de ordens mais altas para cada um dos processos podem ser
desenhados com diferentes estados intermedidrios, obtidos a partir de uma expansdo

perturbativa.
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Constantes de acoplamento

Cada forca tem como origem alguma forca fundamental da natureza, e essa forga se
manifesta nos calculos de Feynman como uma constante de acoplamento. Como nao ¢
objetivo deste trabalho aprofundar a discussdo a respeito da teoria quantica de campos, e
sim mostrar as regras que embasam os diagramas de Feynman, ¢ possivel apresentar um
exemplo de constante de acoplamento sem prejuizo da qualidade do que aqui se discute.
Na eletrodinamica quantica (QED), por exemplo, a constante de acoplamento g, esta

relacionada com a constante de estrutura fina @ como

Je = V4ma (6.26)

A constante de estrutura fina @ € um nimero adimensional que contém as constantes

fundamentais do eletromagnetismo: a carga elétrica fundamental e, a velocidade da luz c e

a constante de Planck A. Assim

a=-"—~-L1 (6.27)

Assim na QED, ou em qualquer interagdo onde a constante de acoplamento ¢ muito
pequena, diagramas de ordens mais altas contribuem menos e menos porque eles incluem
poténcias cada vez mais altas de g. Isso significa que € possivel truncar a série de Dyson,
vista na primeira se¢ao deste capitulo, no ponto onde se tem a precisdo necessaria para
descrever um dado processo. Assim, como estabelecido nas regras acima, para cada
vértice num diagrama de Feynman, inclui-se um termo com a constante de acoplamento
dado por
—ig (6.28)

Propagadores

Também como foi visto nos capitulos 3 e 4, associa-se um propagador a cada linha interna
no diagrama de Feynman. Para recordar, um propagador ¢ um fator na expressdo da
amplitude que representa a transferéncia ou a propagag¢ao do momentum de uma particula
a outra. Apenas como exemplo, o caso mais simples ¢ o propagador de um boson de spin

0, dado por
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i (6.29)

A massa no denominador ¢ a massa do boson, que corresponde a uma linha interna. No
diagrama de Feynman uma linha interna para um béson de spin 0 pode ser mostrada como
uma linha pontilhada.

Outro exemplo ¢ o propagador de uma particula de spin 1/2 , um férmion, a qual ¢
representada nos diagramas do mesmo modo que uma linha externa, como uma linha
solida com uma flecha apontado na direcdo do momentum para o caso de uma particula e
contra a dire¢do do momentum para uma antiparticula. Neste caso o propagador ¢ dado

por

L (6.30)

Onde Q = y*q,, o quadrimomentum do férmion.

Um terceiro resultado importante da teoria quantica de campos ¢ o propagador do foton,

dado por

kiz (_guv +(1-0) "Z’z‘v) (6.31)

Para { = 1 (calibre de Feynman), o propagador do féton reduz-se a
— kiz gH (6.32)

No exemplo a seguir sdo utilizados bosons de spin 0 como particulas portadoras de forca,
pois sao mais simples de se lidar.

Seja um processo da aniquilacao particula-antiparticula, produzindo um boson escalar B, o
qual decai em uma particula A e A’. A massa do bdson € mg. Para se calcular a amplitude
e a probabilidade deste processo ocorrer (mostrado na Fig. 6.11), € preciso entdo seguir as

regras estabelecidas para o célculo das amplitudes.
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A, p3 A py

F 3 B, {f

A. py A, p

Figura 6.11 — Processo de aniquilagdo-criagdo com um boson escalar de spin 0.

(McMahon, 2008)

Assim, seguindo-se as regras resumidas no inicio desta se¢do e formalizadas
matematicamente nos capitulos 3 e 4, deve-se iniciar por escrever um fator da constante
de acoplamento —ig para cada vértice do diagrama. Como hé dois vértices na Fig. 6.11,

entdo ha dois fatores a serem computados.

(—ig)(-ig) = -g° (6.33)
Em seguida, multiplica-se a expressao (6.33) pelas fungdes delta de Dirac que
estabelecem a conservacao do quadrimomentum para cada vértice. Assim, tem-se, para o

primeiro vértice

@Cm)*§(p1 +p2 — ) (6.34)

E para o vértice de cima

(2m)*8(q — p3 + pa) (6.35)

Multiplicando-se entdo os fatores (6.33), (6.34) e (6.35)

—9*2m)*8(p1 + p2 — Q) (21)*8(q — p3 + pa) (6.36)



70

O proximo passo € considerar o propagador da linha interna, neste caso o propagador dado

pela Eq.(6.29). Logo

ig*
~ =z 81+ 2~ )M S ~ ps +pa)
B

(6.37)
Finalmente, integra-se a expressdao acima sobre o momentum interno total ¢, usando a
diferencial
1 44
s d*q (6.38)

Esta expressdo garante a normalizacdo no espago de fases. Assim, a amplitude para o

processo mostrado no diagrama de Feynman na Fig 6.11 ¢ dada por

)
M= f 7= (2m)*8(p1 + P2~ 9)8(q —ps +pa) d*q
qc —mg
(6.39)
A integral (6.39) pode ser resolvida facilmente, por inspecdo. Olhando-se para a segunda

funcdo delta de Dirac, tem-se que g = p; + p,. Portanto

2
ig
M= J 2 > (2m)*8(p1 + p2 — 9)8(q — p3 + pa) d*q
q- —mg

__ g
(p3 + pg)? — m3

(6.40)
onde se descartou a primeira fungdo delta, dada por (2m)*8(p, + p, — ps — ps) foi
descartada, a qual mostra a conservacdo total da energia e momentum (nas linhas
externas).

A probabilidade do processo ocorrer ¢ dada por

E g

IMI" = ((p3 + pa)?* — mé)z

(6.41)
Os processos de decaimento sdo muito importantes na fisica nuclear e na fisica de

particulas, pois muitos nucleos estudados sdo instaveis, isto €, decaem para formas mais
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estaveis, emitindo assim particulas. Entdo, medidas de taxa de decaimento e tempos de
vida sdo quantidades de interesses essencial. E ambas estdo relacionadas a probabilidade
de determinado processo ocorrer, ou seja, dependem das amplitudes ao quadrado.

A taxa de decaimento para dado processo € proporcional a amplitude ao quadrado

T o |M|? (6.42)

E o tempo de vida de uma particula que decai ¢ proporcional ao inverso amplitude ao

quadrado.

T

|M|?
(6.43)
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7. CONCLUSAO

Os diagramas de Feynman sdo um meio muito Util e simplificado de se representar em
imagens a amplitude de ocorréncia de um dado processo € as mesmas regras se aplicam tanto
a mecanica quantica comum, quanto em niveis mais avancgados, dados pela teoria quantica de
campos. E que embasa essas regras de construgdo dos diagramas sao as integrais de caminho.
No presente trabalho, o emprego das integrais de caminho para os campos foi mostrado
suscintamente, com preferéncia para o seu desenvolvimento no formalismo da mecanica
quantica ndo relativistica, sendo este o foco principal do trabalho. De modo geral, as integrais
de caminho sdo modos eficazes de se calcular amplitudes de transi¢cdo de um sistema quantico
de um estado inicial a um final. Essas amplitudes, que ao fim sdo a descri¢cao das interagdes
entre as particulas, podem ser vistas como uma soma de amplitudes menores, isto &,
interagdes de primeira, segunda, infinitas ordens, com a possibilidade de se avaliar quais delas
sdo relevantes no modelo fisico.

Desenvolvidas de modo brilhante pelo fisico Richard Feynman, as integrais de
caminho, tanto na mecanica quantica quanto na teoria quantica de campos servem de base
quantitativa para as regras pictdricas dos famosos diagramas, que tanto facilitam os calculos
aos tedricos.

Integrais de caminho podem ser usadas para se calcular qualquer quantidade em teoria
de campos, como por exemplo o valor da energia do vacuo de um campo. Tanto na mecanica
quantica comum quanto na teoria quantica de campos, o uso de integrais Gaussianas ¢
recorrente, uma vez que ao lidar-se com fun¢des de onda, ou campos, vale lembrar que
tratam-se de probabilidades e densidades de probabilidades.

O approach das integrais de caminho para a mecanica quantica e na teoria de campos
¢ util também em contextos ainda mais avangados da fisica, como na teoria das cordas, por
exemplo. O tratamento aqui dado ¢ como que um “aperitivo” que demonstra de maneira bem
basica e introdutéria o poder dessa ferramenta, a qual auxilia fisicos tedricos em pesquisas de
fronteira, rumo a uma teoria que unifique as quatro forg¢as fundamentais da natureza e seja de

factivel comprovagdo experimental. Entre os objetivos deste trabalho estd também a
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motivagdo para o estudante que deseja se aprofundar no assunto. Um bom inicio de caminho,

nas integrais de caminho s@o os livros utilizados aqui e citados na bibliografia.
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APENDICE A — INTEGRAIS GAUSSIANAS

Muitos célculos envolvendo integrais de caminho resumem-se a uma simples integral
conhecida da Fisica Estatistica como integral Gaussiana. Neste apéndice estdo resumidos
rapidamente o que sdo as integrais Gaussianas e modos de como sdo calculadas.

A mais simples das integrais Gaussianas ¢ uma integral feita sobre todo o espago

** Um grafico desta fungdo, mostrado na Fig.

unidimensional de uma func¢ao Gaussiana e~
A.1 abaixo, mostra que ela esta bem localizada em uma pequena regido em torno da origem.
Assim, como resultado, espera-se que sua integral converge para um pequeno valor finito.

Porém, ndo hd um modo elementar de se calcular a integral

+ 00
A2
=j e X dx

—00

Mas por meio substitui¢des adequadas o resultado ¢ obtido de forma satisfatoria. A forma
mais simples e eficaz € utilizar coordenadas polares. Antes disso eleva-se a integral ao
quadrado. Assim, pode-se considerar x como uma variavel muda quando ela aparece no
integrando, ¢ possivel chamar uma delas de y, por exemplo, apds elevar a integral ao

quadrado, como segue:

e 2 e 2 e 2 2
12 =f e™* dxf eV dx=f e~ "D dxdy

— 00 — 00 — 00

Fazendo-se entdo a mudanga de variaveis cartesianas para coordenadas polares
X =r1cos 60
y=rsinf

Entao

x%2 +y? = r%(cos? 0 +sin? 9) = r?
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E o elemento de area em coordenadas polares ¢ dado por
dxdy = rdrd6

O que leva a escrever a integral nas novas coordenadas
oo 2 2 am @ 2
12 =f e~ "D dxdy =f d@f e "rdr
-0 0 0

Logo, a integral sobre r pode ser resolvida usando-se uma substituicdo elementar. Seja u =

«© 2 1 r® 1
j e " rdr == j e %du =—
0 2 Jg 2

r?, tem-se

Entdo, finalmente

2T 2T 1
j d@j rdr—— d0=§2n=n

0

Assim

I?=n>|I = Vx| (AD)

Esse resultado expresso na Eq. (A.l1) pode ser estendido para outras situagdes mais
complicadas. Seja, por exemplo, a integral gaussiana multiplicada em seu expoente variavel

por uma constante a

+ 0o
a2
I’=f e % dx
—o0

Como o resultado da Eq. (A-1) conhecido, esta nova integral pode ser resolvida por meio da

seguinte substitui¢do de varidvel

Seja y = vax, logo

I'=["Pe axgy = if_ooooe‘yz dy =

i = (A2)

e

Uma outra integral gaussiana possivel pode ser escrita com a multiplicacao da exponencial no

integrando por poténcias de x, como segue
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+ oo
2
sz x"e % dx
—o0

Desse modo ¢ possivel notar que se o expoente n € par, a integral ¢ nula.

X

Seja, entdo n = 1. O grafico de f(x) = xe~ * & mostrado na Figura (A.1) abaixo junto com

as outras duas primeiras poténcias impares, para mostrar que f(x) neste caso ¢ fungao impar.

Jfix) Jix) flx)

i\ Al 4

flx)= xe flx)= e flx)= i

Figura A.1 — Graficos das primeiras poténcias impares sobre a exponencial. Por meio deste

grafico ¢é possivel ver claramente que as integrais para f impar se anulardo. (McMahon, 2008)

Desse modo

+00
I = X

—ax? ,
"e~®"dx = 0, paran impar

Para se obter os resultados para » par, recorre-se a uma técnica simples. A partir da Eq. (A.2),

tomando-se a derivada de ambos os lados com relacdo a a, tem-se no lado esquerdo

%j-we‘axzdx = —fooxze‘axzdx

E o lado direito

d [ VT
dava 3

2az

Portanto

|W|§|

[oe]
)
f x%e % dx =
- 2az2
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A partir desse calculo nota-se que a partir de um processo de iteragdo realizado infinitas vezes

leva a uma expressao geral para qualquer valor de n par, dada por

® (n+ DVm
f x"e ™ dx = 1.3 T ntl
- 22a 2
(A.3)
Jix) fix) fix)
| X | X X
fx)=e~ f(x) = x2e= flx) = xte™

Figura A.2 — Graficos de algumas poténcias pares de x sobre a exponencial. Nota-se que com

o aumento do valor da poténcia par os picos se afastam. (McMahon, 2008)

E possivel continuar os célculos incluindo-se mais e mais termos a integral Gaussiana. Para os
casos abordados neste trabalho, um resultado importante diz respeito a integral Gaussiana da

seguinte forma
(o]
_ 2
J e~ ax +bxdx
— 00

Essa integral pode ser transformada em uma integral da forma mostrada na Eq. (A.1)

completando-se o quadrado mostrado na exponencial. Logo, tem-se
2

x+b B a(z Zb)_ a( b)2+b2
AT =W )T 2P Te) T

Assim, a integral pode ser dada por

o o] a b 2
_ 2 — (x—= 2
f e ~axX“+bx ], :f e 2( a) eb?/2a 4y
—o0 —00

2
= gb?/2a fjoooe_%(x_g) dx

= gh*/2a \/% (A4)



