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Para a minha esposa Vânia, pelo amor e incentivo.



AGRADECIMENTOS

Gostaria de agradecer primeiramente a Deus por tudo que tem me concedido.

Ao Professor Vicente Lopes Junior pela orientação desde os anos de iniciação científica, pelo

incentivo, paciência e pela oportunidade de realizar este trabalho.

Ao Professor Douglas Domingues Bueno pela coorientação deste trabalho. Em especial, por
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funcionários da FEIS - UNESP.

À minha família pelo apoio.
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RESUMO

A ideia central deste trabalho é utilizar o método dos Elementos Espectrais (SEM, do inglês
Spectral Element Method) para aplicações de controle ativo de vibrações e monitoramento da
integridade estrutural (SHM, do inglês Structural Health Monitoring). Diversos trabalhos têm
abordado estes tópicos de forma independente. No entanto, para aplicações reais de engen-
haria, utilizar os mesmos atuadores, sensores e sistemas de aquisição de dados para controle
e monitoramento pode reduzir investimentos e simplificar processos. Por esta motivação, este
trabalho apresenta um estudo de modelos espectrais para estruturas do tipo viga considerando
aplicações de controle de vibrações e monitoramento da integridade estrutural. Na modelagem
são considerados os modelos de vigas de Euler-Bernoulli e Timoshenko, além de transdutores
piezelétricos acoplados. A técnica de controle clássico PID (Proporcional, Integral, Deriva-
tivo) é explorada e uma nova modelagem é proposta para se considerar técnicas modernas de
controle por realimentação de estados na formulação espectral. Em particular, discute-se o con-
trolador LQR (do inglês, Linear Quadratic Regulator), no entanto, a metodologia permite se
considerar outras técnicas de controle por realimentação baseada na representação no espaço
de estados. Também, especificamente para monitoramento estrutural, no presente trabalho
de tese apresenta-se uma discussão sobre índices de detecção de danos. Índices de detecção
calculados a partir de sinais experimentais têm sido amplamente utilizados em trabalhos da
literatura de SHM. No entanto, pouco tem sido esclarecido sobre seus comportamentos em
função das características estruturais e dos danos. Neste sentido, o presente trabalho apresenta
uma discussão do comportamento de índices baseados na norma H2, norma H∞ e no CCDM
(Correlation coefficient deviation metric), para duas faixas de frequência, em função da severi-
dade do dano e quantidade de amortecimento no sistema. Os resultados obtidos indicam que
a formulação por Elementos Espectrais é adequada para viabilizar os projetos simultâneos de
um controlador de vibrações e um sistema de monitoramento estrutural utilizando os mesmos
equipamentos e simplificando análises ao se utilizar um único modelo dinâmico do sistema.

Palavras-chave: Método dos elementos espectrais. Controle de vibrações. Monitoramento da
integridade estrutural. Impedância eletromecânica. Modelagem matemática.



ABSTRACT

The main idea of this thesis is to use the Spectral Element Method (SEM), in applications of Ac-
tive Vibration Control (AVC) and Structural Health Monitoring (SHM). These two topics have
been approached in several works, but in an independent way. However, for real engineering
applications, to use the same actuators, sensors and data acquisition systems to active control
and structural monitoring can reduce the costs and simplify processes. For this reason, this
thesis presents a study of spectral models for beam-like structures considering applications of
vibration control and structural health monitoring. The Euler-Bernoulli and Timoshenko beam
theories are used in the spectral modelling and the piezelectric transducers bonded in the struc-
tures are also considered. A classical control technique, PID (Proportional, Integral, Derivative)
is explored and a new modelling approach to consider modern control methods of state feed-
back is proposed in spectral formulation. In particular, the Linear Quadratic Regulator (LQR)
is discussed, however, this methodology allows for any other state feedback control techniques
based in state space representation. Also, specifically for structural monitoring, is presented a
discussion about damage detection indices. Detection indices computed from experimental data
have been widely used in SHM studies. However, little has been clarified about their behaviours
due to structural characteristics and damages. In this context, this work presents a discussion
of the behaviour of indices based in the H2 norm, H∞ norm and CCDM (Correlation coefficient
deviation metric), for two frequency ranges, depending on the severity of damage and amount
of damping in the system. The obtained results indicate that the spectral element formulation
is suited to enable the simultaneous design of a vibration controller and a structural monitoring
system using the same data acquisition systems and simplifying analysis when using just one
dynamic model of the system.

Keywords: Spectral element method. Vibration control. Structural health monitoring. Elec-
tromechanical impedance technique. Mathematical modelling.
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1 INTRODUÇÃO

O comportamento e as características dinâmicas de uma estrutura são de grande importân-
cia na engenharia, de maneira que, é necessário predizê-las de maneira eficiente e econômica.
O Método dos Elementos Finitos (FEM, do inglês, Finite Element Method) é um dos méto-
dos computacionais mais utilizados em muitas áreas da engenharia e da ciência. Embora este
método possa ser usado em diversos tipos de geometria, condições de contorno e materiais, ele
também apresenta limitações para obter soluções precisas, especialmente para problemas em
alta faixa de frequência.

O Método dos Elementos Espectrais (SEM, do inglês, Spectral Element Method) é uma
técnica relativamente nova que, de algum modo, combina a flexibilidade geométrica, as carac-
terísticas comuns e as vantagens competitivas dos métodos de ordem mais baixa (FEM) com
a exatidão e a convergência rápida dos métodos de ordem mais alta (métodos espectrais). O
SEM é semelhante ao método dos Elementos Finitos em alguns aspectos, mas a grande difer-
ença é que enquanto no FEM as matrizes elementares (matrizes de massa e rigidez) são es-
critas nos domínio do tempo, no SEM a matriz espectral é escrita no domínio de frequência.
Isso permite que a inércia da massa distribuída seja representada de uma forma exata. Conse-
quentemente, esta formulação espectral permite a descrição exata das soluções dinâmicas. As
respostas dinâmicas de uma estrutura são então obtidas no domínio de frequência. As respostas
no domínio do tempo podem ser obtidas através da transformada inversa de Fourier.

Neste contexto, diversas aplicações têm envolvido modelagem espectral. Destacam-se en-
tre tópicos de grande interesse da engenharia as aplicações de controle ativo de vibrações e o
desenvolvimento de sistemas de monitoramento da integridade estrutural. Ambos temas têm
sido amplamente explorados por diversos pesquisadores, porém, de forma independente. No
entanto, em algumas aplicações os tópicos requerem equipamentos semelhantes, ou seja, sis-
tema de aquisição de dados, sensores e atuadores - e, portanto, uma discussão integrada destas
demandas pode resultar em redução de investimentos e simplificação de processos de engen-
haria.

O controle de vibrações em estruturas flexíveis é de grande interesse para a engenharia, pois
vibrações indesejadas podem surgir nas mais diversas situações como em máquinas rotativas,
ônibus, trens e aeronaves, pontes, edifícios, entre outros. O excesso de vibrações pode acarretar
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inúmeros problemas como desconforto em automóveis, danos em componentes eletrônicos,
ruído sonoro e falhas em equipamentos. A exposição humana à vibração pode resultar em dores,
desconforto e até eficiência reduzida. As vibrações indesejadas podem ser eliminadas através
de técnicas de controle passivo como o balanceamento em máquinas rotativas, a introdução de
amortecimento através de materiais viscoelásticos e o isolamento de vibrações inserindo um
novo membro que isola o elemento vibratório da fonte de vibração. O uso destas técnicas tem
como desvantagem adicionar massa ao sistema, o que as torna muitas vezes, inconvenientes.
Técnicas de controle de vibrações modernas permitem reduzir as vibrações da estrutura sem
adicionar massa ao sistema, tais técnicas são conhecidas como controle ativo de vibrações
(AVC, do inglês, Active Vibration Control). Muitas destas técnicas fazem o uso de materiais
que, quando estão sujeitos à variações de tensão, temperatura, tensão elétrica, e outras, apre-
sentam mudanças em suas propriedades. Tais materiais são chamados de materiais inteligentes.
Projeto de controladores com materiais inteligentes incluem o magnetoreológico (MESQUITA
NETO, 2008) e materiais piezelétricos (PZT, do inglês Lead Zitanate Titanate) (GONÇALVES,
2003; SILVA, 2005; GATTI; BRENNAN ; GARDONIO, 2007; BUENO, 2007).

Também com significativa demanda na engenharia, o monitoramento da integridade estru-
tural (SHM, do inglês, Structural Health Monitoring) tornou-se nas últimas décadas uma tópico
de grande importância para diversos sistemas mecânicos. O monitoramento constante de estru-
turas mecânicas, civis e aeroespaciais, possibilita segurança e reduz custos de manutenção. Nos
EUA mais de $ 200 bilhões são gastos anualmente na manutenção de fábricas, equipamentos e
instalações (GIURGIUTIU, 2008).

O monitoramento da integridade estrutural é feito através de inúmeras técnicas, como
Impedância eletromecânica (BAPTISTA, 2010; GONZALEZ, 2012; PEAIRS, 2006), inteligên-
cia artificial (FRANÇA, 2014), series temporais (SILVA, 2008; SHIKI, 2016), algoritmos genéti-
cos (TEBALDI, 2004), análises de propagação de ondas (FRANCO, 2009), entre outras. De
modo geral, em diversas abordagens, o monitoramento é feito comparando sinais da estrutura
saudável (baseline) com dados que podem apresentar danos. Os materiais piezelétricos desem-
penham um importante papel em SHM, pois podem ser usados como sensores e atuadores, e
devido a sua natureza, podem ser usados em avaliações não-destrutivas.

Diante do exposto, o presente trabalho apresenta um estudo do método dos Elementos Es-
pectrais para aplicações de controle de vibrações e monitoramento da integridade estrutural.
A seguir apresenta-se os objetivos gerais e específicos do trabalho. O capítulo 2 apresenta a
formulação básica para vigas e barras e o capítulo 3 a modelagem para vigas com diferentes
materiais, denominadas multicamadas. Ainda, o capítulo 4 apresenta a modelagem do acopla-
mento de transdutores piezelétricos à vigas. Os capítulos 5 e 6 apresentam, respectivamente,
as aplicações de controle de vibrações e monitoramento da integridade estrutural. O capítulo 7
apresenta as considerações finais e o anexo A apresenta informações gerais sobre o método



20

dos Elementos Finitos usado para comparação de resultados. Finalmente, o anexo B apresenta
detalhes complementares da formulação da viga de Timoshenko de duas camadas e anexo C a
formulação básica do controlador LQR utilizado no trabalho.

1.1 OBJETIVOS DO TRABALHO

O objetivo principal deste trabalho é discutir o método dos Elementos Espectrais para o
projeto simultâneo de sistemas de controle ativo de vibrações e monitoramento da integridade
estrutural.

Destacam-se entre os objetivos secundários os seguintes tópicos:

• desenvolver uma formulação para inclusão de ganhos de controle por realimentação de
estados nas formulações por Elementos Espectrais;

• discutir o comportamento de índices de detecção de danos, amplamente utilizados na
literatura de SHM experimental, em função da severidade de um dano em uma estrutura
do tipo viga;

• avaliar o comportamento de índices de detecção de danos para diferentes quantidades de
amortecimento estrutural visando auxiliar o projeto de sistemas de SHM.
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2 MÉTODO DOS ELEMENTOS ESPECTRAIS

A formulação de um modelo para uma estrutura utilizando a metodologia de Elementos
Espectrais é bastante similar àquela que é feita utilizando o método de Elementos Finitos. A
grande diferença é que, de modo geral, a formulação com elementos espectrais começa trans-
formando a equação diferencial parcial, que rege o movimento, do tempo para o domínio da
frequência usando a Transformada Discreta de Fourier. Nos problemas de uma dimensão, como
resultado da Transformada Discreta de Fourier, a variável temporal desaparece e a frequência se
transforma em uma variável independente, transformando a equação diferencial parcial original
no domínio do tempo em uma equação diferencial ordinária no domínio da frequência, cuja
solução é obtida de maneira exata. Neste capítulo será apresentada a formulação para elemento
espectral baseada na relação força-deslocamento. Formulações baseadas no método variacional
ou no método de vetor de estado também são muito utilizadas, mas não serão apresentadas neste
trabalho. Estas formulações podem ser encontradas em (LEE, 2009).

2.1 FORMULAÇÃO BASEADA NA RELAÇÃO FORÇA-DESLOCAMENTO

A formulação de um modelo de elemento espectral para uma estrutura é feita através da
relação direta entre as forças e deslocamentos nodais. De acordo com (LEE, 2009), a equação
que governa o movimento de uma estrutura sujeita a vibrações forçadas pode ser representada
simbolicamente por

Lu(x, t)+Mü(x, t) = p(x, t) (1)

sendo L o operador estrutural diferencial linear dependente tanto do tempo t quanto do espaço
x, e M o operador inercial. A derivada com relação ao tempo t é denotada por ponto (.). Os
vetores de deslocamento e forças externas são respectivamente, u(x, t) e p(x, t).

Assumindo que a representação espectral das forças externas é dada por

p(x, t) =
1
N

N−1

∑
n=0

Pn(x,ωn)expiωnt (2)
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sendo Pn(x,ωn) os componentes espectrais (ou os coeficientes de Fourier) do vetor de forças
externas p(x, t), ω a variável frequencial e i =

√
−1 a unidade imaginária . De maneira similar,

a solução da equação (1) pode ser dada por

u(x, t) =
1
N

N−1

∑
n=0

Un(x,ωn)expiωnt (3)

sendo Un(x,ωn) os componentes espectrais do vetor de deslocamento u(x, t).

Substituindo as equações (2) e (3) na equação (1) e assumindo que os componentes espec-
trais satisfazem a equação (1) em cada componente de frequência, obtém-se

LUn(x,ωn)−ω
2
nMUn(x,ωn) = Pn(x,ωn) (4)

com L sendo o operador estrutural linear diferencial no domínio espacial.

As funções de forma no domínio da frequência, que serão usadas para obter a matriz de
elemento espectral, podem ser obtidas da equação homogênea

LUn(x,ωn)−ω
2
nMUn(x,ωn) = 0 (5)

Por simplicidade, o subscrito n pode ser omitido, e a equação (5) se escreve como

LU(x,ω)−ω
2MU(x,ω) = 0 (6)

Uma solução geral para a equação (6) é dada pela solução harmônica

U(x) = cexp−ikx (7)

sendo c um vetor constante e k o número de onda. Substituindo a equação (7) na equação (6) se
obtém o seguinte problema de autovalor

A(k,ω)c = 0 (8)

Para que a equação (8) tenha solução não trivial, o determinante da matriz deve ser zero, ou
seja

det |(A(k,ω)|= 0 (9)

Este determinante fornece a equação característica cujas raízes são os números de onda

kp +α(p−1)(ω)k(p−1)+α(p−2)(ω)k(p−2)+ ...+α1(ω)+α0(ω) = 0 (10)

A equação (10) é chamada de relação de dispersão, com k1, k2, ..., kp suas raízes distintas,
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dependentes da frequência ω . Os autovetores ci podem ser obtidos da equação (8) como

c = ai

{
1
βi

}
= aiφi i = 1, ..., p (11)

O autovetor ci é normalizado de maneira que uma componente do vetor normalizado φi

torna-se unitária e as outras componentes são alocadas no vetor βi. As constantes ai são deter-
minadas de maneira que satisfaçam as condições de contorno associadas ao problema. Assim
que as soluções que satisfazem o problema de autovalor da equação (8) são encontradas, isto é,
ki e ci, a solução geral da equação (6) pode ser escrita como

U(x) =
p

∑
i=1

φi exp−iki(ω)x ai ≡ E(x,ω)a (12)

sendo

E(x,ω) = [φ1 φ2 ... φp]Λ(x,ω)

Λ(x,ω) = diag[exp−iki(ω)x]

a = [a1 a2 ... ap]
T

(13)

Para um elemento finito de comprimento L, a equação (12) deve satisfazer as condições de
contorno geométricas e naturais no nós x = 0 e x = L, os deslocamentos espectrais nodais e
ângulos (ou, ou graus de liberdades nodais) e as forças espectrais nodais (ou, forças nodais).

Os deslocamentos são geralmente chamados de variáveis primárias e suas especificações de
contorno constituem as condições de contorno geométricas. As variáveis primárias podem ser
relacionadas com os deslocamentos na forma

D(x) = LGBU(x) (14)

com LGB o operador diferencial linear para as condições de contorno geométricas.

Substituindo a equação (12) na equação (14) e então considerando os graus de liberdade
nodais d especificados nos dois nós do elemento, obtém-se (LEE, 2009)

d =

{
D(0)
D(L)

}
=

[
LGBE(x,ω)|x=0

LGBE(x,ω)|x=L

]
a = H(ω)a (15)

Isolando o vetor constante a da equação (12) e substituindo na equação (15), a solução geral
pode ser reescrita em termos do vetor de graus de liberdade nodais como

U(x) = N(x,ω)d (16)
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sendo N(x,ω) funções de forma definidas por

N(x,ω) = E(x,ω)H−1(ω) (17)

As forças inerciais e os momentos são geralmente chamados de variáveis secundárias e suas
especificações de contorno constituem as condições de contorno natural. A teoria de resistência
dos materiais nos fornece a relação entre as variáveis secundárias e os deslocamentos na forma
de

F(x) = LNBU(x) (18)

com LNB o operador diferencial linear para as condições de contorno naturais.

Substituindo a equação (16) na equação (18), e então considerando as forças nodais fc, que
são as cargas concentradas nos dois nós do elemento, obtém-se a equação de elemento espectral

fc ≡

{
−F(0)
+F(L)

}
=

[
−LNBN(x,ω)|x=0

+LNBN(x,ω)|x=L

]
d≡ S(ω)d (19)

com

S(ω) =

[
−LNBN(x,ω)|x=0

+LNBN(x,ω)|x=L

]
= G(ω)H−1(ω) (20)

e

G(ω) =

[
−LNBE(x,ω)|x=0

+LNBE(x,ω)|x=L

]
(21)

A matriz S(ω) é a matriz de rigidez dinâmica exata, no domínio da frequência, mais con-
hecida na literatura como matriz do elemento espectral. Na equação (19), os sinais mais (+) e
menos (-) refletem a diferença entre as convenções de sinais usadas na teoria de resistência de
materiais e aquelas usualmente adotadas nos métodos de Elementos Finitos ou de Elementos
Espectrais. Na seção seguinte será apresentado o modelo do método de elementos espectrais
para a teoria de vigas através da formulação força-deslocamento.

2.2 VIGAS EM FLEXÃO

São consideradas vigas estruturas cuja dimensão da seção transversal é pequena comparada
com seu comprimento. Na prática, a regra tem a seguinte relação
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comprimento
largura

> 10

O modelo matemático para uma viga pode ser obtido examinando a seção de uma viga de
seção transversal sujeita à uma força externa distribuída f (x, t), conforme ilustrado na figura 1.
Os esforços para uma seção elementar são apresentados em destaque na figura 2. Nesta figura,
w é o deslocamento transversal, θ rotação, Q força cortante, M momento fletor e dx indica um
diferencial de seção de viga.

Aplicando a 2a lei de Newton no elemento da figura 2, na direção y tem-se a relação a
seguir.

Fy = ρAdx
∂ 2w(x, t)

∂ t2 (22)

ρAdx
∂ 2w(x, t)

∂ t2 = Q(x, t)−
[

Q(x, t)+
∂Q(x, t)

∂x
dx
]
+ f (x, t)dx (23)



26

Figure 1 - Ilustração de um elemento de viga.

Fonte: dados do próprio autor.

Figure 2 - Seção de um elemento de viga.

Fonte: dados do próprio autor.

Simplificando a equação (23) é possível reescrever

ρA
∂ 2w(x, t)

∂ t2 =
∂Q(x, t)

∂x
+ f (x, t) (24)

com ρ a densidade do material e A a área da seção transversal.

Os momentos em relação ao centro de gravidade do elemento da figura 2 são dados por

Mz = ρIdx
∂ 2θ(x, t)

∂ t2 (25)
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ρIdx
∂ 2θ(x, t)

∂ t2 =

[
M(x, t)+

∂M(x, t)
∂x

dx
]
−M(x, t)+

[
Q(x, t)+

∂Q(x, t)
∂x

dx
]

dx+ f (x, t)
dx2

2
(26)

simplificando a equação (26), resulta em

ρI
∂ 2θ(x, t)

∂ t2 =
∂M(x, t)

∂x
+Q(x, t) (27)

com I o momento da área da seção transversal e dx2 assumido como zero uma vez que dx é
suficientemente pequeno. Mais detalhes dessa formulação podem ser encontrados em (INMAN,
2001) ou (RAO, 2008).

Usando a teoria de resistência dos materiais, as relações entre Q, M, w, e θ são

M = EI
∂θ

∂x
Q = κAG

(
θ − ∂w

∂x

)
(28)

com E sendo o módulo de Young (ou de eleasticidade), G o módulo de cisalhamento e κ o
fator de correção de cisalhamento. O módulo de cisalhamento G e o módulo de Young estão
relacionados pela expressão E = 2(1+ ν)G, sendo ν o coeficiente de Poisson (HIBBELER,
2010), (BEER; JHONSTON JUNIOR., 1989). As variáveis independentes x e t foram omitidas
para simplificar a notação.

2.2.1 Viga de Timoshenko

Utilizando as equações (24), (27) e (28) a equação de movimento para uma viga de Timo-
shenko é dada por

ρA
∂ 2w(x, t)

∂ t2 = κGA
(

∂ 2w(x, t)
∂x2 − ∂θ(x, t)

∂x

)
+ f (x, t)

ρI
∂ 2θ(x, t)

∂ t2 = EI
∂ 2θ

∂x2 +κAG
(

∂w(x, t)
∂x

−θ(x, t)
) (29)

A equação para o movimento livre é

κGA
(

∂ 2w(x, t)
∂x2 − ∂θ(x, t)

∂x

)
−ρA

∂ 2w(x, t)
∂ t2 = 0

EI
∂ 2θ(x, t)

∂x2 +κGA
(

∂w(x, t)
∂x

−θ(x, t)
)
−ρI

∂ 2θ

∂ t2 = 0

(30)
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Assumindo uma solução da equação (30) na forma espectral

w(x, t) =
1
N

∑
N−1
n=0 Wn(x,ωn)expiωnt

θ(x, t) =
1
N

∑
N−1
n=0 Θn(x,ωn)expiωnt

(31)

Substituindo a equação (31) na equação (30), obtém-se

κAG
(

∂ 2W
∂x2 −

∂Θ

∂x

)
+ρAω2W = 0

EI
∂ 2Θ

∂x2 +κGA
(

∂W
∂x
−Θ

)
+ρIω2Θ = 0

(32)

As soluções gerais para a equação (32) são

W (x) = aexpik(ω)x

Θ(x) = βaexpik(ω)x

(33)

Substituindo a equação (33) na equação (32) obtém-se o seguinte problema de autovalor[
κGAk2−ρAω2 −ikκGA

ikκGA −EIk2−κGA+ρIω2

]{
1
β

}
=

{
0
0

}
(34)

A equação (34) fornece a seguinte relação de dispersão a partir do polinômio característico
da matriz

k4−ηk4
Fk2− k4

F
(
1−η1k4

G
)
= 0 (35)

com

kF =
√

ω

(
ρA
EI

)1/4

kG =
√

ω

(
ρA

κGA

)1/4
(36)

e

η = η1 +η2, η1 =
ρI
ρA

, η2 =
EI

κGA
(37)

Resolvendo-se a equação (35), obtêm-se as quatro raízes, que representam os números de
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ondas

k1 =−k2 =
1√
2

kF

√
ηk2

F +
√

η2k4
F +4(1−η1k4

G) = kt

k3 =−k4 =
1√
2

kF

√
ηk2

F −
√

η2k4
F +4(1−η1k4

G) = ke

(38)

sendo kt e ke número de onda.
Da primeira linha da equação (34), pode se obter a seguinte relação, que indica uma razão entre
as amplitudes Θ e W ,

βp(ω) =
1

ikp
(k2

p− k4
G) =−irp(ω) p = 1,2,3,4 (39)

com

rp(ω) =
1
kp

(k2
p− k4

G) (40)

Usando os quatro números de onda obtidos pela equação (35), a solução geral da equação (33)
pode ser escrita como

W (x,ω) = a1 exp−iktx+a2 expiktx+a3 exp−ikex+a4 expikex = eW (x,ω)a

Θ(x,ω) = β1a1 exp−iktx+β2a2 expiktx+β3a3 exp−ikex+β4a4 expikex = eθ (x,ω)a
(41)

com

a =
{

a1 a2 a3 a4

}T
(42)

e

eW =
[

exp−iktx expiktx exp−ikex expikex
]

eΘ = eW B(ω)

B(ω) = diag [βp(ω)]

(43)

Os deslocamentos nodais espectrais e as rotações nodais espectrais de uma viga de Timo-
shenko de comprimento L apresentado a seguir, (Fig. 3), podem ser alocados em um vetor de
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deslocamento d como

d =


W1

Θ1

W2

Θ2

=


W (0)
Θ(0)
W (L)

Θ(L)

 (44)

Figure 3 - Forças e deslocamentos em um elemento de viga de Timoshenko.

Fonte: Adaptado de (LEE, 2009).

Substituindo as equações (41) no lado direito da equação (44), resulta em

d =


eW (0,ω)

eΘ(0,ω)

eW (L,ω)

eΘ(L,ω)

a = HT (ω)a (45)

com

HT (ω) =


1 1 1 1
−irt irt −ire ire

et e−1
t ee e−1

e

−irtet −irte−1
t −ireee −iree−1

e

 (46)

sendo et , ee, rt , e re definidos como

et = exp−iktL ee = exp−ikeL

rt =
1
kt
(k2

t − k4
G) re =

1
ke
(k2

e − k4
G)

(47)
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Usando a equação (45), o vetor constante a pode ser substituído da equação (41), e a solução
geral pode ser expressa como

W (x) = NW (x,ω)d

Θ(x) = NΘ(x,ω)d
(48)

sendo

NW (x,ω) = eW (x,ω)H−1
T (ω)

Nθ (x,ω) = eθ (x,ω)H−1
T (ω) = eW (x,ω)B(ω)H−1

T (ω)

(49)

Da equação (28) tem-se

M = EI
∂Θ

∂x
Q =−κAG

(
∂W
∂x
−Θ

)
(50)

fc(ω) =


Q1

M1

Q2

M2

=


−Q(0)
−M(0)
Q(L)

M(L)

 (51)

Aplicando a equação (48) na equação (50), e os resultados no lado direito da equação (51),
pode se obter a seguinte relação

ST (ω)d = fc(ω) (52)

com ST (ω) a matriz de elemento espectral para uma viga de Timoshenko dada por

ST (ω) = F(ω)H−1
T (ω) (53)

com F(ω) a matriz contendo as forças espectrais em todos os nós, definida pela equação (54) e
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a matriz H(ω) obtida pela equação (46).

fc(ω) = FT (ω)a (54)

e

FT (ω) =


FT 11 FT 12 FT 13 FT 14

FT 12 FT 22 FT 23 FT 24

FT 13 FT 23 FT 33 FT 34

FT 14 FT 24 FT 34 FT 44

 (55)

com

FT 11 =−κGA(−ikt−β1) FT 12 =−κGA(−ikt−β2)

FT 13 =−κGA(−ike−β3) FT 14 =−κGA(ike−β4)

FT 21 =−EI(−iktβ1) FT 22 =−EI(iktβ2)

FT 23 =−EI(−ikeβ3) FT 24 =−EI(ikeβ4)

FT 31 =−FT 11 exp−iktL FT 32 =−FT 12 exp−iktL

FT 33 =−FT 13 exp−ikeL FT 34 =−FT 14 exp−ikeL

FT 41 =−FT 21 exp−iktL FT 42 =−FT 22 exp−iktL

FT 43 =−FT 23 exp−ikeL FT 44 =−FT 24 exp−ikeL

(56)

Pode-se destacar que a matriz do elemento espectral ST (ω) é equivalente a matriz de rigidez
dinâmica calculada através das matrizes de massa M e rigidez K pelo método dos Elementos
Finitos, ou seja,

ST (ω)∼= K−ω
2M (57)

no entanto, a abordagem FEM pode implicar em restrição de análise a determinada faixa fre-
quência visto há necessidade de refinamento na discretização da malha para problemas de alta
frequência.
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2.2.2 Viga de Euler-Bernoulli

A equação de movimento para uma viga de Euler-Bernoulli é obtida desprezando a defor-
mação por cisalhamento Q/(κAG), e a inércia rotacional ρI ∂ 2θ(x,t)

∂ t2 . Com isto, a força cortante
Q e a rotação θ são obtidas pela derivação espacial do momento fletor M e do deslocamento w,
respectivamente. Assim

Q =−∂M
∂x

(58)

θ =
∂w
∂x

(59)

Utilizando as equações (24) e (27), a equação de movimento para uma viga de Euler-
Bernoulli é (THOMSON; DAHLEH, 1998)

EI
∂ 4w(x, t)

∂x4 =−ρA
∂ 2θ(x, t)

∂ t2 + f (x, t) (60)

A equação para o movimento livre é representada por

EI
∂ 4w(x, t)

∂x4 +ρA
∂ 2θ(x, t)

∂ t2 = 0 (61)

Assumindo a solução da equação (31) e substituindo na equação (61), resulta na seguinte
equação diferencial

EI
∂ 4W (x, t)

∂x4 −ω
2
ρAW (x,ω) = 0 (62)

Substituindo a solução geral na forma espectral, equação (33) na equação anterior, resulta
na seguinte relação de dispersão

k4− k4
F = 0 (63)

sendo kF o número de onda definido por

kF =
√

ω

(
ρA
EI

)1/4

(64)

As quatro raízes fornecidas pela equação (63) são

k1 =−k2 = kF k3 =−k4 = ikF (65)



34

Para uma viga finita de comprimento L, a solução geral é obtida de forma semelhante a da
equação (41)

W (x,ω) = a1 exp−iktx+a2 expiktx+a3 exp−ikex+a4 expikex = e(x,ω)a (66)

com

e(x,ω) =
[

exp−ikF x exp−kF x expikF x expkF x
]

a =
{

a1 a2 a3 a4

}T
(67)

Os deslocamentos nodais espectrais e as rotações nodais espectrais de uma viga de Euler-
Bernoulli de comprimento L podem ser alocados em um vetor de deslocamento d mostrado na
equação (68). As forças e deslocamentos neste elemento são mostradas na figura (4), onde os
subíndices 1 e 2 indicam o início e o fim do elemento, respectivamente.

d =


e(0,ω)

e′(0,ω)

e(L,ω)

e′(L,ω)

a = HEB(ω)a (68)

com

HEB(ω) =


1 1 1 1
−ikF ikF ikF kF

exp−ikF L exp−kF L expikF L expikF L

−ikF exp−ikF L −kF exp−kF L ikF expikF L kF expkF L

 (69)

Figure 4 - Forças e deslocamentos em um elemento de viga de Euler-Bernoulli.

Fonte: Adaptado de (LEE, 2009).

Através da equação (68) o vetor constante a pode ser eliminado da equação (66) e a solução
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geral pode ser expressa como

W (x) = NB(x,ω)d (70)

sendo NB(x,ω) definido de forma similar a equação (49), assim

NB(x,ω) = e(x,ω)H−1
EB(ω) (71)

As forças nodais espectrais (força cortante e momento fletor) definidas para um elemento de
viga de Euler-Bernoulli, podem ser relacionadas com as forças e momentos correspondentes
definidas por

fc(ω) =


Q1

M1

Q2

M2

=


−Q(0)
−M(0)
Q(L)

M(L)

 (72)

Substituindo a equação (70) na equação (58) e na primeira parte da equaçao (50), e os resultados
no lado direito da equação (72), permitem escrever

SEB(ω)d(ω) = f(ω) (73)

com SEB(ω) a matriz de elemento espectral para uma viga de Euler-Bernoulli dada por

SEB(ω) = FEB(ω)H−1
EB(ω) (74)

sendo

fc = FEB(ω)a (75)

com

FEB(ω) =−EI


−ik3

1 −ik3
2 −ik3

3 −ik3
4

−k2
1 −k2

2 −k2
3 −k2

4

−ik3
1 exp−ik1L ik3

2 exp−ik2L ik3
3 exp−ik3L ik3

4 exp−ik4L

k2
1 exp−ik1L k2

2 exp−ik2L k2
3 exp−ik3L k2

4 exp−ik4L

 (76)

com k j, j = 1,2,3,4 definidos na equação (65).

A metodologia desenvolvida acima foi aplicada em uma estrutura tipo viga. Os testes foram
realizados nesta estrutura por ser simples e conhecida as propriedades dinâmicas exatas. As
propriedades físicas e geométricas da viga apresentadas na Tabela 4 foram definidas a partir de
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um exemplar disponível em laboratório.

Table 4 - Propriedades físicas e geométricas da viga de alumínio.

Parâmetros da Viga . . . . . . . . . . . Valor . . . .
Módulo de Young (N/m2) . . . . . . 71×109 . .
Módulo de Cisalhamento (N/m2) 25,5×109

Fator de Cisalhamento . . . . . . . . . 5/6 . . . . . .
Coeficiente de Poisson . . . . . . . . . 0,3 . . . . . .
Densidade (kg/m3) . . . . . . . . . . . . 2710 . . . . .
Comprimento (m) . . . . . . . . . . . . . . 0,395 . . . .
Largura (m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,025 . . . .
Espessura (m) . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,005 . . . .

Na figura 5 observa-se a função de resposta em frequência para o modelo de viga de
Euler-Bernoulli apresentado na seção anterior. A resposta em frequência via FEM também
é calculada para esta estrutura. As matrizes de massa e rigidez deste modelo são deduzidas
em (LALANNE; BERTHIER, 1983) e são apresentadas no Apêndice A. Na modelagem FEM
foram utilizados quarenta elementos para se obter resposta equivalente, com critério visual de
comparação. Para facilitar a comparação destes resultados, não foi considerado amortecimento
estrutural neste elemento.

Figure 5 - Função de Resposta em Frequência para uma viga de Euler-Bernoulli.
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Figure 6 - Função de Resposta em Frequência para uma viga de Timoshenko.
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Fonte: dados do próprio autor.

Figure 7 - Função de Resposta em Frequência (1a faixa de freq.).
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Figure 8 - Função de Resposta em Frequência (2a faixa de freq.).
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Fonte: dados do próprio autor.

Na figura 6 observa-se a resposta em frequência para o modelo de viga de Timoshenko apre-
sentada na seção anterior. Similarmente, a resposta em frequência obtida por elementos finitos
também é apresentada para a viga. Neste caso também foram utilizados quarenta elementos.
As matrizes de massa e rigidez para um modelo de viga de Timoshenko podem ser encontradas
em (PRZEMIENIECKI, 1968) e também são apresentadas no Apêndice A.

Nas figuras 7 e 8 são apresentadas as funções de resposta em frequência obtida via ele-
mentos espectrais para duas formulações de viga apresentadas anteriormente, Euler-Bernoulli e
Timoshenko, em duas faixas diferentes de frequência. Nestes resultados nota-se que a formu-
lação de Timoshenko, para frequências superiores a 3 kHz, apresenta frequências naturais infe-
riores às obtidas pela formulação de Euler-Bernoulli. Estas diferenças devem-se a deformação
por cisalhamento e a inércia rotacional. Como discutido em (DOYLE, 1997), os números de
onda determinados pela teoria de viga de Euler-Bernoulli não são válidos após 3 kHz. Portanto,
acima desta frequência a teoria de viga de Timoshenko deve ser usada por considerar a defor-
mação por cisalhamento e a inércia rotacional (WANG, 2013).
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A seguir, apresenta-se a formulação para barras em movimento oscilatório longitudinal.

2.3 BARRAS EM MOVIMENTO LONGITUDINAL

A equação de uma barra em movimento longitudinal livre é dada por (SILVA, 1999)

EA
∂ 2u(x, t)

∂x2 −ρA
∂ 2u(x, t)

∂ t2 = 0 (77)

sendo u(x, t) o deslocamento axial. A força axial interna que age na barra é

N(x, t) = EA
∂u(x, t)

∂x
(78)

Assumindo uma solução como a da equação (31) e substituindo na equação (77), resulta no
seguinte equação diferencial

EA
∂ 2U(x, t)

∂x2 +ω
2
ρAU(x, t) = 0 (79)

A solução da equação (79) é semelhante a solução para vigas, dada por

U(x) = aexpikωx (80)

Substituindo a solução geral na forma espectral, equação (80) na equação (79), resulta na
seguinte relação de dispersão

k2− k2
L = 0 (81)

sendo kL o número de onda definido por

kL = ω

(
ρA
EA

)1/2

(82)

As duas raízes fornecidas pela equação (81) são

k1 =−k2 = kL (83)

Para uma barra finita de comprimento L, a solução geral é obtida de forma semelhante a da
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equação (41)

U(x,ω) = a1 exp−ikLx+a2 expikLx = e(x,ω)a (84)

com

e(x,ω) =
[

exp−ikLx exp−kLx
]

a =
{

a1 a2

}T
(85)

Os deslocamentos nodais espectrais de uma barra de comprimento L, figura 9, podem ser
alocados em um vetor de deslocamento d como

Figure 9 - Forças e deslocamentos em um elemento de barra.

Fonte: Adaptado de (LEE, 2009).

d =

{
U1

U2

}
=

{
−U(0)
U(L)

}
(86)

Substituindo a equação (84) na equação (86), resulta em

d =

[
e(0,ω)

e(L,ω)

]
a = HB(ω)a (87)

com

HB(ω) =

[
1 1

exp−ikLL expikLL

]
(88)

Através da equação (87), o vetor constante a pode ser eliminado da equação (84) e a solução
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geral pode ser expressa como

U(x) = NB(x,ω)d (89)

sendo NB(x,ω) definido igual a equação (49), assim

NB(x,ω) = e(x,ω)H−1
B (ω) (90)

As componentes espectrais da força axial são relacionadas a U(x) por

N(x) = EA
∂U
∂x

(91)

As forças axiais nodais espectrais definidas para um elemento de barra, figura (9), podem
ser relacionadas com as forças definidas por

fc(ω) =

{
N1

N2

}
=

{
−N(0)
N(L)

}
= FB(ω)a (92)

Assim como para os modelos de vigas, a matriz de elemento espectral para uma barra
foi calculada usando a equação (20), através das matrizes de força e deslocamentos nodais
espectrais,

SB(ω) = FB(ω)H−1
B (ω) (93)

A mesma viga utilizada na aplicação anterior foi usada para obtenção da função de resposta
em frequência para o deslocamento axial. O método de elementos finitos também foi utilizado
para calcular um modelo de barra. As matrizes de massa e rigidez para uma barra são deduzidas
em (LALANNE; BERTHIER, 1983) e apresentadas no Apêndice A.

Conforme observado, apenas um elemento espectral é suficiente para obter as funções de
resposta em frequência, enquanto necessita-se de uma quantidade maior de elementos finitos.
Os modelos espectrais de vigas e barras obtidos são base para o estudo de vigas com duas
camadas e com materiais piezelétricos incorporados.
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Figure 10 - Função de Resposta em Frequência de uma barra em deslocamento axial.
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3 ESTRUTURAS MULTICAMADAS

O objetivo deste capítulo é apresentar a formulação espectral de estruturas multicamadas
de maneira que estes resultados possam ser utilizados como base para modelos que utilizam
materiais piezelétricos. As equações de movimento são obtidas usando o princípio de Hamilton,
e através da aproximação variacional, obtêm-se os modelos espectrais. Serão apresentadas as
formulações para as teorias de vigas de Euler-Bernoulli e Timoshenko.

3.1 EQUAÇÕES DE MOVIMENTO PARA UMA VIGA DE EULER-BERNOULLI

A geometria e as deformações de uma viga com duas camadas elástica de comprimento L

são mostradas na figura 11. Esta modelagem é usada para representar uma viga constituída por
dois diferentes materiais e, portanto, é base importante para incluir os efeitos dos transdutores
piezelétricos acoplados, conforme mostra o capítulo 4.
Na figura 11 w(x, t) é o deslocamento transversal da viga base (primeira camada), ub(x, t) é o
deslocamento axial da viga base, uc(x, t) é o deslocamento axial da segunda camada. As es-
pessuras da primeira e segunda camada são denotadas por hb e hc, respectivamente. De modo
geral, os subscritos b e c denotam propriedades e geometrias da primeira e segunda camada,
respectivamente. Por simplicidade de notação, as derivadas parciais espaciais serão represen-
tadas por (′), enquanto que as derivadas parciais temporais serão representadas por ponto (·) e
as variáveis x e t serão omitidas.
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Figure 11 - Elemento de viga com duas camadas.

Fonte: Adaptado de (LEE, 2009).

A equação de movimento é obtida assumindo as seguintes premissas (LEE, 2009)

1. As propriedades geométricas e materiais são uniformes ao longo da viga;

2. Continuidade perfeita nas interfaces;

3. As duas camadas apresentam o mesmo deslocamento transversal;

4. Pequenas amplitudes de vibração;

5. As duas camadas apresentam elasticidade linear;

6. São desprezadas as deformações por cisalhamento e as inercias rotacionais.

Assumindo uma condição de colagem perfeita, a seguinte relação cinemática é obtida

uc = ub− (h/2)w′ (94)

com

h = hb +hc (95)

As equações de movimento são obtidas através do princípio variacional de Hamilton, (MEIROVITCH,
2003)

∫ t2

t1
(δT −δV +δW)dt = 0 (96)
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sendo T e V as energias cinética e potencial, respectivamente, e δW o trabalho virtual. De
acordo com (LEE, 2009), a energia potencial V e a energia T cinética são dadas por

V =
1
2

∫ L

0

[
EbAb(u′b)

2 +EbIb(w′′)2 +EcIc(w′′)2 +EcAc(u′c)
2 +F(w′)2]dx (97)

T =
1
2

∫ L

0

[
ρbAb(u̇2

b + ẇ2)+ρcAc(u̇2
c + ẇ2)

]
dx (98)

com E, A, I e ρ (para cada camada) módulo de elasticidade, área da seção transversal, momento
de inércia e densidade, respectivamente, e F uma força de tração axial constante aplicada na
viga. Substituindo a equação (94) nas equações (97) e (98) para eliminar o deslocamento axial
da segunda camada uc, a equação para energia cinética e energia potencial são reescritas como

V =
1
2

∫ L

0

[
EAu′2b +EIw′′2−2βw′′ub +Fw′2

]
dx (99)

T =
1
2

∫ L

0

[
ρAu̇2

b +ρAẇ2−2αẇ′u̇b + γẇ′2
]

dx (100)

com

EA = EbAb +EcAc EI = EbIb +EcIc +(1/4)EcAch2

ρA = ρbAb +ρcAc α = (1/2)ρcAch

β = (1/2)EcAch γ = (1/4)ρcAch2

(101)

O trabalho virtual δW das forças externas, forças de amortecimento viscoso e forças de
restrições é dado pela equação apresentada a seguir.

δW =
∫ L

0 p(x, t)δwdx+
∫ L

0 τ(x, t)δubdx−
∫ L

0
∫

Ab
(cbṙbδ rb)dAbdx

−
∫ L

0
∫

Ab
(ccṙcδ rc)dAcdx+N1(t)δub(0, t)+N2(t)δub(L, t)

+M1(t)δw′(0, t)+M2(t)δw′(L, t)
+Q1(t)δw(0, t)+Q2(t)δw(L, t)

(102)

com

rb = ubηx +wηz rc = ucηx +wηz (103)

os vetores ηx e ηz são os vetores de direção unitários nas direções x e z, respectivamente. Ni,
Qi e Mi (i = 1,2) são as forças e momentos associados com ub, w e θ , respectivamente. cb e cc

são os coeficientes de amortecimento viscoso, p(x, t) e τ(x, t) são as forças externas aplicadas
ao longo da viga. Substituindo a equação (103) na equação (102) e usando a equação (94) para
expressar uc em termos de ub, e depois integrando por partes, o trabalho virtual δW é reescrito
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como

δW =
∫ L

0 [p(x, t)δw+ τ(x, t)δub− cAu̇bδub + cAẇδw+ c4ẇ′δub + c4u̇bδw′− c1ẇ′δw′]dx

+N1(t)δub(0, t)+N2(t)δub(L, t)

+M1(t)δw′(0, t)+M2(t)δw′(L, t)

+Q1(t)δw(0, t)+Q2(t)δw(L, t)
(104)

com

cA = cbAb + ccAc

c1 = (1/4)ccAch2

c4 = (1/2)ccAch

(105)

Substituindo as Equações (97 ), (98) e (104) no princípio de Hamilton, equação (96), as
equações de movimento acopladas são dadas por

EIw′′′′+ρAẅ+ cAẇ =−α ü′b +βu′′′+ γẅ′′+ c1ẇ′′− c4u̇′b +Fw′′+ p(x, t)

EAu′′b−ρAüb− cAu̇b =−αẅ′+βw′′′− c4ẇ′− τ(x, t)
(106)

e as condições de contorno são dadas por

Q(0, t) =−Q1(t)−Fw′(0, t) ou w(0, t) = w1(t)

M(0, t) =−M1(t) ou w′(0, t) = θ1(t)

N(0, t) =−N1(t) ou ub(0, t) = u1(t)

Q(L, t) = +Q2(t)−Fw′(L, t) ou w(L, t) = w2(t)

M(L, t) = +M2(t) ou w′(L, t) = θ2(t)

N(L, t) = +N2(t) ou ub(L, t) = u2(t)

(107)

A força axial N, o momento fletor M e a força de cisalhamento cortante Q são relacionados
com o deslocamento axial ub, deslocamento transversal w e rotação θ por

Q(x, t) =−EIw′′′−α üb +βu′′b + γẅ′+ c1ẇ′− c4u̇b

M(x, t) = EIw′′−βu′b
N(x, t) = EAu′b−βw′′

(108)

O amortecimento estrutural pode ser introduzido através do módulo de elasticidade com-
plexo, definido por

E∗b = Eb(1+ iηb) E∗c = Ec(1+ iηc) (109)

sendo ηb e ηc os fatores de perda das duas camadas.
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3.1.1 Modelos Espectrais

O primeiro passo para a formulação do elemento espectral é transformar as equações de
movimento, equação (106), para o domínio da frequência através da transformada de Fourier.
Para isso, utilizam-se as formas espectrais dos deslocamentos transversal e axial, dadas por

{
w(x, t)

ub(x, t)

}
=

1
N

N−1

∑
n=0

{
Wn(x,ωn)

Un(x,ωn)

}
expiωnt (110)

assim como as formas espectrais das forças e momentos

{
p(x, t)

τ(x, t)

}
=

1
N

∑
N−1
n=0

{
Pn(x,ωn)

Tn(x,ωn)

}
expiωnt


Q(x, t)

M(x, t)

N(x, t)

=
1
N

∑
N−1
n=0


Qn(x,ωn)

Mn(x,ωn)

Nn(x,ωn)

expiωnt

(111)

com i = 1,2. Substituindo as equações (110) e (111) nas equações (106) e (107), as equações
de movimento no domínio da frequência são obtidas como

EIW ′′′′−ω2ρAW + iωcAW = ω2αU ′+βU ′′′−ω2γW ′′+ iωc1W ′′− iωc4U ′+Fw′′+P(x)

EAU ′′+ω2ρAU− iωcAU = ω2αW ′+βW ′′′− iωc4W ′−T (x, t)
(112)

e as condições de contorno são

Q(0) =−Q1−FW ′(0) ou W (0) =W1

M(0) =−M1 ou W ′(0) = Θ1

N(0) =−N1 ou U(0) =U1

Q(L) = Q2(t)−FW ′(L) ou W (L) =W2

M(L) = M2 ou W ′(L) = Θ2

N(L) = N2 ou U(L) =U2

(113)
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De maneira similar, substituindo as equações (110) e (111) nas expressões para forças e mo-
mentos, equação (108), obtêm-se a seguinte relação força-deslocamento espectral

Q(x) =−EIW ′′′+ω2αU +βU ′′−ω2γW ′+ iωc1W ′− iωc4U

M(x) = EIW ′′−βU ′

N(x) = EAU ′−βW ′′
(114)

Os deslocamentos nodais espectrais e as rotações nodais espectrais de uma viga de duas ca-
madas de comprimento L, apresentados na figura( 12) , podem ser alocados em um vetor de
deslocamento d como

d =
{

U1 W1 Θ1 U2 W2 Θ2

}T

=
{

U(0) W (0) Θ(0) U(L) W (L) Θ(L)
}T

(115)

Note na referida figura que, em termos de graus de liberdade, as duas camadas se comportam
como apenas uma estrutura.
As forças e momentos nodais espectrais também podem ser alocados em um vetor fc como

fc =
{

N1 Q1 M1 N2 Q2 M2

}T

=
{
−N(0) −Q(0)−FW ′(0) −M(0) N(L) Q(L)−FW ′(L) M(L)

}T
(116)

Figure 12 - Forças e graus de liberdade para um elemento de viga com duas camadas.

Fonte: Adaptado de (LEE, 2009) .

As funções de forma no domínio da frequência, que são utilizadas para formular a equação
de elemento espectral, são derivadas a partir da equação (112) considerando P(x) = 0 e T (x) =

0. As equações homogêneas de movimento são dadas por

EIW ′′′′−ω2ρAW + iωcAW = ω2αU ′+βU ′′′−ω2γW ′′+ iωc1W ′′− iωc4U ′+FW ′′

EAU ′′+ω2ρAU− iωcAU = ω2αW ′+βW ′′′− iωc4W ′
(117)
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As soluções gerais para a equação (117) são assumidas de maneira semelhante à equação (33)
e são dadas por

W (x) = aexp−ik(ω)x

U(x) = raexp−ik(ω)x

(118)

Substituindo a equação (118) na equação (117), resulta no seguinte problema de autovalor[
X11 X12

X21 X22

]{
1
r

}
=

{
0
0

}
(119)

com

X11 = k4EI−ω2ρA+ iωcA−ω2k2γ + iωk2c1 + k2F

X22 =−k2EA+ω2ρA− iωcA

X12 = ωkc4 + iω2kα− ik3β

(120)

A relação de dispersão é obtida igualando a zero o determinante da equação (119),

a1k6 +a2k4 +a3k2 +a4 = 0 (121)

sendo

a1 = β 2−EAEI

a2 = ω2(EAγ +EIρA−2αβ )− iω(EIcA+EAc1−2βc4)−EAF

a3 = ω4(α2− γρA)+ iω3(ρAc1 + γcA−2αc4)+ω2(EAρA+ cAc1 +FρA− c2
4)− iωcA(EA+F)

a4 =−ρA2ω4 +2iω3ρAcA+ω2cA2

(122)

A equação (121) fornece seis números de onda ( j = 1,2, ...,6). Para cada número de onda
k j, um correspondente r j é obtido da equação (119) como

r j =
−ωk jc4− iω2k jα + ik3

j β

−k2
j EA+ω2ρA− iωcA

(123)

Cada r j é alocado na matriz diagonal

R = diag(r j), j = 1, ...,6 (124)
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Usando os seis números de onda, a solução geral da equação (117) é escrita como

W (x,ω) = ∑
6
j=1 A j exp−ik jx = e(x,ω)a

U(x,ω) = ∑
6
j=1 r jA j exp−ik jx = e(x,ω)Ra

(125)

sendo

e(x,ω) =
[

exp−ik1x exp−−k2x exp−ik3x exp−ik4x exp−ik5x exp−ik6x
]

a =
{

a1 a2 a3 a4 a5 a6

}T
(126)

Aplicando a equação (125) no vetor de deslocamento nodal d definido na equação (115),
obtêm-se

d = H(ω)a (127)

sendo H(ω) tal que ( j = 1, ...,6) e

H(1, j) = r j

H(2, j) = 1
H(3, j) =−ik j

H(4, j) = r je j

H(5, j) = e j

H(6, j) =−ik je j

(128)

com

e j = exp−ik jL (129)

3.1.2 Equação do Elemento Espectral

Um procedimento similar aquele apresentado na definição da equação (48) pode ser adotado
para definir W (x,ω) e U(x,ω) em termos do vetor d. Também de forma similar, as funções
de forma podem ser obtidas por equação equivalente à equação (49). No entanto, neste caso
existem NW e NU . Finalmente, as equações do movimento podem ser obtidas pelo princípio
variacional de Hamilton - detalhes desta formulação podem ser obtidos na referência (LEE,
2009). Assim, pode ser definida a matriz espectral da seguinte forma

S(ω) = H−1(ω)D(ω)H−1(ω) (130)
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sendo

D(ω) =−EARKEKR+EIK2EK2− iβ (K2EKR+RKEK2)

−ω2 [ρA(E+RER)+ iα(KER+REK)− γKEK]

+iω [cA(E+RER)− c1KEK+ ic4(KER+REK)]−FRER
K = diag(ki)

K2 = diag(k2
i ) = (K2)T

E(ω) =
∫ L

0 eT (x,ω)e(x,ω)dx = Epq

Epq =


i

kp + kq

[
exp−i(kp+kq)L

]
,se kp + kq 6= 0

L,sekp + kq = 0

(131)

Definida a matriz de um elemento espectral S(ω) pode-se então obter a matriz global, que
representa uma viga discretizada com o número de elementos de interesse, a partir de pro-
cedimento de montagem similar aquele utilizado no Método dos Elementos Finitos. Então, a
equação global pode ser escrita tal que

Sg(ω)dg(ω) = fg(ω) (132)

com

fg(ω) = Fg(ω)a (133)

onde o índice g indica o modelo global, cuja ordem é dependente da discretização realizada, e
Fg é a matriz global contendo as forças espectrais em todos os nós.

Similarmente aos casos com uma única camada, neste trabalho a matriz do elemento es-
pectral é calculada utilizando as matrizes que contém os deslocamentos e as forças nodais, i.e.,
S = FH−1.

A formulação acima foi aplicada para a obtenção da resposta em frequência de uma viga
engastada de duas camadas, figura 13, cujas propriedades físicas e geométricas se encontram na
tabela 5. As figuras 14 e 15 mostram a resposta em frequência para a viga de duas camadas para
duas faixas de frequências. A resposta em frequência via elementos finitos também é calculada
para a viga. As matrizes de massa e rigidez para um modelo de viga de duas camadas uti-
lizando o método de elementos finitos são apresentadas no Apêndice A. Nota-se nestas figuras
que apenas um elemento espectral é suficiente para calcular a resposta em frequência, enquanto
é necessário 80 elementos usando o método FEM. Foi utilizado 80 elementos finitos pois este
número foi suficiente para calcular as mesmas frequências naturais em baixa frequência calcu-
ladas por um elemento espectral.
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Figure 13 - Viga com duas camadas.

Fonte: Adaptado de (LEE, 2009).

Table 5 - Propriedades físicas e geométricas da viga com duas camadas.

Parâmetros da Viga . . . . . . . . . . . . . . . Valor . .
Módulo de Young (N/m2) - 1a camada 71×109

Módulo de Young (N/m2) - 2a camada 60×109

Densidade (kg/m3) - 1a camada . . . . . . 2710 . . .
Densidade (kg/m3) - 2a camada . . . . . . 7800 . . .
Comprimento (m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,395 . .
Largura (m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,025 . .
Espessura (m) - 1a camada . . . . . . . . . . . 0,05 . . .
Espessura (m) - 2a camada . . . . . . . . . . . 0,01 . . .

Figure 14 - FRF para viga com duas camadas.
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Figure 15 - FRF para viga com duas camadas (para a faixa de frequências de 10k a 20k Hz).
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Os resultados apresentados acima indicam claramente uma das vantagens da utilização da
formulação espectral, pois o uso de um único elemento espectral implica em matrizes, que
representam o sistema, de ordem significativamente menor que as matrizes obtidas por FEM.
Ainda, nota-se também a degradação dos resultados do modelo FEM a medida que a frequência
aumenta. Neste sentido, especialmente para aplicações de monitoramento estrutural, o modelo
espectral se apresenta como adequado em relação ao de elementos finitos.



54

4 ESTRUTURAS INTELIGENTES

O uso de materiais inteligentes tem recebido grande atenção nas últimas décadas, com apli-
cações nas mais diversas áreas, da indústria automobilísticas à dispositivos médicos, veja (LEO,
2007). Estruturas com materiais inteligentes acoplados são chamadas de estruturas inteligentes.
Os materiais inteligentes mais utilizados são os materiais piezelétricos, (PZT, Lead Zirconate

Titanate), que devido suas propriedades, podem ser utilizados tanto como atuadores como sen-
sores. Diversos trabalhos utilizaram estes materiais especialmente para aplicações de controle
de vibrações e monitoramento estrutural (GONÇALVES, 2003; SILVA, 2005; BUENO, 2007;
MARQUI, 2007; GATTI; BRENNAN ; GARDONIO, 2007; BAPTISTA, 2010). Assim, com
base nesta ideia e, nos resultados apresentados no capítulo anterior, este capítulo apresenta dois
modelos de viga com materiais piezelétricos acoplados.

4.1 ELEMENTO ESPECTRAL COM PZT ACOPLADO

Na figura 16 apresenta-se um elemento de viga de duas camadas, sendo a primeira camada
a base da viga e a segunda uma camada de material piezelétrico - similarmente ao conteúdo
apresentado no capítulo 3. Nesta ilustração os subíndices b e p indicam respectivamente a base
e o PZT. As espessuras da base e da camada de PZT são denotadas por hb e hp, respectivamente.

As equações de movimento serão obtidas assumindo as seguintes premissas, conforme dis-
cutido em (LEE, 2009):

• As propriedades geométricas e materiais são uniformes ao longo da viga;

• Continuidade perfeita nas interfaces;

• As duas camadas apresentam o mesmo deslocamento transversal;

• Pequenas amplitudes de vibração;

• São válidos os princípios lineares para a elasticidade e piezeletricidade;

• São desprezadas as deformações por cisalhamento e as inercias rotacionais;

• Tensão elétrica uniforme ao longo da viga.
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Figure 16 - Elemento de viga com uma camada de PZT.

Fonte: Adaptado de (LEE, 2009)

Com base nas suposições acima, a seguinte relação cinemática é dada

up = ub−
h
2

w′ (134)

onde h = hb +hp.

Convencionalmente, costuma-se associar os eixos x, y e z aos números 1, 2 e 3, respec-
tivamente. Considerando a polarização do material piezelétrico no eixo 3 e se a camada de
PZT for muito fina, o deslocamento elétrico D3 (carga/área) pode ser considerado constante ao
longo de sua espessura. Nessa situação, o campo elétrico no plano é desprezado, especialmente
quando a tensão elétrica aplicada na camada de PZT for uniforme ao longo do eixo da viga.
De acordo com (WANG, 2013), as relações constitutivas para um material piezelétrico sob uma
carga uniaxial é dada por{

σ1

E3

}
=

[
CD

11 −h31

−h31 β S
33

]{
ε1

D3

}
(135)

sendo σ1 e ε1 a tensão e deformação mecânica na direção x, respectivamente; E3 é o campo
elétrico (voltagem/comprimento), na direção z, CD

11 é a rigidez elástica; β S
33 é a constante

dielétrica; e h31 é a constante piezelétrica e os superescritos D e S indicam respectivamente
o deslocamento elétrico constante (circuito aberto) e tensão elétrica constante. As constantes
do material são relacionadas com a constante piezelétrica através da relação

h2
31(β

S
33)
−1 = d31Ep

Ep =CD
11−h2

31(β
S
33)
−1 (136)

sendo d31 o coeficiente de carga piezelétrica.
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Para o efeito piezelétrico direto pode se considerar uma deformação constante assumindo
também a condição de campo elétrico nulo. Pelo princípio de Hamilton encontram-se equações
similares aquelas apresentadas na equação (106). No entanto, nas condições de contorno, nos
termos M(0, t) e N(0, t), aparecem momento e força do PZT através das equações

Mp(t) = (1/2)bhd31EpVc(t)

N p(t) = bd31EpVc(t)
(137)

sendo Vc a tensão elétrica sobre o PZT e b o comprimento do elemento. Estes termos apresen-
tados definem a força do PZT, conforme será discutido no capítulo 5, equação (164). Detalhes
desta formulação são apresentados em (LEE, 2009). Além disso, o amortecimento estrutural
para cada camada é calculado considerando o módulo de elasticidade complexo

CD∗
11 =CD

11(1+ iηp)

E∗p = Ep(1+ iηp)

E∗b = Eb(1+ iηb)

(138)

sendo ηb e ηp fatores de perda para a base da viga e para a camada de PZT, respectivamente,
(LEE, 2009).

As equações de movimento para uma viga de duas camadas com PZT são as mesmas apre-
sentadas nas equações (106). No entanto, neste caso, as propriedades estruturais e de amortec-
imento são definidas pelas equações (136) e (138). Assim, a formulação apresentada no capí-
tulo (3) para uma viga de duas camadas elástica-elástica pode ser utilizada para uma viga de
duas camadas elástica-PZT.

4.2 MODELAGEM ESPECTRAL POR EULER-BERNOULLI

As equações de movimento podem ser transformadas no domínio da frequência por pro-
cedimento similar aquele apresentado nas seções anteriores. Neste caso, as formas espectrais
das forças piezelétricas, momentos e tensão elétrica são dadas por


Mp(x, t)

Np(x, t)

Vc(x, t)

=
1
N

N−1

∑
n=0


Mp

n(x,ωn)

Np
n(x,ωn)

Vc(n)(x,ωn)

expiωnt (139)

Esta formulação baseada no modelo de Euler-Bernoulli não é a mais adequada para apli-
cações em alta frequência, que é o caso de monitoramento da integridade estrutural, visto que
a deformação por cisalhamento e a inércia rotacional não são consideradas. Por isto, torna-se
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importante obter a formulação do elemento de duas camadas com PZT acoplado baseada nas
equações de Timoshenko, conforme apresentado na seção (4.3).

4.3 MODELAGEM ESPECTRAL POR TIMOSHENKO

Assumindo como lineares as equações constitutivas do PZT, (IEEE, 1987), e apenas o efeito
d31, as equações constitutivas reduzidas com as premissas da viga de Timoshenko são (WANG,
2013):


ε1

γ1

D3

=

 SE
11 0 d31

0 SE
11 0

d31 0 εT
33




σp

τp

E3

 (140)

sendo γ1 a deformação por cisalhamento e τp a tensão de cisalhamento.
As equações de movimento para uma viga de Timoshenko com duas camadas são obtidas uti-
lizando os mesmos princípios para uma viga de Euler-Bernoulli. Inicialmente, calcula-se as
expressões para as energias de deformação e potencial, o trabalho virtual e depois é aplicado o
princípio variacional de Hamilton. As expressões para a energia potencial para a viga e para o
PZT são dadas por

Vb =
1
2

∫ L

0
[EbAb(u′b)

2 +GbAb(θ
2
b +(w′)2−2θbw′)]dx (141)

Vp =
1
2
∫ L

0 [(u
′
b)

2 +
h2

b
4 (θ

′
b)

2 +
h2

p
3 (θ

′
p)

2−hbu′bθ ′b−hpu′bθ ′p +
hphb

2 θ ′bθ ′p)]C
D
11Apdx

−1
2
∫ L

0 h31D3Ap[u′b +
hb
2 θ ′b +

hp
1 θ ′p]dx+ 1

2
∫ L

0 GpAp([θ
2
p +2θpw′+(w′)2]dx

+1
2
∫ L

0 β s
33D2

3Apdx

(142)

A energia potencial total é dada por

V =Vb +Vp (143)

As expressões para a energia de deformação para o a viga e para o PZT são dadas por

Tb =
1
2

∫ L

0
[mb(u̇2

b + ẇ2)+ρbIbθ̇b
2
]dx (144)

Tp =
1
2

∫ L

0
[u̇2

b + ẇ2 +
h2

b
4

θ̇b
2
+

h2
p

3
θ̇p

2−hbu̇bθ̇b−hpu̇bθ̇p +
hbhp

2
θ̇bθ̇p]mpdx (145)
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A energia de deformação total é

T = Tb +Tp (146)

O trabalho virtual é dado por

W =
∫ L

0
[P̂ub + F̂w+ M̂θb +bpVcD3]dx (147)

sendo P̃ a força axial externa, M̃ o momento externo e F̃ a força transversal externa.

Substituindo as equações (143), (146) e (147), as equações de movimento são (LEE, 2009)

−mbü−mp(ü−
hb

2
θ̈b−

ĥp

hp
θ̈p)+EbAbu′′+EpAp(u′′−

hb

2
θ
′′
b −

ĥp

hp
θ
′′
p )+ P̂ = 0 (148)

−(mb +mp)ẅ+GbAb(w′′−θ
′
b)+GpAp(w′′−θ

′
p)+ F̂ = 0 (149)

mp
hb

2
(ü− hb

2
θ̈b−

ĥp

hp
θ̈p)−EpAp

hb

2
(u′′− hb

2
θ
′′
b −

ĥp

hp
θ
′′
p )−ρbIbθ̈b+EbIbθ

′′
b +GbAb(w′−θb)+M̂ = 0

(150)

mp
ĥp

hp
(ü− hb

2
θ̈b−

Îp

ĥp
θ̈p)−EpAp

ĥp

hp
(u′′− hb

2
θ
′′
b )+Ap

ĥp

hp
(CD

11
Î1

ĥ1
−

h2
31

β s
33

ĥ1

h1
)θ ′′p +GpAp(w′−θp)= 0

(151)

com Î =
h3

p
3 e ĥp =

h2
p

2

Os deslocamentos espectrais são dados por


u(x, t)

w(x, t)

θb(x, t)

θp(x, t)

=
1
N

N−1

∑
n=0


Un(x,ωn)

Wn(x,ωn)

Θbn(x,ωn)

Θpn(x,ωn)

expiωnt (152)

sendo u(x, t) o deslocamento axial, w(x, t) o deslocamento transversal, θb(x, t) o rotação da viga
e θp(x, t) a rotação do PZT.
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As forças espectrais são dadas por
N(x, t)

Q(x, t)

Mb(x, t)

Mp(x, t)

=
1
N

N−1

∑
n=0


Nn(x,ωn)

Qn(x,ωn)

Mbn(x,ωn)

Mpn(x,ωn)

expiωnt (153)

sendo N(x, t) a força axial, Q(x, t) a força cortante, Mb(x, t) o momento na viga e Mp(x, t) o
momento no PZT.
Os números de onda para as equação de movimento podem ser calculados de maneira simpli-
ficada escrevendo as equações (148), (149), (150) e (151), na seguinte expressão em espaço de
estados

[A]q′′+[B]q′+ω
2[C]q = 0 (154)

q(x,ω) =


U

W

Θbn

Θpn

 (155)

[
I 0
B A

]{
q
q′

}′
=

[
0 I

−Cω2 0

]{
q
q′

}
(156)

sendo I a matriz identidade de ordem 4. As expressões para as matrizes A, B e C são apresen-
tadas no Apêndice B. Também

{
q
q′

}
=

8

∑
i=1

αi

{
Λ(0)
Λ(L)

}
expkix (157)

sendo Λ os autovetores obtidos para auxiliar no cálculo da matriz espectral.
Utilizando as equações (152) e (153), os deslocamentos e forças espectrais podem ser calcula-
dos nos dois nós do elemento e a matriz espectral de duas camadas pode ser obtida (VENU-
GOPAL ; WANG, 2014).
No processo de montagem do modelo espectral por Timoshenko foi necessário acoplar o mod-
elo de barra com o modelo de viga simples, pois no modelo de duas camadas apresenta o efeito



60

de cisalhamento. Assim, a matriz do elemento espectral torna-se

S(ω) =



SB11 0 0 SB12 0 0
0 ST 11 ST 12 0 ST 13 ST 14

0 ST 21 ST 22 0 ST 23 ST 24

SB21 0 0 SB22 0 0
0 ST 31 ST 32 0 ST 33 ST 34

0 ST 41 ST 42 0 ST 43 ST 44


(158)

sendo STi j as componentes da matriz espectral definida na equação (53) e SBi j as componentes
da matriz espectral de uma barra definidas na equação (93). Nos modelos multicamadas basea-
dos na teoria de Euler-Bernoulli, esse procedimento não foi necessário. Este ponto é de extrema
importância, caso contrário não há continuidade nas informações dos graus de liberdade axiais.

A metodologia desenvolvida foi aplicada para uma estrutura similar à apresentada na figura
17. No entanto, por simplicidade, as análises são realizadas na condição livre-livre. A viga foi
modelada com 5 elementos, conforme a figura 18. As propriedades físicas e geométricas se
encontram na Tabela 6. As figuras (19) à (21) mostram a resposta em frequência para a saída
no PZT 2. Pode-se observar tendência semelhante àquela apresentada no capítulo 3.

Table 6 - Propriedades físicas e geométricas da viga de alumínio e dos PZTs.

Propriedade . . . . . . . . . . . . . . . . . . Viga . . . . . PZT . . . . . .
Módulo de Young (N/m2) . . . . . . 71×109 . . 60×109 . . .
Módulo de Cisalhamento (N/m2) 25,5×109 . . . . . . . . . . .
Fator de Cisalhamento . . . . . . . . . 5/6 . . . . . . . . . . . . . . . . .
Coeficiente de Poisson . . . . . . . . . 0,3 . . . . . . . . . . . . . . . . .
Densidade (kg/m3) - . . . . . . . . . . . 2710 . . . . . . . . . . . . . . . .
Comprimento (m) . . . . . . . . . . . . . . 0,395 . . . . 0,025
Largura (m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,025 . . . . 0,025
Espessura (m) . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,05 . . . . . 0,01
Constante Dielétrica (m/V ) . . . . . . . . . . . . . . . 212×10−12
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Figure 17 - Viga com dois PZTs acoplados.

Fonte: dados do próprio autor.

Figure 18 - Configuração de viga com dois PZTs acoplados.

Fonte: dados do próprio autor.

Figure 19 - FRF de uma viga com dois PZTs acoplados considerando a resposta no PZT 2 e a
entrada no PZT 1.
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Fonte: dados do próprio autor.
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Figure 20 - FRF de uma viga com dois PZTs acoplados (para a faixa de frequências de 0 a 10k
Hz).
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Fonte: dados do próprio autor.
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Figure 21 - FRF de uma viga com dois PZTs acoplados (para a faixa de frequências de 10 a
50k Hz).
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Fonte: dados do próprio autor.

Como observado no capítulo 2, os dois modelos apresentam diferenças, principalmente
para faixas de frequências acima de 3 kHz. O modelo de Timoshenko apresenta um grau de
liberdade a mais, a rotação do PZT, θp. Esses dois modelos serão utilizados para o projeto de
controladores e detecção de danos estruturais.
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5 ELEMENTO ESPECTRAL COM CONTROLE ATIVO

A modelagem por elementos espectrais permite também o projeto de sistemas de controle.
Tais controladores podem atuar sobre elevados níveis de vibração, sem qualquer informação
estrutural complementar e, também, podem ser acionados no contexto em que as vibrações in-
desejadas são originadas por falhas estruturais. Neste caso, um sistema de monitoramento da
integridade estrutural é requerido para estratégias de reparo e/ou restrição de uso do equipa-
mento/máquina sejam adotadas. Nesta seção são apresentadas formulações para a implemen-
tação de um sistema de controle usando a viga estrutural com o elemento piezelétrico acoplado.

5.1 CONTROLADOR PID ESPECTRAL

O controle proporcional-integral-derivativo (PID) foi implementado para o controle de vi-
brações em uma viga com materiais piezelétricos, figura 22. A tensão elétrica Vc(t) aplicada no
PZT é determinada pela vibração medida no ponto x = x0 e é dada pela equação (159)

Vc(t) =−Kpw(x0, t)−Kdẇ(x0, t)−Kiẅ(x0, t) (159)

sendo Kp, Kd e Ki os ganhos proporcional, derivativo e integral, respectivamente. A equação (159)
pode ser reescrita na forma espectral como

Vc(ω) =−(Kp + iωKd−ω
2Ki)W (x0,ω) (160)

com

w(x0, t) =W (x0,ω)exp−iωt (161)

Usando uma função de forma como na equação (48), o deslocamento medido W (x0,ω)pode
ser relacionado com o vetor de deslocamento nodais espectrais d pelas funções de forma tal que
W (x0,ω) = NW (x0,ω)d(ω), sendo x0 a posição do sensor. Assim, a equação da tensão elétrica
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Figure 22 - Configuração de uma viga com dois PZTs e controle PID.

Fonte: dados do próprio autor.

pode ser reescrita por

Vc(ω) =−(Kp + iωKd−ω
2Ki)NW (x0,ω)d(ω) (162)

A mesma estratégia pode ser adotada para as forças fpiezo
c em cada grau de liberdade do

atuador, tal que

N p = bd31EpVc(ω) =−χNNW (x0,ω)d(ω)

Mp =
1
2

bd31EphVc(ω) =−χMNW (x0,ω)d(ω)
(163)

sendo

fpiezo
c =

{
−N p 0 −Mp N p 0 Mp

}T
(164)

e, também, considerando

χN = bd31Ep(Kp + iωKd−ω2Ki)

χM =
1
2

bd31Eph(Kp + iωKd−ω2Ki)
(165)
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Considerando fpiezo
c = Spiezo(ω)d(ω), pode-se definir Spiezo(ω) tal que

Spiezo(ω) =



−χNNw(x0,ω)

0
−χMNw(x0,ω)

χNNw(x0,ω)

0
χMNw(x0,ω)


(166)

Substituindo a relação anterior na equação de somatória de forças se obtém a equação de el-
emento espectral para uma viga de duas camadas (viga mais elementos piezelétricos) com os
ganhos do controlador PID. Neste caso, a equação final do movimento é dada por

Scontrole(ω)d = f (167)

sendo

Scontrole(ω) = S(ω)+Spiezo(ω) (168)

Considerando os conceitos abordados neste capítulo, o controle PID foi implementado para a
viga na condição engastada-livre, conforme mostra a figura (23). O modelo obtido foi através
da teoria de Euler-Bernoulli considerando 5 elememtos. O PZT do segundo elemento foi usado
como atuador e o PZT do quarto elemento foi utilizado como sensor. Diferentes ganhos do
controlador foram avaliados através de simulações numéricas. Os valores foram definidos de
forma arbitrária para uma avaliação predominantemente qualitativa. Na figura 24 apresenta-
se a resposta em frequência com e sem controle, com ganhos PID dados por: Kp = 5× 106,
Kd = 1× 104; Ki = 0,005. A figura 25 mostra a resposta em frequência com e sem controle,
com ganhos PID dados por: Kp = 5×105, Kd = 1000; Ki = 0,05.

Figure 23 - Configuração de uma viga com dois PZTs acoplados, sendo o PZT 1 o atuador e o
PZT 2 o sensor de saída.

Fonte: dados do próprio autor.

Para uma melhor visualização a figura 26 mostra uma comparação da resposta em frequên-
cia para os dois ganhos. O controle PID foi eficaz na redução das amplitudes das frequências
naturais para a viga engastada. A implementação dos ganhos PID no modelo espectral é feita
de maneira simples, de modo que esses ganhos são apenas somados nas posições dos graus de
liberdade dos atuadores, através do uso da matriz definida na equação 166.
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Figure 24 - FRF da viga Engastada-Livre com e sem controle, para os ganhos (Kp = 5000000,
Kd = 10000; Ki = 0.005).
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Fonte: dados do próprio autor.

Figure 25 - FRF da viga Engastada-Livre com e sem controle, para os ganhos (Kp = 500000,
Kd = 1000; Ki = 0.05).
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Fonte: dados do próprio autor.
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Figure 26 - FRF da viga Engastada-Livre com controle.
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5.2 CONTROLADORES MODERNOS

Novas técnicas de controle têm sido desenvolvidas nos últimos anos. Em geral, tais técnicas
requerem a representação dinâmica do sistema a ser controlado através da representação no
espaço de estados. Nos trabalhos de (SILVA, 2005), (SANTOS, 2008), e (BUENO, 2007)
técnicas de controladores robustos usando desigualdades matriciais lineares (LMI, do inglês,
Linear Matrix Inequalities) foram usados no controle ativo de vibrações. (MOREIRA, 1998)
também projetou um controlador com abordagem H∞, porém adaptado para específicas bandas
de frequência.

As diferentes metodologias de controle, em geral, estão formuladas no domínio do tempo.
Neste sentido, um modelo espectral de múltiplos graus de liberdade implica em um projeto
de controlador MIMO (do inglês, Multiple-Input Multiple-Output) também devido a um único
atuador PZT inserir momentos em 2 graus de liberdade. Então, nesta seção apresenta-se uma
proposta de metodologia de projeto de controlador para modelos espectrais. Em particular, sem
perda de generalidade, usa-se neste trabalho o controlador Regulador Linear Quadrático (LQR,
do inglês Linear Quadratic Regulator), visto que é uma das técnicas mais populares na liter-
atura de controle por realimentação. Detalhes desta formulação são apresentados no anexo C.1.
A estratégia central proposta neste trabalho consiste em considerar um par de PZT´s (um at-
uador e um sensor) e escrever uma função de resposta em frequência definida pela relação da
tensão elétrica no sensor pela tensão elétrica no atuador. Assim, tem-se um sistema SISO, (do
inglês Single-Input Single-Output) nas coordenadas de tensão elétrica ao invés do sistema nas
coordenadas físicas de deslocamento, velocidade e aceleração. A abordagem proposta é apre-
sentada na seção seguinte.

5.3 CONTROLE COM ELEMENTO ESPECTRAL

Nesta seção apresenta-se uma formulação que relaciona ganhos obtidos por qualquer téc-
nica de realimentação de estados com um modelo espectral. Assim, a partir de um controlador
SISO, projetado nas coordenadas modificadas é possível avaliar os efeitos do ganho de controle
em qualquer dos graus de liberdade do sistema físico original.

Considere o modelo espectral de uma viga modelada através da teoria de Timoshenko, con-
siderando quatro graus de liberdade por nó,conforme ilustra a figura 27, cujos vetores contendo
as forças e os deslocamentos nodais espectrais são, respectivamente,

f(ω) = { N1 Q1 M1 Mp
1 N2 Q2 M2 −Mp

2 }
T (169)
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e

d(ω) = { U1 W1 Θb1 Θp1 U2 W2 Θb2 Θp2 }T (170)

Figure 27 - Forças e deslocamentos em um elemento de viga com 8 graus de liberdade.

Fonte: dados do próprio autor.

A tensão elétrica aplicada no PZT, Vc(ω), é relacionada com o força axial N p, conforme
equação (163), e a tensão elétrica de saída do PZT, Vo(ω), é dada por (PEAIRS et al., 2007) e
(CRAWLEY ; ANDERSON, 1990),

Vo(ω) =Cs[θp j(ω)−θpi(ω)] (171)

sendo Cs dada por

Cs =
Ephsensorg31b

2Lsensor (172)

com Ep o módulo de Young do sensor, hsensor a espessura, b a largura do sensor, Lsensor o
comprimento e g31 o coeficiente de tensão elétrica do sensor. Os índices j e i denotam as
posições dos graus de liberdade θp do sensor no vetor de deslocamentos nodais espectrais d.
Com isto, tem-se a FRF obtida através da tensão elétrica de saída pela entrada por

Vo(ω)

Vc(ω)
=

Cs[θp j(ω)−θpi(ω)]
N p

bd31Ep

(173)

Vo(ω)

Vc(ω)
=CsCa[

θp j(ω)

N p −
θpi(ω)

N p ] =CsCa[Yjz−Yiz] (174)

sendo Ca =
N p

bd31Ep
a constante do atuador. O índice z indica as colunas da matriz espectral global

S(ω) que corresponde a posição de N p no vetor de forças f(ω).
Denotando CsCa[Yjz−Yiz] por Ỹ , então, denota-se a FRF por

Vo(ω)

Vc(ω)
= Ỹ (ω) (175)
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e, portanto, com a função de resposta em frequência Ỹ (ω) é possível obter as matrizes em es-
paço de estados do sistema usando métodos de identificação de modelos como, por exemplo,
o Algoritmo para Realização de Autosistemas (ERA, do inglês Eigensystem Realization Algo-

rithm), cujos detalhes da formulação do algoritmo ERA não são tratadas neste trabalho, mas
podem ser encontrados em (JUANG; PAPPA, 1985) ou em (JUANG, 1994). Destaca-se que
no processo de identificação, o número de modos pode ser escolhido de acordo com os requisi-
tos de cada projeto, sendo que problemas de controle são geralmente baseados em um número
reduzido de modos para estruturas com pequena densidade modal.

A matriz de ganho G̃ do controlador pode ser calculada utilizando as matrizes de estado
Ã, B̃, C̃ e D̃ identificadas via ERA, ou algum outro método de interesse, como, por exemplo, o
método de identificação por subespaço (OVERSCHEE; DE MOOR, 1994), (BUENO, 2007).
Assim, a função de transferência em malha fechada é dada por

Ycontrol(ω) = C̃(sI−Acontrol)
−1B̃+ D̃ (176)

onde Acontrol é dada por

Acontrol = Ã− B̃G̃ (177)

Através das equações (220), (221) e (176), a função de transferência do controlador é dada por

G̃ =
Ỹ − Ỹcontrol

ỸỸcontrol
(178)

visto que

Ỹcontrol(ω) =
Ỹ (ω)

1+ G̃Ỹ (ω)
(179)

Com a função de transferência G̃ do controlador, é possível utilizar a equação (163) para somar
estes ganho na matriz do elemento espectral. No entanto, é preciso incluir as constantes Ca e Cs

para alterar o sistema de coordenadas no qual o ganho de controle é escrito. Ainda, para incluir
o ganho de controle no sistema completo, considere o vetor de forças de controle fcontrol(ω)

definido por

fcontrol(ω) =
{
−N p 0 Mp Mp

pzt N p 0 −Mp −Mp
pzt

} T
(180)

Com isto, considerando também as equações (173) e (175) é possível escrever

Scontrol
elementd = fcontrol(ω) (181)
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sendo a matriz do elemento atuador com a influência do ganho de realimentação definida por

Scontrol
element =

G̃(ω)

CsCa



1 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 −h/2 0 0 0 h/2 0
0 0 0 −hp/2 0 0 0 hp/2
−1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 h/2 0 0 0 −h/2 0
0 0 0 hp/2 0 0 0 −hp/2


(182)

Finalmente, a matriz 8× 8 acima deve ser convenientemente posicionada em uma matriz
nula, de mesma ordem do sistema físico completo, para se obter a matriz Scontrol tal que, sendo
f(ω) definida por forças externas com realimentação de forças de controle e sendo [S−Scontrol]

a matriz espectral do sistema com controle, tem-se[
S−Scontrol

]
d = f (183)

Esta nova metodologia foi aplicada para a mesma viga usada para o controle PID, porém na
configuração bi-engastada, conforme ilustra a figura 28. Inicialmente, foi calculado a função de
resposta em frequência entre a rotação no PZT 2 (sensor), θp, e a força axial no PZT 1 (atuador),
N p. Com esta FRF o modelo em espaço de estados foi obtido através do ERA. Métodos de
identificação como o ERA podem adicionar modos computacionais nos modelos identificados
para melhorar as estimativas, assim foi realizada uma redução do modelo na representação em
espaço de estados para reduzir a ordem das matrizes. A metodologia usada para a redução do
modelo foi a realização balanceada, cujos detalhes podem ser encontrados em (SKOGESTAD
; POSTLEWAITE, 2005) ou (OBINATA; ANDERSON, 2001).

As Figuras 29, 30 e 31 mostram as FRFs entre o deslocamento transversal w, a rotação
da viga θb e a rotação do PZT θp, medidos no PZT 2, e o força axial N p, medido no PZT
1, repectivamente, com e sem controle. Nota-se nestes resultados que o controlador projetado
introduz uma pequena alteração nas frequências devido a um aparente efeito de rigidez. Atribui-
se tais diferenças a erros de trucamento numérico devido a processos de identificação do modelo
no espaço de estados e a redução da ordem das matrizes para remover os modos computacionais.
Este tópico é endereçado nas sugestões de trabalhos futuros e, portanto, poderá ser abordado
em outros trabalhos. O controlador foi projetado até 1000 Hz, definido para compreender uma
hipotética demanda de projeto de atenuação de vibrações nos 3 primeiros modos do sistema.
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Figure 28 - Configuração de uma viga Engastada-Engastada com PZTs.

Fonte: dados do próprio autor.

Figure 29 - FRF relacionando w e N p da viga Engastada-Engastada com e sem controle.
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Fonte: dados do próprio autor.

Embora neste capítulo tenham sido discutidas duas abordagens de projeto de controladores
de vibrações para modelagem espectral, não são apresentadas discussões comparativas entre os
resultados obtidos. Para clareza de entendimento, destaca-se que os ganhos do controlador PID
foram definidos de forma arbitrária, principalmente por neste caso ser um exemplo numérico
apresentado para ilustrar o procedimento matemático da implementação do controlador na mod-
elagem espectral. No entanto, para o projeto em uma aplicação prática de engenharia, o analista
precisa avaliar o nível de força requerida pelo sistema para dimensionar o atuador. Especial-
mente no contexto de atuadores piezelétricos, é importante avaliar previamente o nível máximo
de tensão elétrica que o transdutor suporta sem ter prejudicada sua polarização e, portanto, sem
degradar sua capacidade de atuação.
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Figure 30 - FRF relacionando θb e N p da viga Engastada-Engastada com e sem controle.
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Fonte: dados do próprio autor.

Figure 31 - FRF relacionando θp e N p da viga Engastada-Engastada com e sem controle.
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Fonte: dados do próprio autor.

Similarmente, as matrizes do controlador LQR foram definidas de forma arbitrária visto
que, prioritariamente, a ideia principal neste trabalho é introduzir a modelagem matemática
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que permite o uso de técnicas modernas de controle (i.e., no espaço de estados) para projetos
envolvendo modelos espectrais da estrutura base. Assim, viabiliza-se também o uso de técnicas
de controle robusto - apresentadas por exemplo por (SILVA, 2005), (BUENO, 2007), entre
outros - que, igualmente, requerem uma representação no espaço de estados para se obter o
ganho de realimentação do controlador.
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6 MONITORAMENTO DA INTEGRIDADE ESTRUTURAL

Visando discutir o projeto simultâneo de um sistema de controle ativo de vibrações e um
sistema SHM, i.e., de monitoramento estrutural, neste capítulo são apresentadas discussões
envolvendo a estrutura previamente considerada nas análises de controle (capítulo 5). Neste
caso, o modelo foi considerado com 7 elementos, como na figura (32). Esta configuração
foi escolhida para permitir a variação do módulo de elasticidade de um elemento de interesse
possibilitando, assim, simular um dano estrutural conforme previamente discutido por (LEE,
2009). A representação do dano no módulo de elasticidade foi dada por

Ē = E(1−D) (184)

sendo E o módulo de elasticidade para o modelo intacto e Ē o módulo de elasticidade para
o modelo com dano. A severidade do dano, D, é assumida em todo o elemento, logo, D = 0
significa que o elemento está intacto, enquanto D = 1 implica uma completa ruptura do material
devido ao dano.

Figure 32 - Configuração da viga multicamadas com 7 elementos para avaliação de danos es-
truturais.

Fonte: dados do próprio autor.
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Além da proposta de (LEE, 2009) para representação do dano (Eq. 184), alguns autores
utilizam outras estratégias como, por exemplo, alteração do momento de inércia (ou área de
seção transversal), conforme discutido por (MARQUI, 2007), (BAPTISTA, 2010), (FRANCO,
2009), entre outros. Em particular, a abordagem adotada neste trabalho busca representar um
dano tipo trinca que resulte em alteração geométrica desprezível.

Nas figuras (33) à (44) tem-se a resposta em frequência calculada para saída no PZT 2 para
diversas alterações nas propriedades físicas e geométricas do 4o elemento mostrado na figura
(32). O comprimento desse elemento foi calculado com dois valores, i.e., 10 mm e 50, mm
definidos de forma arbitrária. O módulo de elasticidade também foi alterado e as variações do
dano D foram de 1%, 5%, 10%, 20%, 50% e 80%. Para se obter os resultados das figuras (33)
à (38) foi utilizado o modelo de Euler-Bernoulli e, para as figuras (39) à (44) foi utilizado o
modelo de Timoshenko.

Figure 33 - FRF para a estrutura intacta e com dano de 1% usando o modelo de Euler-
Bernoulli
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Fonte: dados do próprio autor.
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Figure 34 - FRF para a estrutura intacta e com dano de 5% usando o modelo de Euler-
Bernoulli
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Fonte: dados do próprio autor.
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Figure 35 - FRF para a estrutura intacta e com dano de 10% usando o modelo de Euler-
Bernoulli
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Fonte: dados do próprio autor.
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Figure 36 - FRF para a estrutura intacta e com dano de 20% usando o modelo de Euler-
Bernoulli
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Figure 37 - FRF para a estrutura intacta e com dano de 50% usando o modelo de Euler-
Bernoulli
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Figure 38 - FRF para a estrutura intacta e com dano de 80% usando o modelo de Euler-
Bernoulli
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Figure 39 - FRF para a estrutura intacta e com dano de 1% usando o modelo de Timoshenko
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Fonte: dados do próprio autor.

Figure 40 - FRF para a estrutura intacta e com dano de 5% usando o modelo de Timoshenko
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Fonte: dados do próprio autor.
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Figure 41 - FRF para a estrutura intacta e com dano de 10% usando o modelo de Timoshenko
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Fonte: dados do próprio autor.

Figure 42 - FRF para a estrutura intacta e com dano de 20% usando o modelo de Timoshenko
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Fonte: dados do próprio autor.
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Figure 43 - FRF para a estrutura intacta e com dano de 50% usando o modelo de Timoshenko
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Fonte: dados do próprio autor.

Figure 44 - FRF para a estrutura intacta e com dano de 80% usando o modelo de Timoshenko
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Fonte: dados do próprio autor.



86

Os dois modelos apresentaram alterações nas funções de resposta em frequência para vari-
ações nas propriedades estruturais. Assim, em princípio, podem ser calculados índices de de-
tecção de danos admitindo que, em situações práticas de engenharia, é possível conhecer as
FRFs para ambas condições, ou seja, na condição intacta (sem dano) e condição desconhecida
(com ou sem dano). De forma geral, observa-se redução nas frequências naturais do sistema - o
que é compatível com a redução do módulo de elasticidade. Ainda, fica evidente a influência do
comprimento do elemento com falha o que se propõe associar ao comprimento de uma trinca na
viga. Neste sentido, destaca-se que esta estratégia não compreende a simulação da dinâmica de
uma trinca, mas sim uma representação linear do sistema em uma situação de dano estrutural.

6.1 DETECÇÃO DE DANOS USANDO ÍNDICES

Diversos trabalhos da literatura de SHM utilizam métricas obtidas a partir de informações
da estrutura em monitoramento. Em geral, tais métricas envolvem a comparação das infor-
mações da estrutura na condição intacta com uma situação de integridade desconhecida, para
qual se deseja concluir se existe o dano. Estas métricas são comumente denominadas índices

de detecção de danos (MARQUI, 2007; SANTOS et al., 2005; BAPTISTA, 2010; BUENO;
MARQUI; LOPES JUNIOR, 2006).

Em particular, para algumas estruturas cuja representação linear é adequada, sabe-se que
alterações nas propriedades estruturais podem provocar variações nas FRFs, o que possibilita a
utilização de índices de detecção de danos que comparam estas informações. Diversos índices
têm sido discutidos em trabalhos da área de SHM. Pode-se citar, com importante destaque,
índices baseados nas normas H2 e H∞, além do CCDM, (do inglês, Coeficient Correlation De-

viation Mean).

As normas H2 e H∞ de uma função de transferência H(ω) são dadas, respectivamente, pelas
seguintes equações 185 e 186 e estão representadas na Figura 45. Observe que tr [H∗(ω)H(ω)]

é a soma das magnitudes quadradas de todos os elementos de H(ω), isto é, tr [H∗(ω)H(ω)] =

∑k,l |gkl(iω)|2, sendo tr o traço de uma matriz, que consiste na soma dos elementos da diagonal
principal ou na soma dos autovalores. Esta soma pode ser interpretada como um ganho médio
do sistema, realizado sobre os elementos da função de transferência e sobre todas as frequências.
Já σmax(H(ω)) é o maior valor singular de H(ω). Para um sistema com uma única entrada e
uma única saída, SISO, (do inglês, single-input single-output), o maior pico da sua função de
transferência é a sua norma H∞, ou seja, H∞ = max |G(ω)| (GAWRONSKI, 1998).

‖H‖2
2 =

1
2π

∫
∞

−∞

tr(H∗(ω)H(ω))dω (185)
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‖H‖∞ = σmax(H(ω)) (186)

Figure 45 - Ilustração das normas H2 e H∞.

Fonte: (GAWRONSKI, 1998)
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A seguir apresenta-se uma discussão dos comportamentos de índices de detecção de danos
para diferentes severidades, bem como diferentes níveis de amortecimento estrutural. Destaca-
se como relevante esta discussão visto que a maioria dos trabalhos da literatura de SHM obtêm
os índices a partir de modelos experimentais e, portanto, em geral há uma limitada disponibili-
dade de informações para uma mesma estrutura.

6.1.1 Avaliação da Detectabilidade baseada em Índices: Faixa de Frequência de 30-50
kHz

Considerando a configuração definida para posições de atuador e sensor com dano equidis-
tante apresenta-se um estudo do comportamento das curvas de resposta em frequência (FRF)
obtidas com diferentes severidades de dano e, também, quantidades de amortecimento estrutu-
ral diferentes. Neste sentido, nesta seção apresenta-se uma discussão sobre a detectabilidade
de um dano a partir de diferentes tipos de índices de detecção amplamente utilizados na lit-
eratura. Em particular, a figura 46 apresenta as FRF, para os diversos danos, considerando
amortecimento nulo. Os dados desta seção compreende a faixa de 30 a 50 kHz, enquanto na
seção 6.1.2 apresenta-se considerações para a faixa de 50 a 100 kHz. Note que estas faixas
foram definidas arbitrariamente, porém estão compreendidas em limites amplamente discutidos
na literatura (GIURGIUTIU, 2008; BAPTISTA, 2010; GONZALEZ, 2012). Assim, as faixas
avaliadas separadamente permitem uma breve discussão das diferenças na detectabilidade em
função das frequências consideradas nos cálculos dos índices de detecção de danos. Em partic-
ular, sabendo-se que o dano foi simulado a partir da redução do módulo de elasticidade da viga
(através do parâmetro D), na figura 46 nota-se claramente a redução da frequência de determi-
nado modo a medida que o dano tem severidade maior.

As figuras 47 a 51 apresentam as FRFs para todas as severidades de danos e quantidades de
amortecimento indicadas na tabela 7. Os resultados mostram claramente a redução dos picos das
FRFs em função do aumento do amortecimento estrutural e, também, as alterações em função
dos danos. As quantidades de amortecimento foram incluídas pelo módulo de elasticidade
complexo (Eq. 187) da viga através do fator fE , mostrados na tabela 7, tal que

Ecomplex = E (1+ i fE) (187)

Table 7 - Severidades de danos e coeficientes do amortecimento estrutural.

Parâmetro Valores considerados
D 0,01, 0,05, 0,1, 0,03, 0,05
fE 0,001, 0,005, 0,01, 0,03, 0,05
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Figure 46 - FRF da estrutura sem amortecimento e diferentes severidades de dano.
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Fonte: dados do próprio autor.

Figure 47 - FRF da estrutura com amortecimento 1 e diferentes severidades de dano.
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Fonte: dados do próprio autor.
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Figure 48 - FRF da estrutura com amortecimento 2 e diferentes severidades de dano.
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Fonte: dados do próprio autor.

Figure 49 - FRF da estrutura com amortecimento 3 e diferentes severidades de dano.
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Figure 50 - FRF da estrutura com amortecimento 4 e diferentes severidades de dano.

30 35 40 45 50
0

1

2

3
x 10−6 FRF freq. [kHz] vs. Amp. [rad/N]

 

 
sem dano

dano 1

dano 2

dano 3

dano 4

dano 5

30.6 30.8 31

2

2.05

2.1

x 10−6

41 42 43 44
4

6

8

10

12

x 10−7

Fonte: dados do próprio autor.



92

Figure 51 - FRF da estrutura com amortecimento 5 e diferentes severidades de dano.
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Entre os índices de detecção de danos está o índice σ∞ calculado em função da norma H∞

do sistema sem e com dano. Sejam H(i)
∞ e H(d)

∞ as normas de uma estrutura intacta (sem dano)
e com dano, respectivamente, o índice σ∞ pode ser calculado pela equação (188), conforme
propõe (BUENO; MARQUI; LOPES JUNIOR, 2006), i.e.,

σ∞ =
|(H(i)

∞ )2− (H(d)
∞ )2|

(H(i)
∞ )2

(188)

A figura 52 apresenta para a estrutura em estudo como o pico da FRF do sistema diminui
em função do aumento do amortecimento. Ainda, pode-se notar que σ∞ pode indicar o aumento
da severidade do dano uma vez que seu valor é aumentado a medida que D aumenta, ou seja,
que o dano evolui. No entanto, para os casos 1 e 2, que correspondem a amortecimento nulo
e amortecimento 1 (ver tabela 7), há uma inversão para a segunda severidade de dano, pois
o índice se apresenta respectivamente maior e menor que no terceiro caso. Sendo assim, fica
sugerido que este índice pode gerar incorreta indicação de severidade de dano, mas permite
a detecção dos danos mesmo para sistemas com os níveis de amortecimento estudados neste
trabalho.

Para a faixa de frequência discutida nesta seção nota-se que os picos da FRF - i.e., a norma
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Figure 52 - Índice σ∞ para diferentes severidades de dano e níveis de amortecimento.
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H∞, ocorrem com apenas pequenas diferenças de frequências. A figura 53 apresenta que a
frequência diminui em relação a frequência do pico da estrutura intacta. Estes resultados foram
obtidos considerando a seguinte expressão:

∆Freq = f [H(d)
∞ ]− f [H(i)

∞ ] (189)

sendo f [H(.)
∞ ] a frequência em que ocorre o pico da FRF para a estrutura intacta e com dano.

De acordo com a figura 52, os índices σ∞ podem detectar os danos através de valores de
até aproximadamente 0,01. Valores nesta ordem de grandeza podem ser obtidos visto que o
índice utiliza uma normalização da diferença quadrática das normas pelo quadrado na norma
do sistema na condição intacta. A motivação para tal normalização fica evidente ao se verificar
a ordem de grandeza da norma H∞ para cada uma das condições na figura 54, (para uma melhor
visualização, apresenta-se com destaque o caso 2).
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Figure 53 - Variação das frequências para as normas H∞ de diferentes severidades de dano e
níveis de amortecimento.
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Fonte: dados do próprio autor.

Figure 54 - Norma H∞ para diferentes níveis de amortecimento.
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Fonte: dados do próprio autor.

Conforme apresentado anteriormente, a norma H2 tem sido também utilizada na detecção
de danos (GAWRONSKI; SAWICKI, 2000). Para detecção utiliza-se o índice σ2 mostrado na
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equação (190). De acordo com a figura 55, na faixa de frequência considerada nesta seção o
índice de detecção de danos baseado nesta norma é adequado para perceber a evolução da sev-
eridade do dano. Ainda, nota-se nesta faixa de frequência que o aumento do amortecimento
não gera significativo comprometimento da capacidade de detecção do dano, pois a ordem de
grandeza dos valores permanece a mesma. Também, a figura 56 mostra a ordem de grandeza da
norma H2 para as diferentes condições em análise, i.e., severidade de dano e nível de amorteci-
mento (com destaque para o caso 4 para uma melhor visualização).

σ2 =
|(H(i)

2 )2− (H(d)
2 )2|

(H(i)
2 )2

(190)

Figure 55 - Índice σ2 para diferentes severidades de dano e níveis de amortecimento.
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Fonte: dados do próprio autor.
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Figure 56 - Norma H2 para diferentes níveis de amortecimento.
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Visto que o cálculo do índice de detecção de dano baseado na norma H2 envolve uma
integração numérica ao longo da frequência (nos casos da FRF conhecida), a escolha do método
de integração e a discretização em frequência - i.e., o d f adotado - podem influenciar o cálculo
do índice. Neste sentido, em particular para o método trapezoidal utilizado neste trabalho, o
d f deve ser convenientemente escolhido para assegurar a qualidade do cálculo da norma. Para
clareza de entendimento, a figura 57 apresenta, para cada uma das cinco severidades de danos,
os valores do índice σ2 calculados por d f = 0,78125 e, também, d f = 0,52083 Hertz. Nota-
se que a discretização adotada neste trabalho assegura convergência entre os índices obtidos
em ambos os casos e, portanto, a qualidade da detecção não é comprometida pela operação de
integração numérica. Esta análise deve ser considerada por projetistas de sistemas de SHM que
envolvem a norma H2 para cálculo de índice de detecção.
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Figure 57 - Índice σ2 obtidos com diferentes discretizações na frequência.
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Índices de correlação entre sinal da estrutura intacta com a estrutura danificada têm sido
também utilizados na detecção de dano. Como exemplo tem-se o índice CCDM (do inglês,
Correlation Coefficient Deviation Metric), com diversas aplicações disponíveis na literatura
(MARQUI et al., 2008; OLIVEIRA, 2013; CORTEZ; VIEIRA FILHO ; BAPTISTA, 2012).
A equação 191 apresenta um índice de correlação e os resultados podem ser observados na
figura 58. Nota-se claramente o aumento do índice em função da severidade do dano, no en-
tanto, seus valores reduzem significativamente a medida que a estrutura possui mais amortec-
imento. Similarmente as normas H∞ e H2, estes valores reduzidos podem comprometer a de-
tectabilidade visto que, em situações reais de engenharia, os sinais de FRF da estrutura intacta
e da situação de integridade desconhecida (na condição de monitoramento em que não se sabe
a priori se há dano ou não) possuem ruídos e, portanto, se o índice de detecção for numeri-
camente da ordem de grandeza destes ruídos pode-se facilmente obter falsos diagnósticos (os
falsos positivos ou falsos negativos1)

σccdm =

∣∣∣∣∣∣1−
∑

Np
n=1

(
H(ωn)

(i)− H̄(i)
)(

H(ωn)
(d)− H̄(d)

)
√(

H(ωn)(i)− H̄(i)
)2
√(

H(ωn)(d)− H̄(d)
)2

∣∣∣∣∣∣ (191)

1O falso positivo ocorre quando um índice sugere a existência de um dano que não existe, enquanto no falso
negativo a estrutura está com dano, embora o índice de detecção não indique.
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sendo H(ωn)
(i) a FRF da estrutura intacta para a n-ésima frequência, similarmente, H(ωn)

(d)

para a estrutura com dano (ou condição a ser monitorada) e H̄ a média de cada FRF.

Figure 58 - Índice σccdm para diferentes severidades de dano e níveis de amortecimento.
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Para contornar a dificuldade resultante dos baixos valores de σccdm para alto amortecimento
estrutural, neste trabalho propõe-se o cálculo da correlação considerando o módulo da FRF em
cada frequência, ou seja, dado H(ω)(.) (tanto para estrutura intacta quanto com dano), utiliza-
se ‖H(.)(ω)‖ (módulo do número complexo) para os termos do denominador da expressão.
Com isto, a equação (191) é reescrita para definir uma variação do índice apresentado anterior-
mente, i.e., σ

(2)
ccdm tal como definido abaixo. Assim, pode-se obter os resultados apresentados na

figura 59 que claramente indica valores maiores quanto maior for o amortecimento estrutural.
No entanto, o índice proposto apresenta pequena variação em função da severidade do dano.
Pode-se, então, utilizar ambos índices de forma combinada para detectar danos em estruturas
significativamente amortecidas.

σ
(2)
ccdm =

∣∣∣∣∣∣1−
∑

Np
n=1

(
H(ωn)

(i)− H̄(i)
)(

H(ωn)
(d)− H̄(d)

)
√(
‖H(ωn)(i)‖−‖H̄(i)‖

)2
√(
‖H(ωn)(d)‖−‖H̄(d)‖

)2

∣∣∣∣∣∣ (192)
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Figure 59 - Índice σ
(2)
ccdm para diferentes severidades de dano e níveis de amortecimento.
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Fonte: dados do próprio autor.

6.1.2 Avaliação da Detectabilidade baseada em Índices: Faixa de Frequência de 50-100
kHz

Nesta seção são apresentadas discussões equivalentes às previamente introduzidas na seção 6.1.1.
A ideia principal é destacar que algumas observações podem se manter ao se alterar a faixa de
frequência e, por outro lado, alguns comportamentos podem se alterar. Este tópico é discutido
na literatura de SHM no contexto da seleção da faixa de frequência, no entanto, os autores em
geral utilizam dados experimentais que por sua vez são restritos à algumas características físico
geométricas particulares de um dado sistema (MOURA Jr; STEFFEN JR, 2006; BAPTISTA,
2010).

As figuras 60 a 64 apresentam as FRF para a faixa de frequência de 50 a 100 kHz avaliada
nesta seção. Observa-se em geral o comportamento similar a análise anterior, i.e., a redução
das frequências naturais em função da severidade do dano. No entanto, para esta faixa de
frequência nota-se significativa influência dos níveis de amortecimento estrutural considerados,
especialmente para os casos 4 e 5 (Fig. 63 e 64).
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Figure 60 - FRF da estrutura com amortecimento 1 e diferentes severidades de dano.
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Fonte: dados do próprio autor.

De forma equivalente ao resultado apresentado para a faixa de frequência anterior (Fig. 52),
a figura 65 indica que o índice baseado na norma H∞ pode detectar o dano e, inclusive, maiores
variações a medida que existem mais amortecimento estrutural (note os valores de até 0.08).
Ainda, de forma equivalente, a figura 66 apresenta pequena variação das frequência que ocorrem
o maior pico da FRF e, também, a figura 66 apresenta a ordem de grandeza da norma para esta
faixa de frequência.



101

Figure 61 - FRF da estrutura com amortecimento 2 e diferentes severidades de dano.
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Fonte: dados do próprio autor.

As figuras 68 e 69 apresentam respectivamente o índice baseado na norma H2 e os valores
da norma para a faixa de frequência de 50 a 100 kHz. Podem ser observados comportamentos
equivalentes a faixa de frequência de 30 a 50 kHz. Também de forma equivalente apresenta-se
o índice CCDM mostrado na figura 70, cuja ordem de grandeza indica valores inferiores a 0,4
para maior severidade de dano e menor nível de amortecimento. Para as demais combinações
severidade e nível de amortecimento os valores são ainda menores. Por outro lado, conforme
indica a figura 71, o índice σ

(2)
ccdm gera valores da ordem da unidade para a estrutura a partir

do terceiro nível de amortecimento, gerando para os primeiros dois níveis valores da ordem de
grandeza do CCDM clássico.
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Figure 62 - FRF da estrutura com amortecimento 3 e diferentes severidades de dano.
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Figure 63 - FRF da estrutura com amortecimento 4 e diferentes severidades de dano.
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Figure 64 - FRF da estrutura com amortecimento 5 e diferentes severidades de dano.

50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100
0

1

2

3

4

5
x 10

−7 FRF freq. [kHz] vs. Amp. [rad/N]

 

 

sem dano

dano 1

dano 2

dano 3

dano 4

dano 5

60 61 62 63

2.6

2.7

2.8

2.9

x 10
−7

82 83 84 85 86 87 88

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

x 10
−7

Fonte: dados do próprio autor.

Figure 65 - Índice σ∞ para diferentes severidades de dano e níveis de amortecimento.
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Fonte: dados do próprio autor.
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Figure 66 - Variação das frequências para as normas H∞ de diferentes severidades de dano e
níveis de amortecimento.
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Fonte: dados do próprio autor.

Figure 67 - Norma H∞ para diferentes níveis de amortecimento.
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Fonte: dados do próprio autor.
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Figure 68 - Índice σ2 para diferentes severidades de dano e níveis de amortecimento.
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Figure 69 - Norma H2 para diferentes níveis de amortecimento.
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Figure 70 - Índice σccdm para diferentes severidades de dano e níveis de amortecimento.
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Figure 71 - Índice σ
(2)
ccdm para diferentes severidades de dano e níveis de amortecimento.
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6.2 FAIXA DE VALORES DE ÍNDICES

Embora diversos índices de detecção de danos sejam utilizados na literatura de SHM ex-
perimental, i.e., nos trabalhos baseados em dados de ensaios, ainda é limitado o número de
trabalhos que discutem seus valores limites, também referidos como threshold. O ponto central
desta discussão é saber se um determinado valor não nulo obtido pelo cálculo de um índice
de detecção é de fato um dano. Sabe-se que em termos práticos todo sinal experimental con-
tém ruídos e, portanto, é razoável que ao se comparar dois sinais (da estrutura intacta com uma
condição desconhecida) um índice de detecção apresente um valor não nulo. Assim, simulações
através de um modelo matemático podem auxiliar o entendimento dos valores numéricos, bem
como gerar informações importantes para o projetista de um sistema de monitoramento.

Neste contexto, nesta seção se apresenta uma breve discussão sobre os valores dos índices
de detecção de danos discutidos nas seções anteriores para diferentes níveis de ruídos na FRF
do sistema intacto. Os sinais apresentados na figura 72 mostram a FRF do sistema intacto para
faixa de 30 a 50 kHz e, também, esta FRF com três níveis de ruídos incluídos artificialmente.
Cada FRF com ruído H(ω)r foi obtida a partir da FRF original somada a uma parcela com
valores aleatórios ponderados por um percentual da energia do sinal, conforme mostrado na
equação 193.

H(ω)r = H(ω)+Ee pe [na(ω)+ ima(ω)] (193)

sendo H(ω) a FRF da estrutura intacta (obtida pelo modelo SEM), pe um escalar positivo para
representar o percentual de energia do ruído em relação a energia do sinal original, e na(ω)

e ma(ω) valores aleatórios para respectivamente representarem as partes real e imaginária do
ruído para cada frequência ω . A energia Ee do sinal foi calculada pela integral no domínio da
frequência (Eq. 194). Os limites de integração, no domínio da frequência, foram adequadas
para cada uma das faixas em estudo, i.e., 30 a 50 e 50 a 100 kHz.

Ee =
1

2π

∫ +∞

−∞

|H(ω)|2dω (194)
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Figure 72 - FRF do sistema intacto com ruídos.
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As figuras 73 a 76 apresentam valores dos índices calculados para a estrutura intacta sem
ruído com relação a estrutura intacta com ruído. Embora os níveis de ruído tenham sido
definidos de forma arbitrária, e portanto, a priori, sem garantia de representatividade de uma
situação típica de ensaio, nota-se claramente que níveis de ruído podem resultar em valores de
índices na ordem de grandeza daqueles obtidos devido danos estruturais de pequena severidade.
Em particular, o índice σ

(2)
ccdm proposto neste trabalho se mostra menos sensível ao ruído, prin-

cipalmente para estruturas com maior nível de amortecimento, uma vez que apresenta valores
de aproximadamente 0,05 e 0,25, enquanto para a quantidade de amortecimento 3 (ver figura
49, seção 6.1.1 e tabela 7) seu valor é da ordem de 0,80.

Table 8 - Valores utilizados na definição do níveis de ruído.

Caso de Ruído Freq. kHz Valor de pe

1 30 a 50 10−5

2 30 a 50 10−4

3 30 a 50 5×10−4

1 50 a 100 0,1
2 50 a 100 1
3 50 a 100 5
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Figure 73 - Índice σ∞ para diferentes níveis de ruído (30 a 50 kHz).
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Figure 74 - Índice σ2 para diferentes níveis de ruído (30 a 50 kHz).
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Figure 75 - Índice σccdm para diferentes níveis de ruído (30 a 50 kHz).
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Figure 76 - Índice σ
(2)
ccdm para diferentes níveis de ruído (30 a 50 kHz).
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As figuras 77 a 80 apresentam valores de índices para a faixa de frequência de 50 a 100
kHz.

Figure 77 - Índice σ∞ para diferentes níveis de ruído (50 a 100 kHz).
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Figure 78 - Índice σ2 para diferentes níveis de ruído (50 a 100 kHz).
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Figure 79 - Índice σccdm para diferentes níveis de ruído (50 a 100 kHz).
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Figure 80 - Índice σ
(2)
ccdm para diferentes níveis de ruído (50 a 100 kHz).
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Figure 81 - FRF do sistema intacto com ruídos (50 a 100 kHz).
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Os casos de ruídos apresentados foram obtidos a partir dos valores apresentados na tabela 8.
As figuras 73 a 76 apresentam os resultados para a faixa de 30 a 50 kHz, enquanto as figuras 77
a 80 apresentam os resultados para a faixa de 50 a 100 kHz. Nesta segunda faixa de frequência o
índice σ

(2)
ccdm também se apresenta mais adequado que as demais avaliações neste trabalho, prin-

cipalmente para estruturas com certo nível de amortecimento estrutural. Finalmente, a figura 81
apresenta as FRFs da estrutura intacta, com e sem os ruídos, para a segunda faixa de frequência
analisada.
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7 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Diversos trabalhos têm abordado os projetos de sistemas de controle de vibrações e mon-
itoramento da integridade estrutural de forma independente. Em geral, controladores de vi-
brações são projetados para baixas frequências, para as quais estão associadas as maiores am-
plitudes de vibrações. Por outro lado, o desenvolvimento de sistemas de monitoramento da
integridade baseado na técnica da impedância elétrica exige análises em altas frequências, para
as quais estão associados pequenos comprimentos de onda, uma vez que busca-se detectar danos
incipientes para, consequentemente, reduzir custos de manutenção e, principalmente, garantir
segurança de pessoas. Neste contexto, tem se observado uma tendência natural do uso de for-
mulações analíticas (nos domínios do tempo ou frequência) ou, ainda, baseadas no método dos
Elementos Finitos para projeto de sistemas de controle e, especificamente para monitoramento
estrutural, modelos não paramétricos obtidos por dados experimentais, em geral no domínio da
frequência, para projeto de sistemas de SHM.

Embora na literatura os projetos de sistemas de controle e monitoramento tenham sido
fortemente considerados desacoplados, para algumas aplicações, equipamentos de aquisição
de dados de transdutores, sensores e atuadores podem ser comunizados e, consequentemente,
promover alívio de custos com investimentos e, também, simplificar processos de análises de
engenheiros e projetistas. Neste sentido, uma vez que em geral o projeto de controladores re-
quer a obtenção de um modelo matemático computacional para se calcular a força de controle
que deve ser aplicada por um atuador em cada instante de tempo, projetar ambos os sistemas
– de controle e monitoramento – baseados em um mesmo modelo dinâmico pode gerar um
ganho adicional aos processos. Assim, visto sua potencialidade também para análises em al-
tas frequências, o método dos Elementos Espectrais apresenta características adequadas para a
abordagem simultânea das aplicações discutidas neste trabalho de tese.

Em particular para o projeto de controladores de vibrações, neste trabalho apresentou-se
preliminarmente uma discussão da técnica clássica de controle PID. Trata-se de uma abor-
dagem, no domínio da frequência, amplamente utilizada em aplicações acadêmicas e industriais
visto sua simplicidade matemática, facilidade de interpretação dos efeitos de cada parâmetro de
ganho (proporcional, integral ou derivativo), bem como pela possibilidade de ajuste dos ganhos
envolvendo baixa demanda computacional. No entanto, nem sempre o analista consegue facil-
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mente definir um ganho ótimo que maximize ou minimize alguma função objetivo de interesse
como, por exemplo, a energia de controle com relação a energia da vibração, as normas H∞ ou
H2 do sistema, entre outras. Nestes termos, considera-se bastante conveniente o uso de técnicas
modernas de controle que, em geral, utilizam a representação da planta a ser controlada por
uma realização no espaço de estados. Desta forma, neste trabalho apresentou-se uma proposta
de processo e modelagem matemática para se considerar um ganho de realimentação de esta-
dos na formulação por elementos espectrais. A abordagem consiste no cálculo da função de
transferência do controlador a partir da relação que envolve o sistema com e sem a realimen-
tação de controle. O procedimento apresentado considerou o método ERA, para identificação
do modelo no espaço de estados, e a técnica de controle LQR, embora a formulação seja geral
suficiente para se considerar outros métodos de identificação, além de diferentes técnicas de
controle consagradas na literatura.

No presente trabalho apresentou-se também uma discussão sobre sistemas de monitora-
mento da integridade estrutural baseados em índices de detecção de danos. Conforme men-
cionado, índices calculados a partir de sinais no domínio da frequência têm sido amplamente
utilizados em aplicações, principalmente acadêmicas, de SHM. Em geral, tais índices são obti-
dos a partir de dados experimentais sem, comumente, os danos representados de forma artificial
como inclusão de pequenas quantidades de massa ou, também, por pequenos cortes feitos com
serra mecânica. Como consequência, nestes trabalhos experimentais, há um número limitado
de sinais para representar efeitos como a evolução da severidade de um dano, bem como alter-
ações físico geométricas. Neste sentido, pode-se sugerir que o entendimento do comportamento
de índices de detecção de danos para determinada estrutura fica limitado a cada caso particular
estudado. Assim, o uso de um modelo espectral para representar a estrutura em análise per-
mite previamente que o engenheiro analista conheça a alteração de um índice para diferentes
condições em curto período de tempo, além de reduzido custo ao se comparar com um caso
hipotético onde diversos corpos de prova, réplicas da estrutural real, estejam disponíveis. Por
outro lado, é importante destacar que existem desafios a serem superados para se obter um mod-
elo matemático computacional representativo real e, também, que ainda existem oportunidades
de desenvolvimento de modelos espectrais para estruturas complexas. No contexto exposto, no
capítulo 6 apresentou-se uma análise dos índices baseados nas normas H2, H∞ e CCDM. Foi
possível verificar que as amplitudes dos índices são menores a medida que a estrutura tem mais
amortecimento. Assim, destaca-se que uma analise semelhante, via modelo SEM, é recomen-
dada previamente a escolha do índice a ser utilizado em um processo de monitoramento, pois
sinais experimentais (logo, com ruído) podem gerar falsos diagnósticos de danos uma vez que
eventuais pequenas diferentes devido ruídos podem gerar valores de índices na mesma ordem
de grandeza que aqueles de fato obtidos devido à presença de danos. Neste sentido, neste tra-
balho também é proposto o cálculo de um índice de correlação modificado tal que é possível
obter valores maiores para estruturas com maior amortecimento. Contudo, entende-se que o
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uso combinado de diferentes índices pode favorecer a tomada de decisão e reduzir o número de
falsos alarmes.

Finalmente, destaca-se que as aplicações de controle de vibrações e monitoramento estru-
tural em vigas podem ser avaliadas de forma ampla ao se utilizar a modelagem espectral. Em
particular, nesta tese empregou-se o modelo de viga de Timoshenko com PZTs acoplados e,
visto que o número de graus de liberdade do elemento piezelétrico é maior que o elemento
convencional de viga de Timoshenko, no modelo da estrutura base se considerou também o ele-
mento de barra (com grau de liberdade longitudinal) para assegurar consistência na modelagem.
Verificou-se que a não inclusão deste grau de liberdade no modelo é equivalente a negligenciar
o grau de liberdade longitudinal do modelo de PZTs e, consequentemente, não é possível se
obter um modelo de acoplamento representativo. Em particular nesta tese não foram consider-
ados termos de acoplamento entre as equações de Timoshenko (da viga base) com a equação
da barra e, portanto, futuros trabalhos podem ser desenvolvidos explorando este tópico. Ainda
neste aspecto, destaca-se também que o modelo de PZT considerado apresenta também graus de
liberdade adicionais que, evidentemente, devem ser considerados de forma consistente na mon-
tagem das matrizes globais de massa e rigidez do sistema espectral resultante na união entre
elementos. Para clareza de entendimento, destaca-se que o esquema de montagem das matrizes
globais são equivalentes – na prática idêntico – ao procedimento empregado para análises via
método dos Elementos Finitos. Portanto, nesta tese não são apresentados detalhes do processo.

Destaca-se como principais contribuições desta tese os seguintes tópicos:

• a utilização do método de Elementos Espectrais para aplicações de controle e moni-
toramento estrutural simultaneamente. Isto é possível pois o projeto de controle uti-
liza forças em baixas frequências, enquanto a técnica de SHM baseada em impedância
eletromecânica utiliza forças em altas faixas de frequências. Portanto, a força total a ser
aplicada na estrutura pode conter estas duas componentes. O termo de alta frequência
não infere no controle e o termo de baixa frequência não interfere no SHM.

• estruturas multi camadas utilizando a formulação de Timoshenko foi apresentada e dis-
cutida, mostrando detalhes não encontrados na literatura.

• o desenvolvimento de uma metodologia de inclusão de ganhos de controle por realimen-
tação na formulação espectral;

• a discussão de alguns dos índices de detecção de danos mais comuns em termos de sev-
eridade de dano e nível de amortecimento estrutural, ficando sugerido um processo de
análise similar preliminarmente as aplicações reais de engenharia baseadas evidentemente
em dados de experimentos.
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7.1 SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS

A seguir são apresentadas algumas sugestões de trabalhos futuros que podem ampliar o
entendimento dos tópicos contidos neste trabalho de tese.

• utilizar o SEM para modelar estruturas flexíveis mais complexas como placas e treliças.

• criar pacotes (bibliotecas) que facilitem a disseminação do SEM.

• avaliar diferentes técnicas de controle por realimentação bem como discutir níveis de
forma requeridos;

• avaliar outros índices de detecção de danos e diferentes posições de dano relativa ao
sensor e atuador;

• discutir influências de tamanho de transdutores.

• comprovar a técnica experimentalmente, isto é, utilizar simultaneamente os mesmos atu-
adores e sensores para o controle e o monitoramento estrutural.
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APÊNDICE A - MATRIZES UTILIZADAS NO MÉTODO DOS ELEMENTOS
FINITOS

Nesta seção apresenta-se as matrizes do sistema para o método dos Elementos Finitos.

A.1 MÉTODOS DOS ELEMENTOS FINITOS

As matrizes de rigidez e massa para os modelos calculados via o Método dos Elementos
Finitos estão listadas abaixo. A matriz de amortecimento é calculada como uma combinação
das matrizes de massa e rigidez.

Matrizes de rigidez e massa para uma barra

KB =
EA
L

[
1 −1
−1 1

]
(195)

MB =
ρAL

6

[
2 1
1 2

]
(196)

Viga de Euler-Bernoulli

KEB =
EI
L3


12 6L −12 6L

6L 4L2 −6L 2L2

−12 −6L 12 −6L

6L 2L2 −6L 4L2

 (197)
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MEB =
ρAL
420


156 22L 54 −13L

22L 4L2 13L −3L2

54 13L 156 −22L2

−13L −3L2 −22L 4L2

 (198)

Viga de Timoshenko

KT =
EI

L3(1+φ)


12 6L −12 6L

6L 4L2 +φL2 −6L 2L2−φL2

−12 −6L 12 −6L

6L 2L2−φL2 −6L 4L2 +φL2

 (199)

MT =
ρAL

(1+φ)2


m1 +MT m7 m2 +MT m8 m3−MT m7 −m4 +MT m8

m2 +MT m8 m5 +MT m9 m4−MT m8 −m6 +MT m10

m3−MT m7 m4−MT m8 m1 +MT m7 −m2 +MT m8

−m4 +MT m8 −m6 +MT m10 −m2−MT m8 m5 +MT m9

 (200)

sendo MT = (r2/L2), φ =
12EI

kAGL2 e r2 = I/A. Também,

m1 =
13
35

+
7φ

10
+

φ 2

3
m2 =

11L
210

+

(
11φ

120
+

φ 2

24

)
L

m3 =
9
70

+
3φ

10
+

φ 2

6
m4 =

13L
420

+

(
3φ

40
+

φ 2

24

)
L

m5 =
L2

105
+

(
φ

60
+

φ 2

120

)
L m6 =

L2

140
+

(
φ

60
+

φ 2

120

)
L

m7 =
6
5

m8 =

(
1

10
− φ 2

2

)
L2

m9 =

(
2

15
+

φ

6
+

φ 2

3

)
L2 m10 =

(
−1
30
− φ

6
+

φ 2

6

)
L2

(201)
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Matrizes de rigidez, massa e amortecimento para uma viga de duas camadas

M = MρA−Mα +Mγ

C =CcA +Cc1−Cc4

K = KEA +KEI−Kβ +KF

(202)

com

MρA =
ρAL
420

[
A1 A2

AT
2 A3

]
Mα =

α

12

[
A4 A5

AT
5 A6

]
Mγ =

γ

30L

[
A7 A8

AT
8 A9

]
(203)

CcA =
cAL
420

[
A1 A2

AT
2 A3

]
Cc1 =

c1

30L

[
A7 A8

AT
8 A9

]
Cc4 =

c4

12

[
A4 A5

AT
5 A6

]
(204)

KEA =
EA
L

[
C1 −C1

−CT
1 C1

]
KEI =

EI
L3

[
A10 A11

AT
11 A12

]
(205)

Kβ =
β

L

[
C2 −C2

−CT
2 C2

]
KF =

F
30L

[
A13 A14

AT
14 A15

]
(206)

e

A1 =

 140 0 0
0 156 22L

0 22L 4L2

A2 =

 70 0 0
0 54 −13L

0 13L −3L2

A3 =

 140 0 0
0 156 −22L

0 −22L 4L2

 (207)

A4 =

 0 −6 L

−6 0 0
L 0 0

 A5 =

 0 6 −L

−6 0 0
−L 0L 0

 A6 =

 0 6 L

6 0 0
L 0 0

 (208)

A7 =

 0 0 0
0 36 3L

0 3L 4L2

 A8 =

 0 0 0
0 −36 3L

0 −3L −L2

 A9 =

 0 0 0
0 36 −3L

0 −3L 4L2

 (209)
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A10 =

 0 0 0
0 12 6L

0 6L 4L2

 A11 =

 0 0 0
0 −12 6L

0 −6L 2L2

 A12 =

 0 0 0
0 12 −6L

0 −6L 4L2

 (210)

A13 =

 0 0 0
0 36 3L

0 3L 4L2

 A14 =

 0 0 0
0 −36 3L

0 −3L −L2

 A15 =

 0 0 0
0 36 −3L

0 −3L 4L2

 (211)

C1 =

 1 0 0
0 0 0
0 0L 0

 C2 =

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 (212)
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APÊNDICE B - CÁLCULO DO NÚMERO DE ONDA ATRAVÉS DAS
MATRIZES DE ESTADO

Nesta seção apresenta-se as matrizes apresentadas no capítulo ?? para calcular o número de
onda para uma viga de Timoshenko de duas camadas.

B.1 MATRIZES DE ESTADOS

Elementos da matriz A

A =


A11 0 A13 A14

0 A22 0 0
A31 0 A33 A34

A41 0 A43 A44

 (213)

com
A11 = EbAb +EpAp;
A22 = GbAb +GpAp;
A33 = EbIb +EpAp

h2
o

4 ;

A44 = Ap
ĥ1
h1
(CD

11
Î1
ĥ1
− h2

31
β s

33

ĥ1
h1
);

A13 = A31 =−EpAp
ho
2 ;

A14 = A41 =−EpAp
ĥ1
h1

;

A34 = A43 = EpAp
ho
2

ĥ1
h1

;

Elementos da matriz B

B =


0 0 0 0
0 0 B23 B24

0 B32 0 0
0 B34 0 0

 (214)
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com B23 =−B32 =−GbAb; B24 =−B42 =−GpAp

Elementos da matriz C

C =


C11 0 C13 C14

0 C22 0 0
C31 0 C33 C34

C41 0 C43 C44

 (215)

com
C11 =C22 = mb +mp;
C33 =−GbAb

ω2 +ρbIb +mp
h2

o
4 ;

C44 =−(
GpAp

ω2 −mp
Î1
h1
);

C13 =C31 =−mp
ho
2 ;

C14 =C41 =−mp
ĥ1
h1

;

C34 =C43 = mb
ho
2

ĥ1
h1

;

Elementos da matriz P

P =



ΛT
1 (1) ... ΛT

8 (1)
ΛT

1 (2) ... ΛT
8 (2)

ΛT
1 (3) ... ΛT

8 (3)
ΛT

1 (4) ... ΛT
8 (4)

ΛT
1 (1)expk1L ... ΛT

8 (1)expk8L

ΛT
1 (2)expk1L ... ΛT

8 (2)expk8L

ΛT
1 (3)expk1L ... ΛT

8 (3)expk8L

ΛT
1 (4)expk1L ... ΛT

8 (4)expk8L


(216)
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Elementos da matriz Q

Q =



Q1i ...

Q2i ...

Q3i ...

Q4i ...

Q5i ...

Q6i ...

Q7i ...

Q8i ...


(217)

com
Q1i =(EbAb+EpAp)kiΛ

T
i (1)+

h2
31Ap
β s

33L ΛT
i (1)−EpAp

ho
2 kiΛ

T
i (3)−

h2
31Ap
β s

33L
ho
2 ΛT

i (3)−EpAp
ĥ1
h1

kiΛ
T
i (4)−

h2
31Ap
β s

33L
ĥ1
h1

ΛT
i (4);

Q2i = (GbAb +GpAp)kiΛ
T
i (2)−GbAbΛT

i (3)−GpApΛT
i (4);

Q3i =−EpAp
ho
2 kiΛ

T
i (1)−

h2
31Ap
β s

33L
ho
2 ΛT

i (1)+(EbIb+EpAp
h2

o
4 )kiΛ

T
i (3)+

h2
31Ap
β s

33L
h2

o
4 ΛT

i (3)+EpAp
ho
2

ĥ1
h1

kiΛ
T
i (4)+

h2
31Ap
β s

33L
ho
2

ĥ1
h1

ΛT
i (4);

Q4i =−EpAp
ĥ1
h1

kiΛ
T
i (1)−

h2
31Ap
β s

33L
ĥ1
h1

ΛT
i (1)+EpAp

ho
2

ĥ1
h1

kiΛ
T
i (3)+

h2
31Ap
β s

33L
ho
2

ĥ1
h1

ΛT
i (3)+Ap

ĥ1
h1
(CD

11
Î1
ĥ1
−

h2
31

β s
33

ĥ1
h1
)kiΛ

T
i (4)+

h2
31Ap
β s

33L
ĥ2

1
h1

ΛT
i (4);

Q5i =−Q1i expkiL; Q6i =−Q2i expkiL; Q7i =−Q3i expkiL;Q8i =−Q4i expkiL.

B.1.1 Matriz Espectral

S = QP−1 (218)
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APÊNDICE C - GANHO DO REGULADOR LINEAR QUADRÁTICO

Esta seção apresenta as informações básicas da formulação do controlador LQR.

C.1 REGULADOR LINEAR QUADRÁTICO

Considere um sistema contínuo, linear e invariante no tempo representado pelo diagrama
de blocos da figura 82 e descrito pela seguinte equação em espaço de estados

ẋ = Ax+Bu
y = Cx+Du (219)

Na equação (219), A é a matriz de estados (matriz dinâmica), B é a matriz de entrada, C é a
matriz de saída, D é a matriz de transmissão direta, x é o vetor de estados, u é o vetor de entrada
e y é o vetor de saída. Todos os vetores são dependentes do tempo, mas a variável t será omitida
por simplicidade.

Figure 82 - Diagrama de blocos de um sistema contínuo.

Fonte: dados do próprio autor.

A relacão entre a função de transferência Y e as matrizes de estado de um dado sistema é
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obtida aplicando a transformada de Laplace na equação 219 e é dada por

Y = C(sI−A)−1B+D (220)

sendo s uma variável complexa e I a matriz identidade de dimensões apropriadas.
A função de transferência de um sistema em malha fechada, figura 83, realimentada por um
ganho K é dada por

Figure 83 - Diagrama de blocos de um sistema em malha fechada.

Fonte: dados do próprio autor.

Ycontrol(ω) =
Y(ω)

1+KY(ω)
(221)

Um problema de controle ótimo consiste em encontrar um sinal de controle u que, para um
dado estado inicial diferente de zero x(0), leve o sistema para o estado zero, x = 0, de maneira
ótima, isto é, minimizando a seguinte função custo

J =
∫

∞

0
(xTQx+uTRu)dt (222)

As matrizes Q e R são matrizes de peso que relacionam a importância de cada estado e a
quantidade de energia necessária para o melhor desempenho do controlador, respectivamente, e
podem ser obtidas por tentativa e erro. Uma solução ótima, para qualquer estado inicial, é dada
por

u =−Kx (223)

sendo K o ganho do controlador obtido resolvendo a seguinte equação

K = R−1BTP (224)

e P = PT ≥ 0 é a única solução da Equação Algébrica de Riccati (ARE, do inglês Algebraic

Riccati Equation)

ATP+PA−PBR−1BTP+Q = 0 (225)
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O controle LQR está intimamente ligado ao modelo em espaço de estados. Modelos em outras
representações devem ser convertidos para espaço de estados para serem utilizados com o cont-
role LQR. Maiores detalhes sobre a modelagem em espaço de estados e o controle LQR podem
ser encontrados em (OGATA, 2003) ou (DORF ; BISHOP, 2001).
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