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RESUMO

A ideia central deste trabalho € utilizar o método dos Elementos Espectrais (SEM, do inglés
Spectral Element Method) para aplicacdes de controle ativo de vibragdes e monitoramento da
integridade estrutural (SHM, do inglés Structural Health Monitoring). Diversos trabalhos tém
abordado estes topicos de forma independente. No entanto, para aplicacdes reais de engen-
haria, utilizar os mesmos atuadores, sensores e sistemas de aquisicdo de dados para controle
e monitoramento pode reduzir investimentos e simplificar processos. Por esta motivagado, este
trabalho apresenta um estudo de modelos espectrais para estruturas do tipo viga considerando
aplicacdes de controle de vibracdes e monitoramento da integridade estrutural. Na modelagem
sdo considerados os modelos de vigas de Euler-Bernoulli e Timoshenko, além de transdutores
piezelétricos acoplados. A técnica de controle classico PID (Proporcional, Integral, Deriva-
tivo) é explorada e uma nova modelagem & proposta para se considerar técnicas modernas de
controle por realimentacio de estados na formulacao espectral. Em particular, discute-se o con-
trolador LQR (do inglés, Linear Quadratic Regulator), no entanto, a metodologia permite se
considerar outras técnicas de controle por realimentacdo baseada na representacdo no espago
de estados. Também, especificamente para monitoramento estrutural, no presente trabalho
de tese apresenta-se uma discussdo sobre indices de deteccdo de danos. Indices de detecgdo
calculados a partir de sinais experimentais t€ém sido amplamente utilizados em trabalhos da
literatura de SHM. No entanto, pouco tem sido esclarecido sobre seus comportamentos em
func¢do das caracteristicas estruturais e dos danos. Neste sentido, o presente trabalho apresenta
uma discussdo do comportamento de indices baseados na norma H,, norma H., e no CCDM
(Correlation coefficient deviation metric), para duas faixas de frequéncia, em fun¢do da severi-
dade do dano e quantidade de amortecimento no sistema. Os resultados obtidos indicam que
a formulag@o por Elementos Espectrais ¢ adequada para viabilizar os projetos simultaneos de
um controlador de vibragdes e um sistema de monitoramento estrutural utilizando os mesmos

equipamentos e simplificando anélises ao se utilizar um tnico modelo dindmico do sistema.

Palavras-chave: Método dos elementos espectrais. Controle de vibracdes. Monitoramento da

integridade estrutural. Impedancia eletromecanica. Modelagem matematica.



ABSTRACT

The main idea of this thesis is to use the Spectral Element Method (SEM), in applications of Ac-
tive Vibration Control (AVC) and Structural Health Monitoring (SHM). These two topics have
been approached in several works, but in an independent way. However, for real engineering
applications, to use the same actuators, sensors and data acquisition systems to active control
and structural monitoring can reduce the costs and simplify processes. For this reason, this
thesis presents a study of spectral models for beam-like structures considering applications of
vibration control and structural health monitoring. The Euler-Bernoulli and Timoshenko beam
theories are used in the spectral modelling and the piezelectric transducers bonded in the struc-
tures are also considered. A classical control technique, PID (Proportional, Integral, Derivative)
is explored and a new modelling approach to consider modern control methods of state feed-
back is proposed in spectral formulation. In particular, the Linear Quadratic Regulator (LQR)
is discussed, however, this methodology allows for any other state feedback control techniques
based in state space representation. Also, specifically for structural monitoring, is presented a
discussion about damage detection indices. Detection indices computed from experimental data
have been widely used in SHM studies. However, little has been clarified about their behaviours
due to structural characteristics and damages. In this context, this work presents a discussion
of the behaviour of indices based in the H, norm, H., norm and CCDM (Correlation coefficient
deviation metric), for two frequency ranges, depending on the severity of damage and amount
of damping in the system. The obtained results indicate that the spectral element formulation
is suited to enable the simultaneous design of a vibration controller and a structural monitoring
system using the same data acquisition systems and simplifying analysis when using just one

dynamic model of the system.

Keywords: Spectral element method. Vibration control. Structural health monitoring. Elec-

tromechanical impedance technique. Mathematical modelling.
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1 INTRODUCAO

O comportamento e as caracteristicas dindmicas de uma estrutura sao de grande importan-
cia na engenharia, de maneira que, € necessario predizé-las de maneira eficiente e econdmica.
O Meétodo dos Elementos Finitos (FEM, do inglés, Finite Element Method) é um dos méto-
dos computacionais mais utilizados em muitas dreas da engenharia e da ciéncia. Embora este
método possa ser usado em diversos tipos de geometria, condi¢cdes de contorno e materiais, ele
também apresenta limitacdes para obter solucdes precisas, especialmente para problemas em

alta faixa de frequéncia.

O Método dos Elementos Espectrais (SEM, do inglés, Spectral Element Method) é uma
técnica relativamente nova que, de algum modo, combina a flexibilidade geométrica, as carac-
teristicas comuns e as vantagens competitivas dos métodos de ordem mais baixa (FEM) com
a exatidao e a convergéncia rdpida dos métodos de ordem mais alta (métodos espectrais). O
SEM ¢é semelhante ao método dos Elementos Finitos em alguns aspectos, mas a grande difer-
enga é que enquanto no FEM as matrizes elementares (matrizes de massa e rigidez) sdo es-
critas nos dominio do tempo, no SEM a matriz espectral € escrita no dominio de frequéncia.
Isso permite que a inércia da massa distribuida seja representada de uma forma exata. Conse-
quentemente, esta formulag@o espectral permite a descri¢do exata das solu¢des dindmicas. As
respostas dinamicas de uma estrutura sdo entdo obtidas no dominio de frequéncia. As respostas

no dominio do tempo podem ser obtidas através da transformada inversa de Fourier.

Neste contexto, diversas aplicagdes tém envolvido modelagem espectral. Destacam-se en-
tre topicos de grande interesse da engenharia as aplicagdes de controle ativo de vibragdes e o
desenvolvimento de sistemas de monitoramento da integridade estrutural. Ambos temas tém
sido amplamente explorados por diversos pesquisadores, porém, de forma independente. No
entanto, em algumas aplicagdes os topicos requerem equipamentos semelhantes, ou seja, sis-
tema de aquisi¢ao de dados, sensores e atuadores - e, portanto, uma discussao integrada destas
demandas pode resultar em redugdo de investimentos e simplificacdo de processos de engen-

haria.

O controle de vibragdes em estruturas flexiveis € de grande interesse para a engenharia, pois
vibragdes indesejadas podem surgir nas mais diversas situacdes como em maquinas rotativas,

Onibus, trens e aeronaves, pontes, edificios, entre outros. O excesso de vibragdes pode acarretar
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inimeros problemas como desconforto em automdveis, danos em componentes eletronicos,
ruido sonoro e falhas em equipamentos. A exposicdo humana a vibragao pode resultar em dores,
desconforto e até eficiéncia reduzida. As vibragdes indesejadas podem ser eliminadas através
de técnicas de controle passivo como o balanceamento em méquinas rotativas, a introdu¢do de
amortecimento através de materiais viscoeldsticos e o isolamento de vibragdes inserindo um
novo membro que isola o elemento vibratério da fonte de vibracdo. O uso destas técnicas tem
como desvantagem adicionar massa ao sistema, o que as torna muitas vezes, inconvenientes.
Técnicas de controle de vibragdes modernas permitem reduzir as vibragdes da estrutura sem
adicionar massa ao sistema, tais técnicas sdo conhecidas como controle ativo de vibracdes
(AVC, do inglés, Active Vibration Control). Muitas destas técnicas fazem o uso de materiais
que, quando estdo sujeitos a variacdes de tensdo, temperatura, tensao elétrica, e outras, apre-
sentam mudancas em suas propriedades. Tais materiais sdo chamados de materiais inteligentes.
Projeto de controladores com materiais inteligentes incluem o magnetoreologico (MESQUITA
NETO, 2008) e materiais piezelétricos (PZT, do inglés Lead Zitanate Titanate) (GONCALVES,
2003; SILVA, 2005; GATTI; BRENNAN ; GARDONIO, 2007; BUENO, 2007).

Também com significativa demanda na engenharia, 0 monitoramento da integridade estru-
tural (SHM, do inglés, Structural Health Monitoring) tornou-se nas ultimas décadas uma tépico
de grande importancia para diversos sistemas mecanicos. O monitoramento constante de estru-
turas mecanicas, civis e aeroespaciais, possibilita segurancga e reduz custos de manutencao. Nos
EUA mais de $ 200 bilhdes sdo gastos anualmente na manutengdo de fabricas, equipamentos e
instalacdes (GIURGIUTIU, 2008).

O monitoramento da integridade estrutural é feito através de intimeras técnicas, como
Impedancia eletromecanica (BAPTISTA, 2010; GONZALEZ, 2012; PEAIRS, 2006), inteligén-
cia artificial (FRANCA, 2014), series temporais (SILVA, 2008; SHIKI, 2016), algoritmos genéti-
cos (TEBALDI, 2004), andlises de propagacdo de ondas (FRANCO, 2009), entre outras. De
modo geral, em diversas abordagens, o monitoramento € feito comparando sinais da estrutura
saudavel (baseline) com dados que podem apresentar danos. Os materiais piezelétricos desem-
penham um importante papel em SHM, pois podem ser usados como sensores e atuadores, €

devido a sua natureza, podem ser usados em avaliacdes nao-destrutivas.

Diante do exposto, o presente trabalho apresenta um estudo do método dos Elementos Es-
pectrais para aplicacdes de controle de vibragdes e monitoramento da integridade estrutural.
A seguir apresenta-se os objetivos gerais e especificos do trabalho. O capitulo 2 apresenta a
formulacdo basica para vigas e barras e o capitulo 3 a modelagem para vigas com diferentes
materiais, denominadas multicamadas. Ainda, o capitulo 4 apresenta a modelagem do acopla-
mento de transdutores piezelétricos a vigas. Os capitulos 5 e 6 apresentam, respectivamente,
as aplicagdes de controle de vibragdes e monitoramento da integridade estrutural. O capitulo 7

apresenta as consideragdes finais € o anexo A apresenta informagdes gerais sobre o método
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dos Elementos Finitos usado para comparagdo de resultados. Finalmente, o anexo B apresenta
detalhes complementares da formulacdo da viga de Timoshenko de duas camadas e anexo C a

formulagdo basica do controlador LQR utilizado no trabalho.

1.1 OBJETIVOS DO TRABALHO

O objetivo principal deste trabalho € discutir o método dos Elementos Espectrais para o
projeto simultaneo de sistemas de controle ativo de vibracdes e monitoramento da integridade

estrutural.

Destacam-se entre os objetivos secundarios os seguintes topicos:

e desenvolver uma formulacdo para inclusdo de ganhos de controle por realimentacdo de

estados nas formulagdes por Elementos Espectrais;

e discutir o comportamento de indices de deteccdo de danos, amplamente utilizados na
literatura de SHM experimental, em fungao da severidade de um dano em uma estrutura

do tipo viga;

e avaliar o comportamento de indices de detec¢ao de danos para diferentes quantidades de

amortecimento estrutural visando auxiliar o projeto de sistemas de SHM.
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2  METODO DOS ELEMENTOS ESPECTRAIS

A formulacdo de um modelo para uma estrutura utilizando a metodologia de Elementos
Espectrais € bastante similar aquela que € feita utilizando o método de Elementos Finitos. A
grande diferenca é que, de modo geral, a formulacdo com elementos espectrais comega trans-
formando a equacdo diferencial parcial, que rege o movimento, do tempo para o dominio da
frequéncia usando a Transformada Discreta de Fourier. Nos problemas de uma dimensao, como
resultado da Transformada Discreta de Fourier, a varidvel temporal desaparece e a frequéncia se
transforma em uma varidvel independente, transformando a equacao diferencial parcial original
no dominio do tempo em uma equacao diferencial ordindria no dominio da frequéncia, cuja
solugdo € obtida de maneira exata. Neste capitulo serd apresentada a formulacdo para elemento
espectral baseada na relagdo for¢ca-deslocamento. Formula¢des baseadas no método variacional
ou no método de vetor de estado também s@o muito utilizadas, mas ndo serdo apresentadas neste

trabalho. Estas formulacdes podem ser encontradas em (LEE, 2009).

2.1 FORMULACAO BASEADA NA RELACAO FORCA-DESLOCAMENTO

A formulacdo de um modelo de elemento espectral para uma estrutura € feita através da
relacdo direta entre as forcas e deslocamentos nodais. De acordo com (LEE, 2009), a equagdo
que governa o movimento de uma estrutura sujeita a vibracdes forcadas pode ser representada

simbolicamente por

Lu(x,t) + Mii(x,t) = p(x,t) (1)

sendo L o operador estrutural diferencial linear dependente tanto do tempo ¢ quanto do espaco
x, € Ml o operador inercial. A derivada com relacdo ao tempo ¢ € denotada por ponto (.). Os

vetores de deslocamento e forcas externas sdo respectivamente, u(x,) e p(x,t).

Assumindo que a representacdo espectral das forcas externas é dada por

1 N—1

px,t) = N P, (x, @,) expiw"t 2)
n=0
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sendo P,(x,®,) os componentes espectrais (ou os coeficientes de Fourier) do vetor de forgas
externas p(x,t), @ a varidvel frequencial e i = v/—1 a unidade imagindria . De maneira similar,

a solucdo da equacao (1) pode ser dada por

1 N—1 )
u(x1) = 5 ), Un(x, @) exp™™" 3)
n=0

sendo U, (x, @,) os componentes espectrais do vetor de deslocamento u(x,?).

Substituindo as equacdes (2) e (3) na equacdo (1) e assumindo que os componentes espec-

trais satisfazem a equacao (1) em cada componente de frequéncia, obtém-se
LU, (x, 0,) — 0F MU, (x, ) = Py(x, @) 4)

com IL sendo o operador estrutural linear diferencial no dominio espacial.

As fungdes de forma no dominio da frequéncia, que serdo usadas para obter a matriz de

elemento espectral, podem ser obtidas da equacdo homogénea

LU, (x, @) — 0*MU,(x,,) =0 (5)

Por simplicidade, o subscrito n pode ser omitido, e a equacao (5) se escreve como

LU (x, ®) — @*MU (x,0) = 0 (6)

Uma solucdo geral para a equacio (6) € dada pela solu¢do harmonica
U(x) = cexp 7

sendo ¢ um vetor constante € k o nimero de onda. Substituindo a equagdo (7) na equacao (6) se

obtém o seguinte problema de autovalor

Ak, 0)c =0 ®)

Para que a equacdo (8) tenha solugdo nao trivial, o determinante da matriz deve ser zero, ou

seja
det |(A(k,0)[ =0 ©)
Este determinante fornece a equacao caracteristica cujas raizes sao os nimeros de onda

kp + a1y (@)K + o, 5 (@)K 4 L+ o (@) + (@) =0 (10)

A equagio (10) € chamada de relacdo de dispersdo, com ky, ko, ..., k,, suas raizes distintas,



23

dependentes da frequéncia @. Os autovetores ¢; podem ser obtidos da equacao (8) como

1
Cc=aq; :ai¢,~ iZl,...,p (11)
{ hi }

O autovetor ¢; € normalizado de maneira que uma componente do vetor normalizado ¢;
torna-se unitdria e as outras componentes sdo alocadas no vetor f3;. As constantes a; sao deter-
minadas de maneira que satisfacam as condicdes de contorno associadas ao problema. Assim
que as solucdes que satisfazem o problema de autovalor da equacgao (8) s@o encontradas, isto €,

k; e ¢j, a solucdo geral da equacdo (6) pode ser escrita como
P .
U(x) =Y ¢rexp %@ g, =E(x,0)a (12)
i=1

sendo

E(X, (D) = [(pl (PZ (])p]A(X, (D)
A(x,0) = diag[exp k(@] (13)

a= [al apy ... ap]T

Para um elemento finito de comprimento L, a equacao (12) deve satisfazer as condi¢des de
contorno geométricas e naturais no nés x = 0 e x = L, os deslocamentos espectrais nodais e

angulos (ou, ou graus de liberdades nodais) e as forcas espectrais nodais (ou, for¢cas nodais).

Os deslocamentos sdo geralmente chamados de varidveis primdrias e suas especificacoes de
contorno constituem as condi¢des de contorno geométricas. As varidveis primdrias podem ser

relacionadas com os deslocamentos na forma
D(x) = LGBU<)C) (14)

com Lgp o operador diferencial linear para as condi¢des de contorno geométricas.

Substituindo a equacdo (12) na equagdo (14) e entdo considerando os graus de liberdade

nodais d especificados nos dois n6s do elemento, obtém-se (LEE, 2009)

(zm)-
D(L)

Isolando o vetor constante a da equacao (12) e substituindo na equagdo (15), a solucdo geral

a=H(w)a (15)

LggE(x, 0)|x=0
LogE(x, 0)|x=1

pode ser reescrita em termos do vetor de graus de liberdade nodais como

U(x) =N(x,0)d (16)
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sendo N(x, @) fun¢des de forma definidas por

N(x,0) =E(x,0)H (o) (17)

As forgas inerciais e os momentos sdo geralmente chamados de varidveis secunddrias e suas
especificagdes de contorno constituem as condi¢cdes de contorno natural. A teoria de resisténcia
dos materiais nos fornece a relagdo entre as varidveis secunddrias e os deslocamentos na forma
de

F(x) = LNBU(X) (18)

com Lyp o operador diferencial linear para as condi¢cdes de contorno naturais.

Substituindo a equacdo (16) na equagdo (18), e entdo considerando as forgas nodais f,, que

s@o as cargas concentradas nos dois nés do elemento, obtém-se a equagao de elemento espectral

= FOV_[ LNl |y g (19)
+F(L) +LgN(x, 0)[x=L
com
—LyaN(x, ®)|x=0 .
S = =G H 20
@ =| e = Gl o )
e
G(0) = —LngE(x, @)]=0 1)

+LNBE(X, (D) ‘x:L

A matriz S(®) é a matriz de rigidez dindmica exata, no dominio da frequéncia, mais con-
hecida na literatura como matriz do elemento espectral. Na equagdo (19), os sinais mais (+) e
menos (-) refletem a diferenga entre as convencdes de sinais usadas na teoria de resisténcia de
materiais e aquelas usualmente adotadas nos métodos de Elementos Finitos ou de Elementos
Espectrais. Na secdo seguinte serd apresentado o modelo do método de elementos espectrais

para a teoria de vigas através da formulacdo for¢a-deslocamento.

2.2 VIGAS EM FLEXAO

Sao consideradas vigas estruturas cuja dimensao da se¢do transversal € pequena comparada

com seu comprimento. Na pratica, a regra tem a seguinte relagao
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comprimento
Comprimento - 1o

largura

O modelo matemadtico para uma viga pode ser obtido examinando a se¢do de uma viga de
se¢do transversal sujeita a uma forga externa distribuida f(x,7), conforme ilustrado na figura 1.
Os esforcos para uma se¢do elementar sdo apresentados em destaque na figura 2. Nesta figura,
w € o deslocamento transversal, 0 rotacdo, Q forca cortante, M momento fletor e dx indica um

diferencial de secao de viga.

Aplicando a 2? lei de Newton no elemento da figura 2, na direcdo y tem-se a relagdo a

seguir.
9%?w(x,t)
2
pAdx% = Q(x.1) — |Q(x,1) + %dx + £ (x,1)dx (23)
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Figure 1 - Ilustracdo de um elemento de viga.

y
fx,t)

111 H EEEEE

w(x, t)
/ "
Z

Fonte: dados do préprio autor.

Figure 2 - Secdo de um elemento de viga.

w(x, t)‘ ) 0(x,t)
fxt)

Fonte: dados do préprio autor.

Simplificando a equacdo (23) é possivel reescrever

9%w(x,t)  9Q(x,1)
pA atz - ax +f(x7l) (24)

com p a densidade do material e A a 4rea da secao transversal.
Os momentos em relagdo ao centro de gravidade do elemento da figura 2 sdo dados por

920 (x,1)

MZ = pIde

(25)
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9%0(x,1) IM (x,1) d0(x,1) dx?
plde = |M(x,t)+ de} —M(x,t)+ [Q(x,t) + de dx-l-f(x,t)T
(26)
simplificando a equacdo (26), resulta em
9%0(x,t)  IM(x,1)
pI=— 3 = s+ 0(xt) 27)

com I o momento da 4rea da segdo transversal e dx’> assumido como zero uma vez que dx é
suficientemente pequeno. Mais detalhes dessa formulacido podem ser encontrados em (INMAN,
2001) ou (RAO, 2008).

Usando a teoria de resisténcia dos materiais, as relacdes entre Q, M, w, e 6 sdo

M:Ela—e 0 =«xAG Q—a—w (28)
ox ox

com E sendo o médulo de Young (ou de eleasticidade), G o mddulo de cisalhamento e kK o
fator de correcdo de cisalhamento. O mdédulo de cisalhamento G e o mddulo de Young estio
relacionados pela expressdo E = 2(1+ v)G, sendo v o coeficiente de Poisson (HIBBELER,
2010), (BEER; JHONSTON JUNIOR., 1989). As varidveis independentes x e ¢ foram omitidas

para simplificar a notacdo.

2.2.1 Viga de Timoshenko

Utilizando as equacgdes (24), (27) e (28) a equacdo de movimento para uma viga de Timo-

shenko € dada por

d?w(x,1) *w(x,t)  90(x,t)
pAT = KGA ( 9x2 - Ox ) +f(.x,t)

(29)

226(x,1) 26 dw(x,t)

pl 52 =EI 2 +KAG< o G(x,t))
A equacdo para o movimento livre é
*w(x,t)  90(x,t) d*w(x,1)

KGA( o2 ox ) “PATG =0

(30)

920 (x,1) dw(x,t) 9’0
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Assumindo uma solu¢do da equacdo (30) na forma espectral

1 .
w(x,t) = N YN W (x, @) exp’@!
(31)

1 .
0(x,t) = N ﬁlvz_ol 0O, (x, @,) exp'®’

Substituindo a equagao (31) na equacao (30), obtém-se

W 00 5

(32)

2
E18—®+ KGA a—W—G) +pl*® =0
dx? dx

As solucdes gerais para a equacao (32) sao
W (x) = aexp(@)
(33)
O(x) = Baexpk(@)x
Substituindo a equacao (33) na equacao (32) obtém-se o seguinte problema de autovalor

KGAK? — pAw? —ikkGA 1l ]o 34)
ikicGA —EIK* — kGA + plw? B[ 1o

A equacdo (34) fornece a seguinte relacio de dispersado a partir do polindmio caracteristico

da matriz
K — kil — k(1= mikg) =0 (35)
com
1/4 1/4
_ pA _ pA 36
kF_\/E(EI) kG_\/E(KGA) (36)
c
=M+ _ P _ 37
n=mn-+n, Ul—pA, nZ_KGA (37)

Resolvendo-se a equacgdo (35), obtém-se as quatro raizes, que representam os nimeros de
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ondas

1
ki =—ky= Ekp\/nk% + \/nzk?;+4<l — Thké) =k

(38)

ky = —ky = —kF\/nk2 \/n2k4 +4(1—mkg) =k

sendo k; e k. nimero de onda.

Da primeira linha da equacgdo (34), pode se obter a seguinte relacdo, que indica uma razao entre

as amplitudes @ e W,

Bil@) = 506 ~k6) = —irp(@) p=123.4 (39)
com

() = é(kf, s (40)

Usando os quatro ndmeros de onda obtidos pela equagao (35), a solucao geral da equagao (33)

pode ser escrita como

W(x,®) = aj exp~ ¥ +as exp™* +azexp** +-agexp** = ey (x, ®)a
(41)
O(x, w) = Bras exp ¥ 4 Bras exp™* 4 Byaz exp~ke* 4 Byag exp™ et = eg(x, w)a
com
T
a:{ ay ay az a4 } (42)
e
ey = [ exp—iktx eXpik,x CXp_ikex expikex
ep = eyB(m) (43)

B(w) = diag By ()]

Os deslocamentos nodais espectrais e as rotagdes nodais espectrais de uma viga de Timo-

shenko de comprimento L apresentado a seguir, (Fig. 3), podem ser alocados em um vetor de
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deslocamento d como

Wi W (0)
® O
g—J e l_) eo (44)
%) W(L)
O] O(L)
Figure 3 - Forcas e deslocamentos em um elemento de viga de Timoshenko.
w; W,
(|
Q(x)
CI-D CI-DMZ
Fonte: Adaptado de (LEE, 2009).
Substituindo as equagdes (41) no lado direito da equagdo (44), resulta em
Cw (07 (0)
0,w
a— | O 1 g (wa 45)
ew (L, (1))
€o (L7 (D)
com
1 1 1 1
Hy (o) —iry zr,l —ir, liel (46)
6[ et ee ee
—ire; —irre; —1 —ir.e, —ireee_1
sendo ¢, e,, 1;, € r. definidos como
= exp il e, = exp kL
47
| 47

LT - k) re=—(kK2—k%)

<
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Usando a equacao (45), o vetor constante a pode ser substituido da equagdo (41), e a solugao

geral pode ser expressa como

W(x) =Nwy(x,w)d

(48)
O(x) =Np(x,0)d
sendo
Nw (x, ®) = ew (x, 0)H;' (o)
(49)
N (x, ®) = e (x, ®)H; ! (0) = ey (x, ®)B(0)H; ' (@)
Da equagdo (28) tem-se
m=£122 0= —KAG (8—W—®) (50)
ox ox
01 —Q(0)
M, —M(0)
f.(w) = = (1)
() 0> O(L)
M, M(L)

Aplicando a equagdo (48) na equacdo (50), e os resultados no lado direito da equagdo (51),

pode se obter a seguinte relagdo

Sr(w)d =f.(w) (52)

com S7(®) a matriz de elemento espectral para uma viga de Timoshenko dada por

Sr(®) =F(0)H; ' (o) (53)

com F(w) a matriz contendo as forgas espectrais em todos os nés, definida pela equacado (54) e
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a matriz H(®) obtida pela equac@o (46).

f.(0) =Fr(o)a (54)
c
Frii Friz Friz Fria
Frio Frn Fraz Froa
Fr(w)= (55)
Friz Fryz Friz Fraa
Fria Frys Fr3a Fraa
com

FT11 = —KGA(—ik;—ﬁl) FT12 = —K'GA(—ik[—ﬁz)

FT13 = —KGA(—ike — B3) Fria= _KGA(ike _ﬁ4)

Fra1 = —EI(—ikB1) Fry = —EI(ik:32)
Fra3 = —EI(—ik.3) Fras = —El(ikefs)
(56)
Fr3) = —Frypexp kil Fr3p = —Frppexp 'kt
Fr33 = —Frizexp kb Fr3s = —Frigexp &
Fr41 = —Fraexp 'kt Fray = —Fryexp &
—ikeL ik L

Fraz = —Frazexp Fraqa = —Frosexp™

Pode-se destacar que a matriz do elemento espectral Sy (@) é equivalente a matriz de rigidez
dindmica calculada através das matrizes de massa M e rigidez K pelo método dos Elementos

Finitos, ou seja,
Sr(0) = K— o’M (57)

no entanto, a abordagem FEM pode implicar em restricao de andlise a determinada faixa fre-
quéncia visto hd necessidade de refinamento na discretizacdo da malha para problemas de alta

frequéncia.
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2.2.2 Viga de Euler-Bernoulli

A equacio de movimento para uma viga de Euler-Bernoulli € obtida desprezando a defor-
2
magdo por cisalhamento Q/(kAG), e a inércia rotacional p/ ag—g’t). Com isto, a forca cortante

Q e arotacdo 0 sdo obtidas pela derivagdo espacial do momento fletor M e do deslocamento w,

respectivamente. Assim

oM
0= - (58)
ow
- 59
0 3 (59)

Utilizando as equagdes (24) e (27), a equacdo de movimento para uma viga de Euler-
Bernoulli ¢ (THOMSON; DAHLEH, 1998)

twix,t) 220(x,1)

A equagdo para o movimento livre € representada por

4 2
Ela w(x,1) n Aa 0 (x,t)

o TPAT 2 =0 1)

Assumindo a soluc@o da equagdo (31) e substituindo na equacdo (61), resulta na seguinte

equacao diferencial

W (x,1)

EI—8x4

— 0?pAW (x,0) =0 (62)

Substituindo a solugdo geral na forma espectral, equacio (33) na equagdo anterior, resulta

na seguinte relacao de dispersao
K —kp=0 (63)

sendo kr o nimero de onda definido por

AN /4
o~ (’;—1) (64)

As quatro raizes fornecidas pela equacdo (63) sao

ki =—ky=kr  ky=—ky=ikp (65)
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Para uma viga finita de comprimento L, a solucao geral € obtida de forma semelhante a da
equacdo (41)

iktx iktx

W (x,) = ajexp” "M% +-ay exp™™ +az exp e +ayexp*e* = e(x,w)a (66)
com

e(x,m) = [ exp kr¥ exphFX expkFr exphr¥ ]

T
a:{al ay ajs a4}

Os deslocamentos nodais espectrais e as rotagdes nodais espectrais de uma viga de Euler-

(67)

Bernoulli de comprimento L podem ser alocados em um vetor de deslocamento d mostrado na
equacgdo (68). As forcas e deslocamentos neste elemento sdo mostradas na figura (4), onde os

subindices 1 e 2 indicam o inicio e o fim do elemento, respectivamente.

e(0,0)
(0,0
a= | O g (0)a (68)
e(L,0)
¢(L,o)
com
1 1 1 1
—ikF ikp ikF kF
Hep(0) = o exp— kel exphrl  expikrl (69)
—ikpexp L —kpexp %L ikpexp®FL  kpexphFl

Figure 4 - Forcas e deslocamentos em um elemento de viga de Euler-Bernoulli.
w; W,
(/I
Q(x)

CI-D o CI-DMz

Fonte: Adaptado de (LEE, 2009).

Através da equagdo (68) o vetor constante a pode ser eliminado da equagdo (66) e a solugdo
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geral pode ser expressa como

W(x) =Np(x,0)d (70)
sendo Np(x, ®) definido de forma similar a equacéo (49), assim
Ng(x,®) = e(x, 0)Hg (@) (71)

As forcas nodais espectrais (forga cortante € momento fletor) definidas para um elemento de

viga de Euler-Bernoulli, podem ser relacionadas com as forcas e momentos correspondentes

definidas por
0 —0(0)
M, —M(0)
f.(w) = = 72
(@) o) O(L) v
M, M(L)

Substituindo a equagdo (70) na equagdo (58) e na primeira parte da equagao (50), e os resultados

no lado direito da equagdo (72), permitem escrever
Sep(w)d(0) = f(o) (73)

com Sgp(®) a matriz de elemento espectral para uma viga de Euler-Bernoulli dada por

Ses() = Frp(0)Hgi(0) (74)
sendo
f.=Fpp(w)a (75)
com
—ik3 —ik3 —ik3 —ik3
]2 12 12 12
Fep(0) = —El — ik e;]:;"le ik3 ex];zikzL ik3 exﬁaﬂ@L ik; eX];4ik4L (76)
k% exp_ile k% exp_ikzL k% exp_ik3L kﬁ exp_ik4L

comk;, j=1,2,3,4 definidos na equagio (65).

A metodologia desenvolvida acima foi aplicada em uma estrutura tipo viga. Os testes foram
realizados nesta estrutura por ser simples e conhecida as propriedades dindmicas exatas. As

propriedades fisicas e geométricas da viga apresentadas na Tabela 4 foram definidas a partir de



um exemplar disponivel em laboratdrio.

Table 4 - Propriedades fisicas e geométricas da viga de aluminio.

Parametrosda Viga ........... Valor ....
Modulo de Young (N/m?) ...... 71 %107 ..
Modulo de Cisalhamento (N /m?) 25,5 x 10°
Fator de Cisalhamento ......... 5/6 ......
Coeficiente de Poisson ......... 0,3 ......
Densidade (kg/m?) ............ 2710 .....
Comprimento (m) .............. 0,395 ....
Largura(m) ................... 0,025 ....
Espessura (m) ................. 0,005 ....
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Na figura 5 observa-se a funcdo de resposta em frequéncia para o modelo de viga de

Euler-Bernoulli apresentado na sec¢do anterior. A resposta em frequéncia via FEM também

€ calculada para esta estrutura. As matrizes de massa e rigidez deste modelo sdo deduzidas
em (LALANNE; BERTHIER, 1983) e sao apresentadas no Apéndice A. Na modelagem FEM

foram utilizados quarenta elementos para se obter resposta equivalente, com critério visual de

comparacao. Para facilitar a comparacdo destes resultados, nao foi considerado amortecimento

estrutural neste elemento.

Figure 5 - Funcdo de Resposta em Frequéncia para uma viga de Euler-Bernoulli.

Magnitude [dB]
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Fonte: dados do préprio autor.
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Figure 6 - Funcdo de Resposta em Frequéncia para uma viga de Timoshenko.
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Figure 7 - Funcdo de Resposta em Frequéncia (1? faixa de freq.).
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Figure 8 - Funcdo de Resposta em Frequéncia (2% faixa de freq.).
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Fonte: dados do préprio autor.

Na figura 6 observa-se a resposta em frequéncia para o modelo de viga de Timoshenko apre-
sentada na secdo anterior. Similarmente, a resposta em frequéncia obtida por elementos finitos
também € apresentada para a viga. Neste caso também foram utilizados quarenta elementos.
As matrizes de massa e rigidez para um modelo de viga de Timoshenko podem ser encontradas
em (PRZEMIENIECKI, 1968) e também sao apresentadas no Apéndice A.

Nas figuras 7 e 8 sdo apresentadas as funcOes de resposta em frequéncia obtida via ele-
mentos espectrais para duas formulacOes de viga apresentadas anteriormente, Euler-Bernoulli e
Timoshenko, em duas faixas diferentes de frequéncia. Nestes resultados nota-se que a formu-
lacdao de Timoshenko, para frequéncias superiores a 3 kHz, apresenta frequéncias naturais infe-
riores as obtidas pela formulacdo de Euler-Bernoulli. Estas diferencas devem-se a deformacgao
por cisalhamento e a inércia rotacional. Como discutido em (DOYLE, 1997), os nimeros de
onda determinados pela teoria de viga de Euler-Bernoulli ndo sdo validos apds 3 kHz. Portanto,
acima desta frequéncia a teoria de viga de Timoshenko deve ser usada por considerar a defor-

macao por cisalhamento e a inércia rotacional (WANG, 2013).
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A seguir, apresenta-se a formulacao para barras em movimento oscilatério longitudinal.

2.3 BARRAS EM MOVIMENTO LONGITUDINAL

A equacdo de uma barra em movimento longitudinal livre é dada por (SILVA, 1999)

2 2
0 u(x’t) _pA8 u(x,t) —0 am

EA———~=
ox2 ot?

sendo u(x,7) o deslocamento axial. A forga axial interna que age na barra é

du(x,t)
dx

N(x,t) =EA (78)

Assumindo uma solucdo como a da equacdo (31) e substituindo na equacgao (77), resulta no

seguinte equacgao diferencial

AU (x,t
EA# +0*pAU (x,1) =0 (79)
dx
A solugdo da equagdo (79) € semelhante a solugdo para vigas, dada por

U (x) = aexp*®~ (80)

Substituindo a solugdo geral na forma espectral, equacdo (80) na equacdo (79), resulta na

seguinte relacao de dispersao
K~k =0 81

sendo k7 o nimero de onda definido por

CpaN?

As duas raizes fornecidas pela equacao (81) sao

ki = —ky =kt (33)

Para uma barra finita de comprimento L, a solucdo geral é obtida de forma semelhante a da
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equagdo (41)

ik, X __

+azexp™ =e(x,w)a (84)

U(x,®) = aj exp” ke~

com

e(x, a)) = |: exp—ika exp—ka ]

T
az{al (12}

Os deslocamentos nodais espectrais de uma barra de comprimento L, figura 9, podem ser

(85)

alocados em um vetor de deslocamento d como

Figure 9 - Forcas e deslocamentos em um elemento de barra.

Fonte: Adaptado de (LEE, 2009).

)
U, U(L)

Substituindo a equacao (84) na equacio (86), resulta em

_ | e(0o) |
d= ! o) ] a=Hg(w)a 87)
com
1 1
Hz(w) = [ exp kil expkil ] o

Através da equagdo (87), o vetor constante a pode ser eliminado da equagdo (84) e a solugdo
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geral pode ser expressa como

U(x) = Np(x,0)d (89)

sendo Np(x, @) definido igual a equagao (49), assim

Nz(x,0) = e(x,0)H; ' (o) (90)

As componentes espectrais da forga axial sdo relacionadas a U (x) por

U
N(x)=EA=— 1)

As forcas axiais nodais espectrais definidas para um elemento de barra, figura (9), podem

ser relacionadas com as forc¢as definidas por

)N ) N |
n(w)—{ " }—{ o } — Fy(0)a ©92)

Assim como para os modelos de vigas, a matriz de elemento espectral para uma barra
foi calculada usando a equacdo (20), através das matrizes de forca e deslocamentos nodais

espectrais,

Sp(w) = Fp(w)Hz ' (o) (93)

A mesma viga utilizada na aplicacdo anterior foi usada para obtencdo da funcao de resposta
em frequéncia para o deslocamento axial. O método de elementos finitos também foi utilizado
para calcular um modelo de barra. As matrizes de massa e rigidez para uma barra sao deduzidas
em (LALANNE; BERTHIER, 1983) e apresentadas no Apéndice A.

Conforme observado, apenas um elemento espectral é suficiente para obter as funcdes de
resposta em frequéncia, enquanto necessita-se de uma quantidade maior de elementos finitos.
Os modelos espectrais de vigas e barras obtidos sdo base para o estudo de vigas com duas

camadas e com materiais piezelétricos incorporados.



Figure 10 - Fung¢do de Resposta em Frequéncia de uma barra em deslocamento axial.
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3 ESTRUTURAS MULTICAMADAS

O objetivo deste capitulo € apresentar a formulacdo espectral de estruturas multicamadas
de maneira que estes resultados possam ser utilizados como base para modelos que utilizam
materiais piezelétricos. As equagdes de movimento sdo obtidas usando o principio de Hamilton,
e através da aproximacgdo variacional, obt€ém-se os modelos espectrais. Serdo apresentadas as

formulacdes para as teorias de vigas de Euler-Bernoulli e Timoshenko.

3.1 EQUACOES DE MOVIMENTO PARA UMA VIGA DE EULER-BERNOULLI

A geometria e as deformacgdes de uma viga com duas camadas eldstica de comprimento L
sdo mostradas na figura 11. Esta modelagem € usada para representar uma viga constituida por
dois diferentes materiais e, portanto, € base importante para incluir os efeitos dos transdutores
piezelétricos acoplados, conforme mostra o capitulo 4.

Na figura 11 w(x,) é o deslocamento transversal da viga base (primeira camada), uy(x,7) € o
deslocamento axial da viga base, u.(x,t) é o deslocamento axial da segunda camada. As es-
pessuras da primeira e segunda camada sdo denotadas por 4y, e h., respectivamente. De modo
geral, os subscritos b e ¢ denotam propriedades e geometrias da primeira e segunda camada,
respectivamente. Por simplicidade de notacdo, as derivadas parciais espaciais serao represen-
tadas por ('), enquanto que as derivadas parciais temporais serdo representadas por ponto (-) e

as variaveis x e ¢ serao omitidas.
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Figure 11 - Elemento de viga com duas camadas.

Z
A

Segunda camada

\Primeira camada

\ 2
=

Fonte: Adaptado de (LEE, 2009).

A equacdo de movimento € obtida assumindo as seguintes premissas (LEE, 2009)

1. As propriedades geométricas e materiais sdo uniformes ao longo da viga;
2. Continuidade perfeita nas interfaces;

3. As duas camadas apresentam o mesmo deslocamento transversal;

4. Pequenas amplitudes de vibragao;

5. As duas camadas apresentam elasticidade linear;

6. Sao desprezadas as deformagdes por cisalhamento e as inercias rotacionais.

Assumindo uma condi¢do de colagem perfeita, a seguinte relacdo cinematica € obtida
ue = up — (h/2)w' %94)
com

h=hy+he (95)

As equagdes de movimento sdo obtidas através do principio variacional de Hamilton, (MEIROVITCH,
2003)

/t2 (8T — 6V +8W)dr =0 (96)

n
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sendo T e V as energias cinética e potencial, respectivamente, e §W o trabalho virtual. De

acordo com (LEE, 2009), a energia potencial V e a energia 7T cinética sdo dadas por

1 L
V= 5 /0 [EpAp(u,)* + Eply(W")? + EcI (W) + EcAc(ul,)? + F (w')?] dx (97)

1 rL
T = E/o [P6Ap (i + W) + peAc (i +1i?) ] dx (98)

com E, A, I e p (para cada camada) mddulo de elasticidade, drea da secdo transversal, momento
de inércia e densidade, respectivamente, e F' uma forca de tracdo axial constante aplicada na
viga. Substituindo a equacgdo (94) nas equacdes (97) e (98) para eliminar o deslocamento axial

da segunda camada u., a equacao para energia cinética e energia potencial sdo reescritas como

1 rL
V= | [EAR + B~ 2Bwuy+ P dx (99)
0

1 rL
7= [ [pAd3 + pa? — 2y + /%] d (100)
0

com

EA=EAp+EA, El=Epl,+Ec.+ (1/4)EAM
PA = ppAp + PAc o= (1/2)p:Ach (101)
B =(1/2)EAch y=(1/4)p.Ah*

O trabalho virtual 6W das forcas externas, forcas de amortecimento viscoso e forgas de

restri¢des € dado pela equacdo apresentada a seguir.

SW = [ p(x,1)dwdx+ [5 T(x,t)8updx — [ [ (coipSrp) dApdx
— Ji fa, (ceFeSre) dAcdx+Ny(1)8uy(0,1) +Na(t) Suy (L,t)

(102)
+M;y(1)6w'(0,1) + My (t)OW (L, 1)
+Q1(1)ow(0,1) + Qa(t)dwW(L,?)
com
rp = upNx +wn; Fe = UMy + W1 (103)

0s vetores 1, € M, sdo os vetores de direcdo unitdrios nas direcdes x e z, respectivamente. NV,
Qi e M; (i =1,2) sdo as forcas e momentos associados com up, w € 0, respectivamente. cp, € ¢,
sdo os coeficientes de amortecimento viscoso, p(x,t) e T(x,t) sdo as forgas externas aplicadas
ao longo da viga. Substituindo a equagao (103) na equagao (102) e usando a equagdo (94) para

expressar u, em termos de uy,, € depois integrando por partes, o trabalho virtual W é reescrito
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como

SW = [ [p(x,1) 8w+ T(x,1)Sup — cAiiy,Sup, + cAWSW + ca! Sup, + cqtip W' — 1’ Sw'| dx
+N1(t)6up(0,1) + No (1) Sup(L,t)
+M(t)6w (0,1) + M, (t) W' (L,t)
+01(1)6w(0,1) + Q2 (1) Sw(L,1)
(104)

com

cA = cpAp+cAc
= (1/4)c.Ach? (105)

Substituindo as Equacdes (97 ), (98) e (104) no principio de Hamilton, equagdo (96), as

equagdes de movimento acopladas sdo dadas por

EIW////+pAW+CAW — _auz +Bu///+ W///"_CIW” _C4u2 +FW”+p(-x,t)

(106)
EAuy — pAiiy, — cAup, = —aw’ + Bw" — ey’ — 1(x,1)
e as condi¢des de contorno sao dadas por
0(0,7) = —Q1(t) —Fw'(0,¢) ou w(0,¢) =w(t)
M(0,t) = —M;(t) ou w(0,t)=6,(t)
( )——Nl(l‘) ou ub(O,t :ul(t) (107)
Q(L,t) =4Qx(t) —Fw (L,t) ou w(L,t) =w(t)
M(L,t) =4+M,(t) ou w(L,t)= 6:(t)
N(L,t) = +Ny(t) ou up(L,t)=uy(r)

A forga axial N, o momento fletor M e a forca de cisalhamento cortante Q sdo relacionados

com o deslocamento axial uy, deslocamento transversal w e rotacdo 6 por

Q(x,t) = —EIW" — atiip + Buy + yW' + c1w' — caity,
M(x,1) = EIw" — B, (108)
N(x,t) = EAu), — Bw"

O amortecimento estrutural pode ser introduzido através do médulo de elasticidade com-

plexo, definido por
EZ:Eb(l'i'inb) E::Ec(l'i'inc) (109)

sendo M, e 1. os fatores de perda das duas camadas.
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3.1.1 Modelos Espectrais

O primeiro passo para a formulacdo do elemento espectral € transformar as equacdes de
movimento, equagdo (106), para o dominio da frequéncia através da transformada de Fourier.

Para isso, utilizam-se as formas espectrais dos deslocamentos transversal e axial, dadas por

w(x,t) 110G Wa(x, o) i@t
_ 1 " 110
{ ub(x,t) } N,;){ Un(x7wn) o ( )

assim como as formas espectrais das forcas e momentos

O(x,1) ) On(x, ) (111)
M(x,t) ¢ = N YN My(x,0,) pexp'@
N(x,1) Ny (x, 0)

com [ = 1,2. Substituindo as equagdes (110) e (111) nas equacdes (106) e (107), as equacdes

de movimento no dominio da frequéncia sdao obtidas como

EIW"" — 0’ pAW +iwcAW = @*aU’ + BU" — 0*yW" + iociW" — iwcaU’ + Fw" + P(x)
EAU" + 0?pAU — iocAU = 0> oW’ + BW" —iwc,W' — T (x,t)

(112)
e as condicdes de contorno sdao
0(0) =—Q1 = FW'(0) ou W(0) =W,
M(0)=-M; ou W'(0)=0,
N(0)=—-N; ou U(0)=U, (113)

QO(L) = 0(t)—FW'(L) ou W(L)=W,
M(L) = M2 ou W/(L) = @2
N(L)=N, ou U(L)=U,
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De maneira similar, substituindo as equacgdes (110) e (111) nas expressdes para forcas e mo-

mentos, equacao (108), obtém-se a seguinte relagao forca-deslocamento espectral

Q(x) = —EIW" + @w*alU + BU" — @*yW' +iwciW' — iocaU
M(x) =EIW" — BU’ (114)
N(x) = EAU' — BW"
Os deslocamentos nodais espectrais e as rotacdes nodais espectrais de uma viga de duas ca-

madas de comprimento L, apresentados na figura( 12) , podem ser alocados em um vetor de

deslocamento d como

T
dZ{Ul W, 0, Uy W, @2}
(115)

T
~{ v W) o0 vw wr ew |
Note na referida figura que, em termos de graus de liberdade, as duas camadas se comportam

COomo apenas uma estrutura.

As forcas e momentos nodais espectrais também podem ser alocados em um vetor f. como

T
ch{Nl O My Ny O Mz}
(116)

= { ZN(O) —0(0)~FW'(0) —M(0) N(L) Q)-FW'(L) ML)}

Figure 12 - Forgas e graus de liberdade para um elemento de viga com duas camadas.

81 W]_ W2 92
U, U,
Ny N,
i ; M
M, Q! ' Qs 2
e Lo

Fonte: Adaptado de (LEE, 2009) .

As fungdes de forma no dominio da frequéncia, que sdo utilizadas para formular a equagao
de elemento espectral, sdo derivadas a partir da equac@o (112) considerando P(x) =0e T (x) =

0. As equacdes homogéneas de movimento sao dadas por

EIW" — @?pAW +iwcAW = w?>aU’ + BU" — &*yW" +iwc\W" — iwcsU’ + FW"

" 2 . 2 / " . ! (117)
EAU" + 0°pAU — iocAU = o~-aW'+ BW" —iwcyW
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As solucdes gerais para a equagao (117) sdo assumidas de maneira semelhante a equagao (33)

e sao dadas por

W (x) = aexp k(@)
(118)
U(x) = raexp k(@)

Substituindo a equagdo (118) na equagao (117), resulta no seguinte problema de autovalor
PL_J0 (119)
rl 1o

Xi1 = k*El — 0*pA +iocA — 0*k*y+ iok*ci + k*F
Xy = —k*EA + 0?pA — iwcA (120)
Xi2 = wkey + io*ko — ik

X1 X2
X211 X

com

A relacdo de dispersao € obtida igualando a zero o determinante da equagado (119),
6 4 2 _
a1k’ +ak™ +azk”+a, =0 (121)
sendo

a1 = B? — EAEI
ar = 0> (EAy+EIpA —2afB) — io(EIcA +EAc; —2Bcy) — EAF
a3 = 0*(a? — YpA) + i’ (pAcy + YcA — 20acy) + W (EAPA + cAcy + FpA — c3) —iwcA(EA+F)
ay = —pA20* +2i03pAcA + w?cA?
(122)

A equacdo (121) fornece seis nimeros de onda (j = 1,2, ...,6). Para cada nimero de onda
k;, um correspondente r; € obtido da equagdo (119) como

—wkjcy — i0*kjou+ ik B
ri=
7 —KEA+ @’pA—iocA

(123)

Cada r; € alocado na matriz diagonal

R =diag(r;), j=1,...,6 (124)
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Usando os seis numeros de onda, a solucdo geral da equacdo (117) € escrita como

W(x,0) =Y5_ A jexp i = e(x,w)a
(125)
U(X, (D) = Z?:] rjAj exp_iij = e(x’ a))Ra

sendo

e<x7(o): [ eXp—iklx exp——kzx exp—ikgx exp—ik4x eXp—ika eXp—ik6x

(126)

T
a:{al a az a4 das a6}

Aplicando a equacdo (125) no vetor de deslocamento nodal d definido na equacao (115),

obtém-se
d=H(w)a (127)

sendo H(w) tal que (j =1,...,6) e

Hy j=rj
Hej=1
Hg j) = —ik; (128)
Hy j) =rje;
His jy=ej
Hej) = —ikjej
com
ej — exp*ikjL (129)

3.1.2 Equacao do Elemento Espectral

Um procedimento similar aquele apresentado na defini¢do da equacdo (48) pode ser adotado
para definir W (x,®) e U(x,®) em termos do vetor d. Também de forma similar, as fun¢des
de forma podem ser obtidas por equag@o equivalente a equacdo (49). No entanto, neste caso
existem Ny e Ny. Finalmente, as equagdes do movimento podem ser obtidas pelo principio
variacional de Hamilton - detalhes desta formulacdo podem ser obtidos na referéncia (LEE,

2009). Assim, pode ser definida a matriz espectral da seguinte forma

S(w) =H '(0)D(0)H ! () (130)
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sendo

D(w) = —~EARKEKR + E/K’EK” — i3 (K’EKR + RKEK?)

—®” [pA(E+RER) +io(KER + REK) — YKEK]

+i® [cA(E+RER) — ¢;KEK + ic4(KER + REK)] — FRER

K = diag(k;)

K? = diag(k}) = (K*)" (131)
E(0) = [{ el (x,0)e(x,0)dx = E,,

—i(kp+k )L} k
e PRI +k, #0
Ep = kp+kq[Xp se kp+tky 7

L,sek,+k; =0

Definida a matriz de um elemento espectral S(@) pode-se entdo obter a matriz global, que
representa uma viga discretizada com o nimero de elementos de interesse, a partir de pro-
cedimento de montagem similar aquele utilizado no Método dos Elementos Finitos. Entdo, a

equacao global pode ser escrita tal que

Se(w)dg(w) =f,(w) (132)
com

f,(w) =F,(w)a (133)

onde o indice g indica o modelo global, cuja ordem é dependente da discretizacdo realizada, e

F, € a matriz global contendo as forcas espectrais em todos 0s nos.

Similarmente aos casos com uma uUnica camada, neste trabalho a matriz do elemento es-

pectral € calculada utilizando as matrizes que contém os deslocamentos e as forcas nodais, i.e.,
S=FH ..

A formulagdo acima foi aplicada para a obtencdo da resposta em frequéncia de uma viga
engastada de duas camadas, figura 13, cujas propriedades fisicas e geométricas se encontram na
tabela 5. As figuras 14 e 15 mostram a resposta em frequéncia para a viga de duas camadas para
duas faixas de frequéncias. A resposta em frequéncia via elementos finitos também € calculada
para a viga. As matrizes de massa e rigidez para um modelo de viga de duas camadas uti-
lizando o método de elementos finitos sdo apresentadas no Apéndice A. Nota-se nestas figuras
que apenas um elemento espectral € suficiente para calcular a resposta em frequéncia, enquanto
€ necessdrio 80 elementos usando o método FEM. Foi utilizado 80 elementos finitos pois este
ndmero foi suficiente para calcular as mesmas frequéncias naturais em baixa frequéncia calcu-

ladas por um elemento espectral.



Figure 13 - Viga com duas camadas.
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Fonte: Adaptado de (LEE, 2009).

Table 5 - Propriedades fisicas e geométricas da viga com duas camadas.

Parametrosda Viga ............... Valor ..

Moédulo de Young (N/m?) - 13 camada 71 x 10°
Modulo de Young (N /m?) - 22 camada 60 x 10°

Densidade (kg/m?) - 1* camada ...... 2710 ...
Densidade (kg/m?) - 2% camada . ..... 7800 ...
Comprimento (m) .................. 0,395 ..
Largura(m) ................ooooo... 0,025 ..
Espessura (m) - 12 camada ........... 0,05 ...

Espessura (m) - 2% camada

Figure 14 - FRF para viga com duas camadas.
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Fonte: dados do préprio autor.
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Figure 15 - FRF para viga com duas camadas (para a faixa de frequéncias de 10k a 20k Hz).
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Fonte: dados do préprio autor.

Os resultados apresentados acima indicam claramente uma das vantagens da utilizacao da
formulacdo espectral, pois o uso de um unico elemento espectral implica em matrizes, que
representam o sistema, de ordem significativamente menor que as matrizes obtidas por FEM.
Ainda, nota-se também a degradac¢do dos resultados do modelo FEM a medida que a frequéncia
aumenta. Neste sentido, especialmente para aplicagdes de monitoramento estrutural, o modelo
espectral se apresenta como adequado em relacdo ao de elementos finitos.
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4 ESTRUTURAS INTELIGENTES

O uso de materiais inteligentes tem recebido grande atencdo nas dltimas décadas, com apli-
cacOes nas mais diversas dreas, da inddstria automobilisticas a dispositivos médicos, veja (LEO,
2007). Estruturas com materiais inteligentes acoplados sdo chamadas de estruturas inteligentes.
Os materiais inteligentes mais utilizados sdo os materiais piezelétricos, (PZT, Lead Zirconate
Titanate), que devido suas propriedades, podem ser utilizados tanto como atuadores como sen-
sores. Diversos trabalhos utilizaram estes materiais especialmente para aplicagdes de controle
de vibracdes e monitoramento estrutural (GONCALVES, 2003; SILVA, 2005; BUENO, 2007;
MARQUI, 2007; GATTI; BRENNAN ; GARDONIO, 2007; BAPTISTA, 2010). Assim, com
base nesta ideia e, nos resultados apresentados no capitulo anterior, este capitulo apresenta dois

modelos de viga com materiais piezelétricos acoplados.

4.1 ELEMENTO ESPECTRAL COM PZT ACOPLADO

Na figura 16 apresenta-se um elemento de viga de duas camadas, sendo a primeira camada
a base da viga e a segunda uma camada de material piezelétrico - similarmente ao contetido
apresentado no capitulo 3. Nesta ilustracdo os subindices b e p indicam respectivamente a base

e 0 PZT. As espessuras da base e da camada de PZT sdo denotadas por Ay, € h),, respectivamente.

As equacdes de movimento serdo obtidas assumindo as seguintes premissas, conforme dis-
cutido em (LEE, 2009):

e As propriedades geométricas e materiais sdo uniformes ao longo da viga;

e Continuidade perfeita nas interfaces;

e As duas camadas apresentam o mesmo deslocamento transversal;

e Pequenas amplitudes de vibracao;

e Sao vélidos os principios lineares para a elasticidade e piezeletricidade;

e Sao desprezadas as deformacdes por cisalhamento e as inercias rotacionais;

e Tensdo elétrica uniforme ao longo da viga.
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Figure 16 - Elemento de viga com uma camada de PZT.

Z
A

Segunda camada (PZT)

‘lPﬁmejra camada

> X
Fonte: Adaptado de (LEE, 2009)
Com base nas suposi¢des acima, a seguinte relacao cinematica € dada
h
u,=u,— Ew’ (134)

onde h = hy + hy,.

Convencionalmente, costuma-se associar os €ixos x, y € z aos nimeros 1, 2 e 3, respec-
tivamente. Considerando a polarizagdo do material piezelétrico no eixo 3 e se a camada de
PZT for muito fina, o deslocamento elétrico D3 (carga/drea) pode ser considerado constante ao
longo de sua espessura. Nessa situacdo, o campo elétrico no plano € desprezado, especialmente
quando a tensdo elétrica aplicada na camada de PZT for uniforme ao longo do eixo da viga.
De acordo com (WANG, 2013), as relacdes constitutivas para um material piezelétrico sob uma
carga uniaxial é dada por

o | _ Ch —hy €] (135)
E3 —h31 B3, Dj

sendo 07 e € a tensdo e deformacdo mecanica na dire¢do x, respectivamente; E3 é o campo
elétrico (voltagem/comprimento), na diregdo z, Cﬁ € a rigidez elastica; [3353 € a constante
dielétrica; e h3; € a constante piezelétrica e os superescritos D e S indicam respectivamente
o deslocamento elétrico constante (circuito aberto) e tensdo elétrica constante. As constantes

do material sdo relacionadas com a constante piezelétrica através da relacao

3, (B3s) ' = d31E)
Ep,=Cp —h3,(B5y) !

sendo d3; o coeficiente de carga piezelétrica.

(136)
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Para o efeito piezelétrico direto pode se considerar uma deformacao constante assumindo
também a condicao de campo elétrico nulo. Pelo principio de Hamilton encontram-se equacoes
similares aquelas apresentadas na equacdo (106). No entanto, nas condi¢des de contorno, nos

termos M(0,7) e N(0,t), aparecem momento e forca do PZT através das equagdes

MP(t) = (1/2)bhds1 E,Ve(t)

(137)
Np<t) = bd31EpVC(t)

sendo V. a tensdo elétrica sobre o PZT e b o comprimento do elemento. Estes termos apresen-
tados definem a for¢a do PZT, conforme serd discutido no capitulo 5, equacao (164). Detalhes
desta formulagdo sao apresentados em (LEE, 2009). Além disso, o amortecimento estrutural

para cada camada € calculado considerando o médulo de elasticidade complexo

ch =Ccp(1+imy)
Ej; = Ey(1+1,) (138)
E; :Eb(1+inb)

sendo 1M, € N, fatores de perda para a base da viga e para a camada de PZT, respectivamente,
(LEE, 2009).

As equagdes de movimento para uma viga de duas camadas com PZT sdo as mesmas apre-
sentadas nas equagdes (106). No entanto, neste caso, as propriedades estruturais e de amortec-
imento sao definidas pelas equacdes (136) e (138). Assim, a formulagdo apresentada no capi-
tulo (3) para uma viga de duas camadas eldstica-eldstica pode ser utilizada para uma viga de

duas camadas elastica-PZT.

4.2 MODELAGEM ESPECTRAL POR EULER-BERNOULLI

As equacdes de movimento podem ser transformadas no dominio da frequéncia por pro-
cedimento similar aquele apresentado nas se¢des anteriores. Neste caso, as formas espectrais

das forcas piezelétricas, momentos e tensdo elétrica sdo dadas por

W) ) [ M)
NP(x,t) ¢ = N Y ¢ Ni(x,@,) pexp™ (139)
Ve ()C,l) "= Vc(n) ()C, (I)n)

Esta formulacido baseada no modelo de Euler-Bernoulli ndo é a mais adequada para apli-
cacdes em alta frequéncia, que € o caso de monitoramento da integridade estrutural, visto que

a deformacao por cisalhamento e a inércia rotacional ndo sdo consideradas. Por isto, torna-se
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importante obter a formulacdo do elemento de duas camadas com PZT acoplado baseada nas

equagdes de Timoshenko, conforme apresentado na secao (4.3).

4.3 MODELAGEM ESPECTRAL POR TIMOSHENKO

Assumindo como lineares as equagdes constitutivas do PZT, (IEEE, 1987), e apenas o efeito
ds1, as equagdes constitutivas reduzidas com as premissas da viga de Timoshenko sdao (WANG,
2013):

&1 Sfl 0 d31 Op
n o= 0 SE 0 T, (140)
D; d;; O 83T3 E;

sendo ¥; a deformagdo por cisalhamento e 7, a tensdo de cisalhamento.

As equacodes de movimento para uma viga de Timoshenko com duas camadas sdo obtidas uti-
lizando os mesmos principios para uma viga de Euler-Bernoulli. Inicialmente, calcula-se as
expressoes para as energias de deformacao e potencial, o trabalho virtual e depois € aplicado o
principio variacional de Hamilton. As expressoes para a energia potencial para a viga e para o

PZT sao dadas por

1 L
Vo= [ AN+ G (B3 + ()2~ 20,0 141

Vo =1 Jl(u,)?+ ’1—%(9;)2 + ?(e;,)z — hyily 8], — hyu, 6/, + "2 6]6))|CP A pdx
L Eh DA [+ 26+ 6! Jdx + L [ GpA (167 + 26,0 + (W)dx  (142)
“‘% foL B33 D3A pdx
A energia potencial total é dada por
V=V,+V, (143)

As expressoes para a energia de deformagao para o a viga e para o PZT sao dadas por

1 (L .
T=» /O (12 ) + Pyl By Jdx (144)

L.z .2 hiZ h1272 Lo L hbhp"
Tp:—/o i 47 4+ 220"+ =L6," it B — i, + = 0,6}yl (145)
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A energia de deformacdo total é
T=T,+T, (146)
O trabalho virtual é dado por
L A A A
w :/ [Pup, + Fw+ M6y, +b,V.D3]dx (147)
0

sendo P a forga axial externa, M o momento externo e F' a forca transversal externa.

Substituindo as equagdes (143), (146) e (147), as equagdes de movimento sao (LEE, 2009)

hy . hy . h i, .

—myii — my (ii — 26 — -L6,) + EyAp” + EpA, (" —26) = 20"+ P=0  (148)
2 h, 2 h, P

—(mp +mp)w+ GpAp(W' — 6;) + GpA, (W' — 6,)+F =0 (149)

h hy . Hy . h h h, " .
mpé’(u—jbeb—iep)—EpA D ("~ =26 — L6))) — pyl By + Eply ) + GpAp(w — 0p) + M =0

P 20 h,
(150)
hAP .l 1;7 y hAP n_ Mooy hAP p h h%l hi o
my—(li——6,— =0, —E,A,—(u" ——06 —(CN=—%5--—)0,+G,A,(w—-06,)=0
php( 2 b hp P) P Php( 2 b) Php( llhl Bgshl) p p P( P)
(151)
N 3 ~ 2
com/ = % eh,= %
Os deslocamentos espectrais sdo dados por
M(X,[) Un(x7 (Dn)
wint) 1N Waleon) o, (152)
Gb(x,t) anO @bn(x, (I)n)
0, (x,1) Opn(x, )

sendo u(x,1) o deslocamento axial, w(x,7) o deslocamento transversal, 8, (x,) o rotagdo da viga

e 0,(x,t) arotagdo do PZT.
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As forgas espectrais sdo dadas por

N(X,l) Nn(win)
() | _ 1) Oulx, ) exp!® (153)
Mb(x,t) Nn:() Mbn(xaa)n)
Mp(x,t) Mpn(xawn)

sendo N(x,t) a forca axial, Q(x,t) a forga cortante, Mj,(x,7) o momento na viga e M,(x,t) o
momento no PZT.
Os ndmeros de onda para as equacdo de movimento podem ser calculados de maneira simpli-

ficada escrevendo as equacodes (148), (149), (150) e (151), na seguinte expressdao em espaco de

estados
[Alq" + [B]q' + 0*[Clq =0 (154)
U
qro) =, " (155)
X, 0) =
®bn
Opn
/
I 0 0 I
10 _ 1 (156)
B A q —Co? 0 q

sendo I a matriz identidade de ordem 4. As expressdes para as matrizes A, B e C sdo apresen-

tadas no Apéndice B. Também

q . 8 ) A<0) X kix
{ ¢ }—i;%{ AL) }e p (157)

sendo A os autovetores obtidos para auxiliar no cdlculo da matriz espectral.

Utilizando as equacgdes (152) e (153), os deslocamentos e for¢as espectrais podem ser calcula-
dos nos dois nés do elemento e a matriz espectral de duas camadas pode ser obtida (VENU-
GOPAL ; WANG, 2014).

No processo de montagem do modelo espectral por Timoshenko foi necessario acoplar o mod-

elo de barra com o modelo de viga simples, pois no modelo de duas camadas apresenta o efeito
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de cisalhamento. Assim, a matriz do elemento espectral torna-se

[ Sgy 0 0 Sz O 0

0 Srtit Stiz2 0 Stz Stuia
S() = 0 St S22 0 Sro3 Sroa (158)
Spo1 0 0 Spn» 0 0

0 Sra1 Stz 0 Sr33 Sraa
0 Sta1 Sta2 0 Staz Stas

sendo St;; as componentes da matriz espectral definida na equacéo (53) e Sp;; as componentes
da matriz espectral de uma barra definidas na equacdo (93). Nos modelos multicamadas basea-
dos na teoria de Euler-Bernoulli, esse procedimento nao foi necessério. Este ponto é de extrema

importancia, caso contrdrio ndo hé continuidade nas informag¢des dos graus de liberdade axiais.

A metodologia desenvolvida foi aplicada para uma estrutura similar a apresentada na figura
17. No entanto, por simplicidade, as andlises sdo realizadas na condi¢do livre-livre. A viga foi
modelada com 5 elementos, conforme a figura 18. As propriedades fisicas e geométricas se
encontram na Tabela 6. As figuras (19) a (21) mostram a resposta em frequéncia para a saida

no PZT 2. Pode-se observar tendéncia semelhante aquela apresentada no capitulo 3.

Table 6 - Propriedades fisicas e geométricas da viga de aluminio e dos PZTs.

Propriedade .................. Viga ..... PZT ......
Médulo de Young (N/m?) ...... 71x10° .. 60x10° ...
Modulo de Cisalhamento (N/m?) 25,5x10° ...........
Fator de Cisalhamento ......... 5/6 oo i
Coeficiente de Poisson ......... 0,3 ...... ...
Densidade (kg/m?) - ........... 2710 ... ...
Comprimento (m) .............. 0,395 .... 0,025
Largura(m) ................... 0,025 .... 0,025
Espessura (m) ................. 0,05 ..... 0,01

Constante Dielétrica (m/V) ..... .......... 212x 10712
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Figure 17 - Viga com dois PZTs acoplados.

Fonte: dados do préprio autor.

Figure 18 - Configuragdo de viga com dois PZTs acoplados.

Fonte: dados do préprio autor.

Figure 19 - FRF de uma viga com dois PZTs acoplados considerando a resposta no PZT 2 e a
entrada no PZT 1.
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Fonte: dados do préprio autor.
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Figure 20 - FRF de uma viga com dois PZTs acoplados (para a faixa de frequéncias de 0 a 10k

Magnitude [dB]

Hz).
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Fonte: dados do préprio autor.
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Figure 21 - FRF de uma viga com dois PZTs acoplados (para a faixa de frequéncias de 10 a

50k Hz).
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Fonte: dados do préprio autor.

Como observado no capitulo 2, os dois modelos apresentam diferengas, principalmente
para faixas de frequéncias acima de 3 kHz. O modelo de Timoshenko apresenta um grau de
liberdade a mais, a rotagdo do PZT, 6,. Esses dois modelos serdo utilizados para o projeto de

controladores e deteccao de danos estruturais.
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S ELEMENTO ESPECTRAL COM CONTROLE ATIVO

A modelagem por elementos espectrais permite também o projeto de sistemas de controle.
Tais controladores podem atuar sobre elevados niveis de vibracdo, sem qualquer informagao
estrutural complementar e, também, podem ser acionados no contexto em que as vibragoes in-
desejadas sdo originadas por falhas estruturais. Neste caso, um sistema de monitoramento da
integridade estrutural € requerido para estratégias de reparo e/ou restri¢do de uso do equipa-
mento/mdaquina sejam adotadas. Nesta se¢do sdo apresentadas formulagdes para a implemen-

tacdo de um sistema de controle usando a viga estrutural com o elemento piezelétrico acoplado.

5.1 CONTROLADOR PID ESPECTRAL

O controle proporcional-integral-derivativo (PID) foi implementado para o controle de vi-
bragdes em uma viga com materiais piezelétricos, figura 22. A tensdo elétrica V,.(¢) aplicada no

PZT € determinada pela vibracdo medida no ponto x = x( e é dada pela equacao (159)

Ve(t) = —Kpw(xo,1) — Kgw(xo,1) — Kpw(xo,1) (159)

sendo K, K; € K; os ganhos proporcional, derivativo e integral, respectivamente. A equagdo (159)

pode ser reescrita na forma espectral como

V() = —(K, +ioK; — o*K;)W (xo, ®) (160)
com
w(xo,1) = W (xp, @) exp ' (161)

Usando uma fungio de forma como na equagio (48), o deslocamento medido W (xg, ®)pode
ser relacionado com o vetor de deslocamento nodais espectrais d pelas fungdes de forma tal que

W (x0, @) = Nw (x0, @)d(®), sendo xq a posi¢do do sensor. Assim, a equagio da tensdo elétrica
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Figure 22 - Configuragdo de uma viga com dois PZTs e controle PID.

w
y
PZT L PZT 2 X=X
X
z
Fonte: dados do préprio autor.
pode ser reescrita por
Ve(@) = — (K, +i0K; — &°Ki)Ny (x0, 0)d(0) (162)

A mesma estratégia pode ser adotada para as forgas fgiew em cada grau de liberdade do

atuador, tal que

NP = bd31EpVC(0)) = —xNNw(X(),(D)d((D)

1 (163)
MP = ibdglEphVC(a)) = —xmNw (x0, 0)d(®)
sendo
. T
friezo — { NP O —MP NP O MP } (164)
e, também, considerando
AN = bd31 Ey (K, +i0K, — ©*K;)
(165)

1
v = Fbd31 Eph(K ) +i0K, — ’K;)
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Considerando 2% = S piezo(®)d(®), pode-se definir S ez, (@) tal que

— NN (x0, ©)
0
— MmN (x0, )
AN (x0, @)
0
i AN (x0, @)

Spiezo(w) = (166)

Substituindo a rela¢do anterior na equacdo de somatoria de forcas se obtém a equagdo de el-
emento espectral para uma viga de duas camadas (viga mais elementos piezelétricos) com o0s

ganhos do controlador PID. Neste caso, a equacao final do movimento é dada por
Scontrole(@)d = £ (167)
sendo
Scontrote(@) = S(@) +Spiezo (@) (168)

Considerando os conceitos abordados neste capitulo, o controle PID foi implementado para a
viga na condi¢@o engastada-livre, conforme mostra a figura (23). O modelo obtido foi através
da teoria de Euler-Bernoulli considerando 5 elememtos. O PZT do segundo elemento foi usado
como atuador e o PZT do quarto elemento foi utilizado como sensor. Diferentes ganhos do
controlador foram avaliados através de simulagdes numéricas. Os valores foram definidos de
forma arbitrdria para uma avaliagdo predominantemente qualitativa. Na figura 24 apresenta-
se a resposta em frequéncia com e sem controle, com ganhos PID dados por: K, =5 X 109,
K; =1 x10* K; = 0,005. A figura 25 mostra a resposta em frequéncia com e sem controle,
com ganhos PID dados por: K, =5 x 10°, K; = 1000; K; = 0,05.

Figure 23 - Configuracdo de uma viga com dois PZTs acoplados, sendo o PZT 1 o atuador e o
PZT 2 o sensor de saida.

Atuador Sensor

Fonte: dados do préprio autor.

Para uma melhor visualizagdo a figura 26 mostra uma comparacao da resposta em frequén-
cia para os dois ganhos. O controle PID foi eficaz na reducao das amplitudes das frequéncias
naturais para a viga engastada. A implementacdo dos ganhos PID no modelo espectral € feita
de maneira simples, de modo que esses ganhos sdo apenas somados nas posicdes dos graus de

liberdade dos atuadores, através do uso da matriz definida na equagdo 166.
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Figure 24 - FRF da viga Engastada-Livre com e sem controle, para os ganhos (K, = 5000000,
K; =10000; K; = 0.005).
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Fonte: dados do préprio autor.

Figure 25 - FRF da viga Engastada-Livre com e sem controle, para os ganhos (K, = 500000,
K; = 1000; K; = 0.05).
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Fonte: dados do préprio autor.



Figure 26 - FRF da viga Engastada-Livre com controle.
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Fonte: dados do préprio autor.
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5.2  CONTROLADORES MODERNOS

Novas técnicas de controle tém sido desenvolvidas nos ultimos anos. Em geral, tais técnicas
requerem a representacdo dindmica do sistema a ser controlado através da representacdo no
espaco de estados. Nos trabalhos de (SILVA, 2005), (SANTOS, 2008), e (BUENO, 2007)
técnicas de controladores robustos usando desigualdades matriciais lineares (LMI, do inglés,
Linear Matrix Inequalities) foram usados no controle ativo de vibragdes. (MOREIRA, 1998)
também projetou um controlador com abordagem H.., porém adaptado para especificas bandas

de frequéncia.

As diferentes metodologias de controle, em geral, estdo formuladas no dominio do tempo.
Neste sentido, um modelo espectral de multiplos graus de liberdade implica em um projeto
de controlador MIMO (do inglés, Multiple-Input Multiple-Output) também devido a um tnico
atuador PZT inserir momentos em 2 graus de liberdade. Entdo, nesta se¢do apresenta-se uma
proposta de metodologia de projeto de controlador para modelos espectrais. Em particular, sem
perda de generalidade, usa-se neste trabalho o controlador Regulador Linear Quadratico (LQR,
do inglés Linear Quadratic Regulator), visto que é uma das técnicas mais populares na liter-
atura de controle por realimentacdo. Detalhes desta formulacdo s@o apresentados no anexo C.1.
A estratégia central proposta neste trabalho consiste em considerar um par de PZT s (um at-
uador e um sensor) e escrever uma funcdo de resposta em frequéncia definida pela relacdo da
tensdo elétrica no sensor pela tensdo elétrica no atuador. Assim, tem-se um sistema SISO, (do
inglés Single-Input Single-Output) nas coordenadas de tensdo elétrica ao invés do sistema nas
coordenadas fisicas de deslocamento, velocidade e aceleracdo. A abordagem proposta é apre-

sentada na se¢do seguinte.

5.3 CONTROLE COM ELEMENTO ESPECTRAL

Nesta secdo apresenta-se uma formulagdo que relaciona ganhos obtidos por qualquer téc-
nica de realimenta¢do de estados com um modelo espectral. Assim, a partir de um controlador
SISO, projetado nas coordenadas modificadas é possivel avaliar os efeitos do ganho de controle

em qualquer dos graus de liberdade do sistema fisico original.

Considere o modelo espectral de uma viga modelada através da teoria de Timoshenko, con-
siderando quatro graus de liberdade por nd,conforme ilustra a figura 27, cujos vetores contendo

as forcgas e os deslocamentos nodais espectrais sdo, respectivamente,

f)={N 0 Mi M\ N, O My —M}} (169)
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do)={U W 0, 0, Uy Wy Oy 0, }" (170)

Figure 27 - Forgas e deslocamentos em um elemento de viga com 8 graus de liberdade.

Fonte: dados do préprio autor.

A tensdo elétrica aplicada no PZT, V.(®), é relacionada com o forca axial N?, conforme
equacdo (163), e a tensdo elétrica de saida do PZT, V,(w), é dada por (PEAIRS et al., 2007) e
(CRAWLEY ; ANDERSON, 1990),

Vo(®@) = Cy[6,)(0) — 6,i(®) a71)

sendo Cy dada por

B Ephsensorg31b

& 2] sensor

(172)

com E, o médulo de Young do sensor, h****" a espessura, b a largura do sensor, L****" o
comprimento e g3; o coeficiente de tensdo elétrica do sensor. Os indices j e i denotam as
posi¢des dos graus de liberdade 6, do sensor no vetor de deslocamentos nodais espectrais d.

Com isto, tem-se a FRF obtida através da tensdo elétrica de saida pela entrada por

Vo(@) _ Cs[6pj(@) — 6pi(®)]

= (173)
NP

VC(O)) bdz\E),

Vo(@) _ 6pj(®)  6pi(®),

Vi) ~ GG — ) = GGl Yid (174)
sendo C, = % a constante do atuador. O indice z indica as colunas da matriz espectral global
S(®) que corresponde a posi¢do de N? no vetor de forgas f(w).

Denotando C,C,[Y;; — Y;;| por ¥, entdo, denota-se a FRF por
Vo(@ ~
ol ):Y(w) (175)
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e, portanto, com a fungio de resposta em frequéncia ¥ (@) é possivel obter as matrizes em es-
paco de estados do sistema usando métodos de identificagdo de modelos como, por exemplo,
o Algoritmo para Realizacdo de Autosistemas (ERA, do inglés Eigensystem Realization Algo-
rithm), cujos detalhes da formulacdo do algoritmo ERA nao sdo tratadas neste trabalho, mas
podem ser encontrados em (JUANG; PAPPA, 1985) ou em (JUANG, 1994). Destaca-se que
no processo de identificacao, o nimero de modos pode ser escolhido de acordo com os requisi-
tos de cada projeto, sendo que problemas de controle sdo geralmente baseados em um nimero

reduzido de modos para estruturas com pequena densidade modal.

A matriz de ganho G do controlador pode ser calculada utilizando as matrizes de estado
A,f}, C e D identificadas via ERA, ou algum outro método de interesse, como, por exemplo, o
método de identificacdo por subespaco (OVERSCHEE; DE MOOR, 1994), (BUENO, 2007).

Assim, a fun¢do de transferéncia em malha fechada é dada por

Yeontro (@) = C(sT — Acontrot) "' B +D (176)
onde Acontrol € dada por

Acontrol = A — BG (177)

Através das equacdes (220), (221) e (176), a funcdo de transferéncia do controlador é dada por

G = Y —Yeonrol (178)
YYcontrol
visto que
N Y(w
Ycontrol(w) = H_é—f,zw) (179)

Com a funcdo de transferéncia G do controlador, é possivel utilizar a equacdo (163) para somar
estes ganho na matriz do elemento espectral. No entanto, € preciso incluir as constantes C, € Cy
para alterar o sistema de coordenadas no qual o ganho de controle € escrito. Ainda, para incluir
o ganho de controle no sistema completo, considere o vetor de forcas de controle ool ()

definido por

T
fcontrol(a)):{ ~NP O MP MP. NP O —MP _Mgzt} (180)

pzt

Com isto, considerando também as equacgdes (173) e (175) é possivel escrever

Scantml d= fcontrol ( CO) (181)

element
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sendo a matriz do elemento atuador com a influéncia do ganho de realimenta¢do definida por

1 0 O 0 -1 0 O 0
0 0 O 0 0 0 O 0
0 0 —h/2 0 0 0 h/2 0
Sclontrolt — G(O)) 0 0 0 _hp/2 0 O 0 hp/2 (182)
elemen C,C, ~1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 O 0 0 0 O 0
0 0 B2 0 0 0 —h/2 0
000 0 m/2 0 0 0 —hy2 |

Finalmente, a matriz 8 x 8 acima deve ser convenientemente posicionada em uma matriz
nula, de mesma ordem do sistema fisico completo, para se obter a matriz S’ tal que, sendo
f(w) definida por forcas externas com realimentagio de forcas de controle e sendo [S — 8¢/

a matriz espectral do sistema com controle, tem-se

[s . sw’"ml] d=f (183)

Esta nova metodologia foi aplicada para a mesma viga usada para o controle PID, porém na
configuracdo bi-engastada, conforme ilustra a figura 28. Inicialmente, foi calculado a funcao de
resposta em frequéncia entre a rotacdo no PZT 2 (sensor), 6,, € a for¢a axial no PZT 1 (atuador),
NP. Com esta FRF o modelo em espago de estados foi obtido através do ERA. Métodos de
identificagdo como o ERA podem adicionar modos computacionais nos modelos identificados
para melhorar as estimativas, assim foi realizada uma redu¢ao do modelo na representacao em
espaco de estados para reduzir a ordem das matrizes. A metodologia usada para a reducdo do
modelo foi a realiza¢do balanceada, cujos detalhes podem ser encontrados em (SKOGESTAD
; POSTLEWAITE, 2005) ou (OBINATA; ANDERSON, 2001).

As Figuras 29, 30 e 31 mostram as FRFs entre o deslocamento transversal w, a rotagdo
da viga 6 e a rotacdao do PZT 6,, medidos no PZT 2, e o for¢a axial N”, medido no PZT
1, repectivamente, com e sem controle. Nota-se nestes resultados que o controlador projetado
introduz uma pequena alterag@o nas frequéncias devido a um aparente efeito de rigidez. Atribui-
se tais diferencas a erros de trucamento numérico devido a processos de identificacdo do modelo
no espaco de estados e a reduc@o da ordem das matrizes para remover os modos computacionais.
Este topico € enderecado nas sugestdes de trabalhos futuros e, portanto, podera ser abordado
em outros trabalhos. O controlador foi projetado até 1000 Hz, definido para compreender uma

hipotética demanda de projeto de atenuag@o de vibragdes nos 3 primeiros modos do sistema.
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Figure 28 - Configuragdo de uma viga Engastada-Engastada com PZTs.

Atuador

Sensor

Fonte: dados do préprio autor.

Figure 29 - FRF relacionando w e N” da viga Engastada-Engastada com e sem controle.
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Fonte: dados do préprio autor.

Embora neste capitulo tenham sido discutidas duas abordagens de projeto de controladores
de vibracdes para modelagem espectral, ndo sdo apresentadas discussdes comparativas entre os
resultados obtidos. Para clareza de entendimento, destaca-se que os ganhos do controlador PID
foram definidos de forma arbitraria, principalmente por neste caso ser um exemplo numérico
apresentado para ilustrar o procedimento matematico da implementa¢ao do controlador na mod-
elagem espectral. No entanto, para o projeto em uma aplicagdo pratica de engenharia, o analista
precisa avaliar o nivel de for¢a requerida pelo sistema para dimensionar o atuador. Especial-
mente no contexto de atuadores piezelétricos, € importante avaliar previamente o nivel maximo
de tensdo elétrica que o transdutor suporta sem ter prejudicada sua polarizacdo e, portanto, sem

degradar sua capacidade de atuacdo.
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Figure 30 - FRF relacionando 6, e N” da viga Engastada-Engastada com e sem controle.
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Fonte: dados do préprio autor.

Figure 31 - FRF relacionando 6, e N? da viga Engastada-Engastada com e sem controle.
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Fonte: dados do préprio autor.

Similarmente, as matrizes do controlador LQR foram definidas de forma arbitraria visto

que, prioritariamente, a ideia principal neste trabalho € introduzir a modelagem matematica
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que permite o uso de técnicas modernas de controle (i.e., no espago de estados) para projetos
envolvendo modelos espectrais da estrutura base. Assim, viabiliza-se também o uso de técnicas
de controle robusto - apresentadas por exemplo por (SILVA, 2005), (BUENO, 2007), entre
outros - que, igualmente, requerem uma representacao no espaco de estados para se obter o

ganho de realimenta¢do do controlador.
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6 MONITORAMENTO DA INTEGRIDADE ESTRUTURAL

Visando discutir o projeto simultaneo de um sistema de controle ativo de vibracdes e um
sistema SHM, i.e., de monitoramento estrutural, neste capitulo sdo apresentadas discussoes
envolvendo a estrutura previamente considerada nas analises de controle (capitulo 5). Neste
caso, o modelo foi considerado com 7 elementos, como na figura (32). Esta configuracao
foi escolhida para permitir a variagdo do médulo de elasticidade de um elemento de interesse
possibilitando, assim, simular um dano estrutural conforme previamente discutido por (LEE,

2009). A representacdo do dano no médulo de elasticidade foi dada por

E=E(1-D) (184)

sendo E o moédulo de elasticidade para o modelo intacto € £ o médulo de elasticidade para
o modelo com dano. A severidade do dano, D, € assumida em todo o elemento, logo, D = 0
significa que o elemento estd intacto, enquanto D = 1 implica uma completa ruptura do material

devido ao dano.

Figure 32 - Configuragdo da viga multicamadas com 7 elementos para avaliacdo de danos es-
truturais.

PZT1 PZT 2

Fonte: dados do préprio autor.
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Além da proposta de (LEE, 2009) para representacdo do dano (Eq. 184), alguns autores
utilizam outras estratégias como, por exemplo, alteracdo do momento de inércia (ou drea de
secdo transversal), conforme discutido por (MARQUI, 2007), (BAPTISTA, 2010), (FRANCO,
2009), entre outros. Em particular, a abordagem adotada neste trabalho busca representar um

dano tipo trinca que resulte em alteracdo geométrica desprezivel.

Nas figuras (33) a (44) tem-se a resposta em frequéncia calculada para saida no PZT 2 para
diversas alteracdes nas propriedades fisicas e geométricas do 4° elemento mostrado na figura
(32). O comprimento desse elemento foi calculado com dois valores, i.e., 10 mm e 50, mm
definidos de forma arbitrdria. O modulo de elasticidade também foi alterado e as variacdes do
dano D foram de 1%, 5%, 10%, 20%, 50% e 80%. Para se obter os resultados das figuras (33)
a (38) foi utilizado o modelo de Euler-Bernoulli e, para as figuras (39) a (44) foi utilizado o

modelo de Timoshenko.

Figure 33 - FRF para a estrutura intacta e com dano de 1% usando o modelo de Euler-

Bernoulli
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Fonte: dados do préprio autor.



Figure 34 - FRF para a estrutura intacta e com dano de 5% usando o modelo de Euler-

Bernoulli
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Fonte: dados do préprio autor.



Figure 35 - FRF para a estrutura intacta e com dano de 10% usando o modelo de Euler-
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Fonte: dados do préprio autor.
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Figure 36 - FRF para a estrutura intacta e com dano de 20% usando o modelo de Euler-

Bernoulli
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Fonte: dados do préprio autor.



Figure 37 - FRF para a estrutura intacta e com dano de 50% usando o modelo de Euler-

Bernoulli
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Fonte: dados do préprio autor.



Figure 38 - FRF para a estrutura intacta e com dano de 80% usando o modelo de Euler-

Bernoulli
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Fonte: dados do préprio autor.



Figure 39 - FRF para a estrutura intacta € com dano de 1% usando o modelo de Timoshenko
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Fonte: dados do préprio autor.

Figure 40 - FRF para a estrutura intacta e com dano de 5% usando o modelo de Timoshenko
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Fonte: dados do préprio autor.
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Figure 41 - FRF para a estrutura intacta € com dano de 10% usando o modelo de Timoshenko
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Figure 42 - FRF para a estrutura intacta e com dano de 20% usando o modelo de Timoshenko
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Figure 43 - FRF para a estrutura intacta € com dano de 50% usando o modelo de Timoshenko
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Fonte: dados do préprio autor.

Figure 44 - FRF para a estrutura intacta e com dano de 80% usando o modelo de Timoshenko
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Os dois modelos apresentaram alteragdes nas fungdes de resposta em frequéncia para vari-
acoOes nas propriedades estruturais. Assim, em principio, podem ser calculados indices de de-
teccdo de danos admitindo que, em situacdes préticas de engenharia, € possivel conhecer as
FRFs para ambas condig¢des, ou seja, na condicao intacta (sem dano) e condi¢ido desconhecida
(com ou sem dano). De forma geral, observa-se reducao nas frequéncias naturais do sistema - o
que € compativel com a redu¢@o do médulo de elasticidade. Ainda, fica evidente a influéncia do
comprimento do elemento com falha o que se propde associar ao comprimento de uma trinca na
viga. Neste sentido, destaca-se que esta estratégia ndo compreende a simulacdo da dinamica de

uma trinca, mas sim uma representacdo linear do sistema em uma situag¢ao de dano estrutural.

6.1 DETECCAO DE DANOS USANDO INDICES

Diversos trabalhos da literatura de SHM utilizam métricas obtidas a partir de informagdes
da estrutura em monitoramento. Em geral, tais métricas envolvem a comparagdo das infor-
macoes da estrutura na condicdo intacta com uma situacdo de integridade desconhecida, para
qual se deseja concluir se existe o dano. Estas métricas sio comumente denominadas indices
de deteccdao de danos (MARQUI, 2007; SANTOS et al., 2005; BAPTISTA, 2010; BUENO;
MARQUI; LOPES JUNIOR, 2006).

Em particular, para algumas estruturas cuja representacdo linear € adequada, sabe-se que
alteracoes nas propriedades estruturais podem provocar variagdes nas FRFs, o que possibilita a
utilizagdo de indices de detec¢dao de danos que comparam estas informacgdes. Diversos indices
tém sido discutidos em trabalhos da drea de SHM. Pode-se citar, com importante destaque,
indices baseados nas normas H; € H., além do CCDM, (do inglés, Coeficient Correlation De-

viation Mean).

As normas H; e H.. de uma fungéo de transferéncia H(w) sdo dadas, respectivamente, pelas
seguintes equagdes 185 e 186 e estdo representadas na Figura 45. Observe que tr [H* (0)H (®)]
¢ a soma das magnitudes quadradas de todos os elementos de H(®), isto é, tr [H* (0)H (®)] =
Yiilgu(io) \2, sendo tr o traco de uma matriz, que consiste na soma dos elementos da diagonal
principal ou na soma dos autovalores. Esta soma pode ser interpretada como um ganho médio
do sistema, realizado sobre os elementos da funcdo de transferéncia e sobre todas as frequéncias.
Ja Opmax(H(®)) é o maior valor singular de H(®). Para um sistema com uma tnica entrada e
uma unica saida, SISO, (do ingl€s, single-input single-output), o maior pico da sua fun¢do de
transferéncia é a sua norma H.., ou seja, Ho = max|G(®)| (GAWRONSKI, 1998).

1 o0
IHl2 = [l (@)H(0)do (185)



87

|H [|ee = Oax(H (@) (186)

Figure 45 - Ilustragdo das normas H; € H...
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Fonte: (GAWRONSKI, 1998)




88

A seguir apresenta-se uma discussdo dos comportamentos de indices de deteccao de danos
para diferentes severidades, bem como diferentes niveis de amortecimento estrutural. Destaca-
se como relevante esta discussao visto que a maioria dos trabalhos da literatura de SHM obtém
os indices a partir de modelos experimentais e, portanto, em geral hd uma limitada disponibili-

dade de informagdes para uma mesma estrutura.

6.1.1 Avaliacao da Detectabilidade baseada em Indices: Faixa de Frequéncia de 30-50
kHz

Considerando a configuracao definida para posi¢des de atuador e sensor com dano equidis-
tante apresenta-se um estudo do comportamento das curvas de resposta em frequéncia (FRF)
obtidas com diferentes severidades de dano e, também, quantidades de amortecimento estrutu-
ral diferentes. Neste sentido, nesta secdo apresenta-se uma discussio sobre a detectabilidade
de um dano a partir de diferentes tipos de indices de detec¢do amplamente utilizados na lit-
eratura. Em particular, a figura 46 apresenta as FRF, para os diversos danos, considerando
amortecimento nulo. Os dados desta se¢cdo compreende a faixa de 30 a 50 kHz, enquanto na
secdo 6.1.2 apresenta-se consideracdes para a faixa de 50 a 100 kHz. Note que estas faixas
foram definidas arbitrariamente, porém estao compreendidas em limites amplamente discutidos
na literatura (GIURGIUTIU, 2008; BAPTISTA, 2010; GONZALEZ, 2012). Assim, as faixas
avaliadas separadamente permitem uma breve discussdo das diferencas na detectabilidade em
func¢do das frequéncias consideradas nos cdlculos dos indices de detec¢ao de danos. Em partic-
ular, sabendo-se que o dano foi simulado a partir da reducdo do médulo de elasticidade da viga
(através do parametro D), na figura 46 nota-se claramente a reducao da frequéncia de determi-

nado modo a medida que o dano tem severidade maior.

As figuras 47 a 51 apresentam as FRFs para todas as severidades de danos e quantidades de
amortecimento indicadas na tabela 7. Os resultados mostram claramente a reducdo dos picos das
FRFs em funcdo do aumento do amortecimento estrutural e, também, as alteragdes em fungao
dos danos. As quantidades de amortecimento foram incluidas pelo médulo de elasticidade

complexo (Eq. 187) da viga através do fator fr, mostrados na tabela 7, tal que

Ecomplex =E (1 + le) (187)

Table 7 - Severidades de danos e coeficientes do amortecimento estrutural.

Parametro \ Valores considerados
D 0,01, 0,05, 0,1, 0,03, 0,05
fE 0,001, 0,005, 0,01, 0,03, 0,05




Figure 46 - FRF da estrutura sem amortecimento e diferentes severidades de dano.
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Fonte: dados do proprio autor.

Figure 47 - FRF da estrutura com amortecimento 1 e diferentes severidades de dano.
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Figure 48 - FRF da estrutura com amortecimento 2 e diferentes severidades de dano.
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Fonte: dados do préprio autor.

Figure 49 - FRF da estrutura com amortecimento 3 e diferentes severidades de dano.
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Fonte: dados do préprio autor.
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Figure 50 - FRF da estrutura com amortecimento 4 e diferentes severidades de dano.

x 107° FRF freq. [kHz| vs. Amp. [rad/N]
3 ~ .

T

sem dano
—=—dano 1
——dano 2
—*—dano 3
dano 4

dano 5

2.1

2.05

30.6 308 31

Fonte: dados do préprio autor.
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Figure 51 - FRF da estrutura com amortecimento 5 e diferentes severidades de dano.
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Fonte: dados do préprio autor.

Entre os indices de deteccao de danos estd o indice 0. calculado em funcdo da norma H.
do sistema sem e com dano. Sejam Ho(f) e Ho(od) as normas de uma estrutura intacta (sem dano)
e com dano, respectivamente, o indice 0. pode ser calculado pela equagdo (188), conforme
propde (BUENO; MARQUI; LOPES JUNIOR, 2006), i.e.,

(Ho(f))z (188)

A figura 52 apresenta para a estrutura em estudo como o pico da FRF do sistema diminui
em funcdo do aumento do amortecimento. Ainda, pode-se notar que 0. pode indicar o aumento
da severidade do dano uma vez que seu valor € aumentado a medida que D aumenta, ou seja,
que o dano evolui. No entanto, para os casos 1 e 2, que correspondem a amortecimento nulo
e amortecimento 1 (ver tabela 7), hd uma inversdo para a segunda severidade de dano, pois
o indice se apresenta respectivamente maior € menor que no terceiro caso. Sendo assim, fica
sugerido que este indice pode gerar incorreta indicacdo de severidade de dano, mas permite
a detec¢do dos danos mesmo para sistemas com os niveis de amortecimento estudados neste
trabalho.

Para a faixa de frequéncia discutida nesta se¢do nota-se que os picos da FRF - i.e., a norma
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Figure 52 - Indice 0., para diferentes severidades de dano e niveis de amortecimento.
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Fonte: dados do préprio autor.

H.., ocorrem com apenas pequenas diferencas de frequéncias. A figura 53 apresenta que a
frequéncia diminui em relagdo a frequéncia do pico da estrutura intacta. Estes resultados foram

obtidos considerando a seguinte expressao:

AFreq = f[HY] - f[HY)] (189)

sendo f [Ho(o')] a frequéncia em que ocorre o pico da FRF para a estrutura intacta e com dano.

De acordo com a figura 52, os indices 0. podem detectar os danos através de valores de
até aproximadamente 0,01. Valores nesta ordem de grandeza podem ser obtidos visto que o
indice utiliza uma normaliza¢do da diferenca quadrética das normas pelo quadrado na norma
do sistema na condi¢do intacta. A motivagao para tal normalizagao fica evidente ao se verificar
a ordem de grandeza da norma H., para cada uma das condi¢des na figura 54, (para uma melhor

visualizacdo, apresenta-se com destaque o caso 2).
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Figure 53 - Variagdo das frequéncias para as normas H.. de diferentes severidades de dano e
niveis de amortecimento.
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Fonte: dados do préprio autor.

Figure 54 - Norma H.. para diferentes niveis de amortecimento.
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Fonte: dados do préprio autor.

Conforme apresentado anteriormente, a norma H, tem sido também utilizada na detec¢ao
de danos (GAWRONSKI; SAWICKI, 2000). Para detec¢do utiliza-se o indice 6, mostrado na
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equacdo (190). De acordo com a figura 55, na faixa de frequéncia considerada nesta se¢dao o
indice de deteccdo de danos baseado nesta norma é adequado para perceber a evolugdo da sev-
eridade do dano. Ainda, nota-se nesta faixa de frequéncia que o aumento do amortecimento
ndo gera significativo comprometimento da capacidade de detec¢do do dano, pois a ordem de
grandeza dos valores permanece a mesma. Também, a figura 56 mostra a ordem de grandeza da
norma H, para as diferentes condicdes em andlise, i.e., severidade de dano e nivel de amorteci-

mento (com destaque para o caso 4 para uma melhor visualizacdo).

o) = : (190)

Figure 55 - Indice 0, para diferentes severidades de dano e niveis de amortecimento.
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Fonte: dados do préprio autor.
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Figure 56 - Norma H, para diferentes niveis de amortecimento.
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Fonte: dados do préprio autor.

Visto que o cédlculo do indice de detec¢do de dano baseado na norma H; envolve uma
integracdo numérica ao longo da frequéncia (nos casos da FRF conhecida), a escolha do método
de integracdo e a discretizacdo em frequéncia - i.e., o df adotado - podem influenciar o célculo
do indice. Neste sentido, em particular para o método trapezoidal utilizado neste trabalho, o
df deve ser convenientemente escolhido para assegurar a qualidade do cédlculo da norma. Para
clareza de entendimento, a figura 57 apresenta, para cada uma das cinco severidades de danos,
os valores do indice o, calculados por df = 0,78125 e, também, df = 0,52083 Hertz. Nota-
se que a discretizagdo adotada neste trabalho assegura convergéncia entre os indices obtidos
em ambos os casos e, portanto, a qualidade da deteccdo ndo é comprometida pela operacdo de
integracdo numérica. Esta anélise deve ser considerada por projetistas de sistemas de SHM que

envolvem a norma H, para célculo de indice de deteccao.
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Figure 57 - Indice 0, obtidos com diferentes discretizacdes na frequéncia.
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Fonte: dados do préprio autor.

Indices de correlacdo entre sinal da estrutura intacta com a estrutura danificada tém sido
também utilizados na detec¢do de dano. Como exemplo tem-se o indice CCDM (do inglés,
Correlation Coefficient Deviation Metric), com diversas aplica¢des disponiveis na literatura
(MARQUI et al., 2008; OLIVEIRA, 2013; CORTEZ; VIEIRA FILHO ; BAPTISTA, 2012).
A equacdo 191 apresenta um indice de correlacdo e os resultados podem ser observados na
figura 58. Nota-se claramente o aumento do indice em funcio da severidade do dano, no en-
tanto, seus valores reduzem significativamente a medida que a estrutura possui mais amortec-
imento. Similarmente as normas H. e H, estes valores reduzidos podem comprometer a de-
tectabilidade visto que, em situagdes reais de engenharia, os sinais de FRF da estrutura intacta
e da situacdo de integridade desconhecida (na condi¢do de monitoramento em que ndo se sabe
a priori se ha dano ou nao) possuem ruidos e, portanto, se o indice de detec¢dao for numeri-
camente da ordem de grandeza destes ruidos pode-se facilmente obter falsos diagndsticos (os

falsos positivos ou falsos negativos')

Ocam = |1 — L <H(w”)(i) _ﬁ(i)> (H(“’”)(d) _ﬁ(d)) (191)

\/(H(wn>(i) _H(i))z\/([-](a)n)(d) —A@)?

10 falso positivo ocorre quando um indice sugere a existéncia de um dano que nio existe, enquanto no falso
negativo a estrutura estd com dano, embora o indice de detec¢do ndo indique.




98

sendo H (a),,)(i) a FRF da estrutura intacta para a n-ésima frequéncia, similarmente, H (a)n)(d)

para a estrutura com dano (ou condi¢iio a ser monitorada) e H a média de cada FRF.

Figure 58 - Indice G, .4y para diferentes severidades de dano e niveis de amortecimento.
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Fonte: dados do préprio autor.

Para contornar a dificuldade resultante dos baixos valores de G,.4,, para alto amortecimento
estrutural, neste trabalho propde-se o cdlculo da correlagdo considerando o médulo da FRF em
cada frequéncia, ou seja, dado H (co)(-) (tanto para estrutura intacta quanto com dano), utiliza-
se |H) ()| (médulo do nimero complexo) para os termos do denominador da expressdo.
Com isto, a equagdo (191) é reescrita para definir uma variacdo do indice apresentado anterior-
mente, i.e., 6(2)

ccdm
figura 59 que claramente indica valores maiores quanto maior for o amortecimento estrutural.

tal como definido abaixo. Assim, pode-se obter os resultados apresentados na

No entanto, o indice proposto apresenta pequena variagdo em funcdo da severidade do dano.
Pode-se, entdo, utilizar ambos indices de forma combinada para detectar danos em estruturas

significativamente amortecidas.

ol < |1 T Lo A () ) o
V (1H (@) - [AO]) V (1H (@) ]| — |A@])>
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(2)

Figure 59 - Indice o, para diferentes severidades de dano e niveis de amortecimento.
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Fonte: dados do préprio autor.

6.1.2 Avaliaciio da Detectabilidade baseada em Indices: Faixa de Frequéncia de 50-100
kHz

Nesta se¢do sdo apresentadas discussdes equivalentes as previamente introduzidas na se¢do 6.1.1.
A ideia principal é destacar que algumas observagdes podem se manter ao se alterar a faixa de
frequéncia e, por outro lado, alguns comportamentos podem se alterar. Este topico € discutido
na literatura de SHM no contexto da selecdo da faixa de frequéncia, no entanto, os autores em
geral utilizam dados experimentais que por sua vez sdo restritos a algumas caracteristicas fisico
geométricas particulares de um dado sistema (MOURA Jr; STEFFEN JR, 2006; BAPTISTA,
2010).

As figuras 60 a 64 apresentam as FRF para a faixa de frequéncia de 50 a 100 kHz avaliada
nesta se¢do. Observa-se em geral o comportamento similar a anélise anterior, i.e., a redugao
das frequéncias naturais em fun¢do da severidade do dano. No entanto, para esta faixa de
frequéncia nota-se significativa influéncia dos niveis de amortecimento estrutural considerados,

especialmente para os casos 4 e 5 (Fig. 63 e 64).
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Figure 60 - FRF da estrutura com amortecimento 1 e diferentes severidades de dano.
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Fonte: dados do préprio autor.

De forma equivalente ao resultado apresentado para a faixa de frequéncia anterior (Fig. 52),
a figura 65 indica que o indice baseado na norma H.. pode detectar o dano e, inclusive, maiores
variagdes a medida que existem mais amortecimento estrutural (note os valores de até 0.08).
Ainda, de forma equivalente, a figura 66 apresenta pequena variagcao das frequéncia que ocorrem
o maior pico da FRF e, também, a figura 66 apresenta a ordem de grandeza da norma para esta

faixa de frequéncia.
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Figure 61 - FRF da estrutura com amortecimento 2 e diferentes severidades de dano.
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Fonte: dados do préprio autor.

As figuras 68 e 69 apresentam respectivamente o indice baseado na norma H, e os valores
da norma para a faixa de frequéncia de 50 a 100 kHz. Podem ser observados comportamentos
equivalentes a faixa de frequéncia de 30 a 50 kHz. Também de forma equivalente apresenta-se
o indice CCDM mostrado na figura 70, cuja ordem de grandeza indica valores inferiores a 0,4
para maior severidade de dano e menor nivel de amortecimento. Para as demais combinagdes

severidade e nivel de amortecimento os valores sdo ainda menores. Por outro lado, conforme

2)

o o (
indica a figura 71, o indice o,

gera valores da ordem da unidade para a estrutura a partir
do terceiro nivel de amortecimento, gerando para os primeiros dois niveis valores da ordem de

grandeza do CCDM classico.
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Figure 62 - FRF da estrutura com amortecimento 3 e diferentes severidades de dano.

x10° FRF freq. [kHz] vs. Amp. [rad/N]

sem dano

——dano 1
—— dano 2

—<— dano 3

dano 4

dano 5

x107° x 107
1.7 10
1.6
15
1.4} : ‘ ‘ ‘ S ‘ ‘ ‘ ‘
625 62.6 62.7 62.8 629 63 63.1 82 83 84 85 86

Fonte: dados do préprio autor.

Figure 63 - FRF da estrutura com amortecimento 4 e diferentes severidades de dano.
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Fonte: dados do préprio autor.



Figure 64 - FRF da estrutura com amortecimento 5 e diferentes severidades de dano.
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Fonte: dados do préprio autor.

Figure 65 - Indice o.. para diferentes severidades de dano e niveis de amortecimento.
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Fonte: dados do préprio autor.
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Figure 66 - Variacdo das frequéncias para as normas H.. de diferentes severidades de dano e
niveis de amortecimento.
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Fonte: dados do préprio autor.

Figure 67 - Norma H.. para diferentes niveis de amortecimento.

Fonte: dados do préprio autor.



Figure 68 - Indice o, para diferentes severidades de dano e niveis de amortecimento.
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Fonte: dados do préprio autor.

Figure 69 - Norma H, para diferentes niveis de amortecimento.
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Fonte: dados do préprio autor.
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Figure 70 - Indice o©,.4,, para diferentes severidades de dano e niveis de amortecimento.
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Fonte: dados do proprio autor.

Figure 71 - Indice c?)

~am Para diferentes severidades de dano e niveis de amortecimento.
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Fonte: dados do préprio autor.
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6.2 FAIXA DE VALORES DE INDICES

Embora diversos indices de detec¢do de danos sejam utilizados na literatura de SHM ex-
perimental, i.e., nos trabalhos baseados em dados de ensaios, ainda é limitado o ndmero de
trabalhos que discutem seus valores limites, também referidos como threshold. O ponto central
desta discussdo € saber se um determinado valor nao nulo obtido pelo cdlculo de um indice
de deteccao € de fato um dano. Sabe-se que em termos praticos todo sinal experimental con-
tém ruidos e, portanto, € razodvel que ao se comparar dois sinais (da estrutura intacta com uma
condicdo desconhecida) um indice de detec¢do apresente um valor ndo nulo. Assim, simulacdes
através de um modelo matemadtico podem auxiliar o entendimento dos valores numéricos, bem

como gerar informagdes importantes para o projetista de um sistema de monitoramento.

Neste contexto, nesta se¢ao se apresenta uma breve discussao sobre os valores dos indices
de deteccdo de danos discutidos nas secdes anteriores para diferentes niveis de ruidos na FRF
do sistema intacto. Os sinais apresentados na figura 72 mostram a FRF do sistema intacto para
faixa de 30 a 50 kHz e, também, esta FRF com trés niveis de ruidos incluidos artificialmente.
Cada FRF com ruido H(®)" foi obtida a partir da FRF original somada a uma parcela com
valores aleatérios ponderados por um percentual da energia do sinal, conforme mostrado na

equagdo 193.

H(w)" =H(®)+E.pe[n.(®)+im,(0)] (193)

sendo H(w) a FRF da estrutura intacta (obtida pelo modelo SEM), p, um escalar positivo para
representar o percentual de energia do ruido em relagdo a energia do sinal original, e n,(®)
e my () valores aleatdrios para respectivamente representarem as partes real e imagindria do
ruido para cada frequéncia @. A energia E, do sinal foi calculada pela integral no dominio da
frequéncia (Eq. 194). Os limites de integracdo, no dominio da frequéncia, foram adequadas

para cada uma das faixas em estudo, i.e., 30 a 50 e 50 a 100 kHz.

‘T an)w
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Figure 72 - FRF do sistema intacto com ruidos.
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Fonte: dados do préprio autor.

As figuras 73 a 76 apresentam valores dos indices calculados para a estrutura intacta sem
ruido com relacdo a estrutura intacta com ruido. Embora os niveis de ruido tenham sido
definidos de forma arbitraria, e portanto, a priori, sem garantia de representatividade de uma
situacdo tipica de ensaio, nota-se claramente que niveis de ruido podem resultar em valores de
indices na ordem de grandeza daqueles obtidos devido danos estruturais de pequena severidade.
Em particular, o indice GC(_fc)im proposto neste trabalho se mostra menos sensivel ao ruido, prin-
cipalmente para estruturas com maior nivel de amortecimento, uma vez que apresenta valores
de aproximadamente 0,05 e 0,25, enquanto para a quantidade de amortecimento 3 (ver figura

49, secdo 6.1.1 e tabela 7) seu valor € da ordem de 0, 80.

Table 8 - Valores utilizados na defini¢do do niveis de ruido.

Caso de Ruido | Freq. kHz | Valor de p,

1 30250 1077
2 30 a 50 1074
3 3050 5% 1074
1 50 a 100 0,1

2 50 a 100 1

3 50 a 100 5
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Figure 73 - Indice 0w para diferentes niveis de ruido (30 a 50 kHz).
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Figure 74 - Indice o, para diferentes niveis de ruido (30 a 50 kHz).
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Fonte: dados do préprio autor.
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Figure 75 - Indice G cgm para diferentes niveis de ruido (30 a 50 kHz).
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Fonte: dados do préprio autor.

Figure 76 - Indice c?

~.am Para diferentes niveis de ruido (30 a 50 kHz).
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Fonte: dados do préprio autor.
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As figuras 77 a 80 apresentam valores de indices para a faixa de frequéncia de 50 a 100
kHz.

Figure 77 - Indice .. para diferentes niveis de ruido (50 a 100 kHz).
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Fonte: dados do préprio autor.
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Figure 78 - Indice o, para diferentes niveis de ruido (50 a 100 kHz).
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Figure 79 - Indice G cgm para diferentes niveis de ruido (50 a 100 kHz).
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Figure 80 - Indice c?

ccdm

para diferentes niveis de ruido (50 a 100 kHz).
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Fonte: dados do préprio autor.

Figure 81 - FRF do sistema intacto com ruidos (50 a 100 kHz).
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Fonte: dados do préprio autor.
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Os casos de ruidos apresentados foram obtidos a partir dos valores apresentados na tabela 8.
As figuras 73 a 76 apresentam os resultados para a faixa de 30 a 50 kHz, enquanto as figuras 77

a 80 apresentam os resultados para a faixa de 50 a 100 kHz. Nesta segunda faixa de frequéncia o

)

indice o, também se apresenta mais adequado que as demais avaliagdes neste trabalho, prin-

CCi
cipalmente para estruturas com certo nivel de amortecimento estrutural. Finalmente, a figura 81
apresenta as FRFs da estrutura intacta, com e sem os ruidos, para a segunda faixa de frequéncia

analisada.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Diversos trabalhos t€ém abordado os projetos de sistemas de controle de vibragdes e mon-
itoramento da integridade estrutural de forma independente. Em geral, controladores de vi-
bracdes sdo projetados para baixas frequéncias, para as quais estdo associadas as maiores am-
plitudes de vibragdes. Por outro lado, o desenvolvimento de sistemas de monitoramento da
integridade baseado na técnica da impedancia elétrica exige andlises em altas frequéncias, para
as quais estdo associados pequenos comprimentos de onda, uma vez que busca-se detectar danos
incipientes para, consequentemente, reduzir custos de manutengdo e, principalmente, garantir
seguranca de pessoas. Neste contexto, tem se observado uma tendéncia natural do uso de for-
mulagdes analiticas (nos dominios do tempo ou frequéncia) ou, ainda, baseadas no método dos
Elementos Finitos para projeto de sistemas de controle e, especificamente para monitoramento
estrutural, modelos nao paramétricos obtidos por dados experimentais, em geral no dominio da

frequéncia, para projeto de sistemas de SHM.

Embora na literatura os projetos de sistemas de controle e monitoramento tenham sido
fortemente considerados desacoplados, para algumas aplicagdes, equipamentos de aquisi¢dao
de dados de transdutores, sensores e atuadores podem ser comunizados e, consequentemente,
promover alivio de custos com investimentos e, também, simplificar processos de andlises de
engenheiros e projetistas. Neste sentido, uma vez que em geral o projeto de controladores re-
quer a obten¢do de um modelo matematico computacional para se calcular a forca de controle
que deve ser aplicada por um atuador em cada instante de tempo, projetar ambos os sistemas
— de controle e monitoramento — baseados em um mesmo modelo dindmico pode gerar um
ganho adicional aos processos. Assim, visto sua potencialidade também para andlises em al-
tas frequéncias, o método dos Elementos Espectrais apresenta caracteristicas adequadas para a

abordagem simultanea das aplica¢cdes discutidas neste trabalho de tese.

Em particular para o projeto de controladores de vibragdes, neste trabalho apresentou-se
preliminarmente uma discussdo da técnica classica de controle PID. Trata-se de uma abor-
dagem, no dominio da frequéncia, amplamente utilizada em aplica¢des académicas e industriais
visto sua simplicidade matemaética, facilidade de interpretacao dos efeitos de cada parametro de
ganho (proporcional, integral ou derivativo), bem como pela possibilidade de ajuste dos ganhos

envolvendo baixa demanda computacional. No entanto, nem sempre o analista consegue facil-
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mente definir um ganho 6timo que maximize ou minimize alguma fung¢do objetivo de interesse
como, por exemplo, a energia de controle com relacao a energia da vibragao, as normas H. ou
H, do sistema, entre outras. Nestes termos, considera-se bastante conveniente o uso de técnicas
modernas de controle que, em geral, utilizam a representacdo da planta a ser controlada por
uma realizacao no espaco de estados. Desta forma, neste trabalho apresentou-se uma proposta
de processo e modelagem matemadtica para se considerar um ganho de realimentagcdo de esta-
dos na formulagdo por elementos espectrais. A abordagem consiste no calculo da funcao de
transferéncia do controlador a partir da relacdo que envolve o sistema com e sem a realimen-
tacdo de controle. O procedimento apresentado considerou o método ERA, para identificagao
do modelo no espaco de estados, e a técnica de controle LQR, embora a formulacao seja geral
suficiente para se considerar outros métodos de identificacdo, além de diferentes técnicas de

controle consagradas na literatura.

No presente trabalho apresentou-se também uma discussdo sobre sistemas de monitora-
mento da integridade estrutural baseados em indices de detec¢do de danos. Conforme men-
cionado, indices calculados a partir de sinais no dominio da frequéncia tém sido amplamente
utilizados em aplicagdes, principalmente académicas, de SHM. Em geral, tais indices s@o obti-
dos a partir de dados experimentais sem, comumente, os danos representados de forma artificial
como inclusdo de pequenas quantidades de massa ou, também, por pequenos cortes feitos com
serra mecanica. Como consequéncia, nestes trabalhos experimentais, hi um nimero limitado
de sinais para representar efeitos como a evolu¢do da severidade de um dano, bem como alter-
acoes fisico geométricas. Neste sentido, pode-se sugerir que o entendimento do comportamento
de indices de deteccao de danos para determinada estrutura fica limitado a cada caso particular
estudado. Assim, o uso de um modelo espectral para representar a estrutura em andlise per-
mite previamente que o engenheiro analista conheca a alteracdo de um indice para diferentes
condi¢des em curto periodo de tempo, além de reduzido custo ao se comparar com um caso
hipotético onde diversos corpos de prova, réplicas da estrutural real, estejam disponiveis. Por
outro lado, € importante destacar que existem desafios a serem superados para se obter um mod-
elo matemdtico computacional representativo real e, também, que ainda existem oportunidades
de desenvolvimento de modelos espectrais para estruturas complexas. No contexto exposto, no
capitulo 6 apresentou-se uma andlise dos indices baseados nas normas H,, H. ¢ CCDM. Foi
possivel verificar que as amplitudes dos indices sdo menores a medida que a estrutura tem mais
amortecimento. Assim, destaca-se que uma analise semelhante, via modelo SEM, é recomen-
dada previamente a escolha do indice a ser utilizado em um processo de monitoramento, pois
sinais experimentais (logo, com ruido) podem gerar falsos diagndsticos de danos uma vez que
eventuais pequenas diferentes devido ruidos podem gerar valores de indices na mesma ordem
de grandeza que aqueles de fato obtidos devido a presenca de danos. Neste sentido, neste tra-
balho também é proposto o cdlculo de um indice de correlagdo modificado tal que € possivel

obter valores maiores para estruturas com maior amortecimento. Contudo, entende-se que o
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uso combinado de diferentes indices pode favorecer a tomada de decisdo e reduzir o niimero de

falsos alarmes.

Finalmente, destaca-se que as aplicacOes de controle de vibracdes e monitoramento estru-
tural em vigas podem ser avaliadas de forma ampla ao se utilizar a modelagem espectral. Em
particular, nesta tese empregou-se o modelo de viga de Timoshenko com PZTs acoplados e,
visto que o nimero de graus de liberdade do elemento piezelétrico é maior que o elemento
convencional de viga de Timoshenko, no modelo da estrutura base se considerou também o ele-
mento de barra (com grau de liberdade longitudinal) para assegurar consisténcia na modelagem.
Verificou-se que a ndo inclusio deste grau de liberdade no modelo é equivalente a negligenciar
o grau de liberdade longitudinal do modelo de PZTs e, consequentemente, ndo € possivel se
obter um modelo de acoplamento representativo. Em particular nesta tese ndo foram consider-
ados termos de acoplamento entre as equacdes de Timoshenko (da viga base) com a equagdo
da barra e, portanto, futuros trabalhos podem ser desenvolvidos explorando este topico. Ainda
neste aspecto, destaca-se também que o modelo de PZT considerado apresenta também graus de
liberdade adicionais que, evidentemente, devem ser considerados de forma consistente na mon-
tagem das matrizes globais de massa e rigidez do sistema espectral resultante na unido entre
elementos. Para clareza de entendimento, destaca-se que o esquema de montagem das matrizes
globais sdo equivalentes — na pratica idéntico — ao procedimento empregado para andlises via

método dos Elementos Finitos. Portanto, nesta tese ndo sdo apresentados detalhes do processo.

Destaca-se como principais contribui¢des desta tese os seguintes topicos:

e a utilizacdo do método de Elementos Espectrais para aplicacdes de controle e moni-
toramento estrutural simultaneamente. Isto € possivel pois o projeto de controle uti-
liza for¢as em baixas frequéncias, enquanto a técnica de SHM baseada em impedancia
eletromecanica utiliza forcas em altas faixas de frequéncias. Portanto, a forca total a ser
aplicada na estrutura pode conter estas duas componentes. O termo de alta frequéncia

nao infere no controle e o termo de baixa frequéncia ndo interfere no SHM.

e estruturas multi camadas utilizando a formulag¢do de Timoshenko foi apresentada e dis-

cutida, mostrando detalhes nao encontrados na literatura.

e 0 desenvolvimento de uma metodologia de inclusdo de ganhos de controle por realimen-

tacdo na formulagdo espectral;

e a discussdo de alguns dos indices de detec¢do de danos mais comuns em termos de sev-
eridade de dano e nivel de amortecimento estrutural, ficando sugerido um processo de
andlise similar preliminarmente as aplicagdes reais de engenharia baseadas evidentemente

em dados de experimentos.
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7.1 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

A seguir sdo apresentadas algumas sugestoes de trabalhos futuros que podem ampliar o

entendimento dos tépicos contidos neste trabalho de tese.

utilizar o SEM para modelar estruturas flexiveis mais complexas como placas e treligas.
e criar pacotes (bibliotecas) que facilitem a disseminacdo do SEM.

e avaliar diferentes técnicas de controle por realimentacdo bem como discutir niveis de

forma requeridos;

e avaliar outros indices de detec¢do de danos e diferentes posi¢cdes de dano relativa ao

sensor e atuador;
e discutir influéncias de tamanho de transdutores.

e comprovar a técnica experimentalmente, isto €, utilizar simultaneamente os mesmos atu-

adores e sensores para o controle € 0 monitoramento estrutural.
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APENDICE A - MATRIZES UTILIZADAS NO METODO DOS ELEMENTOS
FINITOS

Nesta se¢do apresenta-se as matrizes do sistema para o método dos Elementos Finitos.

A.1 METODOS DOS ELEMENTOS FINITOS

As matrizes de rigidez e massa para os modelos calculados via o Método dos Elementos
Finitos estdo listadas abaixo. A matriz de amortecimento € calculada como uma combinagao

das matrizes de massa e rigidez.

Matrizes de rigidez e massa para uma barra

EA| 1 -1
Kg=— 1
5= 1] (195)
PpAL | 2 1
Mp=—— 196
B— 76 [1 2 (196)

Viga de Euler-Bernoulli

12 6L —-12 6L
EI| 6L 41> —6L 2L?

Kpp— — 197

BB | 12 —6L 12 —6L (157)

6L 21°> —6L 42



156 22L 54 —13L
_pAL | 22L 4L 13L -3L?
B0 | s 130 156 —2212
—13L 31> —22L 4L

Viga de Timoshenko

12 6L —~12 6L

K. EI 6L 41>+ ¢L> —6L 2L>—¢L?
"TD0+e) | —12  —6L 12 —6L

6L 212 —¢L?> —6L 4L>+¢L?

mi+Mrm;  my+Mrmg  m3—Mrmg
M pAL my + Mrmg ms + Mrmg my — Mrmg
T pu—
(1 + (P)z m3 — Mrmy my — Mrmg my + Mrm7
—my4+Mrmg —me+Mrmyg —my —Mrmg
12E1
sendo Mr = (r*/L?), ¢ = G r?> =1I/A. Também,
" 13+7¢+¢2 11L+ 11¢>+¢2 .
= — —_— _ m = —— R -
735710 " 3 27210 "\ 120 " 24
9 3¢ ¢ 13L (3¢ ¢
= — _ _ - - LA L
707706 i 420+(40+24
LZ (p (pZ L2 (P (pZ
s =105 * (60 * 120) Mo =140t (60 * 120)
1 ¢?

my =

6
5

2 ¢ 0%\,
—(2424.9)
"o (15+6+3>

—my + Mrmg

—me +Mrmig
—my + Mrmg
ms + Mrmg
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(200)

(201)



Matrizes de rigidez, massa e amortecimento para uma viga de duas camadas

C - CCA +Ccl

—C,

K = Kga+ Kgr — Kg +Kr

com

A

PA

CcA -

A7 =

~ 40

pAL

cAL
420

Al A
Al As

S~

- G

140 0 O
0 156 22L
0 220 412

A1 A
AT A;

] CCI -

Ay =

As =

Ag

o -A4 As
= — M
12| AT Aq v
C1 _A7 Ag C
30L | AT Ag o
KEIZE T
Ay A
F | A3 A
Kp— 1T3 14
30L | AT, Ays
70 O 0
0 54 —13L |[A3=
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0 6 -—L
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0O O 0
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(202)

(203)

(204)

(205)
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o O

)

o O =

0 0 0
12 6L | A;j=10
6L 412 0
0 0 0
36 3L | Au=10
3L 412 0
0 0
0 0 C, =
0

=)
~

o
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APENDICE B - CALCULO DO NUMERO DE ONDA ATRAVES DAS

MATRIZES DE ESTADO

Nesta secao apresenta-se as matrizes apresentadas no capitulo ?? para calcular o nimero de

onda para uma viga de Timoshenko de duas camadas.

B.1 MATRIZES DE ESTADOS

Elementos da matriz A

A 0 Az Ap
0 A 0 0
A= 22 (213)
Azr 0 Azz Axn
Ay 0 Ay Ay
com
A= EbAb +EPAP;
Ay = GbAb + GpAp;
I’l2
Az = Eply +EpAp s
h I B3 Ry,
Au=AyB(ChL Hik,
A13 :A31 - _EpAp%;
Ay =Aq = _EpApZ_:;
A3y =Ay3 = EpAp%%;
Elementos da matriz B
0 O 0 0
0 0 B B
B— 23 By o1
0 By O 0
0 By O 0
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com B3 = —B3y = —GpAp; Bog = —Ban = —GpA,

Elementos da matriz C

Cih 0 Ci3 Cui
0 C 0 0

C= 22 (215)
G 0 G35 Cay

Cy 0 Cy3 Cyug

com
Ci1 = Cy = my, +my;

—_ _ GpAp .
C33 = —=25" + pulp +mp 7
— GPAP fl .
Cas = — (=52 —mpzt);

Ci3 =031 =—mp7;
_ M.
Ciy=Cy = Mphy
ho by

Gy =Cq3=mp7 30

Elementos da matriz P

AT (1) Ag(1)

Af(2) A§(2)

AT (3) A% (3)

p_| M@ A§(4) (216)
AT(I) expk'L AT(I) expkgL
1 8

AT (2)exphit Af (2)exphst
Af (3)exph® A§ (3)exphst
AIT (4) exple . Ag (4) expk8L
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Elementos da matriz Q

Qi
(0]
03
O ...
Q= 05 .. 217)
Oei
Q7i

0s;

com
h3,A Y n3,Ap h, h
Q1= (EbAb+EpAp)k,~AiT(1)+#AIT(1)—EpAp%kiAiTB)—%’LA.TB)—E ApitkiA] (4)—
M’AAAT@).
ﬁgSL hl i ’
02i = (GpAp + GpA ) iAl (2) — GLAR AT (3) — G,A AT (4);

h%,A h? h3Ap b j
Qsi = —EpAps kil (1) = BEL AT (1) + (Eply+ EpAp )i (3)+ G2 AT (3)+EpApy kAl (4)+

h3\Ap hy by T(4).

B3L 2 hyti

h 3, Ap h ho h W31Ap hy h h i
Qui = ~EpAp kAl (1) = B2 AT (1) 1 EpA o Bki] (3) + 502 e AT (3) 4.4, B (e -
Bk y AT (4) 4 T8 BT AT (g
33 I/ Bl ™7t A7

Qs; = —Q1iexphil; Qgi = —Qaiexphil; O7; = —Q3;exp*it;Qg; = — Oy exphiL.

B.1.1 Matriz Espectral

S=qQpr! (218)
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APENDICE C - GANHO DO REGULADOR LINEAR QUADRATICO

Esta secdo apresenta as informacgdes bésicas da formula¢do do controlador LQR.

C.I REGULADOR LINEAR QUADRATICO

Considere um sistema continuo, linear e invariante no tempo representado pelo diagrama

de blocos da figura 82 e descrito pela seguinte equacdo em espaco de estados

x = Ax+Bu
y = Cx+Du (219)

Na equacdo (219), A é a matriz de estados (matriz dinamica), B € a matriz de entrada, C € a
matriz de saida, D € a matriz de transmissdo direta, X € o vetor de estados, u é o vetor de entrada
ey € o vetor de saida. Todos os vetores sd@o dependentes do tempo, mas a varidvel ¢ serd omitida

por simplicidade.

Figure 82 - Diagrama de blocos de um sistema continuo.

» D

=L B = Jdt ——— ¢

A

Fonte: dados do proprio autor.

A relacdo entre a fungdo de transferéncia Y e as matrizes de estado de um dado sistema €
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obtida aplicando a transformada de Laplace na equagdo 219 e é dada por
Y=C(I—-A) " 'B+D (220)

sendo s uma varidvel complexa e I a matriz identidade de dimensdes apropriadas.
A funcao de transferéncia de um sistema em malha fechada, figura 83, realimentada por um

ganho K ¢é dada por

Figure 83 - Diagrama de blocos de um sistema em malha fechada.

e
u > > Y > ¥
K <
Fonte: dados do préprio autor.
Y(o)
Y = 221
control(w) l—I—KY((D) ( )

Um problema de controle 6timo consiste em encontrar um sinal de controle u que, para um
dado estado inicial diferente de zero x(0), leve o sistema para o estado zero, x = 0, de maneira

Otima, isto é, minimizando a seguinte fun¢do custo
J— / (xTQx + uTRu)ds (222)
0

As matrizes Q e R sdo matrizes de peso que relacionam a importancia de cada estado e a
quantidade de energia necessdria para o melhor desempenho do controlador, respectivamente, e
podem ser obtidas por tentativa e erro. Uma solug¢do 6tima, para qualquer estado inicial, é dada

por
u=—Kx (223)
sendo K o ganho do controlador obtido resolvendo a seguinte equagao
K=R"!B"P (224)

e P =PT > 0 ¢ a tinica solucdo da Equagio Algébrica de Riccati (ARE, do inglés Algebraic

Riccati Equation)

ATP+PA-PBR BTP+Q=0 (225)
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O controle LQR esta intimamente ligado ao modelo em espacgo de estados. Modelos em outras
representacdes devem ser convertidos para espaco de estados para serem utilizados com o cont-
role LQR. Maiores detalhes sobre a modelagem em espacgo de estados e o controle LQR podem
ser encontrados em (OGATA, 2003) ou (DORF ; BISHOP, 2001).
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