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..imagino que uma das mais fortes
motivagdes para uma obra artistica
ou cientifica consiste na vontade de
evasdo do cotidiano com seu cruel
rigor e monotonia desesperadora, na
necessidade de escapar das cadeias
dos desejos pessoais eternamente
instaveis. Causas que impelem os
seres sensiveis a se libertarem da
existéncia pessoal, para procurar o
universo da contemplacédo e da
compreensao objetivas. Esta
motivagdo assemelha-se a nostalgia
que atrai o morador das cidades
para longe de seu ambiente ruidoso
e complicado, para as pacificas
paisagens das altas montanhas, onde
o olhar vagueia por uma atmosfera
calma e pura e se perde em
perspectivas repousantes, que
parecem ter sido criadas para a
eternidade.

Como vejo o mundo
Albert Einstein



Resumo

Neste trabalho estudaremos propriedades espectrais de uma classe de operadores
de Schrodinger com potencial associado a dindmica de transformagdes de intercdmbio
de intervalos, e mostraremos o resultado de Cobo-Gutierres-de Oliveira que garante
que, para quase todo intercAmbio de intervalo, o espectro pontual do operador de

Schrodinger associado é vazio.

Palavras-chave: Operador de Schrodinger, intercambio de intervalos, espectro

pontual vazio, espectro singular continuo puro.



Abstract

In this work we study the spectral properties of a class of Schrodinger operators
with potentials associated with the dynamics of interval exchange transformations,
and we show the proof of Cobo-Gutierrez-de Oliveira of absence pure point spectrum
of Schrodinger operators associated, for Lebesgue almost all interval exchanges.

Key-words: Schrodinger operator, interval exchange, absence pure point spectrum,
pure singular continuous spectrum.
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Introducao

Uma particula que se move em um espaco unidimensional, sujeita a um
potencial independente do tempo tem seu estado quantico descrito pela equacdo de

Schrodinger unidimensional.

Algumas classes de potenciais tem interesse particular, como potenciais periddicos,
quase-periddicos e aleatérios. O caso aqui abordado se encaixa na classe de
potenciais peneperiddicos (uma das subcategorias de potenciais quase-periédicos),
isto é, potenciais aleatdrios que apresentam algum tipo de padrdo de repeticdo. Os
operadores de Schrodinger discretos com potenciais peneperiédicos assumindo um
nimero finito de valores sdo modelos quénticos adequados para o estudo dos
quase-cristais, estruturas que figuram entre as periddicas (cristais perfeitos) e as
aleatérias (materiais amorfos). Por sua vez, os quase-cristais tem sido amplamente
estudados na fisica, j4 que sua estrutura tem sido usada nas ciéncias aplicadas para
a confeccdo de super-ligas metdlicas que se mostram muito mais resistentes que as

ligas atuais.

No estudo dos operadores de Schrodinger, uma atencdo especial é dada para o
espectro destes operadores, uma vez que, fisicamente, este representa o eixo de
energia do operador. Em geral, operadores de Schrodinger com potencial periédico
apresentam espectro absolutamente continuo puro, e no caso de potencial
aleatério, o espectro tem somente a componente puramente pontual. Na 4rea de
sistemas dinamicos, existe um interesse particular pelos operadores de Schrodinger
cujo espectro apresenta, de alguma forma, um comportamento exético. No nosso
caso, o operador de Schrodinger tem o potencial associado a dindmica de
transformacgdes de intercdmbio de intervalos, e o espectro deste operador é um
conjunto de Cantor de medida de Lebesgue zero e singular continuo puro, para quase

todo ponto no intervalo.

Para este tipo de potencial, a combinacdo de resultados de [4] e [11] resulta que

viil
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a parte absolutamente continua do espectro é vazia. Em 2008, Cobo-Gutierrez-de
Oliveira provaram, usando o argumento da Renormalizagdo de Rauzy, o Teorema
da densidade da R-6rbita de Rauzy (Teorema 1.2) e o argumento de Delyon-Petritis
(Teorema 2.4) do Lema de Gordon, que a parte puramente pontual do espectro
também é vazia, resultando assim o espectro singular continuo puro, para quase todo

ponto no intervalo. E esta prova que iremos apresentar.

O trabalho estd organizado da seguinte forma:

Nas preliminares, apresentamos definicdes e conceitos bdsicos de sistemas
dindmicos, medidas espectrais e operadores de Schrodinger unidimensionais
discretos, nos restringindo as particularidades necessarias para o desenvolvimento
deste trabalho.

No capitulo 1 nos concentramos na parte elementar da teoria das transformagdes
de intercambio de intervalos dando aten¢do principal para a funcdo de

renormalizacdo de Rauzy, muito atil no dltimo capitulo.

No capitulo 2 estudamos a prova de Cobo-Gutierres-de Oliveira que garante a
auséncia do espectro puramente pontual em operadores de Schrodinger com
potencial associado a dindmica de transformagdes de intercambio de intervalos.

O apéndice traz alguns resultados bésicos sobre o espectro de um operador em
relacdo a um subshift minimal, além das referéncias que formalizam a teoria aqui

estudada.
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Preliminares

0.1 Sistemas Dindmicos Simbdlicos

Defini¢do 0.1.1. Um sisterna dindmico é um par (X, T) onde X é um conjunto ndo vazio
e T é uma fungdo. Se X é um espaco topolégicoe T : X — X é uma fungdo continua,
dizemos que (X, T) é um sistema dindmico topolégico. Se X for munido de uma o-
dlgebra e T for uma fungdo mensuravel, dizemos que (X, T) é um sistema dindmico

mensurdvel.
Seja (X, T) um sistema dinamico. Para todo x € X, definimos a drbita de x como
O(x) ={T"(x):n€Z}.

Se T for uma bije¢do, definimos a 6rbita positiva de x como O (x) = {T"(x) : n € N}
e a Orbita negativa de x como O~ (x) = {T "(x) : n € N}. Definimos () como

Q=0(x)={T"x):neZ}.
Dado K C Q, dizemos que K é invariante por T se T(K) C K.

Defini¢do 0.1.2. Um sistema dindmico topologico (O, T) é dito minimal se os tinicos
subconjuntos de () que sdo fechados e T- invariantes sdo @ e ().

Proposicdo 0.1.1. O sistema dindmico (Q), T) é minimal se, e s6 se, para todo ponto x € (),
O(x) = {T"(x) : n € N} = Q, em outras palavras, Q(x") = Q(x), para todo x,x’ € Q.

Demonstragio. Seja x € Q, temos @ # O(x) é fechado. De fato, T(O(x)) C O(x), pois

sey € T(O(x)) entaioy € {ToT"(x):n € N}, logoy € {T*1(x) : n € N}, assim
y € O(x). Dai, O(x) é T-invariante. Como ({2, T) é minimal, os tinicos subconjuntos

1



0.1. Sistemas Dindmicos Simbdlicos 2

invariantes sdo @ e ). Portanto Q) = O(x). Reciprocamente, seja A C Q) fechado
tal que T(A) C A, A # @. Vamos provar que A = Q). De fato, para todo x € A,

O(x) C A, logo O(x) C A,mas A=A eQ = O(x), portanto Q = A. O

Defini¢do 0.1.3. Seja (), T, ) um sistema dinamico mensurével, isto é, T : QO — Q)
mensuravel e 4 : B — R uma medida, onde B é a o-dlgebra em Q). Dizemos que
é invariante por T se u(T'(A)) = u(A), para todo A € B.

Defini¢do 0.1.4. Seja (Q), T, B,u) um sistema dindmico mensuravel. Se u(Q) = 1
dizemos que u é uma medida de probabilidade. Se u(A) = 0 ou u(A°) = 0, para todo
A € Btal que T"1(A) = A, dizemos que u é ergddica para T ou que T é ergéddica
para uma medida de probabilidade invariante p. Caso exista exatamente uma tnica
medida boreleana de probabilidade T-invariante y, dizemos que T é unicamente

ergddica.

Teorema 0.1 (Recorréncia de Poincaré). Seja (Q), T, B, u) um sistema dindmico mensurdvel
onde u(Q)) < oo e y uma medida invariante por T. Seja E C Q) mensurdvel tal que u(E) > 0,
entdo quase todo ponto de E (em relagdo a y) retorna a E, isto é, para y-quase todo ponto x € E,
existe ny € IN* tal que T"<(x) € E.

Demonstragio. Seja Eg = {x € E: T"(x) € E, para algum n € IN*}.
SejaE=E\Ey={x€ E:T"(x) ¢ E, Vn € N*}. Vamos provar u(Z) = 0.

De fato, se m,n € IN* com n < m, entdo T-"(E) N T-"(E) = @, pois caso contrério,
istoé,se T""(E)NT ™(E) # @, existe y € E tal que T"(y) € Ee T"(y) € E, e temos

T"(y) = T"(T"(y)) € 2C E

e T"(y) retorna a E, logo y € Eyg, uma contradi¢do. Logo T™"(E)N T " (E) = @. Por
outro lado,

+0o0 %) +oo
’ (U T”(E)) _ T T ME)) = 3 u(E) < +oo.
n=1

Assim, p1(E) = 0 pois caso contrério, y(Z) = a > 0 implica

uma contradicdo, ja que p(Q)) < 400 e E C Q. Portanto Ey tem medida total, isto é,
u(E) = u(Eo). O
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Corolario 0.1.1. Seja (Q), T, B, i) um sistema dindmico mensurdvel onde u(Q) < oo e u
uma medida invariante por T. Seja E C Q) mensurdvel tal que u(E) > 0, entdo para u-quase
todo ponto x € E, existe uma infinidade de n € IN* tais que T"(x) € E.

Demonstragio. Pra cada k € IN*, sejam

E; = {x € E : existe exatamente k valores de n € IN* tais que T"(x) € E} e
+oo
A= Ex

k=1
Entdo A é o conjunto dos pontos x € E que retornam um ntmero finito de vezes a
E. Vamos provar u(A) = 0. De fato, suponha que existe k € IN* tal que u(Ex) > 0.
Aplicando o teorema de recorréncia de Poincaré, para p-quase todo ponto x € E,
existe n; € IN* tal que T"(x) € Ey. Sejay = T"(x). Logo, existem mj < mp < --- <
my tais que T (x), T ™2 (x),..., T+ (x) € E. Logo x retorna (k + 1) vezes a

E, contradi¢do. Logo u(Ex) = 0, para todo Ejy e assim ji(A) = 0. Portanto x retorna

uma infinidade de vezes para E. O

Um alfabeto A é um conjunto finito de simbolos (as vezes chamados de letras). O

espago das sequéncias infinitas de simbolos sobre A é o conjunto
AN = {(xn)nz0: xn € A, V1 > 0}

e 0 espaco das sequéncias bi-infinitas de simbolos sobre .4 é o conjunto
AZ = {(x)pez : xn € A, Y € Z}.

Uma palavra em A é uma concatenagdo w = wy ... wy_1 de k simbolos de A.

Um espagco simbdlico ¢ um subconjunto fechado Q) C A% com relacdo a topologia
produto das topologias discretas sobre A. Um sistema dindmico simbdlico € um sistema
dindmico topolégico (2, T) no qual Q) é um espago simbolico.

Definigdo 0.1.5. Uma fungao shift T : AZ — A% ¢ definida por
T(xn)nez = (Xni1)nez, YV (X¥n)nez € AZ.

Um subshift é um subconjunto fechado QO C AZ tal que T(Q) = Q.

Observagdo 0.1.1. Se Q) C A% é um subshift, entdo (O, T|q) é um sistema dinadmico
simboélico. Estes sistemas dindmicos simbdlicos também sdo chamados subshifts.
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0.2 Medidas Espectrais

Considere X um conjunto ndo-vazio.

Defini¢ao 0.2.1. Uma familia X de subconjuntos de X é uma o—dlgebra se O, X € X,
para cada E € X tem-se E¢ € X e dada uma sequéncia (E;,)S_; de subconjuntos de X
tem-se |J,_; E, € X. Uma medida é uma funcdo u : X — R™ que satisfaz u(@) = 0

e dada (E;)$_; sequéncia disjunta de subconjuntos de X, tem-se

Uma medida y é finita se u(X) < oo, e o-finita se u(E,) < oo, n € IN.

Uma medida com propriedades de regularidade é chamada uma medida de Borel.

Um dtomo de uma medida p é um elemento A com p(A) > 0 tal que F C A,
entdo u(F) = 0 ou u(A\ F) = 0. Podemos dizer que uma medida finita y sobre
a o-adlgebra de Borel B é puramente atdmica, ou puramente pontual, se existe um

conjunto enumerével C tal que u(X\ C) = 0.

Definic¢do 0.2.2. Uma medida de Borel y na reta é chamada continua se ela ndo contém
atomos. p é chamada uma medida puramente pontual se u(X) = Y, ex p({x}) para
qualquer boreleano X.

Teorema 0.2. [12]| Qualquer medida de Borel y pode ser decomposta de maneira tinica como

asoma p = ppp + e onde yc é continua e ypy, € puramente pontual.

Demonstragio. Seja p uma medida de Borel na reta. Seja P = {x : u({x}) # 0}, isto
é, P é o conjunto dos atomos de y, ou o conjunto puramente pontual de . Como
1(C) < o0, com C compacto oriundo da regularidade de y, pois u é medida de Borel,

entdo P é enumerdvel. Defina

wpp(X) =}, p({x}) = u(PNX).
xePNX
Entdo pp, € uma medida e . = p — pipp € positiva. Temos que . tem a propriedade
u({p}) = 0, para todo p, isto é, . ndo contém atomos e y, contém apenas dtomos

no sentido que

P‘pp(x) = Z ,”pp({x})-

xeX
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Teorema 0.3 (Decomposicao de Lebesgue). Seja (X, B, ) espaco de medida. Entdo
existem iinicas medidas pac e us em (X, B, ) tais que:
(i) pac € absolutamente continua com relagdo a medida de Lebesgue,
(i) ps € singular com relagdo a medida de Lebesgue,
(iii) p = pac + ps.
A decomposicdo y = ygc + s se chama decomposicio de Lebesgue de y, onde piac e ps sio as
partes absolutamente continua e singular de y, respectivamente.

Podemos decompor a parte singular ys em partes singular continua ys. e puramente
pontual ipp, onde jip, € uma medida puramente pontual no sentido de que pp, esta
concentrada nos pontos (em niimero finito ou enumeravel) que tem medida positiva,
isto é, se E={x € X : u(x) > 0} entdo ppp(E) = 0 ou ppp({x}) = 0se x € E, e ps
é uma medida singular continua no sentido de que os pontos singulares tém medida
zero. Como y, = y — ppp, temos que pic = pgc + fsc, OU alternativamente, tomando

U = Uge + s temos a decomposi¢do completa:

W = Hac T+ Hsc + Upp- (1)
A Proposigdo abaixo é um caso particular do Teorema de Riesz.

Proposicao 0.2.1 (Riesz,Markov). Seja K C R um compacto e G uma forma linear positiva
em C(K), isto é, G(f) > 0se f > 0. Entdo existe uma tinica medida positiva m tal que G
seja integrdvel em relagdo a m:

v feC(K), G(f) = /fdm.

Definicao 0.2.3. Definimos o espectro de um operador T como o conjunto
o(T) = {A € C: (T — Al)~! ndo existe} C C.

Seja H espaco de Hilbert complexo e T um operador auto-adjunto em IH. Entdo
f = (f(T)y, ) é uma forma linear positiva em C(c(T)).

De acordo a Proposigéo 0.2.1, existe uma tnica medida yy = dyy tal que

VIECE(T), (D)= [ FN)duy() @

Definicao 0.2.4. A medida uy = dpy é a medida espectral associada a 1.

Observagdo 0.2.1. A massa total de uy é ||]|* e suppuy = o(T), pois tomando a
funcdo constante f = 1, temos

p(e (D) = [ dng = (0 9) = 4P
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e para todo ¢ # 0 temos py(c(T)) > 0, logo o(T) C supp py. Dado @ # A C C tal
que @ # B = ANc(T), temos B ¢ o(T) com BNo(T) = D. Assim jiy(B) = [pduy =
0, pois py é definida sobre ¢(T), logo B ¢ supp py. Portanto supp py C o(T).

O segundo membro da igualdade (2) tem sentido apenas se f for boreleana e
limitada, pois assim f serd py-integravel. Se f é boreleana e limitada no espectro de
T, entdo para todo ¢ € H o operador linear continuo f(T) em (2) é tnico.

Como a decomposicao pt = ppp + Hac + Jsc € Gnica e as trés partes sdo mutuamente

singulares, temos que
L*(R,dy) = L*(R, ppp) & L*(R, dptac) ® L*(R, dpisc).

Logo ¢ € Lz(lR, du) tem medida espectral absolutamente continua se, e so se,
i € L*(R, djigc). O mesmo vale para ¢ € L2(R, dusc) e Y € L*(R, dpupp).

Definic¢do 0.2.5. Seja T um operador limitado auto-adjunto sobre H. Sejam

Hy, = {¢ : py é puramente pontual},
Hye = {1 : py é absolutamente continua},
Hse = {1 : py é singular continua}.

Teorema 0.4. [12] Temos H = Hy, ® Hye © Hs.

Cada um desses subespagos é invariante por T.
(i) T|m,, tem um conjunto completo de autovetores,
(i) T|p,, tem somente medidas espectrais absolutamente continuas e
(i) T|p,, tem somente medidas espectrais singulares continuas.

Demonstragio. A prova decorre do Lema 2 [[12], pag 226] e da Defini¢do 0.2.5. O

Defini¢do 0.2.6. [4] O conjuntos

opp(T) = {x € o(T) : py({x}) # 0}

sdo chamados, respectivamente, de espectro puramente pontual, espectro continuo,
espectro absolutamente continuo e espectro singular continuo.
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0.3 Operadores de Schrodinger Discretos

Considere .4 um alfabeto finito, A% o espago das sequéncias bi-infinitas sobre A e
H o operador de Schrodinger discreto definido sobre ¢ = (j);jcz € A% por

(Ho)j = Yj1+¢j1twjp, JEZ (3)

onde o potencial w = (wj)jez € A% é uma sequéncia real e limitada.

O operador H,, restrito a /?(Z) é auto-adjunto, onde

C(Z)={p e A% ) lpl* < oo}

jez

O operador de Schrodinger discreto em ¢2(Z) é representado pela matriz de Jacobi

tridiagonal infinita

w_1 1 0
1 wo 1
0 1 w1

Se i = (¢))jcz € (*(Z) temos Y_ [h|* < co e a norma de 1 ¢ dada por
jez

Il = (Z |¢j|2> :
JEZ

O espectro de H,, em ¢?(Z) é dado por o (H,,) = {A € C: (H, — AI)~! ndo existe},
e como H,, é simétrico, temos c(H,) C R. Seja E € ¢(H,,), entdo existe ¢ € AZ tal

que H,y = E¢, o que resulta na recorréncia de trés termos

Vi1 +¥ji1 +wip; = Ey, (4)

para cada j € Z, onde i pode ou néo pertencer a (*(Z).

Mais precisamente, esta equagdo significa, para cada v,

Un = nlln—1, VneZ, onde u,= ( ¢17I;+1 )
n
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com

n = € SL(2,R),
g ( . 0) (2,R)

onde w = (wy)nez é 0 potencial. Iterando, para n > 1, temos

Uy = g1uo

Uy = U1 = £281U0

1
Uy = &nlUpn—1 = &n - - 1UQ = Hgkuo
k=n
e paran < —1 temos

—1
U_1 =28 4o
-1 -1 -1
U =8 jU_1=8 189 "o
1 1 1 0 1
Lln:gn+1un+1 :gn+1"'g0 Uug = | | gk Uuop.

k=n-+1

Defina

(1 sen =20,

1
1T s« sen>1,
k=n
0

[T g! sen<-—1.
\ k:ﬂ+1

Sq(E,w) :

I
w
=

I

Portanto, dada uma condigao inicial 1y, podemos determinar uma solugdo de (4)
através de u, = S,ug, Vn € Z.

Definicao 0.3.1. As matrizes S, e g, definidas acima sdo chamadas matrizes de
transferéncia.



meeeeseessssmmmn CAPITULO 1 S —

Transformacodes de Intercambio de

Intervalos

1.1 Definicao

A maior parte deste capitulo é baseada em [14].

Sejam [a,b) C R um intervalo e A = {1,2,...,n} um alfabeto finito. Seja
a={a=ua <a < --- < a, = b} a particio do intervalo [a,b), e denote por
I, :== [aj_1,a;), i = 1,...,n, cada subintervalo gerado pela particio a em [a,b).
Também denotamos [a, b) com esta partigao por I, = [|al, [b]).

Definicao 1.1.1. Uma transformacdo de intercimbio de intervalos é uma funcdo bijetiva
E: [a,b) — [a,b) que translada cada subintervalo [; de [a,]).

Seja m : A — A uma permutacdo das letras do alfabeto {1,2,...,n}. Uma
transformacdo de intercAmbio de intervalos E : [a,b) — [a,b) é associada a um par
(71,a) pela parti¢do do intervalo [a,b) dada por a, e 7 translada cada subintervalo da
i-ésima posicdo, I;, para a 77(i)-ésima posi¢do. Podemos representar 71 como um par
de bijeg¢des 1 = (g, 711) com 7 : A — A que descreve a ordem dos subintervalos

I, antes e depois de um iterado da fungdo E, e que serd representado por

7 O S
T= = 1 .1 1
7-[1 061 0(2 PP Oén

onde af = 7. 1(j), para € € {0,1} e j € A. De fato, 7 estd relacionado com
(710, 711) pela igualdade m = 7y o 715 !, Por comodidade, algumas vezes tomaremos
o = Id : A— A.

A B C D

Exemplo 1.1.1. Para n = 4, seja 7w dada por 7 =
D B C A

) . Uma das possiveis

9
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representagdes graficas é dada pela figura 1.1.

Figura 1.1:

Serdo considerados principalmente intervalos do tipo [0,b), b > 0, e um intervalo
[0,b) é dito normalizado quando b = 1. Tomando E : [0,1) — [0, 1), defina

AN V= A= (M, M) ERL A+ + A, =1},

entdo A = (Aj)jes € A" é um vetor e A; representa o comprimento do subintervalo
I;, j € A, e seja Ay o conjunto de todas as parti¢des de [0,1). Considere em A1
a medida de Lebesgue (n — 1)-dimensional. A relagdo A; = a; —a;,1 < j < n,
determina a 1 : 1 correspondéncia entre as particdes a € A, e os vetores A € A"~ 1,

Sendo assim, usaremos o par (7,A) para representar uma transformacdo de
intercAmbio de intervalos.

Defini¢do 1.1.2. Chamaremos de monodromia invariante do par 7 = (719, 711) 0 ponto
p=(momy' (1), momy(2),...,momy (n)).

Podemos tomar uma bijegdo ¢ : A" — A e definirmos 1. = .0 ¢, € € {0,1}, e

teremos que o par 77’ = (71, 71]) tem a mesma monodromia invariante de 7.

A B C D

D B C A
figura 1.2. Nesse caso, a monodromia invariante de 77 é igual a p = (4,2,3,1).

Exemplo 1.1.2. Outra representagdo grafica de m = ¢ dada pela

Figura 1.2:

Defini¢do 1.1.3. Seja T uma permutagdo qualquer. Dizemos que 7t é redutivel se existe
ke{l,...,n—1} tal que m({1,...,k}) ={1,...,k}. Caso contrério, dizemos que 7 é
irredutivel.
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A B C

é redutivel,
B A C

Exemplo 1.1.3. Para n = 3, a permutagdo 7t dada por = (

pois para k = 2, temos que 7t({1,2}) = {1,2}.
A B C

Ja 7 dada por T = é irredutivel.
C A B

A B
Exemplo 1.1.4. Para n = 2 existe apenas um par irredutivel: 7 = ( - ) A

transformacdo de intercdmbio de intervalos associada é dada por:

E(x) = X+Ag se X €E Iy
xX—Ay se xe€lp

Identificando I com o circulo R/ (A4 + Ap)Z, temos que E(x) = x + Ag mod (A4 +
Ap)Z. Ou seja, para n = 2 a transformacéo é equivalente a fazermos uma rota¢do no

circulo, de angulo ﬁ rad.

Defini¢do 1.1.4. Dada 7t = (7, 711), definimos 2 : RA — RA por Z-(A) =0 com

Dlx — 2 )\‘3 — Z /\.B

m(B) < («) 7i0(B) <o (a)

Assim a transformagdo [E correspondente é da forma E(x) = x +0,, ¥ € I, com
« € A. Chamaremos o vetor 0 de vetor translacio de IE.

A B C D
Exemplo 1.1.5. Para 7 = temos:
D C B A
(04,08,0¢c,0p) = (Ap+Ac+ A Ap+Ac — A, Ap —Ap —Aag, —Ac — Ap — Aa),

e nesse caso, Z, é uma bijecdo de RA em RA.

Lema 1.1.1. [14] Temos A -0 = 0.

Demonstragio. Por defini¢do temos A -0 =), 4 Ax04, mas

LA = Y Al ) A ) A

aeA aeA 7T1(ﬁ)<71’1(06) ﬂo(ﬁ)<7‘[0(l)é)

= L X MMl ) Mg

a€ Ay (B) < () aeA o (B)<mo(a)
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Sejam € € {0,1} e 7 : A — A bijegdes. Considere os seguintes conjuntos:
A ={(a,B) € Ax A:me(a) > me(B)} e AS = {(7,0) € Ax A: me(y) < me(0)}.
Assim, A{NAS =0, AJUAS = Ax A\ {(x,a) ;e € A} e

) Yo A=) A

AEA 716 (B) <7re () (a,)eA]

Por outro lado, temos

Loddg = ) ey

aFp (a,p)eATUAS
= ) At ) A
(a,B)eAf (7.0)€AS
= Y Mg+ Y Aeh,
(w,p)eA] (6,7)eA]
— 2 Z A“A‘B.
(@,p)eA]
Portanto, segue
A = —Z/\)\ﬁ——Z/\/\ﬁ
a#ﬁ “#ﬁ
= 0.

O

Denote por P, o conjunto de todas as permutagdes das letras de A e por G, o
conjunto das permutacdes irredutiveis de P,. Identifique o produto P, x A" 1 como
o conjunto de todos os intercAmbios de intervalos de n subintervalos, onde cada
elemento de P, x A""! é dado pelo par (7,A), com w € P, e A € A" !. Para
uma permutagdo irredutivel fixada m € G, denote E(71) o conjunto de todas as
transformacgoes de intercambio de intervalos E : [0,1) — [0,1) com permutagéo 7.

Munimos A"~ com a métrica induzida pela norma de R"~!
A=l =max{|A; — 7| :i=0,...,n -1},

e temos que a aplicagdo A — [E, estd bem definida, pois dados A} = A, € A"~! temos
que (71,A1) = (71, A2). A aplicacdo A — [E, é uma bijegdo, logo a bijecdo A" ! — ()
transfere para IE(7r) a métrica de A"~!. Portanto A" ! e IE(7) sdo espagos métricos, e

podem ser identificados pelo homeomorfismo

A" 3 A= E) :=(m,A) € E(n).
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Seja | := [a,b) um subintervalo préprio de [0,1). Vamos denotar por E; a aplicagdo
de primeiro retorno de Poincaré de [E para o intervalo ], isto é, x € ], Ej(x) é dado pelo

primeiro ponto na 6rbita positiva de x (por [E) que retorna para o intervalo J.

Proposi¢do 1.1.1. [14] Seja E : [0,1) — [0,1) uma transformagio de intercimbio de
intervalos com uma partigio de intervaloa = {0 = a9 < a1 < --- < a,-1 < a, = 1}. Seja
J =[a,b) C [0,1), entdo:

(i) a transformagdo IE; estd bem definida sobre |,

(ii) E; também é uma transformacdo de intercimbio de intervalos.

Demonstragio. Para cada y € aU {a,b} denotemos, caso exista, por j, o menor
inteiro ndo negativo tal que E~/#(y) € J. Consideremos todos os pontos E~/(y) € J,
ordenados de modo crescente, entdo temos a < y; < -+ < Y, 1 < b. Assim o

intervalo J C [0,1) fica particionado em p-subintervalos semi-abertos

L =lay), b=1[yuy2),---, 1 = [yp-1,b),

com p < n+2,pois f(aU{a,b}) < n+3. Caso j, ndo exista, paraalgumy € aU{a, b},

teremos uma descontinuidade a menos na particao de J.

Fato 1. Para cada k € {1,...,p} existe um inteiro Ni > 0 tal que EN*1(I,) N ] # @.
De fato, como E preserva a medida de Lebesgue ¢, se E"(Iy) NE’(Iy) = O,

Vr # s, teriamos:

r=0

1=0(0,1) > ¢ (f] Efuk)) — Y () =,
r=0

onde a dultima igualdade ocorre pois ¢(Iy) > 0. Entdo temos uma
contradigdo. Logo existem r > s tais que E"(I) NE*(ly) # @. Dai temos que
E"5(I;) N Iy # @. Em particular, E"*(I) N ] # @, o que prova a Fato 1.

Seja r, 0 menor inteiro tal que E"*"1(I;) N ] # @, ou seja,
E(L)N]=®, j=12,...,n e E*YL)N]+#Q. (1.1)

Fato 2. [E(Iy),...,E*T1(I}) sdo intervalos, dois a dois disjuntos e E"«*!(I;) C J.
Com efeito, caso algum deles, digamos E‘*!(I;), ndo fosse um intervalo,
considerando t € {0,1,...,r} minimo tal que E*1(I;) nao seja um intervalo,
existiria y € a no interior de E!(Iy), isto ¢, y € int(E’(I;)), logo E~!(y) € int(I).
Mas E (L), ..., E*(I;) sdo disjuntos de ], ja que E'**1(I;) é o primeiro retorno
de I a J, temos uma contradi¢do com a escolha dos y;’s.
De modo anélogo, a,b ¢ int(E"*"!(I;)). Assim, E"**!(I;) intersecta | e nao

contém a4 ou b em seu interior, ou seja, estd contido em |. Para provar que
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os intervalos E(I),...,E**1(I;) sdo dois a dois disjuntos basta supor que nao
sejam, e entdo existem 0 < j < s < ry tais que E°(I;) NE/(Iy) # @. Dali,
I, NES/(I}) # @, o que contraria a minimalidade de ry, pois s — j < 7.
Fato 3. Os intervalos {IE"**1(I;)} k=1,..,p formam uma particao de J.
Caso contrario, como [E é uma isometria, terfamos para algum i > j que
E/ (1) ﬂ]Ei(Iq) # @. Supondo t # q,i < rge j < 1, entdo I ﬂlEi’j(Iq) #+ @, e
dai E"/(I;) N ] # @, contradizendo a minimalidade de r,.
Portanto, a transformagao Ej : [a,b) — [a,b) é dada por

Ej(x) =FE*"(x), x€l, k=1,..,p,

o que prova (i). Pelos Fatos 1,2 e 3, temos que [E; é uma transformacéao de intercimbio
de intervalos, pois é uma aplica¢do injetiva que preserva a medida de Lebesgue e a
orienta¢do dos intervalos e tem apenas um nuimero finito de descontinuidades, o que
prova (ii). ]

Portanto, [E; é novamente uma transformacdo de intercambio de intervalos, isto
é, existe uma particdo a’ = (ag,ay,...,ap) de [a,b) e uma permutacio 7' € G, tal
que E; = (7'[’ ,a’ ) Em geral, o niimero de intervalos continuos cresce: se [E permuta
n intervalos, entdo p > n. Dessa forma, sejam I, ..., I, intervalos continuos de [E;.

Para cada 1 < k < p existe um inteiro r, > 0 tal que
E (L), E?(I), ..., E*(I)

sdo todos disjuntos de ], uma vez que E"+*1(I;) é o primeiro subintervalo a intersectar
o intervalo ], e temos que E’*"!(I}) estd totalmente contido em J. Por definigao,
E;(Iy) = E™**1(I). O ntimero ry é chamado tempo de retorno de Iy para J.

Definicado 1.1.5. [E; serd chamada aplicacdo induzida de IE sobre o intervalo .

1.2 Inducao de Rauzy

Consideremos o par 7w = (719, 711) € o par (71, A). Para cada € € {0,1}, denotemos
por «(e) o ultimo simbolo na expressdo de 7t¢, ou seja,

a(e) = - (n) = at.

Assumindo que os intervalos I ) e I,;) possuam comprimentos diferentes,
dizemos que (77, A) tem “tipo 07 se Ay ) > Aqr) € “tipo 17 se Ay(g) < Ag(1)-
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Sendo assim, seja | o subintervalo de I obtido pela remogdo do mais curto desses

dois intervalos:

_ ) INE(la,,)), se(m, A)tem tipo 0
ER A Log)» se (71, A) tem tipo 1

A indugio de Rauzy de IE é a aplicagdo de primeiro retorno R(IE) para o subintervalo
J, e esta é novamente uma transformacao de intercAmbio de intervalos.

Se (71, A) tem tipo 0, definimos Jo = I para a # a(0) e Jy0) = Ly(0) \ E(Iy(1))- Tais
intervalos formam uma parti¢do de | e E(J,) C J, para todo a # «(1). Isto significa

que R(E) = E restrito a esses J,'s. Por outro lado,

E(Ju1) = E(Ly1)) C Lyo) = E2(Jur)) € E(Lyo)) C J.

Consequentemente, R(E) = [E? restrito a Ja(1)-

Se (7t,A) tem tipo 1, definimos J, (o) = lE_l(Ia(O)), Je) = La(1) \ Ja(0) € Ja = Lu, para
os outros valores de a. Desta forma, IE(J,) C ] para todo a # «(0) e, entdo, R(E) = E
restrito a esses J,'s. Por outro lado, IEZ(],X(O)) = E(Iyo)) C J, logo R(E) = E? restrito

a Ju(0)-

Figura 1.4: Inducdo de Rauzy do tipo 1.

Observacio 1.2.1. A fungio indugido R(IE) ndo ests definida quando os intervalos L0

e I,(1) tem 0 mesmo comprimento.
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B A C

C B A)
Suponha que Ac > A4 , e aplicando a inducdo de Rauzy do tipo 0 temos a figura 1.5.

Exemplo 1.2.1. Seja n = 3 e 7w dada por 7w =

A B C
Ainda com n = 3, seja 7t dada por 7w = .
B C A

Figura 1.5:

Supondo que A¢c < Ay, e aplicando a indugdo de Rauzy do tipo 1 temos a figura 1.6.

Figura 1.6:

Podemos expressar a funcdo E ~ R(IE) em termos de coordenadas (71, 1) no
espago das transformagdes de intercAmbio de intervalos.

Se (71, A) tem tipo 0, entdo a transformacéao R(IE) é descrita por (7', A'), tal que:

/ 0 0 0 0
TT, ny ... o o 4 (0] . ;
on’:( 0):( % k=1 k k+1 ()>,1stoe,

] ap ooap g a(0) a(l) apy ... oa

af se j<k
;o =a; e o =1 a(l) se j=k+1 (1.2)
af ; se j>k+1

onde k € {1,...,n — 1} estd definido por a; = «(0).
o )\ = ()\})jeAr onde )\;. =A; para j#a(0), e )L[’X(O) = Aw(0) = Ma(1)-

Analogamente, se (71, A) tem tipo 1 entdo R(IE) é descrito por (7/,A’), tal que:
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af =al e & ={ «(0) se j=k+1 (1.3)
0

onde k € {1,...,n — 1} esté definido por a = a(1).

o \ = (A})jeA/ onde )L; =A; para j#a(l), e A"X(l) = Aa(1) — Ma(0)-

Observagdo 1.2.2. Supondo que o n-ésimo iterado R"(IE) esteja definido para algum
n > 1, e seja I" o seu respectivo dominio. Segue do algoritmo de indugéo que R"(EE)

é a fungdo primeiro retorno de [E a I".

1.2.1 Condi¢ao de Keane

Com o objetivo de garantir a existéncia dos iterados de R(IE), introduzimos alguns
resultados.
Definicio 1.2.1. Dizemos que o vetor A = (Aq,...,A,) € A"~ é irracional, ou que A,
j € A, sdo racionalmente independentes, se E;’:1 diA;j # 0 para todo vetor inteiro ndo
nulo (d;)jes € ZA,

Seja dl, a extremidade esquerda de cada subintervalo I,, considerando a
extremidade esquerda de I coincidindo com a origem. Entdo oIy = Y. () <ro(9) My
representa a extremidade esquerda de cada subintervalo I,. Note que se 719(f) =1
entdo E(dly) = dlg para o = nfl(l).

Defini¢do 1.2.2. Um par (7, A) satisfaz a condicio de Keane se as Orbitas destas

extremidades sdo tdo disjuntas quanto é possivel elas serem, isto €,
E™(0ly) # dlg, param >1ew, B € Acom mo(B) # 1. (1.4)

Esta condicdo assegura que 7 é irredutivel e R(E) = (7/,A’) estd bem definida,
pois se (m,A) ¢é redutivel, existe k € {l,...,n — 1} tal que
T © nal({l,...,k}) = {1,...,k}, existe « € {k+1,...,n} tal que E(dl,) = 09I},
o que contradiz a condicdo de Keane, e R(IE) estd bem definida pois se Aa(0) = Aa(1),
entdo [E(dl,(q)) = 9l (), que novamente contradiz a condigao de Keane.

A condicéo de Keane é invariante para iterados de R(IE), pois as érbitas de R(IE)
estdo contidas nas 6rbitas de [E. Logo, para n > 0, a condi¢do de Keane ¢é suficiente
para garantir a existéncia de todos os iterados R"(IE).
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Observacdo 1.2.3. Assumindo a irredutibilidade, a condi¢do de Keane é mais geral
do que independéncia racional. Em particular, a condicdo de Keane goza da mesma

propriedade que independéncia racional de possuir medida de Lebesgue total em R4

Proposigdo 1.2.1. [14] Se A é irracional e 7t é irredutivel, entio (7t, \) satisfaz a condigio de
Keane.

Demonstragido. Suponhamos por absurdo que o par (77, A) ndo satisfaz a condigdo de
Keane. Dessa forma, devem existir m > 1 e a8 € A, com mp(B) > 1, tal que
E™(91,) = 0lg. Definimos Bj, 0 < j < m, tal que E/(dl,) € Ig;- Temos assim fy = a e
Bm = B. Note que

]:E(altx) — ala + DIX
E?(91,) = E(IE(0])) = E(0Iy) 4+ 0g, = dl, + 04 + g,

dlg = E"(dly) = 9ly + 04 +0p, + ...+ 05, |,

onde d = (0),c.4 € 0 vetor translagao, logo dlg — 0l = Z g, de onde,
0<j<m

Yooa- Y M—le( Y oAa- Y M)
() (5]‘)

70(7) <70 (Bm) 7o(7) <m0 (Bo) j=0 <m1(B;) 7o (7)<
m—1 m—1
=Y X MY X M
J=0 () <mi(B;) J=0 o () <mo(B;)

Assim, temos

Z Ay = Z Ay =

70 (7) <70 (Bm) 70 () <70 (Bo)
m—1 m—1
Y X MY X M} Ay
J=0 m(y)<m(B;) J=1 7o () <mo(B;) 7t0(7) <70 (Bo)

que pode ser reescrito como

Y Y oY Y a=o

J=0 7y (y)<m(B)) J=1mo(y)<mo(B;)

ou seja,

Y. LAy =0,

yeA
com g, = {0 < j < m:m(Bj) > m(y)} —#{0 < j < m:m(Bj) > mo(y)}. Por
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hipotese, temos que A é racionalmente independente, assim, {, = 0, V¢ € A. Sejam

B = max {my(B;)}, C= max{m(B;)} e D =max{B,C}.

0<j<m 0<j<m

Dessa forma, temos D > B > 7o(Bm) = 7o(B) > 1. Como 7 é irredutivel, deve
existir -y tal que 71p(y) < D < 711(7y). Da relagdo anterior e da construcgdo de D, temos
que 1 (B;) < (), V0 < j < m, e assim

{0<j<m:m(B)) >m(y)} =02
Como y =0, temos {0 < j < m : mo(B;) > 7o(7)} = D e, portanto,
7'(()(‘3]) < 77.'()(’)/) <D, V0< ] < m.

De modo andlogo, prova-se que 711(B;) < D, V0 < j < m. De fato, como D > 1e
7t é irredutivel, deve existir y tal que 711(77) < D < mp(7y). Da relagdo anterior e da
construgdo de D, temos que 7o(B;) < (), V0 < j < m, e assim

{0<j<m:mo(B)) > mo(y)} = 2.
Como {, =0, temos {0 < j < m: m(Bj) > m ()} = D e, portanto,
m(Bj) <m(y) <D, VO<j<m.

Assim provamos que 719(Bj) < D para todo 0 < j < m e que 711(pj) < D para todo
0 <j < m, o que é um absurdo, pois contraria a defini¢do de D.

Portanto, (77, A) satisfaz a condi¢do de Keane. O

1.2.2 Minimalidade

A condicdo de Keane implica na minimalidade de [E, fato que provaremos agora.
Lema 1.2.1. [14] Dado qualquer subintervalo | = [a,b) de algum Iy subintervalo de [0,1),
1 < k < n, deve existir uma particio finita {]]- 1< < p} e inteiros r1, . . arp 21 tais que

(i) E(J;)N] =@paratodo0 <i<rjel<j<p,

(ii) cada IE‘T; € uma translagdo de |; para algum subintervalo continuo de ],

(i) os subintervalos E'i(];), 1 < j < p sdo disjuntos dois a dois.

Demonstragio. A prova segue dos fatos da Proposigao 1.1.1. O

Coroldrio 1.2.1. [14] Nas condicdes do Lema 1.2.1, a unido | de todos iterados futuros de | é
uma unido finita de intervalos e um conjunto completamente invariante, ou seja, E(f) = J.
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Demonstragio. O fato de ser uma unido finita de intervalos segue de (iii) do Lema

1.2.1, ou seja,

00 p
f=UE0=U U EQU.
r=0 j

j=1i=0
Note que
p . p
YO IET(T) =Y 1l = 1]l
j=1 j=1

Juntando este fato com (ii) e (iii) do Lema 1.2.1 temos

p
T=UET().

j=1

Portanto,

p 1’]‘ 1’]'—1

. b . .
ENH=UUEU)=UUEU)=1]

j=1i=1 j=1i=0
isto é, | é completamente invariante.
Podemos escrever o intervalo todo [0,1) pela unido
p T

0,1) = J JE(J;).

j=1i=1

(1.5)

(1.6)

Lema 1.2.2. [14] Se (7t, A) satisfaz a condigio de Keane entdo E ndo possui pontos periddicos.

Demonstragdo. Supondo que exite m > 1 e x € [0,1) tal que E"(x) = x, defina B,

0 <j<m,tal que F/(x) € Ig;- Seja | o conjunto de todos os pontos y € [0,1) tais que

E/(y) € Ig; para todo 0 < j < m, isto ¢,

J = {yelo1):Ey)el,0<j<m

m—1
= N{yelo1):Ey) €y}
j=0

m—1

= N IE_j(Iﬁj).

j=0

Desta forma, | € unido finita de subintervalos de Iz, e ] # @ pois x € |. Seja ] o tal

subintervalo que contém x, assim, existe 0 < i < m tal que Em_l(alﬁj) = 9dJ,. Como

E™(x) = x, temos

E"(E™(91,)) = E™(9]x) = 0Jx = E" 1(3lg,),
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isto ¢, E"(dlg;) = 0lg. Se mo(B;) > 1, isto contradiz a condigio de Keane.
Suponhamos que 7o(Ig,) = 1. Neste caso, existe ag € A tal que E(dly,) = 0 = dlg,.
Como 7 é irredutivel, temos 91, > 0, ou seja, mp(ag) > 1, logo, pela injetividade de
[E, temos [E(dly,) = dlg, e

E™(E(3l,)) = E™(3l5) = als, = E(3l,,),

logo
E(E™(dly,)) = E(dly,) = E"(dly,) = 0ly, >0

o que contradiz a condi¢do de Keane. Portanto IE ndo possui ponto periddico. O

Teorema 1.1. [14] Se (7T, A) satisfaz a condicdo de Keane, entdo E é minimal.

Demonstragido. Suponha que exista x € [0,1) tal que o conjunto {EE"(x) : n > 0} néo
seja denso em [0,1), isto é, {EE"(x) : n > 0} # [0,1). Sejam | = [a,b) C I, para algum
a € A, talque JN{E"(x):n >0} = @ e J seja a unido de todos os iterados futuros de

J. Pelo Coroldrio 1.2.1, estd é uma unido finita de intervalos completamente invariante

por E.

Ora, [ nido pode ser da forma [0, 13), pois se for, considere B = {a € A: I, C f}
Se B # @, temos my(B) # {1,2,...,p}, para algum k € A, com k < n, ja que J ndo
intersecta a 6rbita de x. Como [ é invariante, temos m(B) ={1,2,...,k}, e assim

o' ({1,2,...,k}) =B =n;'({1,2,...,k}).

Mas isso contradiz a irredutibilidade de 77, ja que irredutibilidade é uma consequéncia
da condi¢do de Keane. Assim, B = @, isto €, J C I, onde mtp(a) = 1. Pela invariancia
temos | C E(I), e portanto, y(a) = 1, o que também contradiz a irredutibilidade
de 7.

Usando o Corolério 1.2.1, | é uma unifo finita e disjunta de subintervalos de [0, 1),
onde exite pelo menos um subintervalo do tipo [4,5), com 4 > 0.

Se E"(a) # dlg para todo n > 0 e B € A, entdo, pela continuidade de E e a
invariancia de J, IE"(a) sera extremidade de algum dos subintervalos disjuntos de J,
para todo n > 0. Como | possui um ndmero finito de componentes conexas, temos
que E deve ter ponto periddico, o que contradiz o Lema 1.2.2. Da mesma forma, ndo
pode acontecer E"(4) # E(dl,) paratodon <0ew € A.

Logo, existem n; <0 < mnp ena,f € A tais que

E"(3) = E(L) e E™(a) =0l (1.7)
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Se dlg > 0, estamos contradizendo a condigdo de Keane, pois
E"™~"*t(91,) = B™(E'""(01,)) = E™(4) = ol

Se dlg = 0 entdo ny > 0, pois tomamos 4 > 0. Além disso, dlg = E(9I,), para
algum v € A (m(y) = 1). Assim, se substituirmos B por v e np por n — 1, a
igualdade 1.7 ainda vale. Pela irredutibilidade, temos v # B, logo dI, > 0, o que
contradiz a condicdo de Keane, pois

E""(91,) = B (B (91y) = BN (a) = 0L, mo(7) # 1.

Portanto, ndo existe x € [0,1) tal que {IEE"(x) : n > 0} # [0,1). Logo, E é minimal. [
Observacao 1.2.4. A condicdo de Keane ndo é necessdaria para minimalidade.
Considere a transformagdo de intercambio de intervalos E ilustrada na figura 1.7,
onde Agp = Ac, Ap = Ap e % = % é irracional. Entdo [E ndo satisfaz a condicédo

de Keane, ainda que seja minimal. De fato, E é minimal pois o tnico fechado nao

Figura 1.7:

vazio invariante por [E é o préprio intervalo. [E ndo satisfaz a condi¢do de Keane pois
E(3l5) = dlc.

1.2.3 Classes de Rauzy

Sejam 77 e 77’ pares irredutiveis tais que 77’ é o tipo € sucessor de 7, para € € {0,1},
isto é, existe A, A\’ € R4 tais que R(EE) = (7/,\'). Qualquer par 7w = (7, 711) tem
exatamente dois sucessores, correspondendo ao tipo 0 e 1. Similarmente, cada 77’ é o
sucessor de exatamente dois pares 7, obtidos pelo inverso das relagdes (1.2) e (1.3).
Notemos que 7t é irredutivel se, e s6 se, 77’ é irredutivel. Entdo, esta relagdo define
uma ordem parcial no conjunto G, dos pares irredutiveis, que podemos representar
por um grafo §. Chamaremos classes de Rauzy as componentes conexas deste grafo e

denotaremos uma classe por €.
Lema 1.2.3. [14] Se 1t e 7T’ pertencem a uma mesma classe de Rauzy, entdo deve existir um

caminho orientado em G comecando em 7t e terminando em 7',

Demonstragdo. Seja A(7) o conjunto de todos os pares 7t’ que podem ser atingidos por

um caminho orientado comecando em 7. Sabemos que cada vértice do grafo G tem
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exatamente duas flechas saindo e duas chegando. Por defini¢do de A(7r), toda flecha
comec¢ando num vértice de A(7r) deve terminar em algum vértice de A(mr). Toda
borda terminando em um vértice de A(7r) deve comecar em um vértice de A(7r). De

0

fato, seja 7' € A(7r). Existem 7t° e 7! tais que 77’ é sucessor de 71¥ (tipo 0) e 7! (tipo

1). Considerando 7! temos a seguinte construgao:

1 (a[f... a(l) af ... (.‘r([))) 1 . (a[l)... a(l) «(0)... (.‘eg_l)
Z — =

™= r.‘r% a(l) r.‘r% a(l)
11
1
T JEERE S o oa1) oS, a0).. oY,
al oL a(l)

Assim existe um caminho comecando em 7’ e terminando em 7t!. Como 7’ € A(7),
temos que 71! € A(7). De modo anélogo, mostramos que ¥ € A(7). Isto significa
que A(7) é uma componente conexa de G, entdo coincide com a classe de Rauzy
¢(). O

Considere as classes de Rauzy para os primeiros valores de n.
Se n = 2 existem duas possibilidades para a monodromia invariante, mas apenas

uma ¢é irredutivel: (2,1). Portanto, o grafo de Rauzy reduzido é:

Para n = 3 existem seis possibilidades para a monodromia invariante, mas
somente trés sdo irredutiveis: (2,3,1), (3,1,2) e (3,2,1). Todas pertencem a uma

mesma classe de Rauzy:

Entdo existe uma tnica classe de Rauzy para n = 3.
Para n = 4 existem 24 possibilidades para a monodromia invariante, 13 das quais

sdo irredutiveis:

(4,3,2,1), (4,1,3,2), (3,1,42), (421,3), (2,4,3,1),
(3,2,41), (2,4,1,3), (4231), (41,23), (431,2),
(3,4,1,2), (2,3,4,1), (3,4,2,1).

A seguinte classe de Rauzy contém os sete primeiros valores:
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Os outros seis valores de monodromia invariante aparecem na classe de Rauzy:

Entdo, existem exatamente duas classes de Rauzy para n = 4.

As classes de Rauzy para n < 5 estdo listadas abaixo:

Defini¢do 1.2.3. Uma par © = (719, 711) é chamado standard se o tltimo simbolo em
cada linha coincide com o primeiro simbolo na outra linha. Em outras palavras, a

monodromia invariante satisfaz 71 o 77, ' (1) = n e 7y o 7y ' (n) = 1.
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Proposic¢do 1.2.2. [14] Toda classe de Rauzy contém algum par standard.

Observacao 1.2.5. Note que o operador de Rauzy mantém os primeiros simbolos
o = 7 1(1), € € {0,1}, inalterados em toda classe de Rauzy (7).

Lema 1.2.4. [14] Dado qualquer ¢ € {0,1} e qualquer p € A tal que 7e(B) # 1, existe
algum par 77’ na classe de Rauzy €(7t) tal que 7t.(B) = n, isto é, B é o ultimo simbolo da
linha € de 7t'.

Demonstragio. Para cada € € {0,1} seja A o subconjunto de todos f € A tais
que 71.(B) < n, para todo 7’ na classe de Rauzy. Pela observagdo 1.2.5, af € A..
Consideremos «(€) a posi¢do mais a direita atingida por estes simbolos, isto €,

k(e) = max{n.(B): 7' € €(n) e B € Ac}.

Entao, por defini¢do, temos x(e) < n. Mostraremos que «(€) = 1, e entdo Ae = {af},
parae € {0,1}.

Fixemos algum B. € A tal que o maximo seja atingido. Sendo assim, existe
7t € €(m) tal que 7ic(Be) = x(€). Por defini¢do de «(€), t.(Be) = x(€) para todo
7’ sucessor de /7. Agora, pelo Lema 1.2.3, conseguimos um caminho em €(7),
comegando em 7t e terminando em 77/, para todo v’ € €(7). Entdo 7tL(Be) = x(e),
V' € €(r). Como consequéncia, todos os elementos a esquerda de B permanecem
constantes na classe de Rauzy: (72)~'(i) = nz1(i), V1 < i < x(e). Em particular,
nenhum simbolo & esquerda de B¢ pode chegar na tltima posi¢do da linha 1 — e:

() <x(e) = m_o(a) <n=m_.(a) <x(1—¢), V' ee&(n). (1.8)
oY a0 )
Escrevemos, 7’ = ( 1 «(0) ) . ), com af = (7' (€))7 1(i)
O e Mgy e By
A relagao (1.8) implica que
{ocf,...,ocf{(e)fl} C {a%_e,...,a}{(_f_e)} para €€ {0,1}. (1.9)

Em particular, x(e) —1 < x(1 —¢€). Agora, considerando 1 — € ao invés de ¢,
mantemos o raciocinio e concluimos que x(1 —¢) —1 < «(e). Portanto,
k(e) —1<x(l—e) <x(e)+1.

Existem quatro possibilidades:

1) x(0) = x(1) + 1: entdo o caso € = 0 em (1.9) implica

{0(5),. . .,“2(1)} — {06%,. . .,0(;1((1)},
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e isto contradiz o fato da irredutibilidade de 7'.
2) x(0) = x(1) — 1: entdo o caso € = 1 em (1.9) implica

(o} = o i),

0 que contradiz a irredutibilidade de 77’

3) x(0) =«(1) e {“(1)""'“2(0)—1} = {“%"""";lc(1)—1}: contradiz a irredutibilidade,
a menos que x(0) = x(1) = 1.

4) x(0) = x(1) e existe 1 < i < x(0) tal que a = 0(11((1): ocaso € = 1 em (1.9)
resulta {oc?,...,ocg(o)} = {0‘%/---/0‘,1((1)_1/%(1)}/ e isto implica que deve existir
1 <j<x(1) tal que oc} = 062(0), 0 que também contradiz a irredutibilidade.

Isto completa a prova do Lema. O

Demonstragio. (Proposicao 1.2.2) Pela observagdo 1.2.5, os primeiros simbolos af em
ambas as linhas permanecem inalterados para todo iterado da indugdo de Rauzy.
Por irredutibilidade, eles sdo necessariamente distintos. Entdo, usando o Lema 1.2.4,
podemos encontrar um par 77’ em €(71) tal que 7)(a]) = n, isto ¢, o dltimo simbolo
da primeira linha coincide com o primeiro da tltima linha.

Agora, iterando a indugdo de Rauzy em 77/, considerando que esta tenha tipo 0,
mantemos a primeira linha inalterada, enquanto deslocamos os elementos da linha 71
uma casa a direita, exceto a] e 71} (). Assim encontraremos um par 77”’ que satisfaca
i/ (a9) = n, e mantenha a posigdo de a} na primeira linha, ou seja, 71} (¢1) = 1. Logo,
7" é standard. O

1.3 Renormalizacao de Rauzy

Estamos especialmente interessados na variagdo dos algoritmos de indugdo no
conjunto dos dominios de todas as transformacdes de intercambio de intervalos de

comprimento um.

Sejam 77 e 77’ pares irredutiveis tais que 71’ é o tipo € sucessor de 7, para e € {0,1}.
Para cada A € ]R“j_l satisfazendo A, (¢) > Ay(1_e), temos

Ay se o # a(e)

R(E) = (7/,A)) com Al = {
)‘zx(e) - )‘a(lfe) se x = 0((6)

A aplicagio A +— A’ definida é uma bije¢gdo que vai do subconjunto de
comprimento de vetores satisfazendo A,) > Ay1_¢), sobre todo R4. De fato, o
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inverso é dado por

o AL se a # w(e)
‘ )L;(e) +AI’X(17€) sea =ua(e)

Tomemos o intervalo de comprimento unitério, isto é, } ,c 4 Ax = 1. A inducgdo
R(E) esta definida num intervalo menor, de comprimento 1 — A,(;_), mas se fizermos

uma reestruturagdo podemos ver esta como uma func¢do R no intervalo unitério.

Definic¢do 1.3.1. Chamamos de funcdo renormalizacio de Rauzy a funcao

/

R:(mA) s (7,A"), onde A =— " ec{o1}.
1- Azx(l—e)

Considere Aze = {A € A" 1 Ay) > Ay1_e)}, para € € {0,1}. De acordo com
as observagdes anteriores, temos que (77, A) — (77/, A”) leva {7t} X Az bijetivamente
sobre {71’} x A"~!. A Figura 1.8 ilustra o caso n = 3.

Para cada classe de Rauzy € temos que em € x A"~! existe uma medida natural
m que é produto da medida de contagem em € e da medida (n — 1)-dimensional de
Lebesgue em A"~1. Como esta fungéo estd definida num subconjunto de comprimento
de vetores A, que satisfazem a condi¢do de Keane, o qual tem medida de Lebesgue

total, a funcao
R:Cx A1 s exA!

estd definida m-quase sempre em € x A"~!. Nesse caso, R também possui a seguinte
propriedade: R leva {71} x A, bijetivamente sobre {71’} x A"~!, onde 7’ é o tipo €

sucessor de 7T.

{m} {7} {='}

Figura 1.8:

A B
Exemplo 1.3.1. Para n = 2 existe apenas um par irredutivel, 7 = ( B A > Temos

A1 = {()\A,AB) tAg > 0,Ag > 0, e Agp+ A = 1} “ (0,1), onde -
refere-se a correspondéncia bijetiva (A4, Ag) +— x = Au. A partir dessa
correspondéncia, Ay « (0, %) e Agq (%,1). Assim, a renormalizagdo de Rauzy
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(1T, M) 5 (', A") é dada por (vejamos a Figura 1.9):

De fato, para 7t do tipo 0 temos:

N A X
"o A _ A o
A S wuil s il ACO el et

Ja para 7t do tipo 1 temos:

A Ap—Ag  Aa—(1=2Ayu) 1 1
= = :2—— :2——.
1—/\3 1—)\3 1—(1—)\A) )\A:>f(x) X

"o
Ay =

Note que f(x) tem tangéncia de ordem 1 com a identidade parax =0e x = 1.

Figura 1.9:

O operador de Rauzy lanca uma regra central na teoria ergddica dos intercambios
de intervalos devido ao Teorema 1.1 de [13] que diz que o operador de Rauzy é

ergddico com respeito a medida absolutamente continua com respeito a medida m.

Um resultado de fundamental importancia para o nosso propdsito é:

Teorema 1.2. [13] Para uma permutagio fixada 7= € € e para quase todo vetor A € A"~1, a
R-6rbita de E é densa em € x A"~ 1.

Demonstragio. Ver Teorema 1.1 de [13]. O



CAPITULO 2 S

Espectro Associado a Intercambios de

Intervalos

2.1 Espectro de Cantor com Medida de Lebesgue Zero

Dado w € A e uma aplicacao injetiva V : Z — R dada por j — V(wj), considere
o operador Hy ) : £*(Z) — (*(Z) dado por

(Hy () ¥)j = Yj+1 + $j—1+ V(wj)yj, j € Z 2.1)

com o potencial V(w) := (V(wj))jez associado a dindmica de transformagoes de

intercambio de intervalos.

Fixe m € G,. Considere a codificagdo simbolica, isto é, a aplicagdo
NEg : [0,1) — A dada por Ng(x) = ise, esodse x € [;,i € A, e escrevemos
simplesmente N quando E estiver claro no contexto. Denote a [E,-6rbita de x € [0,1)

por
Ox(x) = {EX(x) : k € Z}. (2.2)

Associada a cada 6rbita estd w, (x) € A% dada por
WA (%) = N (O (%), 23)

isto é, w) (x) é um representante natural da E,-6rbita nomeando cada elemento desta
6rbita pelo ntimero do intervalo que a contém. O mesmo conceito é definido para
intervalos: tome j, k € Z com j < k e suponha que I C [0,1) é um intervalo ndo vazio
(que pode se reduzir a um ponto) tal que, para todo inteiro i € 7, k], ]ETI é continuo,

entdo a sequéncia

NE(D)NEFYD) ... N(EFT))

29



2.1. Espectro de Cantor com Medida de Lebesgue Zero 30

serd dito o E-itinerdrio de I associado a [j, k].

O conjunto

Oy = {wa([0,1))} = {wa(x) s x € [0,1)} (24)

estd em AZ, pois {w,([0,1))} = {N(0,]0,1))} C AZ. Como O, é fechado, tomando
a funcao shift T : 3y — ,, dada por

T(wn) = Wpt+1, WE Q)\/

temos que o par (2), T) é um subshift sobre o alfabeto A. Por continuidade, w, pode
ser estendida a um isomorfismo de ([0,1),E,) e (), T), logo

([0,1),Ey) = (O, T). (2.5)

Defini¢ao 2.1.1. Dizemos que [E, é aperiddica se nenhuma sequéncia w € ), é

periddica.
Defini¢do 2.1.2. Um subshift (), T) é chamado estritamente ergddico se é minimal e

unicamente ergddico.

Considere o alfabeto A e seja YW o conjunto das palavras finitas no alfabeto A
dado por

W=WQ)={w(j)...w(j+n—-1): je Z,nc N, w € Q}.
Se w € W, denotamos por |w| seu comprimento. Sejam os cilindros
w] ={weQ:w()...w(|w|) =w}
e, para cada medida de probabilidade invariante yu sobre (), seja
nu(n) = min{p([w]) : w € W, [w| = n}.

Definicao 2.1.3. O subshift Q) satisfaz a condigcio B de Boshernitzan se existe uma
medida de probabilidade ergédica y sobre () com

lim sup n,(n) > 0,
n—o0
ou seja, () satisfaz a condigdo B de Boshernitzan se, e s6 se, existe uma medida de
probabilidade ergddica u sobre (), uma constante C > 0 e uma sequéncia (ly) € N
com [y — oo quando n — oo tal que para todo w € W com |w| = I, para algum
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n €N,
|wlu([w]) > C.

Observacdo 2.1.1. Esta condicdo foi mostrada por Boshernitzan [1] e implica a
ergodicidade tnica para subshifts minimais, isto é, se ((),T) é minimal e ndo é

unicamente ergddico, entdo dada uma medida p, tem-se que

lim sup n1,(n) = 0.
n—00

Com respeito a transformagdes em intercdmbio de intervalos, o seguinte resultado

foi provado por Boshernitzan [1]:

Teorema 2.1. [1] Seja 7w € G,,. Entido para quase todo A € A"~1, com relacio a medida de
Lebesgue, o subshift O, = (O, T) satisfaz a condigio B.

Como a condicdo de Boshernitzan implica ergodicidade tnica, E) é unicamente
ergédica para quase todo A € A""1. Como quase toda [E, satisfaz a condigdo de
Keane (1.4), temos que para 7t € Gy, [E) é minimal para quase todo A € A" 1,

Com respeito ao espectro de operadores de Schrodinger discretos, segue o seguinte
resultado:

Teorema 2.2. [6] Seja Q) um subshift minimal que satisfaz a condigio B. Se () é
aperiddico, entio existe um conjunto de Cantor X C R de medida de Lebesgue zero tal que
0(Hy) = X, para todo w € Q).

Demonstragio. Como () é minimal, pela Proposicdo A.3 e pelo Teorema 9.2 de [4],
temos 0(H,) = X, para todo w € (), onde X é um conjunto perfeito. Como () satisfaz
a condicdo B, pelo Teorema 1 de [9], segue £ = {E € R : o(E) = 0}. Como Q) é
aperiodico, pelo Corolédrio A.3 do Teorema A.9 de [11], temos ¢(X) = 0, logo X ndo
contém intervalos. Além do mais, £ é um conjunto fechado, como todo espectro de
um operador, e por propriedades gerais dos operadores de Schrédinger [2], ¥ ndo
tem pontos isolados. Portanto X é um conjunto de Cantor de medida de Lebesgue

Zero. ]

Com estes resultados em maos, podemos provar o seguinte Teorema:

Teorema 2.3. [3] Seja w € G, e V como em (2.1). Entdo existe um subconjunto L C E(7)
de medida de Lebesgue total tal que:

(i) cada E) € L é minimal, aperiddica e unicamente ergddica,

(ii) para cada E, € L o espectro de Hy, em (2.1) é o mesmo para todo w € (), e este é um

conjunto de Cantor de medida de Lebesgue zero,
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(iil) para cada E) € L o operador de Schridinger correspondente (2.1) com potencial V,, (v
tem espectro absolutamente continuo vazio, para Lebesgue-quase todo x € [0,1).

Demonstragido. (i) De fato, pela Observagao 1.2.3 combinada com a Proposigao 1.1,
temos que o conjunto das transformacdes em intercAmbio de intervalos minimais tem
medida de Lebesgue total, e cada [E, é necessariamente aperiddica, pois se alguma
E, fosse periddica, entdo a oOrbita de x, O,(x), seria finita, para todo x € [0,1), e
nesse caso [E) ndo seria minimal. Pelo Teorema 2.1, o conjunto das tranformagdes em
intercAmbio de intervalos que satisfaz a condicdo ‘B tem medida de Lebesgue total.
Defina £ como a interse¢do de tais conjuntos, entdo £ tem medida de Lebesgue total
e cada [E, € £ é unicamente ergddica, ja que, pela Observagdo 2.1.1, a condicdo B
implica ergodicidade tnica.

(ii) Como cada E, € £ é minimal, é facil verificar que (2, é minimal, logo pela
Proposicdo A.3 o espectro ndo depende de w. Como consequéncia do Teorema 2.1,
(), satisfaz a condicdo ‘B, j4 que o conjunto das transformacdes em intercAmbio
de intervalos minimais [E, tem medida de Lebesgue total. Como (), é aperiddico,
podemos aplicar o Teorema 2.2, de onde ¢(Hy,) = £ C R é o mesmo para todo
w € ) e X é um conjunto de Cantor de medida de Lebesgue zero.

(iii) Pelo Teorema 1 de [9], segue que ~ = {E € R : o(E) = 0}, onde y(E) é o
expoente de Lyapunov de E, e o Teorema 9.13 de [4], Teorema 6 de [5], Teorema A9 e
Corolério A.3 de [11] garantem (T,ZC(HVwA ) = O

2.2 Espectro Singular Continuo

Dada uma permutacgdo irredutivel m € G,, podemos encontrar um conjunto

P C E(m) de medida de Lebesgue total tal que, para cada E, € P, o operador de

Schrodinger HV(wA(x)) correspondente ndo tem autovalores, para quase todo

x € [0,1), com relagdo a medida de Lebesgue. Denotaremos por F a intersecdo dos
conjuntos £ e P, isto €,

F=LNP. (2.6)

Uma importante ferramenta para mostrar a auséncia autovalores de um dado

operador de Schrodinger H,, w € A%, é a versio de Delyon-Petritis [7] do
argumento de Gordon, por meio de adequadas repeti¢des locais de palavras.
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Teorema 2.4 (Delyon,Petritis). [7] Se para um dado w € A% existe uma sequéncia ny — oo
tal que wy—p, = Wy = Wyyp,, para todo 1 < n < ny, entdo o operador de Schrodinger H,,
em (2.1) nido tem autovalores.

Demonstragio. Fixe E € C. Seja w € AZ tal que existe uma sequéncia 1y — o
satisfazendo wy_,, = wy = w4y, Denote a matriz de transferéncia Sy(E,w) por Sy,
ocultando o parametro E e o potencial w. De fato, nestas condi¢des, temos

1 2 1
2= (ng) = Q- 818m 81 = || & = Sy

j=ng j=2ny

S—nk—H& H &' =gne- 181 -8 =L

j=ng j=—ml

Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, para todo ry,
(S )* —tr(Sp,) - S + T =0, 2.7)

onde tr(-) representa o trago da matriz e I é a matriz identidade. Consideremos os
dois casos:
(i) [tr(Sn, )| < 1. Aplicando (2.7) a condigdo inicial u, tem-se

Upp, — t7(Sn,) - U, + g = 0.
Pela desigualdade triangular, temos

luoll < Mwzme |l + Ntr (Swl - ot | < Netzme ]| + [l ||,
e portanto
1
max{ ||t |, l[u2n, |} = 5 luoll. 28)

(i) |tr(Sn,)| > 1. Aplicando (2.7) a u_y,, temos u,, — tr(Sy,) - ug+u_p, = 0, e
dividindo por tr(S,, ), obtemos

U_p,

tr(Sp,)

Up, X

—ug = 0.
tr(Sn, ) 0

Pela desigualdade triangular,

1
luoll < a7l I+ N 1) < el + lotg |,
|7 (S|

e portanto

1
max{{|u—nl, [lun ||} = 710l (2.9)
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De (2.8) e (2.9) segue que, independentemente do valor de |tr(Sy, )|,

1
max [ ||, [[ttn, ]|, [u2n ||} = Sluoll,

e como E € C é arbitrario, obtemos que u,, ou u_, nado converge a zero, ja que
uy # 0, logo a solugdo ¢ correspondente da equagdo H,, i = Ey dada em (4) ndo é
quadrado somavel, ou seja, ndo pertence a £2(Z). Portanto o operador H,, ndo possui

autovalores. ]

Dada uma permutagao irredutivel 7 € Gy, a idéia é mostrar que, para quase todo
ponto A € A" le E,, o Teorema 2.4 se aplicaa H,, w = wy(x), com x num conjunto
de medida de Lebesgue total sobre [0,1). Em outras palavras, vamos provar que
para quase todo x € [0,1), existe uma sequéncia (rx) de nimeros naturais, tal que o

itinerdrio de x associado a [—ry, 2r¢] seja da forma

WOW1 ... Wy, WOW1 ... Wy, WoW ... Wy, W< A

Entdo vamos provar o seguinte resultado, pois assim obteremos as condigdes
necessdrias para aplicar o Teorema 2.4 e mostrarmos que H, () ndo possui
autovalores em (?(Z), para quase todo x € [0,1).

Proposig¢do 2.2.1. [3] Fixe uma permutacio irredutivel m € G,. Entdo para quase todo
A € A1, a transformagio de intercimbio de intervalos correspondente B, é minimal e, para
quase todo x € [0,1), w,(x) satisfaz as hipdteses do Teorema 2.4 e entdo, o operador Hy, ()

tem espectro pontual vazio.

Para provar esta Proposicdo, iremos usar o operador de renormalizacdo de Rauzy,
introduzido no capitulo anterior.

Existe uma relagdo entre o processo de renormalizacdo e o fato de [E) se minimal
implicar (), ser minimal. Seja [E : [0,1) — [0,1) uma transformacdo de intercambio
de intervalos e seja [Ej a aplicagdo induzida de E sobre | = [a,b) C [0,1). Suponha
que I C ] é um intervalo continuo de [Ej e que, para algum x € I, tem-se que Ej(x) € I
e IEfl(x) € I,isto é, x € Ej(I). Se r é o tempo de retorno de I para J, o itinerério de
todo ponto em I associado a [0, 7] é dado pela palavra

wowy . .. wy := N (DN (E(D)N (EX(I)) ... N(E"(I)).

Como Ej(x) € I e ]Ej_l(x) € I, o itinerédrio de x associado a [—r,2r] serd dado pela
palavra
WowW ... Wy WoWq ... Wy WW ... Ws. (2.10)
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Um ponto x € [a,b) com esta propriedade serd chamado um ponto candidato no
intervalo [a,b) para o comprimento r.  Cn([a,b)) serd o conjunto dos pontos
candidatos em [a,b) para o comprimento r < N.

Observacdo 2.2.1. Se existe uma sequéncia encaixada de contra¢do para o ponto x,

JiDhS - DhkD k12D

e tal que x é um ponto candidato em cada J; para o comprimento 7, onde Ji = [ag, b)
e ¢ € o tempo de retorno de Iy C Ji para Ji, com I intervalo continuo de [E;, en-
tao Ej (Iy) = E*"1(I), e tomando I;,; C I intervalo continuo de Ej,.,, temos
que By, (Iy1) = E*1t1 (L), De fato, reiq > 1y, para todo k, jd que, para todo
k, Iry1 C Jx pode cair primeiro em J; e depois em i1, € o contrdrio ndo pode
acontecer, pois Jrr1 C Ji, logo (rx) é uma sequéncia crescente, e entdo necessaria-
mente ry — oo quando k — oco. O itinerdrio de x associado a esta 6rbita completa,
wg(x) = N(Og(x)), é dado por uma sequéncia que satisfaz o fato de [E, ser minimal

implicar (), ser minimal, isto é, é uma sequéncia densa em Q) se [E for minimal.
A partir de agora, 77, denotard uma permutacdo em G, dada por
m(j)=n—j+1, j=12,...,n

Denotaremos por |A| a medida de Lebesgue de um conjunto mensurével A C R.

Lema 2.2.1. [3] Seja E : [0,1) — [0,1) uma transformagio de intercimbio de intervalos
e seja Ej a aplicagdo induzida de IE sobre o intervalo | = [a,b) C [0,1). Suponha que E;
estd associada com a permutagdo 7, e que o primeiro intervalo continuo de IEj é da forma
L =[a,b—9¢),0nde0 << %. Seja r1 o tempo de retorno de Iy para . Entdo a medida
de Lebesgue de C,, ([a, b)) satisfaz

Cr, ([a,0))] 30
= > - — 211
b—a b—a @11)
Demonstragdo. Ej restrito a I serd da forma [Ej(x) = x + 4, pois 71,(1) = n. Note que
o intervalo L := [a+6,b — 2J) é formado de pontos candidatos de comprimento 1.
Realmente, K := [a + 4,b) é o ultimo intervalo continuo de lE]_1 e ]Ej_l(x) =x—9,

x € K. Observe que L C I e L C K. Entdo

Ej(L)=[a+25b—6) Cl e E;'(L)=[a,b-35)C L.

Portanto |Cy,([a,b))| > |L| = (b —a) — 36. O
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Exemplo 2.2.1. Seja ¢ > 1 um ntimero natural e considere as parti¢des a = (ag,a1,...,an)
eb = (by,by,...,b,) de[0,1):

1—g% 0<k<n v =0
oy = T =S = b, o<k <, (2.12)
1, k=n 1 r
, =n.

a:=(0,1-¢g41-g92...,1- q_(”_l),l), b := (O,q_(”_l),q_(”_z),. g7 41).

Seja F; a transformagéo de intercambio de intervalos associada a (714, a). Entdo F,° léa
transformacéo de intercambio de intervalos associada a (71, b). Sejam Iy := [a;_1, a)
e Jk := [bx_1,bx), k = 1,...,n, os intervalos continuos de F; e Fy 1 respectivamente.
Veremos que F; tem a propriedade de que cada aplicagao induzida sobre I satisfaz as

condicdes do Lema 2.2.1. Note que F; e F° ! sd0 dados explicitamente pelas férmulas

X —ag_1 + by xel, 1<k<n,
Fy(x) =
X —dady_1 x € Iy,
X+ a,_,—br_q x€J, 1 <k<n,
(x) =
X —a .XE]n.

(2.13)

Lema 2.2.2. [3] Seja F,x a aplicagdo induzida de Fj sobre Iy, k = 1,...,n. Entdo se Cy é 0
conjunto dos pontos candidatos em I,

Demonstragdo. Sao validos os seguintes fatos:

Fato 1. A aplicacdo induzida de F; sobre o intervalo [a;,1), k = 1,...,n — 1, é dada
pela permutagdo 7, x.1, que leva o primeiro subintervalo de [a;, 1) no dltimo
e o ultimo no primeiro, isto é, 7,  1(1) =n—k+1lem, 1 (n—k+1) =1,
logoparal <j<n-—k-+1,

T k1(j) =n—k+1-j+l=n—-k—j+2
e pela partigao de [ag, 1),
(ak/ Aka1re -7 An-1, an);

que é induzida por F?, pois o tempo maximo de retorno de F; ao intervalo [ay, 1)
él,eparaj=1,...,n F(lj) = I,_j11 e F(I,_j11) = I;. Em particular, para
cadak+1<j<n, qu aplicado a I; é o préprio I;.
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Fato 2. A aplicacio induzida de F; sobre Iy = [ax_1,a;), k = 1,...,n —1, esta
associada ao par (71, 11, ¢x), onde ¢ é a particdo de Ii:

—(k+1)

—k —(n—1
Ck:(akfl/ak_q Ak — 4 g g — 4 (n=1)

)
Note que a; — g% € [ax_1,a;), parak =1,...,n — 1, pois ¢ > 2 implica

g "< qzj Sa—q > a0
Em particular, como 7, ;.1 leva o primeiro subintervalo de [a;_1,a5) no
altimo subintervalo deste, temos que Fj([ax_1,ar — g %)) = [ax_1 + g5 ap).
Logo, Fyi(x) = x + g~ ¥ para cada x no primeiro subintervalo continuo Iy ;.
Fato 3. A aplicagdo  induzida de F; sobre o primeiro intervalo
I =[0,1—g 1) = [ag,a1) é dada pelo par (7, c1) onde

ci=0a—q Lar—q2... a1 —q "V a).
Fato 4. A aplicacdo induzida de E sobre o dltimo intervalo I, = [a,_1,a,) é a
aplica¢do identidade, pois I, = [a,_1,an) = [an — q’(”’l), a,), isto é, o intervalo

contém apenas um subintervalo, logo a permutacdo ¢ a identidade e assim, F, ,
é a aplicacao identidade sobre I,,. Em particular, F; ,(I,) = I, logo F, L) = 1,
e portanto o dltimo intervalo é todo formado por pontos candidatos.

Fato 5. F, restrito ao primeiro intervalo continuo Iy := [ax_1, a5 — g~%) é dado por
F,

q
(com & < g7¥) e portanto se Cy é o conjunto dos pontos candidatos em I, entio

«(x) = x+g7%. Entdo o Lema 2.2.1 aplicado a cada aplicagio Fop 1 <k<n

Cy| 36 37k 3
i R [, R
1kl =7 Ikl = (g—1)g7% q—1

(k=1)

jaque || =ar—a 1 =1—qgF—(1—g " V)y=g"CD_gk=(g-1)q

Realmente, deste modo o intervalo

1 2 1 1 2
Ly := {aqut—k,ak——k) = {1__""_ 1____k) C I
q q q

é formado de pontos candidatos, pois

2 1 _ 3
E(Ly) = {akl + $,€lk — %> Chy e E L) = [ﬂkl,ﬂk — $) C I 1.
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O comprimento de Ly é dado por

1 1 (k— _ _ -
Ll =1 = = (b ) =) g 3y = i 3
3|1 C 3
Assim, |Ci| > |L| = |Ik|——k|, de ondeM >1—-——. O
q-1 | Ix q-1

Definicdo  2.2.1. Duas transformagdes de interciambio de intervalos
E; : [a,b) — [a,b) e Ey : [c,d) — [c,d) sdo equivalentes se elas sdo conjugadas
por uma translacdo na reta real, mais precisamente,

Ex(x +c—a) =Eq(x)+c—a, Vx € [a,b).

Em particular, devemos ter b —a = d — c. Em muitos casos identificamos uma

transformacao de intercambio de intervalos com o modelo equivalente definido sobre
[0,b—a).

Lema 2.2.3. [3] Seja EE : [a,b) — [a,b) uma transformagdo de intercambio de intervalos e
J:=[c,d) C [a,b). Se E(]) é também um intervalo, digamos K, entdo a aplicacio induzida
de IE sobre |, Ej, e K, [Ex, sio equivalentes.

Demonstragido. Como E(]J) é um intervalo, existe um ntmero ? tal que, para todo
x € J,E(x) = x+0. Coloque K = [E(c),[E(d)) e seja Jy C ] um intervalo continuo de
E; com 7 sendo o tempo de retorno de Ji para J, o que significa que

E(J), E*(J), - - -, E™ (Ji)

sdo todos disjuntos de | e E’*"!(];) estd completamente contido em J. Por definigao,
E;(Jx) = E™**1(J;). Observe que

E2(Jo) = E(E* ' (Ji) = E(Ej(J)) = Ej(Jk) 0
esta contido em K. Seja Ky := E(Jx) = Jx + 0 C K. Os sucessivos iterados de Ky por E
sdo
E2(Jk), B> (Ji), - ., B (J), E" L (J)

e estes intervalos sdo disjuntos de K, considerando que
E"2(J) = Ej(Jo) +0 C K,

isto é, Ky é um intervalo continuo de Ex com o mesmo tempo de retorno e, além
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disso,
Ex(Ki) = E*"2(Jy) = E(E"* ! (Jy)) = E(E;(Jx)) = Ej(K¢ — ) +0.

Como isso acontece para todo intervalo continuo de [E; e [Ek, estas aplicagdes sdo

equivalentes. O

Demonstragio. (Proposicao 2.2.1) Seja uma permutagdo irredutivel 77 e seja 0 < e < 1.

Seja (qm)m>1 uma sequéncia crescente de nimeros naturais tal que

3 - €
qm_l 2"’1’

m > 1.

Considere transformacdes de intercambio de intervalos F;, como as definidas acima,
e seja
— m m m
am = (ag,af’,...,a))

a particdo correspondente de [0,1) associada a F;, como em (2.12). Note que
qualquer transformacdo de intercAmbio de intervalos que é suficientemente préxima
a F,,, goza da propriedade dada no Lema 2.2.2, isto &, existe um ntmero 6, > 0 tal
que se E, a transformacao de intercambio de intervalos associada a (77, ¢) e a parti¢do

c = (co,€1,...,0n) em A, é tal que

max{|c; —a'| : 1 <i<n} <y, (2.14)
entdo o conjunto dos pontos candidatos C.; em cada I := [cx_1,¢;), 1 < k < n para
[E. satisfaz

Cex 3 €
- >1— >1——. 2.15
1kl = gm—1 2m 215
De fato, tomando
4 Ielqn* — |
0< oy < i ,
= om = 2| I
temos dois casos,
—k __ 2 —k __ 2
4| Ielqm" — |l > 5 41l qm" — Ll < s,
2| L] 2|
No primeiro caso, temos
4 Ielq" — |I[?

>0 & |L?+2|Llom < 4|L|g,"

2| I

| | < I q,"

© ST e
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e no segundo caso,

—k 2
2| I|
& L 42| Ilom > | Ie* — 2|1k 0m > 4| I g;F
& = (kP +2||6m) < —4/Llg,,"
N _”Eﬂ_g | Ilgy” < | Tl ,"
4 | Ix| + 20 |Ii| + 20m
—k
L
R A
Portanto,
| Iy | Il 9,,*
— _ 2.16
4 | = |I| 4 26, ( )

Como |Ii| > |I}| — 20, com I} = [a]' |,a}"), pelo Lema 2.2.1 e por (2.16), temos

Ll |k I 9,."
0<d< K < |k o Tklm
SOSTY S a | ST + 20
dai ;
< m
Ll | L] + 20
Assim
|CC,k| Z 1 _ 2
| I | Iy |
3q‘k
>y m
- |Ik| + 20,
S oq o 3
- | I}
-
(qm — 1)q%k
- 1 3
qm —1
€
> '1_'§E
Portanto
Cerl o 2 (2.17)
] = 2m

Seja m € G, uma permutacgdo irredutivel. Pelo Teorema 1.2, para quase todo
A € A", a 6rbita de Rauzy de Ej, = (71, 1) é densa em € x A"~!. Desta forma existe
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uma sequéncia encaixada de intervalos
hDohD - DJnD--- (2.18)

dada pelo processo de indugdo de Rauzy, e uma sequéncia crescente (7),>1 de
ntimeros naturais tal que a aplicacdo induzida E,, := R" (E) de (m,A) sobre
satisfaz (2.14).

Entdo, se I{", I", ..., I}’ sdo intervalos continuos de E; em [, e r/' é o tempo de
retorno de [ para [, 1 < k < n, entdo, por (2.17), o conjunto dos pontos candidatos
em [[' para o comprimento ;' tem medida de Lebesgue dada por

S
Cop (] = (1= o57) - 11 (2.19)

Seja [E,, ;. a aplicagdo induzida de [E;, sobre [[', 1 < k < n. Portanto o conjunto dos

pontos candidatos em [, para o comprimento N, com
Ny = max{r{",..., '}, (2.20)

denotado aqui por Cy;,, (Jmm), satisfaz

n

Cn, ) > U (1), @21)
k=1

onde a unido ¢é disjunta, pois se x € Up_,Cn([") entdo x € Cpn([}") para algum
. , M1
1 < k < n, logo para I C [ intervalo continuo de [, x € I, ]E:,’;Jr (x) e Ie

lEn_q(rZiH)(x) € I para algum 1 < k < n. Seja | € |, intervalo continuo de E;, com
I C ], entdo | C [, para algum 1 < k < n. Como x € J, temos que

i miq
Enx() =t D) = (E00) T (g e,

logo
EC ) (x) e E-FH () c T,
€ m
B () = BT V) = (B0 ) Y e
assim

E-nt D (x) e E-0F () c 1.

Portanto temos que x € J, E,(x) € ] e E,,}(x) € J. Dai, x € Cn,,(Jm)-
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De (2.21), concluimos

n

U Con (1" ‘ Z|c (2.22)

k=1

CNy, ()| =

n
Por outro lado, como [, = U I, logo
k=1

|]m| =

n
=Y I (2.23)
k=1

Assim, por (2.22), (2.19) e (2.23) temos

n

Ul = Y 1C ()] = (1= o) 11 = (1= 55) - Ul

Portanto,

Cx )] = (1= 55 ) + - (224)

Observacao 2.2.2. Pela observacdo 2.2.1, temos que se x é ponto candidato de J,;; com
tempo de retorno 7’ em (2.18), para todo m > 1, entdo ;' — oo quando m — o, e
por (2.20), N, — oo quando m — oo. Assim se x é ponto candidato de todo |, para o

respectivo comprimento N, temos x € Cn,, (J), para todo m > 1, isto §,

xe () Cn,Jm)- (2.25)

m>1

Pelo Lema 2.2.3, a aplicagdo induzida de E, = (7, 1) sobre cada intervalo E/(I]"),
Epj, 1 <j <l éequivalente a [E,, ;, ja que lE]'(I,i”) ¢ um intervalo, 1 < j <1}, isto ¢,
se " = [ |, cM) e B/(II") = [E/(c}* ), E/(c]")) entdo para 1 < j < 7/t

I, x(x —E/ (" )+ ) = Egi(x) —E/(c" )+, x € E(I), (2.26)

o que implica que, para cada 0 < j < ", x € E/(I") é um ponto candidato de E/(I")

para o comprimento 7}’ se o seu transladado (x — E/ (e 1) +c}ty) € I' é um ponto

candidato de [} para o mesmo comprimento 7}, logo para todo 0 < j < r’,

[Cop (B ()] = |Copr () (2.27)
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Pela Proposigdo 1.1.1, temos que E'(I") NE!'(I") = @ para i # I. Por (2.21), vale

®
Crm (U E/ (I} ) U Cpn (E/(I™)) (2.28)
j=1
onde a unido é disjunta, pois se

Con (EY(I{")) N Con (BN (1)) # @,

para i # I, entdo existe x tal que x € Cr;{n(]E"(If)) ex € Crlr(n(IEl(I;T))r dai existe
J; C E'(I") intervalo continuo de Ep; com x € J; tal que Egi(x) € J; e IE]E}(x) € Ji
e existe J; C ]El(ll’g”) intervalo continuo de Ep com x € J, tal que Epi(x) € Jj e
E_ ' (x) € Ji. Logo x € J;N];, e dai x € E(I}") NE'(I}"), entdo E'(I") N E!(I}") # @.
Contradicdo. Por (2.28) temos

Tk .
C UIEJ(I,T)) Uc (E/(I")) Z |Con (E/(I}")) (2.29)
j=1
Por (2.27), segue
"k , Tk
Y (Co (BN (I = ) [Cop ()| = 7 [Cop ()] (2.30)
=1 j=1
Para cada 0 < j < r/", temos |[J"| = |E/(I")|, ja que E/(I") é I"" transladado, logo
7 ‘ !
Y B ()] =} 15 = [ (2.31)
j=1 j=1

Assim, por (2.29), (2.30), (2.19) e (2.31) temos

! '
C (U 1E’(Izi”)) > g [Con ()]
j=1

> (1o )t 1
= (1—2%)-]@@(1?)!
- (15| U],
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ou seja, a medida de Lebesgue do conjunto dos pontos candidatos para o
comprimento /' na unido

i’k .
UE ()
j=1
satisfaz
i ' ¢ ! '
Cy | UE@ || 2 (1— 2_m> (UE ). (2.32)
Usando (1.6), temos

o0,1) =) UJEU, (2.33)

e por motivos andlogos aos de (2.21), o conjunto de pontos candidatos em [0, 1) para o

comprimento r < Ny, com Ny, = max{r{’,..., '}, denotado por Cy,, ([0,1)), satisfaz

Cn, ([0,1)) = Cn,, (Lnj ijlEf(I,T)) o) Ocrz, (ij ]E%I,’f)) . (2.34)
k=1j=1 k=1 j=1

De fato, paral #i,com 1 < [,i < n, temos

Cp (U IEJ'(I;ﬂ)) M Con (U ]Ef(I}”)) =Q, (2.35)
j=1 j=1

pois do contrdrio, existe

x € Con (b IEj(I}”)) N Cpn ([J EJ(I{”)) ,
j=1 j=1

em particular, pela defini¢do de ponto candidato,

v e (O Efu;“)) N (U mm)) ,
j:l j=1

logo existem d > tcom 1 <d <rf"el <t < r/" tais que x € ]Ed(llm) ﬁlEt(Ii’”), dai
EY(I") NEY(IM) # @, logo E~H(I") N I" # @, em particular E*'(I") N ], # @,
entdo d —t > /", ja que o primeiro retorno de I/" a [, pela 6rbita de [E tem tempo
1" +1. Mas d — t < /", e temos entdo uma contradigdo. Por (2.34), temos

k=1

[Cn, ([0, 1))] 2 Gcr,’f (LkJ IE"(I;T)) : (2.36)
j=1
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De (2.36), (2.35), (2.32) e (2.33), segue
n i .
Cn, (0, 1) > [ G | UE(L)
k=1 j=1
n e .
= Y lex (UBGD
k=1 j=1
e no |7k .
> (1) XU
k=1 |j=1
e m
= ( —om) | U UB)
k=1j=1
€
= (1-55) 101
€
= 1— o
Portanto
£
Cn, (10, D)] 2 1= 5. (237)
Pela observagao (2.2.2), temos que x € Cy,,([0,1)), para todo m > 1, ou seja,
x e () Cn,([0,1)). (2.38)

m>1

Assim, segue que a medida de Lebesgue da intersecao

Ce:= () Cn,([0,1))

m>1

é dada por

Ce| = mCNm([Orl))‘

m>1

= |0 1)\ U (Cn,([0,1)))°

m>1

U (€, ([0,1)))°

m>1

> 1= ) |(Cn,([0,1)))]

m>1

= [0, 1) -

S
> 1-— o

m>1
= 1-—e¢.
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Note que a sequéncia de inteiros (n,,) pode ser escolhida de forma que (Ny) é
uma sequéncia estritamente crescente e entdo todos os pontos em C, satisfazem as
condi¢des da Proposicdo 2.2.1. Como o numero ¢ > 0 é arbitrdrio, provamos a

Proposigao 2.2.1. [

Com a prova da Proposicao 2.2.1, temos as condi¢des do Teorema 2.4 satisfeitas,

logo o operador H,, (,) ndo tem autovalores em (%(Z), para quase todo x € [0,1).

Com efeito, provamos o seguinte resultado:

Teorema 2.5. [3] Fixe T € Gy,. Dado V como em (2.1), existe um subconjunto F C E(7),
dado em (2.6), de medida de Lebesgue total tal que:
(i) cada E, € F é minimal, aperiddica e unicamente ergodica,
(i) para cada IE) € F, o espectro de Hy ) em (2.1) é 0 mesmo para todo w € Q) e este é
um conjunto de Cantor de medida de Lebesgue zero,
(ili) paracadaE, € F o operador de Scrodinger correspondente (2.1) com potencial V (w, (x))
tem espectro singular continuo puro para quase todo x € [0,1).



APENDICE A

Propriedades do Espectro

Teorema A.1. [11] Se (Q), T, ) é um subshift entdo Hr,, = UH,U* onde U := U é 0
operador unitdrio associado a T, o shift sobre £?(Z). Portanto, c(Hy,) = o(Hre).

Demonstragio. Basta fazer o produto entre as matrizes representantes dos operadores.
O]

Teorema A.2. [11] Sejam H,, H operadores auto-adjuntos num espago de Hilbert H, tal que
H, — H fortemente. Entdo

o(H) C limsupo(Hy) :=() |J o(Hn).

n m>n

Demonstragio. Seja E & ;> 0(Hy,) para algum n fixo. Entdo a distancia

dy:=d (E, U U(Hm)>

m>n
deve ser positiva. Como (H,, — EI )’1, por ora, é auto-adjunto,

1

|(Hy—ED Y = sup |-

1
A€o (Hpy) dn’

<

Portanto, ||Hup — E¢|| > du||¢|, V¢ € H. Tomando o limite sobre m, temos

|Hy — E¢|| > d,||p]|. Sendo (H — EI) auto-adjunto, concluimos que E ¢ o(H). O
No caso de (Q), T) ser minimal, temos:

Teorema A.3. [11] Se (Q), T) é um subshift minimal, entido 0(H,) = o(H,,) para todo
w, w' € Q) isto é, o0 espectro de Hy, nio depende de w.

47
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Demonstragdo. Munindo () da métrica

1 o

temos que se d(w,w’) < ¢ entdo Y ,cz ‘|wn —w)| < ¢ dai existe N tal que

2ln
W[_N,N] = wffN,N]' e para todo ¢y € H,

|Ho — Ho9*> = ||(Ho — Ho)#|1?
= ||(w—w’)¢||2
= Z| ¢n|2

nelN

= Z | — w1/1|2|¢’n|2

nelN

S C- Z |lpn’2/

[n|>N
ja que

|wn € 1
Lt s D e

w,; — W 3
n n

< , VneZ.
2|n| 3.2ln]

Portanto,
|y —wn|<— VC, VneZ.

Isto prova que, para qualquer ¢ € H fixo, a aplicagdo w — ||H, || é continua em Q).
Mas, por definicdo de ), w € O se limy_,, T"w’ = w para alguma sequéncia (1),

isto é, Hyn,w — Hy. O Teorema A.2 implica que

0(Hw) C limsup(o(Hypmyg))-

k—o0

Pelo Teorema A.1, temos que Hpnyy = U H, U™ ", assim o(Hrpn,,) = 0(H,), logo
0(Hy) C 0(Hgyy).

Como o sistema é minimal, () é a 6rbita fechada de qualquer desses pontos, e para

todo w € O, &' = limj_, T"/w para uma sequéncia (m;). Repetindo o mesmo
processo, obtemos ¢(H,) C ¢(Hy). Finalmente, ¢(H,) = o¢(Hy), para todo
w,w € Q. O

Os demais resultados que formam as bases da teoria aqui estudada podem ser
encontrados em [4], [5], [8],[9], [10], [11].
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