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RESUMO

A ideia central deste trabalho é entender e analisar os aspectos dinamicos do
movimento de uma particula movendo-se sobre o bilhar anular, que corresponde a
dois circulos de raios R e r (r<R). Os circulos podem ser concéntricos ou
excéntricos. Descrevemos o sistema pela introducdo de fronteiras pulsantes que
transferem momento para a particula. E assim, as colisdes com os circulos séo
estudadas nos casos conservativo (elastico) e dissipativo (inelastico). Quando
introduzimos campos elétrico e magnético, a particula € submetida a Forca de
Lorentz. Também podendo sofrer sucessivas colisbes com os circulos pulsantes,
ganhando ou perdendo energia. Para o0 caso elastico dependente do tempo, ja foi
anteriormente observado que a particula pode ganhar energia ilimitadamente. A
proposta deste trabalho é estudar os efeitos de ambos os campos externos na
energia média do sistema, para o caso de dependéncia temporal com e sem
dissipacdo. Os resultados conduzem a crer que o campo elétrico pode contribuir
para o aumento da energia média, enquanto o campo magnético aplicado na direcao
perpendicular em relacdo ao plano do bilhar (o que garante que a particula néo viaje
para fora deste plano) em geral conduz a particula para as whispering gallery orbits
e nao contribui para a aceleracdo de Fermi de fato. No entanto, em presenca de
campo elétrico para os mesmos valores, a juncdo da acdo do campo magnético
pode otimizar o referido processo, obtendo-se valores de energia maiores para um
mesmo numero de iteracdes. Esses resultados sao validos para o caso concéntrico,
gue em outra oportunidade ja se reportou como um improvavel sistema para ganho

de energia quando considerado o movimento da particula livre.

Palavras-chave: Bilhares. Caos. Aceleragéo de Fermi.



ABSTRACT

The main idea of this work is to understand and analyze the dynamical aspects
of the motion of a particle moving in the annular billiard, which corresponds to two
circles of radius R and r (r<R). The circles can be concentric or eccentric. We
describe the system by introducing breathing boundaries that transfer momentum to
the particle. Likewise, the collisions with the circles are studied in the conservative
(elastic) and dissipative (non-elastic) cases. When we introduce magnetic and
electric fields, the particle is submitted to the Lorentz force. It also can suffer
successive collisions with the breathing circles, winning or losing energy. For the
elastic time-dependent case, we have already observed that a particle can gain
unlimited energy. The purpose of this work is to study the effects of both external
fields in the mean energy of the system, for the time-dependent case with and
without dissipation. Our initial results conduct us to believe that electrical field can
contribute to the increasing of mean energy, and a magnetic field applied to the
vertical axis of coordinate (what guarantees the particle do not travel away the
billiard’s plane) uses to arrest the particle to the whispering gallery orbits and do not
contribute to the Fermi acceleration indeed. However, in presence of the electric
field, to same values, the magnetic one together can improve this referred process,
obtaining greater energy values to the same number of iterations. These results are
applied to the concentric case, that was reported did not haven any significant energy

gain on the free particle motion.

Keywords: Billiard. Chaos. Fermi Acceleration.



SUMARIO

1 INTRODUGAOD ....oooviiiiecee ettt ettt ettt et e et eae e st s sreesreaneas 6
2 O BILHAR ANULAR ESTATICO ..ot 7
2.1 CaS0 CONSEIVALIVO ...uuuieeiiiiiii ettt e et e e e e ett e e e eattan e e e e eeaba e e eaeeees 7
2.2 CaS0 DISSIPALIVO ..ceveiiiii e e 12
3 BILHAR ELETROMAGNETICO — MOVIMENTO SOB ACAO DE CAMPOS....14
T R OF- Lo N 0] g FoT=T V2= 1§ 1Yo PR 14
3.2 CaS0 DISSIPALIVO c.uuuiiiiii ettt 23
4 O BILHAR ANULAR PULSANTE = MAPA ...ttt 28
R OF= 1Yo I 00T g K=Y = 4 1V J R 28
4.2 CASO0 DISSIPALIVO ..eeeeiiiiiee ettt e e e e e e e e e e 34
5 O BILHAR ANULAR ELETROMAGNETICO PULSANTE .....coooveiiiicieeieene, 36
TN I B =Y o U 111 o PSS OPPPPPPRPRRRPN 45
SR 010 ] N[ H 117 @ RS 45

REFERENCIAS ..ottt ettt 477



1 INTRODUCAO

A busca por dispositivos criadores de energia ha muito tempo entretem os
cientistas dos mais diversos meios. O modelo do acelerador de Fermi € uma das
ferramentas tedricas mais utilizadas para a modelagem e estudos de tais
mecanismos.

A Dinamica né&o-linear e a busca pela ordem dentro do caos instigam a quem
possa tomar conhecimento da existéncia de fenbmenos que outrora jamais
passariam da percepcdo alheia de quem assiste como espectador a uma
preciosidade da natureza escondida nas minucias de um movimento universal.

O estudo de bilhares tem sido gradativamente reportado em maior intensidade
na literatura. Os primeiros estudos com o bilhar anular [1] levaram a percepcéo da
possibilidade de se adicionar caos ao sistema apenas com um parametro
geométrico. Em seguida [2-5], novas ideias e possibilidades tecnolégicas levaram a
sofisticacdo do modelo e & adicdo de propriedades fisicas ainda n&o analisadas.

A proposta deste trabalho € estudar a dindmica do bilhar anular, desde uma
revisdo sobre seus aspectos fundamentais até os efeitos e acdes de novos objetos
acrescidos ao estudo do sistema, e a consequente visualizacdo de toda a riqueza

proporcionada em relag&o aos resultados nem sempre triviais.



2 O BILHAR ANULAR ESTATICO

2.1 Caso Conservativo

O bilhar anular consiste em um circulo externo de raio R (que sera
considerado igual a unidade de comprimento nas aplicagbes numéricas) e um
circulo interno de raio r (<R). Uma particula pontual de massa m move-se dentro da
regiao limitada pelos dois circulos e sofre colises sucessivas com as fronteiras. A
geometria de cada bilhar pode ser caracterizada pelo conjunto de dois parametros
fundamentais: {r, 8}, onde & é a excentricidade, isto €, a distancia entre os dois
circulos [1].

Sendo assim, observam-se algumas familias de bilhar anular:

a) r = 0: circulo interno inexistente. Neste caso, o bilhar anular equivale ao bilhar
circular.

b) r # 0, & = 0: bilhar anular concéntrico, o circulo interno esta centrado no mesmo
ponto que o circulo externo.

c) r#0,d #0: bilhar anular excéntrico, o circulo interno esta centrado a uma distancia

do centro do circulo externo.

Consideramos o centro do circulo externo localizado na origem do plano
cartesiano (X, y) = (0, 0). No caso c), chamamos um circulo de raio (r+ d) centrado
em (0, 0) de caustica. As trajetérias que passarem pela regido delimitada pelo
circulo interno e a céaustica séo fortes candidatas a trajetérias cadticas. Por outro
lado, naquelas localizadas entre a cdaustica e o circulo externo encontram-se as
chamadas Whispering Gallery Orbits (WGQ'’s), ou “érbitas da galeria do susurro”,
onde o movimento da particula apresenta comportamento regular e ela ndo colide
com o circulo interno.

Escolhemos o sistema de coordenadas cilindricas circulares (p, 8, z) para
localizagcdo da particula e representacao do sistema. No caso, z = 0, uma vez que o
movimento se da no plano bidimensional (p, 6), descrito pelas respectivas

coordenadas polares circulares. Dividimos os movimentos possiveis em:

Tipo A) Duas colisdes sucessivas com a fronteira externa. A particula parte

de uma condigéo (po = 1, o) com angulo de saida ao em relacdo a reta normal do



circulo externo, passando pela origem e colide com o circulo externo em
(p1 = 1, 61), com angulo de saida (ou reflexdo) a; (Figura 1.1).

Tipo B) A particula colide com circulo interno antes de colidir novamente
com o externo. Inicialmente tem-se (po = 1, 6p) € ap, na colisdo com a fronteira
interna em (po’ # 1, 6¢) verifica-se um angulo de entrada (ou incidéncia) Bo, em
relacdo a reta normal ao ponde de colisdo com a circunferéncia da fronteira interna e
um angulo de reflex&o B;. A proxima colisdo ocorre com a fronteira externa e verifica-
se um angulo de saida a;, em relacdo a reta normal ao ponto de colisdo passando
pelo centro do circulo externo (Figura 1.2).

O sistema possui dois graus de liberdade, e portanto um espaco de fase de
quatro dimensfes. No entanto, a energia € uma constante do movimento, logo,

cologuemos uma secdo de Poincaré de duas dimensdes, caracterizando o sistema

em variaveis de angulo e acéo: (L, S), onde L = % e S =sin (a). Logo, dado um

namero j de condi¢des iniciais (Lo, Sp), fazemos n iteracdes, com j e n arbitrarios,
obtendo (L, S) para cada colisdo com a fronteira externa e observamos a

configuracéo do entdo espaco de fase.

Figura 1 — Geometria do Bilhar Anular

Fig. 1.1 — Movimento do Tipo A Fig. 1.1 — Movimento do Tipo B

Fonte: elaboracao nossa

No Bilhar Anular Estatico as fronteiras encontram-se iméveis e a particula livre
se desloca sem atrito na regido delimitada por elas, sofrendo colisbes perfeitamente

elasticas no caso conservativo. A geometria de tais colisées pode ser analisada da



mesma forma que reflexbes sucessivas de um raio de luz sobre uma superficie
(linear na vizinhanga infinitesimalmente proxima ao ponto de colisdo), com angulo de
entrada (incidéncia) congruente ao de saida (reflexao).

A condicdo de tangéncia T = |sina — dsin (6 — a)| especifica como a particula
esta localizada em relacéo ao circulo interno apds colidir com a fronteira externa [1].
Numericamente, dada uma condi¢ao inicial (Lo, So), obtemos (6o, 0p) € iteramos 0s

Mapas, sendo r o raio do circulo interno:

A) Parar < T (colisdo com a fronteira externa — Movimento do Tipo A):

(1)

an+1 = an

Ons1 =1+ 0, — 20,

B) Parar > T (colisdo com a fronteira interna antes de colidir novamente

com a fronteira externa — Movimento do Tipo B):

B =arc sin; [sina, — 6 sin(6,, — a,,)] )

w=2+6,—a,
a1 = arc sin(r sinf — 6 sinw)

6n+1 = 2:8 + en — 0 — Up4q

Para um conjunto de condi¢cdes iniciais e certo numero de iteracdes
(mensuraveis pelas sucessivas colisbes com a fronteira externa), fazemos
-t <0 <m e analisamos graficamente o sistema. As Figuras 2-6 mostram o0s
Graficos das Secdes de Poincaré (GSP) em S x L para diferentes valores de 9,
mantendo a relacao (r + &) constante e igual a 0,75.

O valor & é um parametro de controle pelo qual podemos introduzir caos no
sistema. As curvas invariantes observadas no caso concéntrico sdo conhecidas
como toros KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) [1], e demonstram que o sistema é
integravel sobre elas, ndo ocorrendo caos neste caso. Para o pequeno valor de & na
Fig. 4, vemos que o sistema torna-se caltico em algumas regibes da secéo,
destruindo parte das curvas invariantes. E posteriormente, para valores de & na Fig.
6, 0 sistema mostra-se completamente cadtico, podendo-se observar a formacéo do

mar de caos e de ilhas de ressonancia.
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Figura 2 — GSP, 6=0 (caso concéntrico)

(42l

Figura 3 — GSP, 6=0,01



Figura 4 — GSP, 6=0,065

Figura5 - GSP, 6=0,10
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Figura 6 — GSP, 8=0,25

Fonte: elaboracdo nossa (Fig. 2-6)

2.2 Caso Dissipativo

Introduzimos uma dissipag¢ao na colisdo com as fronteiras, interna, externa ou
ambas, de forma a torna-la parcialmente inelastica. A particula se move, entdo, sem
atrito na regido delimitada entre as fronteiras dos circulos interno e externo, e apés
colidir com uma das barreiras tem a componente radial da velocidade (em relagéo
ao centro do circulo em questdo) alterada, multiplicada por um coeficiente de
restituicdo y, 0 <y < 1. Uma vez que consideramos 0 movimento de uma particula
teoricamente perfeita, rigida e pontual, devemos considerar a dissipa¢do apenas na
direcéo radial — ja que se trata de um problema de forca central —, desprezando-se a
dissipacdo na direcdo tangencial, o que denotaria a deformacdo sofrida pela
particula durante a colisdo. A particula perde energia e os angulos de saida a,,,1,
em relacdo a normal, sdo cada vez maiores que os a, das iteracbes anteriores,
fazendo com que as trajetérias se abram em direcéo a fronteira externa, confinando-

se entdo nas WGO.



13

Numericamente, iteramos as equacdes geomeétricas dada pelos Mapas A e B

no item 2, e fazemos as corregdes [2,3]:

e Mapa A:
Urn = U, SiNQ, Uppn = Uy COSQy
Urn+1 — Urn Urn+1 =V Upn 3)
— 2 2 — Urzn+1
Unt1 = \/(U‘L'n+1) + (UT n+1) Any1 = arc tan (_ Urn+1)

onde v, € a velocidade tangencial e v, a velocidade radial, em relacdo ao ponto de
colisdo e ao centro do circulo externo. v,, € o modulo da velocidade na iteracdo. a,, €

an4+1 SA0 respectivamente o angulo de entrada (incidéncia) e de saida no ponto de

colisao.
e Mapa B:
Urp = Uy Sinf Uy, = VU, cOSP
U‘L'TL,:UTTL UTn,:yUTTl
= GG = are tan (—252) @

w=2B8"+6,—a,
! . . ! .
a,' = arc sin(r sinf’ — § sinw)
—_ !/ !
9n+1_2,8 +0n_an_an
e volta-se entdo as correcdes do Mapa A. v, é a velocidade tangencial e v, a
velocidade radial, em relacédo ao ponto de colisdo e ao centro do circulo interno. v, é
0 modulo da velocidade na iteracdo. Os angulos B e B’ sao respectivamente o
angulo de entrada (incidéncia) e de saida no ponto de colisdo com o circulo interno.

a,' € o angulo de entrada na colisdo subsequente com o circulo externo.

Ent&o a partir de uma velocidade inicial v,, iteram-se as equa¢des do mapa e
obtem-se a secdo de Poincaré. Um gréfico tipico para o sistema dissipativo,
independente da excentricidade do bilhar, mesmo para o caso quase-elastico com
y =0,99999 ~ 1, que € mostrado na Figura 7, observa-se grande densidade de
pontos préximos as regifes de atracdo nas regides de érbitas regulares do espacgo

de fase, nas ilhas e em especialem S =1e S = -1, isto €, coma - ig , que

correspondem a grandes angulos de incidéncia e reflexdo das colisbes, confinando

rapidamente a particula nas WGO. Em resumo, os angulos a sao sucessivamente
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diminuidos no decorrer das itera¢cdes, juntamente a energia do sistema e ao modulo

da velocidade da particula que ficam menores a cada coliséo.

Figura 7 — GSP para o bilhar estatico dissipativo, 6=0,25

Fonte: elabora¢do nossa

3 BILHAR ELETROMAGNETICO — MOVIMENTO SOB ACAO DE CAMPOS

3.1 Caso Conservativo

Consideremos agora o movimento de uma particula pontual de massa m
carregada com carga elétrica g movendo-se sobre a superficie do bilhar anular sob a
acao de campos elétrico E e magnético B. A este sistema denotaremos Bilhar Anular
Eletromagnético Estatico, nos casos conservativo (sistema Hamiltoniano) e
dissipativo. Descrevemos o0 sistema via formulagcdo Hamiltoniana e integramos
numericamente as equacdes de movimento.

Assim, a funcdo Hamiltoniana para uma particula eletricamente carregada

movendo-se em uma regido sob presenca de campos é dada por [5,6]:



=L[p-2ar t)] +qo(r,t)

15

()

onde p € o momentum, g a carga, m a massa da particula, A o potencial vetor

magneético, ¢ o potencial elétrico e ¢ a velocidade da luz.

A fim de assegurar que a particula ndo desenvolva nenhum movimento para

fora do plano do bilhar, escolhemos um campo magnético na dire¢do perpendicular

do mesmo, isto &, em coordenadas cilindricas circulares (p, 8, 2):
B = Bz
E, uma vez que:

N>

(G -50)0+3 (G 00 - 37)

op
obtemos a expresséao vetorial de A escolhendo um gauge anti-simétrico:
A=4,0= (%Bp)é

A Hamiltoniana do sistema, que corresponde a Energia total, é entéo:

2c

As equacdes de movimento (Hamilton) sdo dadas por [6]:

1 qBp\*
€=H(pp’pe,p.9,B,<p)=%Ipp2+<p ——) l+qcp(r,t)

4= 0H 1( qu)
6p9 m Pe 2c
) 0H do
Po= "3 ~ 198
oH pp
p op, m

. aH_l[( qu)qB]
Pp = ap _m p 95,

(6)

(7)

(8)

9)

(10)

O potencial elétrico ¢ depende da direcdo em que o campo elétrico esta

sendo aplicado. Tal que:

(p(r)Z—IrE-dr

s

de forma que consideramos ¢(rg) = 0, onde r¢ é um ponto arbitrario do espaco tal

gue seja verdadeiro que E = -V ¢.
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Abaixo estdo algumas possiveis expressdes para o potencial, que equivalem
aos respectivos vetores de campo elétrico:
e ¢=-Ey=-Eypsind E=E))Y
o ¢o=—Ex=—-E,pcosb < E=EX

e ¢ =-Eyy—Ex=—E,psin —Eypcosd < E=EJYy+EX (11)
2
° = _Epzp S E=E pp

Numericamente, dadas as condi¢des iniciais para a Energia, médulos do
campo elétrico e magnético e & (mantendo r+d = 0,75), basta integrar, no tempo, as
equacdes de movimento, a fim de se obter valores instantaneos das componentes
dos vetores posicdo e momentum para determinado tempo t, que é o tempo final de
integracao das equagdes de Hamilton para cada condic¢éo inicial dada. No entanto, o

7

controle sobre o movimento da particula dentro do bilhar é realizado sobre sua
posicdo. Embora as equacbes de movimento apresentem uma dependéncia
temporal, elas devem ser integradas até que a particula venha a se colidir com uma
das fronteiras delimitadas pela geometria do bilhar. Para os primeiros célculos
optamos por utilizar como método de integracdo numérica o Runge-Kutta de passo
fixo de sexta ordem (RK-6).

Dada uma precisdo &, a particula atinge o circulo externo quando

(L - |pl) <&, eointerno () quando |/ (x + §)2 + y2 — r|) < &, onde x = pcos (8)
e y = psen(#) sdo as coordenadas cartesianas de posicdo da particula.

Apos a colisdo com a fronteira externa, 0s novos momenta py € p,, 0 angulo

de saida a e a relacdo das variaveis dinamicas do problema com o espaco de fase

(L, S) sdo dados respectivamente por:

f (8 - qcp)
/ cosa (12)
a = arc tan( >

L =; , S = sen(a)
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onde v = @;—Zl@ € 0 médulo da velocidade da particula naquele instante.

Na colisdo com a fronteira interna, o angulo de colisdo e os momenta apés a

mesma sao:

B = arc tan (p %)

: (13)
_ . (2p5SIn (m— 9))
w = arc tan pEpr s
Py = ,/—(‘S;gf’) sin(@w + ) + %
(14)
g —
Pp=— (Z—TTC’II@COS(ZW + )

onde w é um angulo auxiliar que corrige a variavel de posicdo em relacdo ao angulo
de coliséo B e a excentricidade 6.
A seguir, mostramos alguns graficos das se¢des de Poincaré para diversos

valores e direcbes dos campos elétrico e magnético, e diferentes excentricidades,
mantendo constante a energia (€ =1000) e outras condi¢des iniciais do sistema, e a

caustica (r+6 = 0,75) para todos os casos.

Figura8-GSP,8 =0, E=20x, B=0
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Figura9-GSP,8 =0, E=200x, B=0

Fonte: elaboracado nossa (Fig. 8-9)

Observamos que para o bilhar anular concéntrico, mesmo com um forte
campo elétrico aplicado, o sistema é integravel, e as se¢Bes de Poincaré sao
gréaficos de curvas invariantes, com a particula desenvolvendo 6rbitas periédicas.

Para diferentes geometrias em que o bilhar ja apresenta movimentos cadticos,
a aplicacdo de campo magnético na direcdo perpendicular faz diminuir a area
correspondente ao mar de caos e aumentar ou produzir curvas invariantes para altos
valores de S, contribuindo para formacéo de érbitas periddicas e aprisionamento da

particula nas WGO. Uma vez que o raio de curvatura de trajetéria da particula é

. . , o mv
inversamente proporcional ao médulo do campo magnético (R =q—B), logo, para

grandes valores de B, maior € o tempo que a particula gasta colidindo sucessivas
vezes com a fronteira externa sem se chocar com a interna. Geometrias em que 0

sistema é integravel, ndo se observam alteracdes no espaco de fase com a

aplicacdo de campo magnético.
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Tais resultados sdo mostrados nas Figuras 10-11, e podem ser comparados

com as Figuras 2 e 6, mostradas na secao 2.1 para diferentes valores de 8.

Figural0—-GSP,8 =0, E=0, B =200z

Figura1l-GSP,8 =0,25, E=0, B =100z
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Novamente para o caso concéntrico, a aplicacdo de ambos os campos
concomitantemente pode gerar uma pequena regido de caos no espaco de fase,
mas ainda insuficiente para destruir todas as curvas invariantes, podendo-se
observar ilhas de ressonancia e regides de periodicidade. Isso € ilustrado nas
Figuras 12-13.

Figura12 - GSP, 8 =0, E =500x, B =502

Figura13-GSP, 8 =0, E =500x, B = 200z
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Mostraremos a seguir, nas Figuras 14-18 em comparacéo com a Figura 6, que
a area de oOrbitas cadticas no espaco de fase pode ser ampliada quando houver a
presenca de campo elétrico, enquanto o campo magnético impde curvas spannings

em Orbitas regulares para altos valores de S.

Figura 14 - GSP, § = 0,25, E=500x, B=0

Figura 15- GSP, § = 0,25, E = 500x, B = 50z



Figura 16 — GSP, 8§ = 0,25, E=500(X+79), B=0

Figura 17 — GSP, 8 = 0,25, E = 500(X +9), B = 502

22
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Figura 18 - GSP, § = 0,25, E =500p, B =502

Fonte: elaboracdo nossa (Fig. 10-18)

3.2 Caso Dissipativo

Analogamente ao que fizemos na Sec¢édo 2.2, vamos agora adicionar uma
dissipagédo de coeficiente y, 0 <y <1, na componente radial da velocidade da
particula no momento da colisdo com uma das fronteiras. Dessa forma, as Equacfes
12-14 devem ser ajustadas obtendo-se 0os novos valores de momenta e angulo de
colisdo que sdo assumidos apos a colisdo, bem como o novo valor da energia do

sistema. Assim, temos, para a colisdo com a fronteira externa:

Po' = Do

Py =YDy
a'=arctan|p—
(5

. — '
L—Zn ,S=sen(a’)
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onde py’, pp’ e a' sdo os valores das respectivas variaveis obtidas em funcéo dos
valores encontrados pelas Equacdes 12, e que correspondem ao estado da particula

imediatamente apos a colisdo com a corre¢éo da dissipacao y. E 6'e p ' séo:

!
(16)
,_ 17 qBp\_
0 _E<p9_26>_

E a nova energia da particula, e o médulo da velocidade apés a colisdo séo:
€"=H(p," pe'.p.0,B,9)

, €' =qy)
Vo= 2m

Para a colisdo com o circulo interno, Calculamos as componentes radial e

(17)

tangencial da velocidade relativas ao referencial do circulo interno, isto &, relativo

ao centro do circulo interno, dadas respectivamente por:

vt = v cos(B)

. (18)
vit = v sin(pB)
Fazemos a corre¢ao da componente radial:
U,’:i I — —y U,’:i (19)

O moédulo da velocidade corrigida é dado por:

v’ = \/(Utri)z + (Uwri )? (20)

Calculamos novamente os angulos relativos a colisdo:

B' = arcsin (l;—{:) o

2p63in(n—9))

W = acr tan

E obtemos, entdo os novos momenta com referencial do circulo externo, e a

energia total do sistema dados por:

"= v in (2 +’+qu
bg =M pS Cw + ') 2¢

p,) = —-mv'-cos(Qw + B') (22)
€'=H(p, pe' p. 0B ¢)
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E as equacbes de movimento voltam a ser integradas numericamente até que
outra colisdo ocorra.

A ideia de adicionarmos uma dissipa¢ao no bilhar eletromagnético estético era
observar se poderia haver algum tipo de competicdo entre a dissipacdo (e a
consequente perda de energia) e a aceleracdo experimentada pela particula, devida
aos campos elétrico e magnético e a Forca de Lorentz resultante.

No entanto, os resultados mostraram que a dissipacdo no bilhar estatico com
a presenca de campos apenas altera a posicao dos atratores na secdo de Poincaré.
Tais bacias de atracdo podem ser vistas nas Figuras 19-20 a seguir, podendo-se

comparar com o gréafico obtido na Figura 16.

Figura 19 — GSP, 8§ = 0,25, E = 500(X + %), B =02, y = 0,9998

Em comparacédo com a Figura 19 e 16, observamos também que a presenca
de campo magnético costuma levar as Orbitas aos atratores mais rapidamente, além
de criar outras regides de atracdo onde originalmente estariam as curvas invariantes
do caso conservativo como vemos na Figura 21, uma vez que para todos os graficos
fazemos consideramos as mesmas condi¢des iniciais € 0 mesmo nimero (3x10°) de

colisdes com a fronteira externa.



Figura 20 — GSP, § = 0,25, E = 500(X + %), B =02, y = 0,9993

Figura 21 — GSP, § = 0,25, E = 500(X + ), B =502, y = 0,9998
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E possivel amortizar pouco da dissipacédo do sistema tal como mostrado na
Figura 7 adicionando-se um forte campo elétrico na direcdo contraria a dissipacéo,
ou seja, E = E(—p), de tal modo que a energia potencial elétrica da particula
corresponda a 60% da energia total. O grafico € mostrado na Figura 22, podendo-se
comparar com o obtido para o caso conservativo de mesmos valores de campos na
Figura 23.

Figura22 — GSP, 8 = 0,25, E=E = —600p, B =02, y = 0,9998

Figura23 —GSP, 8 =10,25 E=E=—600p, B=02 y=1,0

Fonte: elaboracéo nossa (Fig. 19-23)
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4 O BILHAR ANULAR PULSANTE — MAPA
4.1 Caso Conservativo

No Bilhar Anular Pulsante, a fronteira externa, interna ou ambas tem o
respectivo raio variando numa relagdo temporal enquanto a particula se move no
espaco. Bilhares cujas fronteiras sdo méveis pertencem a uma classe de sistemas
Hamiltonianos dependentes do tempo, podendo considera-lo como uma
generalizacdo bidimensional do modelo de Fermi-Ulam [2]. Escolhemos uma relagéo
preiddica no tempo do tipo [7]:

R(t) =1+ egcos(t + qbeo) (23)
para a fronteira externa, onde ez é a meia largura de oscilagdo (amplitude),
assumindo o raio inicial Rg=1 e a frequéncia angular de oscilacdo wg=1, e do tipo:

r(t) =1y + e,cos(wt + ¢y, (24)
para a fronteira interna. gbeo e (/)mO sao as fases iniciais de oscilagado da fronteira

externa e interna, respectivamente.

Sendo assim, as velocidades relativas desenvolvidas pelas fronteiras sao:

dR(t) .
Vpex(t) = — > = —eg sin(t + e, o5
vy (t) = d?(‘i(:) = —e,w sin(wt + ¢,)

Utilizamos neste trabalho o Modelo Simplificado para caracterizacdo do
sistema [7]. Neste modelo, as fronteiras ndo estdo se movendo de fato.
Consideramos as fronteiras estaticas, com R e r constantes, e, somente no momento
da colisdo elas se comportam como se estivessem movimentando, transferindo
momentum a particula, logo que as fases de oscilacdo sdo ajustadas para aquele
instante de tempo.

e Movimento do Tipo A
Chamamos tempo de voo o intervalo de tempo decorrido entre duas colisdes

sucessivas, localizadas pelas coordenadas cartesianas (Xn, Yn) € (Xn+1, Yn+1):

_Ad _ V nr1=%n)2+ (Vi 1—yn)? (26)

v
Un Un
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Conhecendo-se as componentes da velocidade em coordenadas cartesianas,
as componentes polares das velocidades, imediatamente antes da colisdo sao das
por:

Urn = Ux nC059n+1 Bl Uy nSln9n+1

Urn = —UxnSinBpyq + Uy nC0S8y41 (27)

Ons1 =+ 0, — 20,

Na medida em que se tem uma perturbacdo no comprimento do raio da
fronteira, o momentum transferido por ela dar-se-4 apenas na dire¢do radial —
novamente um problema de forca central. A componente da velocidade nesta
direcao ap0s a batida sera alterada segundo a expressao:

Urn+t = _I_Urn + ZUR(tv)l (28)
com vy avaliada no tempo de voo t, no instante da coliséo.

O sinal negativo do modulo impede que a particula assuma trajetorias fora da
regido limitada pelo bilhar. Calculamos a nova velocidade da particula, as novas

fases das fronteiras e o novo angulo de reflexdo a,,,:

U‘L’TL+1 = U‘L’TL - Un+1 = \/(Urn+1)2 + (U1'n+1)2

beprq = Ge, +t, mod 2w

Dingyq = Gin, + wt, mod 21 (29)
_ Urn+1
anyq = arctan| —
Up n+1

e Movimento do Tipo B
As coordenadas cartesianas sao dadas por:
X, =rcosf, — 9§
Y, = rsind, (30)
0, = .8 + 0, —ay

O tempo de véo é:
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. =Ad_ vV (xr=x0)%+(¥r—¥0)? (31)
v Un Un

No referencial da fronteira interna, somente a componente normal da
velocidade da particula se altera na colisdo. Imediatamente antes da colisdo temos:

i — .
Urp' = Uy €080, + v, ,5in0,

. (32)
Urn' = —Uy,Sind, + v, ,cos6,
A corre¢éo na velocidade é dada por:
Uy ni, = I - Urni + zvr(tv)l (33)

i1 — i
U‘rn - Urn

A particula agora se desloca em dire¢cdo ao circulo externo. No momento

desta préxima colisdo, 0 moédulo do vetor radial da posicéo da particula é igual a 1:

p(t) = 1= \/(xr + Uet)? + (3 + vy t)?

= \/(xr + Yr)z + Z(xrvx + yrvy)t + (sz + Uyz)t2

i . 3
U, = Uyt cosB, + v, sind,

. . (34)
Uy = Uy Sinb, + v, ," ' coso,
Substituindo para p(t) = 1, obtemos a equacéo do segundo grau:
(v2 + vyz)t2 + 2(x,0, + yrvy)t +(x.+y,)2—-1=0 (35)
cuja solugao positiva &€ o tempo de voo ty procurado.
As novas coordenadas cartesianas da particula sédo dadas por:
Xn+1 = Xp T Uxtf
Yn+1 =Y T Uytf
€ (36)
0,1 = arc tanz—i

As velocidades antes da colisdo com o circulo externo serao:

Urn = UxC0SOp4q + UySin6n+1 (37)
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Upn = —UpSinfpyq + 0,c080,44 (38)

Novamente, a correcao para as componentes da velocidade da particula séo:

Urn+1 — _l_vrn + 21]R(tv + tf)l (39)
U‘L’ n+1 = U‘L'n
O médulo da nova velocidade é:
2
Un+1 = \/(Up n+1) + (U‘cn+1)2 (40)
As fases de oscilacdo séo corrigidas por:
Gepq = Pn+ b, +tp mod 2 (41)

¢inn+1 = d)n + w(tv+tf) mod 21

Sendo:

_ Urn+1
Apy1 — arctan|{ ————
Upn+1

E importante ressaltar que o sinal negativo no médulo das velocidades apds
as colisdes impede que a particula viaje para fora dos limites de fronteira do bilhar, o
gue seria possivel se considerdssemos o modelo completo em que 0s raios
realmente oscilam no tempo [7]. Desta forma, o0 mapeamento do modelo simplificado
impede que colisdes sucessivas entre a mesma fronteira e a particula em pontos
adjacentes ocorram.

Para este sistema, a Energia ndo € mais uma constante de movimento. O
espaco de fase de quatro dimensdes que descreve o sistema pode ser dado por

[2-5, 7, 8]: (L,S,¢,,—v, ), mas como o objetivo central € estudar a aceleragao

de Fermi neste modelo, é suficiente a analise em (¢,.,—v,). Neste espaco
bidimensional, é possivel verificar se um conjunto de valores dado para as variaveis
do sistema sdo passiveis de apresentar aumento da energia média, para uma
posterior analise estatistica.

Alguns gréficos das secdes de Poincaré nas variaveis —v, X ¢, do Bilhar
Anular Pulsante caracterizado pelo modelo simplificado, sem dissipacdo, sé&o
mostrados nas Figuras 24-27, para diferentes valores de raio interno,

excentricidades, amplitude de oscilacéo e diferenca de fase de oscilacao.



Figura24-GSP,7r=0,4,§ =0, ep=¢,=0,01, ¢, - ¢, =0

0,20
- 0,15 _
0,104

0,054

0,00

Figura25-GSP,r=0,4,§ =0, eg=e,=0,01, ¢ - ¢, =T

32



Figura26 -GSP,r=0,75, 6§ =0,05, e =¢,=0,01, ¢, — ¢, =0

Figura27-GSP,r=10,15, § = 0,65, e = e, = 0,01, ¢e—¢in:0

Fonte: elaboracdo nossa (Fig. 24-27)
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Ja é conhecido na literatura [3,4,7,8] que o bilhar anular pulsante concéntrico
nao apresenta aceleracdo de Fermi, pois as curvas invariantes “spanning” no espaco
de fase —v, X ¢p,, como mostradas nas Figuras 24-25, limitam o crescimento da
energia cinética, além disso, 0 memento angular € uma constante de movimento.
Por outro lado, no caso excéntrico desaparecem as curvas invariantes e as regides
do espaco de fase para altos valores de velocidade podem ser igualmente

preenchidos pelo conjunto de condic¢des iniciais fornecido.
4.2 Caso Dissipativo

Ao adicionarmos a dissipacao radial na colisdo, as Equacgdes 33 e 39 devem
ser modificadas. Ao mesmo tempo em que a particula troca momentum com a
fronteira, também perde energia na colisdo, logo, diferentemente do bilhar estético
em que a particula apenas perdia energia durante o impacto, agora ela também
pode ganhar energia no final da interagcdo com a fronteira. As novas correcdes para
as velocidades no instante da batida sé&o:

e Movimento do Tipo A
Upn+1r = — |~V Upn + (1 + ]/)vR(tv)|

U‘L’n+1 = U‘L’n

(42)
e Movimento do Tipo B
Uon' ==V U0 + A+ 1) (t)]
U‘L'ni, - U‘L'ni
e
Vpnt1 = ==V Vpn + (1 + V)VR(tv + tf)l (43)

Urn+1 — Urn
Nesta configuragdo de bilhar, € comum o aparecimento de atratores e
atratores caodticos no espaco de fase. Estudos realizados mostram possibilidades em
ajustar a dissipacdo como um mecanismo de ganho na energia média do sistema
[8]. No entanto, ainda para o bilhar excéntrico, o caso dissipativo tende a suprimir a

aceleracdo de Fermi, sem ganhos ilimitados em velocidade e energia cinética.
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As Figuras 28-29 mostram os graficos da Secdo de Poincaré para 0 caso

dissipativo, com diferentes valores de parametros do sistema.

Figura28 -GSP,7r=0,4, § =0, ep=¢,=0,01, ¢, — ¢, =0, y=0,945

Figura29 —GSP, r = 0,15, § = 0,65, eg = e, = 0,01, ¢, — ¢;, =0, y = 0,923

Fonte: elaboracéo nossa (Fig. 28-29)
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5 O BILHAR ANULAR ELETROMAGNETICO PULSANTE

Consideremos agora o movimento de uma particula carregada nas fronteiras
pulsantes do bilhar anular, considerando o caso geral de colisbes elasticas ou
inelasticas. As equacdes de movimento sdo as Equacbes 10, que devem ser
integradas numericamente no tempo. O objetivo central deste trabalho € buscar
mecanismos de incentivo ou supressdo da aceleracdo de Fermi neste sistema, e
compara-lo com o bilhar pulsante sem campo.

Os procedimentos numeéricos durante a colisdo sdo os mesmos que foram
discutidos na Secédo 4, no entanto, agora devemos ainda corrigir oS momentos
cinematicos da particula ap6s a batida para que as equac¢des de movimento sejam
iteradas corretamente.

Logo, as transformacdes mencionadas para a colisdo com o circulo externo

a — arc tan -
P

v, = v; cos(a)

. qBp (42)
Pg =M ( v; - sin(a) + Z—C)
v, = = = ¥ vy, = (L4 Veg sin(@e)|
pp =m U’Tl

onde v,, € a velocidade radial corrigida apos a colisdo e y o coeficiente de
dissipacéo.
Apbs as corre¢des, recalculamos o angulo de colisdo, a energia total do

sistema e o0 novo médulo da velocidade:
a'=arctan <p g)
p
€=H(, pe.p.0,B,¢) (43)

!

—Es
V' = m( qe)
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As fases de oscilacdo das fronteiras também sao atualizadas, segunda a

Equacéo 41. coletamos, entdo, os pontos do espaco de fases do sistema:

— 9 — - 4 ’
L_E:S_Sm (a’), ¢e!_vrl (44)
Quando da colisdo com a fronteira interna, as corre¢cdes sao:
- o
p = arc tan (p p) (45)

Calculamos as componentes radial e tangencial da velocidade relativas ao
referencial do circulo interno, conforme Equacao 18.

Fazemos a correcao desta componente radial:

it = |y ot — (L + y)epo sin(dp)| (46)

O modulo da velocidade corrigida e os angulos de saida relativos a coliséo
séo dados pelas Equacoes 20 e 21.

E obtemos, entdo os novos momenta com referencial do circulo externo, e a
energia total do sistema pelas Equacdes 22.

Atentamos para o fato de que ainda que introduzamos dissipacdo no
problema e o sistema deixe de ser Hamiltoniano, a formulagdo Hamiltoniana ainda é
valida para estuda-lo e a funcdo Hamiltoniana representa a energia total do sistema,
pois a dissipacdo ocorre apenas no momento da colisdo. O mesmo vale para
guando a velocidade da particula aumenta apds a batida, devido a forcas impulsivas
gue transferem momentum da fronteira para a particula. Embora a energia ndo se
conserve durante a colisdo, ela é ajustada logo ap6s a mesma e se mantem
constante até que ocorra o préximo encontro com um dos circulos do bilhar.

Vamos analisar agora, alguns graficos das Secfes de Poincaré para o bilhar
concéntrico. Manteremos constante os seguintes valores: r =0.4,6 =0,eg = e, =

00Lw=1¢,—¢, =0, e fazemos variar os modulos de campo magnético,

campo elétrico e coeficiente de dissipagao.

Primeiramente vamos testar correspondéncia entre o mapa, utilizado na
Secdao 4 e a formulacdo Hamiltoniana. Fazemos, entdo o grafico do espaco de fases
para os campos elétrico e magnético nulos, a fim de verificar a equivaléncia da
Figura 30 com a Figura 24.

Uma vez verificada a correspondéncia, analisamos os graficos das Sec¢fes de

Poincaré obtidos (Figuras 31-43) e discutimos os resultados.
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Figura30 - GSP, E=0,B=0,y=1

Figura31-GSP, E=0.0004x, B=0, y=1




Figura32-GSP, E=0.0005x, B=0, y=1

0,05 A
0,00 J T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6
0
Figura33-GSP, E=0.0008x, B=0, y=1
0,30 T T T T T T T T T T T T

0,05 + E

0,00 T T T T T T T l.. — - T : T T
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Figura34 -GSP, E=0.0009x, B=0, y=1

Figura35 —GSP, E=0.001x, B=0, y=1

0,00
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Figura36 -GSP, E=0.03x, B=0, y=1
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Figura37—-GSP, E=0, B=0.052, y=1
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Figura38-GSP, E=0, B=0.52, y=1
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Figura39-GSP, E=0.08x, B=10.05z, y=1
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Figura40 - GSP, E =0.004x, B=0.005z, y=1
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Figura4l - GSP, E=0.004x, B=0.0052, y =1
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Figura42 - GSP, E=0.07x, B=0.04z, y = 0,9997

Figura 43 - GSP, E=0.002x, B=0, y = 0,99987

Fonte: elaboragdo nossa (Fig. 30-43)
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5.1 Discussao

Analisando as Figuras 30-43, percebemos claramente que mesmo no bilhar
concéntrico € possivel, com a introducdo de campos elétrico e magnético, eliminar
as curvas invariantes anteriormente formadas em altos valores da velocidade, o que
limitava o crescimento de energia cinética e suprimia a aceleracédo de Fermi.

Pela observacdo das Figuras 34-36, podemos inferir que o campo elétrico,
para essas configuracbes do bilhar anular, tem a acdo de dissolver regibes de
Orbitas periodicas e curvas invariantes no espaco de fase. Antagonicamente, o
campo magnético, tal como visto nas Figuras 37 e 38, costuma aprisionar a
particula, adicionando curvas spannings ao espaco de fase.

No entanto, como vemos nhas Figuras 39-43, o campo magnético na presenca

do elétrico parece colaborar com o desaparecimento de regides de estabilidade.

6 CONCLUSAO

O presente trabalho mostrou a revisédo do bilhar anular estatico, em todas as
suas formas conhecidas até agora, do bilhar anular pulsante para a particula livre e
iniciou os estudos com o bilhar anular eletromagnético pulsante.

Para o bilhar estatico em que se estuda a particula livre, pode-se obter oOrbitas
calticas apenas alterando a excentricidade do bilhar — e consequentemente o
tamanho da caustica —, sendo esta um parametro de controle do sistema.
Percebemos, entdo, que a propria geometria do bilhar anular intrinsecamente
permite a existéncia de um sistema caatico.

Ainda no bilhar estéatico, quando aplicamos um campo elétrico externo
uniforme estudando o movimento de uma particula eletricamente carregada,
observamos a adicao de regides cadticas no espaco de fase. Concluimos também
gue a acdo de um campo magnético externo uniforme na direcdo perpendicular do
bilhar tem como resultado a diminuicdo de regifes cadticas e a adicdo de curvas
invariantes.

Para todo o bilhar estético, quando observamos o movimento da particula
colidindo com as fronteiras de forma inelastica, observamos o aparecimento de

atratores que carregam as trajetorias para as WGO, e a consequente diminuicdo
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sucessiva da energia total da particula no decorrer das iteracbes em cada condi¢éo
inicial dada.

Estudos que relacionam a energia da particula e a geometria do bilhar anular
sdo mais interessantes, do ponto de vista de parametros fisicos, quando analisamos
0 caso pulsante. Nesta configuracdo, como ja havia sido mostrado na literatura
[2,3,7], observa-se a ocorréncia de crescimento ilimitado de energia para o caso
excéntrico.

Os resultados também mostraram que, para o caso eletromagnético pulsante,
ha grandes indicios de que possam existir mecanismos de incentivo ao
aparecimento da aceleracao de Fermi no bilhar anular concéntrico, o que até entao
ndo havia sido mostrado. Além disso, os primeiros resultados com colisdes
dissipativas neste sistema mostraram, segundo as Figuras 40-42, que nem todo o
espaco de fase € dinamizado para as bacias de atracdo, o que sugere uma possivel
competicdo entre a dissipacdo de energia sofrida pelas colisbes inelasticas e o
ganho de energia devido a aceleracdo da Forca de Lorentz e das transferéncias de
momenta da fronteira para a particula durante a coliséo.

Sugere-se que a acdo do campo elétrico, que adiciona caos ao espaco de
fase, tenha um papel determinante para incentivar a presenca de aceleracdo de
Fermi no sistema. Por outro lado, o campo magnético e a dissipacdo podem agir de
maneira antagobnica suprimindo o ganho ilimitado de energia.

Trabalhos futuros devem ser realizados no sentido de estudar as analises
estatisticas do sistema, constatando ou ndo o0s mecanismos relacionados a
aceleracdo de Fermi e da suposta superposicao dos efeitos da dissipacao e da acéo

de cam pos externos.
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