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RESUMO

Neste trabalho ¢ estudada a modelagem matematica monofasica de uma linha de
transmissdo baseada em circuitos elétricos descritos por pardmetros concentrados e
independentes da frequéncia. Essa representacdo monofésica de linhas de transmissdo ¢
aproximada por meio de uma cascata de circuitos m© com resisténcias de amortecimento em
todas as unidades de circuitos, a fim de suavizar as oscilagdes numéricas presentes nos
resultados das simulagdes de energiza¢do desse modelo. E discutida a utilizagdo em conjunto
de um método alternativo para construcdo das matrizes de modelagem, também com a
intencdo de suavizar as oscilagdes de Gibbs e ainda aumentar o alcance de resultados
numericamente estaveis. Durante o trabalho, ¢ desenvolvida a representagao matematica dessa
cascata por meio de equagdes de estado. O desenvolvimento das equagdes de estado é o
principal objetivo neste trabalho e resultard em relagcdes diferenciais entre as correntes e
tensdes para cada circuito m dessa cascata. Durante esse desenvolvimento, serdo observadas
diferencas entre circuitos especificos, o que resultara em trés diferentes equacionamentos, que
dependem da posicao desses circuitos na cascata. Por fim, sdo feitas algumas consideragdes e
sdo sugeridas as etapas para trabalhos futuros, que envolvem o desenvolvimento do método
numérico eda rotina numeérica, tendo o objetivo de melhorar os resultados das simulacdes que
utilizam esse tipo de estrutura, diminuindo a influéncia de oscilagdes numéricas que sdo

geradas pelo método numérico de solu¢do do modelo matematico.

PALAVRAS-CHAVE: Linhas de transmissdo. Modelagem numérica. Circuitos m.

Equagdes de estado. Relagdes diferenciais. Oscilagdes de Gibbs.



ABSTRACT

This paper describes the mathematical modeling of a single phase transmission line
based on electrical circuits described by concentrated and frequency independent parameters.
This single-phase representation of a transmission line is approximated by means of a =«
circuit cascade with damping resistors in all circuit units in order to smooth the numerical
oscillations present in the simulation results when energizing this model. Along, it is
discussed the use of an alternative method to construct the modeling matrices, also with the
intention of smoothing Gibbs oscillations and increase the range of results that are
numerically stable. During the paper, the mathematical representation of this cascade is
discussed through state equations. The development of the state equations is the main
objective in this paper and will result in differential relations between the currents and
voltages for each m circuit of the cascade. During this development, differences will be
observed between specific circuits, which will result in three different equations depending on
the position of these circuits in the cascade. Finally, there are some final considerations and it
is suggested the stages for future works, which involve the development of the numerical
method and the numerical routine, which aims to improve the results of simulations using this
type of structure, reducing the influence of undesirable numerical oscillations that are

generated by the numerical solution method of the mathematical model.

KEYWORDS: Transmission lines. Numerical modeling. I1 circuits. State equations.

Differential relations. Gibbs oscillations.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho apresenta a modelagem matematica monofasica de uma linha de
transmissdo aproximada por meio de uma cascata de circuitos m com resisténcias de
amortecimento em todas as unidades de circuitos, que ¢ utilizada no estudo de fendmenos
transitorios eletromagnéticos. Essa estrutura tem o objetivo de suavizar as oscilagdes
numéricas presentes nos resultados das simulagdes de energizagao da linha.

Durante o trabalho, ¢ discutida a representacdo matematica dessa cascata por meio de
equacdes de estado. O desenvolvimento dessas equagdes de estado € o principal objetivo deste
trabalho e resultara em relagdes diferenciais entre as correntes e tensdes para cada unidade de
circuito m da cascata. Ao final, sdo apresentadas algumas consideracdes e sdo discutidas
sugestoes para trabalhos futuros, como: desenvolver o método numérico ea rotina numérica,
para testar o modelo e verificar se os resultados das simulagdes apresentam reducdo da
influéncia de oscilagdes numéricas indesejaveis, que sdo geradas pelo método numérico de
solucao do modelo matematico e, também, se a estabilidade numérica do modelo quanto a

quantidade de circuitos na cascata foi aumentada.

1.1MOTIVACAO

Linhas de transmissdo sdo sistemas usados para transmitir energia eletromagnética
entre localidades distantes. Essas linhas podem transmitir apenas energia elétrica, que
apresenta baixa freqliéncia, mas alta poténcia, ou servirem como canal de comunica¢ao, onde
podem trafegar dados, em alta freqiiéncia e baixa poténcia. De forma simplificada, podemos
dizer que esta transmissdo nao ¢ irradiada, mas sim, guiada de uma fonte geradora para uma
carga consumidora através de fios trangados ou paralelos, cabos coaxiais ou um guia de onda.
As linhas de transmissdo ndo necessariamente sdo modeladas numericamente. E comum a
constru¢do de modelos fisicos que podem variar desde simples circuitos elétricos a
miniaturizacdes de linhas reais. Os modelos fisicos e numéricos que sdo representados por
meio de circuitos elétricos convertem os parametros distribuidos da linha em parametros

concentrados de elementos. Entre os circuitos mais simples para modelagem de linhas de

transmissdo, ha os circuitos w ¢ T. Neste trabalho, todo o desenvolvimento ¢ baseado na
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modelagem monofésica utilizando uma cascata de circuitos .

Em estudos simplificados de linhas de transmissdo, ndo sdo consideradas perdas e o
sistema ¢ considerado em regime permanente, obtendo as equagdes telegraficas. Entretanto,
levando em conta perdas e fendmenos transitorios, que fazem com que haja variagdes bruscas
de frequéncia e amplitude em instantes aleatdrios de tempo, ndo ¢ possivel considerar tais
equacdes. Ou seja, para o estudo desses efeitos transitorios sdo necessarios modelos digitais
baseados em varidveis de estado (NELMS, 1989). Esses modelos digitais sao necessarios,
pois ¢ inviavel realizar simulagdes em linhas de transmissdo reais € em operacdo por
limitagdes fisicas e de seguranca.

Por esse motivo, a analise numérica do problema ¢ aprofundada, utilizando equagdes
de estado para modelar numericamente a linha de transmissio (MACIAS, 2005). Ha
necessidade de uma atengdo especial com problemas numéricos que podem ser majorados em
decorréncia de aproximacgdes envolvendo os parametros concentrados.

Para simular transitorios eletromagnéticos em redes elétricas, ha os programas EMTP
(Electromagnetic Transient Programs), os quais dois se destacam: um de licenga livre
chamado ATP (ATPDRAW, 1996) e outro comercial chamado Microtran (MICROTRAN,
1992). Eles sao utilizados para que seja possivel visualizar a propaga¢do de ondas de tensao
ao longo da linha de transmissao. Para isso, deve-se mostrar, em um dado instante de tempo, o
valor da tensdo em cada ponto da linha, sendo que, para que se tenha uma boa visualizagao do
fendmeno, ¢ necessaria a utilizacdo de uma grande quantidade de circuitos m. No entanto
programas do tipo EMTP tém limita¢des em relacdo quantidade de circuitos m que podem ser
inseridos, sendo que, para o caso de linhas longas, nem sempre ¢ possivel mostrar, com boa
resolucao a distribui¢do da tensdo ao longo da linha de transmissdao (MAMIS, 2003). Isso ¢
devido ao fato de que programas do tipo EMTP tém uma quantidade limite de nds e de
elementos que podem ser inseridos em um circuito a ser simulado.

Deste modo, dependendo do comprimento da linha a ser representada, a qualidade dos
resultados obtidos a partir das simulagdes podem ficar comprometidos, por isso, uma
alternativa ¢ descrever as correntes e tensdes na cascata de circuitos m por meio de varidveis
de estado (MAMIS, 2003). As equagdes de estado sdo, entdo, transformadas em equagdes de
diferencas e podem ser resolvidas utilizando qualquer linguagem computacional. Entdo, as
equagoes de estado, que sdo as tensdes e correntes ao longo da linha, poderdo ser analisadas
numericamente no ambiente Matlab, pois o software permite estender os limites impostos

pelos programas do tipo EMTP.
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Inicialmente, foi estudada a modelagem matematica monofasica de uma linha de
transmissdo baseada em circuitos 7, que descrevem parametros longitudinais considerados
constantes ¢ independentes da frequéncia (DOMMEL, 1969). Considerando essa
representacao aproximada por meio de uma cascata de circuitos m, sdo observados erros
durante as reflexdes da onda de tensdo que simula a energiza¢do da linha. Essas oscilagdes
numéricas, também conhecidas como oscilagcdes de Gibbs ocorrem por causa da aproximacao
do método de Heun empregado na integracao numérica das equagdes de estado da cascata.

A fim de suavizar essas oscilagdes serao agrupados uma estrutura € um método
numérico. Na estrutura classica da cascata de circuitos m sdo adicionadas resisténcias de
amortecimento em todos os circuitos (PAPADOPOULOS, 2015, PRADO, 2017). Para
modelar esse circuito, ¢ apresentado um método alternativo para construcao das matrizes de
modelagem, que atua principalmente reduzindo a ordem dessas matrizes, servindo para

caracterizar separadamente cada circuito da cascata (PRADO, 2014).

1.20BJETIVO

O objetivo deste trabalho ¢ desenvolver o equacionamento matematico das equacdes de
estado para cada circuito da estrutura da cascata de circuitos m com resisténcias de
amortecimento em todos os circuitos até o ponto em que seja possivel emprega-las na
constru¢do da matriz de modelagem dessa estrutura, a fim de alcangar uma maior suavizagao
das oscilagdes de Gibbs e aumentar o limite de estabilidade numérica do modelo quanto a

quantidade de circuitos na cascata.

1.3ESTRUTURA DO TRABALHO

Este trabalho ¢ apresentado em trés capitulos. O primeiro capitulo introduz os
problemas enfrentados no estudo de transitorios eletromagnéticos em linhas de transmissao,
citando a impossibilidade de analisar uma linha real e a necessidade de desenvolver modelos
fisicos ou numéricos para realizagdo de testes sistémicos. Sao mostrados aspectos basicos das

modelagens mais adotadas e sdo discutidas as vantagens em desenvolver um modelo a partir
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das suas equagdes de estado. Este capitulo ainda apresenta a motivagdo para este trabalho,
além do objetivo a ser alcangado.

O segundo capitulo apresenta o desenvolvimento das equagdes de estado da estrutura
de cascata escolhida. Sao discutidos os diversos passos que sdo necessarios para alcangar uma
versdo final mais reduzida das relacdes das grandezas elétricas de cada circuito da cascata.
Nesse capitulo, € verificado que ha diferencas entre as equagdes dos circuitos e que, por isso,
podem ser divididos em trés conjuntos de acordo com a posicao deles ao longo da cascata.

No terceiro e ultimo capitulo apresentam-se algumas consideragdes finais, que
sintetizam todo o conteudo deste trabalho. S3o ainda feitas sugestdes para trabalhos futuros,
que consistem em desenvolver a rotina numérica do modelo discutido para a utilizagdo no

estudo de transitérios eletromagnéticos.
1.4METODO DE HEUN

O método de Heun ou integragdo trapezoidal ¢ um método numérico que transforma
equacdes diferenciais em equagdes algébricas equivalentes. O valor da integral nesse método
¢ baseado na area definida pela curva f(X) no intervalo de Xk a Xx+1, que é aproximado pela area

de uma funcao trapezoidal, como ilustra a figura 1. Aplicando a regra trapezoidal, ¢ obtido:

x(k+1) Ax (1)
[ e =S G + £ )
x(k)

Figura 1 — Integracdo numérica pela forma trapezoidal (método de Heun)

f(x)A

erro

X3 Xk Xk Xa X

Fonte: Autor.
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Se o ponto Yk no eixo vertical corresponde a f(Xk) e Yk+1 corresponde a f(Xk+1), a regra

trapezoidal resulta em:
x(k+1)

2

Ax
Vs =yt | FO0dx =yt SIFGD) + )]

x (k)

Sendo, Ax = x4 — X
1.5MODELO DA LINHA DE TRANSMISSAO

Uma das aplicagdes de equacdes diferenciais ¢ relacionada a linhas de transmissdo.
Elas podem ser resolvidas por métodos numéricos, se o processo analitico ndo for possivel.
Analisando a propagacdo de ondas através de uma linha de transmissdo, este sistema pode ser
decomposto em partes infinitesimais representadas por circuitos m. Isto torna possivel o
monitoramento de como as grandezas elétricas (corrente e tensdo) variam no tempo € no

espaco. Na figura 2, a j-ésima unidade ¢é representada:

Figura 2 — Unidade de circuito

Fonte: Autor.

Com base na figura 2, as relagdes para o circuito sao:

dij 1 . dy 1 . . A3)
-G TR —y) T -G 6y i)
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De acordo com (3), as variaveis elétricas da unidade j depende da tensdo do circuito «
anterior e da corrente do proximo circuito n. Para uma linha de transmissdo, ¢ obtido o
seguinte sistema linear, composto por 2n variaveis de estado, onde n ¢ o numero de circuitos
T

x . . . 4
EzAx+Bu Xon =[l1 V1 vy o 0, T )

Em (4), X € o vetor de variaveis de estado, U ¢ vetor de entrada de fontes independentes
de corrente ¢ de tensdo, A e B sdo matrizes do sistema. A solugdo de (4) pode ser obtida
usando a metodologia de Heun ou conhecida também como regra trapezoidal. E um
procedimento numérico amplamente aplicado na resolugdo de equagdes e sistemas
diferenciais.

Descrita como regra trapezoidal de integracdo para pardmetros discretos, essa
metodologia consiste em uma forma aperfeicoada do método da tangente ou mais conhecido
como método de Euler e é geralmente aplicado as equagdes diferenciais de dificil resolugao
analitica.

Quando uma cascata ¢ construida apenas com circuitos semelhantes ao mostrado pela
figura 2, os resultados para a simulacdo da energizacdo do modelo apresentam oscilagdes
numéricas com erro aproximado de 25%. Aumentar a quantidade de circuitos da cascata ndo
resulta em alteragdes significativas para reduzir esse erro, principalmente, por causa da
saturacdo da matriz de modelagem que depende da variavel n.

Na figura 3, ¢ apresentado o grafico da onda de tensdo gerada pela energizagdo do
modelo medida no final de uma cascata de 200 circuitos n. I[dealmente, o pulso mostrado, que
representa a reflexdo da onda de tensdo no final da linha, ¢ quadrado e com amplitude de 2
[pu]. Mas s@o observadas as oscilacdes de Gibbs com erro de 25%, pois atingem amplitudes
de até 2.5 [pu] e ocorrem logo apos as descontinuidades das transi¢des de estado. Ao longo da
reflexdo, as oscilagcdes sdo amortecidas pelo método numeérico. Entretanto, conforme o tempo
de simulacdo aumenta, os erros alcangam valores cada vez mais degradantes, caracterizando
uma instabilidade numérica. Porém, para os fins deste trabalho e do estudo de transitorios
eletromagnéticos a regido de interesse compreende apenas a primeira reflexdo da onda de

tensao.



21

Figura 3 — Onda de tensdo para cascata de circuitos 7 classicos

2.5 I T T [

Tensio [pu]

! ! ! ! [ !
1.5 2 2.5 3 3.5 4 45 5 5.5 6 6.5
Tempo [S]

Fonte: Autor.

1.6 CIRCUITO I COM RESISTENCIA DE AMORTECIMENTO

A resisténcia de amortecimento Rp ¢ introduzida no circuito m classico em paralelo

com a resisténcia R e a indutancia L como mostrado na figura 4 (PAPADOPOULOS, 2015,
PRADO, 2017).

Figura 4 — Unidade de circuito m com resisténcia de amortecimento

R, iy,

>

Fonte: Autor.

O valor dessa resisténcia € proporcional a indutincia do circuito © e inversamente

proporcional ao passo de tempo do método numérico de integragdo. Nesse caso, kp ¢ um valor
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inteiro:

)

Utilizando o circuito ilustrado pela figura 4 para construir uma cascata que modele uma
linha de transmissdo, ¢ possivel obter resultados muito satisfatérios quanto a redugdo das
oscilagoes de Gibbs.

A figura 5, de forma semelhante a figura 3, mostra o grafico da onda de tensdo da
energiza¢do de uma cascata de 200 circuitos 7, agora com resisténcias de amortecimento em
todos os circuitos. E observavel a drastica redugéo do erro causado pelas oscilagdes numéricas
para praticamente zero. Essa reducdo pode ser explicada pela visivel suavizagdo das
transicdes de estado. Entretanto, o caso apresentado ¢ para uma situacdo extrema, em que o

fator kp=1, o menor possivel e que mais distorce o formato da onda.

Figura 5 — Onda de tensdo para cascata de circuitos © com resisténcia de amortecimento

2 L [

Tensdo [pu]
— o
T T
| |

o
on
T

1

| | | \ . .
15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 6.5
TempolS] 5

Fonte: Autor.

1.7MATRIZ DE MODELAGEM DA CASCATA

A matriz de modelagem ¢ quadrada, representa os circuitos da cascata e ¢ composta por

termos que estdo relacionados diretamente com as grandezas elétricas desses circuitos.
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Normalmente, essa matriz ¢ construida para representar toda a cascata de uma unica vez, por
esse motivo, possui ordem equivalente ao dobro da quantidade de circuitos (2n). A utiliza¢ao
dessa matriz na constru¢do do modelo numérico que ¢ usado no estudo de transitorios
eletromagnéticos em linhas de transmissdo atinge a saturagao também com a quantidade de
circuitos (n), impossibilitando a representacdo de linhas maiores e limitando os testes para
reducdo das oscilagdes numéricas.

Uma solu¢do encontrada ¢ reduzir a ordem da matriz de modelagem para 2,
empregando N matrizes reduzidas para representar cada circuito da cascata separadamente
(PRADO, 2014). Para que isso seja possivel, é necessario desenvolver as equagdes de estado
do modelo para cada circuito e empregar métodos numéricos capazes de eliminar quaisquer
dependéncias das grandezas elétricas do circuito em andlise em relacdo aos circuitos
anteriores e posteriores.

Na figura 6, ¢ ilustrado o grafico da onda de tensdo para quatro quantidades de
circuitos 7 sem resisténcia de amortecimento na cascata. E observavel que para 333 circuitos
7, ha a redugdo do erro das oscilagdes numéricas de 25% para, aproximadamente, 2.5%. Essa
reducdo € possivel gracas ao emprego de matrizes de modelagem reduzidas. Entretanto, esta
quantidade de circuitos representa o limite de estabilidade numérica desse modelo quando sao

utilizados os valores especificos da linha de transmissao estudada.

Figura 6 — Onda de tensdo para cascata de circuitos « classicos com matriz de modelagem

reduzida
3 T T T T T
2.5 =
i"l'l,'r' ;
2+ B A 1
il!f“'n,ﬂl (Y
1.50 i e 100 circuitos T

_____ 200 circaitos T

snsnsnnnsnssnn 300 circuites T

Tensao (pu)
—

0.5 | — 333 circuifos T
[' {5
0.5- Y 1
1 1 1 1 ! 1
0 1 2 3 4 5 6
Tempo (5) 10"

Fonte: PRADO, 2014.
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2 DESENVOLVIMENTO

A estrutura que apresenta maior suavizag¢do das oscilacdes de Gibbs ¢ aquela em que
ha resisténcias de amortecimento em todas as unidades de circuitos © da cascata (JUS, 2017,
SANTOS, 2017). Por esse motivo, foi considerado o desenvolvimento de uma nova rotina
numérica para este modelo, que inclui substituir a utilizagdo das matrizes de ordem2n por n
matrizes de ordem 2, pois esse tipo de alteracdo também mostrou ser capaz de reduzir as
oscilagdes numéricas, quando foi empregada no modelo em que ndo havia resisténcias de
amortecimento (PRADO, 2014).

A combinagdo desses dois métodos devera possibilitar a aquisi¢do de resultados com
oscilagdes numéricas insignificantes enquanto mantém a estabilidade numérica para
quantidades maiores de circuitos na cascata. Para que essa combinacdo seja possivel, ¢
necessario desenvolver as equacdes de estado do modelo. Sao utilizadas as leis de Kirchhoff
da tensdo e da corrente para adquirir as equacdes diferenciais que relacionam essas duas
grandezas para cada unidade de circuito m com resisténcia de amortecimento. Durante o
desenvolvimento deste trabalho, foi verificado que ha dois casos particulares entre os
circuitos, em que as equagoes se diferenciam da maioria por causa do posicionamento desses
circuitos ao longo da cascata. Por esse motivo, os circuitos podem ser separados em trés
conjuntos como mostra a figura 7, que foram denominados como: o primeiro, que recebe a
energizagdo, os intermedidrios, por onde trafegam as ondas viajantes e o ultimo circuito, que

finaliza a cascata e serve como terminal para as medicdes.

Figura 7 — Cascata de circuitos m com resisténcia de amortecimento: (a) primeiro

circuito, (b) circuitos intermediarios e (c) tltimo circuito

R, R,

P D S . e S
= VA — R [ =

G == G =m=C| € ==C ‘& ==

D
|
0| Y

(a) (b) (©)

Fonte: Autor.
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2.1 DESENVOLVIMENTO DAS EQUACOES DE ESTADO DO PRIMEIRO
CIRCUITO IT DA CASCATA

O primeiro circuito w da cascata ¢ ilustrado na figura 8 com as correspondentes

variaveis que foram consideradas para o desenvolvimento das equagdes de estado.

Figura 8 — Primeira unidade de circuito © da cascata

Fonte: Autor.

Utilizando a lei de Kirchhoff das tensdes para a malha principal do primeiro circuito
(figura 8) tem-se:

u—vp—v,—v; =0

R, -4 =0
u 1 dt V1 =
di; 1 R 1
P A AL R ©

Agora, utilizando a lei de Kirchhoff para o n6 que interliga as duas primeiras unidades

de circuito, é obtido:
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i1+iD1—iG—iC—i2—iD2:0

di dv di 7
l1+GDR11+GDL—l—le—C_l_lz_GDRlz—GDL_Z 0 ()

dt dt dt

Substituindo (6) em (7) para a primeira e a segunda unidade:

i +Gp-R-iy +G L[l R 1 v,
Ly D l1 D LuLllL

, 1 R 1
—GD'R'lZ—GD'L'I:Z'vl—z'lz——'vz]=0

dv
i1+GD'R'i1+GD'[u—R'il—vl]—G'vl—C'd_tl—iz+
_GD.R.iZ_GD'[Ul_R.iZ_UZ]:0
dv1 _ 1 . GD (G+ZGD) 1 . GD
d& c it MTT ¢ hTphtom (8)

O proximo passo implica em utilizar um método de integracdo numérica. Como

descrito anteriormente, a integracdo trapezoidal para a corrente pode ser aproximada por:

, _ Atrdiy(k+ 1)  diy(k)
11(k+1)=11(k)+7 ! T + ilt )

Substituindo (6) em (9):

_ B At[1 R
11(k+1)—Ll(k)+7[z-u(k+1)—z-11(k+1)+

1 1 R 1
—7 v+ D+ 7ul) =7 i (k) =7 vk
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XA k== - A ke D+
[+2-L by (e + )_[ 2-L1" 2.1

At At At (10)
_ﬁ. Ul(k) +ﬁ u(k + 1) +ﬁ U(k)

O mesmo processo de integragdo numérica pode ser adaptado para a tensdo, resultando

em:

At dvy (k +1) | dvi(k)

vi(k+1) =v(k) + > dt dt (11)
Substituindo (8) em (11):
AtTl Gp

nl+ 1) = vy (0) + o [z inGe+ D + 2 ulk + 1) +

G+2-G 1 G 1 (12)
CERZ0) ety -t D+ L b 1) 4200 +
C C C C
G (G +2-Gp) 1 G
= ull) =0 () — 5 o (k) + = v (R)

E observado um termo desconhecido i»(k + 1), uma vez que ele se refere a corrente do
segundo circuito da cascata durante o proximo passo de simulacdo e ele ndo existird até o
momento da atualizacdo de valores no proximo instante de tempo. Por esse motivo, ¢
necessario substitui-lo por termos que existem no instante de tempo em anélise. Para isso,
foi utilizada uma aproximagdo do método de Euler de integracdo, que iguala um termo
discreto com outro continuo resultando em:

diz (k)

Substituindo (6) em (13):

. _ 1 R 1
iU+ 1) = () + At [ 0100 = 7 1,(0) = 7 1,
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_ R-At) At At
Lz(k+1)=[1—T]-Lz(k)+f-v1(k)—f-v2(k) (14
Substituindo (14) em (12):

vk +1) = vl(k)+—[— i (k + 1) +% ulk +1) +

(G +2-Gp) R-Aty] . At
- e+ D - ¢ [1 -] bt - v G +
(15)
at k) + 22 (k+1)+1 '(k)+GD k) +
tep e+ - h - u)
() = () 2 (k)

Observa-se um termo desconhecido v,(k+ 1) que, semelhante ao descrito
anteriormente, faz referéncia ao valor de tensdo do segundo circuito da cascata no proximo
instante de tempo. Para substitui-lo foi utilizada a mesma aproximagdo do método de Euler,
mas agora para tensoes:

dv, (k)
Substituindo (8) em (16):
vz(k + 1) = Uz(k) +
AL = i () + =2 01 () = 2 vy (K) = i3 () + = v (K)
G+2-Gp)-At
vk +1) = gt CD) vy (k) +
At Gp - At At Gp - At (17)
= 1() + 2 o () = 7 i3 (k) + 2 v (K)
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Substituindo (17) em (15) é encontrada a expressdo que poderd ser empregada na
constru¢do da matriz de modelagem do primeiro circuito m da cascata em conjunto com a

igualdade (10):

vk+1) =v(k)+— > [— zl(k+1)+G— ulk+1)+

C
(G+2'GD) R - At
- 1(k+1)—— 1—— ip(k) — vy (k) +
C C-L
At Gp (G+2-Gp)-At
+ﬂ (% (k) —_ 1-— C (%] (k) +
Gp - At G2 At Gp - At G3 - At 1
T i (k) + o o1 () = i3 (k) + g w3 () + 1 ()
GD ( +ZGD) 1 B GD
(k)—f-vl(k)—E-lz(k)+7-vz(k)
1+G'At+GD'At] (k+1) =
2-C c | =

_[4 At? +G[2,-At2 G At Gp-At
2-L-C  2-C* 2-C C

l'vl(k)‘i‘

LA (k+1)+ B o+ e+ 28
2 ¢ b ¢ 000+ ulk D+ ulo +
(18)
At (G+2-Gp)-At] At
+ﬁ<GD [2— C l+T> Uz(k)+
N At [R-At_l_GD-At 2] (k)+c;5 - At? . GD At2 N
Scl L c ) 2. (2 -v3(k) — - i3 (k)
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2.2 DESENVOLVIMENTO DAS EQUACOES DE ESTADO DOS CIRCUITOS II
INTERMEDIARIOS DA CASCATA

Os circuitos m intermedidrios da cascata sdo ilustrados na figura 9 com as
correspondentes variaveis generalizadas que foram consideradas para o desenvolvimento das

equagoes de estado.

Figura 9 — Unidade intermediaria de circuito © da cascata

)
DJ-I!

Fonte: Autor.

Aplicar a lei de Kirchhoff das tensdes para a malha principal em um circuito

intermediario da cascata (figura 9) resulta em:

dj
Vi1 —R l]—L-E—v]—O
di; 1 R 1
dt L UYLy

Utilizando a lei de Kirchhoff para o n6 que interliga esta unidade j de circuito com a

proxima (j+1), é obtido:

(19)
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[ +ipj —ig—ic =41 —ipj+1 =0

. . di; dy .
| dijss (20)
—GD'R'lj+1—GD'L' C]it =0
Substituindo (19) em (20) para a unidade atual e a proxima:
. . 1 R 1 dv; |
lj+GD-R-Lj+GD-L-[Z-UJ-_1—Z-LJ-—Z-vj]—G-vj—C-E—lj+1+
) 1 R 1
_GD'R'lj+1_GD'L'[Z'vj_Z'lj+1_Z'vj+1]=0
, . . dy .
j+Gp R +Gp- [y =Ry —y] =Gy —Cr == +
—Gp Rijy1 —Gp [y =R 41 —vj14] =0
, dv .
G+ G [y =y =6y = Cr =G =G [y —y] =0
d_t]:E'lj"i'?'(vj—l""v]#l)_f'vj_E'lj+1 (21)

No proximo passo, € aplicado o método de integracdo numérica baseado na

aproximacao do método de Heun. Substituindo (9) em (19):

At1 R
i]-(k+1)=ij(k)+7[Z-vj_1(k+1)—z-1j(k+1)+

1 1 R 1 (22)
STy D+ Ty -7 () — 1y ()
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Observa-se um termo desconhecidov; _; (k), pois se trata de um valor de tensdo de um

circuito anterior (J-1) no atual instante de tempo e esse valor ja ndo ¢ mais conhecido. Para
eliminar esse termo, foi necessario aproximar (19) de forma semelhante a aproximagao de

Euler discutida anteriormente, igualando um termo discreto com outro continuo, resultando:

_ At R-At
A (k) = —-v (k) — i (k) ——-v; (k)

, L.
5100 = R0 + v () + 1=+ A5, () 23)
Sabe-se que At € positivo, portanto a varia¢do de corrente pode ser reescrita por:

Aj (k) =i (k + 1) — i; (k)

(24)
Substituindo (24) em (23), ¢ obtida uma relagdo valida para o termo desconhecido, ja
que o iguala a termos que sdo conhecidos para o atual instante de tempo:
, L L
ya(k) = R 5,00 + 4 () + = § (k + 1) =T 5(0) 25)

Substituindo (25) em (22) e simplificando:

| oap R
e+ D) =500+ [yl =T+ D) +

1 _ L L
+I R-L,-(k)+vj(k)+—'lj(k+1)——'9‘(’0]

1
- — v(k+1)—— (k) — v(k)]

ij(k+1)=ij(k)+2[L (k+1)—E [ (k+1)+

1 1
+A—L(k+1)——L(k) v(k+1)



33

1 At At
[2 G+ 1) = lj(k) +—v4(k+1) - v+l (26)

2L

Utilizando o método aproximado de integracdo trapezoidal para as tensdes e aplicando

(11) em (21) é obtido:

At1l Gp
v]-(k+1)=vj(k)+7 E-Lj(k+1)+7-v,-_1(k+1)+

+?-vj+1(k+ 1) —f-vj(k+ 1) —E'lj+1(k+ 1)+
(27)
F 200+ 5100 + 2 51 () = 3 () = = 11 (K)
Nessa ultima equagdo s3o observados ao todo trés elementos desconhecidos:
v (k+1), 41(k+1) e vy_1(k). A tensdo da proxima unidade de circuito (j+1) pode
ser aproximada por:
viy1(k +1) = v (k) + Ay 44 (k)
(28)
E assumindo:
dv; 11 (k)
_ j+1 .
Bvj 1 (k) = =+ At (29)
Substituindo (21) em (29):
At Gp - At (G+2-Gp)-At At
Ay (k) == b+ —— (1 + Y42) — c YT e (30)

E, substituindo (30) em (28), ¢ encontrada a expressao que substituird esse termo:
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At Gp-At
Vel + 1) = v () + = b + = (y +v02) +
_(G+2:Gp)-Ar At (31)
C

j+1 _?' Y +2

Para o termo desconhecido da corrente na proxima unidade de circuito (j+1), foi
adotado:

di; 1 (k
Gy(k+1) =i1q(k) +L()'At

7t (32)

Substituindo (19) em (32):

At R - At At
G1(k+1) =41 (k) +T'vj(k) _T'ij+1(k) _T'Uj+1(k)

At At t
et D =[1-22 a0+ Ty 00 - Ty ®) (33)

A igualdade para o termo da tensdo na unidade anterior (j-1) ja foi obtida em (25).
Entao, substituindo (25), (31) e (33) em (27) ¢ encontrado:

AtT1 Gp
vj(k+1)=vj(k)+7 E-Lj(k+1)+7-vj_1(k+1)+

Gp At-Gp G5 - At
+? v 41 (k) + C—'lj+1+T'(vj+vj+z)+

- 2 'vj-‘rl_T'Lj+2_T'vj(k+1)+

1 [ R - At

At At
- a0 - g 0+ g G

1 R -G Gp L-Gp
+— (k) +—— v ,(k)+ v(k)+At v i (k+ 1)+

L-Gp Gp (G +2-Gp) 1
— i )+ 2 () = 2 g () = 5 ()
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G-At Gp- At
[1 D vk +1) =

2Tt TC
G3 - At? At? G-At Gp-At
2-C2 2-L-C 2-C 2-C

=l1+ l-vj(k)+
At Gp-L

Tz ct2¢

] L(k+1)+—{1+GD [R——]}-ij(k)+ o0

Gp - At At (G+2-Gp)-At] At
+ﬁ'vj_1(k+1)+n{(;p IZ C +T '17j_|_1(k)+

At [R-At Gp-At 2 Gp.At?

_ G3 - At . -
to ol ¢ 2 a5 v -5 e (0

2.3 DESENVOLVIMENTO DAS EQUACOES DE ESTADO DO ULTIMO
CIRCUITO IT DA CASCATA

A Ultima unidade de circuito m da cascata ¢ ilustrada na figura 10 com as
correspondentes variaveis que foram consideradas para o desenvolvimento das equacdes de

estado.

Figura 10 — Ultima unidade de circuito  da cascata

B &5
In_]
—
vn—l (I \ %

Fonte: Autor.
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Utilizando a lei de Kirchhoff das tensdes para a malha principal do ultimo circuito
(figura 10) tem-se:

di,

vn—l_R'in_L'E_vn:()
di, 1 R 1
@ LT (39)

Quando ¢ aplicada a lei de Kirchhoff para o tltimo n6 do circuito, ¢ obtido:

ln+an—lG—lC:0

2 a0 (36)

Substituindo (35) em (36) para o Gltimo circuito:

) ] 1 R . 1 G C dv,
i,+Gp R-i, +Gp-L- LVt T T T | T e T =0
) G C dv,
ln+GD'vn—1_GD Un E'Un—E'E=
dv, 2 | 2-Gp (G+2-Gp)
oot T T (37)

O proximo passo implica em utilizar o método de integracdo numérica. Como descrito

anteriormente, a integracdo trapezoidal para a corrente pode ser aproximada por (9) e

aplicada em (35):
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ln(k+1)—ln(k)+—[z v 1(k+1)—E i+ 1) +

1 1 R 1 (38)
— 7 Ok D)+ 7 v (k) = 7 () — 7o ()

E observado que hd um elemento desconhecido v, _;(k), que representa a tensao no

penultimo circuito da cascata. Adaptando a solugdo (25) e substituindo em (38) encontra-se:

i (k+1) = n(k)+—[L " 1(k+1)—E i (k+1) +
1 _ L . L
+Z-[R-Ln(k)+vn(k)+E-Ln(k+1)—E-ln(k)]+

1' k+1 R" k 1' k
— 2w e D) = i) = 7 0, (0)

i (k+1) = n(k)+—[L v, 1(k+1)—5 i+ 1) +

t Ln(k+1)—i Ln(k,)—1 vn(k+1)]

1 R-At 1 At at
[§+ |kt D =S i)+ vkt D - v (kD) (39)

Utilizando a aproximag¢do da integracdo trapezoidal para tensdes descrita em (11) e

aplicando em (37) obtém-se:

At[2 Gp
v, (k+1) =vn(k)+? E'ln v, (k+1)+
G+2-G 2 2-G G+2-G
_%'Un(k_i'1)+E'in(k)+TD'vn—1(k)_(C—D)

~vn (k) (40)
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O termo desconhecido ¢ a tensdo no penultimo circuito v,_;(k). Adaptando (25) e

substituindo em (40):

2-Gp

v(k+1)—v(k)+—[— i (k+1) + v, (k+1) +

L L
000+ 900 + bk + D) = - (0| +

(G+2-Gp) 2 (G+2-G
_T-vn(k+1)+z-1n(k)—T n(k)l

At 2 G
v, (k+1) =vn(k)+7 =i v, (k+1)+

¢t
—(—D)-Un(k+1)+—'in(k)+—D'in(k)+ D.vn(k)+
C C ¢
2-Gp-L 2:Gp-L | (G+2-Gp)
+W ln(k+1)_W Ln(k)_f vn (k)

[1 G-At Gp-At

At
ot 2 ek ) = [1 - 2w +

2-C

A [1+GD'L] e+ 1)+ [1+G R GD'L] (k) + 1)
C At |t C D At |

GDAt
+ C

"Un—1 (k+1)
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3 CONSIDERACOES FINAIS E SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

A modelagem matematica de uma linha de transmissdo monofasica aproximada por
meio de uma cascata de circuitos © com resisténcias de amortecimento em todas as unidades
de circuitos ¢ a estrutura que atualmente apresenta a menor influéncia de oscilagdes numéricas
e, além disso, possui controle sobre o valor da resisténcia de amortecimento, o que garante
maior variedade de resultados numericamente estaveis.

De forma convencional, a maneira de introduzir os circuitos © na modelagem ¢ através
de uma tUnica matriz, que representa toda a cascata de circuitos. Nao obstante, trabalhos
passados demonstraram que € possivel reduzir as oscilagdes de Gibbs realizando alteragdes na
estrutura dessa matriz de modelagem da cascata de circuitos que, no momento, nao
apresentavam resisténcias de amortecimento. A alteragdo proposta pelo trabalho consiste em
introduzir cada circuito 7 individualmente na matriz, calculando as variaveis de estado desses
circuitos separadamente das grandezas elétricas relacionadas aos outros circuitos da cascata.

A combinag¢ao da estrutura com resisténcias de amortecimento ¢ do método descrito
para constru¢do da matriz de modelagem devera ser capaz de manter a reducao das oscilagdes
numéricas a niveis insignificantes enquanto aumenta o intervalo de estabilidade numérica para
maiores quantidades de circuitos na cascata, propiciando um modelo matematico de linha de
transmissdo para o estudo de efeitos transitorios eletromagnéticos.

Por esse motivo, neste trabalho, foi desenvolvido o equacionamento das varidveis de
estado do modelo proposto, a fim de obter as relagdes diferenciais entre tensdes e correntes ao
longo da cascata de circuitos. Durante o processo, foram observados dois casos particulares,
distinguindo trés conjuntos de circuitos, que apresentaram equagdes finais diferentes, por
causa do posicionamento desses circuitos ao longo da cascata. Esses conjuntos sdo
representados por: o primeiro, os intermediarios e o ultimo circuito da cascata.

Ao fim da simplificagdo dessas equagdes, para cada um dos trés conjuntos, sdao
identificadas as expressdes que poderdo ser empregues na constru¢do do segmento numérico
desse modelo, que ndo pode ser aprofundado neste trabalho. Portanto, as sugestdes para
trabalhos futuros envolvem: a constru¢do da matriz de modelagem pelo método descrito; o
desenvolvimento da rotina numérica para este modelo e, consequentemente, verificar a
influéncia de oscilagdes numéricas e certificar a estabilidade numérica para diversas situagdes

por meio da simulagdo da energiza¢do do modelo.
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