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RESUMO

Neste trabalho sao propostas metodologias com base na teoria de estabilidade segundo
Lyapunov para projetar controladores gain scheduling usando realimentacao de estado ou
derivativa e o conceito de D-estabilidade. As condi¢bes de projeto sao dadas por desigual-
dades matriciais lineares (do inglés, Linear Matriz Inequalities - LMIs). A metodologia é
aplicada em sistemas lineares sujeitos a parametros variantes no tempo (do inglés, Linear
Parameter Varying - LPV). A utilizagdo do Lema de Finsler eliminou a necessidade de
inverter uma matriz literal para projetar o ganho de realimentacao. Com o objetivo de
satisfazer requisitos praticos, foi feito uso da restricio de D-estabilidade no projeto de
um controlador para um sistema de suspensao ativa. A implementagao pratica mostra a

eficiéncia da metodologia proposta.

Palavras-chave: Desigualdades matriciais lineares. Controle gain scheduling. Con-

trole com realimentacao de estado ou derivativa. D-estabilidade.



ABSTRACT

In this work are proposed methologies based on Lyapunov stability theory for designing
gain scheduling controller using state-derivative feedback or state feedback and considering
D-stability constraint. The design conditions are given by Linear Matrix Inequalities.
The methodology is applied on system with time-variant parameter. The use of Finsler’s
Lemma eliminated the problem of inverting a symbolic matrix to calculate the feedback
gain. The theory of D-stability allowed to get implementable controllers for an active
suspension system. The practical implementation showed the efficiency of the proposed

methodology.

Keywords: Linear Matrix Inequalities (LMIs). Controller gain scheduling. Con-

troller using state or derivative feedback. D-stability.



Figural -
Figura2 -

Figura3 -

Figura4 -
Figurab -
Figurab -

Figura? -

Figura8 -
Figura9 -

FiguralO -

Figurall -
Figural2 -

Figural3 -

Figural4 -
Figuralb -
Figural6 -

Figural7 -

Figural8 -

Figural9 -

Figura20 -

LISTA DE FIGURAS

Regido S(v,r,0) para alocacao de autovalores.
Sistema de suspensao ativa Quanser.

Modelo esquematico do sistema de suspensao ativa.

Localizacao da nuvem dos autovalores do sistema.
Elementos de K(«(t)) em fungao do tempo.
Funcao senoidal «(t).

Resposta transitéria pratica de malha aberta (0-12s) e de malha
fechada (12,01-30s).

Sinal de controle para «(t) com frequéncia de 0,01H z.
Fungao senoidal a(t).

Resposta transitéria pratica de malha aberta (0-12s) e de malha

fechada (12,01-30s) para a(t) com frequéncia de 0,1H z.
Sinal de controle para a(t) com frequéncia de 0,1H z.
Funcao senoidal «(t).

Resposta transitéria pratica de malha aberta (0-12s) e de malha

fechada (12,1-30s) para a(t) com frequéncia de 1H z.
Sinal de controle para «(t) com frequéncia de 1H z.
Elementos de K («(t)) em fungao do tempo.
Localizacao dos autovalores do sistema.

Resposta transitéria pratica de malha aberta (0-12s) e de malha
fechada (12,01-30s).

Sinal de controle para a(t) com frequéncia de 0,01H z.

Resposta transitéria pratica de malha aberta (0-12s) e de malha

fechada (12,01-30s) para a(t) com frequéncia de 0,1H z.

Sinal de controle para «(t) com frequéncia de 0,1H z.

19

48

49

o1

52

o2

23

53

o4

o4

25

25

25

o6

57

o8

58

29

29

60



Figura2l -

Figura22 -
Figura23 -
Figura24 -

Figura2h -

Figura26 -

Figura27 -

Figura28 -
Figura29 -
Figura30 -
Figura3l -

Figura32 -

Resposta transitéria pratica de malha aberta (0-12s) e de malha

fechada (12,01-30s) para a(t) com frequéncia de 1H z.
Sinal de controle para a(t) com frequéncia de 1H z.
Localizacao da nuvem dos autovalores do sistema.
Elementos de K («(t)) em fun¢ao do tempo.

Resposta transitéria pratica de malha aberta (0-12s) e de malha
fechada (12,01-30s).

Sinal de controle para a(t) com frequéncia de 0,1H z.

Resposta transitéria pratica de malha aberta (0-12s) e de malha
fechada (12,01-30s).

Sinal de controle para «(t) com frequéncia de 0,1H z.
Localizacao da nuvem dos autovalores do sistema.
Resposta transitoria dos estados do sistema.
Localizacao da nuvem dos autovalores do sistema.

Resposta transitéria dos estados do sistema.

60

61

63

64

64

64

65

65

66

67

68

68



ABREVIATURAS E ACRONIMOS

LMIs Linear Matriz Inequalities

LPV Linear Parameter Varying

MIMO Multi Input Multi Output

PDLF Parameter-Dependent Lyapunov Functions



2.1

2.1.1

2.1.2

2.1.3

214

2.1.5

3.1
3.1.1

3.1.2

3.1.3

3.1.4

3.1.5

4

4.1
41.1

SUMARIO

INTRODUGAO

CONTROLE GAIN SCHENDULING PARA SISTEMAS LINEA-
RES CONTINUOS COM PARAMETRO VARIANTE NO TEMPO

CONTROLE GAIN SCHEDULING COM PARAMETRO VARIANTE NO
TEMPO

Projeto do controlador com restricao deD-estabilidade

Projeto do controlador com condicao de estabilidadetaxa de decaimentoy
Projeto do controlador com condicao de estabilidaderestricdo de raior
Projeto do controlador com condicao de estabilidaderestricdo de angulod

Conclusdes parciais

PROJETO DE CONTROLADOR GAIN SCHEDULING USANDO
REALIMENTACAO DERIVATIVA COM RESTRICAO DE D-
ESTABILIDADE

FORMULACAO LMI COM LEMA DE FINSLER

Projeto do controlador com condicdo de estabilidade

Projeto do controlador com condicao de estabilidadetaxa de decaimentoy
Projeto do controlador com condicao de estabilidaderestricdo de raior
Projeto do controlador com condicao de estabilidaderestricdo de angulod

Conclusdes parciais

IMPLEMENTACAO PRATICA

SISTEMA DE SUSPENSAO ATIVA DE UM VEICULO

Conclusdes parciais

12

16

16
18

20

22

25

28

29

29

31

32

38

47

48

48
69



5.1

5.2

CONCLUSOES

SUGESTOES PARA PESQUISAS FUTURAS

TRABALHOS ACEITOS

REFERENCIAS

70

70

71

72



12

1 INTRODUCAO

O regulador de velocidade centrifugo de James Whatt para o controle da velocidade
de uma méquina a vapor foi o primeiro trabalho relevante conhecido no campo da teoria
de controle automatico. Desde essa data, tem-se a necessidade de desenvolver técnicas que
permitam ajustar seu funcionamento, para se obter desempenho desejado. Os principais
avancos na teoria de controle ocorreram durante a década de 1980, tornando-se mais rigo-
rosa em termos matematicos e mais aplicdvel a problemas praticos (DOYLE; FRANCIS;
TANNENBAUM, 1990). A vantagem do controle realimentado estd em sua simplicidade
para compensar as perturbacgdes que podem estar presentes na planta. As técnicas mais
usadas para realimentar os sistemas sao a realimentacao da saida e realimentacao do vetor
de estado. A realimentagado da saida é a mais utilizada para implementagoes praticas, pois

muitas vezes nao existe disponibilidade de todas as variaveis de estado para realimentacao.

Para obter a segunda derivada do vetor de estado (posi¢ao), se faz uso de sensores
acelerométricos. Estes sao populares nas aplicacoes industriais na atualidade, devido ao
seu baixo custo e possibilita de forma precisa obter a derivada do sinal. Muitos trabal-
hos tém sido apresentados onde se faz uso da realimentacao derivativa, desenvolvendo
técnicas semelhantes as que ja existem empregando realimentacao do vetor de estado.
Em (CARDIM et al., ) se apresenta uma metodologia para fazer controle digital usando
realimentacao derivativa dos estados baseado nas técnicas existentes de controle continuo
e realimentagao de estado. Em (ABDELAZIZ; VALASEK, 2005), se apresenta uma, for-
mula similar a Ackerman, generalizada para sistemas lineares MIMO. (MALVIYA et al.,
2011) desenvolveram uma metodologia para alocar os polos do sistema na regiao desejada,
baseando-se no trabalho de (ABDELAZIZ; VALASEK, 2004) e (ABDELAZIZ, 2007). Em
(MICHIELS et al., 2009), fazem um estudo da estabilizacao de sistemas aplicando reali-
mentacao derivativa e apresentam o conceito de p-stability, que leva em consideracao os

erros de modelagem e implementacao.

Muitos trabalhos relatam o uso da realimentagao derivativa aplicada a distintos tipos

de sistemas, utilizando técnicas baseadas em LMIs. LMI é uma ferramenta matematica
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que possibilita resolver problemas de controle de uma forma eficiente. O desenvolvimento
das LMIs se associa a Aleksandr Mikhailovich Lyapunov com seu trabalho sobre a esta-
bilidade do movimento, intitulado “The General Problem of the Stability of Motion”. Sua
aplicagao na teoria de controle data do século passado com trabalhos desenvolvidos prin-
cipalmente pelos pesquisadores Lur’e, Postnikov, Kalman, Yakubovich, Popov e Willems.
Um sistema de LMIs define um conjunto convexo e pode ser resolvidas eficientemente
aplicando métodos numéricos (ALIZADEH; HAEBERLY; OVERTON, 1998). As LMIs
tém sido aplicadas a outros campos como economia, processamento de sinais, identificagao

de sistemas, etc.

O procedimento de modelagem matematica de um sistema deve-se considerar que ele
pode apresentar variagdes temporais, perturbacoes ou incertezas nos parametros fisicos
do mesmo, fazendo que o modelo seja incerto. Uma pequena variacdo num parametro
pode ter um importante impacto na dindmica do sistema. A analise e controle de sistemas
lineares com pardmetros variantes (LPV, acronimo inglés para Linear Parameter Varying)
tem tomado relevancia nos iltimos tempos dada sua aplicagao em teorias como a de gain
scheduling e fuzzy por exemplo. Um sistema LPV pode assemelhar-se a um sistema linear
que depende de um ou mais parametros variantes no tempo. Também existem casos

nos quais sistemas nao lineares podem ser modelados como LPV aplicando a técnica de
linearizacao de Jocabi (REBERGA et al., 2005).

Uma questao importante no projeto de um sistema de controle é manter a estabilidade
e desempenho do mesmo perante perturbacoes e incertezas nos parametros do sistema,
deseja-se que seja robusto. A estabilidade robusta de sistemas que possuem incertezas
variantes no tempo tem maior complexidade do que no caso com incertezas invariantes
no tempo. Gain scheduling é uma técnica de controle nao linear com muitas aplicagoes
no controle de processos. O objetivo é decompor o problema nao linear em distintos
subproblemas lineares de menor complexidade. Esse tipo de controle tem a vantagem de
auto adaptar-se com rapidez, mas precisa de um conhecimento detalhado da dinamica do
funcionamento da planta a controlar. Em funcao de uma variavel conhecida é determinado

o controlador.

Muitos trabalhos tém sido desenvolvidos nos tltimos tempos, por exemplo (APKA-
RIAN; ADAMS, 1998) faz uso da teoria de gain scheduling e da formulagdo em LMIs
sobre um sistema LPV, com o objetivo de obter um controlador menos conservador que
garante o desempenho desejado. (SCORLETTI; EL GHAOUI, 1998) propoe condigoes

LMIs suficientes para melhorar o desempenho de um controlador gain scheduling. (AP-
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KARIAN; GAHINET; BECKER, 1995) projetam um controlador gain scheduling com
custo garantido Hy, para um sistema LPV. (YU; CHEN; WOO, 2002) apresentam uma
metodologia para o desenvolvimento de um controlador gain scheduling com custo H
garantido, que permite alocar os polos do sistema na regiao desejada. Essa metodologia

foi aplicada em um braco robdtico, modelado como sistema LPV.

Nos sistemas LPV, os pardmetros medidos podem ser afetados por incertezas aditivas
e/ou multiplicativas. Modelando convenientemente as incertezas e os parametros variantes
no tempo, podem ser propostas condi¢oes na forma de desigualdades matriciais lineares
robustas para assegurar um desempenho satisfatorio do sistema. Em (LACERDA et al.,
20., 2014) o problema é resolvido por meio de relaxagdes LMIs baseadas em matrizes
polinomiais homogéneas de graus arbitrarios. Em (SATO, 2010), é apresentada uma
teoria usando uma PDLF, com o objetivo de obter um filtro gain scheduling H~ que seja

robusto contra incertezas nos parametros.

O presente trabalho da continuidade a outros estudos envolvendo o uso de LMIs
utilizando a realimentacao de estado e derivativa, acrescentando a aplicacao da teoria
de gain scheduling (HARDY et al., 2015). S&o propostos projetos envolvendo a teoria
de D-estabilidade, com o objetivo de garantir que os autovalores do sistema estejam em
uma determinada regiao do plano complexo, e assim garantir que o sistema em malha
fechada apresente um desempenho satisfatorio. Uma busca bibliografica mostra que esses

resultados para sistemas continuos sao inéditos.

Ao longo desse trabalho foram utilizadas as seguintes notacées: ()7 indica a trans-

posicao de um vetor ou matriz, o simbolo (%) denota genericamente cada bloco simétrico

e He{-} ¢ o operador hermitiano, He{U} = U +U".

A estrutura desse texto é organizada da seguinte forma:

e Capitulo 2. Apresenta a teoria da estratégia de controle gain scheduling con-

siderando o parametro variante no tempo com restricao de D-estabilidade.

e Capitulo 3. Mostra a teoria proposta para projetar o controlador gain scheduling
usando realimentacao derivativa do vetor de estado via LMIs com restricao de D-

estabilidade.

e Capitulo 4. Expde resultados praticos obtidos com o uso do projeto do controlador
proposto, aplicado a um sistema de suspensao ativa, com o objetivo de avaliar a

nova técnica.
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e Capitulo 5. Aponta as conclusoes, sugestoes para pesquisas futuras e uma lista das

bibliografias relacionadas diretamente ou indiretamente com o trabalho.
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2 CONTROLE GAIN SCHENDULING PARA SISTEMAS LINEARES
CONTINUOS COM PARAMETRO VARIANTE NO TEMPO

Neste capitulo, é apresentada a proposta de controle gain scheduling para sistemas
lineares continuos com parametro variante no tempo fazendo uso de uma matriz de Lya-
punov unica. Sao dadas as condigoes suficientes que asseguram a alocacao dos autovalores

do sistema realimentado fazendo uso da restricao de D-estabilidade.

2.1 CONTROLEGAIN SCHEDULING COM PARAMETRO VARI-
ANTE NO TEMPO

Dado um sistema linear continuo com pardmetro variante no tempo «(t), que é men-

suravel:

#(t) = Ala(t))z(t) + Bla(t))u(t), (1)
sendo x(t) € R™ u(t) € R™ A(a(t)) € R™*™ e B(a(t)) € R™™. Suponha que as matrizes
do sistema A(«(t)) e B(a(t)) pertengam ao politopo D composto por:

= (A, B)(«a(t)) : (A,B)(« Zaj )(A;, Bj) Zoz] )=1,a;(t) >0, (2)
i=1,2,... N,

Segundo Montagner e Peres (2004), Souza e Trofino (2005), usando a fungao quadratica
de Lyapunov, pode existir um conjunto de matrizes K (a(t)) € R™*" de modo que ao re-
alimentar o sistema (1) com as varidveis dos estados, garante a estabilidade do sistema.

O sinal de controle é dado por (3).

entao:
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Teorema 1. Supondo que |¢&;(t)| < pi, considerando o limite p; >0,i=1,2,...,.N—1, se
existirem matrizes simétricas positivas definidas W; € R"™"™ e matrizes Z; € R™*™ com

j=1,2,...,N, tais que:

N—-1
WiA] + AW — ZI B — B Zj+ Y +pi(Wi —Wy) <0, (6)
=1
j—1727“7N7
WAL e AW W AT AW, —ZEBY _Z2TBI B 7. —B.Z ZNAH:-W/—Mf 0
Ik kYVj k?j+]k k Ly j Pk k4 ]k+zpz<z N)<,
=1

(7)
j=1,2.... N—1;k=j+1,...,N,

entdo a lei de controle através da realimentacdo de estado com parametro variante no

tempo,
u(t) = —K(a(t))z(t), (8)
sendo
K(a(t)) = Z(a(t)W (a(t)) (9)
N N N
Z(a(t)) = Zlaj(t)ZjaW(Oé(t)) = Zlaj(t)WjaK(Oé(t)) = .Zlo‘j(t)Kj’ (10)
Jj= Jj= Jj=
g:ajzl;aj(t)ZO,jzl,Q,...,N, (11)
j=1

garante a estabilidade de malha fechada do sistema (1) e (2) por meio da matriz Lyapunov

de pardmetro dependente P(a(t)) = W (a(t)) L.

Prova: Vide (MONTAGNER; PERES, 2004).

Segundo o teorema anterior, o projeto do controlador depende da inversao da matriz
literal W (a(t)) em (9) que é funcao dos pardmetros aq (t), as(t), ..., an(t), cuja ordem da
matriz é igual & quantidade de estados da planta. A complexidade de realizar essa inversao
matricial se incrementa quanto maior a ordem da matriz, relacionada a quantidade de

estados do sistema.

Na préxima secao sao apresentadas as condi¢oes LMIs para o projeto do controlador

gain scheduling usando realimentacao dos estados com restricao de D-estabilidade que
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nao necessita de uma inversio de matriz literal.

2.1.1 Projeto do controlador com restricdo deD-estabilidade

O Teorema 2 abaixo, proposto por (HARDY, 2015), apresenta condigdes para garantir
a estabilidade do sistema (5), empregando uma matriz inica P € R"*", verificando-se as

seguintes desigualdades:
V(x(t)) =27 (t)Px(t) > 0,Vz(t) #0, (12)
V(:c(t)) < 0,Vz(t) #0. (13)

Teorema 2. Se existir uma matriz simétrica positiva definida W € R™ "™ e matrizes

Zj € R™*™ com j=1,2,...,N, tais que:

WAL + AW —Z{ Bf — B;Z; <0, (14)
j - 1727" )Na
WAL + AW +WAT + AW — 2Bl — ZI B — BiZ; — B; Z; < 0, (15)

i=1,2,....N—1;j=i+1,...,N,

entdo a lei de controle através da realimentagdo de estado com parametro variante no

tempo,
u(t) = —K(a(t))x(t), (16)

sendo
K(a(t)) = Z(a(t)) W™, (17)

N
Y aj=1j=1,2,...,N, (18)

S
Il
—

garante a estabilidade de malha fechada do sistema (1) e (2), por meio da matriz positiva

definida P =W 1.
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Prova:(HARDY, 2015).

Em (17), o controlador pode ser obtido sem a necessidade de inverter uma matriz
literal. A técnica de alocacao de autovalores proposta neste trabalho, usa o conceito de
D-estabilidade. O mesmo permite que a resposta transitéria, tais como porcentagem de
overshoot M), tempo de subida ¢s e tempo de estabelecimento ¢., sejam modelados por
LMIs (CHILALIL; GAHINET, 1996).

A regido de interesse estd apresentada na Figura 1 (CHILALI; GAHINET, 1996) que

pode ser dada por niimeros complexos x + jy, tal que:

r<—y<0, |z+jy|<r, tan(d)z < —|y| (19)

Figura 1 - Regiao S(v,r,0) para alocacao de autovalores.

A Im(N)

_ -

r
1
|

\, 7 |
r
S(%Tae) 9%\

\ 4

L Re())
v

~
-~ -

Fonte: (SILVA et al., 2012)

A formulacao LMI que garante a alocagdao na regiao de interesse denominada S(v,7,0)

¢ dada por:
ATP4+PA+2vP <0, (20)
—rP AP ~0 (21)
pAT —yp|
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sen(0)(AP+ PAT) cos(9)(AP— PAT)

cos(0)(PAT — AP) sen(f)(AP+ PAT) <0 (22)

Para os pardmetros das restrigoes (20), (21), (22) a taxa de decaimento v > 0, o raio

r >0 e angulo 0 < 6 < 90.

Nos proximos teoremas sao propostas condi¢oes LMIs que possibilitam a inclusao de

D-estabilidade no projeto do controlador gain scheduling, supondo P tnica.

2.1.2 Projeto do controlador com condicdo de estabilidade e taxa de de-
caimento-y

E proposto o seguinte teorema que garante condicoes de existéncia da matriz P satis-
fazendo (12) e (13) e as restrigoes de D-estabilidade. Esse teorema é baseado em (HARDY,
2015) e (MONTAGNER; PERES, 2004), com restricao de uma P > 0 tnica.

Teorema 3. Dado v >0, se existirem uma matriz simétrica positiva definida W € R™"*™,

matrizes Z € R™*™ e uma constante real v >0 com j=1,2,...,N, tais que:
WAL + AjW — 2 Bf = B; Zj+29W <0, (23)
j - 1727" 7N7
WAL + AW+ WAL + ;W - 2] B] — Z] Bl — B;iZ; — B Z; + 44W <0,  (24)

i=1,2,....,N—1;j=i+1,...,N,

entao o sistema (5) é estabilizavel, com taxa de decaimento maior ou igual a v e as

matrizes do controlador podem ser dadas por:
K(a(t)) = Z(a(t)W (25)

Prova. Multiplicando (23) por o 2(t) >0 e somando em j, de j =1 até j = N, segue que

N
Z WAT+Za t)A;W — ZOz (t)Z] B — Za BZ+Za )29W < 0.
7=1 7j=1 7=1 7=1

(26)
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Multiplicando (24) por «a;(t)a;(t) e somando em i, de i =1 até i =N —1 e em j, de
j=1+1até j = N, segue que

S > ait) ey (WA + WA+ AW+ AW —ZI B — BiZ;— Z] Bl — B; Z; +4yW) < 0.
(27)
Somando (26) e (27)

N
> a(t) WAT+Za t)A;W — Za (t)Z] B} — Za BZ+Za )29W +
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1
N—-1 N
> i) () (WAT + WAT + AW + A;W — Z] Bl — BiZ; — Z] Bl — B; Z;+4yW) < 0. (28)
i=1 j=i+1

Genericamente sabemos que:

N N N N-1 N
SNy ajHiRj =Y oiH;R;+ " iy (HiRj+ HjR,).
=1 j=1 j=1 =1 j=i+1

N N N N-1 N
Za¢2aj:2&?+2 Z le7YeY

i=1  j=1 j=1 i=1 j=i+1
N

N
Entao, lembrando que ) a;(t)=1e X o =1:
i=1 =1

N N N N N

S af(t)WAT + Z S ailt)a () (WA +WAT) =3 ai(t) D" (W AT = > aj ()W AT
7=1 =1 j=i+1 =1 7=1 7=1

N N N N

Z AW—!—Z Z a;(t AW—l—AW ZO(Z Z AjW:ZOzj(t)AjW

j=1 =1 j=i+1 j=1 j=1

N N N N
Z t)Z] BT + Z S ailt)a(t)(2] Bf +Z] Bl ) =Y ai(t) Y a;(t) 2] B} .
j=1 i=1 j=i+1 i=1 j=1

N N N N

Z t)B; Zj+ Z > ai(t)oy (1) (BiZj+ B Zi) =Y ai(t) Y a;(t) B Z;.
=1 i=1 j=i+1 i=1 j=1

N N N

Z (t)29W + Z Z a;(t t) (W) = Za, Z a;(t)29W = 2yW.

=1 =1 j=i+1 7j=1

Logo, (28) torna-se:

N N
WS ai(t)AT)+ (Do (t)Aj)W — Zaz )z} Za] t)B] Za, BZaJ (t)Zj+2yW <O0.
i=1 i=1

(29)
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Consequentemente:
WAT (a(t)) + A(a®))W — ZT (a(t)) BT (a(t) — B(a(t)) Z(a(t)) +29W <0, (30
e relembrando que Z(a(t)) = K(a(t))W, entao:

W AT (a(t)) + A(a(t)W — WET (a(t)) BT (a(t)) — B(a(t)) K (a(t))W +24yW < 0. (31)

Agrupando os termos semelhantes e deixando em evidéncia W a direita e a esquerda, a

inequagdo fica,
W(A(a(t) = Ba(t) K (a(t))" + (Ala(t)) = B(a(t)) K (at) )W +29W <0, (32)
como P~! =W, multiplicamos P & direita e esquerda, temos
(A(a(t) = Ba(t) K (a(1))" P+ P(A(a(t)) = B(a(t)) K (alt))) +2vP < 0. (33)
Multiplicando por x7(¢) & esquerda e x(t) & direita, fica

2! (t)(A(a(t)) = B(a(t) K (a(t))" Pa(t) + " (t) P(A(a(t) - Bla(t)) K (a(t)))a(t) +2va" (t) Px(t) <O0.

(34)
Substituindo (5) em (34) obtém-se
il (t)Px(t) + 2T (t)Pi(t) < —2vzT (t) Px(t), (35)
O qual fica demostrado o teorema pois:
V(x(t) < =29V (x(t)). (36)
O

A seguir sao propostas condigbes LMIs para a inclusao de restricdo de raio de D-

estabilidade.

2.1.3 Projeto do controlador com condicao de estabilidade e restricdo de
raio r

Teorema 4. Dado r >0, se existirem uma matriz simétrica positiva definida W € R™*",

matrizes Z € R™*™ e uma constante real r >0 com j=1,2,...,N, tais que:

W AW — B, Z;
[ A 743 <o, (37)

* —rW
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i=1,2,....N,

—2r'wv AW + AJW — BiZj — BjZZ'

0, 38
* —2rW (38)

i=1,2... N—1;j=i+1,...,N,

entao o sistema (5) € estabilizavel com autovalores, dentro do circulo de raio r, para todo

a(t). As matrizes do controlador sao dadas por:
K(a(t)) = Z(a(t))W . (39)
Prova. Multiplicando (37) por o ( ) >0 e somando em j, de j =1 até j = N, segue que:

N N
— > af(t)rW ¥ a3(t)(A;W — B, Z)
=t =y <0, (40)
* - 2 (t)rWw

Multiplicando (38) por «a;(t)a;(t) e somando em i, de i =1 até i =N —1 e em j, de
j=1+1até j = N, segue que:

N-1 N N-1 N
— Z Z ozi(t)ozj(t)QTW _Zl . Z 1Oéi(t)ozj(t)(AiW+AjW—BZ‘Zj —BjZi)
=1 j=i+ 1=1 j=1+

N-1 N <0,
* - X Y o(t)o(t)2rV
i=1 j=it+1
(41)

Somando (40) e (41), os dois elementos da diagonal principal da matriz resultante é:

—Za t)rW — Z Z a;i(t)a,(t)(2rW), (42)

=1 j=i+1

O bloco superior fora da diagonal principal da matriz resultante é:

Za tA;W — Za BZ+Z Zozz t)[AW + AW — B Z; — B; Z;].  (43)
7=1 =1 j=i+1

Genericamente sabemos que:
1

N N N N— N
Saiy ojHiRj =Y ofHjR;+ " oioj(HiRj+ H;Ry).
=1 j=1 7=1 =1 j=i+1
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N N N N-1 N
ZaiZaj:Zoz§+2 Z ;0.
i=1  j=1 j=1 i=1 j=i+1
N N
Entao, lembrando que Y a;(t)=1e ¥ o =1:
i=1 j=1
N N N N
Z AW+Z > ai(t)aj(t) (AW + A;W) = Zaz )Y () AW =" a(t) A;W.
j=1 =1 j=i+1 j=1 j=1
N N N N
Z t)B;Z;+ Z > ai(t)ej(t)(BiZj+B;jZi) = > i(t) > a(t)BiZ;.
Jj=1 =1 j=i+1 i=1 j=1
N N N N
Z Hrw + Z > ai®)a(t)2rW) = ai(t) D> () rW =rW.
j=1 i=1 j=i+1 i=1 j=1

Logo, a matriz resultante torna-se:

N N N
—rW Zlaj(t)AjW— ,Zlai(t) > aj(t)BiZ;
J= 1=

j=1 <0, (44)
* —rW
consequentemente:
I A((O)W - Bla()Z((0)] _ )
* —rW .
Relembrando que Z(a(t)) = K(«(t))W, entao:
—rW  A(a(t))W — B(a(t)) K (a(t))W “0 (46)
* —rW .

Agrupando os termos semelhantes e deixando em evidéncia W a direita e a esquerda,

a inequacao fica,

—rW - (Ala() = Bla() K(@O)W | _ (47)
« —rW 7
como P~1 = W, multiplicamos por diag(P, P) a direita e a esquerda, temos
—rP P(A(a(t)) = Bla(t)K(a®)| _ (48)
* —rP .

Assumindo Ay = A(a(t)) — B(a(t)) K (a(t)), fica demonstrado o teorema pois:
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—rP ALP

< 0. 49
* —rP (49)

Note que a desigualdade (49) é equivalente a desigualdade (21). A prova do Teorema

estéd demonstrada. O

A seguir sao propostas condigoes LMIs para a inclusao de restricdo de angulo de

D-estabilidade.

2.1.4 Projeto do controlador com condicao de estabilidade e restricao de
angulo @

Teorema 5. Dado 0 < 0 < 90, se existirem uma matriz simétrica positiva definida W €

R™ ™ matrizes Z; € R™*™ e uma constante real 8 com j=1,2,... N, tais que:

sen(0)(A;W — B;j Zj+ WAT — ZI'BT)  cos(0)(A;W — B; Z; —WAT + Z] BT ) “0

* sen(0)(A;W — B Z; + WAJT — ZJTB]T) ’
(50)
j=1,2,....N,

sen(0)(A;W + AW — BiZ; — Bj Zi+ WAl + WAL — ZI'BI — ZI'BY)
*

cos(0) (AW + AW — B Zj — B; Z; — WAl —W AT + ZI Bl + Z] BI') <0 (1)

sen(0)(AiW + A;W — B Zj — B Zi+ WA + WAT — Z' BT — ZT BI')

i=1,2,....N—1;j=i+1,...,N,

entdo o sistema (5) € estabilizdvel com autovalores, dentro da regiao limitada por 6,

para todo «(t). As matrizes do controlador sao dadas por:

K(a(t)) = Z(a(t) WL (52)
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Prova. Multiplicando (50) por ozjz(t) > (0 e somando em j, de j =1 até j = N, segue que

N
sen() _21 a3 (t)(A;W — B; Z;+ WAT — ZT BT)
]:

ES
N
cost 35 o3 (t)(A;W — B; Z; — WAJT + ZjTBjT)

= <0, (53)
sen() z aF(t)(A;W — B Z;+ W AT — Z] BT)

Multiplicando (51) por «;(t)c;(t) e somando em ¢, de i =1até i=N—1eem j, de
j=1+1 até j = N, segue que
N-1

N
sen(6) El j_zz“ ai(t)a; (t) (AW + AW — BiZ; — B Zi+ WA + WAL — ZI'B] — ZI' BT

*

N
> i)y () (AW + AW = B Zj — B Z; — WAl =W AT + ZI'Bf + Z] B

<0,(54)
() aj () (AW + A;W — B Z; — Bj Z; +WA;F+WAJT — ZfBJT — ZJTBZ-T)
i=1 j=i+1

Somando (53) e (54) o bloco superior da diagonal principal da matriz resultante é

sendo que sen(f) e cos(f) foram omitidos por simplicidade:

N N-1 N N
Za?(t)AjW+ Z Z JAW + A W) — Za?(t)BjZ]
N—1 N N
— Z a;(t t)(BiZ; +Zoz WAT+ Z Z a;(t)a(t WAT+WAT)
i=1 j=i+1 j=1 i=1 j=i+1
N-1 N
—Za O Z] B =3 > cu(t)ey(t)(Z] B + Z] BY). (55)
i=1 j=i+1
O bloco superior fora da diagonal principal da matriz resultante é:
N
Zoz t)A;W + Z Z a; (t)aj (8) (AW + A;W) — Za?(t)BJZJ
=1 j=i+1 j
N— 1 N N
S ity (t)(BiZj+ B Zi) = Y a3 ()W AT — Z Z ai(t)o () (WA + WAT)
i=1 j=i+1 j=1 =1 j=i+1
N-1 N
+Za OZ] Bl + 3 > ault)ey(t)(Z] B + Z] BY). (56)
=1 j=i+1
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Genericamente sabemos que:

N

ZOQZO(]HR ZaHR—l—Z Z ;o (HiRj+ HjR;).
=1 j=1 i=1 j=i+1

%aii% Zoz +ZZ Z Q.

=1 j=1 =1 j=i+1

N N
Entao, lembrando que Y o;(t)=1e ¥ o =1:
=1

=1 7
N N-1 N N N N
S AFOAWEDI D i) ()(AW +AW) =" ai(t) D ai () A4W =" aj(t) A;W.
j=1 i=1 j=i+1 i=1 j=1 j=1
N N—-1 N N N
Z B Zj+ Z Z i(t )aj(t)(BiZj—i—BjZi) = Zai(t) Zaj(t)BiZj.
J=1 i=1 j=i+1 i=1 j=1
N N—-1 N N N N
S aFOWAT+ > 3 () () (WAT +WAD) =3 au(t) D (W AT = > o ()W AT
7=1 i=1 j=i+1 =1 7=1 7=1
% t)Z] B} + Z Z a;(t)(Z] Bl +Z] B]) = %ai(zﬁ) g:aj(t)ZiT BJ.
J=1 i=1 j=i+1 i=1 j=1

Logo, a matriz resultante torna-se:

[ sen(0)(A(a(t)W = B(a(t) Z(a(t)) + WAT (a(t)) — Z(a(t)) " B(a(t))")

cos(0)(A(a(t)W — B(a(t)) Z(a(t)) = WA(a)T + Z(a(t))T B(a(t)T) ] <0. (57
sen(0)(A(a(t))W — B(a(t)) Z(

(o}
=
+
,:]—f
(o}
=
=
|
/_N\
(o}
=
=
w
o)
=
=

Relembrando que Z(a(t)) = K(«(t))W, entao:

*

{ sen(0)(A(a(t)W — B(a(t) K (a(t) W + WA (a(t) = WK (a(t)) " B(a(t))")

cos(0)(A(a(t)W = B(a(t) K (a(t)W = WA(a(t))" + WK (o))" Bla(t)") ] <0. (58)
sen(0)(A(a(O)W — B(a() K (a(t)W + WA(a(t)" = WK (o))" Bla(t)")

Agrupando os termos semelhantes e deixando em evidéncia W a direita e a esquerda,
a inequacao fica,

sen(0)(A(a(t)) — Bla(t) K (a(t) )W + W (AT (a(t)) — K (a(t)) " Bla(t)")

*
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cos(0)(A(a(t)) — Bla(t) K (a(t) )W = W (A(a(t)" — K(a(t))" Bla(t)"))

0, (59
sen(0)(A(a(t)) — Bla() K (a(t))W + W (A(a(t)" — K(a(t))" Bla(t))") <

como P~1 =W, multiplicamos por diag(P, P) & direita e & esquerda,

*

[ sen(0)(P(A(a(t) — Bla(t)) K (a(t)) + (AT (a(t) — K(a(t)) B(a(t))")P)

<0. (60)

Assumindo Ay = A(a(t)) — B(a(t)) K (a(t)), fica demostrado o teorema pois:

lsen(e)(A%P-l—PAN) cos(0)(PAy — A P) <0. (61)

cos(0) (AL P— PAy) sen(0)(PAn + AL P)

Note que a desigualdade (61) é equivalente a desigualdade (22). A prova do Teorema

estéd demonstrada. O

A teoria de D-estabilidade é garantida com o conjunto de LMIs propostas nos Teore-
mas 3, 4 e 5. No Capitulo 4 sao mostrados os resultados obtidos de sua implementacao

pratica.

2.1.5 Conclusfes parciais

Nesta proposta foi apresentado o projeto do controlador gain scheduling com restri¢ao
de D-estabilidade usando realimentacao de estado onde se evita a inversao de matriz
literal necessario em (MONTAGNER; PERES, 2004). Apenas utiliza-se a inversao de
uma matriz numérica, mas tem como limitante o uso de uma fun¢do de Lyapunov nao
dependente de a(t), ocasionando condigoes conservadoras. O préximo capitulo aborda a

mesma metodologia mas usando realimentagao derivativa dos estados.
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3 PROJETO DE CONTROLADOR GAIN SCHEDULING USANDO
REALIMENTACAO DERIVATIVA COM RESTRICAO DE ~ D-ESTABILIDADE

Nesta secao ¢ apresentada a estratégia de controle gain scheduling para sistemas li-
neares continuos com parametro variante no tempo, usando realimentacao derivativa dos
estados com restricao de D-estabilidade. Para facilitar a obtencao da solugao, usa-se o
Lema de Finsler. A seguinte propriedade sera util no desenvolvimento do trabalho.
Propriedade 3.1. Para toda matriz M nao simétrica (M # MT), se M+ M7 <0, entdo
M & invertivel. Prova:(BOYD et al., 1994).

3.1 FORMULACAO LMI COM LEMA DE FINSLER

O objetivo deste projeto do controlador é garantir a estabilidade do sistema
#(t) = Ala(t))x(t) + Bla(t))u(t) (62)
utilizando a realimentacao derivativa, dada por:
u(t) = —K(a(t))i(t). (63)
Substituindo (63) em (62) obtem-se
(1) = Aa(t))z(t) — Bla(t)) K (a(t))i(t). (64)
e transformando temos
0= Aa(t)z(t) = (I + Bla(t)) K(a(t)))i(t). (65)

E suposto que A(a(t)) seja invertivel pois é necessério para a solucdo do projeto de
realimentagao derivativa, como suposto em (ABDELAZIZ; VALASEK, 2004).

Para poder usar o Lema de Finsler é necessario partir da igualdade (65), resultado da
transformagao do sistema (64). O mesmo garante a relaxacao do conjunto de LMIs, devido

a desassociagao de matrizes ou a reducao do niimero de LMIs em projeto de controladores
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(MOZELLIL; PALHARES; AVELLAR, 2004).

Lema 3.1 (Lema de Finsler). Considere # € R", 2 € R"*" e B(a(t)) € R™*™ com posto
(B((a(t)) <n e B(a(t))t uma base para o espago nulo de B(a(t)) (isto é B(a(t))B(alt))t =
0).

Entdao as sequintes condigoes sao equivalentes:

iy WTow <0, YW #0, Blalt)¥W =0,
it) Bla(t)): 2B(a(t)* <0,
iii)Ip €R : D — pB(a(t))T B(a(t)) <0,

(
(
(
(iv) 32 € R™™: 9+ 2%8(a(t)) + B(a(t))T 27 <0,

sendo p e 2 wvaridveis adicionais (ou multiplicadoras).

Prova: Veja (SKELTON; EL; GRIGORIADIS, 1997).

3.1.1 Projeto do controlador com condi¢éo de estabilidade

Para aplicar o Lema de Finsler é preciso definir os seguintes vetores e matrizes

B(a(t) = [Ala(t)) —[I+Bla(t)K(a(t))]],
(0 P
9 = ,
P 0
_X]
2= ’
X

sendo X uma matriz nao singular de dimensao adequada.

Fazendo uso das defini¢oes e os itens i), iv) do Lema, no Teorema 6 sdo mostradas

condigoes suficientes para que o sistema (64) seja estabilizavel.

Teorema 6. Se ezistir uma matriz simétrica positiva definida G € R™™ "™, matrizes Z;,

Z; e R™*™ e Q € R™™ tais que:

A;QT+QAT  G+QAT-QT—B;Z;

<0, (66)
* -QT—B;jZ;—Q—Z] B
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AiQT+A;QT+ QAT+ QAT 2G+ QAT + QAT —2Q" — BiZ;j — B, Z;

<0, (67
* —2Q" - BiZ; - B; Z; —2Q— 7z} B} — Z] B} (97

1=1,2,.... N—=1;5=1+1,...,N,
entao o sistema (64) € estabilizdvel e as matrizes do controlador podem ser dadas por:

K(a(t)) = Z(a(t))Q ™" (68)

Prova:(HARDY, 2015).

3.1.2 Projeto do controlador com condicao de estabilidade e taxa de de-
caimento-~y

No Teorema 7 sao apresentadas condigoes suficientes para que o sistema (64) seja

estabilizavel com taxa de decaimento maior ou igual a v > 0.

Teorema 7. Dado v > 0, se existirem uma matriz simétrica positiva definida G € R™"*™,

matrizes Z;, Z; € R™*™ e Q) € R™" tais que:

279G+ A;QT + QAT G+ QAT - QT - B;Z; 0 (69)
x Q" -B;z;-Q-Z'BF|
i=1,2,...,N,
G+ AQT + A;QT + QAT + QAT 26 +QAT +QAT —2QT — BiZ; - B; Z; 0
% —2Q" - B;Z; - B;Z;—2Q - zI' BT - ZTBI'|
(70)

i=1,2,...N—1;j=i+1,...,N,

entdo o sistema (64) é estabilizdvel, com taza de decaimento maior ou igual d vy, e as

matrizes do controlador podem ser dadas por:
K(a(t)) = Z(a(1)Q~". (71)

Prova:(HARDY, 2015).

No seguinte teorema, um escalar x > 0 é incorporado no conjunto de LMIs. Com uma

escolha adequada de k, é possivel aumentar a taxa de decaimento.
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Teorema 8. Dado um escalar arbitrario k > 0, se existirem uwma matriz simétrica positiva

definida G € R™*", matrizes Z;, Z; € R™*" e QQ € R™" tais que:

NT T T T 7.
29G + A;QT + QAT G+rQAT — QT - B;Z; -0 )
* —liQT—FLBij —RQ—FLZ]TBJT
j=1,2,...,N,
4G+ AQT + A;QT + QAT + QAT 2G + kQAT + QAT —2Q" — B Zj — B; Z; ~0
% ~26Q" —kB; Zj — kB Zi — 26Q — ZI BT —xZTBI|
(73)

i=1,2,...N—1;j=i+1,...,N,

entao o sistema (64) é estabilizdvel, com taza de decaimento maior ou igual d vy, e as

matrizes do controlador podem ser dadas por:
K(a(t)) = Z(at)Q™". (74)

Prova:(HARDY, 2015).

A seguir sdo propostas condigoes LMIs para inclusao de restricio de raio de D-

estabilidade.

3.1.3 Projeto do controlador com condicao de estabilidade e restricao de
raio r

Teorema 9. Dado r > 0, se existir uma matriz simétrica positiva definida G € R"*™,

matrizes Z;, Z; € R™*™ e W € R™*" tais que:

—rG+ AW+ WAL —WT—B;Zj+ WA Open
AWT—w —zIB] —WT-B;jz;-W-ZzI'Bl G |<0, (75)
Onan G —rG
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—2rG+ AWT + A;WT + WAL + W AT
AW+ AWt —ow — 2T BT — ZT Bf
Onan
—2W"T —B;Zj— B;j Zi+ WAl + W AT Onan
—2WT —B;Zj— B Z; —2W — Z]' Bl = ZI Bl 2G | <0,
2G

(76)
—2rGG

i=1,2,....N—1;j=i+1,...,N,

entao o sistema (64) é estabilizavel com autovalores, dentro do circulo de raio v, para todo
a(t). As matrizes do controlador sao dadas por:

(77)
Ainda, garante que (I + B(a(t))K(a(t))) é invertivel.

Prova. Multiplicando (75) por &?(t) >0 e somando em 7, de j =1 até j = N, segue que:

N
—El a3 (t)(rG+ AW+ WAT)

N
j;l a3 (t)(AWT —w —ZT BT)

OTLLU’I’L

N
—gl aF(t)(WT —B;Zj+WAT)

O'nl’n |
N o o T T pT N o o
- SOV - BiZ - W -2[B]) LG | <o, (78)
N N
> oz?(t)G -2 CY?@)TG
=1 =1 1

Multiplicando (76) por «;(t)cj(t) e somando em 4, de i =1até i=N—1eem j, de
J=1+1 até j = N, segue que:

N

1

]
,Mz

%
N

13
1

+

i+1

iMZ

ai(t)a;(t)(—2rG+ AWT + A;WT + W AT + WAJT)

-
Il
—
<
Il
-

a;(t)a; () (AW + AWT —2W - ZI BT — ZT BI')
+1

Onmn
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N—-1 N T
; 4_Z+104i(t)aj(t)(—2WT—BiZj —BjZi-‘rWA;r-l-WA?) Onzn
N-1 _N]_ N—1 N
Z Z Oéi(t)a]‘(t)(72WTfBiZj 7B]Z172W721TB]T*Z;TB;T) Z Z ai(t)aj(t)QG < 0, (79)
i=1 j=i+1 i=1 j=i+1
N—-1 N N-1 N
2. 2 ai(t)ay(t)2G - 2 ai(t)a;(t)2rG
i=1 j=i+1 i=1 j=i+1 i

Somando (78) e (79) se obtem uma matriz composta dos elementos descritos abaixo.

Elemento (1,1) da matriz resultante:

N—-1 N N—-1 N N
rG+Z Z o () (t) 2rG)+Za2(t )A; WT—I—Z Z a; (o ) (AWT +A,WT) +Za t)WAT
i=1 j=i+1 1=1 j=i+1 j=1
N

Z (D) ((WAT +wAT), (80)

HM\Z Z'MZ

Elemento (1,2) da matriz resultante:

N—-1 N N—-1 N N
2OWT+Y 0D iy tzwT) - ZaQ(t)BJZJ—i-Z D Wy (t)(BiZ;+ BiZ) + Y a2 (WAT
i=1 j=i+1 i=1 j=i+1 j=1
N

Z ai(t)a; ())(WAT + WAT). (81)

HM%EMZ

Elemento (2,1) da matriz resultante:

N—-1 N N—-1 N
Za 1A, WT+Z Z i (B (1) (AWT + A;WT) f(Za W+Z Z ai (t)o (£)2W) — Z ()27 BY
i=1 j=i+1 j=1 i=1 j=i+1 Jj=
N—-1 N
+3 03 ailt)a;()(2I BT + 27 BD)). (82)

i=1 j=i+1

Elemento (2,2) da matriz resultante:

N-1 N N-1 N N

Za t)WT+Z Z i (t)a; ()2WT) —(Za t)B; Z; +Z Z i () (8)(Bi Z; + B; Z;)) — (Zaf.(t)w

=1 j=i+1 i=1 j=i+1 Jj=1
N—-1 N N—-1 N

+Zzaz Yo (£)2W) — (Z ZTBT—',-ZZO@ Yo (8)(2T BT + 2T BY)). (83)

i=1 j=i+1 Jj=1 =1 j=i+1

Elementos (2,3) e (3,2) da matriz resultante:

N-1

2)
N N
Z )G+ > ai(t)a(t)2G. (84)

i=1 j=i+1
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Elemento (3,3) da matriz resultante:

Zoz )G+ Z Z a;(t)a;(t)rG). (85)

=1 j=i+1

Genericamente sabemos que:

N N N

> i Y oajHiRj = Y ofHjR;+ z z oo (HiRj + HjR;).
=1 g=1 7=1 =1 j=i+1

N N N 9 N—-1 N

IR :‘ZCYj‘f‘Z.Z Z Q0.

=1 gj=1 7=1 =1 j=i+1

N N
Entao, lembrando que Y- a;(t) =1e Y oj=1:
=1 j=1

N N N
a2 () AW + S Oy (AW +AW) = 3" ailt) 32 oy (DA = 3° a;(£) ATV
j:l i=1 j=i+1 =1 j=1 7=1
N
Y ai(t)BiZi+ X Y oi(t)a;(t)(BiZ;+BjZi) = X ai(t) X aj(t)BiZ;
7 =1 j=i+1 i j=1

N N
> a3()Z] Bf + D> i)y (t)(Z] Bf + Z] Bl') = - ailt) ¥ a;(t)Z] B].
J:1 =1 j=i+1 i=1 j=1

]2:: ()G+ Z Z a;(t)a;(t)2G = G.

1 =1 j=i+1

N N-1 N
> a?(t)rG—i— > ai(t)a(t)2rG =rG.
j=1

i=1 j=i+1
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N N-1 N
> a?(t)W—i— YooY ai(t)a(t)2W =W,
j=1 i=1 j=i+1

N N-1 N
> a?(t)WTjL S Y i)W =wT.
=1 i=1 j=it1

Logo obteve-se o seguinte:

—rG+ A(a(t))WT + W AT (a(t))
Ala(t)WT =W = Z(a(t))" B(a(t)"

Onxn
~WT = B(a(t)Z(a(t) + WA (a(t)) Onan
—WT —B(a@)Z(a(t) - W - Z(a®))'B(a@)T G | <0. (86)
G —rG

Realizando as transformacoes de varidveis G = X 'PX~T W =X"1e Z(a(t)) =

K(a(t)X T, temos:

—r X 'PX T A(at)X T+ X 1TAT (a(t)
Ala) X =X = XK (a(t))" B(a(t)"

Onxn
X" = B(a(t)K(a(t) X"+ XA (a(t)) Onan
X T-Bla)K(at)X T -X"1-X1K(at)"Blat)! X-'PX-T | <0.87)
xX-lpx-T —r X 'px-T

Multiplicando (87) & esquerda por diag(X, X, X, X) e a direita por diag(XT, X7, X7 XT):

—rP+ XA(at))+ AT (a(t)XT
XA(a(t)) = X" = K(a(t))" Ba(t))" X"
Onmn
—X — XB(at)K(a(t)) + AT (a(t)) XT Onan
~X - XB(at)K(a(t)) - XT - K(a@)"Bla@t)TXT P | <0. (88)
P —rP
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Observe que:
~X - XT - XB(at)K(a(t) — KT (a(t))BT (a(t))XT <0,
(89)
= X(I+B(at)K(at)+ I +B(at)K(at))TXT >0

e segundo a Propriedade 3.1, conclui-se que X (I + B(«a(t))K (a(t))) é invertivel, logo
(I+B(a(t))K(«a(t))) e X sao invertiveis. Do item (iv) do Lema 3.1, a desigualdade (88)

pode ser reescrita como (90).

1P Opzn  Opzn X
Onen Onen P | +Hed | X |[A(a(t) —T—Ba@®)K(a(t))  Open] (< 0,
Onan P —rP Onan B(a(t))
——
D Q
(90)
sendo Q a matriz varidvel adicional.
Como B(a(t))B(a(t))* = 0pz2n entio:
Ala(t)! Onan
Bla(t)* =|(I+ B(a(t))K(a(t) ™" Onn|-
OTLLUTL ]
Pelo item (ii) do Lema 3.1 a equivaléncia é estabelecida
_ _ —rP  Onzn Onen A(O{(t))71 Onen
A(z(t)) T —(I+B(aét))K(oz(t))) T onm} Nonn 0re P | |14 B@E)K@E)T 0| <0, (1)
e e Onzn P —rP Onzn I
Bla)+” 5 Bla(t)L
ou,
—Aa(t))TrPA((t) ™ (I+B(a(t)K(a(t)~"P “0 (92)
P(I+ B(a(t)) K (a(t))) ! —rP ‘

Multiplicando (120) & esquerda por diag(A(a(t))T,1) e a direita por diag(A(a(t)),I),
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—rP Alat)T(I+ B(a(t)K(a(t)" TP <0, (93)
P(I+ B(a(t) K (a(t)) " A(a(t))) —rP ’
—rP ALP <0, (04)
PAN —rP
sendo
Ay = (I+B(a() K (a(t) " Aa(?)), (95)

Note que a desigualdade (94) é equivalente a desigualdade (21). A prova do Teorema est4

demonstrada. ]

A seguir sao propostas condi¢oes LMIs para inclusao da restricio do angulo de D-

estabilidade.

3.1.4 Projeto do controlador com condi¢cao de estabilidade e restricao de
angulo @

Teorema 10. Dado 0 < 6 < 90, se existir wuma matriz simétrica positiva definida G €
R™ " matrizes Z;, Z; € R™", W € R"™" e 0 <0 <90 tais que:

sen(@)(AjWT—i-WA;F) sen(0)(G WT—i-WA;F—Bij)
sen(0)(G—W+ AW —ZIBT)  sen(0)(-WT - B; Zj—W — Z] B])
cos(@)(G+AjWT+W+ZjTBjT) cos(0)(-WT - B;Z; +W+ZTBT)
cos(0)(A;WT —WAT) cos(0)(—G—WT —B;Z; —WAT)
003(9)(G+WT+WAJT+Bij) cos(@)(—AjWT—i—WAjT)
cos(O)(WT +B;j Z; —W —ZT B])  cos(0)(—G — A;WT —W — ZI BY)
sen(0)(—WT —B;Z; —W — ZI'BT)  sen(0)(G+ A;WT —W - ZI'BY)
sen(0)(G—WT —B;Zj+WAT) sen(0)(A;WT +WAT)

<0, (96)
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sen(0)(A;WT + A;WT + WAL + WAT) sen(0)(2G —2WT + WAT + WAT — B; Z; — B; Z;)
sen(0)(2G —2W + A,WT + A;WT — ZT BT —ZTBT) - sen(0)(—2WT — B;Z; — BjZi —2W — 2] B] — ZI'B')
cos(0)(2G —2W + AW T + A;WT - ZTBT —ZTBT)  cos(9)(—2WT — B; Z; — B;j Z; —2W — Z] BT — ZI' BT)

cos(0)(A;WT + A;WT —WAT —WAT) cos(0)(=2G —2WT - B; Z; — B; Z; = WAT —WAT)

cos(0)(2G +2WT + WAT + WAT + B; Z; + B; Z;) cos(0)(—AWT — A;WT + WAL + wAT)
cos(0)2WT +B;Zj+ B;jZi —2W — 2 B] —ZT'Bl')  cos(0)(—2G — AW — A;WT —2w — 2T BT — 2T BT) <0, (97)
sen(0)(—2W" — B;Z; — B;j Z; —2W = ZI' BT — ZI'BT)  sen(0)(2G + A,WT + A;WT —2W — ZI'BT — 2T BT) ’
sen(0)(2G —2W7T — B;Z; — B; Z; + W AT + WA?) sen(0)(AWT + A;WT + WAT + WA?)

i=1,2,....N—1;j=i+1,....N,

entdo o sistema (64) é estabilizavel com autovalores, dentro da regiao limitada por 6, para

todo «(t). As matrizes do controlador sio dadas por:

K(a(t)) = Z(a(t))W T, (98)

Ainda, garante que (I + B(a(t))K(a(t))) ¢é invertivel.

Prova. Multiplicando (96) por o 2(t) > 0 e somando em j, de j =1 até j = N, segue que

i N N
sen(0) Y a?(t)(AjWT +WA?) sen(0) Y a?( WG —-WT +WAT B;Z;)
j=1 j=1
v N
sen(6) Z—:l 2 (G-W+AWT —ZTBT)  sen(6) ;a?(t)(fWT —~BjZj—W - ZIBT)
N ‘N
cos(0) >« ?( WG+ A; WT+W+ZTBT) cos(@)Za?(t)(—WT—Bij—i-W-ﬁ-ZjTBJT)
i—1 j=1
! N N
cos( Z Y(A;WT — Af) cos(0) Zlai(t)(—G’—WT—Bij —WA?)
L j=1 7=
N N 1
cos(0) > a.(t)(G+WT+WAJT+Bij) cos( Z WT+WAT)
j=1 j=1
N
cos(0) Y a3 (t)(WT +B;Z; =W —ZTBT)  cos(9) Zaz(t (-G —-A;WT —w —ZzTBT)
I=t <0, (99)

sen(@)i 2)(-wT - B;Z; —W —Z]BT) sen(e)Za NG+ AWT —w —ZT BT)

1
sen(0) i 2(t‘)(G WT —-B;Z; +WAT) sen(0) Za )(A; WT+WAT)

j=1,2,....N,

Multiplicando (97) por «;(t)cj(t) e somando em 4, de i =1até i=N—1eem j, de
j=1+1até j = N, segue que:

Mf:[Mll Mz Mz Mg
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— N
M= cos(0) S ei(t)ay ()26 +2W + AWT + A;WT + 2T BT + 27 BT)
i=1 ‘:H»l
! N—
cos(0) Z Z a; () oy () (AWT + A;WT — WAZT—WA]T)
i=1 j=i+1

N
sen(0) Z a;(t

M12 - cos(@)

i=1 j=i+1

i=1 j=i+1
T RT T RT
ZIBT - T BY)

My3= N-1 N
sen( Z Z a; (V) (t)(—2WT — B, Z; — B; Z; — 2W

(1)(2G —2WT —B;Z; — B; Z; + WAT + WAT)

(t)a; (1) (=26 = AWT - A;WT —2w — ZT' BT — ZTBT)
. (100)

i=1,2,....N—1;j=i+1,...,N,

(100) obtem-se uma matriz composta dos elementos mostrados abaixo

Somando (99) e
sendo que sen(f) e cos(f) foram omitidos por simplicidade

Elemento (1,1) da matriz resultante:
t(WAT +WAT). (101)

Z DA, WT+Z Z i (t)ay (1)(AWT + A, WT)+ZQ2(t WAT—i-Z Z a;(t)o(t
i=1 j=i+1 s
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Elemento (1,2) da matriz resultante:
N N—-1 N N—-1 N
Z Z Z i (t)a; (£)2G — ZaQ(t WT+Z Z al t)aj(t)2WT)+Za2(t)WAT
Jj=1 i=1 j=i+1 Jj=1 i=1 j=i+1 Jj=1
N—-1 N N—-1 N
Z Z (WAL +waT) - Zoﬁ(t BiZi+ Y Y ailt)a;(t)(BiZ; + B; %), (102)
i=1 j=1 i=1 j=i+1
Elemento (1,3) da matriz resultante:
N—-1 N N—-1 N
Za t)G’—l—Z Z a;(t)o(t 2G+Zo¢2(t WT+Z Z o (t)o( t)2WT+Zo¢ WAT
i=1 j=i+1 i=1 j=i+1
N—-1 N N—-1 N
+3 03 ailt)ay (W AT +wAT) +Za OB Zi+ Y Y ait)as(t)(BiZ; + B Zi). (103)

i=1 j=i+1 j=1 i=1 j=i+1

Elemento (1,4) da matriz resultante:

N—-1 N N N—-1 N

Za2(t )A; WT+Z Z ai(t)a () (AWT + A;wT) +Za t)WAT+Z Z ai(t)a; () (WAT + WAT)). (104)

=1 j=i+1 Jj=1 i=1 j=i+1

Elemento (2,1) da matriz resultante:

N N-1 N N-1 N

Z G+Z Z a;(t)oy (1)2G — Za W+Z Z o (t)o; (1) 2W) +Za tHA;wT
j=1 i=1 j=i+1 i=1 j=i+1

N-1 N N N

z:l Z YAWT + A, W) —(Za ZTBT+X:1 Z ai(t)a; (t)(2] BT + 2T BT)).

j=1 i=1 j=i+1

Elemento (2,2) da matriz resultante:

N—-1 N N—-1 N
ZQQ(t WT+Z Zal t)a; t)2WT+Za BZ+Z Zal Yo (t)(BiZ; + B; Zs)
=1 j=i+1 1=1 j=1i+1
N—-1 N N—-1 N

+Za W+Z Z i (t) oy ( t)2W+Za2(t ZTBT—i-Z Z ai(t)a; (t)(2] BY + 27 BY)).

=1 j=i+1 =1 j=i41

Elemento (2,3) da matriz resultante:

N—-1 N N—-1 N
Za W3 3 a0 2WT+Za DB Zi+ > Y ailt)ay(t)[BiZ; + B; Zi]
=1 j=i+1 =1 j=1i+1
N—-1 N N—-1 N

Za t)WJrZ Z ai(t)ou; (£)2W) — Za t)ZTBTJrZ Z ai(t)a; (t)(2] BY + 27 BY)).

i=1 j=i+1 i=1 j=i+1

(105)

(106)

(107)
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Elemento (2,4) da matriz resultante:

N—-1 N N—-1 N

N
Za? G+Z Z o;(t)o (1)2G) — Za t)W—I—Z Z a; () (t)2W) — Za wAawT
j=1 i=1 j=i+1 i=1 j=i+1

N-1 N

-1 N
+Z Z ai(t)o (8 (AWT + A;WT)) Za ZTBT—i-Z Z ai(t)a; (t)(2] BY + 27 BT)). (108)

i1=1 j=1i4+1 =1 j=i+1

Elemento (3,1) da matriz resultante:

N—-1 N N-1 N

Za G+Z Z a;(t)o(t 2G+Zo¢ (t)A; WT—I—Z Z ai(t)ay; ) (AWT +A;,WT)
i=1 j=i41 i=1 j=it1
N-1 N N-1 N

+Za W+Z Z ity (t) 2W+Za ZTBT+Z Z ai(t)a; (1) (2T BY + 2T BY). (109)

i=1 j=i+1 =1 j=i+1

Elemento (3,2) da matriz resultante:

N N N—-1 N

f(iaﬁ(t)wT+Z (t)2w7T) - Za OB Zi+ Y > ait)ay(t)(BiZ; +B;Z)
j=1 i i=1 j=i+1
N—-1 N

N N—-1 N
DICAOLEDY Z ai(t)ay (t 2W+Za 1ZPBI 4+ > aias (27 BT + 21 BY). (110)
Jj=1 i=1 j=i j=1

=1 j=i+1

Elemento (3,3) da matriz resultante:

N—-1 N N—-1 N

—(Za W+ > ailay@2w”) - ZaQ(tBZ—i-ZZaZ Yo (£)(BiZ; + B; Zs))
i=1 j=i+1 i=1 j=i+1
N—-1 N N—-1 N

—(Za W+Z Z i (t)ou; (£)2W) —(Za ZTBT+Z Z ai(t)a; (t)(2] BY + 27 BY)). (111)

=1 j=i+1 =1 j=1i+1

Elemento (3,4) da matriz resultante:

N-1 N N-1 N
Za G+Z Z a;(t)o(t 2G+Zo¢ (t)A; WT—I—Z Z i (t)ay; ) (AWT +A;,WT)
i=1 j=i+1 i=1 j=it1
N-1 N N-1 N

Za W+ ailtay2w) - Z 20ZFBI+ Y Y ai®e;(ZFBY + 27 BD)). (112)

i=1 j=i+1 = i=1 j=i+1

Elemento (4,1) da matriz resultante:

N—-1 N N—-1 N

N
Za?(t)AjWT+Z Z ai(t)oy (8) (A WT + A;wT) — Za2(t WAT+Z Z ai(t)a; ()(WAT + WAT)). (113)
j=1

i=1 j=i+1 1=1 j=i+1
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Elemento (4,2) da matriz resultante:

N—-1 N

N-1 N
ZaQ(t)G-i-Z Z o (t)a (t)2G) —(Za WT+Z Z ai(t)ay (£)2WT) (Z 2( )WAT
=1

=1 j=1i+1

Jj=1 =1 j=i+1
N— N N—-1 N
Z Z (B ((WAT + W AT)) - Za DB Zi+ Y Y ity (t)(BiZ; + B;Z:). (114)
i=1 j=i i=1 j=i+1
Elemento (4,3) da matriz resultante:
N N—-1 N—-1 N
Za?(t)G—&-Z Z () (£)2G — Za2(t WT+Z Z i (B ( t)2WT)+Za2(t wAT
=1 i=1 j=i+1 =1 j=i+1
N—-1 N

N— N
+Z Z HWAT +wAT) —( Za2(t)B Zi+ > Y il (0)(BiZ;+ B; %)), (115)

=1 j=1i+1

Elemento (4,4) da matriz resultante:

N—-1 N N—-1 N
Z A WT+Z Z ai(t)a; () (AWT + A; WT)+Za2(t WAT+Z Z ai(t)a; ()(WAT + WAT). (116)
i=1 j=i+1 1=1 j=i+1

Genericamente sabemos que:

%azg HR—ZaHR+Z Z oo (HiRj+ H;R;).
. ~

=1 j Jj=1 =1 j=i+1
N N N 9 N-—-1 N
iy aj= 3 05+2 3 Y o4y
=1 j=1 7=1 =1 j=i+1
~ N N
Entao, lembrando que Y a;(t)=1e ¥ o =1:
i=1 j=1

N N N
S ROAWH Y S a®ay AW +AW) = X ailt) 5 as) AW = 3 () AW,
le i=1 j=i+1 i=1 j=1 j=1
N—-1 N N N
Z G)BiZi+ X S ai(t)ay(t)(BiZj+ BjZi) = 3 aq(t) 3 a;(t)BiZ;.
j=1 i=1 j=i+1 =1 j=1
()WAT+ z z az(t)aj(t)(WAiTJrWA]T):_]ijlaz(t). a aj(t)WAT = Zaj()WAT
1= J=

=1 j=i+1
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N T RT T RT T RT N N T RT
> af(t)Z] B] + Z Z a;(t)e;(t)(Z; B +Z; B ) = ¥ oi(t) X (1) Z; Bj .
j=1 i=1 j=i+1 =1 =
N N-1 N
F a2 ’S 3 ailes(020 =
j=1 i=1 j=i+1
N 9 N-1 N
Yas(t)rG+ X X ai(t)ay(t)2rG=rG.
j=1 i=1 j=it1
N 9 N-1 N
oW+ XX ai(t)a(t)2W =W.
j=1 i=1 j=i+1
X T T T
> aj W+ TS aiesmnT =w
j=1 i=1 j=i+1
Logo, retornando os termos sen(f) e cos(f) ao equacionamento temos:
0
Mzz[Mm My Ma3 Moy
sen(0)(A(a@®)WT + W A(a(®)T)
My — |7 OC =W AW~ Z(a () Bla ()"
cos(9)(G + A(a()WT + W + Z(a(t) T Bla(®)T) | *
cos(0) (A(a()WT — W A(a(t))T)
sen(0)(G = WT + WA(a(t)" - B(a(t) Z(a(t)))
Moo— sen(0) (=W — B(a(t)) Z(a(t)) =W — Z(a(t))TB(Ot(t))T)
22— T T )
cos(0) (=W — B(a(t)) Z(a(t)) + W + Z (1) T B(ax(t)) ")
cos(0)(=G =W — B(a(t)) Z(a(t)) = WA(a(t)")
cos(0)(G+WT + WA(a(t)” + B(a(t) Z(a(1)))
_ | cos(@OWT +B(a(t)Z(a(t) =W = Z(a(t)" B(a(t)")
M23_ T T )
sen(0) (=W — B(a(t))Z(a(t)) =W — Z(e(t)) " B(a(t)) ")
sen(0)(G —WT — B(a(t)) Z(a(t)) + WA(e(t)")
cos(0)(—A(a@))WT + WA(a(t)T)
cos(0)(=G — A(a(t ))WT W —Z(a(t))" B(a(®)™)
Maoy= 11
7| sen(®)(G + Aa®)WT W - Z(a ()T Bla@)T) | (117)
sen(0)(A(a(t) W' +WA((t)T)
Utilizando as transformacoes de variaveis G = X ' PX~T W =X"1e Z(a(t)) = K(a(t)) X T

M{=|Ms, Msy Mz May
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sen(0)(A(a®)X T + X T A(a(t)T)
sen(@)(XIPX T - X1+ Ala(t)X T - X"TK(a(t)TB(aft
cos()(XIPX T+ A(c) X T+ X1+ X 1K (a(t)TB(a(t

cos(9)(A(a(t)X T =Xt A(a(t)”)

M31=

—~ o~

[ sen(@) (X 1PX T X" T4 X 1A(at))T — Bla@t))K(a@)X~T) ]
sen(0)(=X~" = Bla(t))K(a®)X T =X = X" K(a(t)" B(a(t))")
cos(0) (=X~ T —B(a(t)K(a) X T+ X1+ X 1K (a(t))TB(a(t))T)
| cos()(—X'PXT - X-T - B(a(t))K(a(t)) X~ T =X~ TA(a(t))T) |

[ cos((XTPX T+ X~ T4 X 1A(a(t))” + B(a(t)) K (@)X~ T) ]
cos(0)(X T+ B(a(t)) Z(a(t)) = X~ = X T K (e(t)) T B(e(t))
sen(0) (=X T = Bla(t) K(a®))X " = X1 = X1 K(a(t)" B(a(t))") | 7
sen(0) (X~ 1PX~T - X-T — B(a(t))Z(c(t)) + X T A(a(t))T)

cos(0)(—A(a®)X T+ X A(a(t)T)
| eos(@)(—XTTPXT - A(a(t) X T - X = X7 K (a(t))T B(a(t))T)
sen(@) (X 1PX T+ A(a) X~ T - X1 - X"1K(a(t))TB(a(t))T)
sen(0)(A(a@) X~ T+ X 1A(a@)T)

(118)

Multiplicando (118) & esquerda por diag(X, X, X, X) e a direita por diag(X”T,XT, X7, XT):

Mf:[Mu My M3 M44}

sen(0)(X A(a(t)) + A(a(t)TXT)
sen(0)(P+ X A(a(t)) = XT — K(a@@)TB(a@)TXT)
cos(0)(P+ X A(a(t))+ XT + K(at)TB(a(t)TXT) ’
cos(0)(X A(a(t)) = A(a(t)TXT)

)
)

My =

sen(0)(P—X + A(a(t)TXT — X B(a(t)) K (a(t)))
sen(0)(—X — XB(a(t)K(a(t)) — XT — K(a(t)TB(a(t)TXT)
cos(0)(—=X — XB(a(t))K(at) + XT + K(a(t))TB(a))TXT)

cos(0)(—P — X — XB(a(t))K(a(t)) — A(a(t))TXT)

cos(0)(P+ X + A(a(t))TXT + X B(a(t)) K (a(t)))
cos(0)(X + X B(a(t) K (a(t) = X" = K(a(t))" B(a(t))"XT)
sen(0)(—=X — XB(a(t) K (a(t)) = XT = K(a(t))TB(a®)TXT) |’

sen(0)(P— X — XB(a(t))K(a(t)) + A(a(t))TXT)

cos(0) (=X A(a(t)) + A(a@)TXT)
cos(0)(—P — X A(a(t)) — XT — K(a(t))TB(a(t))TXT) (1 19)
sen(0)(P+ X A(a(t)) — XT — K(a(t)TB(a(t))TXT)
sen(0)(X A(a(t)) + Aa(t) T XT)

Myy=

Observe que:
X - XT - XB(at)K(at) — KT (a(t))BT (a(t))XT <0,
(120)
& X(I+Bla®)K () + (I +Bla®)K(a®)TXT >0
e segundo a Propriedade 3.1, conclui-se que X (I + B(a(t))K(«(t))) ¢é invertivel, logo
(I+B(a(t))K(a(t))) e X sao invertiveis. Do item (iv) do Lema 3.1, a desigualdade (119)

pode ser reescrita como (121).
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Onan sen(0)P  cos(0)P Onan

sen(0)P  Onan Onen  —cos(0)P
COS(@)P Onan Onzn sen(@)P
Onan —cos(0)P  sen(0)P Onazn
D
sen(0)X  —cos(0)X
+He sen(0)X —cos(0)X | |A(a(t)) —I—B(a(t))K(a(t)) Onan Onan <0, (121)
COS(@)X sen(G)X Onzn Onzn —I- B(a(t))K(a(t)) A(a(t))
cos(0)X  sen(0)X B(a(t))
Q

sendo Q a matriz variavel adicional.

Como B_(oz(zf))l?(oz(t))L = O2nz2n €ntao: ]
A(a(t))il Onan
B(a(t))J‘: (I+B(a(t))K(a(t)))_l O2na2n i
Onan (L +B(a(t)) K(a(t)))
i Onan A(a(t))_l

Pelo item (ii) do Lema 3.1 a equivaléncia é estabelecida

Ala@®)™T  —(I+B(a@)K(at)™T Onan Onzn
Onzn Onan —(I+B(a®)K(@®)"T  A(a@®)~T
Ba(t) "
Onan sen(0)P  cos(6)P Onan Ala(t))~! Onan
sen(9)P Onzn Onan _005(0)13 ([+B(a(t))K(Oé(t)))7l Onan 0 (122)
COS(Q)P Onzn Onazn Sen(e)P Onan (I+B(a(t))K(a(t)))7l 7
Onzn —cos(0)P  sen(0)P Onzn Onzn Aa(t)~!
D B(a(t)+
ou,
sen(0)(I+B(at)K(at)) " TPA(a(t)) ™t +sen(d)Ala(t)) " T P(I+ B(a(t)) K (a(t))) !
cos(0)(I+ B(a(t)) K (a(t)))"TPA(a(t) ™! —cos(0) A(a(t)) T P(I+ B(a(t)) K (a(t)))~?
cos(G)A(a(t))fTP(I+B(a(t))K(a(t))) L —cos(0)(I+ B(a(t)) K (aft )*TPA(oz(t))*1 <0, (123)
sen(0)A(a(t))"TP(I+ B(a(t)K (a(t)) "t +sen(0)(I + B(a(t) K (a(t)) T PA(a(t)) !

Multiplicando (123) & esquerda por diag(A(a(t))”, A(a(t))T) e a direita por diag(A(a(t)), A(a(t))),

sen(0) (A(a(t)" (I +B(a(t)) K (a(t)))~T P+ P(I+ B(a(t)) K (a(t)) "' Aa(t)))
cos(0)(A(e(t))" (I + B(e(t)) K (a(t)) P = P(I+ B(a(t) K (a(t)) " Ala(t)))
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cos(0)(P* (I +B(a(t)) K (a(®)) "  Ala(t) = A() (I + Bla) K(a®)) ™ P) | _ (124)
sen(0)(PT(I+ B(a(t) K (a(t) "t Aa(t) + A(a(t)) (I + B(a(t) K (a(t) " P) ’
sen(0)(AL P+ PAN) cos(0)(PAy — AL P) ~0 (125)
cos(0)(ALP—PAy) sen(0)(PAy + AL P) ’
sendo
An = (I+ B(a(t) K(a(t)) " Ala(t). (126)

Note que a desigualdade (125) é equivalente a desigualdade (22). A prova do Teorema

esta demonstrada. O

Os teoremas obtidos neste capitulo garantem a validade da teoria de D-estabilidade

usando a estratégia de controle gain scheduling com realimentacgao derivativa dos estados.

3.1.5 Conclusdes parciais

O principal resultado deste capitulo foi obter um controlador gain scheduling, usando
realimentacao derivativa com parametro variante no tempo e restricao de D-estabilidade.
Projetou-se o controlador gain scheduling aplicando o Lema de Finsler, garantindo um
relaxamento ao sistema e que pode-se obter os ganhos do controlador sem inverter uma ma-
triz literal (MONTAGNER; PERES, 2004). Com o emprego da restrigao de D-estabilidade
foi possivel incluir restrigoes de resposta transitoria e obter ganhos implementaveis na

pratica, como sera apresentado no proximo capitulo.
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4 IMPLEMENTACAO PRATICA

Neste capitulo sao testadas de forma pratica as metodologias propostas nos Capitulos
2 e 3 desta dissertagao. Sao apresentadas as solugoes obtidas das matrizes @, Z(«a(t)),
K(a(t)) e figuras com a resposta dindmica do sistema no tempo, para os distintos sinais

de controle empregados.

Na falta de uma planta com parametros variavel no LPC, para testar nossas propostas

¢ imposto por software uma variacdo paramétrica de a/(t).

4.1 SISTEMA DE SUSPENSAQ ATIVA DE UM VEICULO

O sistema de suspensao ativa utilizado é fabricado pela Quanser e pode ser visto na

Figura 2. O sistema consiste de um conjunto composto por duas massas, denominadas

Figura 2 - Sistema de suspensao ativa Quanser.

Fonte: Pertenecente ao LPC-FEIS-UNESP

Mg e Mys. A massa Mg representa i do corpo total do veiculo e é suportada pela mola kg
e pelo amortecedor bs. A massa M, corresponde a massa do conjunto do pneu do veiculo
e é suportada pela mola k,s e pelo amortecedor b,s. Para atenuar as vibracoes causadas
por irregularidades na pista utiliza-se o sistema de suspensao ativa, representado por um

motor (atuador) conectado entre as massas My e My, e controlado pela forga F,.. Os
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Figura 3 - Modelo esquemético do sistema de suspensio ativa.

Acelerometro (= #1(t))
I (t)

1
M; — 1 da massa do veiculo

|~ Suspenséao ativa

1 b

z3(t)

Acelerébmetro (= Z3(t))

M,s — Massa do conjunto do pneu

(pista

Fonte: (OLIVEIRA et al., 2014)

valores dos parametros estao dispostos na Tabela 1.

O modelo esquemético (Quanser, 2009 ), mostrado na Figura 3 pode ser representado

em espaco de estados, como segue:

0 1 0 -1 0
z(t)=| *° 5 S le(t)+] M ul(t),
(t) 0 o0 o . (t) ; (
—ks bs —kus —(bs+bus) —1
| Mus Mus  Mus Mus | | Mus |

1 0 00
y(t) = (1),
0010

sendo xo(t) = &1(t) e x4(t) = 23(t), representando as velocidades de cada massa.
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Tabela 1 - Pardmetros da supensao ativa.

Simbolos Valor
M 2,45 (Kg)
Mys 1 (Kg)
s 900 (N/m)
Fus | 2500 (N/m)
bs 7,5 (Ns/m)
bus 5 (Ns/m)

Fonte: (OLIVEIRA et al., 2014)

Com objetivo de se fazer um teste mais severo do controlador gain scheduling é im-
plementada uma variagdo temporal «(t) no ganho do canal de saida do sinal de controle
u(t). Isso é feito via software, emulando uma variagao ao longo do tempo do ganho do am-
plificador de poténcia que alimenta o motor C.C. do atuador. Essa variagdo paramétrica

pode ser representada no modelo considerando-se dois vértices do politopo no vetor de
entrada B(a(t)) em (62).

A seguir, sao apresentados os resultados obtidos usando realimentacao de estados com

restricao de D-estabilidade.

Primeiro caso:

A variagdo paramétrica «(t) impoe dois vértices, sendo que um representa o ganho
do amplificador com 100% e o outro com 70%. Para realizar o projeto de controle foram

considerados os seguintes vértices do politopo:

0 1 0 1]
—-367,347 —3,061 0 3,061
A= ,
0 0 0 1
900 7,5 —2500 —12,5
o o
0,408 0,286
A=A, B = , By =
0 0
1 0,7

Usando as restricaoes conjuntas dadas pelas LMIs dos Teoremas 3, 4 e 5 com v = 6,

r =150 e § = 30°, os ganhos calculados foram:

K1 =21Q7" = [-0,9842 15,8513 0,3585 —12,9034]
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[ 0,1976  0,0245 —0,6465 —0,0024)

-1 0,0245  0,0037 —0,1143 —0,0006

%10 , (128)
—0,6465 —0,1143 4,5321  0,0353

| —0,0024  —0,0006 0,0353  0,0005 |

logo,
Ky =[—656,7971 40,2045 —647,8606 —64,6902].
Ky=2Q7" = [-1,4052 22,6322 0,5118 —18,4234]
[ 0,1976  0,0245 —0,6465 —0,0024]
2| 0,0245  0,0037 —0,1143 —0,0006
%10 , (129)
0,6465 —0,1143 4,5321  0,0353
20,0024 —0,0006 0,0353  0,0005
logo,

Ky =[-934,4456 57,9660 —946,6824 —92,5205].

A nuvem dos autovalores do sistema estd ilustrada na Figura 4, para diversos valores
de 0<a(t) <1.

Figura 4 - Localizagdo da nuvem dos autovalores do sistema.

40

w
o
T

= 20t ' '
SN—
2
o 10
N -
R=| X
80 of xx - ¥Hx
< X5
g %%
= 10
o
Rai
(@ -20f
_30k
_40 1 1 1 1 1 1 il
Z60 -50 —40 30 —20 -10 0 10

Eixo Real(\)

Fonte: Elaboragao do préprio autor

A nuvem dos autovalores, mostrados na Figura 4, atesta que todas as restri¢coes de
D-estabilidade foram respeitadas. Logo o controlador gain scheduling com D-estabilidade

proposto é adequado.
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Os valores de K (a(t)) ao longo do tempo séo calculados mediante a seguinte equagao:

K(a(t)) = o1 (t) K1+ (1 —a1(t)) K2,

Para uma frequéncia f =0,01Hz, «(t) é dado por:

Elementos de K («(t))

ai(t) = 0,5+0,5sen(270,01¢ + g).

Figura 5 - Elementos de K(a(t)) em func¢ao do tempo.

60

40

20

k11/100 H
k12
k13/100 ||
k14

L
14

16 18 20 22 24 26 28 30
Tempo (s)

Fonte: Elaboragao do préprio autor

A variacao do parametro a(t) é ilustrada na Figura 6.

Figura 6 - Funcao senoidal «(t).

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Durante um Perfodo

m— Sistema em Malha Fechada

2‘0 4‘0 6‘0 8‘0 100
Tempo (s)

Fonte: Elaboragao do préprio autor

(130)

(131)
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Figura 7 - Resposta transitéria pratica de malha aberta (0-12s) e de malha fechada (12,01-30s).

0035 Pista .H
~— Chassi

— Assento
0.03H =

0025 b

(gl)
.
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0015 q

=
I

=
8
L

Deslocamento

-
2?
=
=

-0.005~ q

0085 | | | | | 3

Tempo (s)
Fonte: Elaboragao do préprio autor

Figura 8 - Sinal de controle para «(t) com frequéncia de 0,01H z.

.
I

Sinal de controle (N)

1=
T
L

Tempo (s)

Fonte: Elaboragao do préprio autor

Na Figura 7 nota-se que o sistema atuando em malha fechada garante um bom desem-
penho ao sistema. O sistema em malha aberta é estavel, mas apresenta muitas oscilagoes.
Usando a restricio de D-estabilidade foi possivel melhorar o desempenho dindmico do

sistema.
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Segundo caso:

Aplicando a mesma metodologia com restri¢gao de D-estabilidade proposta no primeiro
caso, as Figuras de 10 a 14 mostram como o controlador garante um bom desempenho ao
sistema para os casos nos quais o parametro «(t) varia com frequéncia de 0,1Hz e 1Hz

respectivamente.

A variagao do parametro «(t) para uma frequéncia de 0,1H z é ilustrada na Figura 9.

Figura 9 - Funcao senoidal «(t).

Sistema em Malha Aberta
Sistema em Malha Fechada
L L L L .
5 10 15

20 25 30

Tempo (s)

Fonte: Elaboragao do préprio autor

Figura 10 - Resposta transitéria pratica de malha aberta (0-12s) e de malha fechada (12,01-
30s) para «(t) com frequéncia de 0,1Hz.

0.035 Pista .
— Chassi
— Assento

-0.0151~ | | | | | |
0 5 10

Temgo (s)

Fonte: Elaboracao do préprio autor
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Figura 11 - Sinal de controle para «(t) com frequéncia de 0,1H z.

Sinal de controle

1 1
20 25 30

12 L 1
0 5 10

Tempo (s)

Fonte: Elaboracao do préprio autor

A variacao do pardmetro «(t) para uma frequéncia de 1Hz é ilustrada na Figura 12.

Figura 12 - Fungéao senoidal a(t).

Sistema em Malha Aberta
Sistema em Malha Fechada

0.9
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Tempo (s)

Fonte: Elaboragao do préprio autor

Figura 13 - Resposta transitéria pratica de malha aberta (0-12s) e de malha fechada (12,1-30s)
para «(t) com frequéncia de 1H z.
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Fonte: Elaboragao do préprio autor
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Figura 14 - Sinal de controle para «(t) com frequéncia de 1H z.
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Fonte: Elaboragao do préprio autor

Nas Figuras 11 e 14 mostram-se as respostas do sinal de controle para as diferentes
frequéncias, pode-se notar como a magnitude do valor nunca chega a saturar a saida do

amplificador de sinal do sistema de suspensao ativa.

No Teorema 1 (MONTAGNER; PERES, 2004) o projeto gain scheduling leva em
consideracao o limite maximo de ¢&(t), que ndo é considerado nos teoremas propostos
nessa tese. Porém as vérias frequéncias de «(t) implementadas nas Figuras 6, 9 e 12,
mostram que as propostas desse trabalho sem considerar limitantes para ¢(t) sdo vidveis

em aplicagoes praticas.

A seguir sao apresentados os resultados obtidos usando realimentacao derivativa com

restricao de D-estabilidade.

Terceiro caso:
Nesta proposta os dois vértices que impoe a variacdo paramétrica «(t), um representa o
ganho do amplificador com 100% e o outro com 60%. Foram considerados os seguintes

vértices do politopo:

0 1 0 1] o ] 0
—367.347 —3,061 0 3,061 0,408 0,244
Alz 7A2:A17Blz 7B2:
0 0 0 1 0 0
900 7.5 —2500 —12,5 1 0,6

Usando as LMIs dos Teoremas 8, 9 e 10 com y=1,11 , k=0,9 , r =70 e § = 45°, os
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ganhos calculados foram:

Kaqy = 21Q7"=0,0004 0,0411 —0,0001 —0,1071]

~0,4103 —0,0728 2,3156 0,0043 |
—0,0011 —0,0014 0,0948 0,0008
x : (132)

—0,4626 —0,0756 1,8288 —0,0077

—0,0045 —0,0010 0,0492 0,0003

logo,
Kq, = [202,7180 24,5552 —466,9545 1,5677).
Ainda,
Kay = 2,Q™" ={0,0008 0,0683 —0,0002 —0,1787|
(0,4103 —0,0728 2,3156 0,0043 |
~0,0011 —0,0014 0,0948 0,0008
x , (133)
—0,4626 —0,0756 1,8288 —0,0077
~0,0045 —0,0010 0,0492 0,0003
logo,

Kq, = |486,0575 40,8744 —787,9186 2,4722|.
Figura 15 - Elementos de K(«a(t)) em funcao do tempo.
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Fonte: Elaboragao do préprio autor
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A nuvem dos autovalores do sistema esta ilustrada na Figura 16.

Figura 16 - Localiza¢ao dos autovalores do sistema.

40t

30r

Eixo Imaginario(\)
PR RN =N
o o o o o o
T T T T T T
]

|
S
o
T

1
al
o

T

Eixo Real(\)

Fonte: Elaboragao do préprio autor

Figura 17 - Resposta transitéria pratica de malha aberta (0-12s) e de malha fechada (12,01-
30s).
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Fonte: Elaboragao do préprio autor
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Figura 18 - Sinal de controle para «(t) com frequéncia de 0,01H z.
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Fonte: Elaboragao do préprio autor

Na Figura 17 nota-se que o sistema atuando em malha fechada garante um bom de-
sempenho ao sistema. Como aconteceu no caso do emprego da realimentacao do estados,
fazendo uso da restricao de D-estabilidade foi possivel melhorar o desempenho dinadmico

do sistema e mostrou a validade de nossa proposta.

Quarto caso:

Aplicando a mesma metodologia e restricio de D-estabilidade proposta no Terceiro
caso, as Figuras 19 e 21 mostram o bom desempenho do sistema para os casos nos quais
o pardmetro a(t) varia com frequéncia de 0,1Hz e 1H z respectivamente.

Figura 19 - Resposta transitéria pratica de malha aberta (0-12s) e de malha fechada (12,01-
30s) para «(t) com frequéncia de 0,1H z.
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Figura 20 - Sinal de controle para «(t) com frequéncia de 0,1H z.
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Fonte: Elaboragao do préprio autor

Figura 21 - Resposta transitéria pratica de malha aberta (0-12s) e de malha fechada (12,01-
30s) para «(t) com frequéncia de 1H z.
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Figura 22 - Sinal de controle para a(t) com frequéncia de 1H z.
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Nas Figuras 20 e 22 mostram-se as respostas do sinal de controle para as diferentes
frequéncias testadas, pode-se notar como a magnitude do valor chega a saturar a saida do
amplificador de sinal do sistema de suspensao ativa. Porém, é possivel satisfazer requisitos

de desempenho para a resposta transitoria do sistema.

Projeto do controlador com condigao de estabilidade e incertezas politopi-

cas multiplicativas e aditivas:

O objetivo é obter uma implementacao pratica do problema onde os parametros incer-
tos, sao modelados como (135), metodologia proposta em (LACERDA et al., 20., 2014).
Em (HARDY, 2015), apresenta-se uma teoria onde acrescenta-se uma incerteza aditiva

ao parametro variante no tempo.

Considere um sistema continuo, controlavel, linear e com incertezas descrito da seguinte

forma:
©(t) = A(a(t), B,¢)x(t) + Blal(t), B, ) u(t), (134)

sendo A(a(t),,¢) € R™™ uma matriz que contém «/(t), pardmetro dependente do tempo
e (,¢ as incertezas politépicas. A matriz B(«a(t),5,¢) € R™ ™ contém os mesmos para-
metros, u(t) € R™ é a entrada de controle do sistema e x(t) € R™ é o vetor de estados.
O pardmetro «(t) é conhecido, enquanto § e ¢ sdo desconhecidos (modelo de incertezas
politépicas, com ou sem falhas estruturais). Uma forma genérica para descrever um

pardmetro I' que contém incertezas multiplicativas e aditivas é dada em (135).
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['=(1+¢)(alt)+p). (135)

No modelo fisico do sistema de suspensao ativa existe uma massa de carga til re-
movivel, constituida por duas unidades de peso idénticas, compondo a massa M. Cada
unidade pesa 0,4975kg, de tal forma que a massa total corresponde aos 2,45kg informado
na Tabela 1. Logo, a massa My pode assumir valores entre 1,455kg (sem as duas unidades
de peso) e 2,45kg (com as duas unidades de peso). Sendo assim, a massa M; pode ser

incerta e pertencer ao intervalo 1,455 < Mg < 2 45(kg).

A proposta estd baseada em obter o valor minimo e o maximo das combinagoes dos
pardmetros «(t),5,¢ e empregar as mesmas LMIs propostas no Capitulo 2. Nestas im-
plementagoes foi usada para o pardmetro a(t), uma frequéncia de f =0,1Hz. Para os

parametros (3, ¢ foi considerada uma faixa de variacao de 0,7 a 1.

Para realizar o projeto de controle foram considerados os seguintes vértices do poli-
topo, associados ao minimo e o méximo da faixa de variacao dos parametros «(t), 3, ¢,

que simulan incertezas na massa Mj:

0 1 0 1 0
756,302 —6,3025 0 63025 0,8403
Alz 7B1
0 0 0 1 0
900 7.5 —2500 —12,5 1
) 1 0 1] 0
—926,1307 —1,8%44 01,8844 0,2513
AQZ 7B2
0 0 0 1 0
900 7.5 —2500 —12,5 1

Usando as LMI dos Teoremas 3, 4 e 5 com v=7,7, r =100 e # = 60°, os ganhos

calculados foram:

K1=ZlQ‘1=[—1,8870 18,2838 0,1756 —5,1898}
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0,0021 20,0181 —1,2638 x 10~* —8,8374x 1077
—0,0181 0,2202 —0,003 —0,0416
% (136)
—1,2638 x 10™*  —0,003  7,2268 x 107° —0,0016
—8,8374x 107° —0,0416 —0,0016 0,1387
logo,
K= [—589,7471 45,8380 —1363,0563 —39,2848].
Ko=2,Q 1 = [—2,0794 24,0394 0,3046 —11,3809}
0,0021 —0,0181 —1,2638 x 10~4 —8,8374x 1077
—0,0181 0,2202 —0,003 —0,0416
% (137)
—1,2638 x107*  —0,003  7,2268 x 107° —0,0016
—8,8374x 107° —0,0416 —0,0016 0,1387
logo,

Ky =[229,4082 171,2047 —4216,1571 —77,6983].

A nuvem dos autovalores do sistema estd ilustrada na Figura 23, para diversos valores
de a(t),[ e ¢.

Figura 23 - Localizacdo da nuvem dos autovalores do sistema.
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Figura 24 - Elementos de K(a(t)) em fun¢do do tempo.
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Figura 25 - Resposta transitéria pratica de malha aberta (0-12s) e de malha fechada (12,01-
30s).
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Figura 26 - Sinal de controle para a(t) com frequéncia de 0,1H z.
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Nas Figuras 27 e 28, mostra-se os resultados da implementacao pratica tirando a
massa removivel.

Figura 27 - Resposta transitéria pratica de malha aberta (0-12s) e de malha fechada (12,01-
30s).
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Figura 28 - Sinal de controle para a(t) com frequéncia de 0,1Hz.
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Comparacdo com outra metodologia de gain scheduling empregando rea-

limentacdo de estados:

A principal contribucao de nossa proposta é obter resultados mediante a inversao de
uma matriz numérica e nao literal como em outros trabalhos. Para poder avaliar o alcance
da mesma foi implementado a teoria proposta no artigo (MONTAGNER; PERES, 2004)
e feito uma comparacao com os resultados obtidos fazendo uso dos teoremas propostos

no Capitulo 2.
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Para realizar o projeto de controle foram considerados os seguintes vértices do politopo

dados em (MONTAGNER; PERES, 2004):

04886 01740 | . [0,7794 08577
0,8502 —0,0006 | 0,5147 —0,0392 |’

0,2725
By — .
0,7584
Empregando as LMIs de (MONTAGNER; PERES, 2004) e o parametro p =1, os

ganhos calculados foram:

0,5841
0,0812

;) -[10,6737 —9,3709
Ky =21Q " =[26,4457 1,5173] x 10 :

—9,3709 24,2802

logo,
Ky =[-656,7971 40,2045).
i 5[ 9,6964 —9,5912
Ky =25Q " = (21,3740 9,0744] x 10 :
~9,5012 24,4204
logo,

Ky = [4,2058 2,0234].

A nuvem dos autovalores do sistema estd ilustrada na Figura 29, para diversos valores

de 0<a(t) <1.
Figura 29 - Localizacdo da nuvem dos autovalores do sistema.
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A resposta transitoria esta mostrada na Figura 30. As condigbes iniciais testadas sao

zr1(t) =2 e xo(t) = 1.

Figura 30 - Resposta transitéria dos estados do sistema.
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Usando as LMIs dos Teoremas 3, 4 e 5 com v=0,3, r =20 e § = 35°, os ganhos

calculados foram:

Ky =2Q 7' =[17,3171 8,3782]

5[ 59500  —7,9409
x10 , (138)
~7,9409 16,2535
logo,
Ky = (10,3413 5,5679].
Ky =7,Q " = 16,8556 15,5273]
<[ 5,9500  —7,9409
x10 , (139)
—7,9409 16,2535
logo,
Ky =[11,8055 6,7231].
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A nuvem dos autovalores do sistema estd ilustrada na Figura 31, para diversos valores

de 0<a(t) <1.

Figura 31 - Localizacdo da nuvem dos autovalores do sistema.
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A resposta transitoria com esse controlador estd mostrada na Figura 32.

Figura 32 - Resposta transitéria dos estados do sistema.
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Enquanto que o transitério mostrado na Figura 30 (MONTAGNER; PERES, 2004)
termina em 23s, na Figura 32 tem-se 18s com o uso da D-estabilidade. Essa é uma

vantagem da metodologia proposta nessa trabalho.
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4.1.1 Conclusdes parciais

Nesse capitulo testou-se a teoria proposta em capitulos anteriores aplicada em um
exemplo pratico, demostrando que as condi¢oes obtidas sao suficientes para projetar o
controlador gain scheduling com restricao de D-estabilidade usando realimentagao de es-
tado ou derivativa. O emprego do Lema de Finsler foi de grande utilidade para garantir
a estabilidade do sistema no caso da implementacao com realimentacao derivativa. A
metodologia proposta mostrou bom desempenho ao considerar a frequéncia de oscilagao

do pardmetro «(t) entre 0,01Hz e 1H z.

A comparagao entre as metodologias de gain scheduling mostrou que nossa proposta
melhorou a resposta transitoria dos estados do sistema com respeito aos resultados obti-

dos empregando (MONTAGNER; PERES, 2004). No mesmo artigo apresenta-se outros

exemplos numéricos para os quais nao deram factivel nossa proposta.

Os resultados obtidos com o novo método pratico proposto considerando incertezas
aditivas e multiplicativas, prové resultados menos conservadores para o projeto. Foi pos-
sivel reduzir a dimensao do problema e empregar as mesmas LMIs propostas no Capitulo
2.
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5 CONCLUSOES

Neste trabalho se demostrou que as condi¢ées propostas sao suficientes para projetar
o controlador gain scheduling usando realimentacao de estado e derivativa via LMIs com
restricao de D-estabilidade. Projetou-se o controlador gain scheduling aplicando o Lema
de Finsler, tornando possivel obter o valor do controlador sem inverter uma matriz literal
(MONTAGNER; PERES, 2004). Com o emprego da restrigao de D-estabilidade é pos-
sivel satisfazer requisitos de desempenho para a resposta transitoria do sistema, além de
obter ganhos implementéaveis na pratica. Visando avaliar a técnica proposta,variou-se a
frequéncia do parametro a(t), obtendo, desta forma, resultados satisfatérios em todos os
casos. Porém, em alguns casos, o sinal de controle atingiu a saturagdo do amplificador
do sistema de suspensao ativa. A comparacao entre as metodologias de gain scheduling

mostrou que nossa proposta é factivel.

Foi proposto uma metodologia para tratar incertezas aditivas e multiplicativas pre-
sentes na medi¢ao dos parametros do sistema. Modelando de forma conveniente os pa-
rametros medidos e as incertezas (LACERDA et al., 20., 2014), foi possivel empregar
as LMIs propostas no Capitulo 2, simplificando o abordagem de sistemas LPV com in-
certezas ou falhas. Os resultados numéricos mostram que as metodologias propostas tem

validade e sao viaveis na pratica, abrindo portas para futuras pesquisas.

5.1 SUGESTOES PARA PESQUISAS FUTURAS

e Projetar o controlador considerando a derivada do parametro em fun¢ao do tempo.

e Sistematizar a proposta considerando incertezas aditivas e multiplicativas.
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5.2 TRABALHOS ACEITOS

e Projeto de controladores gain scheduling usando realimentagao derivativa com res-

tricao de D-estabilidade.

e Controle gain scheduling de um helicoptero 3-DOF usando realimentacao de estados.
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