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Resumo

Usando a técnica conhecida como método de integracao em dimensao negativa
(NDIM), calculamos as fung¢des de 2 e 3-pontos em 1-loop e analisamos seus ca-
sos particulares de maior interesse fisico. Generalizamos esta aplicacdo do método
para o caso de n-pontos em 1-loop, obtendo uma férmula geral dada em termos
de uma funcao hipergeométrica generalizada. Mostramos também que esta férmula
geral pode ser obtida pela parametrizacao de Feynman o que aponta para uma
equivaléncia entre estas duas abordagens bem como com o analogo via representagao
de Mellin-Barnes. A integral escalar associada ao diagrama “2-loop master” foi cal-
culada usando a decomposicao de integracao por partes seguida do NDIM. A Integral

escalar nao massiva em 2-loop com n-insercoes de auto-energia também foi calculada.

Palavras Chaves: Teoria Quantica de Campos; Integrais de Feynman; Métodos

de Integragao.

Areas do conhecimento: 1.05.03.01-3: Teoria Geral de Particulas e Campos.
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Abstract

Employing the technique known as Negative Dimensional Integration Method
(NDIM), we calculate the two- and three-point functions at one loop level and
analyse their particular cases of greatest physical interest. We generalize this to the
case of n-point functions at one loop, obtaining a general formula given in terms
of a generalized hypergeometric function. We also show that this general formula
can be obtained via Feynman parametrization showing that there is an equivalence
between the two approaches as well as with the analogous method via Mellin-Barnes
representation. The scalar integral associated with the two-loop master diagram is
calculated using partial integration followed by NDIM, and massless scalar integral

at two loops with n self-energy insertions is also calculated using NDIM.
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Capitulo 1

Introducao

Muitos fenomenos em fisica de altas energias, estado sélido e estatistica podem
ser descritos pelos modelos tedricos em teoria quantica de campos, considerados
nao somente no espaco-tempo quadri-dimensional como também em trés, duas e
outras dimensoes do espaco-tempo. Em muitos casos, a ferramenta basica usada
para os calculos das quantidades fisicas tem sido a teoria de perturbacao. O uso
deste tipo de ferramenta é justificivel quando o termo de interagao do Hamiltoniano
do sistema é suficientemente fraco, o que ocorre por exemplo na eletrodinamica
quantica onde o acoplamento entre o elétron e o féton é medido pela constante de
estrutura fina @ = 1/137. Neste cendrio é proposta a solugdo para a equagdo de
movimento para os campos interagentes pela expansao da matriz-S, estabelecidas as
regras de Feynman para os processos e escrita a amplitude Feynman em termos de
integrais dos propagadores no espaco dos momenta. Tais integrais, a depender das
caracteristicas do campo em estudo, podem ser escalares ou tensoriais (aquelas que
possuem estrutura tensorial nos numeradores). Utilizando-se os diversos métodos de
reducao tensorial existentes na literatura [1, 2, 3|, tém-se mostrado que as integrais
tensoriais podem sempre ser escritas em termos das escalares. Neste contexto a

avaliagao das integrais escalares de Feynman adquire énfase natural.

As integrais escalares, cada vez mais complexas, estao presentes nos calculos de
amplitudes de espalhamento na eletrodinamica e cromodinamica quanticas, modelo
padrao para interacoes eletro-fracas, em correcoes radiativas, estudo do comporta-
mento da funcdo de Green, grupos de renormalizacdo e outros problemas em teoria
quantica de campos. A busca pela avaliacdo destas integrais seja para casos gerais ou
particulares tem despertado o interesse pelo desenvolvimento das refinadas técnicas
matematicas presentes na literatura. Umas das primeiras técnicas utilizadas neste
sentido foi a parametrizacdo de Feynman [4]. O seu uso transforma as integrais nos
propagadores dos campos em integrais paramétricas que poderao ser avaliadas por
algum outro procedimento a exemplo da regularizacdo dimensional [5]. Todavia,

vii
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a natureza intrincada de certos diagramas de Feynman desencadeou métodos que
visam nao sé a avaliacao explicita de suas integrais associadas, mas a sua reducao
em termos de outras mais simples, isto ocorre com a interessante idéia do método
de integracdo por partes (IPP) proposta em [6] bem como com as identidades de
invariancia de Lorentz [7], recentemente aplicados nos cédlculos em nivel de 2-loops
[8]. Neste sentido outras metodologias tém sido formuladas fazendo o uso inicial
da integracao por partes seguida por outra ferramenta que proponha a avaliacao
das integrais remanescentes. Uma destas técnicas, proposta em [9], é o método
das equagoes diferenciais, utilizado em especial para solucionar integrais complexas
do tipo “2-loop master”. Apds o uso da IPP este método transforma o resultado
numa equacao diferencial para parametros associados as massas das particulas vir-
tuais e esta equagao é solucionada analiticamente via programa computacional (ver
aplicagoes em [10]). Outros métodos também fazem uso da decomposi¢do de in-
tegrais complicadas, como por exemplo o pentdgono em 1-loop [11, 12]|. Integrais
nao massivas tém sido avaliadas com sucesso através da técnica dos polindémios de
Gegenbauer proposta por Chetyrkin et al [13, 14]. Nesta abordagem as integrais
escalares de Feynman dos propagadores dos campos sao escritas em termos de in-
tegrais no espaco das coordenadas de produtos de polinémios de Gegenbauer (ver
aplicacoes em [15]). Expandindo os propagadores escalares dos campos em termos da
representacao de Mellin-Barnes para integrais de contorno, Davydychev propos em
[16, 17] a avaliacdo de tais integrais massivas com expoentes arbitrarios nos propa-
gadores. Suas solugoes gerais sao dadas em termos de fungoes hipergeométricas cujas
regioes de convergéncia definem as regioes cinematicas de validade dos resultados.
Esta abordagem foi aplicada com sucesso em cdlculos de 1-loop [18, 19, 20] bem
como em nivel de 2 e 3-loops em [21, 22]. Outras abordagens podem ser encon-
tradas na literatura [23, 24, 25]. Uma revisdo dos recentes progressos em calculos
de loops pode ser encontrada em [26].

Uma técnica que também tem apresentado bons resultados em calculos de in-
tegrais de Feynman é o método de integragdo em dimensdo negativa (NDIM) [27].
Como discutiremos no Capitulo 1, a idéia inicial deste método propoe a avaliagao
das integrais de Feynman a partir de uma integral padrao que obedece uma condigao
do tipo n+ D/2 = 0, que para n inteiro positivo implica D < 0. Seguindo esta abor-
dagem, alguns resultados foram obtidos a exemplo do calculo da funcao de Green
para o oscilador harmoénico [28]. Aqui seguiremos outra abordagem [29]. Neste
contexto o NDIM apresenta-se como uma técnica onde nao é necessario o uso de
integrais paramétricas, e as integrais de Feynman sdo o resultado da comparagao
entre dois cdlculos: um obtido por uma integral gaussiana nos momenta, onde o

funcional gerador é dado pela exponencial da combinacao linear dos propagadores
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dos campos e o outro cédlculo é obtido pela integral da expansao em série de Taylor
do funcional gerador. Por exemplo, consideremos uma integral escalar associada a
um diagrama de Feynman de n-pontos em 1-loop. Neste caso a comparacao sera
dada pela identidade

el =
- /deexp{—i:ilai [(k—li)Q—m?]}. (1.1)

Apés a avaliacao da integral gaussiana do lado direito da identidade acima, seu re-
sultado é expandido também em séries de Taylor nos parametros «; e seus expoentes
comparados com os a; obtendo assim um sistema de equacoes de vinculo nos indices
das séries, com o niimero de variaveis maior ou igual ao nimero de equagoes. Isto im-
plicard em varias possibilidades de solucao deste sistema. Cada uma destas solucoes
deve ser substituida em (1.1) e a solugdo final para a integral em k do lado esquerdo
de (1.1) serd dada pela soma das séries com mesma dependéncia nos momenta ;. As
outras possibilidades de solucoes representam possiveis continuacoes analiticas para
outras regioes cinemdticas. Todavia, ao final, estes resultados deverao ser continu-
ados analiticamente para valores negativos dos expoentes dos propagadores, a;. Os
resultados sao dados em termos de séries hipergeométricas nos indices remanescentes
na solugao do sistema. Desta forma o NDIM avalia as integrais escalares de Feynman
com massas e expoentes arbitrarios para os propagadores e transfere as dificuldades
na avaliacdo destas integrais para a solucdo de um sistema linear de equagoes de
vinculo. A arbitrariedade dos expoentes dos propagadores e da dimensao D do
espaco-tempo possibilita o uso de conhecidos esquemas de regularizagao: dimen-
sional ou analitica [30].

O NDIM tem-se mostrado uma potente ferramenta matematica quando aplicado
por Suzuki e Schmidt [31]-[34] e também por Bentin [35] na avaliacdo de integrais as-
sociadas a diversos diagramas de Feynman em calibres covariantes e nao-covariantes.
Através do NDIM calculamos também o espectro de solucées possiveis para fungao
de 2 e 3-pontos massiva (massas internas nulas, iguais e genéricas [36, 37, 38|.

As paginas deste trabalho se organizam da forma a seguir. No primeiro Capitulo
apresentamos um resumo de alguns dos métodos usados na avaliagdo de integrais
de Feynman. A funcao de 2 e 3-pontos em 1-loop sao analisadas, via NDIM, no
Capitulo 2 mostrando seus casos particulares de maior importancia fisica bem como
a generalizagdo para o caso de n-pontos e seus casos particulares imediatos. Também
neste Capitulo mostramos que o resultado obtido para o caso de n-pontos em 1-loop
via parametrizagao de Feynman coincide com o obtido via NDIM e por sua vez com
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o andlogo via representagao de Mellin-Barnes. O “2-loop master” é decomposto via
integracdo por parte e suas integrais avaliadas via o NDIM no Capitulo 3. Aqui
também avaliamos a integral nao massiva com n insercoes de auto-energia bem
como a fun¢do de 3-pontos com uma insercdo de auto-energia. Ao final conclusoes

e perspectivas sao apresentadas.



Capitulo 2

Alguns Métodos Usados em Calculos

Perturbativos

As integrais de Feynman estao presentes nos calculos realisticos de amplitudes
de espalhamento e correcoes radiativas na eletrodindmica quéantica (EDQ), cro-
modinamica quantica (CDQ), teorias escalares, no modelo padrao para interagoes
eletro-fracas, como por exemplo no decaimento Z — bb [39], bem como no estudo
de grupos de renormalizacao, e outras propriedades da teoria de campos perturba-
tiva. Tais integrais podem ser escalares ou tensoriais a depender das caracteristicas
do campo ou propagadores envolvidos: escalar, vetorial ou espinorial. Buscando
simplificar a complexidade das integrais com estruturas tensoriais nos numeradores,
algoritimos tém sido desenvolvidos de forma a permitir a reducao destas as escalares,
apenas com os denominadores dos propagadores [1]. Uma férmula geral explicita que
reduz integrais tensoriais de Feynman em 1-loop para integrais escalares foi obtida
por Davydychev em [2] enquanto a redugdo de integrais tensoriais multi-loop foi
desenvolvida por Tarasov [3]. Na construgdo de Davydychev, uma integral tensorial
(D-dimensional) de ordem r a 1-loop e com n denominadores massivos, representada

por

.
I (D {a}) = [ d°k S 2.1
e L "

pode ser obtida a partir da integral escalar
dPk
J(n) Da a; = / a; )
(- oy (k= 1) = md]

(2.2)

utilizando-se para isto a derivacao em relagao aos momenta externos /;. Para melhor
exemplificar este procedimento, consideremos o caso r = 1. Neste caso, derivando a
integral escalar (2.2) em relacéo a l;, tem-se,

IO Aa)) = 4, JOD, fa)) — 5t

m%J(n)(D, {ai — 0;5}). (2.3)
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Como pode ser visto, a estrutura tensorial fica representada pela combinacao lin-
ear dos momenta externos e em casos para r > 1 também em termos da métrica
do espaco-tempo, g,,. Com esta abordagem, a avaliacao das integrais tensoriais
passa a ser feita por meio de integrais escalares. Neste contexto, as integrais es-
calares tém despertado o interesse de pesquisadores no sentido de proposi¢ao de
ferramentas matematicas que possibilitem sua avaliacao com o maior grau de gen-
eralidade possivel. Os propagadores escalares, associados aos denominadores, sao
portanto tomados com massas, expoentes e dimensao arbitrarios. A arbitrariedade
destes parametros permitird alargar a aplicacao do resultado das integrais para casos
de processos onde as particulas internas sejam massivas, nao massivas ou possuam
iguais massas bem como possibilitara também o uso dos métodos de regularizacao
das divergéncias: (regularizagao analitica ou dimensional [30]), tendo em vista a
sua facil implementacao para os resultados expressos em termos de séries hiper-
geométricas.

A complexidade crescente das referidas integrais escalares tem promovido o refi-
namento e a diversificagao das técnicas matematicas usadas para a sua avaliacao. A
parametriza¢do de Feynman [4], muitas vezes conjugadas a outras técnicas como a
regularizagdo dimensional [5], a-representacdo, integracao por partes [6], polinémio s
de Gegenbauer no X-espago [13, 14], calculo de integrais massivas via representacao
de Mellin-Barnes [16, 17] e a integragdo em dimensdo negativa (NDIM) [31], sdo
algumas das técnicas utilizadas correntemente. Neste Capitulo iremos fazer uma

breve exposicao destes métodos.

2.1 A Parametrizacao de Feynman

O método de avaliagdo de integrais chamado parametrizagdo de Feynman [4],
foi um dos primeiros a ser usados nos calculos em teoria perturbativa. Esta técnica
consiste em reescrever os denominadores dos propagadores dos campos em termos
de outras integrais cujas variaveis de integracao sao os chamadas parametros de

Feynman. Inicialmente, usa-se a identidade

1 P,
Lot / du. (2.4)
PP, P,— P Jp 2?

Definimos o pardmetro x = P; (29 — z1) + P2 (21 — 22) e a funcdo F (Py, Py; 29, 22) da

forma

/20 le
0 [Pi(z0—21)+ Po(z — 22)]2,

F(Pl,PQ;Zo,ZQ) (25)
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e por meio de algumas manipulacoes algébricas, podemos mostrar que
1

PP,

A extensao desta identidade para o caso de n denominadores pode ser obtida de

F (P, ... P 20, 20) = r(n+1)/ Odzl/ ldzg.../n_2 dzy 1
0 0 0

F(PlaPQ;laO)

(2.6)

X —.
(X1 P (zi1 — )]
(2.7)
A extensdo de F' (Py, Py;1,0) para F (P, ..., P,; 1,0) pode ser feita por indugao (por
ser bastante simples, ndo serd exposta aqui). Se agora derivarmos a igualdade acima
a; vezes em relacao a P;, 1 = 1,2, ..., n, obtemos
r (0,1 + ...+ an) n-l1 [ Zi—-1 ai—1 an—1
d . = ) ) - n
T (ar)---T (ay) Z:H1 /0 zi (2i-1 = z) (2n-1— 2n)
" 1
(S0 P (2ing — 2)]2m®

Esta expressdo, quando zp = 1 e 2, = 0, e os P; iguais aos denominadores dos

F™ (P ai; 20, 22) =

(2.8)

propagadores em teoria quantica de campos, representa a parametrizacao de Feyn-

man para n denominadores com expoentes e massas arbitrarios, ou seja
1

F™ (P;a;;1,0) = —— 0.
z:lPil

(2.9)

Definamos na equagao anterior, P; = (k — li)2 — m?, ou seja, passemos a aplicar a
parametrizacao de Feynman para um diagrama de n pontos em nivel de 1-loop com
os momenta externos dados em termos dos /;. Usando tal defini¢do, o denominador
da funcao F em (2.7) pode ser reescrito da forma [k? + A]Z?=1 “_ onde A é obtido

pela combinacao dos monomios em z; | — 2;. Neste sentido, a integral

/de FO ((k— L)? = m?; 03520, 20) (2.10)
pode ser solucionada através da integral D-dimensional (ver Apéndice A)
2a I'B—a—-D/2)T D/2
/de, k 5 = 7D/2 (A)a*ﬂ-FD/Q (ﬁ o / ) (a + / ), (2.11)
(k2 + A] L(B)r(D/2)
obtendo-se

/de s _ ppllat .+ an—D/2) (20— 2) """
[(a)---T'(an)

1:[ [/ dzi (zi-1 — 2) 11] (zn—1 — zn)“"*1
: 3 2y D/2=3" as
X {Z (12 —m? ) (%io1 — %) [Z li(zi1 — ] } (2.12)

i=1 ZO_Zn =1
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Neste contexto a funcio de n-pontos em 1-loop, J™ = J™ (I;; my; a;), serd expressa

por

i dPk
T (U mis a;) = / . R L
i=1 [(lf =) = mi]

= /de F ((k: — )% - m?; ag; 2o, zn) (2.13)

|z0=1,2n,=0 ’

isto é, representada através da expressao (2.10) em termos das integrais nos parame-
tros z;. Estas integrais paramétricas podem ser resolvidas mais facilmente se o in-
tegrando puder ser expandido em séries. Estas expansoes serao baseadas nos inter-
valos numéricos aos quais pertencem os parametros z; ou nos valores dos expoentes
a; dos propagadores e da dimensao D do espago. Como um exemplo, considere-
mos o calculo realistico da fungao de 2-pontos em 1-loop, aplicavel a diagramas do
tipo auto-energia do elétron ou polarizagao do vicuo (Fig.-1.1) na eletrodindmica

quantica. Reescrevendo-se o denominador da equagio (2.12) da forma

k—1

Fig.-1.1: Diagrama do tipo auto-energia

> (B -mi) (s —2) - LZ; liziy = Zz')] 2

i=1
= —I*(1—-2)*+ (l2 +m5 — mf) (1—2) —m3,

(2.14)
onde z=1—z,l=l1—lben=2, a1 =ay=1¢€ zg =1, 29 =0, pode-se calcular
agora a integral escalar associada a este diagrama usando (2.13), resultando em

J® (I;my,my;1,1) = «P2T(©2 - D/2)

8 /o1 dz{(z = 2-) (2 — 2} 2,
(2.15)

onde z_ e z, sdo as raizes da funcio quadrética em z;, mostrada em (2.14), e sdo

expressos por

AT A2~ amie
n = 28 e (2.16)

202
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onde
A = P+mi—m;. (2.17)

Considerando os pélos para D — 4 em (2.15), podemos efetuar a expansdo nesta

vizinhanca usando as expansoes classicas

Lle) = L ve + O(€), € —0, (2.18)
€
AT = 1—€elnA+0(e), e—0, (2.19)

onde v é a constante de Euler. Portanto, usando a expansao acima e integrando
em k, a funcao de 2-pontos sera dada por

2
J® (lmy,my;1,1) = oP/2 {E +2—yp—Inm—In[(1—2-)(1—24)]

1 1
+z_In (1 — —) +2zyln (1 — —>
Z_ 2+

+O(2-D/2)}. (2.20)

Este resultado foi obtido primeiramente por 't Hooft e Veltman em [5]. Nesta forma
de calcular a fungao de 2-pontos empregou-se, para efetuar a expansao do argumento
da integral nos parametros de Feynman, a conhecida técnica de regularizacao dimen-
sional. Tal procedimento mostrou-se bastante facilitador para a avaliacao da integral
acima pois a mesma apresenta um polo simples para D = 4. Entretanto, no caso
de integrais nao divergentes, este tipo de expansao nao podera ser utilizado. Neste
contexto as dificuldades de calculo permanecem, tornando necessario o uso de outras
formas de expansao ou outros métodos de integragao dos quais alguns serao expostos
nas secoes seguintes. No Capitulo seguinte mostraremos que a parametrizagao de
Feynman pode ser implementada de tal forma que a regularizacao das integrais seja

efetuada somente no final dos célculos e independente da integracao.

2.1.1 A o-Representacao

Nesta se¢ao nos limitaremos a mostrar a idéia bésica da técnica de avaliagao de
integrais de Feynman conhecida como a-Representacao e a apresentar um exemplo
para ser comparado com o obtido via parametrizacao de Feynman. A idéia basica
da a-Representacao tem origem na conhecida integral

00 1
/ doe o =~ (2.21)
0 x
Neste contexto, a conhecida fun¢do de 1-ponto em 1-loop [5], pode ser representada
por (utilizando a integral gaussiana (A.1))

"k o da
JW(m; D) :/kz 2 :WD/Q/O ob2 ¢ -
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Entretanto, empregando a defini¢do da fun¢ao gamma dada em (ver (A.2)), resulta
JV(m; D) = 7P2(—m?)P2Ir(1 - D/2). (2.22)

Agora consideremos novamente a funcao de 2-pontos em 1-loop associada ao
diagrama da Fig.-1.1. Sua integral escalar correspondente é dada por

dPk
) (7. D) =
J¥ (l;my, mg; D) / [k2 — m2][(k — 1)2 — m3]

©  dayd
= 7rD/2/ —( o a0 exp { 2 ? 4+ am? + Odzm%} )
0

ar +az) " o+ o
(2.23)
que usando a transformacao de variavel
1 —
01 = o (2.24)
x

obtém-se
1 oo _ 1—

J® = 7TD/2/ dz 2”772 / doy cy P exp{—a2 ((1 —z)l* - —xmf — m%)} :
0 0 T

com a defini¢do de I'(z), obtém-se

dx
—— 5 p7at2:25)

J2 = WD/QF(2 - D/Q)/O [z(1 — )2 — (1 —2) (m% - m%) ms]

Esta expressdo é idéntica a (2.15). Entretanto, aqui solucionaremos a integral de
outra forma. Ou seja, considerando que o intervalo de integracao é 0 < z <
1, tem-se que o valor maximo da funcdo quadrética z(1 — x)i*> — x (m3 —m?) é
(12 —m2 + m?) /4. Logo podemos expandir em série de Taylor o denominador da

integral acima, na regido cinematica (1> — m3 + m?) /4m3 < 1, mg # 0, isto §é,

7O = 7 (—m3)"*r@ - D/2)
2\J

00 2 m2i 1—% 1 ) o
<3 (2= DJ2)is, /Z.! 3’ ( 5 ) /Oda::r“(l—x)””, (2.26)

4,j=0

que, usando (A.3), resulta

7O = 722 (—m3)”” T2 - Dy2)

QDD (Ve () ()

. : (2.27)
i,j=0 (2)2i+; ! 7!
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Esta expressao pode ser representada pela func¢ao hipergeométrica (B.12), a saber

JO = 722 (—m2)”" 12 - Dj2)

2—-D/2:1:1):(1:1:1):(1:1)] 12 2
T (2:2:1) my ma

Este resultado pode ser aplicado tanto para o caso m; = mgy, auto-energia do elétron
como para o caso m; = 0 e mgy # 0, polarizagdao do vacuo. Ainda pode ser percebido
no resultado acima a simetria de troca de m; por msy. Do exposto, conclui-se que a
técnica a-representacao, para a funcao de 2-pontos em 1-loop, mostra-se similar a
parametrizacao de Feynman; porém isto é valido somente para as integrais escalares

cujos denominadores possuem expoentes unitarios.

2.2 A Integracao por Partes

O método de Integragao por Partes (IPP), introduzido por Tkachov [6], avalia as
integrais escalares associadas a digramas de Feynman complexos através de integrais
associadas a diagramas mais simples. Neste sentido, o método IPP nao apresenta
a solugao das integrais porém as reescreve em termos de outras integrais mais sim-
ples. Isto se d4 de forma mais clara quando o IPP ¢ aplicado aos casos realisticos,
aplicaveis na EQD ou CDQ), onde os expoentes dos denominadores dos propagadores
sao alterados e a integral procurada pode ser expressa por meio de outras integrais
associadas a diagramas com menor nimero de pernas ou de loops ou ainda man-
tendo o nimero de loops porém com estrutura de mais facil avaliagao. Um exemplo
da implementacao deste método pode ser obtido da avaliacao da integral em 2-loops
associada ao diagrama da Fig.-1.2 (onde a linha pontilhada representa o propagador

de um campo ndo massivo)

p q
Fig.-1.2: o “2-loop master”

Sua correspondente integral escalar é escrita da forma
D, D
I(kam):/Q 2 2 qudI; 2 21 1,2 21"
[p? —=m?][(p — k)> = m?] [(p — ¢)°] [(q — k)> — m*] [¢> — m”]
(2.29)
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Para a implementacao do IPP no cédlculo desta integral, usa-se a identidade

p p 0O (p (])u
[ aaivg, {[p2 ~ [~ R = ] [(p— 0)7][(a — K — ][ —mﬂ}'
(2.30)

Esta identidade é facilmente assimilada pela possibilidade de se anular os termos
de superficie nos casos de integrais regularizadas. Desenvolvendo o integrando da
expressdo acima e usando identidades do tipo 2p - (p — ¢) = p* + (p — ¢)* — &,

obtém-se a relacao

Ihm) = ==t (211 1k m) + 5(1,2,1,1; 4 m)
—I3(2,1,1,1; k;m) — I3(1,2,1, 1; k; m))] (2.31)
onde
dPqdPp
T v - —
1(@1, ag, 43, Q4; k? m) / [p2 ](11 [(p k) ] 2 [(p _ q)Q]aB [(q _ k.)2 _ mQ](M’
(2.32)
dPqdPp
IQ(ala A2, A3, G4, ka m) - / [p2 ](11 [(p k) ] 2 [(p o q)Q]GS [qQ _ m2]a4’
(2.33)
dPqdPp
I3(b1a b2> b37 b4; k; m) = / [p2 _ mQ]bl [(p _ k)2 _ mg]bz [(q _ ]{1)2 _ mg]bs [qg _ m2]b4
(2.34)

Observando-se as simetrias de translacao das integrais acima, pode-se reescrever

a expressao de I(k,m) da forma

2

I(k,m) = D 4

(I(1,2,1,1;k;m) — I3(1,2,1,1; k; m)] , (2.35)

e sua equacao diagramédtica equivalente pode ser escrita da forma abaixo onde o

ponto em negrito representa um denominador com poténcia quadratica. Usando-se
o mesmo procedimento, mostra-se que o primeiro termo do lado direito da equacao

(2.35) pode ser reescrito da forma

1
L(1,2,1,1;k;m) = —7_3[12(0, 2,1,1;k;m) — I5(1,2,0,1; k;m)], (2.37)
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cuja equacao diagramadtica é dada por (2.38).

Substituindo a identidade (2.37) na (2.35), o que é equivalente a substituigao da
equagio diagramética (2.38) na (2.36), obtém-se
1
(D —4)(D - 3)
+(D —3)I3(1,2,1,1; k;m)] .

I(k,m) =

[IZ(O7 27 17 27 k7 m) - 12(17 27 O: 1’ k’ m)

(2.39)

Neste contexto, através da implementagao do IPP, integrais escalares associadas a
diagramas de Feynman complexos podem ser avaliadas por meio de integrais mais
simples cujos resultados sao conhecidos ou podem ser mais facilmente calculados.
Entretanto, apds a simplificagdo das integrais, faz-se necessario o uso de algum outro
método para a avaliacao das integrais remanescentes. Neste sentido, o IPP apresenta
boa utilidade quando conjugado a outros métodos de integracao que permitam o
cdlculo de integrais com expoentes arbitrarios como por exemplo a representacdo de
Mellin-Barnes e a integracao em dimensao negativa, os quais serao discutidos mais
adiante, quando tornar-se-a oportuna a avaliagao das integrais obtidas no resultado

acima.

2.3 Os Polinémios de Gegenbauer no x-Espaco

Os polindémios de Gegenbauer (ver por exemplo [42]) sdo definidos pelos coefi-
cientes C%(z), para valores inteiros de n, da expansio de (1 — 2hz + h?)”" em termos

de poténcias de h (ver Apéndice A):
(1-2nz+1?)" = S Cuz) ™. (2.40)
n=>0

Considerando um espago Euclidiano D-dimensional, onde os vetores sao dados por
x = (z1,...,2p), pode-se também obter os polinémios de Gegenbauer através da

expansao

1 1 & . To\"
= YO0 (&%) (—2) , (2.41)

(x1 — %) S R— 1

onde x1 > xo. Estes polinémios C%(x) obedecem a relacao de ortogonalidade (A.19).
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No espago de coordenadas, sabe-se que o propagador nao massivo de um campo
1

escalar dimensionalmente regularizado é proporcional a o onde a = D/2 —
1. Desta simetria e usando (2.41) e (A.18), Chetyrkin et al [13, 14] propuseram
escrever as integrais escalares de Feynman dos propagadores dos campos em termos
de integrais no x-espago de produtos de polindomios de Gegenbauer. O procedimento
para o uso desta técnica é mostrado pelos passos abaixo:

a) A integral escalar de Feynman nos momenta é escrita no x-espago de coorde-
nadas, D-dimensional, usando-se (A.18).

b) Cada propagador é expandido em termos dos polinémios de Gegenbauer
usando (2.41).

¢) Usa-se entao a expansao

n/2 .

exp(ipz) = ['(a) i(?z)"(n + a)Ci(x) (p2x2) Jarn(P?2?), (2.42)

n=0
onde j,(2) = 27*2J,(2v/%), e J, é a funcdo de Bessel [42].

d) Avalia-se a integral angular remanescente usando (A.19).

e) Considera-se o parametro D complexo e avalia-se a integral radial no seu
dominio de convergéncia.

Consideremos como exemplo o diagrama da Fig-1.2 com m = 0 [13]. Sua integral

escalar correspondente é dada por (2.29), tomando-se m = 0, a saber

I(k;0) 1 / dPqdPp (2.43)
2m)2P (2m)*P ) p(p— k)*(p — 0)*(q — k)’ '
Usando agora (A.17) obtém-se
I(k;0) / dPxdPxydPxs exp(ik - x3) (2.44)
(2m)2P 230230 (%1 — %) (%1 — x3)* (x5 — x3)** .

Expandindo o integrando da expressio anterior através de (2.41) e (2.42) segue entdo

I(k;0)
(27r)2D -

/ di1diyd2sCl (%1 - %a) CF (%o - %3) CF, (R - %3) C8, (%3 - k).
(2.45)

Esta integral pode ser avaliada, pelo uso da equagao (A.16), obtendo-se

I(k;0) 9 9g (190203 21 (a)['(3 — 2a)
arpn = U0 () R aarGa g
2, T'(n+ 2a) 1
Xgn!(nika)? {(n+1)(n+2—a)
1 1

+(n+1)(n+2a—1) + (n+2a—1)(n+3a—2)}’ (2.46)
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onde a = D/2 — 1. Outros casos mais gerais de integrais do tipo acima foram trata-
dos com sucesso pela mesma técnica, a exemplo do caso onde dois denominadores sao
tomados com expoentes arbitrarios [13]. Como pode ser visto, esta técnica mostra-se
com boa utilidade para o célculo de integrais de Feynman nao massivas e dimen-
sionalmente regularizaveis. A sua extensao para calculos de integrais associadas aos

diagramas de Feynman massivos nao parece ser trivial.

2.4 A Representacao de Mellin-Barnes

Nas secoes anteriores foram mostradas algumas técnicas de avaliagao de integrais
escalares como a parametrizacao de Feynman e os polinomios de Gegenbauer no x-
espaco. A parametrizacao de Feynman destaca-se por apresentar a possibilidade
de calculo de integrais massivas. Entretanto as aparentes dificuldades nos calculos
das integrais paramétricas, dificulta a proposigao de solugoes gerais (entretanto como
mostraremos nos Capitulos seguintes, esta dificuldade pode ser contornada por outro
caminho que nao foi tratado aqui). Buscando solucionar estas aparentes dificuldades
Davydychev e Boos propuseram o método de célculo de integrais escalares massivas
[18, 16, 17], usando para isto a representacdo de Mellin-Barnes [43]. O método em
questao parte da idéia de que um denominador massivo presente numa integral de

Feynman do tipo

/ [kZd— fn = (2.47)

onde k£ é o momentum correspondente a uma linha interna em um diagrama de

Feynman, nao pode ser expandido somente numa série de Taylor do tipo

1 Lo (E) L,

T = " (kQ)aJ;(a)j T m <k, (2.48)
e ) L,

[k2 — m2]a = (mg)a j;o(a)y I k* < m”. (2.49)

Isto pode ser entendido observando as regioes de validade das expansoes acima. Em
(2.48) tem-se m? < k* e em (2.49) m* < k?, enquanto a integracao ¢ avaliada sobre
todos os valores de k. Conclui-se portanto que a expansao correta seria dada pela
combinacao das duas expansoes, (2.48) e (2.49), com suas correspondentes fungées
©. Entretanto, a presenca da funcao © dificultaria bastante as integrais nao massivas
remanescentes. Uma maneira de resolver tal situagao foi proposta por Davydychev
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em [16, 17] onde os termos incorretos obtidos na expansao sao compensados por
contratermos escolhidos apropriadamente.

A representac¢ao de Mellin-Barnes é expressa pela integral de contorno [43]

1 1 1 100
—_— = ——— ds (—2)°T'(—s)I . 2.50
[1-—z]* ['(a) 27 /—ioo s (=2)T(=s)l(a+5) ( )
As funcoes gamma presentes no integrando possuem polos dados por
s = n,  n=012., (2.51)
s = —a—n n=20,1,2,... (2.52)

A integral no plano complexo s separa a série de polos da direita, (2.51), da série
de polos da esquerda, (2.52). A integracdo portanto, é feita usando o teorema dos
residuos contornando os poélos pela direita, para z < 1, ou pela esquerda, para z > 1,
obtendo assim uma soma infinita sobre os pélos de I'(—s) ou I'(a + s) respectiva-
mente. Assim deverd ser usado o residuo da fungao I'(—s) dado por (—1)""!/n!, no
polo s = n.

O método para cdlculo de integrais massivas usa a representacao de Mellin-

Barnes acima para a expansao do propagador escalar (2.47), isto é
300 2\ ¢

T -1m2]” = st (a)l(kZ)a% [ as (-%) D(—s)T(s+a). (2.53)
Uma vantagem deste método é que a férmula acima contém ambas as expansoes
(2.48) e (2.49), bastando para obté-las, escolher um dos contornos possiveis, pela
direita, k> < m?2, ou pela esquerda, m? < k2. De outra forma, pode-se afirmar que
a intergral de contorno efetua uma espécie de compensa¢dao pela escolha da regiao
cinemdtica de integracao. Apds o uso da representacdo de Mellin-Barnes, deve ser
avaliada a integral no momentum £, agora reduzida a uma integral de Feynman nao
massiva com o denominador elevado a poténcia a + s. Neste contexto a integral
D-dimensional de um propagador escalar do tipo (2.47), fun¢io de 1-ponto em nivel

de 1-loop com expoente arbitrario, pode ser calculada, obtendo-se

dPk
1) s
J (m’ a’) [k2 o mg]a
1 1 jpico ) dPk
= — — T (=s)I / .
['(a) 2mi /—ioo ds (=m7)T(=s)l(s +a) (k2)*+e
(2.54)
Usando (A.8) para avaliar a integral em k, segue que
['(1—=D/2)(=1)P/2 1 ico
(1) _ .DJ2 _/ L 2\s
JV (m,a) s I'(a) el ds (—m?)
x L(=s)T(s +a) (2.55)

'M—s—a+D/2)T(1+s+a— D/2)
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Avaliando a integral de contorno pela direita, temos

_opl(L=D/2)(=1)"”

(1)
J&Y (m,a) I'a)
e ['(n+ a) (m?)"
X > ‘
—=TIl-n—a+D/2)I(1+n+a—-D/2) n!
(2.56)
Desta série, pode-se concluir que o tinico termo nao nulo serd dado para n = —a +
D/2. Logo, obtém-se finalmente
D/2—a T’ —D/2
JV (m,a) = =P/? (—mQ) / M. (2.57)

['(a)

Agora vamos calcular a funciao de 2-pontos em 1-loop com massas arbitrarias m;

e my e denominadores com expoentes arbitrarios [18],

/ dPk
[k2 — m3]"™ [(k — 1)* — m3]

J@ (I;m1, ma; ar, as) . (2.58)

Usando o mesmo procedimento acima, isto é aplicando duas vezes (2.50), obtém-se

1 1 100 s t
2 . . _ 2 2
7Y (tmy, ms; a1, az) [(a1)T (az) (27i)? /ioo ds dt (_ml) (_mZ)

x D(=s)[(=t)T'(s + a1)D(t + ag) J? (1;0,0; a1 + 5,09 + 1),
(2.59)

onde J® (1;0,0;a1 + s,a2 +t) é a integral ndo massiva correspondente cujo resul-

tado é conhecido:

IO (10,001 + 5,0, +8) = 722 (12)7 7T 0(D/2 — 0 - 5)
['(D/2—as —t)I'(a1 +ay — D/2+ s +1)
T'(ay + s)T(ag + )T(D —ay —ag — s — )
(2.60)

X

Substituindo este resultado em (2.59), obtém-se

_ D/2 (12 D/2—a1—a3 1 1
% (&) T(a1)T(a2) (27i)?

(5] (45) reore
[(D/2—ay — s)[(D/2 — ay — )T (ay + as — D/2 + 5 + )

J® (1;m, ma; a1, as)

X
IS8
VA
U
&~

I'(D—a;—ay—s—t)

(2.61)
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A solugao para esta integral pode ser obtida se os polos forem contornados pela

esquerda, a saber
D/2 — al)F(al + a9 — D/Q)
I'(D/2)l(a)
Fy[ar,a1 + a3 — D/2;D/2,a: — D/2 + 1‘ L :—i ]
L (m PR (g, — D/2)
mj I'(a1)

9 2
Fylas,D/2;D/2,D/2 = ay +1] 5,75 1}, (2.62)

D/2—a1—as F
J(Q) (l;m1,m2;a1,a2) = 7TD/2 (—m%) 2 { (

onde Fy é uma das fungdes de Appel [42], mostrada em (B.14). Outros casos em
1-loop foram tratados com sucesso, a exemplo do calculo da funcao de 1,2,3 e N-
pontos em 1-loop com expoentes arbitrarios e massas nulas, iguais ou arbitrarias,
em [18, 16, 17, 20]. Podemos entao resumir este método na seguinte seqiiéncia:

a) Os denominadores da integral escalar de Feynman sdo escritos em termos da
representacao de Mellin-Barnes (integrais de contorno).

b) Avalia-se, através de outra técnica, as integrais remanescentes nao massivas,
nos momenta internos.

c¢) Escolhe-se o contorno de integracdo de interesse e avalia-se as integrais de
contorno via teorema dos residuos, obtendo a solucao final em termos de séries
hipergeométricas cujas varidveis sao os momenta externos e as massas internas. Os
demais contornos serao continuagoes analiticas do contorno escolhido.

Como pode ser visto, o uso da representacao de Mellin-Barnes elimina as difi-
culdades na expansao do propagador. Também este método permite qualquer dos

dois esquemas bdsicos de regularizagao, analitica ou dimensional.

2.5 A Integracao em Dimensao Negativa

Uma outra técnica que tem sido usada para a avaliacao de integrais de Feynman
massivas e com denominadores com expoentes arbitrdrios é a da integracao em
dimensdo negativa (NDIM) [27]. A técnica parte da integral padrao (2.11) que

reescrevemos da forma

oy K _ppT(B—a—D/)T(at D/
[y terwpy B

Aplicando-se a identidade (B.3), tem-se

b, K _bp i\ I'(1-p)IrQa-D/2)
/d k[k2+1]ﬁ = =0 /r(1—5+a+D/2)r(1—a—D/2)

. (2.64)
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Usando-se agora o limite 8 = 0, segue

I(1-D/2)

Tita+DT(—a-Dp)y 2%

/de k20 = gD/2(_q)Dr2

Esta integral anula-se para « inteiro e o > 0 [41]. Considerando D par e « inteiro, o
resultado acima admite um valor nao nulo que pode ser representado pela condigao
a+ D/2 = 0. Neste contexto, podemos propor duas interpretagoes: a) o > 0 e
D <0oub)a<0eD >0 (vale ressaltar que esta segunda interpretacdo nao
foi usada na versao original [27]). Considerando a primeira interpretagio, pode-se
conluir que a expressao acima aponta para uma integragao num espago de dimensao
D < 0 [27]. Com esta interpretacdo foram obtidos alguns resultados a exemplo do
célculo da funcdo de Green para o oscilador harmonico [28]. Se considerarmos a
segunda interpretagao, a < 0 e D > 0, podemos concluir que a expressao (2.65)
representa a continuagao analitica de (2.63) para o < 0 com 3 = 0, onde a integral
é realizada no espaco de dimensao positiva usual. O que nos indica que a identidade
(B.3) representa uma continuagio analitica.

Deste ponto em diante mostraremos a versao usual da técnica denominada de
integracdo em dimensdo negativa [29]. O NDIM tem-se mostrado uma potente
ferramenta matemadtica quando aplicado por Suzuki e Schmidt [31]-[34] e também
por Bentin [35] na avaliagio de integrais associadas a diversos diagramas de Feynman
em calibres covariantes e nao-covariantes. FEsta técnica transfere as dificuldades
na avaliagao das integrais para a resolucao de sistemas lineares de equagoes de
vinculo nas quais as variaveis sao os expoentes dos propagadores, os indices das
séries obtidas nas expansoes e a dimensao D do espago-tempo. O NDIM também
permite a implementacao das técnicas usuais de regularizacao das integrais. Os
detalhes sobre a aplicacao do NDIM serao mostrados no exemplo abaixo.

Consideremos o caso da funcio de 1-ponto JO) ji calculada na seciio anterior.

Seguindo o procedimento usual, o NDIM parte da integral do funcional gerador

/de exp {—a [k2 - m2]} = (g)D/Q exp {amz} , (2.66)

onde usou-se (A.1). Ao expandir-se, em série de Taylor, ambos os lados da identidade

acima, tem-se

() (_a)a a 00 aj—D/Z j
;)T / "k B2 - m?]" = WD/Q;)T(mQ) . (2.67)

Comparando-se os expoentes do parametro o obtemos j = a + D/2, do que resulta

D 9 NE D/2 @ T'(1 a 2D2+a
/dk[k - m?] :w/(_1)r(1+(ajl))/2)(m)/ . (2.68)
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Este resultado ainda nao é o procurado pois até aqui a > 0. Faz-se necesséario agora
a continuacao analitica deste resultado para a < (. Para isto usamos a expressao
(B.3) (ver Apéndice B), obtendo finalmente

D/24a ['(—a — D/2)

e (2.69)

JU (m;—a) = =P/ (—mz)
Este resultado concorda com (2.57), sendo que aqui a < 0. Do exposto podemos
agora resumir esta técnica na seqiiéncia abaixo:

a) Inicialmente escreve-se a integral gaussiana convergente D-dimensional do
gerador funcional, do tipo (2.66) onde o argumento da exponencial é dado pela
combinacao linear dos propagadores.

b) Escreve-se esta integral nas duas formas de séries de poténcias nos parametros
a, do tipo (2.67).

¢) Compara-se os expoentes dos parametros « nas duas formas de expansio e
determina-se equacoes de vinculo nos indices das séries.

d) No exemplo acima o sistema de equagdes de vinculo foi reduzido a uma tinica
equacao, porém, em casos de 2-pontos deve-se solucionar este sistema escolhendo-se
um conjunto de variaveis, e cada solucao deve ser substituida na integral procurada,
do tipo (2.67), obtendo-se um espectro de séries que serdo usadas para compor as
solucdes de acordo com a regido cinemadtica de interesse.

e) Efetua-se a continuacdo analitica das séries para valores negativos dos ex-
poentes dos propagadores.

f) Agrupa-se as solugoes parciais (dadas em termos de séries hipergeométricas)
em conjuntos que possuem a mesma regiao cinemadtica de convergéncia ou de-
pendéncia nos momenta e massas (serd mostrado no Capitulo seguinte que este
critério deverd ser modificado nos célculos de fungdes de 3-pontos em diante).

g) As solugoes finais serdo dadas pelas somas das séries presentes em cada con-

junto de mesma regido cinemética.



Capitulo 3

Integrais escalares em 1-/oop

Como ja discutido no Capitulo anterior, as reducoes tensoriais possibilitam que
todas as integrais de Feynman, nos diversos processos em teoria de campos per-
turbativa, sejam reduzidas a integrais escalares cujos integrandos sao escritos como
o produto dos denominadores dos propagadores dos campos. Neste cendrio tais
denominadores das integrais escalares remanescentes podem possuir expoentes nao
necessariamente unitarios, o que torna importante o desenvolvimento de técnicas
de célculo de integrais escalares com expoentes e massas arbitrarios. No presente
Capitulo, apresentaremos na primeira e segunda secoes os calculos de integrais es-
calares associadas a funcao de 2 e 3-pontos em 1-loop respectivamente, analisando
seus casos particulares de maior interesse fisico, bem como o critério para a escolha
das séries que irao compor as solugoes. Tendo em vista a similaridade dos resulta-
dos obtidos em cdlculos perturbativos via NDIM e representacao de Mellin-Barnes
(MB), surge naturalmente a pergunta: sdo estes dois métodos equivalentes? Esta
pergunta sera parcialmente respondida na seccao 3 onde mostramos, via NDIM, uma
férmula geral para o caso de n-pontos em 1-loop que concorda com os resultados
via MB [17]. Parcialmente porque a equivaléncia para as outras regides cineméticas
s6 poderd ser mostrada caso a caso, como na situacao n = 2, discutida na secao
2. Finalmente mostramos, na secao 4, o caso de n-pontos via parametrizacao de

Feynman que também concorda com os anteriores.

3.1 A funcao de 2-pontos em 1-loop

Consideremos agora o caso da funcio J? dada em (2.58). A integral F' do funcional

gerador devera ser dada por

S = /de exp {—ozl [/-c2 - mf] — Qg [(k —1)? - mg]} : (3.1)

17
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Apés a integragao em k, obtém-se

D/2
™ 109
S =

(o + QQ)D/Q 1 +

P+ am? + Ckgm%} ) (3.2)

que, expandindo em séries de Taylor, resulta

PR of "oy (—112)]1 (Tr{?)” (m.%)”- (3.3)
i (1 +ag) P2 gl gl gl
Se ainda usarmos a série multinomial
Do o) aj4 ajs
(a1 +az) 7P = Y (l—j— D/2)_—1'_—2", (3.4)
J4,45=0 Jas Js°
onde deve-se impor o vinculo
D/2 = —ji — js — Js, (3.5)
obtemos
S = 7_‘_D/2 i F(l o D/Q) a{1+]2+J4a%1+]3+J5 (_12)J1 (m%)jz (m%)]?, (3 6)
= _ _ J1 ] 1 ] 1 .
JiyeeJ5=0 -74 ]5 -71 .72 .73
Comparando este resultado com a expansdo de (3.1), expressa por
2 (—ap)® (—ap)®
S= > (Zou)® (o) J@ (I;m1, ma; —a1, —as) (3.7)

! |
a1,a3=0 ai- Q9.

podemos comparar os expoentes dos parametros oy e s, obtendo

00 I'(1=7 —DJ/2 —l2j1 m2j2 m2j3
J® (l;m1, mg; —ay, —az) = Z ( .j,l ) /2)( X ') ( .1') ( .2')
1y j5=0 Jas Js: Ji J2! J3:

(3.8)
que além do vinculo (3.5) possui ainda mais duas equagdes de vinculo, a saber

ay = Ji1+Jo+ Ja, (3.9)
ay = Ji+7J3+Js. (3.10)

Vale ressaltar que o resultado (3.8) ainda é parcial pois ndo contém as solugoes
das equagoes de vinculo (3.5), (3.9) e (3.10). Nestas trés equagdes existem cinco
variaveis, os indices ji,...J5 das cinco séries. Neste contexto, o nimero de solucoes
deste sistema serd dado pelo nimero de combinacoes de 5 elementos tomados 3 a 3,

ou seja
5!

Estas 10 solucoes para as equacoes de vinculo estao mostradas na tabela 3.1 abaixo
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Tabela-3.1
Solugao Forma explicita
j1==D/2 = js— js
Sh Jjo=a;+ D/2
Js =as+ D/2
J1=a2—J3—Js
Sa Jo=a1+ D/2+ js
Ja=—ay — D/2+ j3
J1+3Js=—D/2 =34
S3 JitJje=—a1— s
J1+Js =02 — J3
J1+3js=-D/2—js
S4 J1t+J3=a2—Js
J+Jja=a—J2
J1=0a1—J2—Ja
Ss Js=as+D/2+ j,
Js = —a1 — D/2+ j
ji=a+ay+D/2
Se ja=—ay — D/2+ j3
js = —a1 — D/2 + j»
je=a1+D/2+ js
S7 J3=a2—J1—Js
ja=-D/2—j1 — Js
J2=a1—J1— Ja
Ss Js=ao+ D/2+ j,
js = —=D/2 — j1 — ja
Je=a1+ax+D/2—ji —j3
Sy ja=—ay — D/2+ js
Js =02 — J1— J3
Js=a1+ax+D/2—ji — js
Sto Ja=01—J1— Ja
js = —a1 — D/2 + js.

Estas solugdes quando substituidas na expressiao (3.8) resultam em trés solugoes

independentes para a funcio J® dadas por

(2

J1(2) (l;my, mg; —a1, —ag) = J57) + Jé?la

I (1 my, ma; —ar, —ag) = J§§)+J§?,
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I (s, my; —ay, —ag) = J@ + T8 + 5, (3.12)
sendo Jg) =0e Jg) e Jg) impossiveis. As trés expressoes de J J(Q) e J3
representam trés soluces analiticamente continuadas para a integral J®) em regides
cinemadticas distintas. A solugao J; 2) , apés a continuacao analitica para ai,as < 0,
é idéntica a obtida em (2.62), e J$? & a sua simétrica pela troca (a1, m1) <> (ag, mo)

quando my < my, dada por

2) _ _D/2 o> [ T(D/2+ a)T'(—02)
R ) { (D2 (—ar)

F4[ ag, —02; D /2, —ay — D/2+1‘ 1—2 _g]

<m3>D/2+a2 [(~a; — D/2)
{2
m

F(—U,g)
Fy[-a1,D/2;D/2, D/2+a2+1‘ 5, 2—% 1} (3.13)

~ 3) . . . - »
A solugao JQ( ) é, ainda sem a continuacao analitica, expressa por

a a — D/QF 1+a )
@ _ _pjo(p\® [ __a\a+D/2(=1) ( 1
A= ) Cm) N e s o

><F4[1—a2—D/2 —ag;14+ a1+ D/2,1—ay — D/2 127%%]

a1 at+p/2 (—1)P2T(1+a
+r22 ()" (—m3) / (r(1)+ . Sr D/22))
x Fy [1 —a;—D/2,—a;;1+ay+D/2,1—a; — D/2\ s l; ]
+7TD/2 <12)U2 F(l E_al)iﬂDF(l - al)_r(l —{_— CLQ)F(l = D)
L= D/AT(—a ~ D2)T(1+ 01 +a + DJ?)
x Fy [1 —o02—D/2,—09;1—a1 —D/2,1—ay — D/2| 5, lzz ] ,

(3.14)

onde 0y = a;+ay+ D/2 (a solugdo acima foi expressa apenas para que o leitor tenha

uma maior clareza sobre o processo de continuacao analitica usado neste método).

Apoés a continuacao analitica, obtém-se
I e = 72 (1) (=m2)" " (—ar) ppe
xF;[1—ay—D/2,—az;1+ a1+ D/2,1—ay — D/2| 5, ™2 |
D2 <l2)a1 (_mg)a2+D/2
xF;[1—a1—D/2,—a;;1+ay+ D/2,1—ay — D/2| ™, ™2 |
47D/ (12)02 (—=01)—ay—D/2(—02)2a5+0/2(02 + D/2) _ay—p/2

XF4|:]_—0'2—D/2,—0'2;]_—0,1—D/Q,].—U:Q D/2 l2’_2j|.
(3.15)

(—az)fD/2
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Estes resultados foram obtidos inicialmente, usando a representacao de Mellin-
Barnes, em [18] e recentemente, via NDIM, por nés em [36].

Alguns resultados especiais sao interessantes de serem explicitados. Por exemplo,
quando m; = m # 0 e my = 0, a expressao (3.13) pode representar a integral
associada a auto-energia de férmions. Neste caso a solucdo (3.13) é reescrita da

forma

J® (;0,m;a1,a2) = P/ (_m2)02 (_a2)—a1—D/2(D/2)a1
X2 Fy [—Cll, —09; D/2: Til—"; ] , (3.16)

onde 5 F} é a funcao de Gauss (ver Apéndice B, equacao (B.1)). Note que esta solugao
é obtida para a regido cinemdtica [? < m?, ndo havendo portanto divergéncia ultravi-
oleta na série o F, porém no seu coeficiente quando D — 4 e, a esperada divergéncia

na regiao infravermelho nao aparece aqui. Se implementarmos a regularizagao di-

mensional, a; = a, = —1, D =4 — 2¢ com ¢ — 0, temos
12 m? 12
J®(1;0,m;—-1,-1) = A—7x? lln (—m2) +1In <1 — W) + l—21n (1 — W) — 1] ,

(3.17)

onde A = 72 (% — v —In 7r). Deve ser observado também que obteremos o mesmo

resultado se implementarmos a continuacdo analitica, a; = as = 1+¢€/2 com € — 0.
Este resultado, a menos de um fator constante, concorda com (2.20).

A continuagio analitica da solugio (3.16) para a regiao cinemdtica 2 > m? pode
ser feita usando-se a férmula (B.5) ou tomando-se m; = m e my = 0 em (3.15).

Explicitando este resultado, temos

J@2 (l;m,O; —ay, _az) _ qD/2 (lg)az (_mz)a1+D/2 (_al)_D/2
x oF [l —a,— D/2,—a5;1+ a1+ D/2| 2 |
+ P2 (12)02 (—01)—ay-Dj2(—02)2a,4D/2(02 + D/2) 0, D2
X 2F1[1—02—D/2,—02;1—a1—D/2"?—22].
(3.18)

Se ainda tomarmos o limite associado a férmions nao massivos, m = 0, obtemos

02

J® (1;0,0; —ay, —az) = P/ (ZQ) (—1)-ay-D/2(—a2)2a,+D/2(02 + D/2) 0y p/2-

(3.19)

Outro caso especial de relevancia fisica se apresenta quando m; = mge = m.
Este caso estd associado com o diagrama de polarizagao do vacuo da Fig.-1.1. A
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solugao da integral pode ser obtida do resultado (3.13) utilizando também a férmula
da soma (B.4), a saber
o2 I (—a1 — ag — D/Q)

J2(2) (lm, —a1, —ag) = w7 (_mQ) ['(—a; — ap)
—ay, —ag, —ay —ag — D /2 12
X3P2 | iy 1car-a am2 | (3-20)
2 ) 2

Este resultado concorda com [18]. Esta solugdo apresentara divergéncia quando D
for inteiro par e ay, as inteiros a;,a, < 0, podendo esta ser regularizada por algum
dos métodos convencionais ja mencionados. Todavia se D for impar, a expressao
(3.20) serd finita, ndo necessitando ser regularizada. Assim, se D =3 e a; = ay =
—1, e usando (A.6) e (B.9) temos

1 l
JD (lm,m,1,1) s = 271'27 arctan (z%> : (3.21)
A continuagao analitica de (3.20) para [? > 4m? pode ser obtida tomando m; =
my = m em (3.15) e usando (B.15), obtendo

J2(2) (l;m, —ar, —az)
_ Dp (_mz)az {F(al + D/2)(ay + D/2)T' (a1 + ag — D/2)
a F(—al)F(—ag)F(al + ao + D)

v R | T 71702;]3/2, 09/2 4m?
?l1-a,—D/2,1—ay—DJ2| 2
a1+D/2 i _ _ 7
N _22 1 I (_a1 _ D/Q) 3F2 —a, 1+a§ a2’ 2+aé a2 4m2
l2 F(_al) 1—{—@1 +D/2,1+a1—a2 12
a2+D/2 [ — _ ]
+ ﬁ; ’ I (_U'Q - D/2) 3F2 —ay, ! a§+a27 2 aé+a2 4”;2 )
l I' (—a2) l+ay+D/2,1—a1+ay| |
(3.22)
Ainda podemos escrever este resultado para a; = ay = —1 e D = 4 — 2¢, usando

(B.10) e (B.11) obtendo

—€ 111
A 11) = 72 ()0 (o 55| ]

m2

1 m? 1
+ Z_QQFI [11532‘ 4?1—22 ] + —2F1 [1,—'2‘ 4%2 ]}

= 7D/2 (—777,2)76 [(e)

[ 2m 47—
X < COS [arcsm( )] + [

(3.23)
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Cada resultado particular acima para J® pode ser também obtido pela imple-
mentagdo do método em estudo sem tomar os casos gerais.

Como pode ser visto na abordagem acima, a idéia da integragdo em dimensao
negativa toma um lugar mais a sombra tendo em vista que a integragao ¢é avaliada da
forma usual porém com os propagadores possuindo expoentes positivos. Entretanto,
a énfase passa a ser dada na continuagao analitica dos expoentes dos propagadores
para valores nao positivos. Esta continuacao é feita nos coeficientes que multiplicam
as séries hipergeométricas obtidas na solugao.

Uma outra forma de solucao para a funcao de 2-pontos pode ser obtida se re-

escrevemos as expressoes (3.1) e (3.2) da forma

i (=a1)™ (—ap)™

2
1 1 J® (l;m1, ma; —ay, —ay)
aq. Q9.

ai,a2=0

00 D/2 (r,,2)J0 2 2\ ) Jo
- > 1= (m3) {1_7‘”0‘2 P o < _m_;>} (3.24)

Jo=0 Jo! (041 + OéQ)D/HO (Ch + 042)2 m% o1+ e my

Note que a expansao do termo com expoente j, pode ser feita de maneira tinica pois

109 a1
(it <le - <1 Desta forma, temos

f: (—ar)™ (—ap)™

J(z) (l;mlam2; —as, —02)

a1,a2=0 (1,1! ag!
L 2 J1 _ m2\72
B e S S i L= |
e (1 iYL (—4 D/2—jo+2j1+j2 71! ! A
jogran=0 I' (1 + jo) I' (=Jo) (e + a2) 1 2

Expandindo também a soma (o + as)”/270T%1%72 de forma similar a (3.4) e com-

parando os expoentes dos parametros oy e apg, temos

J(Q) (l;ml,mz; —as, —a2)

= 7PP2(=1)"T (14 a;) T (1 + a)

. . . 91 J0 2 \71 m? 72
i Fimo DM+ 50) T (=do) D (T +43) I (1 +4a) ! jal
com os vinculos
a1 = J1+J2+7Js3, (3.27)
az = J1+Ja, (3.28)

D/2 = jo—2j1 —jo— js — ja, (3.29)
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Fig.-2.1: Diagrama de correcao de vértice

que pode ser solucionada da forma

Jo = a1+ax+ D/2 =0y, (3.30)
J3 = a1 —Jj = Jo, (3.31)
Ja = a2 —Ji, (3-32)
que apds a substitui¢io em (3.26) e a continuacdo analitica para a;, as < 0, obtém-se
finalmente
J® (I;my, me; —ar, —ag) = P/ (_mg)m M
r (—a1 — (1,2)
« FRI0 (=09 :1:1);(=a;:1:1);(—ag:1) Lz;l_ﬂz '
T (a1 —ag:2:1) ms ms

(3.33)

A partir deste resultado pode-se, usando as continuacoes analiticas para a func¢ao
de Gauss dadas em (B.7) e (B.8), obter as outras formas de soluc¢do para a funcao

de 2-pontos calculadas anteriormente.

3.2 A funcao de 3-pontos em 1-/oop

Apresentamos aqui os resultados para a integral escalar de Feynman associada
a funcao de 3-pontos presente em correcoes de vértice do tipo mostrada na Fig.-2.1.
A forma mais geral para a integral escalar associada ao diagrama acima é
dPk
k —p)* —m3]’[(k — q)* — m3]*
(3.34)

J(3) ab, y Py 4, ) ; = /
((1, ¢, Dp,q, My, My m3) [kQ _m%]a[(
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onde a,b,c > 0.

No contexto do NDIM, tomamos a corespondente integral

00 a b ¢
— —Q —
Z ( a'l) ( b'2) ( 0'3) J(3) (_a’ —b, —C,p,q, M1, Mo, 77’L3)
a,b,c=0 : ) '

- / d°k exp {—ai[k? —m?] — ax[(k — p)* — m3] — as[(k — g) — m2] }3.35)

onde oy, ap € g sa0 parametros arbitrarios. A integral gaussiana do lado direito da
equagao anterior pode ser avaliada facilmente com o uso de (A.1). Logo, a expressao

acima é imediatamente escrita da forma

J(3)(_a’ _ba —C,D,4,MmMq, M3, m3)

i (—an)® ()" (—as)°
ahos0 a! b! c!
[ m ]D/Q { aza3r? + aogp? + arasg?

a1 + Qg + a3 a1+ oo + a3

2 2 2
+ Q1M + QoMo + a3m3} ,

(3.36)

onde r = p—q. Apds a expansao em séries de poténcias de aq, as € a3, € comparando

os expoentes destes parametros nos dois lados da identidade acima, temos

J(3) (—CL, _b7 —C,p,q, My, Mo, m3)
= 7PP(=1)7 " T(1 + @)D (1 +b)I(1 +¢)
o i U(1 = j1 = joa—js = D/2) (=p*)"* (=¢%)7 (=7?)® (m7)?* (m3)’® (m3)’
1 yoenrj6=0 J7!78!d0! Ji! Jo! 7! i gl el
(3.37)

bl

que satisfazem as relagoes de vinculo

a = Ji+Jj2+JjatJr, (3.38)
b = ji+Jjs+7Js+Js, (3.39)
¢ = Ja+Js+Je + Jo, (3.40)
D . . : . : .
5 T THhTleT 3 Jr =8 T e (3.41)

onde a dltima relagao resulta da expansao multinomial de (aq + ap + ag)fD/ Zmig2ds
Nas relacoes de vinculo acima, temos um sistema linear de quatro equacoes com
nove variaveis, os indices das ji,...,j9. Portanto, suas solucoes poderao ser obtidas
escrevendo-se quatro destas variaveis em termos das outras cinco consideradas livres.
Neste contexto, existem Cg, = 9!/4!5! = 126 maneiras diferentes de se construir
as solugoes para o sistema acima, das quais 45 sdo triviais (o determinante do sis-

tema é nulo), e 12 sdo nulas identicamente pois possuem coeficientes do tipo ﬁ.
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Restam finalmente 69 solucoes nao triviais para este sistema. Estas 69 solugoes
do sistema acima quando substituidas na expressdo (3.37) resultam em 69 séries
hipergeométricas e do tipo hipergeométricas de 5 varidveis (dadas em termos dos
momenta externos p, ¢, € massas internas my, ms, ms), mostradas nas Tabelas-1 e
2 no final deste Capitulo. A expressdo para cada série J3), n =1,2,...,69, é dada
por J, = AV, | = 1,2,3,4, sendo A, os coeficientes que multiplicam as séries
mostrados na Tabela-1 e ¥y, Uy, W3 e Uy, fungdes hipergeométricas (ver Apéndice
B) cujos parametros e varidveis (considere o = a + b+ ¢+ D/2) estdo mostrados na
Tabela-2 e, as relacoes entre n e [ sao dadas na tabela abaixo,

n 1,..27 28 .51 52, .63 64,..69
l 1 2 3 4

A anélise dos casos particulares da funcdo J® foi inicialmente mostrada em
[18] e mais recentemente em [37]. Tal andlise pode ser feita, através do NDIM,
impondo-se as particularizacoes em todas as solucoes presentes nas Tabelas 1 e 2 e
expressando a soluc¢ao final como a soma das solugoes independentes remanescentes.
Por exemplo, se tomarmos ¢ = 0 na equagio de vinculo (3.40) e conseqiientemente
Jo = j3 = J¢ = Jo = 0, restarao 3 equacoes de vinculo e o problema se reduzira ao
caso da funcio de 2-pontos J?), obtida na secio anterior.

Considerando o caso particular m; = my = m3 = 0 nas séries das Tabelas -1
e 2, (que é equivalente a resolver o sistema de equacoes de vinculos acima para
Jjs = Js = js = 0) que permitem este limite (aquelas em que as massas nio estao nos

3) J2(3) e

denominadores das varidveis das séries), obtemos 3 diferentes solucées, J¢
) » Y1

3 . ~ . sy .
J?E ), cada uma escrita como uma soma de quatro fun¢des hipergeométricas de Appel

Fy, listadas abaixo

Jl(s) (—CL, _ba —Cp, Q) - Jl + J2 + J3 + J4:
J2(3) (—a,—b,—c;p,q) = Js+Js+ Jr+ Js,
Jég) (—a,=b,—c;p,q) = Jo+ Jio+ Ju1 + Jig,

onde as expressoes para J,, n =1,...,12, (obtidas das Tabelas-1 e 2) sao dados por
J. = B,F}, os coeficientes B, mostrados na Tabela-3 e os parametros e variaveis

7O

das funcoes Fj na Tabela-4. Explicitando a solugao J;”/, obtemos

- 2\ 0—a 2\o—b —b)
J3) —a,—b,—c,p,q,1) = aD/2 (2 (T_> (CI_> ( CL)—ch/2( —c—D/2
57 ( »,q,T) @) 2 2 =+ D/2) o

c+D/2,0+D/2 |r? ¢
l—a+o0,1—b+o|p* p?

X F4
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. (q_) ((—a»(—cm

p? b— U)2a—b+D/2
_ D/2 2 2
< P, b,a+ D/ o
l+a—o0,1—b+o|p* p?
2 o—a —b _
+ (%) (=)o (=€)g-a
p (a — 0)207a+D/2
—a,b+ D/2 2 ¢
x F| bTD s
l—a+o,14+b—0|p* p?
- O'_bo'
)
(—0)20+D/2
e -0 e
x F ’ —, = ¢- 3.46
14a—0,14b—0|p? P (3.46)

Um segundo caso particular da integral J® pode ser obtido para m; = m e
me = m3 = 0, ou seja j5 = jg¢ = 0. Seguindo o mesmo procedimento anterior,
obtemos 23 solucdes para o sistema de vinculos para a integral J©) (p,q,7;m,0,0),
mostradas nas Tabelas-5 e 6 onde cada solu¢io J'*) do sistema é dada por J*) =
C.li; 1=1,...,8 n=1,..,23; os coeficientes (), estdo mostrados na Tabela-5, as
varidveis e parametros das hipergeométricas 7; (ver Apéndice B) estdo mostrados

na Tabela-6 e a relacao entre n e [ é mostrada na Tabela abaixo.

n 1,23 4 5---,8 9,---,12 13,---,16 17, 18 19,---,22 23
I 1 2 3 4 5 6 7 8

A solucao Jo3 € escrita de forma explicita por

J® = J® 4 ®
— 7TD/2(_m2)03 (Z3)0'37a (_b)—a—|—03 (_C)—a+03

(a— 03)—2a+203+D/2
—a,c+D/2,b+ D/2

x T p_2 q_2 _T_2
oc—a+D/2,1—a+0|m* m? m?
+ 7TD/2(_m2)03 (_a')as Tl —03, _ba —C p_2 C]_2 _7'_2 347)
(—03)034D/2 D/2,1+a—o03| m? m? m?

Para o caso particular em que m; = 0 e my = mg = m (js = 0), obtivemos 32
solugoes para o sistema de vinculos. As solugoes JS‘) sao mostradas nas Tabelas-7 e
8 e sdo tais que J® = D R, n=1,..,29,1=1,..,9, J$ = D3Tp, J$ = D3i Ty e
J?Eg) = D351, onde os coeficientes D,, estao mostrados na Tabela-7 e os parametros

e varidveis das hipergeométricas Ry, ..., Rg, Ty € T (ver Apéndice B) na Tabela-8,
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onde J, = D,R;, paran=1,...,29 el =1,...,9, e as relacoes entre n e [ sao dadas
pela Tabela abaixo.

n 1,---,6 7,8 9,---,12 13,---,16 17,18 19,---,22 23,.--,26 27,28 29
l 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Explicitando uma solugao para J®, temos

D/2).
J(3) (pa q,7;0,m, m) = J1(3) = 7TD/2(—m2)U3L
(_03)a+D/2
—03, —a, _b, —C, G/+D/2 p2 q2 7‘2
T R T X
X 10 D/2’ —b—c m27m2)m2( )

Finalmente, para o caso onde m; = my = m3 = m, obtivemos 40 solugdes para
o sistema de vinculos, e as séries J®), n = 1,...,40 sdo dadas por J, = E,V,,

n=1,..,33,1=1,2,3,4, onde a relacao entre n e [ é dada pela tabela abaixo,

n 1,..,15 16,..,21 22,...27 28,..,33
l 1 2 3 4

eJ, =E,Riyy, n=34,...,39 e Jyg = F4T11 onde os coeficientes F,, estao mostrados
na Tabela-9 e os parametros e variaveis das hipergeométricas W, Wy, W3, Wy, Ry €

T1, (ver Apéndice B) na Tabela-10. Explicitando uma solucdo para J®), temos

1

J(3) (p7 q,r;m,m, m) = J4() = 7TD/2(—m2)037
(—Us)D/Q

2 2 2

P a ] 3.49)

—o3, —a, —b, —c

x T
H —0'3+D/2

m?2 m?2’ m?

Todas as séries que deverao ser usadas para especificar uma solugao geral para a
funcio J©® (com massas m;, my e m3 genéricas) estdo presentes nas Tabelas-1e 2. O
critério até aqui usado para a escolha das séries que irao compor uma dada solugao
foi o da soma das séries que possuem a mesma dependéncia nos momenta externos
e nas massas. Todavia tal critério ndo parece ser adequado para casos gerais. Esta
conclusao é confirmada quando comparamos os resultados obtidos via NDIM com
aqueles obtidos via representacao de Mellin-Barnes. Aplicando o critério acima, as
solucdes gerais para a funcdo de 3-pontos deveriam ser escritas em termos de uma

das séries presentes na Tabela-2. Entretanto, se reescrevermos a expressao original
(3.36) da forma

i (—a1)" (=a2)’ (—a3)

al B! c! J(3)(_a: —b, —c,p, q, my, My, M3)
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_ [ 7T ]D/Z exp apagr® + aqap® + aiazg?
o1+ Qg + g Q) + as + a3
e (mg—mf) — (mg—m§)+(a1+a2+a3)m§},

(3.50)

e seguirmos o mesmo procedimento adotado de (3.24) a (3.33), obtemos a solugéo

em termos de apenas uma série, a saber

D/2—ai1—a2—a3 r (—0'3)
J(3) — 7_‘_D/Z _m2
( 3) T (—a1 — a9 — 03)

y i (_‘73)j1+...+j5 (_al)j1+j4 (_a2)j2+j5 (_a3)j3
J1,2,3,4,5=0 (_al — 02 — 0’3)2j1+2j2+2j3+j4+j5
(22)" (2)" ()" (-2)" (-2
X m?. m?" m,?" _773 _773 . (3.51)
J1: J2: J3: Ja: Js:

Esta solugdo pode ser continuada analiticamente se usarmos a férmula (B.8) para
as somas nos indices j, e j5, obtendo
JO = IR+ 9 + G
= @ (=m3)*(=m})"* " (D/2)s(~0) - py2

: %'—c, ~b b+D/2| ¢ mi P mi o
tvoy—e Dfp [WE T

+ 7P (=m3) PR (—m?) (—m3) (—=b) by

X \1;3 D/2’ —a, —¢C _ m%q2 ﬁﬁﬂ%@
| 1+b+D/2, D/2 | mimi’ mi mi’ mi mj

+ 7TD/2(_m§)U3 (D/Q)a+b(_c)—a—b—D/2

—03, —a, —b _ﬁiiﬁﬂg] (3 52)

X \Ijg
1—0’3+C, D/2

As demais solucoes podem ser obtidas utilizando as simetrias da integral original
como por exemplo JO) = Joo+ Jss+Jg1 € JBG) = Jus+ Jeo+ Jsz 0u pelas continuacoes

analiticas obtidas via férmula (B.7).

3.3 A funcao de n-pontos em 1-/oop

Seguindo o mesmo procedimento requerido para a implementacao do NDIM,
apresentamos agora a generalizacao dos resultados anteriores para o caso de integrais
escalares associadas a diagramas de Feynman com n linhas internas em 1-loop.
Este resultado foi inicialmente calculado via representacdo de Mellin-Barnes em
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[17]. Consideraremos que um propagador escalar associado a i-ésima linha interna
deste diagrama possua expoente a;, massa m; e momentum k — [;, onde [; é dado
em termos dos momenta externos. Neste cendrio, a integral funcional utilizada no
NDIM sera dada por

/de exp {— > [(k — 1) - mf] } . (3.53)
i=1
Expandindo em séries de Taylor o argumento da integral anterior e comparando com

a expansao do resultado da integral em £, temos

~ . D/2
> Colsm @y mbioh) = (o) /
{a;}=0 a;! 2im1 O
Cooylz o
X exp { Pt MO S } |
i=1 % i=1
(3.54)
onde temos usado
n 2 n n 2
(ELiail) s o Eiymi 00l (3.55)
i=1 % i=1 i=1 i

lij=lL—-1;eJ (n) & a funcdo de n-pontos com expoentes arbitrarios, expressa por
T ({3} {ms} i {aiy) = [ @k [T [0k —1)* = m?]", (3.56)
i=1

para a; > 0. Expandindo o lado direito da expressao (3.54) em séries de poténcias

nos «;, temos

1l [i COI 10 (113 s} {a,-})]

(3.57)

onde temos usado uma expansao multinomial do tipo

n D23t [0 ode
(S S]]

i>j
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com o vinculo

i>]
e os fs sao dados por combinagoes dos indices b;j, ¢; e d,, a saber
n
fs = D bjs+cs+ds, s=1,2,..,n. (3.60)
i#s

Comparando agora os expoentes dos o nos dois lados da expressao (3.57), isto é

as = fs, obtemos outras n equacoes de vinculo dadas por

n
as = D bjs+e+d;, s=1,2,..,n. (3.61)
j#s

e da férmula geral (3.57) teremos

IO (Y tmgd i {a)) = w2 TS (14 a)

X
!
—_
I
&
<
I
£
N——

(3.62)

Neste contexto, temos um sistema de n + 1 equacoes lineares de vinculo dadas por
(3.59) e (3.61) com N + 2n varidveis dadas pelos indices b;;, ¢; e d, das séries, onde
N = n(n —1)/2. A solugao deste sistema deve ser efetuada tomando a cada vez
N 4+ n — 1 indices livres e os demais n + 1 indices escritos em termos daqueles.
Cada solugao deste sistema devera ser substituida na férmula geral (3.62) gerando o
espectro de séries hipergeométricas que serdo usadas para compor as solugoes para
J™ . Quando n = 2, o critério da soma das séries com mesma dependéncia nos
momenta externos e massas internas pode ser usado com sucesso tendo em vista
a natureza das séries obtidas. Entretanto, para os demais casos n > 3, o critério
para selecionar o conjunto de séries cuja combinacao linear resultard em uma dada
solucdo para J™ ainda nao estd completamente estabelecido tendo em vista o caso
n = 3 tratado na secao anterior.

A dificuldade na escolha das séries que irdo compor a sulucao J®, apontada

acima, pode ser contornada se reescrevemos, como nos casos n = 2 en = 3, a
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integral funcional (3.54) da forma

— (_ai)ai n
2 T® ({15} 5 {my} 5 {a;})
{a;}=0 v
D/2 n 2 n—1 n
T Zi>j:1 aiajlij 2 2 ( > 2}
= - exXpy——=, —— — T a; (m; —m, | + a; | m, o,
( i=1 O‘z‘) { 2im1 Qi ; ( ) 2221

que apos a expansao da exponencial pode ser reescrita como

> CO 50 ()<} fa)

{a;}=0 i

7rD/2§ (m2)" (Sn, ;)" {1 X oyl i nil o (m? )} .

5=0 st (i a’i)2 m2 o X o \m;
(3.64)
Utilizando agora a expansao multinomial, segue que
00 (_ai)ai .
2 T® ({15} {my} ; {as})
{ai}=0 v
5=0 {d, J=0 I(14 s)L(=s) [T} LA + dy)]
()" (- 2)"
00 00 # 1— m% n
D INDD bnl B F<—8+sz~j+20z>ﬂ[afi],
{bs;}=0 {c;}=0 - G- i>j ] i=1
(3.65)
onde
g = Y bjte+d, i=1,2..,n—1, (3.66)
1#]
gn = Y bnj+dy. (3.67)
j#n
(3.68)

Comparando-se as poténcias dos «; nos dois lados de (3.65), obtemos

7 (L) < fm ) {a))
= AP [T (4 a)

[ 00 ] (m2)°’T (1= D/2+5 2% by — Sy a1)

§ ;Ol;[l 2 I'(145)0(=s) [T} I + d;)]

d,=0
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12\ bid m2\ <
n oo (#) n—1| oo (1 — Eg)
X H Zib' H 270' r _S+Zb’ij+zcl s
i>j=1 [b;;=0 (N =1 | ¢=0 i 1>] l
(3.69)
com as equacoes de vinculo

a = Y bjt+e+d, i=1,2..,n-1, (3.70)

£
ap, = Y bpj+dy, (3.71)

J#n
(3.72)

: . ~ . . —D/2-23" . bij—
e ainda o vinculo da expansdo multinomial (37 ; o;)° EEEDDISLIEDY “_ dado por

n n—1 n
D/2 = 5_2Zbij_ ch_ZdT'
l r=1

1>]

Se resolvemos este sistema separando as variaveis s, dy, ..., d,, temos

s = Za,-—I—D/Q:an,

=1
n
di - ai—Zbi]‘—Ci, i:1,2,...,n—1,
i#]
n
dn = Qp — Z bn]
j#n

Substituindo agora estes resultados em (3.69), teremos

J ({1} 5 {m;}; {a;})

On 1
— D/2 2\°" _1\a; .
n [e'9) n—1 o]
X H [Z H lZ]F<_0n+zbij+zcl>r(l—l)/2+o‘n
i>j=1 [b;;=0] I=1 [¢=0 i>7 l
1
?’;11 [F(l + a; — E?;éj bij —_ C,)] F (1 + Ap — E;L#n bnj)
()" (-5)
x )

bU' Cl!

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

—2 b

1>]

5

(3.77)
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Usando (B.3), segue que
T® ({3} 5 {my} 5 {a;})

o T(-0n) & & (m%) (—m%j)
= (—m2) I'( > 2 _

" —o, +D/2)

(_O-n)27;>j bij+Zl c H?:l
(D/2 — Un)z i bt @

X

(3.78)

Esta expressao pode ser representada pelas funcoes hipergeométricas generalizadas
de Lauricella (B.12), a saber

J™ ({15} {m;} : {as})
_ _op (—mQ)Un I'(—o,)
" T(—o,+ D/2)

 FL00 El—)j; _AU); (:—;)1 tBi), .o (—@n-1: Bp1), (= : C) ‘ {ﬁ} ,{ m; }] ’

onde a; < 0 e, definindo a seqiiéncia @ = Q(Q4; : Q1) = (Q12 : Q13 : .. : Qup—1 :
Q1, s Qn1) temos que A = (Qi; = 1: Q; = 1), B; = Q(Qij = 1 — 045 : Q; = 045),
C=Q(Qn=1—0,: Q =0)e FE=Q(Qi;; =2:Q =1). Este resultado, para
n=2ea =ap =1, concorda com (2.27).

Como podemos concluir no procedimento usado acima, a funcao de n-pontos
via NDIM, apresenta uma simetria pela troca de quaisquer duas das massas m;,
1 =1, ...,n e sua contrapartida nos indices dos somatérios. Esta funcao tem um bom
comportamento quando as massas sao nao nulas ou quando apenas uma, daquelas
presentes no numerador das variaveis das séries, é nula. Para o caso de mais de uma
massa nula, deve-se usar a férmula de continuacao analitica dada em (B.8). Um caso
particular desta série, calculada via representagio de Mellin-Barnes em [16], pode ser
obtido quando m; = my = ... = m,, = m. Neste caso, as séries, cujas variaveis sao
(1 —m?/m?), serdo iguais a 1 e podemos (com o uso de (A.4)) escrever o simbolo de
Pochhammer (D/2 — a")QEm- by = 422b (D /2 — U”)Em- by (D)2 — o0+ I/Q)ij by
obtendo
on  ['(—0y)

IO (L} mi} s o}y = w72 (=m?) ™ s
2\ bij
i (4_?"%) (_On)zbj bii [Tz [(_ai)zyﬁ bij]
X )
{bi;1=0 b”' (D/2 — Un)21>j bij (D/2 — Op + 1/2)21>J bij
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(3.80)

ou ainda

T™ ({3} 5 {ms} 5 {a;})
_ 71_D/Q (_mQ)‘Tn I (_Un)
I['(—0, + D/2)
n+1:0:...:0 (_Un : A)’ (_al : Bl)a ey (_an—l : Bn—l)’ (_a” : C) lz23
X Fio.0 (D/2 =0, : E),(D/2—0,+1/2:E) ‘{4m2}]:
(3.81)

comA=(Q;;=1:Q1=0),B;=Q(Qij=1-6;;:Q1=0), C=Q(Qnj =1 — 6p; :
Q=0)e E=Q(Q; =1:Q =0). Esta expressdo, para n = 2 concorda com
(3.20), e para o caso n = 3 concorda com a solugao Jy presente nas Tabelas-9 e 10.
Ainda das expressoes (3.78) e (3.79) podemos obter o caso particular onde todos
os momenta externos sao iguais, Iy =l = ... = [, = [ e por conseqiiéncia /;; = 0.
Desta maneira todas as séries associadas aos indices b;; serao iguais a 1 e podemos

escrever

J™ ({1;};{m;}; {a;})

D/2 2\7n ' (—on) - ( B %Yl (-0 )Zz o Ilizt ] [(_ai)ci].
12 (=m}) [(—0, + D/2) Z}: ¢! (D/2=0n)y> e
(3.82)

ou ainda em termos das fungoes hipergeométricas de n — 1 varidveis

I ({1} 5 {m;} ; {a;})
D/2 2\%n [ (—oy n-1| —On, A1, —0Q2,..., —Qp_1
_ D/ (_m) . SN [

B n —o,+D/2)" " | (D/2-0,)

3.4 A parametrizacao de Feynman em 1-/oop

Inicialmente mostraremos que a fun¢do de m-pontos obtida em (3.78) e (3.79)
pode também ser obtida usando-se a parametrizacao de Feynman. Para isto consi-

deremos a expressao (2.12):

/de gy _ opllaat . +an—DJ2) (2 — 2)™""
T (al) ...T (a'n)
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n—1

X H [/Ozil dz; (zi—1 — Zi)ail] (#n-1 — Zn)anil

=1

{i(lQ—m)(z, 1— %)

Usando a relacao

D/2-3 " a;

lle 21— r} (3.84)

20— 2n = (20— 21) + (21 — 22) + oo + (21 — 2n), (3.85)

podemos mostrar que

i (l? - m?) (zic1 — 2i) — - li li(zi-1 — Zi)r

i=1 20— %n Li=1
= ! Zn: (21 — %) (2j—1 — 2) 2,
20 — Rn i>j=1 ' ' ! I
n—1
+ D (21— ) (mi — mf) — (20 — 2zn) mi} : (3.86)
i=1

Logo, para zg = 1 e 2z, = 0, podemos efetuar a expansao

D/2—) .ai L ZZZ
(—mi) 2 {1 — Y (21— 2) (721 — 2) m—]Q

i>j=1

g (-2
- zl_z

m2
(0 - D/2+%0,)

_ (_mi)Dﬂ—Ziaz i i

{bij} {1} (Ez a; — D/Q)
% (1 . 21)21#1 bij+c1 (Zl . 22)21.#2 baj+e2 (Zn—Q B Zn_l)zj#nilbj,n—l‘f‘cn 1 nEj;ﬁn
12,1\ bii m2 )&
() (1-5)
X - . (3.87)

Substituindo este resultado em (3.81), para zp = 1 e z, = 0, temos

)D/Q—ziai 1
[ (a1) - T (an)

JM (l;mga;) = P2 (—mﬁ

x zz(lu) (1_0?) F(Zaz D/2+Zb”+2q)

{bij} {er} bij: ©>J

X / le (]_ — Zl)ai—l—zj#l bijtei—1
o

n2rorzio . e1] antdl., bin—1
X H [/() dz; (zi—l — Zi)aﬁ_zﬁéi bijtei 1:| Zn;ll—zﬁén ! . (388)

=2
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Estas integrais nos parametros z; sao facilmente avaliadas usando a funcao beta
generalizada dada em (A.3), obtendo

2. W r 1 Z_D 2
J™ (lsmga;) = 7P (—mQ)D/2 2 (0 /2)

" ['(X;as)
2 bij &)
= = () (-#)
PO D ol
{bij}=0{ci}=0 7Y
-1
) (Ziai = D/2)s a3, list [(ai)2?¢jbij+ci (@n) s> o,

7

(Ez ai)2 Zi>j bij+Zl cl
(3.89)

onde deve-se lembrar que aqui a; > 0. Percebe-se claramente que a expressao
acima e a (3.78), védlida para a; < 0, e aquela obtida em [17] sdo completamente
idénticas. Comparando estes resultados, o NDIM, a parametrizacao de Feynman, e
a representacao de Mellin-Barnes parecem ser equivalentes.

Neste contexto, o NDIM, mostra-se com bom desempenho para o calculo de
integrais escalares associadas a diagramas de Feynman massivos e nao massivos.
Entretanto a sua extensao para casos de n-pontos ou n-loops parece ser pratica
apenas para alguns casos, como por exemplo o de n-pontos em 1-loop (3.78) e o de
n inser¢oes e um diagrama de 2-loops ndo massivos [32]. Esta dificuldade provém da
necessidade de se conhecer todas as solucoes das equacoes de vinculo para cada valor
de n pois somente assim pode se dar a escolha das séries que somadas resultarao na
solucao final. Por outro lado, estas generalizagoes parecem ser exequiveis quando se

utilizam métodos como a representagao de Mellin-Barnes (MB).
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Tabela-3.2

mb2(r2)ma=b/2 (P2)U_C(q2)a_b(—a)2a+0/2 (=b)—a—pj2(—€)—a—n/2

wb/2(g?) 7Pl (pQ)U_C(TQ)G_a(—b)QbJrD/Q (—a)_s-pj2(—c)-s-p/2

w2 (p?)=e=b/l2 (QQ)U_b(T2)U_a(—C)2c+D/2 (—a)—c—pj2(—b)—c—ps2

7TD/z(pQ)a—c(q2)c(_ g)d—a(—a)c(—b)_C_D/z

3
4
)
6
7
8
9

mP2(¢2) b (9P (=m2)° 4 (=a)s(—¢) _s_p/2

xD/2 (pQ)b*C(TQ)C(—m%)Jib(_b)C(_a)—c—Dﬂ

71_D/2 (TZ)b_a(pZ)a(— g)a—b(_b)a(_c)ﬂkD/2

w212 (q?) 0 (r?)P(—m3) ¢ (—a) —p—pj2(—C)s

P2 (r?)e (%) (=m3)° “(=b)—a-n/2(—C)a
10 7P2(p?) == P2 (—=m2)7 = (—=m3)° (=) ac+ pj2(—a)—c—p/2(—b)—c—py2

11 7rD/2(qz)—b—D/2(_ 2)

(_b)2b+D/2 (—a) —b—D/2 (=¢) —b—D/2

2
3

(=

¢ (=0)apyps2(=a)_s_p/2

2
3
2

12 P2 (r2) 7o P/2(—m2)7=¢(—m3) " (—a) 20+ p/2(—b)—a=pj2(—C)—a—py2
2

13 7P (p*)P(=m3)* P (—m3)° ™ *(—a)s(—¢)—b-py2
18 7P (r2)b(—m?)7 ¢ (—=m3)° P (—a)—p—p/2(—C)s

15 72 (?)(=mi)*¢(=m3)" *(=a)e(=b)—c—py2
17 7P (r?)e(=m) =" (—=m3)*~*(~a) —c—pj2(—)c

14 TP (—m3) (=) U (=b)u(—) -y
16 7]_D/Z((]2)(1(_”’,3)0—%_ 2)

19 7.‘.D/2 (p2)afc(_m
20 7P2(g?)7b(—m

(a+D/2)y1py/2
p(=C)2c4D/2(=a)_c—D/2

)
)

(a+D/2)ctp/2
a(=2ctps2(=b)_c_p/2

20 7P(r) e ()
2 7P (=m

(b+D/2)cypy2
o—b(=a)20a4D/2(=€)—a_D/2

2
3

(b*a)a+D/2

o—a (=024 /2(=€)_v_D/2

)

23 wP2(p) (~m3)
2 7P2(gP)(~m})

(a*b)b+D/2

o—c(=a)2a4D/2(=b)_a—p/2

(—a+€)atpy2

o—a (=)2c4D/2(=b)_c_D/2

25 wP/2(g2)(~m3)

(a—C)c+D/2

o—c(=b)ayp/2(=a)_s_py2

2% 72(r2) (- m?)

(C*b)b+D/2

o—b(—C)2etp/2(—0)_c_p/2

27 wP2(r2)(~ )

(b*C)c+D/2

o—c (*a)—b—D/z(*b)2b+c+D/2

(b+D/2)ayctny2

b (70)7a7D/2(7a)2a+b+D/2
(c+D/2)atb4+D/2
(c+D/2)atb4+D/2

(b+D/2)qyctpy2
o—a () —c—p/2(—C)at20+D/2

(a+D/2)p4ctD/2
o—c (*b)—a—D/2(*a)2a+c+D/2

(a+D/2)y1ctDy2
o—b(—8)_c—p/2(—C)pt2c4D/2

o—a (=€) —b—D/2(b)at2v+D/2

28 7PP(¢*)°(p%)
29 PP (p*)°(g%)
30 7P2()e(p?)
31 70P()e(r)
32 wD/2(g2)7b(r2)
335 w20
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(2 (= m3) PP (~)_pyo

o (=0)2btctnD/2(—a)_p_c_D/2

2
2

/2

43 7P2(g®)4(=m3)*~%(a+ D/2)s(—¢)-p_p)o

44 7P12(r2)e(—=m2)7(c + D/2)o(~b)—a_py2
45 aP2(r2)2(—=m2)°=(b + D/2)4(—C€)—a-p)2
46 772 (=m3)*(=m1)"""(D/2)c(=a)-c-p2
AT 7P (=m3)*(=m3)7*(D/2)e(~b) -/
48 PP (=m3)*(=m3)7 (D /2)s(—a) p-py2

49 wP/2(— 4 (—m3)° (D /2)p(—¢)-v-p/2
50 @P2(—=m2)(—m3) =4(D/2)a(—b)—a—p/2

51 w2 (=m3)*(=m3)"*(D/2)a(—c)-a-p>

35 wP2(p?)*(—m3)P P2 (—m3)*(—b) _py2
52 wP2(p*)b(¢?)¢(—m?) P2 (—a) _po

53 P2 (p?)*(r?)*(—m3)**P/2(=b) b

34 wPP(p) (=) PP (~m3) (~a) ppe
54 xD/2

Tabela-3.2 (continuagio)

55 w

q
b
q

)
)
)
)
)

2
1
2
2
3
61 xP/? —m% "(D/Q)bﬂ(—a),b,ch/Q
2
2

62 7P/2(—m2)?(D/2)atc(—b)—a—c—n)2
63 7P/2(—m3)°(D/2)a16(—C€)—a-b—n/2

L

D_D

|

—~

3 =

T

RN -~

q ) N N
| |
& O~ O«

S4/sea Ll U

P R e

R 2~

N[N [ NN N
~— T
SESIENIN

[P F N

N

+w+%+2 X

I VI I T~

/|\+(\+(D Q

S

) T ==

« |

[\l N N N

~ ~ S~ S~

Q QR R A

= E k k

© D~ o0 O

Yo T Yo S Yo R Von)

D (—mi)*(=md) () o

(
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2(_m
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Tabela-3.2 (continuagio)

n A,

e T Rt A R s P

65 w2 (p*)7¢(q*) PP (=m3) T (—a)—p-pja(—¢)—o-ps2(—D)2vins2

66 7P/2(r?) 7= (p*) P2 (=m3) T (—a) —e—n/2(—b) —e—n/2(—C)act /2

67 w22 (p?) e (r?) 7 P2 (= m3) 7 (—b) —a—py2(—€) —a—p/2(—)2a1D/2

68 wP2(r?)77¢(q?) " PIA(=mi)" (=) —p-py2(=¢)—s-p/2(=D)2s+ D/

69 mP/2(g*) 0 (r?) PP (=m3)" (=b)—a—p/2(=€)—a—nj2(=0)2a1 /2

Tabela-3.3

n T, T2, T3, T4, Ts 21,29y R34 R4,y 25

I 1-0-D/2,-0+¢c,—0+b; 1-a—D/2,1-0—D/2 T 7 M b, 0

2 1-0-D/2,~0+¢,~o+a; 1=b=D/2,1~0—D/2 —"L; " ", w1

3 1-0-D/2,—0+b,—0+a; 1—c—D/2,1—0—D/2 —%;T;—E;T—E;—g,—%

4 —c¢,—o0+a,a+D/2; a+D/2,1+a—c —%222;2%52;2’—;,—%;—7;—2%
5 —b—oc-+aa+D/2 a+D/2,1+a—b — 5 e - -
6 —c,—o+bb+D/2% b+D/2,1—c+b —5232;2%2;%,—27-5;-%5
7 —a,—0+bb+D/2;b+D/2,1—a+b _%%;22;2322;;_5;_%3;_7_23
8 —b,—o+c,c+D/2;c+DJ/2,1—b+c —%‘jﬂi;ﬁﬁj;ﬁé;—’;—ﬁ;—%ﬁ
9 —a,—0+c,c+D/2; c+D/2,1—a+c —5%222; Zézz;;_z;_%%;_%%
10 —¢,—0+b—0+4+a;1—c—D/2,—c —7;”%2%;;—?;;—2%;—7;—?—?—{
11 —-b—0+c¢,—0+a; 1 —b—D/2,—b —g{;z,z—;;;—%;—?—é;—%j
12 —a,—0+c¢,—0+b; 1 —a—D/2,—a %1;5,;—%,%;2—%;—%32
13 —b1—-b—D/2,—0+a; 1—b—D/2,1—b+a _%73223%9%;2;_5%3_%
14 —a,1—a—D/2,—o+b 1—a—D/2,1—a+b —Tng;‘%;’;—%;%;g, o %
15 —¢1—c—D/2,—0+a; 1—c—D/2,1—c+a —%;%;%;2; T’,’%, Z—%
16 —a,1—-a—D/2,—0+c;1—a—D/2,1—a+c %;’;j;%gm E Z—g
17 —¢,1—c—D/2,—0+b; 1—c—D/2,1+b—c T;;:E;T—E,Z%gz, 7’7’%; =
18 —b1—b—D/2 —c+c¢; 1—b—D/2,1—b+c —Tnﬂ%%%%p——;s—z—i
19 —c¢,b+D/2,a+D/2; 1+0—c,a+b+ D —m—z,r‘i—%,m—%,—?—;;—?—j

20 —-b,c+D/2,a+D/2; 1+0—ba+c+ D —%—2,%—2;;—2;—%%;—?—5

21 —a,c+D/2,b+D/2 1+0—ab+c+D —%,5—?;&—2,—?—5;—7—3
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Tabela-3.3 (Continuagao)
n T1, T2, T3, Ta, Ts 21, 22, 23, 24, 25
22 —-b1-b—D/2,a+D/2; 1+0—-b1—-b+a %E;T;zi;:’_;;_%;_%
23 —a,1—a—D/2,b+D/2; 1+0—a,1—a+b —Z—i;:—i;g;—%;—:—g
24 —¢,1—c—D/2,a+D/2; 14+0—¢c,1—c+a —%;?—};;—;;—7’7’1—2;—2—%
25 —a,1—a—D/2,c+D/2; 1+0—a,1—a+c T;—E;T;—;;Z’—z;—%;—:—g
26 —c,1—c—D/2,b+D/2; 1+0—c,1+b—c %;T;;g—z; 7’7’1—2%; 2—%
21 —b1—b-D/2,c+D/2% 1+0—bl—btec —TLT0 4,0
28 1-0—-D/2,—¢c,—0+c¢;1—a—-D/2,1-0+a Z—;,T;—;;—;—z;z—j;%ﬁ
29 1-0—-D/2,-b,—0+b;1—a—D/2,1—0+a %;%;_%;%;%
30 1-0-D/2,—¢,—0+¢ 1-b-D/2,1-0+b 33550
31 1-0—-D/2,—a,—0+a; 1-b—D/2,1—0+b %E;T—;,—g—z;;—z;?—j
32 1-0-Df2,~b,—0+b 1—c—D/2,1-0+c D 50"
33 1—-0—-D/2,—a,—0+a;1—c—D/2,1—0+c T—;;T—;;—fl’—z,;—z,?—j
34 —c,—bb+D/2; b+ D/2,1+a+ D/2 z—%;—_fg_’;_%p
35 —c¢,—a,a+D/2; a+ D/2,14+b+ D/2 %;%;—%ﬁ;g;%z—z
36 —b,—c,c+D/2; c+D/2,1+a+ D/2 :—%;Z—E;—?—j;%&:g;i
37 —b,—a,a+D/2 a+D/2,1+c+ D/2 %m—_%&%%;—
38 —a,—c,c+D/2; c+D/2,1+b+ D/2 %;%;—%ﬁ,%é;:gjj
39 —a,—b,b+D/2 b+ D/2,1+c+ D/2 %;—_%ﬂz%%f’—
40 —c,—b,—o+b;b+D/2,1—0+a %;%,—%ﬁ,?—j;;—i
41 —c¢,—a,—0+a; a+D/2,1—0+b %;%;—ZL—E;Z—E,%
42 —b,—c,—o+c¢ c+D/2,1—0c+a %9%’_?—;’?—5;5
43 —-b,—a,—o0+a; a+D/2,1—0+c %;%;—TZ—;;%;Z—;
4 —a,—c,—o+c¢ c+D/2,1—0+b %9%’_7:_;’%%;%
45 —a,—b,—o+b; b+ D/2,1—0+c¢c Z—%;%,—T—;;%é;%
46 —b,—c,c+D/2; 1+0—b,D/2 %9%9_%a%§5%
A7 —a,—c,c+D/2; 1+0 —a,D/2 i—?;:—%;—;—%,%;%
48 —c,—b,b+D/2; 1+0—¢,D/2 &—2,%;—%,2—%,;—%
49 —a,—=b,b+D/2; 1+ 0 —a,D/2 ;—Z%—m—gg—g;—i
50 —c¢,—a,a+D/2; 1+0—¢,D/2 %’%’_%’%;%
51 —b,—a,a+D/2; 1+0—b,D/2 m%—#%%
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Tabela-3.3 (Continuagao)

n T1, T2, T3, Ta, Ts 21, 22, 23, 24, %5
52 1—o+a,—-b,—c; 1+a+D/2,1—0+a —2%;{;?—%;%%;2—%;?—%
53 1—o+b,—a,—¢; 1+b+D/2,1—0+b — R o s gt
54 1—o0+4+¢,—a,—b; 14+c+D/2,1—0+c _%ﬁ%;%;%%;%i;%%
50 —0,1—0—-D/2,—¢c; 1—0+a,1—0c+Db —%%;T;—E;g—z;r;—;;;—z
56 —o0,1—0—-D/2,—b;1—0+a,1—0+c —?—;;?—5;5—;;?—5;;—3
57 —o0,1—0—-D/2,—a; 1—0+b1l—0+c —T—j;%;%;%%;g—z
58 D/2,—b,—c; 1+a+ D/2,D/2 —gj—%;%—%;%;%;:—%
59 D/2,—a,—c; 1+b+D/2,D/2 —%,ﬁ—m—%%
60 D/2,—a,—b; 1+c+ D/2,D/2 —%;;—2;;—2;2%;2%
61 —o,—b,—c; 1—0+a,D/2 —%;%;;—};Z—%;Z—%
62 —o,—a,—c; 1l—o0+b,D/2 —é—%;i—%;&—%;%;%
63 —o,—a,—b; 1—0+c¢,D/2 _%;%;%;%;%
64 —o+a,a+D/2,c+D/2; a+D/2,14+0—b ;—2;%%;%;;—2;—?—5
65 —o+a,a+D/2,b+D/2% a+D/2,1+0—c @%T—%—T—
66 —o+bb+D/2,c+D/2; b+D/2,1+0—a %—2;%5—2;?—5;;—2;—?—;
67 —o+bb+D/2,a+D/2 b+D/2,1+0—c ;—sggpﬂw——';—
68 —o+c,c+D/2,b+D/2; c+D/2,1+0—a Tﬁ—;;%ﬁ;;?—j;;—i;—%ﬁ

69 —o+cc+D/2a+D/2% c+D/21+0—b By Mo TG
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Tabela-3.4

n B,

L aPP(2) (o)) et

2 7TD/2(T2)0(22)afc(jc:_iﬁfTI;%

e MY = e

4 () s

5 mP(q)7 (20)7 (o) e

6 T (o) o
TRy () et

8 ) o

I O R B s

10w ()7 (z) 7t gt
A
R

Tabela-3.5

n T, T9, T3, T4 21429
1 a+D/2,0+D/2;1—b+o,1—c+o %5
2 —¢,b+D/2;1+b+0,1—c+o 7,5
3 —bc+D/21—b+o l+c—0 i
4 —a,—-0;1+b—-0,14c—o0 Z—z,f—z
5 b+D/2,0+D/2;1—a+0,1—c+o0o 2—2,%;
6 —-c,a+D/2;14+a—0,1—c+o ;—z,f]’—z
7 —a,c+D/2;1—a+0,1+c—0 2—;,{;—;
8 —=b,—0;,1+a—o0,1+c—o0 ;—2,2’—;
9 ¢+D/2,0+D/2;1—a+0,1-b+0 ;—z,g—z
10 =b,a+D/2;14+a—0,1—-b+0 ;—2,19);
11 —a,b+D/2;1—a+0,1+b—0 G
12 —¢,—03;14+a—o0,1+b—0 ;—z,g—z
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Tabela-3.6

n C,
L) ) R

2 )

8 wP(=m?) (=) (—2)
4 wPP() ()0 ) e o Do
5 I (o) () g
6wl ) (@)

T IR () ) g e
s )

9 mPR()7 (z) () MG

10 7P/2(g2)" () () e Lpelpeele

1L ) g

12 w2527 ()7 b

13 w0 (p%)7 () () P eV
14 7P () () e

15 w0 () () o
16 7Tz)/z(qQ)a(_ZZ)a—c(c_(a—)j)+<rD/2
M = e

18 Ry () e 0

19 mPPR(p)7 () o

20 TR

2 P ()

29 WD/Q(QQ)U%

23 7P/ (r2)e bl
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Tabela-3.7
n T1, T2, T3; T4, Ts 21, %2, %3
1 —a,¢+D/2,b+D/2; c—a+D/2,1—a+0 T’;—Z, 7%—22, —;—22
2 —o0,-b, —c; D/2,1+a—0 7%_22; %Q _;_22
3 1+a—o0,-b—c;l+a+D/2,1+a—0 rg_j rqn_j _r;;;;
4 a+D/2,0+D/2,1-0-D/251~b+o,1-c+o %;1; _,;;;22
b 0+D/2,b+D/2,1-0—-D/%1—c+o, l—ato 5B D
6 a+D/2, —c,1—0—D/21—c+o0,1+a—0 O B o
7T 0+D/2,c+D/2,1-0—-D/%1—btol—a+0 54 ™%
8 a+D/2,-b1—-0-D/2;1-b+o,1+a—0 o4 o
9 —¢,b+D/2,b—0;b+D/2,14+b—c —7222%22;5’—2; —’;—;
10 =b,c+D/2,c—0;¢c+D/2,1-b+c 7222322; g_z; _T;L_;
11 —¢,b+D/2,1—¢c—D/2;1—c+o0,1+b—c —T—;; g—i, —2_22
12 —b,c+D/2,1—b—-D/2;1—b+0o,1—-b+c _T_j; 5; _55_2
13 ¢+D/2,b4+D/2,1-b—D/2;1-b+0,1—a+o0 p_ Z’f—ﬁl—
14 —b,—¢,1-b—D/2;1—-b+o0,1+a—o0 p_ fg_#
15 b+D/2,c+D/2,1—c—D/2;1—c+0,1—a+0o Z—z; Z‘—;;TZ—Z
16 —c,—b1—c—D/2;1—c+o0,1+a—0 o o I
17 —¢,b+D/2,1—0—-D/21—c+o0,1+b—0 C; B —m
18 —b,c+D/2,1—0—-D/2;1—b+o0,14+c—0 p_2 q_2 _rg_j
19 —a,b+D/2,1—0—-D/2;1+b—0,1—a+0 ;1)_2 ,,—2'3—2
20 —0,—¢,1—0—-D/2;14+b—0,14+a—0 g—z; ;—j;’g_j
21 —a,c¢c+D/2,1—06—-D/2;1+c—0,1—a+o0 g_j; q—i’g—f
22 —0,-b,1—0—-—D/2;14c—0,14+a—0 ;Lz; Z_;;Zl_;
23 —a,—-0,1—0—-D/2;14b—0,14+c—0 f_z; Z_z; _T_z
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Tabela-3.8

)—C (=) —cto(=b)s
(C*U)—c+2a+D/2
—b (=8)-b+o(=C)o

(b—0)_p420+D/2
—c (£0)o(Zb)—cto
(C*f’)—c+2a+D/2
—b (=)o (=€) —bto
(b—=0) b420+D/2
—a (=) -ate(=0)s
(a—U)—a+2a+D/2
—a _(=b)o(=C)—ato

© 0 N O Ul oA W N =3
>
~
N

2\o
%)% (21 (afa)—a+20+I5/2 (—b)
D/2 ol el oDt
10 = ) D o
D2/ o —a o—c\=®)—b—D/2{—€)-b—D/
11 =P/ )7 (=1 (22) ( b)(biDL;S(—zb)—DbﬂD :
D/2(p2Yo (, Yo=b(, yo—c {0 —a—D/2(7C¢)—a—D/
12 7P2(y )7 (21 (22)77¢ ((aﬂL)DL;SZcEg)/?D 2
o o—b o—al"Y—c- ——<= 2L
13 7TD/2 p2) 21 (_22 a( gc—f-DI%;(—zc;DﬂD/z
D2/ e e oc—al\"4)—b—D/2\—C)—b—D/
14 7D/ 7*)° (% (—29 - )(b:Dlzzi(_zb)_Db/zDz
o o— o—b(b)_a —C)—a-
1o w202y ) () o S
- ( —b)_q_ D/2( c)*afD/Q
( (a-)i—D/Z)—Za—D/Z
D/2 2\o - B e
17 #P/2(— z3)" (2 “m
18 7P/2(—m?2 oAk
W
D/2 2 “b(z4)” .
19 =« /2(— g —Zl) (Z4) a(b*O')g,+D/2
D/2 2 - B E.
20 7P/2(—m?)e (~a) " (z)
91 7P/2(_m2)° —Z3)‘C(—Z4)_“m
D/2 2o —b - 3
2 /2(_ _23) (_24) m

Je=o (—@)20+D/2(—b)2p1D/2
(C*U)—2c+2a+D/2
)b—o‘ (=a)2a+D/2(=C)2e+D/2
(b—0)_2p420+D/2
)
)

)
w
)
]
~
N
I

[\]
=~
5
I
~
)
[

—b(=a)p(=€)—bto
(b*U)a+D/2
—c(£0)e(Zb)—cto
(C 0)0+D/2
—a D/2
( b+a
b —a D/2

N DN [N~} [N}
co 3 O Ot
N 03 3 N
S 5 O 0O
~ ~ ~ ~
N (3] [\V] N
| |

—21) ¢
—z1)”

Zl)a+D/2 ( b)aiDL;éz;( 2a) Da/2D/2
—23)"
)

[\
©
S
]
~
N

a

w
S
3
=]
~
N

(a— U a+D/2
a _C _ \=Ca
(a—0) a+D/2

w

—
S
~
V)

[a—y
(o2}
~
[\
AAAAAAAAAAAAAAAA?/-\AAAA/-\A/-\AA/-\/-\AAA
[\
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Q
N
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|
o
N
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Tabela-3.9

n T1, T2, T3; T4, Ts 215 %25 235 %4
1 —-0,—-¢,1—0—-D/2;14+a—0,1+b—0 —’;—;;Z—z;;—z
2 —0,-bl—0-D/2;1+a—0,1+c—0 —’;—;;Z—z;z—i
3 —o0,-a,1—-0—-D/2;14+c—0,1+b—0 ;Z—z;’;‘—;;
4 —¢,b+D/2,1—6—-D/2;1—c+0,1+b—0 ; By
5 —bc+D/2,1—6—-D/21-b+o,14c—0 ; &, m

6 —-ca+D/2,1—0—-D/2;1+a—0,1—c+o0o ;’;—;,’;—z;

7 —ba+D/2,1—-0—-D/2%1+a—0,1—b+0 P02
8 ¢+D/2, —a,1—0—D/21—a+0,14c—0 B, m

9 b+D/2,—a,1—0—D/2;1—a+0,1+b—0 : m?

<
)

10 o+ D/2,¢c+D/2,1—0—-D/2;1—b+0o,1—a+o0
11 o4+ D/2,b+D/2,1—0—-D/2;1—c+o0,1—a+o0

Qw |'Bw>§m |’Qx\;§m |QNQN|
3

VIR IRQRQAIIVISI VI QW Q3 SR8 3| S
|t\:w|tvw|mw|wm|ww|ww|mw|ww|ww|mw|ww|w
=

12 0+ D/2,a+D/2,1-0—-D/2%1—b+o,1-c+o %G00
13 c+D/2,a+D/2,1—-a=D/2%1—a+o0,1—-b+o L% —By
14 b+D/2,a+D/2,1-a-D/2%1—a+0,1-c+o bym; -5
15 b+D/2,a+D/2,b—0;b+D/2,1—c+0 f—;;g—z;—’g—z'
16 ¢+ D/2,a+D/2,c—0;¢c+D/2,1—b+o0 :{—z; 72—22, —';—22
17 —c¢,a—o0,a+D/2;a+D/2,1+a—c ;L;;—%T:Q,
18 —ba—o0,a+D/2a+D/2,1+a—b O —L o
19 a—b1—-b—D/2 —a;1—b+o,1—b—D/2 mb.oml. O
20 a—c¢,1-c—D/2,—a;1—c+0,1—c—D/2 m, m 2
21 14b—0,—c,—a;1+b+D/2,14+b—0 —’;jf;,’f—;;
22 14+c¢c—o0,—a,—b;1+c+D/2,14+c—0 —’;—;;%Z;T—?;
23 —¢,b+D/2,a+D/2;1—c+0,a+b+ D %;—%;;—
24 —b,c+D/2,a+D/2;1—b+0,a+c+D FARR. P
25 —b,1-b—D/2, a+D/2:1—b+0,1+a—0b o =T o
26 —c,1—c—D/2,a+D/2;1—c+o0,1+a—c ’;—22;—73—22,;—2
27 —¢,1—c—D/2, —a;1—c+o0,14+b—0 T—;;T—;;g—z;
28 —b1-b—D/2 —a;1—b+o,14+c—0 m. m. v
29 1+a,a+D/2, —a;1—c+o0,1—b+o m. ml. B

SM

I

-QN|SM‘§M|Sw ?‘3|Sm -
SN

3%

(S)
4

3[\J

|
|3w %“’|
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3
~

|3w i’|

<
M

3N| 3,

<
N

3 3

<
B
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Tabela-3.9 (Continuagao)

n X1, T2, T3, T4, T5; T, L7

30 —¢, —a, 1—a—D/2,1—a+b+c,a+D/2;1—a+bl—a+o0
31 —b,—a,1—a—-D/2,1—a+b+c,a+D/2;1—a+c,1—a+o0o
32 —o, —a, —b, —c,a+ D/2; D/2, —b—¢
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Tabela-3.10

n E,

1 RPR(2)7 (—a) () s
2 TP/ qR) () () e
3w (P) (—) ()0 oo
4 PP (=)o () () sl

5 w0 (=m?)7 (2g) () 0 O

6 w02 (=m?)7 () () P o

T AP (=) (2s) " () 2L

8 w0/ (—m?)? (a5) P(e) oLk

9 PI(=m?)(25) () oL el

10 7P/ (—m?)? (25) P/ e o Oe

L Pt )t

12 /(o) (2Pl CA b b

13 7P/ (—m?) (z5)0—o CpetpaOesore
RS i = ey

15 w02y (zg)e P Ve oot

16 w207 ()~ e

17w ) ()

18wl ()7 (en) O T

19 w7 ()t S

20 7R (=) o

2L w0 ()

29 7TD/2(—m2)U(—Z4)_b(—Z5)_C(ﬂth/Q)D/z

23 P2 )7 () s) SOy

24 7TD/2(_m2)a(_z4)—(z(_zf))—l)m

% TR

2% 7)o

27w

28 w0 (=m?)? ()" DI (=) Coepa e
20 WP/ (—m2)7 (21) P/ z) e Um0 0o
30 ,n_D/Z(_mZ)U(z4)c+D/2(z5)—b(_a)—c—D/2(_b)—c—D/2

(c+D/2) 2c_py2
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Tabela-3.10 (Continuagao)

n E,

31 mPTE (o) (aa) P o) e T
32 w02y () ) e e
33 mDI2(—m?)7 (z20)+ P/ (z5) e e baCOemre
34 7]_D/2(_m2)a(_zl)—b(zilzl;cb—)f)c/z

35 ﬂ_D/Z(_mZ)a(_Zl)—a(*(’;)_—;)—j/z

36 w0/ (—m?) (=) e

37 w2 (—m2)e(—zy) o e

I e e

39 WD/Q(_mZ)U(_Zl)_b(_(cb):g)__l:ﬂ

40 7TD/2(—m2)U 1
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Tabela-3.11

n L1, T2, X3; T4, Ts 215 225 235 %45 %5

1 1—-0-D/2,¢c—0,b—0;1—a—D/2,1—0—D/2 —’;;;22;7;—22; ’;—;;—f—z;—g—;
2,2 2 2 2 2

2 1-0-D/2,a—0,c—0;1-b—D/2,1—0—D/2 —7;—?%, T—i; ’;—22;—;—;;—2’—;

3 1-0—-D/2,b—0,a—0;1—c—D/2,1—0—D/2 — e e T

4 —c,a+D/2,a—0;a+D/2,1+a—c %7;;2’—2;2’—2;—’;—;;—%

) —b,a+D/2,a—a;a+D/2,1+a—b _222;22;5_5; g_z;_r;_;; _r;z_;
2.2 2 2

6 —c,b—0,b+D/2:b+D/2,1—c+b —;;3;;%; P— —fg—{; —7;;—

7 —a,b—0,b+D/2;b+D/2,1—a+b —m;;;;;—;; ;—22; _%2’ —T—Z

8 —bc—o,c+D/2;¢c+D/2,1-b+c — I Ly Gy T
2,2 2 2 2 2

9 —a,c—0,c+D/2;¢+D/2,1—a+c —7’1’%22’;2;2;—2; %—2; —T—;; _T_;

10 —¢,b—0,a—0;1—c—D/2, —c I L — 0

11 —¢,b+D/2,a+D/2,1—c+0,a+b+ D —2—22, T‘i—é; ;—22, —’;—;;—’;—;

12 —b,c—o0,a—o0;1—-b—D/2, —b —mzz;%; ;—22; —’;—22;—’;—22

13 —=b,c+D/2,a+D/2;1—-b+0,a+c+ D 7%—22; p_22; 7;—22; —7;—22;—7;—22

14 —a,c+D/2,b+D/2;1—a+o0,b+c+ D ;22;5—22; 731—22; —T—;;—T—;

15 —a,c—0,b—0;1—a—D/2, —a — I By ,(,11—22; —T—;; —T—;

16 1—0—-D/2,a+D/2, —¢;1—c+o,1+a—o0 Z’—;; ’;—;,—Z—:;fl’—z;’;—;

17 1—0—-D/2, -b,b—0;1—a—-D/2,1+a—o0 ’(’;—22; q_;’_;_z;f);;;?_;

18 1—-6—-D/2, —¢,c—0;1-b—D/2,1+b—0 I =L Iy

19 1-0-D/2,—a,a—0;1—-b—D/2,1+b—0 TT”—;; T—;,—;’)—z;;—z;g—:

20 1-0—-D/2, =b,b—0;1—c—D/2,1+c—0 Z‘—;; Zz—;;—f—j; g—.j;T—;

21 1-0-D/2,—a,a—0,1—c—D/2,1—0+c T—Z); T_;>_§_§; ;;,’;l—;

22 1+a—o0,-b,—¢;1+a+D/2,1+a—-0 —%, ’;’—22; ’;—;;’;—;,’;—;

23 14+b—-0,—a, —¢1+b+D/2,14+b—0 —%, ;’}—22, T—;,Tg—;;’f—;

24 14+c—o0,—a,—b;1+c+D/2,14+c—0 —%,Tg—;; '1’}—22, %f,r;‘—;

25 —0,—-¢,1—0—-D/2;14+a—-0,1+b—0 —’;—;, a. ’:—;;;—;,ZL—;

26 —0,—b,1—0—D/2;14+a—0,14c—0 —%2;{1’—2;7;—22; 2—2;73—22

27 —0,—a,1—0—-D/2;1+b—0,14c—0 —T—;;;L;;T—;; fﬂ’;,:’f—;

28 a—o0,a+D/2,c+D/2;a+D/2;1-b+0 7;—22;{1’—;;7;—22;2—;;—2’—;

29 a—o0,a+D/2,b+D/2,a+D/2;1—c+0o e

30 b—0,0+D/2,¢c+D/2;b+D/2,1—a+o0 7%—2, f—s; ’Z—;; ;—z; —T—;
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Tabela-3.11 (Continuagao)

n L1, L2, T3; T4, Ts R15 %25 235 %45 %5

31 b—0o,b+D/2,a+D/2;b+D/2,1—c+0 7%_2; ;—z; T—;; f—;; —’;}—22
32 ¢c—0,¢c+D/2,b+D/2;¢c+D/2,1-a+0 %22; g;; 7;‘—22; 2—2; —T—;
33 ¢c—o0,¢c+D/2,a+D/2;¢+D/2,1-b+o0 51—22; ;—z; T—;; Z—;;—Z‘—;
n T1, T2, T3, Ta; Ts, Lo, L7 215 %25 %3 %4

34 —b, 1-b—D/2, 1+a—b+c, —¢; 14+a—b, 1—-b—D/2, 1-b+o ;0 0 L

35 —a,1—a—D/2, 1—a+b+c, —¢; 1—a+b, 1—a—D/2, 1—a+o

A

AR
36 —c¢,1—c—D/2, 1+a+b—c, —=b; 14+a—c, 1—c—D/2, 1—c+0o 7;—22; 7(’;—22; ;—2; m—zz
37 —a,1—a—D/2, 1—a+b+c, —b; 1—a+c¢, 1—a—D/2, 1—a+o ’2—;; 73—22; ’;—j; 72—22
38 —¢,1—c—D/2, 1+a+b—c, —a; 14+b—c, 1—c—D/2, 1—c+o T—;; T—;; g—z; T’;—i
39 —b, 1-b—D/2, 1+a—b+c, —a; 1=b+c, 1=b—D/2, 1=b+o ™, m 2. O
n L1, T2, T3, T4; Ls R1; %25 %3
40 -0, —a, =b, —¢; —o+ D/2 f;—é; T’fz—i; R




Capitulo 4

Integrais escalares em 2-/oops

No Capitulo anterior mostramos que é possivel aplicar o NDIM para avaliar a
integral escalar, com massas e expoentes arbitrarios dos propagadores, associada ao
diagrama de Feynman de n-pontos em 1-loop. Todavia, esta extensao ainda nao
foi estabelecida para os casos em 2-loops uma vez que o critério de soma das séries
hipergeométricas para casos gerais com mais de 2 pontos apresenta dificuldades
que ainda carecem de um tratamento mais apurado. Os resultados ja obtidos via
NDIM nao apresentam problemas pois foram calculados dentro do contexto onde o
critério citado é usado com sucesso. Neste Capitulo usamos o método de integragao
por partes para decompor em integrais mais simples a integral escalar associada
ao diagrama “2-loop master”, tratado no Capitulo 2, e calculamos na secao 1 suas
integrais remanescentes via NDIM. Na secdo 2 mostramos, via NDIM, o célculo
da integral escalar associada ao diagrama nao massivo de 2-pontos com n-insergoes
de auto-energia. Finalmente usamos a funcao de 3-pontos nao massiva calculada
anteriormente para apresentarmos o calculo da integral escalar nao massiva associada

ao diagrama de 3-pontos com uma inser¢cao de auto-energia.

4.1 O “2-loop master”

O diagrama conhecido como “2-loop master” ja foi discutido no Capitulo 2 desta
Tese. Este tipo de diagrama encontra aplicagoes interessantes como por exemplo
no operador de polarizacao do gluon. Sua estrutura intrincada nos momenta dos
propagadores é tal que a avaliacao da integral escalar associada, caso mais geral
com massas e expoentes arbitrarios nos propagadores, ainda permanece em estado
de arte. Na primeira abordagem mostrada no Capitulo 2 foi aplicada a técnica de

integracao por partes obtendo a expressao para I(k, m) dada por (2.39):

1
(D —4)(D - 3)

I(k,m) = [£12(0,2,1,2; k;m) — I»(1,2,0, 2; k; m)

92
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+ (D-3)I5(1,2,1,1;k;m)]. (4.1)

onde I}, I e I3 sdo representadas pelas integrais (2.32), (2.33) e (2.34) respectiva-
mente e que nés iremos avaliar aqui via uso do NDIM. Como ja foi discutido, a
técnica de integragdo por partes nao avalia a integral I(k, m) porém a reduz a inte-
grais consideradas mais simples onde os propagadores podem apresentar expoentes
unitarios e quadraticos. As integrais I5(1,2,1,1,k;m) e I3(1,2,1,1;k;m) podem
ser representadas pelos resultados obtidos no Capitulo 2 pelas expressoes (2.69) e
(3.20), isto é

1,(1,2,0, 2 k;m) = JU (m;2) J® (k;m;1,2), (4.2)
L(1,2,1,1,k,m) = J® (k;m;1,2) J (k;m;1,1), (4.3)

enquanto a integral I5(0,2,1,2; k; m) avaliamos via NDIM partindo da identidade

i (=)™ (za2)™ (—as)

al! ag! CL3!

J (k,m;a1,a9,a3), (4.4)

a1,a2,a3=0

onde

as

T (kyms an, 0,05) = [ @Pp P [g* = m?]™ [0~ 0] [0 - 0)2 = m?]" . (45)

Realizando as integrais gaussianas em ¢ e p do lado direito de (4.5), expandindo o
resultado em séries de poténcias nos «; e comparando estas poténcias com aquelas

do lado esquerdo da mesma igualdade, temos

( ) b i F( D/ ) (_k2)j1 (mQ)j2+j3 ( )
J (k,m;a1,a9,a3) =7 1-531—-D)2) —"F———, 4.6
o 31,520 1 J1!d251 741551 76!

com os vinculos
ar = J1+J2+ Ja+ s, (4.7)
ay = Ji1+ 74+ Js, (4.8)
a3 = J1+J3+ 75+ Je, (4.9)
D/2 = —ji —jis—J5s— J (4.10)

Selecionando uma solugao deste sistema, a saber j3 = a1 + as + a3 + D — j;1 — Jo,
Js = a1+as+D/2—j1—ja, js = —as—D/2 e jo = —a; — D/2+j5, e substituindo este
resultado em (4.6), teremos apés algumas manipulagdes algébricas e a continuacao
analitica para a; < 0

. D 2 a1+az+az+D
J (k,m;aq,a9,a3) =7 (—m )
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I'(—ay —ay—a3— D) (—a; —ay — D/2)T (D/2+ a3) ' (—ag — a3 — D/2)

X
r (D/Q) r (—al) r (—ag) r (—CLl — 2@2 — as — D)
—al—ag—ag—D,—al—ag—D/2,—a2—a3—D/2,—a2 k’2 ]
443 a az+az+D a az+a3+D— ’
D/Q, _a1+2 22+ 3+ ,— 1+2 2+2 3+D—1 4m2
(4.11)

onde 4F3 é dada por (B.16). Assim podemos expressar I5(0,2,1,2; k; m) por
I,0,2,1,1;k;m) = J(k,m;2,1,2)
- o ()
r5-D)r(3-bD/2)T'(D/2—1)T(3—D/2)
T (D/2)T (6 — D)

—D,3—D/2,1 2
3£ 5-D3-D/21) K | (4.12)
D/2,7/2—D/2 |4m?
Tomando-se k? = 0, isto é 4F3 = 1, obtemos o conhecido resultado para o diagrama
de vacuo em 2-loops. Para D = 4, obtemos
-1 1,1,1| k?
Je,m:2,1,2), . = 7t (—m?) F| |
e = o) | o
o | =1 arcsin /£, k* > m?
T om? 4;n—;zn2<\/1—%+\/—%), m2 > k2.
(4.13)

Enfim podemos escrever I(k,m) da forma

1
_ : W (12 9) T (e -
I(k,m) (D—4)(D—3)[J(k’m’2’1’2) JY (m; 2) I (k;m; 1, 2)
+ (D-3)J% (k;m;1,2)J<2>(k;m;1,1)], (4.14)

4.2 O caso 2-pontos n-loops

Os diagramas de inser¢do de auto-energia (Fig.-2.2a) sdo comuns nos célculos
de correcoes radiativas em teorias perturbativas como por exemplo na polarizacao
do vacuo e auto-energia de férmions. A integral escalar associada a este tipo de
diagrama foi discutida no Capitulo 2 onde apresentamos em (3.19), via NDIM, seu

resultado nao massivo, ou seja

L = / g [¢3]" [(@ - "]

D/? (lz)” ['(01)T (a2 + D/2)T (—02)
['(—a)) T (—ag) T (03 + D/2)’

(4.15)
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onde aj,a, < 0eo; = ;-:1 a;+ D/2.

N

q1 q2 q1
a b

q3 g2 q1

Cc

Fig.-2.2: Diagramas com inserc¢oes de auto-energia

Tal resultado pode ser estendido inserindo-se outro digrama de auto-energia como
mostrado na Fig.-2.2b cuja integral escalar, dada por

L, = /leh d" g, [‘ﬁ]al [(‘Jl - (ZQ)Q]M [qg] v [(112 - Z)Q]M ) (4.16)

pode ser avaliada com a ajuda de (4.15), obtendo

L o_ » (l2)a4+D/2 T (01)T (az + D/2)T (—03)

2 T (—a1)T (—az) T (o3 + D/2)
T (03 +D/2)T (as+ D/2)T (=04 — D/2)

T (—a)T (—03) T (04 + D) '

(4.17)

Este resultado estd de acordo com [37]. A extensdo para o caso de n insercoes de

auto-energia, Fig.-2.2c, pode ser feita de maneira simples a partir da integral escalar

n

]:[1 [d%¢; ()" (@ — a:+)*] 7] (22)™" [(an — D7]™"

1=

Ln = /dDQn

(4.18)
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obtendo
Gon+(n—1)D/2
L, = x"D/? (52) 2t

. H (0211 + (i — 1)D/2)T (agi + D/2) T (—09; — (i — 1)D/2)
T (=091 + (2= §)D/2)T (—ag) T (09 +iD/2)

(4.19)

O resultado acima pode também ser estendido para tratar casos massivos, porém este
tratamento torna-se mais simples quando usamos a representacao de Mellin-Barnes.

4.3 O caso 3-pontos com insercao de auto-energia

Consideremos agora uma aplicacao do resultado para as funcoes de 2 e 3-pontos
nao massivas ao diagrama com insercao de auto-energia da Fig.2.3. Sua integral

escalar associada é dada por
/de d%q [K]" [tk = 1)7] [k = )] [k =0’ " [2]". (4:20)
Usando o resultado (3.19), temos

s _ oplD2+d)0(D/2+e)T (D/2-d~e¢)
-7 T(—d)T(—e)T(D+d+e)

x / ak [K2) - 007 [k - )] (4.21)

Esta integral representa uma funcao de 3-pontos nao massiva que foi calculada no
Capitulo anterior e uma de suas trés solugoes expressa pela equagao (3.46). Neste

contexto, a integral S acima pode ser escrita da forma

7rD/2F (D/24+d)T(D/2+4+¢e)T (D/2—d—e)
F'(=d)T'(—e)T'(D+d+e)

x J®(—a—d—e—D/J2,—=b,—c,li,ly 11 — 1), (4.22)

S =

onde a,b,c,d,e < 0e J® é a funcio de 3-pontos ndo massiva.
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Iy =1

ll 12

K \_/

q

Fig.-2.3: Diagrama de correcao de vértice com insercao de auto-energia



Capitulo 5

Consideracoes Finais

Utilizamos a técnica conhecida como método de integracao em dimensao nega-
tiva para calcularmos as integrais escalares de Feynman associadas aos diagramas
de 2 pontos em 1-loop. Os propagadores escalares foram tomados com massas e ex-
poentes arbitrarios. Apds a obten¢ao do caso geral analisamos os casos particulares
de importéancia fisica como nos casos onde (i) as duas massas sao nulas, (ii) apenas
uma das massas é nula, e o caso (iii) de massas iguais. Todos os resultados gerais
e particulares estao de acordo com os obtidos na literatura via outras abordagens.
Também calculamos a funcao de 3-pontos e analisamos seus casos particulares de
interesse fisico. Os resultados particulares para massas iguais, uma nula e duas
iguais, duas nulas e trés massas iguais sao apresentados em termos de fungoes hiper-
geométricas cujos parametros e varidveis sao mostrados nas tabelas 3.2 a 3.11 do
Capitulo 2.

A generalizacao para o cdlculo da funcdo de n-pontos em 1-loop foi feita no
Capitulo 3 e obtida a férmula geral para esta funcdo dada em termos de fungoes
hipergeométricas generalizadas de Lauricella. Casos particulares como o de massas
iguais e o de momenta externos iguais também foram tratados obtendo resultados
concordantes com a literatura. Também foi mostrada esta férmula geral usando
o método da parametrizacao de Feynman. Neste contexto, como esta expressao
geral para n-pontos em 1-loop também foi obtida pela representacao de Mellin-
Barnes, obtemos uma equivaléncia entre estes métodos. Todavia para outras regioes
cinemdticas algumas consideracdes devem ser feitas. Uma delas é de que esta férmula
nao podera ser usada de forma recorrente para cdlculos em mais de um 1-loop tendo
em vista as regioes cinemdticas das séries hipergeométricas. Por outro lado, se
desejarmos obter outras regioes cinematicas paras as solugoes, deverao ser usadas as
formulas de continuagao analitica das fun¢oes hipergeométricas. Estas outras regioes
cinematicas paras as solucoes poderao também ser obtidas resolvendo-se novamente

o problema via representacao de Mellin-Barnes e escolhendo-se outros contornos de

o8



Capitulo 5. Considerac¢oes Finais 59

integracao, ou via NDIM escolhendo-se outras solucoes pelo sistema de equagoes de
vinculo.

A integral escalar associada ao diagrama “2-loop master” foi calculada usando
inicialmente a decomposicdo da integral em integrais mais simples via método de
integracao por partes e as integrais remanescentes avaliadas via NDIM. Este resul-
tado é comparado de forma satisfatoria com a literatura. O diagrama em 2-loop
nao massivo e com n-insercoes de auto-energia teve sua integral escalar calculada
via NDIM.

Usando a funcao de 3-pontos nao massiva obtida anteriormente calculamos o
caso em que € inserida uma linha interna de auto-energia. A generalizacao via
NDIM para calculos de integrais escalares associadas a diagramas massivos em 2-
loops com n-linhas internas nao nos parece apresentar formulas finais que sejam de
facil manipulacao. Isto se deve a necessidade de se estabelecer um critério geral para
a escolha das séries hipergeométricas obtidas pelas solu¢ao das equagoes de vinculo.

Como possiveis extensoes deste trabalho podemos citar: o estudo da possibilidade
da renormalizabilidade no calibre nao covariante do cone de luz; a aplicacao dos
resultados e outros possiveis via o NDIM as integrais presentes em teorias de campo
nao comutativa bem como no formalismo de teoria de campos a temperatura finita.
Estes resultados bem como o NDIM também podem encontrar aplicabilidade na
teoria 5-dimensional covariante galileana que vem recentemente se estabelecendo
[45, 46] e, em seu atual estdgio busca desenvolver técnicas perturbativas em teoria
de campos nao relativisticos [47].



Apéndice A

Identidades matematicas usadas neste trabalho

Neste Apéndice apresentamos algumas identidades matemadticas ja conhecidas
em teoria quantica de campos. Algumas demonstracoes serao ressaltadas com a
finalidade de elucidar resultados obtidos ao longo do trabalho, outras nao serao
demonstradas por serem ja conhecidas na literatura.

Consideremos inicialmente as integrais:

Gaussiana
D
/de exp {— Zkf} = P2, (A1)
i=1
A funcdo gamma
:/ de 27 'e ™. (A.2)
0
A funcao beta generalizada

a1 - ai+1—1| ap—1
B (o, a9, ...,0p) = / dz; (1 — 1) H [/ dzip1 (5 — i)™ xpmy
n

i1 ()
T o) ) (A.3)

Algumas propriedades da fun¢ao gamma usadas no corpo desta Tese:

['(22) = 2% 10 V2T (2)T(2 + 1/2), (A.4)
! = —Zsin (r2), (A.5)
[(z)I'(—z) T
r (l) = /2 (A.6)
2
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A.1 A integral padrao

Considere um espago D-dimensional onde um D-vetor k, é dado por k, =
(k1, ks, ..., kp). Neste espaco a integral (A.1) também pode ser reescrita da forma

1 o0 D/2—-1 ;2
pj2 _ 1+ 2\ (1.2 k
. —2/d9/0d<k)(k) e *
onde () representa o elemento de angulo sélido no espago D-dimensional e £ 0 médulo
do D-vetor k,. Usando (A.2), obtemos

27TD/2
/dQ = o7 (A7)

Observe que usando a construgao acima, a integral (2.11) serd dada por

/de ke o /ood (¥ M
2+ AP T(D/2) Jo k2 + A)

(A.8)

Esta integral pode ser avaliada usando-se a mudanca de varidvel k2 = A@ ea
definigao da fungao Beta (dada em (A.3) com n = 2). Apdés este célculo, o resultado

da integral padrio (2.11) serd dado por

D ke _ qD/2 a-prp2 L'(B—a—=D/2)l'(a+ D/2)
[ Phap = @ C(A)L(D/2)

(A.9)

A.2 Os polindmios de Gegenbauer

Os polindémios de Gegenbauer (ver por exemplo [42]) sdo definidos pelos coefi-
cientes C%(z), para valores inteiros de n, da expansao de (1 — 2hz + h?)™“ em termos
de poténcias de h:

_ o
(1—2nz+8%) " = 3 Caz) h™. (A.10)
n=0
Inicialmente reescrevemos o lado esquerdo da equacao acima em termos da expansao

(1-2nz+0?)" = Q-h) ™ l1 + M] B

(1—h)?

B ir(i+a)(2z—2)i R (A1)
= i'T(a) (1 — h)2i+2a’ '
Consideremos agora a expansao
R X T(j+2i+2a) ;..
m = Y h'tI, (A.12)

= jIT(2i + 2a)
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Substituindo este resultado em (A.10) segue

N\~ ® T'(i+ a)T(j + 2 + 2a) (22 — 2)°
(1—2hz—|—h) = > (+i!)j!(I]’(—Z)F:‘2i+)éa) )

i,j=0

R (A13)
Considerando a férmula de recontagem de uma dupla série infinita
o0 . o0 n
Yo aigh™ = 3% aia-ih" (A.14)
i,j=0 n=0i=0
pode-se reescrever (A.13), obtendo-se

(1-2he+w) ™ = SR e (g

n=01:=0

Comparando-se este resultado com (A.10) conclui-se claramente

iFH—a (i +n+ 2a)(2z — 2)°

(n —9)! T(a) T'(2¢ + 2a) (A.16)

=

Esta expressao é conhecida como polinémio de Gegenbauer. Os coeficientes C?%(z)

podem ainda ser reescritos da forma

['(n+ 2a)
['(2a)[(1 4 n)

C%(z) oFy [n+2a,—nja+1/2 | 552 . (A.17)
Considerando um espaco Euclidiano D-dimensional cujos vetores sao representa-
dos por x = (1, ..., £p), segue que os polinémios de Gegenbauer, C%(z), sdo obtidos

da expancao

1 1 & To\"
= N (R R (—) , A18
(X1 _ X2)2a x%a 7;) ( 1 2) T ( )

onde z; representa o médulo do vetor x; e £; > x5. Neste contexto, estes polinomios
obedecem & relagdo de ortogonalidade na esfera unitdria em R”[13]

o e e a wrn
/og(xl-xgd@cm(x,xg,) = 508 (%1 %), (A.19)

onde a normalizacao angular é tal que [dZ = 1. Outra identidade que pode ser

obtida neste contexto é

1 Tle-—a+1) / exp(2ik - 1)dPz

— = A.20
k2o 71-a—|—11“(o~,) (xz)afa—kl ( )



Apéndice B

Funcoes Hipergeométricas

Neste Apéndice apresentamos defini¢oes e propriedades de algumas das principais

fungoes hipergeométricas utilizadas ao longo desta Tese.

B.1 A funcao de Gauss

E definida pela série
= (@)n(b)n 2"

oF [a,b; c|z] = nzz:o ©. o’ lz| <1, (B.1)

onde (a), é o simbolo de Pochhammer, definido por.

I'(a+0b)
=—~7 B.2
(a’)b F(a) ) ( )
e que possui dentre outras propriedades
—1)b

(@)= (B.3)

(1—a)
Esta propriedade pode ser interpretada, quando usada fora de uma série hiper-
geométrica, como uma continuacao analitica para valores negativos de a e b.
A funcido de Gauss acima é solucao da equacao diferencial
A’y dy
2(1 =2)=—%+{c—(1+a+b)z}j— —aby =0, B.4
(1-2) 5 +{e— (1 +a+ b (B.4)

e sua forma integral é dada por
() R —b—1 -
F; ; = —— / 1-—1)° 1-— a B.

onde Re(c) > Re(b) > 0 e |arg(l — z)| < w. Disto decorre a propriedade da soma

_ _ T(e)T'(c—a—b)
File biell) = = Sre o)

(B.6)
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onde Re(a+b—c¢) <0com c#0,—1,-2,.... A continuagao analitica para z > 1 é

dada por
I'e)l'b—a
Rt =[O R a1 - ol = al 174
Fla—b),
— (= Fi[b,1— b;1— bl 1/z]. (B.
+ F(G)F(C—b)( Z) 2 1[’ c+0; a+ | /Z] ( 7)
E para efetuarmos a continuacao analitica de 1 — z para z, usa-se
Fila,bjc|ll — 2] = L(e)(c—a =) Fila,b;14+a+b—c|z]
247114, Uy - F(C—G)F(C—b)z 1%, Y,
NG b—
+ oot ()T (a + C)QFl[c—a,c—b;l+c—a—b|z].

['(a)T'(b)
(B.8)

A funcao de Gauss para valores especificos dos parametros pode assumir o com-

portamento de fungoes elementares: para a =1,b=1/2 e ¢ = 3/2, tem-se
1
Nar: arctan v/—z; (B.9)

também para a — £, b — =&, ¢ = 3 e z — (sinz)?, temos

A (1534 -

2
o F} [ sa,—3a; 3 ‘(sin z)z] = cos(az); (B.10)
e para a arbitrario, b = a — % e ¢ = 2a, segue
. 1 1 1/2 1—2a

B.2 Funcao de Lauricella generalizada

A fungao de Lauricella generalizada [44] de N varidveis tem a forma
aptpy | ol o] B0 OB B
Fewriion | [osy0, Ly [0 : 50, . [d™) ; 5

ad Hf:l (a'i)al(-l)jl-l—...-i—aEN)jN HZBle (bzl)ﬁ,-(l)jl"'HiB:(iV)(bz(N))ﬁfN)jN

Cc (. DM 71 D) ¢ 4(N)
jrrgn=0 iz (€)oo T (di) s, iz (A7)

AR ZN:|

J1
Jt JN
WA N (B.12)
il gn!

onde
[a:aW, . ..,a™] = (a;: agl), ey ong)), e (aa ag), ...,agN)),
b0 0] = @ B), .. (655 : i),
[e: /D, . AN] = (¢ - %1), ...,%N)), o (ac: fyg), ...,fy(CN)),
[dD : 6®) = (@ : 6, ..., (@5, - 6%, (B.13)
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com k = 1,...,N. Os parametros «, 3,7,0 podem ser inteiros nao negativos nas
fungoes hipergeométricas e também negativos nas fungoes do tipo hipergeométrica.

A funcao hipergeométrica de Appel F; tem a forma

i+ (0)i+ 21 2

SO (B.14)

Fyla,b;c,d|z1;20) = Z (az

1,j=0

e também pode ser escrita da forma Fy = FZ{). Esta fungio, para 2; = 2z = 2

pode ser reescrita da forma

& (@)iyj (D), 2
Fyla,b;c,d|z; 2] = -
. 7 ZJZZO (c)i(d); ! 7!

que usando a recontagem de séries (A.14) e também (A.4), temos
= (@) (57), (4), (42"
Fyla,b;c,d|z; 2] = L n ) (B.15)
7;) (©)n(d)nlc —d—1)n n!
A funcao generalizada de Gauss, , 1 F, = F"*!, é dada por

A1, A2, -y Ap41
n+1Fn
b17 b2’ sy bn

(B.16)

_ <= (@)n(@2)n-(ang1)n 2"
Z] B 7;) (bl)n(bZ)n--.(bn)n nl’

Outras fungbes hipergeométricas utilizadas (que também podem ser dadas em

termos das fungdes de Lauricella (B.12)) sdo dadas por

0, Z1,%2,T3 215 2y 2 2l 2 _ i (xl)j1+j2+j3 (xQ)j1+j2—j4 (x3)j1+j3—j5
T4, Ts i gv=0 (%4) j1—ja—is (T5) ju-+a-+ds—a—iis
Z]S Ja ]5
x izi—z—— (B.17)
g1t ga! gs! ja! gs!’
T, T, T2, T3 213 29 23} 245 25 — i ("El)j1+j2+j5 ($2)j3+j4_|_j5 (373)j1+j2—j4
Ty, T5 PR (Z4) jo—js—ja (T5) j1+4s-+ds
% iﬁﬁﬁz_% (B.18)
g1t ga! gs! ja! gs!’
wy | T | = i (@) j1 4ot tiats (£2) no-tia (%3) ja s s
T4, Ts J15-5,J5=0 ($4)j1+j4+j5 ($5)j1+j2+j3
(AA ﬁz_ffz_f (B.19)
g1l ga! gs! ja! gs!’
g, | T i (@1) 1 +52—gs (%2) js s (£3) ~js-+ s
T4, Ts J15-,75=0 ($4)j1—j3—j5 (xS)—j2+j4—j5
A 520

J1! jo! gs! 74! 75!
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T1,T2,T3 L
Tl 21522 23
T4, Ts
T X1,T2,T3 . .
2 215 %225 23
Ty, Ty
Z1, T2, T3 L
T3 Z1y A2 %3
T4, Ts
T T1,T2,T3 . .
4 215 %225 23
T4, T5
Z1, T2, T3 L
T5 21522, %3
T4, Ts
T x1,T2,T3 . .
6 215 %225 23
T4, Ty
T Z1,T2,T3 L.
7 21522, %3
Ty, Ts
T x1,T2,T3 . .
8 215 %225 23
T4, Ty
T X1,T2,X3,T4,T5 .
9 21,22, %3
Te, L7
T1,X2,X3,T4,T5 .
Tho 21, 22; 23
Te, L7

T1,T2,T3,T4

215 %225 23
Ty

i (xl)j1+j2+j3 (372)j1+j3(333)j2+j3 z_{lz_fﬁ
71,42,73=0 ($4)j1+j2+j3 (xS)js .71' .72' ]3‘ ’
(B.21)
i (xl)j1+j2—j3 (xQ)jH-jz—js (~T3)j3 £Z_%2£
J1,42,J3=0 (4) 145 (5) 23 g1l ja! gt
(B.22)
i (ml)j1+j2*j3 ($2)j1+j2 (373)j3 iz_%2£
. . . I
J1,j2,j3=0 (334)1'2#3 (355)3'1 J1! ga! Js!
(B.23)

i (xl)jl-i']'z($2)j1+]'2(x3)j1—j3 Z_{lz_%zzzj’,s

J1,2,j3=0 (€4) j1—js (T5) ji4jomgs  J1! 2! Js!’

(B.24)
i (1) 432 (©2) 430 (@3) oo A 28 28
J1,52,33=0 (374)1'2*1'3 (x5)j1 jl! jZ! j3!’
(B.25)
i (1) j10go (©2) 1472 (23)35 A" 2 25
iy (X)jo—is (T5)ju4gs  J1! Ja! ga!
(B.26)
i (@0 juio-tia (T2)jr o (28) 3 A" 28 28°
J1,52,33=0 (x4)j1+j3 (x5)j2 jl! jZ! j3!’
(B.27)
i (xl)j1+j2+j3 (xQ)]'1+j2+j3 (x3)j3 iz_%zﬁ
J1,j2,j3=0 (x4)j2+j3 ($5)j1+j3 g1l go! 3!
(B.28)
i (1) 41442 (T2) jo15 (T3) 1145 (T4) 241445 (T5) 12
J1,52,33=0 (mﬁ)—j1+j2+j3 (x7)—j1+j3
X izﬁi (B.29)
g1l ja! s’ '
i (1)1 15475 (£2) 1442 (£3) 1 435 (T4) o155 (5) 5
J1,52,33=0 (x6)j1+j2+j3 (‘T7)j1+j2+2j3
J1 j2 J3
2t 2 2
L (B.30)
i (1) j1 44245 (@2) 142 (€3) 1455 (€4) jot g
J1,52,93=0 (x5)2]1+2]2+2]3
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Rio

Rl X1,T2,T3
T4,Ts5
Z1,T2,%3

Ry
T4,Ts5

R3 T1,T2,T3
T4, T5
X1,T2,T3

R,

T4,Ts5

R5 X1,T2,T3
T4, T5
Z1,T2,T3

Ry
T4,Ts5

R7 X1,T2,T3
T4, T5
Z1,T2,T3

Ry
T4,Ts5
X1,T2,T3

Ry
Z4,T5

T1,T2,X3, T4

Ts5,Te6y L7

215 %25 %35 %4

215 225 235 %4

%13 %25 %33 R4

215 225 235 %4

%13 %25 %33 R4

215225 235 24

R1; %25 233 R4

215225 235 24

R1; %25 233 R4

215225 235 24

g1l j2! js!
i ('Tl)]1+12+33 (372)]1+12 —ja (x?:)nﬂs Zl Z%2 Z:]’,?’ fo
G1,0erja=0 (24) j2—3a(T5) js 4ot s —ia g1l ja! gs! jal’
(B.32)
i (%1) j1-+2—js—ia (T2) j1+45 (£3) ja+a iiz_gfﬁ
G1,0,ja=0 ($4)J1—J3 ($5)J2—J4 Ji! go! Js! ]4-
(B.33)
i (xl)hﬂz —ja—ja ($2)11+]2 —Jjs ($3)33+J4 211 Zéz Zga szfl
J1y-14=0 ($4)J2—J3($5)J1—93—J4 Ji! go! gs! ]4
(B.34)
i (@1) js+sa—s (£2) js-+4a (€3) j—ja iiz_?i
G1,00,54=0 (354)”7337]4 (%)yr;s J1! Jo! js! J4-
(B.35)
i ('Tl)JH-JH—Js(372)]11‘-]3('1.3)321‘-]4 Zl iii
G1400ja=0 ($4)J1+y2+J4 ($5)J3—94 g1l ga! ga! gal’

(B.36)

(@ 1) s+ s tia (B2) s +intis (3) s+ iiz_gsﬁ
(T4) j1-+5+4a (T5) 14

>

J1! g2! 5! j4!’

1,00rja=0
(B.37)
i (1)1 440435 (%2) s n—ja (€3) s 13a 21" iz_:]),sﬁ
J1,-,Ja=0 ($4)y2—J4(~T5)J1+93 Ji! Ja! gs! g4l
(B.38)
i (xl)Jl-H? ]3($2)]1+]2(.'L'3)]3+]4 Z_{lz_%zz_gsi
G1,.,74=0 (354)11713*]4 ($5)J2+]4 g1l ga! gs! jal’
(B.39)
i (@1) j1-+a-+ s (2) 1+45 (£3) jat s 2’ iz_:]),sﬁ
J1e,J4=0 ($4)71+J3(w5)h+94 Ji! gl ga! jal
(B.40)
f: (T1) ju+ia-+s (T2) jitss—a (T3) 1 5o —25a (T4) jat
o (5) js+so+ds—ia (T6) jo—ja (T7) 1 —ja
Z{l z%z Zga Zj4

= B.41
Ji! Jo! js! 74! ( )
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