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RESUMO

O objetivo deste trabalho é estudar dois resultados de Faria e Tresser (2013) para
o problema da persisténcia multiplicativa de Sloane para bases inteiras ¢ > 1,
explorando conexdes com a funcdo do circulo e das Z%-acdes ergddicas. Veremos
que os resultados principais nos dao uma resposta positiva no sentido probabilistico,

relativo a densidade dos niimeros inteiros que contém zeros em suas expansoes.

Palavras-chave: Persisténcia. Funcdo do circulo. Ac¢oes Z?-ergédicas.



ABSTRACT

The aim of this work is to study two results of Faria e Tresser (2013) for the Sloane
multiplicative persistence problem for integer bases ¢ > 1, exploiting connections
of the circle map and ergodic Z%-actions. We will see that the main results give us
a positive answer in the probabilistic sense, regarding the density of integers that

contain zeros in their expansions.

Keywords: Persistence. Circle maps. Ergodic Z?-actions.
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1 INTRODUCAO

No artigo de Sloane (1973), publicado em uma revista de mateméatica

recreacional, Sloane deu o seguinte problema:

Problema: Encontre o proximo termo da sequéncia:

679 — 378 — 168 — 48 — 32 =7

Resposta: 6. A razao para isto é que cada termo é o produto dos digitos do
termo anterior. Nao importa o tamanho do inteiro positivo que inicia o processo,
sempre terminaremos com um sé6 digito de 0 a 9, como neste exemplo anterior.
O namero de passos para que isso ocorra é chamado de persisténcia. Entao a

persisténcia de 679 é 5.

O interessante é que, nenhum nimero com persisténcia maior do que 11 foi

encontrado.

O objetivo desta dissertagao é estudar o problema de Sloane como um
sistema dindmico ergdédico. O problema nao se resume somente a base decimal,

mas sim a todas as bases inteiras maiores do que dois.

Com base no que foi escrito até aqui, podemos definir a funcao de Sloane
da seguinte maneira: Sejam ¢ e n dois inteiros naturais positivos. E classico que

podemos escrever n na base ¢ de uma maneira tinica como
k
e
n = [dldzdg s dk]q = Z djq J,
j=1

onde os digitos sao da forma d; € {0,1,...,¢g —1} e dy > 0.

Assim, definimos S, : Z, — Z4 por Sy(n) =d; - dy - - - dj, que é a funcdo de Sloane,
que pega os digitos de n e os multiplica gerando um novo nimero S, (n). Da mesma
forma se ny = 5,(n) entdo podemos fazer S,(ny) = ny e assim por diante, iterando
a funcao até que sé reste um digito.

Por exemplo, S19(679) = 378, S19(510(679)) = S10(378) = 168, ..., até que teremos

S56(679) = S10(32) = 6 e assim paramos as iteragoes.
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Nesta dissertacao, estudaremos em detalhes dois teoremas Faria e Tresser
(2013). O primeiro nos diz que a densidade de ntimeros na base 3 que tem zeros na
sua expansao é 1. O valor 1 da densidade é o valor maximo, ja que ela varia de 0 a

1. Entao temos que ha muitos niimeros com zeros em sua expansao.

Teorema 4.10. Se 1 < p < g sao tais que log, p € irracional, entio o conjunto

A={ne€Z,:S,(p") =0} tem densidade assintdtica igual a 1.

O segundo teorema é uma generalizacao do primeiro para bases ¢ > 3 e que

também mostra a densidade 1 para ntimeros com zeros na sua expansao.

Teorema 5.5. Sejam 1 < 17 < iy < -+ < 1, < m escolhidos de forma que
os numeros 1, a;,, o, ..., q;, sao racionalmente independentes. Entao para todo

divisor d de q, o conjunto
A= {(nl,nQ, coo,ng) € Z’jr D Sq(pitoy - pik - d) = O}

tem densidade assintotica iqual a 1.

A dissertagao estd dividida da seguinte maneira: O Capitulo 2 nos da os
pedacos necessarios da teoria ergddica, bem como das agoes de grupos, necessarios
para entender os resultados aqui demonstrados. Veremos primeiramente algumas
nocoes de transformacoes que preservam medida, ergodicidade e unicidade ergodica,
sendo esta ultima importante para a demonstracao do Teorema de Birkhoftf com
agoes ergodicas. A segunda secao deste capitulo aborda o caso das ag¢oes de grupos
e como estas se relacionam com a teoria ergodica e, por fim, temos a demonstracao
do Teorema de Birkhoff. Omitimos das preliminares um texto introdutério sobre
teoria dos ntimeros, ja que estes sao assuntos mais basicos, porém, mesmo que
omitidos quando utilizados no texto virao com referéncia a bons livros que abordam

o conteudo.

No Capitulo 3 faremos uma formulacao em forma de funciao do problema
de Sloane de forma que as orbitas, ou iteragoes desta funcao, seja o problema em
si. Também hé uma segao interessante sobre os testes computacionais ja feitos,

tanto para a base decimal quanto para outras bases. Por fim, terminamos com uma
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estimativa de persisténcia para a base ternaria, um nimero limitante baseado no

numero utilizado.

Para o Capitulo 4 vemos os primeiros resultados de densidade, mas na base
ternaria e, consequentemente na base 4. A ideia é que na base ternaria, dado um
nimero inteiro, o segundo elemento (e préximos), da sequéncia de Sloane, é na
verdade uma poténcia de 2. Isto pois os digitos que sdo possiveis nesta base sao 0,1
e 2, logo, multiplicando-os temos uma poténcia de 2. Entendido isto, empiricamente
podemos desconfiar que a partir de uma certa poténcia de 2, a maioria (ou todas)
as seguintes terdo um 0 na sua expansao o que acarreta uma persisténcia igual
a um. Assim, é feito o processo de, utilizar uma Z-acdo determinada por uma
funcao linear, de grau um, definida por partes homeomorfas ao circulo e encontrar
uma medida a qual esta serd ergddica. Com isso calcularemos a densidade destas

poténcias de 2 que tem zero na expansao.

Para bases maiores do que 4, o sistema dinamico relevante para a fungao de
Sloane nao é mais uma Z-acio, mas Z*-acdo com k > 1. Mais precisamente, essas
agoes sao dadas por certos grupos abelianos livres do pedaco da fungao afim de grau
um do circulo, como veremos no Capitulo 5. Vamos explorar algumas propriedades
simples destas agdes de grupos abelianos livres em ordem de derivar nosso resultado
principal na funcao de Sloane, nomeado Teorema 5.5. Aqui, apresentaremos dois
resultados sobre expansoes que contém zeros. Na verdade, o caso ¢ > 4 é uma
generalizacao do caso anterior sobre a densidade, logo acreditamos que as contas
estao bem detalhadas para o caso ¢ = 3,4 e que do Capitulo 4 ¢é possivel entender
o Capitulo 5. Outros pontos interessantes desse Capitulo é que utilizamos varios
resultados importantes, como o Teorema de Birkhoff demonstrado para agoes de

grupo (que estd nas nossas preliminares) e uma generalizacao da fungao densidade.
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2 PRELIMINARES

Veremos aqui alguns topicos necessarios para os capitulos posteriores relaci-

onados a teoria ergddica e agoes de grupos.

2.1 Teoria ergddica

Nossa ideia nesta seg¢ao ¢ escrever um pouco sobre ergddica, comegando por
ergodicidade, passando para medidas invariantes onde veremos alguns resultados
de unicidade ergédica e, por fim chegando as agoes ergddicas. A base para esta
discussao (e notagdo) serd o livro do Einsiedler e Ward (2010), utilizando outros
quando uma escrita for mais compreensivel ou complementar ao que veremos nos

proximos capitulos desse trabalho.

2.1.1 TransformacGes que preservam medida

Definigao 2.1. Sejam (X, %A, ) e (Y, €, v) espagos de probabilidade. Uma aplica-
¢ao ¢ de X até Y é mensurdvel se ¢~ '(A) € % para qualquer A € €, e preserva
medida se é mensurdvel e (¢! (B)) = v(B) para todo B € €, neste caso também
dizemos que p é invariante por ¢. Se, além disso, ¢! existe quase sempre e é
mensuravel, entao ¢ é chamada de aplicagao invertivel que preserva medida. Se
T:(X,%,u) = (X, A, 1) preserva medida, entdao p é dita T-invariante, (X, %, u)
é chamado de sistema que preserva medida e T' é uma transformacao que preserva

medida

Vemos que da defini¢do anterior, a imagem inversa de um conjunto mensu-
ravel por uma aplicacao mensuravel ainda é um conjunto mensuravel. Isto significa
que a probabilidade de um ponto estar num dado conjunto ¢ igual a probabilidade

de que sua imagem também esteja.
Seja a relacao de equivaléncia

r~y & r—yEL.
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Representamos por [x] € R/Z a classe de equivaléncia de qualquer x € R e
denotamos por R/Z o espago de todas as classes de equivaléncia. Este espaco serd
chamado de circulo e também é denotado por S' = R/Z. Esta terminologia é desta

forma pois existe um homeomorfismo do circulo com R/Z dado por
h:R/Z —S', [z] > e*™=.

Notemos que h nao depende da escolha do representante da classe uma vez que a

2mix

funcao z — e é perioddica de periodo 1 .

Vamos entdo definir um sistema dindmico em S! chamado de rotacido no

circulo. Para qualquer a € R, definimos a rotacao no circulo por a como a fungao
R,:S'—=S' R,t)=t+a (mod1).

O namero real o é chamado de angulo da rotagao. Lembremos também que ¢t + «
(mod 1) é o mesmo que tomar somente a parte fracionaria de ¢ + a. Temos que R,
preserva a medida de Lebesgue m no circulo (VIANA; OLIVEIRA, 2014, Pégina
16), (KUEHN, 2007).

Vamos denotar por L}L o espaco das fungoes mensuraveis f : X — R com
[1fldp < 0o e, £ como o espago das fungoes mensuraveis limitadas e .ful para o

espaco das fungdes mensuraveis integraveis.
Lema 2.2. Uma medida p em X é T-invariante se e somente se
[ fdu= [ yoTdn

para toda f € L. Mais ainda, se yu é T-invariante, entdo a equagao anterior vale
1
para f € L,.

Prova. A demonstragao pode ser vista em (EINSIEDLER; WARD, 2010, pigina
15) e (VIANA; OLIVEIRA, 2014, pagina 2).

2.1.2 Ergodicidade

Vamos olhar a ideia de ergodicidade, que é uma nocao natural de inde-

componibilidade em teoria ergddica. A defini¢do de ergodicidade para (X, A, u,T)
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significa que ¢ impossivel dividir X em dois subconjuntos de medida positiva cada

qual invariante sob T

Definicao 2.3. Uma transformacao que preserva medida 7" : X — X de um espaco
de probabilidade (X, %, ) é ergddica se para todo B € % temos

T'B=B = u(B)=0oupuB)=1.

Proposicao 2.4. As propriedades sequintes sao equivalentes para uma transfor-
magao que preserva medida T de (X, A, ).

1. T € ergddica.

2. Para qualquer B € B, W(T~*B A B) = 0 implica que u(B) =0 ou pu(B) = 1.

3. Para A € B, u(A) > 0 implica que p(U2 T~ "A) = 1.

4. Para A,B € A, u(A)u(B) > 0 implica que existe n > 1 com

uw(T"(ANB) > 0).

5. Para f : X — C mensurdvel, f oT = f para quase-sempre implica que f é

tgual a uma constante quase-sempre.

Prova. A demonstragao estd no livro de Einsiedler e Ward (2010), pagina 23 e,
péagina 27 do livro de Walters (2000).

2.1.3 Unicidade ergédica

Seja X um espacgo compacto metrizavel e d uma métrica em X. A o-algebra
boreliana de subconjuntos de X serd denotada por #(X) e a menor o-dlgebra
contendo todos os fechados de X. Vamos denotar também por M (X) a colegao
de todas as medidas de probabilidade definidas no espago mensuravel (X, Z(X)).
O conjunto de membros de M (X) que sdo medidas invariantes de 7' é denotado
por M(X,T). Este conjunto consiste de todas u € M(X) que fazem de T uma

transformagao que preserva medida em (X, B(X), u).

Nesta segao falaremos de uma classe de sistemas dinamicos que possuem

uma unica medida ergddica, isto é, o conjunto M (X, T) é o menor possivel.
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Definicao 2.5. Sejam X um espago métrico compacto e 7' : X — X uma aplicacao
continua. Entao T é dita unicamente ergddica se M (X, T') contém uma tunica medida

de probabilidade invariante, i.é, M (X,T') consiste de um ponto.
Teorema 2.6. Seja T : X — X wuma aplicacao continua em um espago métrico

compacto X. As afirmacoes sequintes sdo equivalentes:

(i) para toda f € C(X) tal que (%) "o f(T'x) converge uniformemente para

uma constante;

(1t) para todo f € C(X) tal que (%) n f(Tix) converge pontualmente para

uma constante;

(7ii) existe p € M(X,T) tal que para toda f € C(X) e para todo z € X,

1 n—1

= f(T'z) — /fdu.
Ly
(iv) T € unicamente ergodica;

onde C(X) € o espago de todas as fungoes complexas continuas em X .

Prova. Ver a demonstragao em Walters (2000), paginas 160 e 161.

2.2 Acoes ergddicas abelianas livres

Definicao 2.7. Sejam G um grupo e X um conjunto. Entao G é dito agindo em
X se existe uma fung¢do T': G x X — X com T(g,x) :=T9¢ = g - x tal que para
todo a,b € G e x € X temos

(i) a-(b-z)=(ab) -,

(ii) e-z = x.

A aplicacao T é chamada de G-agdo em X ou somente G-acao.
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Como exemplo: Dado um sistema dindmico discreto (X, f) onde f é inverti-

vel. Uma Z-agdo natural é dada por T'(n,z) = f™(x).

Vamos a algumas defini¢oes sobre agoes abelianas livres.

Definigao 2.8. Seja G um grupo abeliano livre com cardinalidade k, com um
conjunto de geradores fixos {ej, ea, ..., e}, onde cada elemento g € G tem uma

representacdo tnica
k
g=">_ ne;
=1

com n; € Z para todo i = 1,2, ..., k. Definamos a norma de g como
gl = méxi<ick|n.

Denotaremos por Gt C G o semigrupo consistindo de todos os elementos g para
os quais n; > 0 para todo 1.

Para cada N € Z,, definamos o conjunto
An(G) ={g9€ G lgll < N},

e também

An(Gy) = An(G) NGy

Agora suponhamos que o grupo G (ou o semigrupo G ) age no espago de
medidas de probabilidade (X, u) como um grupo (ou semigrupo) de transformagoes
que preservam a medida (t.p.m.) e se 79 : X — X denota uma t.p.m. associada
com g € G entdo Ty = p para todo g e p € M(X). Onde TIu(A) = u(g~t.A)

para qualquer boreliano A C X. Definamos:

Definig¢ao 2.9. Dizemos que a G-ac¢ao (ou G-agdo) em (X, p) é ergddica se os
tnicos conjuntos mensuraveis £ C X que sao invariantes por G (ou G) (i.é, tal
que (T9)"'(E) C E para todo g) sdo ou conjuntos vazios ou conjuntos de medida
total.

Podemos definir a unicidade ergddica por analogia ao caso de cardinalidade

1, ou seja, no caso que temos somente uma transformacao, isto é
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Defini¢do 2.10. Uma G-ac¢ao (ou GT-a¢do) em um espago métrico compacto X
através de fungoes continuas é unicamente ergddica se existe uma tnica medida de

probabilidade de Borel em X que é G-invariante (ou G -invariante).

2.2.1 O Teorema de Birkhoff

Os objetos basicos da teoria ergddica sao sistemas dindmicos que preservam
medida. A ideia desta secao é generalizar o Teorema de Birkhoff para uma Zi—a(;éo

e aplicar a tais sistemas.

Defini¢ao 2.11. Um sistema dindmico que preserva medida (s.d.p.m.) é uma

quadrupla (X, %, u,T) consistindo de

(a) de um espago de probabilidade (X, %, u) e

(b) de uma agio B-mensuravel T = (T9 : g € G) do semigrupo G = Z% ou de
um grupo G = Z% em X que deixa a medida u invariante (simbolicamente:
T = p). Isto significa que:

(i) 79 : X — X é PB-mensuravel e T = p para todo g € G,
(ii) T° = Idx e T9%9 = T9 0 TY9 para todo g,¢' € G.

Observagao 2.12. a) Observe que 7 = p implica
/ foT9u = / fdu, em particular || f o TY|; = ||f]1
T-9A A
para todo A€ %, f€ L, egeG.

b) Se G = 7Z<, entdo todas TY € T sdo invertiveis, isto pois —g € G para todo
g€ Getambém T90T 9 =T = Idy.

Definicao 2.13. Uma func¢ao mensuravel f : X — R é T-invariante mod pu se
foT9 = f u-q.s. para cada g € GG. Adequadamente um conjunto A € £ é T-
invariante mod g se p(T9AAA) = 0 para todo g € G. Escrevemos Z,(T) := {A €
B w(TIAAA) =0Vg € G}. Se T é gerada por uma unica transformagao, entao

escrevemos Z,,(1") ao invés de Z,,(T).
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Observagdo 2.14. Seja Z(T) := {B € & : T 9B = BVYg € G}. Entao Z(T) =
Z,.(T) mod g, pois para cada B € Z,(T) o conjunto B’ := Uyeq Nnec T~ 9™ B
pertence a Z(T) e u(BAB') = 0.

Temos que Z(T) e Z,(T) sao o-dlgebras e que, uma funcao Z-mensuravel

f é T-invariante (7T -invariante mod p) se e somente se esta é Z(7T)-mensuréavel
(Z,,(T)-mensuravel).

Para n € Z, seja

Api={g=> g, €G:|g|<nVi=1,....d} e X, :=[A,|

E assim vamos ao Teorema, que é uma das partes principais da teoria

ergddica.

Teorema 2.15 (Teorema ergddico de Birkhoff). Seja (X, %, u, T) um sistema

dinamico que preserva medida. Para cada f € LL o limite

flz) = Jgrgo* > (1) (2.1)

n geAn
existe j1-q.s. e estd em Li. A funcdo f é T -invariante mod u e para cada conjunto
AeZ,(T)
[ Fan= | sap (2.2)
A A

Declaremos a versao com semigrupos, como abaixo.

Teorema 2.16. Se a G -acdo em (X, ) é ergédica, entio para toda f € L'(X, i)

e para p-quase todo x € X temos
1

Este teorema é consequéncia do Teorema 2.15 anterior.

Quanto as agoes de cardinalidade 1 (unicamente ergddicas), temos o fato

abaixo (que, mais uma vez, afirmamos apenas para as agoes de semigrupo).
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Teorema 2.17. Se uma G -agdo por uma funcio continua em um espag¢o métrico

compacto é unicamente ergddica entio para todo f € C(X)

1

- Z f o T converge uniformemente para / fdu
#AN(G4) genylon X

quando N — oo, onde p é uma medida boreliana de probabilidade tunica G-

nvariante.

A prova para este Teorema (para agoes de cardinalidade 1) é feita de maneira
anadloga ao Teorema 2.6, aplicada com as devidas modificagdes para o presente caso.

A reciproca do Teorema 2.17 é também verdadeira, mas nao serd necessaria.

2.2.1.1 Demonstracao do Teorema de Birkhoff

Como na pagina 26, observagao 2.1.6 de Keller (1998), temos que é suficiente
provar o Teorema de Birkhoff para G = Zﬂlr, por que o caso G' = Z? pode ser reduzido

ao anterior.

Prova do Teorema 2.15:

Esta prova é feita em vérios passos. Alguns deles independem da dimensao, outros
sao muito simples tanto para d = 1 quanto para d > 1. Para nao sobrecarregar a
prova com detalhes muito técnicos vamos fazer alguns passos somente para d = 1

primeiramente e depois escrever quais sao as modificagdes necessarias para d > 1.

Vamos usar a seguinte notacao: para f : X — R mensuravel seja

Suf = 3 FoTY, Auf =1 S.f

9€An
A7 :=liminf A, f, A" :=limsupA,f.
n—oo n—00
Passo 1: Como f = fT — f~, é suficiente provar o teorema para 0 < f € Li.

Para:=1,...,d temos
.. 1 1
Ao foT :Anf—F > foT9+E > foT¥

9€EAn, g, =0 ge€(An+e;)/An

ZAnf—1< oY fng).
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Se d =1 (e assim i = 1), o termo em paréntese é igual a f. Se d > 1 aplicamos o
teorema ergoddico para Zi’l—agées para este termo e concluimos que esse converge
quase sempre para valores finitos. Portanto, nos dois casos

AT foT% =limsup A,fo T > limsup A, f = ATf

n—oo n—oo

p-q.s. Assim como ao mesmo tempo S, f o T% < S, f logo

1 e 1
AT foT% =limsup — S, f o T% < limsup M—Snﬂf =A"f,
n—00 /\n n—00 nd /\n+1
segue que
AT foT9=A"Tf pu-qs. (2.4)

para todo g € G.

Passo 2: A ideia da prova é mostrar de forma direta que A~ f > AT f u-q.s.
Veremos, no entanto, que essa abordagem ingénua nao produz uma estimativa

muito boa. Em vez disso vamos provar que

[ A% <y [
onde v, = 1 e 4 = 2¢ para d > 1. Para o caso d = 1 é facil deduzir a partir disto
no passo 3 que [ AT fdu < [A”fdu e entdo AT f = A" f p-q.s.

A ideia bésica é decompor a soma S, f(x) em somas sobre os pequenos
cubos Ay (uniformemente limitados em tamanho) de tal modo que a estimativa de

f sob estes sub-cubos sao préximas ou iguais a A1 f(z).

Para duas fungoes reais g, h em X seja g A h := min{g, h} o ponto minimo.
Sejar > 1,0 < e <1, edefinamos H = H,. := (AT fAr)(1—¢). Entdo 0 < H < r,
e como (AT f)oT9 = AT f pela equagao (2.4), também H o TY9 = H para todo

g € G. A fim de realizar a decomposi¢ao mencionada acima, seja
7: X =N, z— min{n>1:5,f(x) >\, - H(x)}.
Observe que 7(z) < oo para todo = € X:

e se ATf(z) =0, entdo Sy f(x) = f(z) > 0= H(x) tal que 7(x) =1,
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e se 0 < AT f(x) < 00, entdo AT f(z) < H(z) tal que 7(x) < oo, e

e se AT f(x) = oo, entdo AT f(z) > r(1 —€) = H(x) tal que 7(z) < oc.

A definicao de 7 sugere que os sub-blocos de A,, para os quais estamos olhando sao
da forma A;(7e,) + g para um g € A, arbitrario. Se 7 ¢ uniformemente limitada
podemos realmente trabalhar com tais blocos. Caso contréario substituimos f por
uma funcdo f préxima de f tal que associada a 7 ¢ limitada. Mais precisamente, para
M > 0 considere f := f + H - lappy e 7(2) := min{n > 1: S, f(z) > X\, - H(z)}.

Observe que

e se 7(z) > M, entdao S, f(z) = f(z) > H(x), 1.6, 7(z) =1 < M, e
> S

oseT(:E)SMaent?iOS f( )

Entao 7 < M. Suponhamos agora que para cada x € X ha algum conjunto

A, (z) € A, com a propriedade que (Az(roz) +9g: g € Al (x)) ¢é a familia de “cubos

dois a dois disjuntos contidos em A,, tais que

Z ’A;(Tgw)’ > fyd_l(n — M)d. (2.5)
geEA], ()

Esta condigao sugere que a unido destes cubos cubra aproximadamente uma fracao
75" de A, pelo menos. Para um d qualquer esta familia é dada pelo Lema 2.18 abaixo;
no caso d = 1 o conjunto A/ (z) é simplesmente todos os inteiros 74 () € A,_ym

definidos recursivamente por
To=0 e Ty =7 +70T™ parak > 0.
Em vista da definicao de 7 e da T-invariancia de H podemos estimar

Suf(x) = - Yo (fer)@)= > > (foT) (M)

heAy, (2) gEA, (phy+h heA, (z) 9EA L (rhy)
= > (S%(Tha:)f) (T'z) > > Xeirnay - H(T2)
heA], () heA!, ()

= > |Mvangl H(@) 295 (n = M)* - H(z).
heAl, (z)
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Entao, observando que H < r,
Spf = Sulf — Hlgonny) > 75 (n = M) H — 1S, 1100y (2.6)

Dividindo essa inequagao por A, e passando o limite n — oo temos que A~ f >
Yo' H —r AT oy =77 (1 — €)(AT f A1) — rAt 1 an. A esperanga agora é que
At 1>y seja pequeno porque p{r < M} é pequeno se M é grande o suficiente.
Mas este termo ¢ do mesmo tipo que o termo A'f que queremos estimar. Mais
ainda, nao fizemos o uso da 7T -invariancia de mu ainda, e este é exatamente o ponto
onde temos que usar isto. Em vez de estimar as médias do caminho A, 1{~ (x)

integramos a inequagao (2.6) e observamos que T = p:

1 — M\
/fduzﬁ/snfduzvd_l (n " ) /Hd,u—ru{T>M}.
No limite n — oo isto fica

/fd,u+7"u{T>M}27d_1/Hdu.

Como limp oo {7 > M} =0 e como H = (1 —¢)(ATf A7), temos

Vd/fd,u > (1 —e)inf(ATf Ar)dpu.

Passando € — 0 e entao com r — oo, usando o Teorema da convergéncia mondtona,
segue que

[ At fan < [ fdn. (2.7)

Passo 3 (somente para o caso d = 1): Aqui derivamos a convergéncia
quase certa em (2.1) para estimar (2.7). Nossa primeira observagao é que para
f(0 < f < M) limitada temos A~ f = —AT(—f) = M — AT (M — f) tal que

[ A fdu=M = [ AN = Pap= M~ [(M = Pap= [ fdu

por (2.7) temos y; = 1. Por um argumento de truncamento simples esta inequagao
se estende para f > 0 ilimitada: Seja M > 0. Entao

[ A fau= [ A amndu= [ famdp [ pa
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com M — oo e pelo Teorema da convergéncia monotona, logo para qualquer f > 0

mensuravel
/ A fdp > / fdu > / A* fdp. (2.8)
Como A~ f < A% f segue que f = A~ f = ATf u-q.s.

Passo 4: Vamos provar as afirmagoes restantes do Teorema. Para a LL—
convergéncia de A, f para f é suficiente mostrar que a sequéncia (A, f),, é uniforme-
mente integravel (ver a segdo A.4.21 de Keller (1998)): como A, f —r = A, (f—r) <
AL ((f —=r)F) onde A, ((f — 7)) >0, temos (A, f —r)T < A.((f —r)T) tal que

JAnf =ryan < [ A = )du = [(f =) du,
e isto tende a zero com r — oo.

A T-invaridncia mod p de f segue de (2.4), e (2.2) é uma consequéncia

direta da T-invaridncia de u: se A € Z,(T), entdo

_ 1 1
~ i —/ fdp = lim — / T :/ .
/Afdu Jim, ~ [ Snfdu = lim > | feTidu= | fdu

" geA,

Isto encerra a prova para o teorema ergddico para o caso d = 1. Temos que

algumas modificacoes sdo necessarias para provarmos o caso d > 1:

1. uma escolha diferente para os cubos na inequagao (2.5), e

2. uma nova demonstracao para AT f = A~ f p-q.s. no Passo 3.

Comecaremos com o primeiro ponto. No caso d > 1, o cubo A,, j4 nao pode mais ser
) n
preenchido sem buracos utilizando os cubos A, (7ng)+h como no caso unidimensional.

O Lema seguinte nos dé um preenchimento bom (mas ainda fragmentado):

Lema 2.18. Dados inteiros positivos n > M e uma fungio £ : N, — {1,..., M},
hd um conjunto A, C A, tal que (Mg + 9 : g € A},) € uma familia de “cubos” dois

a dois disjuntos contidos em A, e

> Ay = 274n — M)~ (2.9)

geA],
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Prova. Seja Dj; uma colegao maximal de conjuntos disjuntos da forma A,; + g com
lg) =M e g€ A, p. Quando Dy, ..., D; foram construidos para i > 1, seja D;_;
uma colegdo maximal de conjuntos da forma A;_1+ g com l(g) =i—1e g € N,_nr,

para o qual todos os conjuntos em D;_; U --- U Dy, sao disjuntos. Seja
A/n = {gGAn,M:Ag(g)—i-gEDlU"'UDM}.

Observe que os conjuntos Dy := Ay, g € A;,, sdo conjuntos dois a dois disjuntos de
A,,. Tome qualquer h € A,,_js. Pela maximalidade de Dy, existe algum j > ¢(h) e
Aj+g € Dj com (Aygy+9) N (A +h) # 2. Entao £(g) = 7 > L(h) e Ayg) 2 Ay
Entao h € l~?g = g+ Ayg) — Ay(g), e portanto A,y C UgGA’n-Dg‘ Agora (2.9) segue
da inequagio |Dy| < 2¢-|D,|. O

Lema 2.19. Seja T = {T9 : g€ G}, F:={f €L} : foT = fVI'e€ T} e
N:={h—hoT:helL’, TcT} EntioF =N*".

Prova. Para mostrar F C N+, seja f € F, h € LZ eT € T. Entao

<f,h—h0T>:<f,h>—<fOT,hOT>:<f,h>—<f,h>20,
i.6, fe M+

Para a inclusdo inversa seja f € Nt. Entdao (f,f — foT) = 0 tal que
(f, 1) =(foT,[). Segue que

If = foTlP=(f,f=foT)=(foT,f)+(foT,foT)=—|fl>+IfI*=0,
i.é, fel. O
Continuacdo da demonstracio do teorema ergodico para d > 1:

Para f € L}L seja Af := AT f — A~ f. Devemos mostrar que Af =0 p-q.s.
Para este fim decompomos f em uma soma de fun¢oes do espago F' ou N do lema

anterior mais um pequeno termo restante. Seja € > 0.
L. f = w47 onde uy € L7 e inf|rg|ldu < e. Isto é possivel porque L7 é
| - [l;-denso em L.

2. uy = fi+ug+- - -+u+ry paraalgum k > 2 onde f; € F,u; = hj—h;joT% € N,
g €G(j=2,...,k) e [|ri|du < ||r1]|2 <€, veja o Lema anterior.
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3. hj = fj+r; onde f; é limitada e [ |r;|dp < 5z (j =2,...,k). Por exemplo,

podemos escolher f; = h; - 1y, <amy para um M > 0 suficientemente grande.
Seja R:=1ry+1r + Z?ZQ(TJ- —r;0T19%). Entao [|R|dp < 3e e
k
f=h+> (fi—fioT)+R
j=2
tal que

k
Af <A+ A(fj = f;0T%) + AR,

j=2
Agora Afi = Atfi — A fi=fi— f1 =0, epara j =2,...,k observamos que

_ 1 1
|An(f; — fj0T9)| = " > fjoT9— " > fjoT?

n geAn, " geEAn+g;
1

< I Z |fy o T
" geAnA(An+y;)
1 _

<3 -2d|giIn®" - | fillo

= 2dn" ;||| £l

tal que A=(f; — fjoT9) = AT (f; — fjoT9%) = 0 ¢ assim A(f; — f; 0T9%) = 0.
Segue que
0<Af<AR=A"R—- A R <2AT|R|.

Em vista de (2.7) isto implica que

[ Afdu <2 [ A% |Ridw < 290 [ |Rlap < 294 3e

Como € > 0 é arbitrario, concluimos que [Afdu =0 e assim Af =0 p-q.s. O
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3 O PROBLEMA DA PERSISTENCIA
DE SLOANE

Neste capitulo veremos a formalizagao do problema da persisténcia, bem

como uma formulacdo mais geral, como veremos na se¢ao seguinte.

3.1 Funcao de Sloane e persisténcia

Sejam n um ntmero natural e ¢ um inteiro com ¢ > 1. A expansao de n na

base ¢ é dada por
k
n = [didods - di)g = > d;q", (3.1)
j=1

onde cada digito d; € {0,1,...,¢— 1} (e d; # 0 quando n > 1).

Definicao 3.1. Sejam n um ntmero natural e ¢ um inteiro com ¢ > 1, onde

n = {dldzdg s dk]q A fungéo
Sq . Z+ — Z+

n— Sy(n) = f[dj

Jj=1

¢ chamada de fungao de Sloane na base q.

Claramente esta fungao pode ser iterada, isto é, podemos fazer S,(S,(n)) e
assim por diante. Logo, dado n € Z,, podemos considerar uma 6rbita da fun¢ao

de Sloane como
n, S4(n), Sg(n), Ss’(n), S (n),

Observagao 3.2. Se n ¢ um inteiro tal que 0 < n < ¢, entdo S,(n) = n.
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Exemplo 3.3. Vamos tomar o exemplo de 2% na base 3, isto é, n = 2!° e ¢ = 3.

Temos que (utilizando a multiplica¢do na base ¢ = 3)

259 =2-2.28% = (113 - 2) - 2'2 = (223 - 2) - 21!

(1215 -2) - 2'% = (10125 - 2) - 27 = (21013 - 2) - 28

(112023 - 2) - 27 = (1001115 - 2) - 26

(2002223 - 2) - 2° = (11012213 - 2) - 2* = (22102123 - 2) - 2°

= (121212015 - 2) - 2% = (1020201023 - 2) - 2 = 2111102115 - 2 = 1122221122;.

10
S([1122221122]3) = ] d; = 10125

7j=1

W~

S([1012]5) = S(S([1122221122]5)) = S52([1122221122]3) = [] d,

Jj=1

pois o segundo digito é zero.

Vamos a uma proposi¢ao que garantird que uma érbita da funcao de Sloane

se estabiliza depois de um ntimero finito de iteragoes.

Proposigao 3.4. Sen €N eq € Z,, entao S,(n) < n para todo n > q.
Prova. Escrevamos n da forma
k .
n = [didods -+ di)g = > d;g" .

Note que k > 1 por hipdtese, ja que n > ¢ o que implica n ter pelo menos dois

digitos. Temos

k
Sy(n) =di [[ dj < di(qg— 1)

=2

Da Proposigao anterior temos algumas consequéncias interessantes.

Corolario 3.5. Sejam n € N e ¢ € Z,. Logo n é um ponto fizo de S,(n) se e

somente se k = 1.
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Corolario 3.6. Sejam N e q em Z... Entao existe um nimero minimo v,(n) € Z,

tal que Si(n) = Sv™ para todo i > vy).

Prova. Pela proposicao 3.4, deduzimos que a sequéncia (S!(n));>o é decrescente.

q
Como ela ¢é limitada inferiormente por 0, deduzimos que ela é convergente. Como

(Si(n)) esta em Z, para todo i > 0, obtemos o resultado. O

Sloane perguntou em (SLOANE, 1973) (e vimos isto também na Segao 3)
se esse nimero minimo de passos até um ponto fixo é uniformemente limitado.
O ntmero v,(n) é conhecido como persisténcia (ou persisténcia multiplicativa)
de n na base ¢. Vimos na segdo 3 que as evidéncias numéricas para v,(n) foram
coletadas para alguns valores de ¢, na qual vimos também que para g = 2, para
qualquer n > 0 temos Sa(n) € {0,1} e {0,1} sao pontos fixos de Sy. O problema

da persisténcia pode ser sistematizado como abaixo.

Problema 1. Para um dado ¢ > 2, existe um ntmero positivo B(q) tal que
vy(n) < B(q) para todo n?

Considerando B(q) = sup,, ,(n) como um elemento de Z; U co.

Problema 2. Qual é o comportamento de B(q) visto como uma fungao de ¢? Mais

precisamente, podemos perguntar

(a) A resposta ao Problema 1 é positiva para todos, ou todos, exceto alguns

valores finitos, ou para um valor finito de ¢?

(b) Qual é o comportamento assintético de B(q) quando ¢ — 007

Vamos relembrar alguns fatos sobre o problema da persisténcia em varias

bases:

(a) Na base ¢ = 2 (binaria) todo nimero inteiro positivo tem persisténcia no

maximo 1, e zero caso for de um tunico digito.

(b) Na base ¢ = 3, nenhum ntimero com persisténcia maior do que 3 foi encon-

trado.
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(¢) Na base decimal ¢ = 10 o niimero 68889 tem persisténcia multiplicativa 7,

porque sob a funcao de Sloane Sy temos
68889 +— 27648 +— 2688 — 768 +— 336 — 54 — 20 — 0.

Este é o menor nimero com persisténcia 7.

Ainda na base decimal, o nimero n = 277777788888899 tem persisténcia
multiplicativa 11. E o menor niimero para com persisténcia 11.

Esta conjecturado que v1p(n) < 11 para todo n € N. Isto foi checado para

todos os n até 10233,

3.2 Algumas conjecturas

Na literatura existem varias conjecturas:

Conjectura 1. Existe um inteiro positivo ko(q) tal que, para todo k > ko(q), a
expansao na base ¢ de qualquer produto de k digitos maiores do que 1 para a base

g tem pelo menos um digito igual a zero.

Assim que um produto de digitos se torna divisivel por ¢, um zero aparece
como seu digito mais a direita quando escrito na base ¢ e, portanto, a préxima
iteragdo da funcdo Sloane produz 0 como resultado. Esta observagao trivial permite
que nos concentremos apenas nos produtos que nao sao divisiveis pela base q.
O efeito disso serda draméatico quando ¢ = 4. As duas conjecturas a seguir estao

implicitas na Conjectura 1.

No caso da base ¢ = 3, os tnicos valores diferentes de zero e de um assumidos
pela funcao de Sloane sao poténcias de 2. Em outras palavras, s6 precisamos

investigar a orbita de 1 sob a funcao duplicadora = + 2 - x.

Conjectura la. Existe um inteiro positivo ks, tal que, para todo k > ks, a

expansdo na base 3 de 2¥ tem pelo menos um digito igual a zero.

Tal afirmacao é uma reminiscéncia de uma conjectura de Erdés no sentido
de que sempre ha um 2 entre os digitos na base 3 de 2 para todo k suficientemente
grande (FARIA; TRESSER, 2013, Pagina 5).
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No caso da base ¢ = 4, em principio todos os produtos da forma 2™ - 3"
tem de ser examinados, ja que sao os resultantes da segunda iteracao, i.¢, dado
um nimero (1222333113)4 a multiplicagao dos seus digitos é igual a (23 - 3%),. Mas
como a base 4 divide 2™ - 3" assim que m > 2 (isto ¢, (2%); = (10)4 e assim o
nimero tera um zero), temos somente que considerar: (a) poténcias de 3 ou (b)
produtos na forma 2 - 3. Em outras palavras, precisamos considerar as érbitas de

1 e 2 sob a funcao triplicadora x + 3 - x.

Conjectura 1b. Existe um inteiro positivo ks 3 tal que, para todo k > kg3, a

expansio na base 4 de 3 e 2 - 3F tem pelo menos um digito igual a zero.

Existe uma evidéncia computacional em favor destas conjecturas. Provar
estas conjecturas certamente é o suficiente para resolver o problema da persisténcias

nas bases citadas.

3.3 Uma estimativa para a persisténcia no caso da base ter-
naria
Queremos estabelecer uma estimativa em v3(n), para isto vamos primeiro

demonstrar alguns resultados preliminares.

Lema 3.7. A equacio z* — 2° = 1 possui uma tnica solugcio em que a e b sdo

inteiros maiores que 1, e x € um primo impar, a qual é dada por x = b= 3e a = 2.
Prova. Temos que
=z'—1=(z—-)@"  +2"?+2° 3+ 2 +1)

disto temos que ambos os termos (x — 1) e (z* '+ 22+ 23 + ... 4+ 2+ 1) sdo

poténcias de 2. Logo existe um h tal que

r—1=2"
(xafl_i_xan_'_l,afB_i_”__'_x_i_l):2b7h.

Afirmagao 1: Nao existe solugao se h > 1.
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De fato, se h > 1, entdo x > 5 e x + 1 ndo é uma poténcia de 2. Além
do mais a — 1 deve ser impar ji que (2% '+ 242+ 23+ ...+ x+1)éparex
¢ impar. Também (z* — 1) nao pode ser uma poténcia de 2 ji que = + 1 divide
(x¢ P4+ 292 4 23 + ... + 2+ 1) pois (a — 1) é impar. Isso ¢ um absurdo, logo

temos a Afirmacao 1.
Afirmagao 2: Nao existe solugdo para h = 1 onde a > 2.

De fato a é par, ja que da Afirmacgao 1 temos que a — 1 é impar, entao
2" =3%—1=(32 —1)(32 +1). Mas para a > 2, £ > 2 ambos (32 — 1) ou (3% + 1)

nao sao poténcias de 2. O

Observacao 3.8. O Lema anterior é um caso restrito do problema de E. Catalan
(1844) diz que 8 ¢ 9 (2° e 3? sdo os tnicos inteiros consecutivos positivos que sao
poténcias de inteiros menores que estes, algebricamente temos que 2% — 3* = 1,
a > 1,b> 1 implicam que a =y = 2, b = x = 3. O problema foi resolvido por
Mihailescu (2004).

Proposicao 3.9. Sen > 3, entdo pelo menos um digito na expansio na base 3 de

2™ nao € igual a 2.

Prova. Suponhamos, por contradi¢cdo, que a expansao na base ternaria de 2" tem
exatamente k > 1 digitos (o que é garantido pelo fato que n > 3), todos iguais a
2, isto ¢ 2" = [dydy...dy]3 com dj = 2, j = 1,...,k. Entdo 2" = 3" — 1 e assim
a equacao % — 2° = 1 teria uma solucgo =3, a =k >1leb=n > 3, o que

contradiz o Lema 3.7.

Portanto pelo menos um digito na expansao na base 3 de 2" nao é igual a
2. O

O seguinte resultado tem demonstragao imediata.

Corolario 3.10. Se n > 3 temos que S3(2") < 281,

]

Seja x um nimero real. O inteiro n tal que n < x < n+ 1 sera denotado por
|z]. O inteiro k tal que k — 1 < x < k serd denotado por [z]. Temos [z] = |z] + 1.

Denotaremos {x} = 2 — |z| e a chamamos de parte fracionéria de x.
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Por exemplo, dado 3,067 temos que [3,99] =3 e [3,01] = 4.

Seja N € Z. que tem k digitos em uma base ¢. Como ¢! < N < ¢*

deduzimos que

k= |log, N] + 1.
Vamos utilizar esta formula na demonstragao abaixo.

Proposigao 3.11. Para todo n > 1 temos que v3(n) < 2+ 3logg logs n.

Prova. Seja n > 3 dado e suponhamos que S3(n) # 0, caso contrario nao ha o que

provar. Entao, suponhamos nq,ns, ..., n,, tais que

(i) nj >3 para j=1,2,...,m;
(ii) Sz(n) =2
(ifi) S4(2) = 2%+ para j=1,2,...,m — 1;

(iv) m é maximal com as propriedades acima.

Pelo Corolério 3.10 temos que a sequéncia nq, no, . .., N, ¢ decrescente, pois
Ss(n;) = 2mt < S5(27+1) = 2"+2. Como m é o ultimo valor desta sequéncia
j=1,2,...,m—1,en, > 3, do Coroldrio 3.10 temos que S3(2"") = 2* onde

N < k, assim os tnicos valores para S3(2"™) sao, 0,1,2,2% e 23. Isto implica que
v3(n) <3+m

onde, como vimos m é o niimero de iteracoes até n ser igual a 0,1,2,22 e 23, o ntimero
3 vem do fato que se S3(2"m) = 2% =22, S2(2") =22 = 11 e S3(2") = 1 entdo o
nimero maximo de iteragoes restantes ¢ 3. Como m ¢ um nimero desconhecido,

vamos encontrar um limite razoavel para este.

Seja k; denotando o ntimero de digitos da expansao na base ternaria de n;,
para j = 1,2,...,m. Como n; > 3 deduzimos da Proposicao 3.9 e do Corolario
3.10 que S3(2m) = 2m+1 < 2% 1 Mas vimos também que k; = 1 + |log; 2" | =
1+ [n;logs 2|. Portanto temos que

S3(2m) =2+t <l <k — 1= |njlog; 2] < njyy < an
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onde a = log; 2, para j = 1,2,...,m — 1. Isto implica que
Ny, < ANy < O Ngy0 < ANppy_3 < -+ < o™ Iny.
Como n,, > 3 e do fato anterior temos a desigualdade
3 <y, < o™ ng.

Temos também que n; < logs n pois n; € o nimero de 2 que aparecem na expansao
de m na base 3. Extraindo o logaritmo de base trés da inequacao acima e lembrando

que 0 < a < 1 elogga <0 temos

logs 3 < logs n,, < logga™ 'ny
1 <logz o™t +logyny < logs ™' + logs logs n

—mlogs o < —1 —logs o 4 logs logs n
—1 —logs a + logs logs n

—m >
log, a
m < 1 4 Jogslogsn) — 1
log, a(-1)
<14 DBslogyn L 14 3lgl 2
m — ogslogsn — 2.
logs =D logs a=1) 837083

Isto demonstra que v3(n) < 2 + 3log; logs n. O
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4 PROPRIEDADES DA PERSISTENCIA
NA BASE TERNARIA

Nesta secao, estudaremos propriedades aritméticas e de medida da funcgao

de Sloane em base 3.

4.1 Periodicidade da cauda de uma expansao ternaria

Observando as expansoes na base ternaria de sucessivas poténcias de dois,
temos que para todo k > 1 o digito £ > 1 mais a direita destas poténcias exibem
um comportamento periddico, como na Figura 1. Nosso objetivo aqui é calcular o
periodo minimo. Esta periodicidade é mais geral: os tltimos £ digitos de expansao
na base ¢ de p"™ formam uma sequéncia periddica, para todo 1 < p < q. Este fato é
uma consequéncia simples da aritmética modular, e chamamos isso de periodicidade

da cauda.

Vamos relembrar alguns fatos da aritmética modular. Se ¢ > 1 é um
inteiro, entdo o conjunto de todos os restos, ou residuos, r € {0,1,2,...,q — 1}
moédulo g que sao relativamente primos com ¢ e formam um grupo multiplicativo
(sob a multiplicagdo médulo ¢). Este grupo é o grupo de unidades da operacao
multiplicagdo no conjunto Z;, ja que um elemento ¢ uma unidade se e somente se
tem inverso multiplicativo, e este tem inverso multiplicativo se e somente é coprimo
com ¢. O grupo de unidades do grupo multiplicativo (ZZ, -) é denotado como U,
(lembremos também que as unidades da operagao multiplicagdo de um anel formam
um grupo). O grupo U, tem ordem ¢(q), onde ¢ ¢ a fungao totiente de Euler, isto
é, ¢(q) é o numero de inteiros positivos menores do que ou iguais a ¢ que sao

relativamente primos com g¢.

Definicao 4.1. Um inteiro g é dito uma raiz primitiva médulo m se a classe

residual, ou de restos, médulo m tem ordem ¢(q), simbolicamente ord,,g = ¢(m).
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Em particular se existe uma raiz primitiva, entao o grupo U,, é ciclico, ja

que é gerado pela raiz primitiva g que tem ordem ¢(q).

Lembremos também que dado n = pi*...pS com primos distintos

P1,D2y- -+ Pr € €1,€2,...,6. € Z,. Entao

Hpe’“ e —1) = H <1_> _”H<1_>
k=1 p
onde a notacao significa que o produto é estendido para todos os primos que

dividem n.

Para um estudo estruturado de aritmética modular, sugerimos os Capitulos
2, 3 e 4 do livro Domingues e lezzi (2003), Santos (1998) capitulos 2 e 6, LeVeque
(1977) capitulos 3 e 4, e Ireland, Rosen e Rosen (1982) capitulos 3 e 4.

Vamos agora analisar as raizes primitivas médulo p?, onde p é um nimero
primo impar e t > 1 inteiro. As duas proposi¢oes seguintes sao classicas e podem

ser vistas também na pagina 122 e 123 de Santos (1998).

Proposicao 4.2. Se a for uma raiz primitiva modulo p, p primo impar, com
a’~t # 1 (mod p?), entdio

V#£1  (mod p') (4.1)

para todo t > 2.

Prova. Demonstraremos (4.1) por indugao em t. Para t = 2 temos
a®@* ) — o) — p-1 #£1 (mod p2)

uma vez que estamos admitindo a?~! # (mod p?).

Como hipétese de indugao, assumimos (4.1) como verdade para t e vamos
provar que esta congruéncia continua valida quando substituimos ¢ por ¢ 4+ 1. Como
o mdc (a,p) = 1 (a é uma raiz primitiva) temos que mdc (a,p'~!) = 1 e assim pelo

Teorema de Euler

@Y

1 (mod p'™).
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Esta congruéncia nos garante a existéncia de um ntmero n tal que
a®?) =1 4 npt~ (4.2)

o que iria contradizer nossa hipétese de indugao. Sabendo p 1 n, elevamos ambos os

membros da equagao (4.2) a poténcia p.

[a¢(pt*1)]p _ amﬁ(pt*l)] = (1+ npt—l)p

1
=1+np' ~|—p2 n’p? '+ S.

Mas, sendo 3t —3 =t+2t —3 >t+ 1 parat > 2, todo termo da soma

s=53 (1)

posstii uma, poténcia de p maior do que ou igual a p'*!

Como 2t — 1 > t + 1, para t > 2, a sequéncia de igualdades acima nos

garante, modulo p'*, que
aP?®" ) = g% =14 np!  (mod pitt).
Esta congruéncia nos garante que
V#£1 (mod ptt)

uma vez que p ¥ n. Mas isto é (4.1) com t + 1 no lugar de ¢, o que conclui a

demonstracao. O

Proposicao 4.3. Se p é um numero primo impar, entdo uma raiz primitiva modulo
p é também raiz primitiva médulo pt, para todo t > 1 se, e somente se, a’P~! # 1

(mod p?).



Capitulo 4. Propriedades da persisténcia na base terndria 38

Prova. Seja a uma raiz primitiva médulo p e vamos supor que A também seja uma
raiz primitiva médulo p', para t > 1. Neste caso teremos, em particular, que a é

raiz primitiva médulo p? e isto implica que
a” ' #1 (mod p*)
pois, caso contrario, terfamos uma contradigao, uma vez que p—1 < p(p—1) = ¢(p?).

Provaremos agora a reciproca, i.¢, vamos admitir que a seja uma raiz
primitiva médulo p para a qual a?~! # 1 (mod p?). Devemos mostrar que a é

também uma raiz primitiva médulo pt para todo t > 2.
Seja
k = ord,a
precisamos mostrar que
k= o(p').
Como ¢(p') = p*~*(p — 1) temos que

np—1p"(p—1) = np"

Logo, n = p", h <t — 1. Portanto, k = p"¢(p) = p"(p — 1).

Precisamos mostrar que h = t — 1. Vamos supor que h < t — 1, isto é,

h <t — 2. Neste caso, terlamos
k=p"(p—1Ip' (0 —1) = o).
Isto nos diz que ¢(p'~!) é um multiplo de k e, portanto,
a®® ) =1 (mod p).

Mas isto contradiz o Teorema 4.2 anterior. Logo h = t — 1 entdo n = p'~! que
implica
k=p""o(p) =p"'(p—1) = o(p").
m
Lema 4.4. Seja p e q inteiros tais que 1 < p < q e p € um raiz primitiva modulo

q. Entao os residuos p™ modulo q, n = 0,1,2,... formam uma sequéncia periodica

com um periodo minimo igual a ¢(q).
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Prova. Por hipétese, p € U, ¢ uma raiz primitiva, logo, esta gera o grupo U,
(como vimos no capitulo 2). Portanto, pelo Teorema de Euler temos p?@ = 1
(mod ¢) e os elementos 1,p,p?, ..., p? D~ sdo incongruentes médulo ¢ (devido a
cardinalidade de U,). Como p" € Z, entdo podemos multiplicar p?@ =1 (mod q)
e assim obtemos p"*%@ = p" (mod q) para todo n, logo a sequéncia p" é de fato

periédica, com periodo minimo ¢(q).

]
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Figura 1 — Algumas poténcias de dois calculadas na base ternaria

2™ em base 3
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Dados inteiros k > 1 e n > 0, seja r,(k) denotando o residuo de 2" médulo
3.
Proposicao 4.5. Para cada k > 1, a sequéncia r,(k), n = 0,1,..., € periddica

com periodo minimo 2 - 3871,

Prova. Para ver que 2 é uma raiz primitiva de 3*, vamos inicialmente demonstrar
que 2 é uma raiz primitiva de 32. Temos que 2, 22, 23, 24, 25 26 27 ¢ 2% sdo os
residuos 2, 4, 8,7, 5, 1, 2 e 4. Desta forma Uy = (2). Também vale que 2371 # 1
(mod 3?), logo pela Proposicio 4.3, temos que 2 é uma raiz primitiva de 3* com
E>1.

Entdo, pelo Lema 4.4 anterior, tomando p = 2 e ¢ = 3% temos que a

sequéncia n = 0, 1,2, ... forma uma sequéncia com perfodo igual a ¢(3%).

Desta forma
p(3") =3 -3 =313 -1)=2.3""!

como queriamos.

4.2 A funcao T}, e sua medida invariante

Sejam dois inteiros 1 < < e considere a sequéncia p", com n =
)

0,1,2,3,..., escrita na base ¢, isto ¢é

kn
Pt =ldindog .. dipnle = ding™ ", (4.3)
=1

onde 0 <d,;, <qg—1ed, #0, eonde o nimero de digitos k, ¢ dado, como vimos
por

kn =1+ [log,p"] =1+ [nlog, p] = [nlog, p].
Se adicionarmos um “ponto decimal” na frente da expansao (4.3) de p" anterior,

temos o nimero

n 1
T = 5k'n = [07 dl,nd2,n ce dkn,n]q € Aq Onde Aq = [57 1} - R (44)
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1 7 7 . . . e
Notemos que xy = [0,1], = — e que k,, é o tnico inteiro tal que ;}c—n pertence a A,.
q

Agora, a observagao crucial é que a sequéncia (z,,) é definida é precisamente

a orbita de g = 1/¢ sob a fung¢ao afim definida por partes como

Thg: Ay = A,

IA
8

D= Q=
IA
S
IN A

pr, se

r—T,,(z) = (4.5)

—_ e

gx, se

Esta func¢ado construida a partir de duas fungoes lineares na reta real: uma
expandindo (multiplicando por p > 1), e outra contraindo (multiplicando por

p/q < 1), vejamos a figura 2.

Veremos no préximo teorema que, através da identificacdo dos pontos finais
do intervalo A4, a funcdo definida por partes 7}, , torna-se um homeomorfismo com
o circulo S* (BOSHERNITZAN, 1993), (LIOUSSE, 2004).

Um exemplo seria aplicar a fungdo com p = 3 e ¢ = 10, teriamos entdo uma funcao

constituida por duas partes, como exemplifica a figura 2 abaixo.
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Figura 2 — A representagdo da fungao 7},,, que é um pedago da funcdo do cir-
culo construida com duas fungoes lineares, uma expandindo e outra
contraindo

A

Fonte: (FARIA; TRESSER, 2013)

Lema 4.6. Sejam n =0,1,2,..., dois inteiros 1 < p < q e considere a sequéncia
p", comn=20,1,2,3,..., escrita na base q. Entao
= P (0 dyndan -+ ]y = T (o)
n o qk” — |V, W1,nt2n kn,mlg = Lp,q\+*0

onde zo = [0,1], = 1/q.

Prova. Vamos mostrar que x, = T (o) para todo n > 0. Vamos aplicar a indugao

sobre n.

Se n. = 0 entao temos que T)) (zo) = xg € A,.
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Suponha valido para n, i. é, T;fq(xo) = x, e demonstremos que T, =
T (xg). Vale
lez;l (o) = Tp,q(T;:q(xO)) = Tp,q(iUn)

temos entdo dois casos a considerar:

1 1 - o - pn+1 o
e Se ¢ S @n < entao Ty o(xn) = pry = P = Tnt1.

~ n+1
e Se % < @y < 1entdo Tpg(xy) = Pay = L. Como T, 4(z,) pertence a A,
entao k, = k41 (pois k,41 é o Unico inteiro tal que ;,J;% pertence a A,.
Portanto T, () = Tnt1
O que demonstra o resultado. O

Teorema 4.7. A funcio T, , : A, = A, € topologicamente conjugada a rotagao
de angulo o = log,p no circulo St. A conjugacdo €, em particular, Lipschitz e
diferencidvel, exceto em um unico ponto. Além disso, T}, , tem uma medida invariante

absoluta continua dada por

~ de
~ zlogq’

()
Prova. Vamos escrever T' := T}, , na demonstracao. Relembremos que
kn = [na] =1+ [na] =1+ na — {na}.

Logo

n o p o pn o 1 ﬁ " _ {na}-1
T (ZEQ) N q[na] o ql—i-na—{na} o ql—{na} <q0‘> — 4

pois q% = 1. Vamos definir
h:10,1] = A,
1
te h(t) =¢"' = ~exp(ting), (4.6)
q

vemos que
({na}) = ~exp({na) - Ing) = T"(z0)

Seja a € Re R, : [0,1] — [0,1) a funcdo definida por R,(z) = = + a (mod 1).

Observe que para todo inteiro n > 0, tomando a = «, temos que R"(0) = {n-a} e
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temos h(R?(0)) = h({na}) = T™(xo) que é o mesmo que dizer que h leva a orbita

de 0 sob a rotacdo R, :t — t + « (mod 1) sobrejetivamente na érbita de xy sob T

I[sso sugere que:

Afirmagao: T é conjugado a R por h,i.é ho R, =T o h.

(i)

Para ver isto, seja t € [0,1] e daf temos duas possibilidades

Se(0<t<l—aentdaol <t+a <1, deste modo a fungao piso de [t+«| = 0.
Logo Ry(t) =t+a (mod 1) ={t+a}t=t+a—|t+a]=t+a+0=1t+«

e assim
ho Ra(t) = h(Ra(t)) = h(t + ) = ¢"F71 = ¢°8Ph(t) = ph(t).

Temos que h(t) € Ay, o fato que 0 < ¢t < 1 —a implica h(0) < h(t) < h(1—a)

e assim

< ht) <gtTt = <h(t)< - = T(h(t)) = ph(t).

Portanto
ho R,(t) = ph(t) =T o h(t).

Sel—a<t<lentaol<t+a<l+aeassim R,(t)=t+a—|t+a]=
t+ a — 1. Logo

ho Ry(t) = ¢ 2 = g8 P~ Ip(t) = Eh(t) =T o h(t).
q

A dltima igualdade vale pois 1 — o <t < 1 implica h(1 —a) < h(t) < h(1) e
assim

<ht)<1 = T(h(t)) =Ch)

q(l—oc)—l S h(t) S ql—l :>
q

SRR

Destes dois casos segue entao que h o R, =T o h, como queriamos demonstrar.

Temos que a funcao h é um homeomorfismo devido a sua defini¢do, na

equagao (4.6), isto pois é uma composicao de fungoes homeomorfas. Também h é

um difeomorfismo analitico com o intervalo aberto (0,1). Das afirmagoes anteriores
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temos que h é um homeomorfismo com o circulo S' que é diferencidvel em todos os

pontos, exceto em um ponto, o qual nao existe a derivada.

A medida invariante absoluta p para 7' em A, pode ser obtida de maneira
simples pela medida imagem! da medida de Lebesgue A no intervalo [0, 1] via h.

Para isto, se £ C A, é Borel mensurdvel, a medida imagem nos da que

Temos que h=': A, — [0,1] e que, dado um conjunto £ C A, mensurével.
Note que se t € h™*(FE) entdo existe z € E C A, tal que t = h™!(x). Desta forma,
de t = h™!(z) temos que dt = (h™')'(z)dx com z € E C A, assim

p(E) = A HE) = [, di= [ (Y (@)

In gx
Kt =
entao )
_ —1y/ _
dp(x) = (b)) (z)dx = xlnqu,

como queriamos demonstrar.

4.3 Um resultado da densidade de niimeros com zeros em sua
expansao

Para provar o primeiro Corolario do Teorema 4.7 anterior, relembraremos a

definicao de densidade inferior de um subconjunto dos inteiros.

Defini¢ao 4.8. A densidade inferior D~ (respectivamente superior D1) de um

subconjunto A C Z, ¢é dada pela equagao

D(A) = ngggf;#(A A1)

1 Conhecida em inglés como pushforward measure.
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1
< respectivamente D¥(A) = limsup —#(A N [1, n])) .
n—oo T
A defini¢ao anterior pode ser encontrada na pagina 58 de Viana e Oliveira
(2014).

Definicao 4.9. Seja A C Z, . Se as densidades inferior e superior sdo iguais, entao
dizemos que A tem uma densidade assintética D(A) = DT(A) = D~ (A).

Teorema 4.10. Se 1 < p < q sao tais que log, p € irracional, entdo o conjunto

A={ne€Z;:5,(p") =0} tem densidade assintdtica igual a 1.

Prova. Inicialmente tomemos T' = T,,, 1 a medida criada no Teorema 4.7 e
E conhecido que a rotagdo no circulo é unicamente ergédica se, e somente se, 0
dngulo é um nimero irracional. Vimos que T é uma fungao Lipschitziana (logo
continua) e conjugada com uma rotagao irracional no circulo S', logo 7' também é

unicamente ergodica.

Para cada j > 1, seja B; € A, o conjunto de todos os pontos z cuja
expansao na base ¢ tenha pelo menos um digito 0 entre seus primeiros j digitos.
Entao B; ¢ uma uniao finita de intervalos e vamos encontrar sua medida.

O conjunto B; é a unido de todos os conjuntos [a;... a0l com 2 <k <j—1e
ai,...,a pertencem a {1,2,...,q¢— 1} e [a; ... a;0] é conjunto dos = em A, cuja

expansao na base ¢, comega com a . .. a0, isto é

x = @+af§+---—|—afz—l— Z — onde b; € {0,1,...,q — 1}.
9 4q i—kr2 ¢
Observe que a medida de Lebesgue de cada [a; ...ax0] é qk%, logo a medida de

todos os conjuntos [a;.....ax0], a; € {1,...,q — 1} é (‘;;jik.

Como dois conjuntos quaisquer distintos [a;.....ag0],2 < k < j—1,a; € {1,2,....,q—
1} néo se intersectam ou se intersectam num conjunto de medida de Lebesgue 0,

deduzimos que

(-1, (@=1° (=17 W=D g iy

ABy) = q° q ¢ q?
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onde r = (q;l) =1- %. Isso implica que
(q—1) -1 1)
ABj) = 1= )AL =r)= [ [1 - |1—-~ '
q q

e assim

1\’
ANBj) = |Ay] |1 - (1 — ) ] )
q
Entao

lim A\(B;) = lim |A,]
j—o0

Jj—o0

1\’
1-(1—q> ]:|Aq|-1:|Aq|.

wB) = [

B; xlng

Por outro lado

Como A(Bj) tende para A(A,) quando j tende para o infinito, deduzimos que p(B;)

/ dx _1
A, lng

Note que se z,, € B; para algum n com k, > j, entdo S,(p™) =0, i.é n € A.

tende para

Como B; ¢ uma uniao finita de intervalos e p ¢ uma medida regular de Borel,
podemos encontrar uma fungao continua f; : A, — R tal que 0 < f; < xp, em

todo ponto e

1

dp > w(B;) — —. 4.7
o Fin = w(By) = 5 (4.7)
Em particular, para todo N > 1 temos
1 N-1 1 N—-1
n=0 n=0

Usando (4.7) e o fato que T' é unicamente ergédica deduzimos, pelo Teorema 2.6,

que a soma SN £ 0 T™(x) converge para a integral [ A, Jidp, logo

1N§7j1f T )>/ Fdp— L > (B)) 1 (4.9)
P .O x . P — ) — .
N =7 0= T gy = B T
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para um N suficientemente grande. Entao, combinando (4.8) e (4.9) temos que

¥ 2 e ) 2 (B) - - (410

para todos N suficientemente grandes. Escrevendo A; = {n € Z; : z,, € B,},

temos que

D" (A;) = lim inf ]t#(Aj N1, N)

N-1
= hNIILiOIéf N ; X4;01,N) (Tn)
1 N-1

= hNHLlo%fN nz::[) XB, (Tn)-

e assim provamos que

D™(4)) = u(B;) - =

Como todos menos um numero finito de elementos de A; pertencem a A, segue
que D~ (A) > w(B;) — % para todo j, como queriamos. Fazendo j tender para
infinito, deduzimos que que D~ (A) = 1. Como D~ (A) < D*(A) < 1. Deduzimos

que D(A) =1 o que completa a demonstragao. ]

Vamos a outra consequéncia do Teorema 4.7, que no caso ¢ uma férmula

para encontrar um digito da expansao de p™ na base q.

Corolario 4.11. Sejam a =log,p ek, € a quantidade de digitos da expansdo de

p" na base q. Entao, para todo j =1,2,...,k, o digito d;,, da expansdo de
pn = [dl’ndg,n e dj,n e dkn,n]qa

¢ dado pela formula
din = lafg "2 (4.11)

Prova. Vamos denotar 7' = T}, ,. Como d;,, ¢ também o j-ésimo digito de x,, =
T™(xo) apds a virgula podemos seguir o seguinte raciocinio: 1) multiplicamos z,, por
¢! logo o primeiro nimero apds a virgula serd o digito d;,,; 2) tomamos somente

a parte fraciondria do niimero anterior; 3) multiplicamos por ¢ deixando somente o
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digito d;,, do lado esquerdo da virgula; 4) tomamos somente a parte inteira sem a

fracionaria do nimero, que serd d;,. Da ideia anterior temos a férmula
djn = la{d’ " za}]. (4.12)
Pelo Teorema 4.7 temos que
Tn, = T"(x0) = h o R*(0) = h({na}) = ¢{"-1, (4.13)

Substituindo z,, da equagao (4.12) em (4.13) obtemos a férmula (4.11) que querfamos.
[

Ter uma férmula explicita para os d;; digitos é realmente divertido, porém,
na pratica ela nao é tao util. Isso se d& pois para valores grandes de n, calcular d,

depende do conhecimento dos primeiros n digitos de a = log, p.

Faria e Tresser (2013) nos dizem que para as bases 3, 4, 5 e 10 tem-se boas
evidéncias computacionais sugerindo a validade da conjectura baixo, que é uma

forma mais forte da Conjectura la.

Conjectura 2. Se ¢ nao é uma poténcia de p, e p" = [dy...d;} ,..dk, n]q, entao
para cada d =0,1,...,q — 1, temos
li L 1<i<k,:d —d—l
ng{}okfn#{ 7 > P Gin = }—a
O que aconteceria se ¢ fosse uma poténcia de p? Se ¢ = p* para algum
k > 1, entdo para todo n > 1 a expansao de p"* na base ¢ consiste de digitos 1
seguidos por n zeros. Isto mostra que a hipdtese que ¢ nao é uma poténcia de p é

de fato realmente necessdria.
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5 AS Z4-ACOES ERGODICAS PARA A
PERSISTENCIA DE NUMEROS COM
BASE MAIOR DO QUE 3

Neste capitulo vamos discutir os resultados para bases maiores que 3. O
sistema dinamico que utilizaremos serd mais geral, mas baseado, no do capitulo 4.

Também generalizaremos o resultado da densidade.

5.1 Sobre acbes abelianas de grupo e sua relacao com a fun-

cao de Sloane

Sejam 2 =p; < ps < -+ < pnm < q— 1 alista de todos os primos menores

que ¢. Se n é um inteiro positivo com S,(n) # 0 podemos escrever

Sqy(n) =TI 21", (5.1)
i=1
onde
(nl,ng, c. ,nm) € ZT = (Z+)m czm™.

Isso vale pois S,(n) resulta em uma multiplicacdo de digitos menores que ¢, logo
os digitos sao decompostos em primos menores que q.
Desta forma a equagao anterior (5.1) fica similar a expansao de p™ na base ¢ que

vimos na secao 4.2.

Utilizando a mesma notagao da secao 4.2, seja o intervalo, em destaque

Ag=lg 1] =8,
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e consideremos os homeomorfismos (que sao fungoes definidas por partes)

Thpig By = Ay
1 1
pixr, se— <1< —
q Di
2 Ty () = (i=1,2,...,m). (5.2)
Di 1
—x, se —<zr<1
q Di

Denotaremos PL*(A) como o grupo de todos os homeomorfismos (afins por partes)

de um intervalo A C R qualquer. Assim as fungoes anteriores estdo no grupo

PL*(A,).

Lema 5.1. O grupo G, C PL*(A,) gerado por {T,, : i =1,2,...,m} € abeliano.

Prova. Seja o homeomorfismo construido na demonstragao do Teorema 4.7, por

comodidade vamos reescrevé-lo abaixo
h:[0,1] = A,
-1 1
t— h(t)=¢ " = —exp(tlng).
q
Também seja

R,, :[0,1] — S
r— R, (z) =x+a; (mod 1)

a rotagao onde o angulo ¢ a; = log, p;.
Entéo para cada i temos que T), = ho R,, o h™ 1.

Como quaisquer duas rotagoes no circulo sdo comutativas, temos que

o que implica

Portanto G, ¢ abeliano. O
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Uma conclusao que podemos retirar do lema acima é que existe um homo-

morfismo, bem definido, da forma

™ :Z™ — Gy

n __ gmni ne L ... TN,
n—7T —Tplono oTmeGq

onde n = (ny,ng,...,ny,) € Z™.

A sobrejetividade existe, mas a injetividade nem sempre ji que a composi¢ao de
fungoes é comutativa. A conclusao é que Z™ age no circulo de modo especial como
um grupo de homeomorfismos (definidos por partes, que sao as fungoes 7)), ;) com

o circulo.

Para ver a relevancia, ou utilidade, desta fun¢ao anterior (que é uma agao)
para o estudo da fungdo Sloane na base g vamos organizar as nota¢oes baseadas na

secao 4.2.

Seja xy = [0,1], = é € A,. Entao, para cada n € Z7, temos

n PP oy
T (o) = PP (5.3)

onde k(n) é o nimero de digitos da expansao na base ¢ do numerador, dada por

k(n) = [i n 1ogqpl} - [i na} .

i=1

Como restringimos mais o n para valores positivos, vemos que toda a gama de
valores assumidos pela funcdo de Sloane estd contida em uma tnica o6rbita da acao

do semigrupo Z7' C Z,.

5.2 Primeiro resultado da densidade para niimeros com base

maior do que 4

Voltemos as nossas investigagoes da funcao de Sloane.

Definicao 5.2. Dado um inteiro positivo N, e seja Ay denotando o “cubo” Ay =
{neZ,:|n| <N,i=1,2,....,m}, eseja Ay = ANNZT. A densidade assintdtica



Capitulo 5. As Z%-acées ergddicas para a persisténcia de nimeros com base maior do que 3 54

inferior de um subconjunto A C Z7! é definida como
_ o 1 I
D (A) = hN%%f W#(A NARY).
A densidade assintotica superior é definida como

D*(A) = lim sup ]\;m#(A NAL).

N—oo

Notemos que

A=Ay NZY
={neZ" NeZ,:|ni]<Nen;>0,i=1,...,m}
={neZl!', NeZi:n; <N,i=1,...,m}.

Sempre temos que 0 < D™ (A) < DT(A) < 1 (isso é importante para
interpretar o resultado, como vimos no caso da segao 4.3). Quando D~ (A) = D*(A),

este valor comum ¢ chamado de densidade assintética de A e ¢ denotada por D(A).
Proposicao 5.3. Se a base ¢ nao é um numero primo, entao o conjunto
A={n=(nyi,ng,...,nm) €ZY : Sg(pi*py?---pp) = 0}

tem densidade assintotica igual a 1.

Prova. Por hipotese, temos que g ndo é primo, logo podemos escrevé-lo como fatores
primos

q=pi'ps* - o
onde cada a; > 0.

Se n € Z1 é tal que n; > a; para todo i, entdo ¢ divide py'py*---ppm, e
portanto
Sq(py'p3? -+ o) =0
ja que vai ser combinacao da base, pois s6 mudamos o expoente dos fatores primos.
Isso mostra que o conjunto dos multiplos da base esta contido em A, i.é, {n € Z7" :

n; > a; para todo i} C A. Temos que

ANAy={neZ} NeZi:n <NeS,pips?---pr) =0}
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Entao, para todo N suficientemente grande temos que

L(ANAL) > ﬁ(N a4+ 1),

i=1
e portanto
1 m
(N> Tm o _
D~ (A) _]\}gr(l)oni:r[l(N a;+1)=1
o que prova que D(A) = D~ (A) = 1. O

5.3 Segundo resultado da densidade para nimeros com base

maior do que 4

Para um segundo resultado da densidade, que serd uma generalizacao do
primeiro, utilizaremos o grupo G, e sua agao no circulo. Na verdade, utilizaremos

certos subgrupos de G, que acabam sendo grupos abelianos livres.

Dados inteiros positivos ordenados 1 < 417 < is < --+ < 4 < m, vamos
denotar o subgrupo de G, gerado por {7}, .1}, ..., 1, } por G(i1,ia,. .., ).
Temos também que «; = log, p; ¢ o dngulo da rotagdao para T, que usamos no
Lema 5.1.

Lema 5.4. Se os numeros 1, oy, , iy, . ..,y G0 Tacionalmente independentes, i.é,

k

sao linearmente independentes no conjunto dos racionais, entio G(iy,is,. .., i)

s

¢ um grupo abeliano livre de ordem k. Mais ainda, a a¢do no circulo A, = S' ¢é

unicamente ergodica.

Prova. Suponhamos que (ny,ns,...,n;) € Z* de modo que
n1 n2 o e n —
Iy, o0T,20---0Tjk = Id.
Como cada T, é conjugada com a rotacao R,, pela mesma funcao, temos que
RZ; © RZ?Q -0 Rka = Id.

Mas entao nja;, +na, +- - - +ngoy, =0 (mod 1). Podemos reescrever a expressao

anterior como, existe N € Z tal que

iy, + na, + - -+ npay, = N.
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Pela hipétese da independéncia (linear) racional, isto implica que
n=ng=---=n,=N=0.

Entdo nao ha nenhuma relagao nao-trivial em G(iy, s, ..., 4x), 0 que implica que o
grupo ¢ abeliano livre. Mais ainda, um dos «;; deve ser irracional. Digamos que a;,
¢ irracional; entao T, , sendo conjugada a uma rotagao irracional, ¢ unicamente
ergodica. Isto pois cada uma das fungoes T}, conjugadas pela rotagao irracional
com mesmo homeomorfismo, é diferencidavel em todos os pontos, exceto um. Desta
forma hd somente uma medida invariante e assim cada uma das funcoes T, é

unicamente ergédica, o que implica a agdo no grupo todo ser unicamente ergodica.
Portanto, a agao de G(iy, iz, ..., %) no circulo é unicamente ergbédica. [

Vamos agora demonstrar o segundo resultado da densidade. Este segundo
resultado, na verdade, generaliza a Proposicao 5.3, a qual era para uma base ¢ nao
prima, ja que agora consideraremos ¢ primo.

As hipéteses do proximo Teorema foram feitas de modo que a demonstracao fique

parecida com a prova do Teorema 4.10, mudando o necessario.

Teorema 5.5. Seja 1l < iy < iy < - < i < m escolhidos de forma que os nimeros

1, vy, Qs - - ., 0y, SGO Tacionalmente independentes. Entao para todo divisor d de q,

o conjunto
A= {(nl,ng, coo,ng) € Zi D S(pitpiy vk - d) = O}

tem densidade assintotica iqual a 1.

Prova. Temos que pelo Lema 5.4, a agao de grupo G = G(iy,ia,. . .,ix) = ZF no
circulo A, = S' é unicamente ergédica; a medida invariante inica é a medida g,
como foi construida no Teorema 4.7.

Fixemos o divisor d para a base ¢. Estamos interessados em uma orbita particular
(isto é, uma iteracdo das fungbes com um valor inicial em particular) para o
semigrupo G = Z’i, chamando este ponto de wy = g € A,

Para cada n € Z%, escrevamos w, = T™(wp). Também, denotemos por ¢(n) o

711

nimero de digitos da expansao na base ¢ do niimero p'p} - - - p;* - d. Assim como
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na equagao (5.3) temos

ni, na g
_ Piy Piy " Dy, -d

T (5.4)

Wn

Como na prova do Teorema 4.10 para cada j > 1, seja B; € A, o conjunto
de todos os pontos x em que a expansao na base g tenha pelo menos um digito 0
nos seus primeiros j digitos. Como vimos anteriormente, lim;_,., u(B;) = 1.
Seja f; : Ay = R (como na demonstragao do Teorema 4.7), logo cada f; é continua

eOSijXBj7e
1
- > u(B;) — —. .
/Aqf]du_u( AR (5.5)

Da equagao (5.4) temos que
Sqpitpiy - piF-d)=0 & T"(wy) = wy € B; para algum j < {(n).

Isso nos diz que n € A se, e somente se, w, € B; para algum j < ky,.
Analogamente, como fizemos na demonstracao do Teorema 4.10, para cada 7 <1
definamos A; = {n € Z* : w, € B;}.

Notemos que todos, menos um ntimero finito de elementos de A;, pertencem a A.
Entdo, a fim de provar que D(A) = 1, é suficiente mostrar que lim; ,,, D7 (A4;) = 1.
Como a agao de G no circulo é unicamente ergddica, combinando o Teorema 2.17
com a equacao (5.5) isto implica que, para cada j fixo e para todo N suficientemente

grande, . . |
N T (w 2/ fidp— — > u(B;) — -
#A;{, ng\:?\} J (wo) A, H 2 1(Bj) j

Como f; < xBj, segue que
1 1
ZAT 2 XBi(wa) = u(B;) - =

# N neAE

para todo N suficientemente grande. Fazendo N — oo, isto mostra que

para todo j, e portanto lim; ., D~ (A;) = 1 como queriamos. O
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