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Resumo

O fenômeno do atrito está presente em sistemas mecânicos com duas ou mais superfícies

em contato, o que pode causar sérios danos em equipamentos e instalações, portanto a

busca por sua compreensão em diversos problemas dinâmicos se tornou de grande im-

portância devido ao seu comportamento não-linear. O objetivo deste trabalho é expan-

dir os conhecimentos sobre os modelos de atrito e os métodos de resolução não-linear,

sendo que os modelos estáticos são representados pelo modelo de Coulomb e modelo

de Armstrong, e os modelos dinâmicos são representados pelos modelos de Stribeck,

LuGre, Gomes e Rosa. De um modo geral, os dados são usados no desenvolvimento e

na avaliação de curvas polinomiais nas quais se assume uma forma especí�ca, com base

na determinação dos parâmetros do servomecanismo em questão e na aproximação nu-

mérica, no ajuste de curvas, no cálculo e análise da distância euclidiana entre os sinais

medidos e os sinais dos modelos provenientes dos dados, sendo que tais medições foram

obtidas por intermédio de sinais de velocidade, torque e de corrente do servomotor de

corrente contínua. Os resultados alcançados foram a obtenção experimental do modelo

de atrito estático e dinâmico e a sua validação para a caracterização das não linearida-

des do atrito sobre um sistema eletromecânico através de sensores de velocidade e de

corrente que permitiriam a busca de um modelo que, diante de velocidades diferentes,

apresente uma resposta ótima diante das não linearidades.

Palavras-chave: não linearidades , servomotor, modelos de atrito, atrito dinâmico.



Abstract

The phenomenon of friction is present in mechanical systems containing two or more

surfaces in contact, which can cause serious damage to equipment and installations.

Therefore, understanding it in several dynamic problems has become something of

great importance due to its nonlinear behavior. The objective of this work is to ex-

pand the knowledge about friction models and nonlinear resolution models, with the

static models being represented by Coulomb's model and Armstrong's model, and the

dynamic models being represented by Stribeck's model, LuGre's model and Gomes's

and Rosa's model. Generally speaking, the data are used in the development or evalu-

ation of polynomial curves which assume a speci�c shape, based on the determination

of the parameters of the servomechanism at hand, on the numeric approximation, on

the adjustment of curves and on the calculation and analysis of the Euclidian distance

between the signals measured and the signals observed in the models which were ob-

tained from the data, with such measurements coming from the velocity, torque and

current signals from the DC servomotor. The result was the experimental develop-

ment of the static and dynamic friction model and its validation for classifying the

nonlinearities of friction acting upon an electromechanical system by using speed and

current sensors which allow searching for a model which, at di�erent speeds, presents

an optimal response when faced with nonlinearities.

Keywords: nonlinearities, servomotor, friction models, dynamic friction.
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Capítulo 1

Introdução

Os Sistemas de movimento e posição eletromecânico têm sido amplamente utili-

zados em diferentes campos da engenharia sobre variadas aplicações, tais como esteiras

transportadoras, posicionadores de lingotes em indústrias siderúrgicas e de metalur-

gia, sistemas de movimentos de maquinas operatrizes, sistemas de juntas robóticas,

conjunto de sensores e outros equipamentos [1, 5].

Durante a movimentação de um elevador por exemplo, o sistema experimenta alto

número de reversões de velocidade ou movimentos de baixa velocidade em que o atrito

é um fator determinante de desestabilização sendo que em baixas velocidades, o atrito

poderá afetar principalmente o sinal de controle (torque) e gerar alguns movimentos

de rolamento indesejáveis e erros de controle [1, 2, 3, 5].

Deste modo as aplicações de movimentação e posição com alta precisão e de baixa

velocidade exigem um controle robusto para minimizar os efeitos das não linearidades

e em consideração o atrito em particular, caracterizando os efeitos e na busca de um

modelo dinâmico que o represente [1, 2, 3, 5].

Um problema frequente encontrado na estabilidade de um sistema dinâmico su-

portado por uma base móvel é a rejeição de distúrbios associados com componentes

móveis sendo que o atrito induz uma força desestabilizadora da base de movimento ao

objeto estabilizado, que prejudica a precisão de movimento [2, 5].

Portanto, a compensação de atritos é necessária, a �m de obter uma elevada

precisão no desempenho da estabilização, especialmente, quando o sistema estabilizado

sofre de baixa velocidade ou movimentos de inversão em que o atrito é o fator de

desestabilização [3, 5].
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Os métodos de compensação são comparados em termos da sua capacidade para

analisar os efeitos do atrito e sua simplicidade do modelo a ser aplicado onde o objetivo

é desenvolver um modelo de atrito e realizar testes de con�guração, a �m de observar

o comportamento de atrito e para estimar os parâmetros do modelo [2, 3, 4].

Dessa forma, o projeto de sistemas de controle de sistemas dinâmicos confronta

di�culdades adicionais sendo que muitos pesquisadores consideram o atrito em sistemas

de movimentação como um dos fatores mais relevantes para problemas de desempenho

em malhas de controle [4, 5, 6, 7].

1.1 Motivação

A análise dos efeitos da não linearidade do atrito sobre a dinâmica dos componen-

tes eletromecânicos e mecânicos terá investigação inicial através dos modelos clássicos

de atrito estático como Atrito de Coulomb e Atrito viscoso e suas variações [7, 8].

O modelo variante da combinação de Atrito de Coulomb com outros tipos de

atrito foi pesquisado por diversos autores e será fonte de pesquisa no assunto para

elaboração de um modelo de atrito e nas últimas décadas diversas pesquisas têm sido

realizadas, com objetivo de alguns autores com trabalhos experimentais incluindo com-

ponentes não lineares [7, 8, 9, 10, 11].

Com o objetivo de linearizar a dinâmica de um servomotor tipo harmonic drive

utilizado em juntas robóticas e sistemas de automação dinâmicos é proposto um modelo

inicial baseado em resultados experimentais em malha aberta,na busca de um modelo

funcional de atrito sob uma posição e velocidade angulares [8, 9].

Testes experimentais recaem sobre dois modelos; um modelo dependente da po-

sição e outro modelo dependente da velocidade sendo que nos sistemas de controle de

malha fechada geralmente são compostos por [10, 11, 12, 3]:

� Sensores: que traduzem informações como deslocamentos, velocidades e/ou ace-

lerações de determinados pontos da estrutura;

� Controladores: que recebem as informações dos sensores e realizam o cálculo das

ações de controle;

� Atuadores: que aplicam as ações de controle.
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Além disso, deseja-se utilizar o método de estimação de parâmetros e que seja

aplicável a dados obtidos com o processo operando em malha aberta de modo que o

projeto do experimento para coleta de dados também deve considerar esta questão

[1, 8].

Em diversos problemas práticos de mecânica, as equações matemáticas que des-

crevem o seu comportamento são equações diferenciais ordinárias não lineares e natu-

ralmente, quando se consideram pequenas amplitudes das oscilações envolvidas, estas

equações podem ser aproximadas por outras que são lineares [1, 8].

Como a prática tem demonstrado conforme trabalhos publicados, cada vez mais

é necessário ter modelos mais realistas sendo que o objetivo desse trabalho é modelar e

investigar o problema dos efeitos da não linearidade do atrito estático e dinâmico e da

estabilidade de um sistema constituído por um objeto de massa M que está acoplado

em um atuador eletromecânico e sob efeitos de tipos de atrito que serão investigados

[1, 8, 13, 20].

A proposta de analise e estudo de modelos de atrito para sistemas eletromecânicos

na busca dos efeitos de não linearidades do atrito e que sejam caracterizadas garantindo

um desempenho melhor para o sistema de Controle [8, 13].

Tais metas podem ser desmembradas nos seguintes objetivos especí�cos:

� Seleção de uma estrutura conveniente para modelar certas não linearidades

provenientes do atrito dos componentes mecânicos e eletromecânicos.

� Escolha de uma estrutura de modelo capaz de incorporar boa parte de eventuais

comportamentos não lineares referentes ao processo.

� Desenvolvimento de curvas de aproximação polinomial para a estimação dos pa-

râmetros de modelos não lineares, baseado em dados obtidos com o processo operando

em malha fechada [14].

� Estudo de ferramentas de métodos numéricos para validação dos modelos ob-

tidos através de software computacional [14].
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No desenvolvimento de projeto de sistemas de controle para que haja uma in-

terface entre a planta e o sistema observado e suas variáveis, é comum a aplicação

de softwares de métodos numéricos e de simulação diante ao uso de software que será

utilizado para a computação técnica e cientí�ca, tornando-se os cálculos e métodos nu-

méricos acessíveis e para que haja uma interface entre a planta e o sistema observado

e suas variáveis, é comum a aplicação de softwares, sendo que o mais utilizado é o

MATLAB�/ SIMULINK � [5, 26].

O MATLAB� é um software para a computação técnica e cientí�ca, sendo sua

popularidade à facilidade de utilização desse programa sendo que o nome MATLAB

vem da junção das palavras Matrix Laboratory, isto se deve à base operacional, que são

as matrizes [5, 26].

Esse software é utilizado para cálculos matemáticos, modelagens e simulações de

sistemas lineares e não-lineares, discretos e contínuos no tempo, análises numéricas e

processamentos, visualização de grá�cos, desenvolvimentos de algoritmos [5, 14, 26].

Diante desse contexto, este trabalho tem como objetivo desenvolver modelos

matemáticos para sistemas rotacionais com diferentes massas de inércia e na busca de

um modelo dinâmico do atrito que represente a in�uência das não linearidades sobre

um protótipo com atuador servomotor harmônico ,com o uso de sensores de medição

de grandezas mecânicas e elétricas [1, 5, 14].

1.2 Roteiro do trabalho

No capítulo 1 começa com a parte introdutória, que possui como destaque a

motivação para o estudo da não linearidade presente em estudos e pesquisas realizadas

nesta área de trabalho e com foco em sistemas eletromecânicos.

O capítulo 2 fala sobre os tipos de atrito e os modelos já estudados e descritos em

literatura, assim como ferramentas de cálculo numérico necessários para a análise e do

estudo do comportamento dinâmico da não linearidade do atrito presente em sistemas

eletromecânicos.

Uma apresentação inicial dos modelos de atrito e suas características e das ferra-

mentas são apresentadas, visando ter uma visão geral e a busca de um modelo de atrito

a ser adotado e como realizar uma aproximação numérica, da obtenção das curvas tam-

bém é discutida na revisão bibliográ�ca apresentando o método dos mínimos quadrados

e a sua funcionalidade sobre a obtenção das curvas diante dos dados experimentais.
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No capítulo 3 ,tratamos dos materiais necessários para que seja feita os ensaios

experimentais, tanto do ponto de vista de sensores analógicos para medição das gran-

dezas como a corrente elétrica e da velocidade angular, assim como do uso do software

de cálculo numérico para obtenção do torque e das curvas geradas cuja análise possa

ocorrer com precisão, sendo a não linearidade do atrito presente no servomecanismo

proposto utilizado.

No capítulo 4, a apresentação da não linearidade do atrito com efeitos sobre a

velocidade angular ,da corrente elétrica e do torque desenvolvido no servomecanismo

estudado e seus resultados são detalhados com o cálculo do momento de inércia en-

quanto que no capítulo 5 apresentam-se resultados da caracterização das curvas das

funções polinomiais encontradas nos modelos de atrito dinâmico sendo que no capi-

tulo 6 e 7, temos a validação do modelo dinâmico do atrito e as conclusões �nais que

apresentam os resultados da busca do modelo dinâmico, seguidas do capitulo 8 que

retrata as contribuições e seguida das referências e anexos consultados no decorrer do

trabalho.



Capítulo 2

Revisão Bibliográ�ca

2.1 Modelos de atrito

O atrito tem sido foco de pesquisas recentes com diferentes modelos e graus

de complexidade e que se adaptam a variadas situações de acordo com os objetivos

pretendidos [8, 13, 17].

Deste modo existem modelos indicados para a análise matemática e física do

fenômeno do atrito, modelos orientados para a simulação o�-line para uma análise

comportamental qualitativa ou de alta de�nição, e ainda a compensação do atrito em

controle sendo que neste último caso é necessário ter em consideração, na seleção de

um modelo, as limitações computacionais existentes [2, 3, 16].

A primeira categoria inclui modelos capazes de fornecer uma caracterização qua-

litativa dos fenômenos do atrito, su�ciente para uma análise global do fenômeno e a

segunda categoria já inclui dinâmicas associadas ao atrito, sendo estes modelos capa-

zes de descrever de forma mais precisa do fenômeno onde podemos ainda falar numa

terceira categoria de modelos onde se incluem modelos dedicados que tratam de forma

mais detalhada os fenômenos físicos associados ao atrito [2, 3, 11, 16].

Alguns modelos de atrito estáticos e dinâmicos se baseiam nos modelos clássicos

apresentam diferentes composições que mudam a concepção da força de atrito e podem

ser: Coulomb, Viscoso, Estático e Stribeck.

Conforme diversos pesquisadores, os modelos dinâmicos Stribeck e LuGre possui

a dinâmica para capturar a complexidade do regime na região em torno da velocidade

zero, e são geralmente necessários em máquinas de posicionamento de precisão com a
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análise da não linearidade do atrito em atuadores do tipo Harmonic-Drive, considerando

o termo do atrito no sistema do rotor [10, 11, 15].

2.1.1 Modelo de atrito de Coulomb

O atrito constitui a principal fonte de não linearidade que di�culta o tempo de

resposta de um sistema que depende um valor de entrada desejado de amplitude de

referência e uma maioria de trabalhos publicados que estudam o fenômeno do atrito

sob sistemas de controle consideram a dinâmica de cada mecanismo como linear e um

modelo linear é obtido, não levando em conta as não linearidades presentes no sistema

[2, 3, 4, 15, 29].

O modelo de atrito mais conhecido e difundido é aquele desenvolvido por forças

de Coulomb e não depende da velocidade e a força de atrito é representada na equação

2.1

f ˙(x) = Fc.sgn.ẋ (2.1)

Os parâmetros Fc , sgn e ẋ são, respectivamente, o atrito de Coulomb e a função

sgn da velocidade, de�nidos nas equações (2.1) e (2.2) sendo que µ o coe�ciente de

atrito e N a força normal.

Fc = µ.N (2.2)

Este modelo não demonstra o valor da força de atrito quando a velocidade é

nula e pode tomar qualquer valor dentro do intervalo −Fe e +Fe (forças de Coulomb

negativas e positivas),variando em função da forma onde a função sgn da velocidade é

de�nida [2, 3, 8, 28].

Ilustra-se a força de atrito de Coulomb em função da velocidade sendo que o

modelo proposto possui de forma mais evidente a presença do atrito de Coulomb,

como pode ser visto na �gura 2.1(a) onde vários autores que analisam sob o enfoque do

comportamento não linear do atrito utilizam os modelos baseados no atrito de Coulomb

[2, 3, 8, 9, 10, 11, 15, 28, 29].

De uma forma em geral,o atrito de Coulomb (Dryfriction) é considerado junto

com o atrito estático e atrito viscoso 2.1(d) em que a transição entre o estado estático

para o estado dinâmico é obtido de forma ideal e instantâneo nos modelos da �gura
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Figura 2.1: Modelos de atrito (a)Atrito de Coulomb, b)Atrito estático, c) Atrito viscoso

d) Atrito combinado Coulomb com viscoso).

Fonte: Adaptado de [16, 28].

2.1(b) e 2.1(c) enquanto que no modelo da �gura 2.1(d) levamos em consideração a

inclusão da redução do atrito para baixas velocidades [2, 3, 15, 28, 29, 38, 39].

Diversos autores tem realizados trabalhos experimentais onde adotam o modelo

da �gura 2.1(a) na medida que os valores de atrito seco estão muito próximos do

atrito estático sendo que o principal objetivo desta pesquisa é a de caracterizar e

validar o modelo dinâmico de atrito num mecanismo com controle por atuadores com

servomotor CC sendo que alguns autores sugerem técnicas adaptativas de controle com

a compensação de atrito [2, 3, 8, 9, 10, 15, 28, 29, 36, 37, 38, 39].

Um modelo de atrito é levado em conta por ter a presença de atrito seco,estático

e viscoso e testes experimentais recaem sobre dois modelos; um modelo dependente da

posição e outro modelo dependente da velocidade [2, 3, 9, 10].

O objetivo do teste de um modelo dinâmico está sempre presente durante o

desenvolvimento deste trabalho, e por esta razão, todos os resultados dos experimentos

são comparados com os resultados obtidos em simulações no ambiente em tempo real

através dos módulos de aquisição de dados [10, 11, 20, 28, 36].
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Os dados experimentais são coletados e enviados a um cartão de aquisição que

captura os sinais analógicos dos transdutores de corrente elétrica da armadura do ser-

vomotor CC e dos transdutores de velocidade e torque e a busca por um modelo

de atrito dinâmico dependente da velocidade e com o componente torque presente

[4, 8, 10, 20, 28].

2.1.2 Modelo de atrito de Stribeck

O modelo de atrito Stribeck é um tipo de atrito que inclui o atrito de Coulomb

mais o atrito viscoso e que ocorre quando um liquido ou lubri�cante sólido é usado

para as superfícies de contato de partes mecânicas que se movam entre si e portanto o

fenômeno ocorre com a redução do coe�ciente de atrito F com o acréscimo de velocidade

v até a zona chamada de velocidade Stribeck vs [8, 15, 16, 17, 20, 28, 30].

Quando esta velocidade inicia ou seja no limiar do fenômeno (prende-desliza)

afeta o atrito viscoso e o efeito Stribeck decorre da função do lubri�cante usado sendo

que a curva Stribeck é representada por uma queda contínua da força de atrito para

baixas velocidades, decorrente da transição da lubri�cação limite entre a lubri�cação

total e a parcial [8, 10, 15, 16, 17, 24, 29, 30].

O efeito Stribeck pode ser descrito com a equação 2.3


F (v) , v 6= 0

Fe, v = 0 > |Fe < Fs |
Fs sgn (Fe) , senão

 (2.3)

Há diferentes modelos de atrito para descrever F (v) mas a forma mais comum

de não linearidade é representada pela equação 2.4.

F (v) = Fc+ (Fs− Fc)A = e−|
v
vs
|+FV v (2.4)

2.1.3 Modelo de atrito dinâmico de LuGre

A denominação modelo de LuGre vem da abreviação do Instituto de Tecno-

logia Lund e INPG Grenoble, em que as duas universidades hospedam os cientis-

tas cooperantes no estudo do modelo LuGre e se baseia na elasticidade do contato

[11, 15, 16, 18, 19, 28, 29].
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Este modelo desenvolvido nas universidades de Lund (Suécia) e Grenoble (França)

e surge fundamentado em descrições experimentais do fenômeno do atrito tal como as

anteriormente analisadas neste trabalho [3, 11, 15, 16, 18, 19, 28, 29, 38, 39].

O modelo de LuGre caracteriza-se pelo contato entre as rugosidades das superfí-

cies como �bras que de�etem por ação de uma força tangencial à superfície , o que dá

origem a uma força de atrito e por simpli�cação o modelo considera as �bras de uma

das superfícies rígidas [3, 11, 15, 16, 18, 19, 20, 29].

O modelo de LuGre busca capturar as características aleatórias do contato, e

decorre no comportamento médio das �bras em contato e assim o comportamento de

uma única �bra que representa a de�exão média de todas as �bras (pontos de contato),

sendo a de�exão média modelada [3, 8, 11, 16, 18, 20, 28, 29].

Uma método dinâmico composto por LuGre e Stribeck de identi�cação de parâ-

metros de atrito será proposto neste trabalho e a busca pela identi�cação por intermédio

de uma série de experimentos de velocidade constante, resultando em parâmetros dinâ-

micos obtidos diante de um processo de pré-seleção conforme �gura 2.2 [3, 19, 29, 32].

Figura 2.2: Curva de atrito LuGre

Fonte: Adaptado de [19].

Resultados experimentais que forem obtidos surgirão a partir da condução de

ensaios de identi�cação no estudo com o uso de um sistema prático de controle da

planta do servomecanismo representados pelas equaçôes 2.5, 2.6 e 2.7.
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Kmu ≈ τat ≈ σoz (2.5)

σog(ωm) = fs (2.6)

˙(z) = (ωm)− |ωm|
g(ωm)

z (2.7)

Num ensaio onde iremos adotar que a velocidade inicial seja zero (i.e., z = 0)

então a equação resultante oriunda das equações 2.5, 2.6 e 2.7 resulta na equação 2.8.

˙(z)
dz

dt
= ωm −

Tf

fs
− |ωm| (2.8)

Onde a velocidade angular ωm será obtido pelo tacômetro e o torque de atrito

τat será pela equação 2.8

Podemos aplicar um sinal de entrada em u(t) conforme a equação 2.9

u(t) = Kc.t (2.9)

onde Kc é um coe�ciente muito reduzido e t é um valor de tempo.

Seguindo o procedimento descrito pela curva Stribeck, sua identi�cação consiste

na inclusão da força de atrito viscoso que normalmente é encontrada nos modelos

estáticos e esta parcela da força de atrito total não possui nenhuma dinâmica e pode

não ser linear relativamente à velocidade sendo que no entanto, é corrente a utilização de

uma parametrização linear da força de atrito viscoso relativamente à velocidade, como

demonstrado na equação 2.6 onde representa o coe�ciente de atrito viscoso sendo que

o modelo LuGre é um modelo de atrito dinâmico integrado [2, 3, 15, 16, 30, 33, 34, 35].

O modelo de LuGre é um dos modelos de compensação de atrito aliado ao modelo

dinâmico descrito na próxima seção sendo que para a obtenção dos parâmetros envolvi-

dos e sua caracterização do modelo, serão utilizados diferentes experimentos dedicados

[16, 17, 28, 34, 35].
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2.1.4 Modelo de atrito dinâmico Gomes e Rosa

Um interesse signi�cativo em modelos de atrito dinâmico tem fomentado o desejo

de diversos pesquisadores e o seu conhecimento requer a demanda por servos de precisão

e dos avanços em hardware que torna possível implementar compensadores de atrito

[2, 3, 10, 28, 33].

Na literatura temos diversos exemplos que geralmente correspondem ao compor-

tamento dos efeitos do atrito sobre os sistemas e que todos os modelos apresentados

são capazes de descrever comportamentos assimétricos em função do sinal da veloci-

dade, su�ciente para que os parâmetros variem de forma independente para velocidades

positivas e negativas [3, 10, 20, 28, 33, 38, 39].

a) Modelo de atrito de Coulomb;[2, 3].

b) Modelo de atrito de Coulomb com força de atrito estático e viscoso ;[3].

c) Modelo de atrito com atrito de Coulomb, força de atrito estático máxima e

atrito viscoso; [3, 11].

d)Modelo de atrito com evolução continua que possui o efeito de mola veri�cado

em torno de velocidades nulas [3, 11].

e) Modelo de atrito de Hess and Soom,Armstrong que estima parâmetros em

velocidades diferentes [2, 3, 11].

O fenômeno de Stribeck é ilustrado na �gura 2.3, focando-se a diferença na forma

como ocorre e na análise do modelo de atrito que contém o fenômeno de Stribeck, sendo

que a curva Stribeck é um modelo de atrito mais avançado em função da velocidade

[9, 10, 11, 17, 19].
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Figura 2.3: Curva de atrito Stribeck

Fonte: Adaptado de [10].

Embora ainda seja válido apenas no estado estacionário, inclui o modelo de Cou-

lomb presente com a força Fc e a força de atrito viscoso Fv como elementos incorporados

sendo que o efeito Stribeck é um tipo de atrito que ocorre quando um liquido ou lu-

bri�cante sólido é usado para as superfícies de contato de partes mecânicas que sem

movam entre si e o fenômeno ocorre com a redução do coe�ciente de atrito Fs com o

acréscimo de v velocidade v até a zona chamada de velocidade Stribeck vs [8, 10, 11].

Quando esta velocidade inicia ou seja no limiar do fenômeno (stick-slip) e afeta

especialmente o atrito viscoso e o efeito Stribeck decorre da função do lubri�cante

usado e a curva Stribeck é representada por uma queda contínua na força de atrito

para baixas velocidades, motivo este decorrente da transição da lubri�cação limite

entre a lubri�cação total e a parcial [8, 10, 11].

2.2 Modelo matemático do servomecanismo

2.2.1 Equação elétrica do servomecanismo

Conforme trabalhos de diversos pesquisadores, uma análise de um estudo de um

sistema eletromecânico faz-se necessária para equacionar a dinâmica de um servomeca-

nismo com o motor de corrente contínua com campo constante que possui um modelo

dinâmico simples, e que é normalmente controlado com precisão através de uma ele-

trônica relativamente simples desde o início do controle automático e graças a esta

particularidade,o motor de corrente contínua tem sido um componente muito impor-

tante nos servomecanismos, agindo de forma rápida e precisa no movimento [3, 5, 10].
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Nos servomecanismos modernos geralmente é usado um servomotor CC contro-

lado por corrente, tendo como resultado o controle do motor através do torque de forma

direta, o que é uma das razões para o sucesso do servomecanismo. Recentemente a

eletrônica de potência avançou e tornou possível controlar outros tipos de motores

elétricos com a mesma resposta rápida que o motor CC, o que normalmente envolve al-

gum método para controlar o torque do motor, aproximando-o assim do mesmo modelo

dinâmico que o da corrente do motor CC controlado [11, 13, 16].

Motores de corrente continua de imã permanente são utilizados no sistema de

controle e são constituídos por um circuito da corrente da armadura do motor ali-

mentado por uma tensão de entrada Vm, resistência da armadura Rm, indutância da

armadura Lm, e a corrente Im do circuito da armatura [5, 13].

A aplicação do motor CC é usado para gerar o torque necessário sendo que o

circuito da armatura do motor e a caixa de engrenagens são mostrados na Figura 2.4

[5].

Figura 2.4: Circuito da armadura do motor CC e caixa de engrenagens

.

Fonte: Adaptado de [5].

A força contra-eletromotriz eb, depende da velocidade do eixo do motor ωm e da

constante de torque do motor km que se opõe ao �uxo da corrente sendo que a força

contra-eletromotriz é dada pela equação 2.10.

eb(t) = kmωm(t) (2.10)
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Usando a lei de tensão de Kirchho�, podemos escrever a seguinte equação 2.11:

Vm(t)−RmIm(t)− Lm
dIm(t)

dt
− kmωm(t) = 0 (2.11)

No motor CC a indutância Lm da armadura é muito pequena [5].

Lm
dIm(t)

dt
<< RmIm(t) (2.12)

Assim a equação 2.11 pode ser simpli�cada para quando a indutância do motor

Lm é inferior a sua resistência Rm, pode ser ignorada. Então, obtemos a equação 2.13

[5, 12].

Vm(t)−RmIm(t)− kmωm(t) = 0 (2.13)

Para determinar a corrente do motor Im(t) pode ser escrito conforme a equação

2.14 [5].

Im(t) =
Vm(t)− kmωm(t)

Rm

(2.14)

Lembrando que ωm = θ̇m, e km é a constante de torque do motor [5].

2.2.2 Equação mecânica do servomecanismo

O servomecanismo em análise possui um grau de liberdade e segundo a mecânica

Newtoniana [10, 13].

Onde o torque τ é

τ = Jα (2.15)

Onde J é o momento de inércia do servomecanismo em relação ao centro de

massa, α é a aceleração angular do sistema e τ é a somatória dos torques aplicados

sobre o servomecanismo [5, 10, 13].

Outro parâmetro que temos é a presença do atrito viscoso Bm nas engrenagens

do conjunto redutor agindo no eixo do motor.

A equação 2.16 da carga em relação ao movimento pode ser descrita como
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τl(t) = Jl
dωl(t)

dt
+Blωl(t) (2.16)

Onde Jl é o momento de inércia da carga acoplada e τl é o torque total aplicado

sobre a carga [5, 13].

O momento de inércia total inclui o momento de inércia do conjunto redutor de

engrenagens somado ao momento de inércia do cilindro de aço cujas massas são de

0,504 Kg, 0,748 Kg e 1,031 Kg conforme o ensaio proposto e com o objetivo de alterar

o momento de inércia �nal e analisar a dinâmica diante das mudanças.

Portanto a equação do motor pode ser expressa conforme a equação 2.17

τm = Jm
dωm(t)

dt
+Bm(t)ωm(t) + τml(t) (2.17)

Onde Jm é o momento de inércia no eixo do motor e τml é o torque que é resultado

do torque da carga agindo sobre o eixo do motor [5].

O torque da carga decorrente do torque do motor pode ser descrito descrito na

equação 2.18.

τl = ηgKgτml(t) (2.18)

Onde Kg é a relação de transmissão do conjunto de engrenagens e ηg é a e�ciência

da redução.

O conjunto de redução é composto por N1 e N2 na �gura e possui uma relação

de

Kgi =
N2

N1

(2.19)

Sendo esta a relação interna de redução do servomotor com as duas primeiras

engrenagens N1 e N2 com a engrenagem do motor N3 e a engrenagem da carga N4 estão

associadas mecanicamente e são visíveis e pertencem ao segundo estágio de redução

sendo representadas como

Kge =
N4

N3

(2.20)

Portanto o valor �nal do conjunto de redução do servomecanismo é



2.2 Modelo matemático do servomecanismo 17

Kg = KgeKgi (2.21)

Então o torque �nal do motor com a carga acoplada no eixo do motor é descrito

na equação 2.22.

τml(t) =
τl(t)

ηgKg

(2.22)

Pensando no movimento do motor ,este deve rotacionar Kg vezes sobre seu eixo

para obtermos uma revolução conforme a equação 2.23.

θm = Kgθl(t) (2.23)

Então iremos analisar a velocidade angular da motor em relação á velocidade do

carga derivando θl no tempo [5, 13].

ωm = Kgωl(t) (2.24)

Na busca da equação diferencial ordinária que de�ne o sistema eletromecânico

que descreve o movimento da carga acoplada em relação ao torque dado pelo motor

substituirmos a equação 2.20, 2.22 e 2.14 dentro da equação 2.15 e com isso temos a

equação 2.25 [5, 13].

τm(t) = JmKg
d

dt
ωl(t) +Bm(t)Kgωl(t) +

Jl
d
dt

(ωl(t)) +Blωl(t)

ηgKg

(2.25)

Em relação á carga relacionamos com a sua velocidade e aceleração angular e

conforme a equação 2.26.

(ηgK
2
g + Jl)

d

dt
ωl(t) + (ηgK

2
g + (Bm +Bl)ωl(t) = ηgKgτm(t) (2.26)

De�nindo os termos como

Jeq = ηgK
2
gJm + Jl (2.27)

Beq = ηgK
2
gBm +Bl (2.28)
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Que simpli�ca a equação 2.26 e �ca representada como

Jeq
dωl(t)

dt
+Beqωl(t) = ηgKgτm(t) (2.29)

Como τl = ηgKgτml(t) temos �nalmente o torque na carga τl [5, 13].

τl = Jeq
dωl(t)

dt
+Beqωl(t) (2.30)

2.2.3 Combinação das equações elétricas e mecânicas do servo-

mecanismo

Nesta seção as equações derivadas da subsecção 2.2.1 e 2.2.2 são levadas em

consideração de forma conjunta gerando a equação que representa a velocidade no eixo

do motor com a carga acoplada em função da tensão Vm(t) [5, 12].

O torque do motor é proporcional á corrente da armadura e descrita com a

equação 2.31 [5, 12].

τm(t) = ηmKtIm(t) (2.31)

Onde Kt e ηm são as constantes de torque do motor (N.m/A) e a e�ciência do

motor respectivamente e Im é a corrente da armadura do motor.

Iremos expressar o torque do motor em relação á tensão de entrada Vm(t) e a sua

velocidade angular ωl(t) substituindo a corrente de armadura Im na equação 2.12 na

seção 2.2.1 internamente na relação corrente e torque dada a equação 2.28 [5, 12].

τm(t) =
ηmKt(Vm(t)−Km(t)ωl(t))

Rm

(2.32)

Para expressar nos termos de Vm(t) e ωl(t), se substituirmos a equação 2.29 dentro

da equação 2.27 substituindo os termos e obtemos a equação 2.33.

Jeq
dωl(t)

dt
+Beqωl(t) =

(Vm(t)−KmKg)ωl(t)

Rm

(2.33)

Organizando os termos, representamos na equação 2.34.

dωl(t)

dt
Jeq +

(KmηgK
2
mηmKt)

Rm

+Beqωl(t) =
ηgKgηmηmKtvm(t)

Rm

(2.34)
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Sendo que a equação pode ser reescrita como

dωl(t)

dt
Jeq +Beq,vωl(t) = AmVm (2.35)

Onde o termo coe�ciente de atrito viscoso Beq é descrito na equação 2.36 [5, 12],

Beq,v =
ηgK

2
gηmKtKt +Beq(t)Rm

Rm

(2.36)

Portanto o ganho dos servomecanismo é dado pela equação 2.37 [5, 12].

Am =
ηgKgηmKt

Rm

(2.37)

2.3 Aproximação numérica e ajuste de curvas

As observações cientí�cas e de engenharia são realizadas em ensaios e experi-

mentos nos quais grandezas físicas são medidas e gravadas para análise sendo que tais

registros são chamados de pontos experimentais ou dados e nesses ensaios buscamos

medições que são realizadas e gravadas de forma contínua em dispositivos como sensores

analógicos e discretos [14, 37].

Nos últimos anos, os computadores tem larga aplicação em seu uso e as grandezas

são digitalizadas e armazenadas num conjunto de pontos discretos onde pesquisadores

e engenheiros podem usar dados experimentais de diferentes maneiras sendo que de

um modo em geral, os dados são usados no desenvolvimento ou na avaliação de curvas

nas quais se assume uma forma especí�ca,com base ou não em algum tipo de teoria e

na determinação dos parâmetros dessa equação [14, 21, 37].

Na literatura, vários trabalhos utilizam duas classes de métodos para aproximação

de dados,ou em outras palavras,a diferença entre elas está em considerarmos, ou não, se

há erros nos dados sendo que no primeiro caso, consideramos que os dados são precisos

e portanto pode-se exigir que a curva de ajuste passe pelos pontos dados e a sua solução

decorre do uso da interpolação numérica [14, 21, 37].

Muitas vezes os pesquisadores e cientistas possuem dados em que a escolha re-

presente uma função polinomial e desta forma resolveremos o caso com a técnica de

interpolação polinomial onde sua solução decorre da busca com que as curvas são tra-

çadas e traçada uma estimativa dos valores esperados entre os pontos medidos de um
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experimento, procedimento chamado de interpolação e que podem representar a melhor

forma possível da representação do conjunto de dados [14, 21, 37].

2.3.1 Interpolação numérica

A forma mais utilizada de interpolar a tabela de valores de uma função é usar

uma forma de intervalar os pontos adjacentes por partes e por exemplo o uso da função

exp(x) será um meio de representar os dados com o uso de uma tabela de valores em

que uma curva será representada por n pontos e o pesquisador que �zer a escolha de

mais que 10 pontos de interpolação deverá estar atento na análise e na possibilidade

de erros na expressão do polinômio [14, 21].

Uma possibilidade de correção consiste em dividir o intervalo em vários subinter-

valos e construir polinômios interpoladores para cada sub intervalo onde este tipo de

construção chama-se interpolação polinomial por partes [14, 21].

A desvantagem desta maneira de obter a curva é que a função não é diferenciável

e quando aumentamos o grau do polinômio interpolador para uma ordem maior e a

di�culdade de conseguir uma aproximação melhor e que uma das formas de realizar

esta analise numérica e a da aproximação pela interpolação polinomial por partes e que

será descrita na seção seguinte [14, 21].

A interpolação linear por partes é o caso mais simpli�cado de se achar os inter-

valos dos dados e esta forma é bem comum e representa uma forma bem tradicional

para interpolar tabelas conforme expressão [14, 21].

(x0, f0), (x1, f1), ..., (xn, fn)

A interpolação é um método pra estimação dos valores entre os pontos conhecidos

de um conjunto de dados e a sua determinação de um polinômio permite encontrar o

valor exato nos pontos conhecidos e com o uso desse polinômio tenhamos a possibilidade

de calcular o valor entre esses pontos [14, 21].

O software de métodos numéricos possui funções que facilitam o ajuste de curvas

e a interpolação e iremos descrever como usar as funções polyfit (para fazer ajuste de

curvas) e interp1 (para interpolação) sendo que o comando Polyfit será usado para

realizar o ajuste das curvas em um conjunto de pontos usando polinômios de vários

graus e também para achar o polinômio de ordem n− 1 que passa por todos os pontos

[14, 21].

O comando consiste em p = polyfit(x, y,m) onde p é um vetor de que contém
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os coe�cientes do polinômio que melhor se adapta aos dados e x e y são vetores com as

coordenadas horizontal e vertical dos pontos,respectivamente m é o grau do polinômio.

A técnica do método dos mínimos quadrados tem sido de forma bem ampla

utilizada na análise numérica e em problemas de ordem prática sendo que o fator

relevante a esta escolha decorre da sua simplicidade e do fato em geral da busca da

aproximação dos dados que são obtidos que através de medições com sensores analógicos

e de sensores discretos a quem se deve certo grau de incerteza [14, 21].

O método em si foi publicado pela primeira vez, por Adrien-Marie Legendre(

1752-1833) em 1805 mas já havia sido usado por Carl Friedrich Gauss (1777-1855) em

seus cálculos na Astronomia desde 1795 e de forma genérica conforme caso linear, os

dados são aproximados por uma função 2.38 do tipo [14, 21].

f(x) = g(x) = c1θ1(x) + c2θ2(x) + ...+ cnθn(x) (2.38)

2.3.2 Medidas de dissimilaridade

O agrupamento é feito com base na similaridade ou distância onde itens ou obje-

tos são agrupados e a sua proximidade de forma usual é indicada por uma medida de

distância, porém por outro lado, as variáveis são usualmente agrupadas com base nos

coe�cientes de correlação ou outras medidas de associação.

� Similaridade: quanto maior o valor observado mais parecidos são os itens ou

objetos. Ex.: o coe�ciente de correlação.

� Dissimilaridade: quanto maior o valor observado menos parecidos (mais dissi-

milares) serão os itens ou objetos. Ex.: distância Euclidiana.

Dado um conjunto de `n' unidades amostrais (tratamentos, objetos, indivíduos,

...), os quais são medidos segundo `p' variáveis, obter um algoritmo que possibilite

reunir os indivíduos, tal que exista homogeneidade dentro do grupo e heterogeneidade

entre grupos [22].

Matematicamente, um segmento pode ser de�nido da seguinte forma: Se o con-

junto de pontos de entrada for representado por P , então o subconjunto Oi = {pi :

pi ∈ P} é distinto de Oj = {pj : pj ∈ P} se:

min||pi − pj|| ≥ dth,∀i, j; (2.39)
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em que dth é um limite máximo imposto de distância euclidiana [22]. A equação

2.39 traduz que, se a distância mínima entre um conjunto de pontos pi ∈ P e outro

conjunto pj ∈ P é maior que um determinado valor, então os pontos que pertencem a

pi pertencem a um segmento Oi e os pontos do conjunto pj pertencem a outro segmento

Oj, distinto do anterior.

Em relação a equação que representa o quadrado da distância euclidiana pode

ser de�nido da seguinte forma conforme a equação 2.40.

d =

√√√√ n∑
i=1

(qi − pi)2, (2.40)

De�ne-se por distância euclidiana d ao comprimento de um segmento de reta que

une dois pontos, o que matematicamente pode ser escrito através da equação 2.40

em que p = (p1, p2, p3, ..., pn) e q = (p1, p2, p3, ..., pn)

Conforme a literatura, a distância euclidiana é de�nida como a soma da raiz

quadrada da diferença entre p e q em suas respectivas dimensões e portanto na análise

de agrupamento é importante saber qual o tipo de medida de distância utilizar de

acordo não só com os resultados esperados, mas também analisando todo o tipo de

dado que será coletado; pois, como vimos este também exerce in�uência no resultado

�nal e se não levado em consideração pode tornar a análise de dados distorcida e

consequentemente levando a decisões erradas [22].



Capítulo 3

Descrição do servomecanismo

3.1 Sensores e sistemas de aquisição de dados

O equipamento pode ser dividido em dois módulos principais, sendo que o pri-

meiro módulo é composto por um servomotor de corrente contínua em cujo eixo é

acoplado um tacômetro, e o segundo módulo é composto por um conjunto de engre-

nagens com uma relação de redução 1 de (Kgi) 5:1 no primeiro estágio e com uma

relação de redução 2 de (Kge) 14:1 no segundo estágio, alcançando a relação �nal de

redução (Ng) de 70 que pode ser observado na �gura 3.1.

Figura 3.1: Conjunto completo do servomecanismo

Fonte: Adaptado de [23]
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Os parâmetros do servomecanismo com seus valores são mencionados na Tabela

3.1 e a base dos valores para desenvolvimento das equações conforme descritas nas

seções 2.2.1,2.2.2 e 2.2.3 [23].

Tabela 3.1: Parâmetros físicos do sistema Rotary Servo Unit

Parâmetro Descrição Valor Unidade

Bm Coe�ciente de atrito viscoso 0.015 N.m/(rad/s)

Jm Momento de inércia (eixo do motor) 4.6062 x 10−7 kg.m2

Jeq Momento de inércia (sistema) 3.338 x 10−3 kg.m2

Jl Momento de inércia 1 (centro de massa) 3.3372 x 10−3 kg.m2

J2 Momento de inércia 2(centro de massa) 3.3455 x 10−3 kg.m2

J3 Momento de inércia 3 (centro de massa) 3.3535 x 10−3 kg.m2

Kg Relação das engrenagens 70

ηm E�ciência do motor 0.69

ηg E�ciência da caixa de engrenagem 0.90

km Constante da força contra-eletromotriz 7.68 x 10−3 V/(rad/s)

kt Constante de torque do motor 7.68 x 10−3 N.m/A

Vnom Tensão de entrada nominal no motor 6.0 V

Rm Resistência da armadura 2.6 Ω

Lm Indutância da armadura 0.18 mH

O atrito dinâmico em estudo se manifesta nos componentes mecânicos utilizados

como na redução interna de uma engrenagem de um servomotor CC , além da redução

composta por engrenagens externas ao servomotor CC e na carga associada ao modelo

associado, e uma simpli�cação será feita, aproximando o sistema em estudo com um

grau de liberdade [10, 23, 24].

Uma pesquisa sobre como ocorre a medição de corrente elétrica foi necessária e

indica a presença de um resistor shunt para que fosse possível conhecer melhor o sinal

de saída com a necessidade de um estágio de condicionador de sinal por intermédio de

um ampli�cador de instrumentação (INA141) interno e que possibilitou ampli�car o

sinal vindo do resistor shunt, permitindo medir a corrente elétrica do servomotor CC

e calcular o torque posteriormente [23, 25].
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Na medição da corrente de armadura do servomotor de corrente contínua , o

condicionador de instrumentação INA141 será fundamental para ampli�car o sinal da

tensão elétrica proveniente do resistor shunt e no torque do motor e da carga [23, 25].

O ampli�cador de instrumentação (INA141) é de uso geral e de potência baixa e

oferece uma excelente precisão além de ter um design versátil para uma ampla gama

de aplicações e sua localização é interna ao ampli�cador e podemos ver seu esquema

eletrônico na �gura 3.2.

Figura 3.2: Diagrama do ampli�cador INA 141

Fonte: Adaptado de [23].

O sinal de entrada proveniente do resistor shunt é baixo e deve ser condicionado

pelo ampli�cador de instrumentação INA141 e está em torno de alguns milivolts e

com uma resposta de 1mv/1ma e para que a entrada da placa de sistema de aquisição

consiga ler os valores, será necessário ter um ganho do ampli�cador de instrumentação

sem distorcer o sinal vindo do resistor shunt.

Conforme informações do componente INA141, temos um ganho de 10 sem o

”jumper” conectado nos pinos (1 e 8) e de acordo com a equação 3.1, iremos encontrar

o valor de tensão de saida Vo do ampli�cador de instrumentação INA141 [23, 24, 25, 26].

V(o) = G(VIn(+)− VIn(−)) (3.1)
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No conjunto do servomecanismo, parâmetros dos sensores analógicos e digitais

para medição da velocidade do servomotor e da carga e medição da corrente da arma-

dura do servomotor CC representada nas tabela 3.2.

Tabela 3.2: Sensores do servomecanismo acoplado no motor CC

Simbolo Descrição Valor

Kenc Sensibilidade SRV02-Encoder 4096 counts /rev

Ktach Sensibilidade SRV02-Tacômetro 1.50 V/krpm

Kcurr SRV02-Resistor shunt 1 Ω

Uma representação do diagrama de ligações pode ser representado e anterior-

mente realizado por (Shitole et al,2015) com sensores analógicos e digitais, e feito a

ligação elétrica conforme �gura 3.3 com a medição de velocidade com o tacômetro e o

sistema de medição de corrente por intermédio dos componentes (resistor shunt e am-

pli�cador de instrumentação), internos ao sistema do ampli�cador de tensão, além do

sistema de aquisição de dados que possui os canais de conversores analógicos e digitais

(A/D) [25, 26, 31].

Figura 3.3: Diagrama elétrico do servomecanismo

Fonte: Adaptado de [31].
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A ideia de usar uma estação de trabalho com software dedicado foi a de otimizar

a análise e o estudo de sinais não lineares e variáveis no tempo e a integração de uma

única placa de aquisição e que permita transformar os valores coletados,mensuráveis e

com a gravação dos dados para análise em tempo real [23, 24, 25].

A placa de aquisição de dados será utilizada para coletar e armazenar os valores

dos ensaios, ou seja , medir e gravar os valores em software dedicado sendo ideal para o

uso da obtenção de modelos e de controle em sistemas diversos e aplicações de medição

de sinais complexos [23, 24, 25].

Uma placa de sistema de aquisição de dados que consiste em uma placa eletrô-

nica de controle e aquisição que irá coletar o sinal do resistor shunt e do tacômetro e

conforme o ganho de cada circuito eletrônico irá transferir para um conversor analógico

digital,responsável pela conversão e o tratamento do sinal requisitado [23, 24, 25].



Capítulo 4

Cálculo dos parâmetros �nais do

servomecanismo

4.1 Cálculo de parâmetros de ganho do atuador e do

momento de inércia e de atrito viscoso

O coe�ciente de atrito viscosoBm foi de�nido experimentalmente pela ”Quanser”

conforme seção anterior na tabela 3.1 (Beq = 0.015N.m/rad/s) na con�guração engre-

nagem maior e iremos considerar um motor de corrente contínua com carga conectada

por meio de de um redutor de velocidade e do motor de corrente contínua acoplado a um

redutor sendo que o motor acoplado possui internamente um conjunto de engrenagens

com relação N1 e outra engrenagem externa maior acoplada com N2 [5, 23].

Beq = Bm +Bl (4.1)

Jeq = Jm + Jl (4.2)

Os parâmetros mencionados como Beq e Am possuem os valores especi�cados

na tabela 4.1 e a apresentação do seu valor teórico calculado de coe�ciente de atrito

viscoso Bm conforme a equação 2.28 e em relação ao valor teórico de ganho do atuador

conforme a equação 2.37.
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Tabela 4.1: Parâmetros físicos de atrito viscoso e ganho de atuador

Parâmetro Descrição Valor Unidade

Beq Coe�ciente de atrito viscoso total 0.0844 N.m/(rad/s)

Am Ganho do atuador (servomecanismo) 0.129 N.m/V

Será necessário determinar por meio de cálculo, o momento de inércia de um

cilindro maciço homogêneo de raio r e massa m, em relação ao seu eixo e podemos

subdividir o cilindro em uma série de discos paralelos e como todos os discos são

equivalentes, podemos considerar o momento de inércia do cilindro como igual ao dos

discos e descrita na equação 4.3 e na �gura 4.1 [23, 27]

J =
mr2

2
(4.3)

Figura 4.1: Momento de inercia de um cilindro.

Fonte: Adaptado de [27].

A busca inicial é pelo parâmetro de momento de inércia do sistema eletromecânico

que consiste na somatória dos momentos de inércia do rotor mais o momento de inércia

do tacômetro Jtach [23, 27].

A carga que consiste em cilindro de aço acoplado onde m é a massa e r é raio do

cilindro de aço acoplado ao conjunto de engrenagens sendo que uma da engrenagens

é de 24 dentes, a outra engrenagem é de 70 dentes e a �nal é de 120 dentes acoplada

no eixo do motor CC e com os valores apresentados na tabela 3.1 sendo que a formula

para cálculo do momento de inércia do motor é conforme a equação 4.4 [23, 27].

Jm = Jtach+ Jmrotor (4.4)
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Foram feitos de forma alternada três ensaios de carga acoplada cilíndrica de

diâmetro de 50 mm no eixo do servomotor, sendo que no ensaio 1 a massa é de 0,504

Kg, no ensaio 2 a massa é de 0,754 kg, e �nalmente no ensaio 3 os testes foram feitos

com a massa de inércia de 1,031 kg apresentados na tabela 4.2.

Tabela 4.2: Valores de momentos de inércia com massas diferentes no servomecanismo

Ensaio Massa(Kg) Momento de

inércia(kg.m2)

Faixa de velocidade

(rad/s)

1 0,50424 0.003372 -7.4...7.80

2 0,75463 0.003455 -7.4...7.80

3 1,03131 0.003535 -7.4...7.80

Portanto o momento de inércia das engrenagens pode ser descrita na equação 4.5

e apresentado na tabela 4.3 [23, 27].

Jg = J24 + J72 + J120 (4.5)

Tabela 4.3: Engrenagens de conjunto mecânico

Momento de inércia Kgm2 Descrição Valor ( Kg.m2)

J24 Engrenagem 1 1.01.10−7

J72 Engrenagem 2 5.44.10−6

J120 Engrenagem 3 4.18.10−5

Tabela 4.4: Dimensões do cilindro

Diâmetro (mm) Peso (Kg) Descrição

50 massa = 0,504 massa1

50 massa = 0,754 massa2

50 massa = 0,1031 massa3

Conforme o valor de massa de cada cilindro de aço façamos o uso da equação 4.6

para cálculo do momento de inércia parcial e da equação 4.7 para cálculo do momento

de inércia total e apresentado os valores �nais de momento de inércia parcial e total

conforme tabela 4.5 e 4.6.
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Jl = Jg + Jcil(...) (4.6)

Jeq = ηgK
2
gJm + Jl (4.7)

Tabela 4.5: Momento de inércia da carga parcial

Simbolo Descrição Valor (Kg.m2)

J(l)1 momento de inércia da carga 1,massa 504 g 2.09.10−4

J(l)2 momento de inércia da carga 2,massa 750 g 2.93.10−4

J(l)3 momento de inércia da carga 3,massa 1034 g 3.75.10−4

Tabela 4.6: Momento de inércia da carga total

Simbolo Descrição Valor (Kg.m2)

J(eq)1 momento de inércia da carga 1,massa 504 g 3.37.10−3

J(eq)2 momento de inércia da carga 2,massa 750 g 3.45.10−3

J(eq)3 momento de inércia da carga 3,massa 1034 g 3.53.10−3

Os resultados apresentados permitiram-nos concluir da importância que as mas-

sas in�uenciaram nos valores esperados teoricamente, mesmo com possíveis fontes de

erros sistemáticos como a não homogeneidade da distribuição de massa, o desloca-

mento do furo da base dos cilindros e a não centralização perfeitamente vertical destes

cilindros.

Portanto, chegamos aos valores sobre o estudo do momento de inércia, o cálculo

desenvolvido permite estudar como o momento de inércia de um objeto depende de sua

massa e de sua geometria de uma forma simples e, em alguns casos, estabelecer uma

equação para o seu cálculo.



Capítulo 5

Caracterização do modelo dinâmico de

atrito

5.1 Ensaios e resultados para caracterização de atrito

dinâmico

O objetivo nesta seção é demonstrar como foram feitos os ensaios com massas

inerciais de 504 g, 754 g e 1031 g com a carga cilíndrica e momentos de inércia diferentes

e obter um modelo não linear de atrito por meio de experiência em que sejam coletados

os pontos de velocidade angular ω e Ia e gravados no software ”Quanser” para a

elaboração de uma tabela torque τ e velocidade angular ω .

Para esta proposta usaremos o software de métodos numéricos e um cartão de

aquisição de dados e o experimento representado na �gura 5.1 foi realizado por meio

de um diagrama de blocos em software numérico com uma variação de tensão segundo

um sinal de entrada em degrau e mediante dezoito valores de amplitudes diferentes

para que tenhamos em sua saída, dezoito sinais diferentes correspondentes aos valores

de velocidades do servomotor em regime estacionário.

O objetivo é a de observarmos como ocorre a resposta da saída do sistema em

estudo diante de um valor de amplitudes diferentes de tensão e ajustes de ganho e

tempo até que o sistema tenha uma resposta ótima e um método que será empregado

será o de validação por resposta ao sinal de entrada "degrau".

32
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Tabela 5.1: Parâmetros físicos da carga cilíndrica e do motor CC

Simbolo Descrição Valor

R Resistencia da armadura do motor 2.61 ohms

L Indutancia da armadura do motor 0.18 mH

J Momento de inércia com carga 0.33 N.m

Bm Coe�ciente de atrito viscoso 0.015 N.m/(rad/s)

m1 Massa da carga 0.504 Kg

m2 Massa da carga 0.754 Kg

m3 Massa da carga 1.031 Kg

rd Raio do cilindro 0.025 m

Imax Corrente máxima do motor 1 A

ωm Velocidade máxima do motor 628.3 rad/s

Tabela 5.2: Fator de relação das engrenagens do servomecanismo acoplado no motor

Simbolo Descrição Valor

Kgi Relação de redução interna do servomotor 14

Kge,high Relação de redução engrenagem maior 5

O teste velocidade em regime estacionário consiste 18 ensaios com o objetivo de

coletar o ponto exato em que a velocidade entra em regime permanente, ponto que fará

com que tenhamos aceleração igual a zero e gravamos numa tabela de ensaios com a

respectiva massa inercial acoplada no eixo do servomotor CC.

Um diagrama de blocos realizado no software de simulação numérico conforme

�gura 5.1 em busca dos dados sendo que inicialmente injeta-se um sinal degrau de

amplitude em tensão, condizente com a velocidade de�nida nos 18 pontos escolhidos

de velocidade, na faixa de trabalho de -8 rad/s a 8 rad/s e são gerados nove pontos

de velocidade positiva e nove pontos de velocidade negativa e a resposta de sua saída

é gravada onde após um intervalo de tempo a velocidade entra em regime permanente

ou seja constante e neste instante os sensores de corrente e de velocidade retornam o

ponto no grá�co amostrado.
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Figura 5.1: Diagrama de blocos com sinal degrau para obter modelo de atrito

Fonte: Autoria própria.
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Os blocos com os parâmetros inseridos num diagrama de blocos serão inseridos

em software grá�co que dará informações necessárias das respostas gravadas e um dos

blocos do sistema será ”SignalGeneratorblock” com os parâmetros para teste inseridos

e seguem as seguintes etapas:

1- Inserir dados no bloco Sinal de entrada:Degrau Amplitude: 1 V.

2- Compilar o programa no software de simulação.

3- Rodar o programa e observar o resultado no grá�cos.

O ensaio terá tempo médio de 2 s e com amostragem de 0.001 s que será utilizado

em cada nível de torque motor a velocidade foi medida com tacômetro e o torque motor

foi obtido por meio da corrente de armadura Ia multiplicada pela constante do motor

km.

Como em cada torque motor,a velocidade é medida, o torque de atrito será igual

ao torque motor aplicado,para cada velocidade em regime estacionário,devido a ausên-

cia de outros torques externos.

Diante disso, conseguimos obter um conjunto de pontos de velocidades do rotor

e de torque de atrito e para cada sentido de rotação é traçada uma curva de ajuste em

relação aos pontos amostrados.

O valor de velocidade angular ωl, corrente elétrica Ia e torque de atrito τl foram

coletados e após terem passado o regime transitório do sinal , tendo como referência o

período de 0,5 á 0,9 s, encontramos a mediana conforme software numérico, tendo uma

precisão maior nos pontos de velocidade ωl, da corrente elétrica Ia e do torque de atrito

τl e com auxílio de um software numérico, que procedimento é levado em consideração

com o objetivo de ter uma melhor precisão no ponto escolhido, diminuindo as incertezas

e com precisão de 99,5 % conforme software numérico.

Nove pontos da experiencia com torque de atrito e velocidade angular positiva

do motor CC e nove pontos da experiencia com torque de atrito e velocidade angular

negativa do motor CC com a massa de 504 g, conseguimos obter um conjunto de pontos

de velocidades do rotor e de torque de atrito para cada sentido de rotação e obtemos

a função polinomial que corresponde ao modelo de atrito representada na equação 5.1.

Tat = fi+ fviθ̇ + ciθ̈ (5.1)

Onde fv é o coe�ciente de atrito viscosos variável.
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Os grá�cos 5.2, 5.3 e 5.4, mostram como foram as respostas do sistema em malha

aberta e os valores encontrados que estão representados nas tabelas 5.3 e 5.4 com a

massa de 504 g acoplada no servomecanismo.

Tabela 5.3: Valores de torque de atrito e velocidade angular positivas com massa de

504 g no servomecanismo

Ponto Velocidade Unidade Torque de atrito Unidade

1 7.4 (rad/s) 0.0028 (N.m)

2 6.5 (rad/s) 0.0027 (N.m)

3 4.8 (rad/s) 0.0021 (N.m)

4 3.6 (rad/s) 0.0020 (N.m)

5 2.4 (rad/s) 0.0015 (N.m)

6 1.6 (rad/s) 0.0013 (N.m)

7 1.0 (rad/s) 0.0011 (N.m)

8 0.4 (rad/s) 0.0010 (N.m)

9 0.04 (rad/s) 0.0012 (N.m)

Tabela 5.4: Valores de torque de atrito e velocidade angular negativa com massa de

504 g no servomecanismos

Ponto Velocidade Unidade Torque de atrito Unidade

1 -7.8 (rad/s) -0.0027 (N.m)

2 -6.4 (rad/s) -0.0026 (N.m)

3 -4.9 (rad/s) -0.0025 (N.m)

4 -4.0 (rad/s) -0.0018 (N.m)

5 -2.4 (rad/s) -0.0015 (N.m)

6 -1.6 (rad/s) -0.0015 (N.m)

7 -1.0 (rad/s) -0.0012 (N.m)

8 -0.4 (rad/s) -0.0013 (N.m)

9 -0.04 (rad/s) -0.0013 (N.m)
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Figura 5.2: Velocidade do servomotor com sinal degrau no regime estacionário

Figura 5.3: Corrente elétrica do servomotor com sinal degrau no regime estacionário
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Figura 5.4: Torque do servomotor com sinal degrau no regime estacionário

Com a experimentação, resultou na caracterização do modelo dinâmico de atrito

e torna-se possível e mensurável a análise para a obtenção do modelo dinâmico do

atrito por intermédio da medição das grandezas velocidade angular, corrente elétrica

do motor e do torque de atrito do servomecanismo que são representados pelos sinais de

velocidade e de corrente elétrica. Os sensores analógicos instalados no servomecanismo

e o auxílio do software numérico, encontramos os valores dos sinais medidos e gravados

em sistema de aquisição de dados.

5.2 Resultados para obtenção do modelo dinâmico de

atrito

Na simulação com software numérico, um ”script” foi aplicado para gerar as cur-

vas polinomiais com trinta e seis pontos, inicialmente com dezoito pontos amostrados

e mais dezoito pontos dentro dos intervalos adjacentes a estes pontos.

Os dados experimentais de torque de atrito em função da velocidade foram cole-

tados com a aplicação de um sinal de entrada de onda degrau com amplitude de tensão



5.2 Resultados para obtenção do modelo dinâmico de atrito 39

Eb em relação ás velocidades desejadas e os ensaios consistiam entre velocidade positiva

em um momento aplicando tensão Eb na armadura do motor CC e em outro momento

com tensões Eb negativas aplicada representando as velocidades negativas.

Usando a função polyfit é possível realizar uma aproximação polinomial e com

isso aproximar o conjunto de pontos por um polinômio de qualquer ordem e como

exemplo foi veri�cado a curva polinomial de terceiro grau para de forma independente

do grá�co 5.5.

O recurso da função é válido para aproximações lineares e não lineares,sendo de-

monstrado os casos n=3, n=6 e n=9 onde apresentamos os coe�cientes de um polinômio

de terceira ordem, sexta ordem e nona ordem sendo que n é a ordem do polinômio.

As curvas traçadas de acordo aos valores amostrados são representados conforme

os modelos das �guras 5.5, 5.6 e 5.7 onde foram medidos, o sinal de velocidade pelo

tacômetro e o sinal de corrente pelo resistor shunt e com aplicação do ampli�cador de

instrumentação.

A curva gerada com os pontos de velocidade e torque e massa de 504 g teve origem

por intermédio das tabelas 5.3 e 5.4 e representada conforme o modelo da �gura 5.5

onde foram medidos os sinais analógicos pela medição de corrente elétrica e velocidade.

O torque foi modelado por intermédio dos blocos de software de simulação nu-

mérico por meio da equação 5.2.

T (t) = ηKmia(t) (5.2)

Onde η é o rendimento do servomotor de corrente contínua.
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Nos grá�cos seguintes, representamos as curvas polinomiais de ordem : n = 3, n

= 6 e n = 9 e os coe�cientes dos polinômios respectivos, com carga acoplada de 504 g.

ModelPoly3 :

f(x) = p1x3 + p2x2 + p3x+ p4

Portanto os coe�cientes de terceira ordem são:

p1 = −5.147e− 006 p2 = 9.764e− 007 p3 = 0.0006409 p4 = −3.846e− 005

Na �gura 5.5 temos a apresentação da curva polinomial de ordem : n = 3 com

carga acoplada de 504 g.

Figura 5.5: Curva de atrito terceira ordem torque vs velocidade angular

Na sequência, apresenta-se a �g 5.6 e os coe�cientes de um polinômio de sexta

ordem:

ModelPoly6 :

f(x) = p1x6 + p2x5 + p3x4 + p4x3 + p5x2 + p6x + p7

A seguir, apresenta-se os coe�cientes de um polinômio de sexta ordem:

p1 = 1.097e − 008 p2 = 1.918e − 007 p3 = −7.836e − 007 p4 = −1.835e − 005

p5 = 1.414e− 005 p6 = 0.0008054 p7 = −6.87e− 005
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Figura 5.6: Curva de atrito sexta ordem torque vs velocidade angular

ModelPoly9 :

f(x) = p1x9 + p2x8 + p3x7 + p4x6 + p5x5 + p6x4 + p7x3 + p8x2 + p9x+ p10

Os coe�cientes de um polinômio de nona ordem são apresentados

p1 = 1.425e − 009 p2 = −7.055e − 010 p3 = −1.867e − 007 p4 = 1.052e − 007

p5 = 8.206e−006 p6 = −4.301e−006 p7 = −0.0001418 p8 = 5.229e−005 p9 = 0.001278

p10 = −0.0001029

Figura 5.7: Curva de atrito nona ordem torque vs velocidade angular
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Na curva de aproximação polinomial de nona ordem, notamos que os valores

dos extremos tendem a não convergir o que conforme aumentamos a ordem aproxima-

se cada vez mais da convergência dos pontos porém em alguns polinômios de ordem

elevada acima da nona ordem começa a ter di�culdade na convergência dos pontos nos

extremos.

Na sequência da análise, há a representação de mais curvas polinomiais de ordem

ímpar (3,5,7,9,11,13 e 17) para avaliar o comportamento não linear do atrito dinâ-

mico demonstrado nas �guras 5.8, 5.9 e 5.10 e que representam diferentes modelos de

atrito dinâmicos conforme a ordem citada e os polinômio distintos fossem conhecidos

e extraídos dos pontos amostrados.

Figura 5.8: Modelo de atrito dinâmico com ensaio de massa de 504 g baseado em

Stribeck e LuGre

Para que tenhamos uma maior precisão, houve a necessidade de aumentar os pon-

tos amostrados e por intermédio de interpolação numérica conseguimos ter mais pontos

intermediários para melhorar a aproximação em busca dos polinômios que representam

o comportamento não linear do atrito de Stribeck e LuGre.

No uso do software numérico para a aproximação das curvas polinomiais, o co-

mando polyfit foi utilizado e conforme a execução, gera as curvas polinomiais que

representam os modelos de atrito dinâmico da ordem de 3 a 17 e são mostrados nos

grá�cos 5.8, 5.9 e 5.10.

Em continuidade aos ensaios,houve a substituição da massa de 504g pela massa

cilíndricas de 754g e �nalmente pela massa cilíndrica de 1031g com o objetivo de avaliar
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Figura 5.9: Modelo de atrito dinâmico com ensaio de massa de 754 g baseado em

Stribeck e LuGre

a in�uência do momento de inércia total quando ocorre a alteração da massa respectiva

acoplada no conjunto do servomecanismo.

No ensaio com a massa de 754 g nota-se uma in�uência do aumento do mo-

mento de inércia que re�ete nos pontos e que traduz um comportamento não linear um

pouco mais acentuado em relação ao momento de inércia com a massa de 504 g, em

comparação ao grá�co anterior.

No ensaio experimental �nal, a in�uência do momento de inércia maior presente

no ensaio com massa de 1031 g, re�ete de forma mais acentuada nos pontos e se

aproxima muito mais e se identi�ca com mais notoriedade com o comportamento não

linear desejado e de forma mais precisa do que os outros dois modelos, observação

esta que ao aumentar o momento de inércia dentro da faixa de carga, consegue-se um

modelo dinâmico de boa precisão para uma compensação de atrito visando um modo

de controle de velocidade ou posição.

Com isto obtemos três grá�cos nas �guras 5.8, 5.9 e 5.10 que mesmo substituindo

as massas 504 g para 754 g e �nalmente para 1031 g, e com os valores de momentos de

inércia calculados anteriormente, observamos que há similaridades entre os três modelos

e que podemos assumir que o terceiro modelo possui uma curva polinomial caracterís-

tica aos modelos dinâmicos propostos e pode ser adotado para uso em compensação de

atrito.
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Figura 5.10: Modelo de atrito dinâmico com ensaio de massa de 1031 g baseado em

Stribeck e LuGre

Uma observação importante pode ser feita é que no modelo de atrito dinâmico

de 1031 g, o modelo dinâmico do atrito em si aproxima-se mais dos modelos dinâmicos

estudados e que uma compensação do atrito dinâmico deve ser feita em continuidade

aos efeitos que a não linearidade provoca em um sistema.



Capítulo 6

Validação do modelo dinâmico do

atrito

6.1 Resultados da validação do modelo dinâmico do

atrito

Finalizado o processo de estudo e análise dos parâmetros do modelo de atrito di-

nâmico que caracterizam o sistema em análise, é de suma importância efetuar a devida

validação dos resultados obtidos portanto no presente capítulo pretende-se efetuar um

teste ao modelo encontrado, de forma a veri�car se este descreve ou não os fenômenos

descritos anteriormente, e que são o comportamento de pré-deslizamento e a dependên-

cia da velocidade angular ωl com a amplitude de sinal de entrada de tensão aplicada e

outros comportamentos já abordados nas seções anteriores.

A seguir são mostrados resultados de um ensaio para validação do modelo de

atrito encontrado e que foram apresentados de forma experimental nos tópicos ante-

riores sendo que um diagrama de blocos do sistema eletromecânico real e do sistema

eletromecânico com o modelo de atrito com diferentes funções polinomiais servem para

con�rmar a aproximação do modelo do servomecanismo com a função polinomial do

atrito para que tenhamos uma análise do comportamento sobre a dinâmica do sistema

estudado.

As simulações numéricas das funções polinomiais de ordem 3, ordem 6 , ordem 9,

ordem 13, ordem 17 foram todas realizadas com auxílio do software numérico de forma

simultânea conforme �gura 6.1, 6.2 e 6.3.

45
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Figura 6.1: Diagrama de blocos (função polinomial de 3 a 17 ordem).

Fonte: Autoria própria.
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Figura 6.2: Diagrama de blocos (função polinomial de 3 ordem).

Fonte: Autoria própria.
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Figura 6.3: Diagrama de blocos da Planta real ( Medição de velocidade e de corrente

elétrica da Planta real).

Fonte: Autoria própria.

Figura 6.4: Sinal de velocidade do modelo de atrito dinâmico com ensaio de massa de

504g baseado em Stribeck e LuGre
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O sinal de entrada escolhido foi o degrau nos experimentos e foram estabelecidos

de modo a proporcionar uma resposta na saída de velocidade angular ω ,corrente

elétrica Ia e do torque τ do sistema eletromecânico que pode ser observado na �gura 6.1

com destaque pela inclusão do bloco com a função polinomial que neste exemplo é de

terceira ordem e pela �gura 6.2 detalhando o bloco que internamente possui blocos de

sensores de velocidade representado pelo tacômetro no canal 0 e pelo bloco de medição

da corrente representado pelo canal 3 .

Conforme mencionado em seções anteriores, para obter o comportamento do

atrito dinâmico presente no servomecanismo com carga acoplada foi aplicado um de-

grau de 1 Volt e com base nos resultados obtidos, foi possível gerar os resultados

apresentados nas �guras 6.4, �gura 6.5 e 6.6 permitem a comparação do modelo real

do servomecanismo com os modelos dinâmicos de atrito de acordo com a função poli-

nomial da ordem escolhida para o ensaio sendo que a velocidade angular ω , corrente

elétrica I e do torque τ são in�uenciados pelo atrito viscoso e seco e são visíveis nos

grá�cos conforme as curvas apresentadas.

Uma das principais contribuições do modelo é a representação do fenômeno

”stick” ”slip”, ou seja, um comportamento não-linear comum em atuadores eletro-

mecânicos e robóticos operando em baixas velocidades.

Stickslip” signi�ca um efeito do fenômeno prende-desliza, no qual a velocidade

rotórica vai a zero quando o torque resultante da rotação é inferior ao atrito estático,

permanecendo assim até o momento em que o torque sai da zona morta e faz com que

a velocidade atinja um certo limite, a partir do qual ocorrerá o deslizamento.

A maioria dos algoritmos de análise de agrupamento têm como base as medidas

de similaridade ou dissimilaridade que são observadas nos sinais de velocidade,corrente

elétrica e de torque de atrito e o uso de análise por medidas de dissimilaridade através

da medição da distância diz que quanto maior for a medida de dissimilaridade menor

será a semelhança entre os elementos sendo que a distância euclidiana é a distância

euclidiana ao quadrado que são as medidas de dissimilaridade utilizadas neste estudo

da dinâmica do atrito.

Existem várias formas de medir similaridade ou dissimilaridade e depende do

critério a ser considerado. Através do auxílio do software numérico foi feito uma análise

de distância euclidiana dos sinais de velocidade,corrente elétrica e do torque de atrito

para facilitar qual dos sinais está mais próximo do sinal medido.
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Figura 6.5: Sinal de corrente do modelo com a presença do atrito dinâmico com ensaio

de massa de 504 g baseado em Stribeck e LuGre

A formula matemática que será utilizada na análise de agrupamento e avaliação

da distancia dos sinais elétricos dos modelos de atrito dinâmico deste trabalho está

representada na raiz quadrada euclidiana conforme a equação 6.1.

d =
n∑

i=1

(qi − pi)2, (6.1)

A de�nição dos conceitos de distância euclidiana é de especial importância para

a compreensão do algoritmo e o desenvolvimento e a implementação do algoritmo, é

necessário ser feita e recorrer à análise de vizinhança de pontos.

A maioria dos algoritmos de análise de agrupamento têm como base estas medidas

de dissimilaridade,ou seja,quanto maior for a medida de dissimilaridade menor será a

semelhança entre os indivíduos sendo que a distância euclidiana provavelmente é a

mais conhecida e usada sendo que a medida de distância por sua de�nição é a distância

geométrica no espaço multidimensional e de uma forma geral, o sistema tem de detectar

segmentos e distingui-los portanto um programa foi elaborado no software de calculo

numérico.
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Figura 6.6: Sinal de torque de atrito do motor com a presença do atrito dinâmico com

ensaio de massa de 504 g baseado em Stribeck e LuGre

A busca pelo cálculo e analise das distâncias diretamente entre todos os pontos

numa nuvem de pontos, pode ser encarada como uma tarefa bem exigente a nível com-

putacional e será obtido os resultados,com isto seguimos com a fase adiante inserindo

os valores nas tabelas 6.1, 6.2 e 6.3.

As tabelas apresentam os valores das variáveis velocidade ωl, corrente elétrica Ia

e torque τl para os cinco modelos dinâmicos de atrito conforme sua ordem polinomial e

injetando na entrada um sinal degrau de 1 V de amplitude conseguimos obter os sinais

elétricos do modelo dinâmico adequado e que mais se aproxima do sinal de referência

que no caso é o sinal do sensor escolhido.

Conforme estudo inicial do modelo dinâmico e com a obtenção da curva carac-

terística estática do atrito dinâmico com as componentes do atrito seco, viscoso e de

Coulomb, representados pelos modelos de Stribeck e LuGre foram aplicados diversos

torques ao rotor do atuador com o objetivo de medir a velocidade após o regime esta-

cionário.

Portanto o torque de atrito é igual ao torque motor aplicado para cada velocidade

estacionária, já que não existem outros torques externos além do motor. A seguir os

valores das tabelas 6.1, 6.2 e 6.3.
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Tabela 6.1: Valores de distancia de sinal velocidade ω

Modelo de

atrito dinâmico

Ordem

polinômio

Distância

euclidiana

Velocidade sinal

medido pelo sen-

sor (rad/s)

Velocidade sinal

conforme modelo

(rad/s)

1 3 1.7785 0.0...1.5908 0.0...1.5625

2 6 1.0496 0.0...1.5908 0.0...1.5729

3 9 1.2518 0.0...1.5908 0.0...1.5700

4 13 1.6689 0.0...1.5908 0.0...1.5641

5 17 0.4439 0.0...1.5908 0.0...1.5826

Tabela 6.2: Valores de distancia de sinal corrente elétrica Ia

Modelo de

atrito dinâmico

Ordem

polinômio

Distância

euclidiana

Corrente sinal

medido pelo

sensor (A)

Corrente sinal

conforme modelo

(A)

1 3 0.9846 0.0...0.0373 0.0...0.0619

2 6 0.9246 0.0...0.0373 0.0...0.0597

3 9 0.9392 0.0...0.0373 0.0...0.0603

4 13 0.9743 0.0...0.0373 0.0...0.0616

5 17 0.8898 0.0...0.0373 0.0...0.0578

Tabela 6.3: Valores de distancia de sinal torque de atrito τl

Modelo de

atrito dinâmico

Ordem

polinômio

Distância

euclidiana

Torque de

atrito sinal

medido(N.m)

Torque de atrito

sinal conforme

modelo (N.m)

1 3 0.0047 0.0...0.00017796 0.0...0.00029535

2 6 0.0044 0.0...0.00017796 0.0...0.00028509

3 9 0.0045 0.0...0.00017796 0.0...0.00028797

4 13 0.0046 0.0...0.00017796 0.0...0.00029382

5 17 0.0042 0.0...0.00017796 0.0...0.00027559

Como se veri�ca por análise das distâncias nas tabelas 6.1 e 6.2, o modelo com

função polinomial de ordem 6 e de ordem 17 possuem a menor distância comparada as

demais curvas, porém a de ordem 17 é a que tem a menor distância nas três medições

de velocidade, corrente elétrica e de torque de atrito, observa-se uma instabilidade
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em seus extremos e portanto a curva polinomial de ordem 6 possui os requisitos de

distância reduzida e boa estabilidade nos extremos e com uma boa aproximação da

curva de referência (Planta Real), analisando as três grandezas medidas.

O modelo com função polinomial de ordem 6 é bem interessante porque possui

uma distância também baixa e tem oscilação menor comparativamente com a de ordem

17 que deve ser levada em consideração em projetos de controle com compensação de

atrito dinâmico.

Continuando a análise, observa-se na tabela 6.3, o modelo de atrito dinâmico

com uma função polinomial de ordem mais alta e uma observação pode ser feita da

evidente aproximação da velocidade que inclui o modelo com a compensação de atrito

em relação ao sinal de velocidade do modelo real do sistema em cada ciclo de variação

da velocidade angular ω de acordo com a tensão de entrada degrau.

Desta simulação resultaram os dados apresentados no grá�co das �guras 6.1, 6.2

e 6.3 observa-se que a função polinomial tende a aproximação não linear do sinal real

medido pela medição de velocidade e de corrente conforme os grá�cos apresentados.

Com esta simulação e experimentação resultou a validação do modelo dinâmico de

atrito e nota-se que as grandezas velocidade, corrente elétrica do motor e do torque de

atrito do servomecanismo são representados pelos diferentes modelos de atrito dinâmico

e diante da análise com o uso do método dos mínimos quadrados, encontramos os

respectivos coe�cientes das funções polinomiais.
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Conclusões

O problema na busca de um e�ciente modelo de atrito dinâmico em sistemas autô-

nomos e automatizados e de juntas robóticas tem em sua grande maioria um impacto

muito relevante nos trabalhos propostos, resultados obtidos por meio de simulações.

Após o estudo dos mecanismos do atrito e dos fenômenos experimentais na lite-

ratura e das metodologias de estimação de parâmetros utilizadas e foi possível realizar

um conjunto de testes experimentais que permitiram a escolha dos dados com vista à

estimação dos parâmetros do modelo de atrito de Stribeck e LuGre.

O modelo de Stribeck, o modelo de LuGre e o estudo do modelo de Gomes e

Rosa foram essenciais para que os coe�cientes fossem determinados e inseridos nos

blocos respectivos, tornasse viável a validação muito próxima do atrito presente no

servomecanismo e representando as não linearidades que o atrito representa ao sistema

estudado.

Para além da determinação de parâmetros, as experiências realizadas permitiram

ainda a veri�cação da existência das não linearidades presentes no servomecanismo em

estudo e descritos na literatura.

O comportamento do efeito prende e desliza do atrito foi comprovado por meio das

experimentações com o uso do servomecanismo e os resultados convergiram próximos

á região de velocidade zero e que deixou evidências das não linearidades no estudo do

modelo de atrito dinâmico.

A escolha de um atuador convencional ou de um atuador especí�co e com redutor

de velocidade interfere na busca de um modelo de atrito dinâmico e a importância no

estudo dos parâmetros para compensar o comportamento não linear presente neste tipo

de atuador elétrico e da carga aplicada ao mesmo.

54
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O atuador servo CC apesar de ser muito preciso possui atritos internos altamente

não lineares e que foram levados em consideração e um modelo dinâmico estudado e

que apresentou de forma aproximada uma signi�cativa zona morta em torque e que

caso não seja compensado degrada o desempenho de controle (normalmente entre 10 a

20 de seu torque máximo).

Porém, a característica de ter em mente a sua compensação nas leis de con-

trole e uma maior autonomia e con�abilidade em torque, possibilita sua utilização em

aplicações reais.

Diversos resultados experimentais foram obtidos durante a realização do presente

trabalho, sempre com o servomecanismo em questão utilizado para esta �nalidade com

resultados bem satisfatórios para a carga acoplada em questão.

Parte destes resultados se concentram na identi�cação de parâmetros e de funções

polinomiais com seus coe�cientes e na posterior validação do modelo dinâmico, pois a

obtenção de um modelo dinâmico realista é uma base importante para um projeto de

controle e�ciente.



Capítulo 8

Contribuições

A contribuição principal desta dissertação é a união entre uma proposta de ca-

racterização e a validação de um modelo de atrito dinâmico em que o estudo inicial de

um servomecanismo foi observado levando em consideração as grandezas como a velo-

cidade angular e a corrente de armadura de um motor de corrente contínua e conforme

ensaios experimentais e parametrização realizadas foram e�cientes quanto aplicados á

pratica.

Em resumo, as contribuições propostas no estudo:

� Propor um procedimento sistemático e experimental para a obtenção de um mo-

delo dinâmico de atrito realístico em torno da velocidade angular de sistemas

eletromecânicos de rotação.

� Apresentar resultados experimentais de um servomecanismo rotativo em que são

caracterizadas as não linearidades do atrito sob um servomecanismo , apresen-

tando um modelo dinâmico que servirá para uma compensação em sistemas de

controle de velocidade ou posição.

� Permitir a representação de um modelo dinâmico de atrito que demonstre o fenô-

meno prende e desliza, ou seja, um comportamento não-linear comum em atua-

dores eletromecânicos e robóticos operando em baixas velocidades.

� Permitir a continuidade da pesquisa que pode ser a elaboração de um sistema de

compensação de atrito baseado em métodos de controle, como controle ótimo ou

controle robusto que tenha a caracterização do atrito dinâmico proposto nesta

dissertação que pode ter o propósito de compensar as não linearidades de atrito

dinâmico num sistema eletromecânico de maior porte.
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Apêndice A

Cilindros de aço para ajuste de

momento de inércia

A.1 Desenhos CAD - Cilindros de aço

O Apêndice A.1 mostra o desenho CAD dos cilindros de aço com diâmetro 50 mm e al-

tura de 33 mm e massa de 0,504 kg conhecidas para ensaios experimentais, com objetivo

de mudança do momento de inércia da carga acoplada no conjunto do servomecanismo.

Figura A.1: Cilindro de aço para carga 1

.

Fonte: Autoria própria.
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O Apêndice A.2 mostra o desenho CAD do cilindros de aço com diâmetro de 50

mm e altura de 68 mm e massa de 0,750 kg para ensaios experimentais, com objetivo

de mudança do momento de inércia da carga acoplada no conjunto do servomecanismo.

Figura A.2: Cilindro de aço para carga 2

.

Fonte: Autoria própria.


