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Resumo
Foi discutido teoricamente a Densidade Local de Estados (LDOS) de uma folha

de grafeno hospedando duas impurezas distantes localizadas no centro da célula
hexagonal. Ao acoplar lateralmente a ponta do Microcópio de Varredura por Tu-
nelamento (STM) sobre o átomo de carbono, dois novos notáveis efeitos foram
detectados: i) uma estrutura de multiníveis na LDOS e ii) padrões de batimentos
na LDOS induzida. Também foram mostrados que ambos os fenômenos ocorrem
próximos aos pontos de Dirac e são altamente anisotrópicos. Além disso, foram
propostos experimentos de condutância empregando o STM como uma sonda para
a observação de tais manifestações exóticas na LDOS do grafeno induzida pela
correlação entre as impurezas.

Palavras-chave: Grafeno, estrutura multiníveis, padrões de batimentos, STM
- Scanning Tunneling Microscope
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Abstract
We discuss theoretically the Local Density of States (LDOS) of a graphene

sheet hosting two distant adatoms located at the center of the hexagonal cells.
By putting laterally a Scanning Tunneling Microscope (STM) tip over a carbon
atom, two remarkable novel e�ects can be detected: i) a multilevel structure in the
LDOS and ii) beating patterns in the induced LDOS. We show that both pheno-
mena occur nearby the Dirac points and are highly anisotropic. Furthermore, we
propose conductance experiments employing STM as a probe for the observation
of such exotic manifestations in the LDOS of graphene induced by inter-adatoms
correlations.

Keywords: Graphene, multilevel structure, beating patterns, STM - Scanning
Tunneling Microscope.
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Capı́tulo 1
Introdução

O grafeno é um sistema bidimensional (2D) formado por átomos de carbono orga-

nizados em uma estrutura hexagonal, semelhante a um favo de mel (1, 2, 3). Uma

característica notável desse sistema é a existência de cones de Dirac na primeira

zona de Brillouin em sua estrutura de bandas, similar aos que aparecem na disper-

são de férmions relativísticos sem massa. Consequentemente, sistemas baseados

em grafeno promovem condições adequadas para emular fenômenos relativísticos

no domínio da Física da Matéria Condensada. Curiosamente, o aparecimento de

férmions de Dirac quase-relativísticos sem massa também foram observados em

condutores moleculares (4) e em isolantes topológicos (5). Experimentos recentes

e trabalhos teóricos demonstraram a possibilidade de controle efetivo de adsorção

de impurezas magnéticas individuais, os chamados adatoms, em uma única folha

de grafeno (6, 7, 8). Para explorar as propriedades físicas dessas impurezas, bem

como seus efeitos sobre as propriedades do hospedeiro, o Microscópio de Varre-

dura por Tunelamento de elétrons (STM) tem sido reconhecido como a ferramenta

experimental mais e�ciente (9). O STM consiste em uma ponta metálica capaz

de detectar a densidade local de estados (LDOS) via medidas de condutância di-

ferencial.

Notavelmente, a ponta detecta um fascinante fenômeno envolvendo espalha-

mento eletrônico pelas impurezas, conhecido como oscilações de Friedel, que apa-

recem no sinal da condutância como padrões de oscilações amortecidas quando a

posição da ponta é variada (10, 11). As propriedades magnéticas das impurezas
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Figura 1.1: (a) Duas impurezas rotuladas por 1 e 2 adsorvidas no centro da

célula hexagonal a uma distância lateral d ao longo das direções zigzag e armchair.

As impurezas sombreadas representam a separação entre as impurezas 1 e 2. Nos

painéis (b) e (c), a LDOS do grafeno no sítio rs (s = A,B) é sondada pela ponta do

STM nas direções zigzag e armchair.

em grafeno foram abordadas teoricamente dentro do modelo de uma única impu-

reza, descrita pelo Hamiltoniano de Anderson (12) para dois contrastantes limites

térmicos (TK refere-se a temperatura de Kondo): i) T � TK , onde a aproximação

de campo médio de Hartree-Fock é aplicável (13, 14), e ii) T � TK , o regime

governado pela formação da nuvem Kondo, no qual os efeitos de forte correlação

tornam-se cruciais (15, 16, 17). No último regime, adicionando uma segunda im-

pureza no hospedeiro, um interessante efeito emerge: o efeito de acoplamento de

troca entre spins localizados faz variar a orientação dos mesmos devido a distância

de separação entre as impurezas. Isso ocorre porque a interação de troca entre

os spins localizados é mediada pelos elétrons de condução submetidos as oscila-

ções de Friedel. Tal mecanismo forma a base da interação RKKY (Ruderman-

Kittel-Kasuya-Yosida), que no caso do grafeno torna-se altamente anisotrópico
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(18, 19, 20, 21).

Neste trabalho, empregando duas impurezas de Anderson, foi prevista a for-

mação de uma estrutura de multiníveis na densidade local de estados (LDOS)

do grafeno e batimentos induzidos na LDOS nas vizinhanças dos pontos de Di-

rac, como resultado da correlação entre as impurezas mediada pelos elétrons de

condução. Para garantir total ausência do efeito de correlação entre os spins prove-

nientes da blindagem anti-ferromagnética do efeito Kondo, foi considerado o limite

T � TK . Nesse regime, pode-se seguramente a�rmar que apenas as �utuações de

carga entre as impurezas distantes no grafeno são relevantes, veja Fig. 6.1(a). Tais

�utuações podem ser detectadas com a ponta do STM localizada sobre um sítio da

sub-rede A ou B (veja Figs.6.1(b) e (c)) que resultam em padrões de batimentos

induzidos na LDOS, os quais serão discutidos abaixo. Devido à natureza discreta

da rede do grafeno, foram de�nidos índices que descrevem os seguintes comprimen-

tos característicos: m para a separação entre as impurezas e p designa a posição da

ponta do STM (veja Fig. 6.1(a)). Foi observado que para obter uma estrutura de

multiníveis e padrões de batimentos distintos, a restrição m = 2p para p� 1 deve

ser satisfeita. Além disso, foi observado que os padrões de batimentos são alta-

mente anisotrópicos, tendo comportamentos distintos ao longo das direções zigzag

e armchair. Os resultados apontam que a LDOS é sensível para impurezas sepa-

radas por grandes distâncias, revelando que o grafeno é um hospedeiro adequado

para a observação de efeito de interação entre impurezas.

Este trabalho está organizado da seguinte forma: No Capítulo 2 as proprie-

dades estruturais e eletrônicas do grafeno via cálculo tight-binding são discutidas.

No Capítulo 3 são apresentados o modelo de Anderson, o efeito Kondo e o efeito

Fano. O desenvolvimento do modelo teórico, do cálculo das funções de Green via

aproximação Hubbard I e da dedução da expressão analítica da LDOS são feitas no

Capítulo 4. O cálculo das auto-energias são detalhados no Capítulo 5. Por meio

dos cálculos realizados nos capítulos anteriores, a formação da estrutura multi-

níveis e dos padrões de batimentos quânticos são discutidos no Capítulo 6. Por

último, as conclusões são apresentadas no Capítulo 7. Nos Apêndices encontram-

se uma explicação detalhada do método da Equação do Movimento e os trabalhos

publicados ao longo do mestrado.
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Capı́tulo 2
Propriedades eletrônicas e estruturais do

Grafeno

Neste capítulo serão abordadas as principais propriedades estruturais e ele-

trônicas do grafeno. Inicialmente a formação da rede hexagonal e seus aspectos

geométricos serão discutidos. Posteriormente, o cálculo da estrutura de bandas e

o limite de dispersão linear do grafeno para baixas energias em torno dos pontos

de Dirac serão estudados dentro da aproximação tight-binding.

2.1 Cálculo tight-binding do Grafeno

O grafeno é uma estrutura bidimensional formada por átomos de carbono

organizados em uma rede hexagonal. Essa rede do tipo favo de mel é originada

graças aos orbitais híbridos sp2 que são descritos pela teoria da combinação linear

de orbitais atômicos (LCAO � Linear combination of atomic orbitals) e originados

pela combinação linear entre os orbitais 2s, 2px e 2py que formam uma geometria

triangular planar no plano xy. Toda a estrutura geométrica e estabilidade da rede

do grafeno são caracterizadas pelas ligações químicas σ entre os orbitais sp2. Já

o orbital 2pz faz ligações químicas do tipo π com seus primeiros vizinhos. Esses

orbitais são os responsáveis pela condução eletrônica no grafeno, uma vez que as

ligações químicas do tipo π são mais fracas e permitem que os elétrons tunelem de

um carbono para outro. Assim, todas as propriedades eletrônicas do grafeno são

4



2.1 Cálculo tight-binding do Grafeno

muito bem descritas considerando apenas o orbital 2pz no cálculo tight-binding

(3).

A rede de grafeno é ilustrada na Fig. (2.1). Sua geometria hexagonal é formada

por duas sub-redes A e B, de�nidas pelas cores vermelha e azul. Para que o

grafeno forme uma rede de Bravais, de�ne-se uma célula unitária de modo que esta

englobe dois átomos de carbono de sub-redes diferentes. Uma possível geometria

é o losango de�nido na Fig. (2.1). Os vetores primários da rede são dados por

a1 =
√

3a0(1
2
,
√

3
2

) e a2 =
√

3a0(−1
2
,
√

3
2

), onde a0 é a distância entre dois átomos

de carbono de módulo 1, 42 Å, aproximadamente. Dessa forma, a rede é descrita

apenas pelo movimento de translação da célula unitária, obtido pela combinação

linear desses vetores.

x̂

ŷ

x
1

x
2

a
1

a
2

Figura 2.1: A rede hexagonal do grafeno. As esferas em azul e vermelho localizadas

nos vértices dos hexágonos representam os átomos de carbono das sub-redes A e B e

as linhas em preto indicam as ligações químicas σ dos orbitais sp2. a1 e a2 de�nem

os vetores primários e o losango em cinza claro demarca a célula unitária da rede.

Os vetores x1 = a0(
√

3
2 , 0) e x2 = a0(2+

√
3

2 , 0) indicam a posição de cada átomo de

carbono dentro da célula.

Após discutir as propriedades geométricas da rede, o primeiro passo para des-

crever a estrutura de bandas do grafeno via aproximação tight-binding é de�nir o
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2.1 Cálculo tight-binding do Grafeno

Hamiltoniano de um elétron na presença do potencial da rede. Assim

H =
P2

2me

+
∑
R � G

[Vat(x− x1 −R) + Vat(x− x2 −R)], (2.1)

onde P e me são, respectivamente, o momento e a massa do elétron, Vat(x−x1−R)

e Vat(x − x2 −R) são os potenciais de cada átomo de carbono no sítio R e G é

o conjunto de todos os vetores que descrevem a rede. Além disso, o Hamiltoniano

pode ser reescrito da seguinte forma

H =
P2

2me

+ Vat(x− x1) +

+ Vat(x− x2) +
∑
R6=0

[Vat(x− x1 −R) + Vat(x− x2 −R)], (2.2)

onde os dois primeiros termos descrevem o Hamiltoniano de um único átomo de

carbono e é rotulado por Hat. A última parte do Hamiltoniano é de�nida por

Hcr = 4U, isto é, pelo termo que contém todas as informações do potencial

periódico da rede.

Deve �car claro que a aproximação tight-binding só é válida para o caso em

que

Hat � Hcr, (2.3)

pois a hipótese fundamental da aproximação é que a sobreposição das funções de

onda entre os átomos vizinhos sejam pequenas, de modo que apenas as interações

entre primeiros vizinhos sejam levadas em consideração. Dessa forma, a energia

do elétron nas proximidades do átomo de carbono será bem de�nida por Hat e

a energia extra dada por Hcr será su�cientemente pequena, permitindo que ela

seja tratada de forma perturbativa (22). O grafeno pode ser descrito dentro dessa

aproximação porque os orbitais 2pz são localizados e os únicos responsáveis pelo

transporte eletrônico na rede.

Para descrever a função de onda do elétron na rede, será considerado o seguinte
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2.1 Cálculo tight-binding do Grafeno

Ansatz:

Ψk =
∑

R � G

å
i(k·R)Φ(x−R), (2.4)

onde Φ(x − R) é a soma dos orbitais atômicos 2pz do carbono. A função Φ(x)

é caracterizada pela combinação linear dos orbitais Φ1(x) e Φ2(x), onde Φ1,2 (x)

são as funções dos orbitais atômicos dos carbonos 1 e 2. Essa função de onda

Ψk satisfaz perfeitamente o teorema de Bloch e é chamada de função de Wannier.

Isto é, essa função descreve perfeitamente a periodicidade da rede de modo que

a igualdade |Φ(x)|2 = |Φ(x−R)|2 seja satisfeita, pois elas se diferem apenas por

uma fase global (22).

Antes de resolver a equação de Schrodinger do sistema, será analisado como o

Hamiltoniano da Eq. (2.2) atua separadamente em cada orbital atômico. Logo,

Hat1(2)
Φ1(2)(x) +4U1(2)Φ1(2)(x) = (ε1(2) +4U1(2))Φ1(2)(x), (2.5)

onde 4U1(2) =
∑

R6=0 [Vat(x− x1 −R) + Vat(x− x2 −R)] +Vat(x−x2(1)) repre-

senta o potencial da rede e Hat1(2)
= P

2

2me
+Vat(x−x1(2)) de�ne o Hamiltoniano do

átomo de carbono 1(2). Como a rede é formada apenas por átomos de carbono,

seus autovalores ε1(2) são iguais. Com o intuito de simpli�car os cálculos, a origem

do sistema é de�nida pelos autovalores ε1(2). Logo,

HΦ1(2)(x) = 4U1(2)Φ1(2)(x). (2.6)

Por meio dos autovalores obtidos na Eq. (2.6), o seguinte Hamiltoniano tight-

binding foi de�nido

HΨk(x) = E(k)Ψk(x), (2.7)

que resulta em

E(k) 〈Φj |Ψk〉 = 〈Φj|4Uj |Ψk〉 . (2.8)
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2.1 Cálculo tight-binding do Grafeno

Trabalhando inicialmente com 〈Φ1 |Ψk〉 e 〈Φ2 |Ψk〉 , foram obtidos

〈Φ1 |Ψk〉 = b1 〈Φ1(x) |Φ1(x)〉 + b2 〈Φ1(x) |Φ2(x)〉
+ å

−i(k·a1) (b1 〈Φ1(x) |Φ1(x− a1)〉 + b2 〈Φ1(x) |Φ2(x− a1)〉)
+ å

−i(k·a2) (b1 〈Φ1(x) |Φ1(x− a2)〉 + b2 〈Φ1(x) |Φ2(x− a2)〉)
= b1 〈Φ1(x) |Φ1(x)〉 + b2 〈Φ1(x) |Φ2(x)〉
+ å

−i(k·a1) (b1 〈Φ1(x) |Φ1(x− a1)〉 + b2 〈Φ1(x) |Φ2(x− a1)〉)
+ å

−i(k·a2) (b1 〈Φ1(x) |Φ1(x− a2)〉 + b2 〈Φ1(x) |Φ2(x− a2)〉)
= b1 + b2γ0

(
1 + å

−i(k·a1) + å
−i(k·a2)

)
(2.9)

e

〈Φ2 |Ψk〉 = b1 〈Φ2(x) |Φ1(x)〉 + b2 〈Φ2(x) |Φ2(x)〉
+ å

i(k·a1) (b1 〈Φ2(x) |Φ1(x− a1)〉 + b2 〈Φ2(x) |Φ2(x− a1)〉)
+ å

i(k·a2) (b1 〈Φ2(x) |Φ1(x− a2)〉 + b2 〈Φ2(x) |Φ2(x− a2)〉)
= b1 〈Φ2(x) |Φ1(x)〉 + b2 〈Φ2(x) |Φ2(x)〉
+ å

i(k·a1) (b1 〈Φ2(x) |Φ1(x− a1)〉 + b2 〈Φ2(x) |Φ2(x− a1)〉)
+ å

i(k·a2) (b1 〈Φ2(x) |Φ1(x− a2)〉 + b2 〈Φ2(x) |Φ2(x− a2)〉)
= b2 + b1γ0

(
1 + å

i(k·a1) + å
i(k·a2)

)
, (2.10)

onde γ0 =
´
Φ∗1(x)Φ2(x−R)dx =

´
Φ∗2(x)Φ1(x−R)dx. Os termos que descrevem a

sobreposição das funções de onda com os segundos vizinhos são iguais a zero. Essas

igualdades são válidas, pois as funções de onda são bem localizadas. Novamente,

com o intuito de simpli�car os cálculos, foi considerado γ0 = 0, dado que γ0 � 1.

O próximo passo é calcular 〈Φj|4Uj |Ψk〉 , que resulta em

〈Φ1|4U1 |Ψk〉 = b1 〈Φ1(x)|4U1 |Φ1(x)〉+ b2 〈Φ1(x)|4U1 |Φ2(x)〉
+

∑
R6=0

å
i(k·R)b1 〈Φ1(x)|4U1 |Φ1(x−R)〉

+
∑
R6=0

å
i(k·R)b2 〈Φ1(x)|4U1 |Φ2(x−R)〉

= b2γ1

(
1 + å

−i(k·a1) + å
−i(k·a2)

)
, (2.11)
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2.1 Cálculo tight-binding do Grafeno

e

〈Φ2|4U2 |Ψk〉 = b1 〈Φ2(x)|4U2 |Φ1(x)〉+ b2 〈Φ2(x)|4U2 |Φ2(x)〉
+

∑
R6=0

å
i(k·R)b1 〈Φ2(x)|4U2 |Φ1(x−R)〉

+
∑
R6=0

å
i(k·R)b2 〈Φ2(x)|4U2 |Φ2(x−R)〉

= b1γ1

(
1 + å

i(k·a1) + å
i(k·a2)

)
, (2.12)

onde γ1 = 〈Φ1(x)|4U1 |Φ2(x)〉 = 〈Φ2(x)|4U2 |Φ1(x)〉 e é chamado de termo

de hopping. Esse parâmetro de�ne a amplitude de tunelamento entre elétrons

de átomos de carbono vizinhos. Nos próximos capítulos o termo de hopping γ1

será rotulado por t. Os valores esperados dos potenciais 〈Φ1,2(x)|4U1,2 |Φ1,2(x)〉
e
∑

R6=0 〈Φ1,2(x)|4U1,2 |Φ1,2(x−R)〉 são nulos, pois apenas as sobreposições de

onda local e entre primeiros vizinhos estão sendo consideradas no cálculo.

Substituindo os resultados obtidos nas Eq. (2.9), (2.10), (2.11) e (2.12) na

equação Eq. (2.8), o problema de autovalores é formulado na notação matricial

pela equação(
E(k) 0

0 E(k)

)(
b1

b2

)
=

(
0 γ1α(k)

γ1α
∗(k) 0

)(
b1

b2

)
, (2.13)

onde α(k) = 1 + å
−i(k·a1) + å

−i(k·a2) e α∗(k) é o seu complexo conjugado. Portanto,

os autovalores são obtidos pelo determinante da matriz da Eq. (2.13), que resulta

em

E(k) = ±γ1 |α(k)| , (2.14)

ou ainda

E(k) = ±γ1

√√√√1 + 4 cos(
akx
2

) cos

(√
3aky
2

)
+ 4 cos2

(
akx
2

)
, (2.15)

onde a =
√

3a0. A Fig. (2.2) (a) ilustra a estrutura de bandas do grafeno obtida
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2.2 Dispersão linear do Grafeno

pelo cálculo tight-binding. As bandas de valência e condução são representadas

pelas curvas inferior e superior ao nível de energia zero que representa o nível de

Fermi. É importante ressaltar que as bandas não se tocam devido a existência

de um gap pontual exatamente em zero, como mostra a Fig. (2.2) (b). Esses

pontos são chamados de pontos de Dirac K e K', e em torno deles, no limite de

baixas energias, o grafeno possui uma relação de dispersão linear característica

de férmions relativísticos sem massa (3). Nos próximos capítulos K e K' serão

rotulados por K±. Mais detalhes serão discutidos na próxima seção.

a) b)

Figura 2.2: Estrutura de bandas tight-binding do grafeno. (a) Relação de dispersão

da energia dada pela Eq.(2.15) em função de kx e ky. (b) Relação de dispersão no

limite de baixas energias em torno dos pontos de Dirac.

2.2 Dispersão linear do Grafeno

A rede recíproca do grafeno é ilustrada na Fig. (2.3) e formada pelos vetores

primários b1 = 2π
3a0

(
√

3, 1) e b2 = 2π
3a0

(−
√

3, 1). Note que a rede também possui um

formato hexagonal. Os pontos em preto nos vértices e no centro do hexágono são

os pontos da rede recíproca e o hexágono menor (cinza claro) delimita a primeira

zona de Brillouin. Em cada vértice da primeira zona estão localizados os pontos de

10



2.2 Dispersão linear do Grafeno

Dirac K e K', todavia, apenas um terço de cada um deles está dentro da primeira

zona de Brillouin. Dessa forma, toda a física de baixas energias do grafeno dentro

da primeira zona de Brillouin é descrita por dois cones de Dirac associados as

sub-redes A e B.

Primeira zona 
de Brillouin

Pontos da rede 
recíproca

x̂

ŷ

K

b
1

b
2

a
1

a
2

Figura 2.3: O hexágono externo ilustra a rede recíproca do grafeno. b1 e b2

são os vetores primários que delimitam a posição dos pontos da rede. O hexágono

sombreado (cinza claro) descreve a primeira zona de Brillouin e em cada vértice do

hexágono estão localizados os pontos de Dirac K e K'.

A relação de dispersão linear do grafeno é obtida pela expansão em série de

Taylor da energia total do grafeno em torno dos pontosK eK'. Como a Eq. (2.14)

é proporcional a α(k), expandir a energia total será equivalente a expandir

α(K + q) ≈ α(K) + q · ∇kα(k)|k=K, (2.16)

onde q � |K|. Nesse caso, o ponto de Dirac escolhido para realizar a expansão
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2.2 Dispersão linear do Grafeno

em série de Taylor foi

K =
4π

3
√

3a0

(1, 0), (2.17)

que é ilustrado na Fig. (2.3). Os demais pontos de Dirac são obtidos pela rotação

do vetor K. Então, o primeiro passo para obter E(K + q) é calcular o valor de

α(k) em torno do ponto K, sendo

α(K) = 1 + å
−i(K·a1) + å

−i(K·a2). (2.18)

Os produtos escalares acima entre os vetores K, a1 e a2 resultam em

K · a1 =
2

3
π (2.19)

e

K · a2 = −2

3
π. (2.20)

Então, substituindo as Eqs. (2.19) e (2.20) na expressão (2.18), o valor de α(K)

será

α(K) = 1 + å
−i( 2

3
π) + å

i( 2
3
π) = 0. (2.21)

O valor de E(K) = 0 já era esperado, pois exatamente nos pontos de Dirac a

energia é nula. Isso pode ser observado na Fig. (2.2).

Para obter o valor do segundo termo da expansão, inicialmente é necessário

determinar os valores de ∇kα(k) no ponto k = K. Assim, o gradiente resulta em

∇kjα(k)|k=K = −i(a1jå
−i(K·a1) + a2jå

−i(K·a2))êj, (2.22)

onde j = x,y e representa a orientação que o operador ∇ atua. Então, substi-

tuindo o resultado da Eq. (2.22) no segundo termo da Eq. (2.16) e com algumas
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2.2 Dispersão linear do Grafeno

manipulações algébricas, é obtido

q · ∇kα(k)|k=K =
3

2
a0(qx + iqy)e

−i(π
2

). (2.23)

Logo, o valor do módulo de α(K + q) será

|α(K + q)| ≈ 3

2
a0|q| (2.24)

e consequentemente,

E(K + q) ≈ ±3

2
a0γ1|q| = ±~vF|q|, (2.25)

onde vF = 3
2
a0γ1

~ é a velocidade de Fermi e é aproximadamente c
300

, sendo c a

velocidade da luz. Logo, essa equação demonstra que o grafeno possui uma relação

de dispersão linear característica de férmions relativísticos sem massa e promove

condições apropriadas para emular fenômenos relativísticos no domínio da Física

da Matéria Condensada (3).
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Capı́tulo 3
O modelo de Anderson

O modelo de Anderson foi elaborado em 1961 por P. W. Anderson (12), com o

objetivo descrever teoricamente a formação de momentos magnéticos localizados

em metais de transição devido à presença de impurezas. O modelo descreve as

impurezas de forma simples, de modo que essas sejam representadas por um único

nível discreto de energia. O fato desse modelo descrever resultados teóricos muito

próximos aos resultados experimentais faz com que ele seja aceito e utilizado até

os dias de hoje pela comunidade cientí�ca. Desse modo, o modelo de Anderson

será utilizado no trabalho para descrever as impurezas magnéticas no grafeno.

Por simplicidade, neste capítulo será discutido o modelo de Anderson para uma

impureza adsorvida em uma superfície metálica. Uma breve explanação do efeito

Kondo e, posteriormente, do efeito Fano serão realizadas a luz desse modelo.

3.1 O Hamiltoniano de Anderson

O sistema físico ilustrado na Fig. (3.1) pode ser modelado teoricamente pelo

Hamiltoniano de Anderson de uma impureza. Esse Hamiltoniano é descrito em

segunda quantização no espaço dos momentos pela seguinte equação:

HSIAM =
∑
kσ

εkσc
†
kσckσ +

∑
σ

εdσd
†
σdσ + Ud†↑d↑d

†
↓d↓ +

1√
N

∑
kσ

[Vc†kσdσ + V∗d†σckσ].

(3.1)

O primeiro termo do Hamiltoniano descreve o metal hospedeiro como um gás
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3.1 O Hamiltoniano de Anderson

Figura 3.1: Representação de uma impureza adsorvida na superfície metálica. As

esferas dourada e cinzas representam, respectivamente, a impureza e a superfície

metálica. O parâmetro V modula a intensidade de hibridização entre a impureza e

o metal hospedeiro.

de elétrons não interagente. Logo, o operador c†kσ (ckσ) cria (aniquila) elétrons na

banda com uma dada energia εkσ, onde k é o número de onda e σ é o spin do

elétron.

O segundo termo do lado direito da Eq. (3.1) caracteriza a impureza adsorvida

no metal hospedeiro, onde d†jσ (djσ) cria (aniquila) elétrons com um dado spin σ

no estado Edσ. Esse nível de energia discreto representa os orbitais atômicos d e

f , respectivamente, para metais de transição e terras raras.

O terceiro termo do Hamiltoniano é o responsável por descrever a interação

Coulombiana local U no sítio da impureza. Tal interação favorece a formação de um

estado magnético localizado dentro do modelo, pois ela inibe a dupla ocupação da

impureza. É importante enfatizar que a formação do momento magnético depende

explicitamente da posição energética do estado Edσ em relação ao nível de Fermi

e da intensidade de hibridização. Tal discussão será realizada no decorrer desta

seção. Logo, a interação Coulombina pode ser descrita pela integral

U =

ˆ
dr1dr2|φd(f)(r1)|2 e2

|r1 − r2|
|φd(f)(r2)|2, (3.2)

com φd(f) sendo a função de onda do orbital atômico d (f) e os vetores r1 e r2

delimitam as posições dos elétrons no sítio da impureza (23).

O último termo da Eq. (3.1) é o responsável por descrever a hibridização
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3.1 O Hamiltoniano de Anderson

entre os elétrons da banda de condução e o estado Edσ. Os parâmetros V e V∗

representam, respectivamente, a hibridização da impureza com o metal hospedeiro

e seu complexo conjugado e N é o número total de estados do hospedeiro.

No modelo de Anderson, a sobreposição dos estados da banda com o estado

discreto é dado em termos do parâmetro Γ, chamado de parâmetro de Anderson,

onde Γ = π|V|2ρ0 e ρ0 é a densidade de estados do metal hospedeiro. Logo, esse

parâmetro descreve a semi-largura do alargamento do estado Edσ, veja Fig. 3.2

(b). Ainda, o parâmetro de Anderson é inversamente proporcional ao tempo de

vida do elétron no estado localizado e tal proporcionalidade é obtida pela regra de

Ouro de Fermi dada por
1

τ
= 2π

|V|2ρ0

~
=

2Γ

~
, (3.3)

onde τ é o tempo de vida do elétron no estado Edσ (23).

Como pode ser observado na discussão acima, toda a física descrita pelo modelo

de Anderson será dada em termos dos parâmetros εdσ, U e Γ. Dessa forma, para

T � TK, os seguintes regimes podem ser explorados no modelo:

1. Quando U� εdσ � Γ, isto é, a impureza está fracamente acoplada ao metal

hospedeiro, a taxa de troca entre elétrons da banda e do estado localizado

são baixas o su�ciente para que ocorra a formação de um estado magnético

localizado quando εdσ e εdσ + U estão abaixo e acima do nível de Fermi.

Todavia, se ambos os estados estiverem acima ou abaixo de εF a impureza

se encontrará vazia ou duplamente ocupada (23).

2. Para o caso em que U � Γ � εdσ, a impureza se encontra fortemente

acoplada ao hospedeiro. Devido a intensidade do acoplamento, os estados

da impureza e do contínuo se sobrepõem ao ponto de alargar os estados εdσ
e εdσ + U. Logo, o número de elétrons contidos na impureza será dado em

termos de uma ocupação média de elétrons com spins up e down. Entretanto,

esse alargamento ampli�ca a taxa de troca entre os elétrons de condução e

o estado εdσ, suprimindo assim a formação de um estado magnético, mesmo

quando apenas o estado εdσ é ocupado. Dessa forma, nesse regime chamado

de valência intermediária, só ocorrerá a formação de um estado magnético

quando a ocupação média entre elétrons de spins up e down forem diferentes.
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3.1 O Hamiltoniano de Anderson

Esse regime é ilustrado na Fig. 3.2 (a) (23).

É importante enfatizar que no trabalho apenas o segundo caso será estudado,

pois as impurezas estarão fortemente acopladas ao grafeno.

a) b)

ε
F 
+ D

ε
dσ

+U

ε
F  

- D

ε
F 

ε
dσ

ν

Figura 3.2: a) Representação do modelo de Anderson de uma impureza no espaço

das energias em uma banda de condução de largura 2D semi-preenchida com seu

nível de Fermi εF, localizado exatamente no centro da banda. Os níveis de energias

discretos da impureza εdσ e εdσ + U são representados pelas linhas em preto. b)

Densidade de estados da impureza adsorvida no metal hospedeiro. As ressonâncias

em torno de Edσ e Edσ + U são chamadas de picos de Hubbard.

Uma quantidade física que deve ser observada no modelo é a densidade de

estados (DOS) da impureza. A Fig. (3.2) (b) representa a DOS da impureza em

função da energia do sistema. Logo, é possível observar na �gura a formação de

duas ressonâncias em torno de εdσ e εdσ + U de semi-largura Γ e altura Γ−1. Note

que as posições e a semi-largura das ressonâncias podem ser ajustadas de acordo

com os parâmetros discutidos acima.

Outra quantidade física que deve ser explorada é a densidade local de estados

(LDOS) do hospedeiro. Essa quantidade descreve basicamente todas as proprie-

dades eletrônicas do material hospedeiro na presença de uma ou mais impurezas.

Por meio dessa quantidade física medida pelo STM, é possível detectar fenômenos
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3.2 O efeito Kondo

de interferência quântica e de espalhamento. Uma discussão mais detalhada do

cálculo da LDOS e desses fenômenos será realizada nos capítulos 5 e 6. É im-

portante enfatizar no trabalho as quantidades físicas U e V serão tratadas como

parâmetros do modelo, pois não serão realizados cálculos de primeiros princípios.

3.2 O efeito Kondo

O efeito Kondo surgiu com J. Kondo em 1964. Tal modelo tinha o intuito

de explicar a existência do aumento da resistividade em metais na presença de

impurezas magnéticas para baixas temperaturas, isto é, T � TK . Tal efeito foi

explicado pela primeira vez por uma teoria perturbação de segunda ordem em fun-

ção de um termo de troca (�exchange�). Dessa forma, o aumento da resistividade

foi explicado em função do espalhamento de elétrons com spins contrários entre a

banda de condução e estado localizado na impureza. Mesmo essa teoria pertur-

bativa conseguindo explicar a fenomenologia do efeito Kondo, ela se demonstrou

falha no limite de baixas temperaturas, pois todo o formalismo deduzido até então

divergia para baixas temperaturas (T → 0) (23).

Uma explicação fenomenológica mais palpável do problema Kondo pode ser

obtida à luz do modelo de Anderson descrito na seção anterior. Para uma descrição

quantitativa, o Hamiltoniano Kondo pode ser obtido por meio da transformação

Schrie�er & Wol� da Eq. 3.1 (24). Todavia, neste Capítulo só será discutida a

fenomenologia do problema Kondo.

O efeito Kondo emerge no modelo de Anderson quando as seguintes condições

são satisfeitas: i) os parâmetros do modelo devem descrever uma impureza com

um dado spin desemparelhado no nível de energia discreto; e ii) a temperatura do

sistema deve ser T � TK .

Inicialmente pode-se observar na Fig. (3.2) (a) que o modelo de Anderson

descreve dois estados discretos εdσ e εdσ + U, respectivamente, abaixo e acima

de εF. Todavia, para que ocorra a formação do efeito Kondo como imposto pela

primeira condição, o estado εdσ sempre estará ocupado com um dado spin up ou

down, veja a Fig. (3.3). Dessa forma, no limite de baixas temperaturas, T � TK ,

o elétron desemparelhado se acopla de forma antiferromagnética com os elétrons

da banda de condução que possuem energia próxima do nível de Fermi.
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ε
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a) b)

Figura 3.3: (a) Estrutura de bandas de um metal hospedeiro semi preenchida

de largura 2D, onde D é a semi-largura da banda. As setas em verde apontando

para cima e para baixo representam, respectivamente, a orientação dos elétrons de-

semparelhados no nível εdσ acoplados de forma antiferromagnéticos com os elétrons

próximos de εF. (b) Densidade de estados da impureza dentro do regime Kondo.

Uma ressonância estreita e aguda em torno do nível de Fermi com semi-largura ΓK
emerge.

Na representação espacial, esses elétrons de spins contrários do metal se rea-

locam em torno do momento localizado contido na impureza, de modo a formar

uma nuvem Kondo e blindar esse momento magnético. É justamente essa interação

entre os spins dos elétrons que originam a nuvem Kondo e faz com que a resis-

tividade no metal aumente no limite de baixas temperaturas. Quando o elétron

desemparelhado na impureza retorna para a banda de condução, um elétron com

spin contrário contido na nuvem Kondo entra no estado localizado da impureza,

invertendo assim toda a orientação dos spins contidos na nuvem. Esse efeito é

chamado de spin ��ip�. Esses efeitos de correlações entre os spins contrários levam

a uma densidade de estados diferente da mostrada na Fig. (3.2) (b), pois como

pode ser observado na Fig. (3.3) (b), existe uma ressonância estreita e aguda em

torno do nível de Fermi. Tal ressonância é a marca registrada do efeito Kondo e é

chamada de ressonância Kondo.

Neste trabalho não será estudado o efeito Kondo, pois a aproximação Hubbard

I utilizada para truncar o sistema de funções de Green que serão apresentadas no

Cap. 4 não descreve os efeitos de correlações entre spins contrários no sistema.
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3.3 O efeito Fano

Logo, essa aproximação será válida no regime de baixas temperaturas, porém, essa

não poderá ser menor que TK .

3.3 O efeito Fano

O efeito Fano foi descoberto por U. Fano em 1961 (25). De forma simples e direta,

esse efeito descreve a interferência entre os diferentes caminhos de tunelamento de

elétrons entre um contínuo de energia e um estado discreto. Tal efeito pode ser

estudado via modelo de Anderson.

Com o intuito de enriquecer a discussão física dessa seção, a ponta do STM será

introduzida no modelo, veja a Fig. (3.4). Com isso, o Hamiltoniano será descrito

por:

HFull = HSIAM + HTip + HTun. (3.4)

O primeiro termo do lado direito do HFull é o discutido na seção (3.1) dado

pela Eq. (3.1). O segundo da Eq. (3.4) descreve a ponta do STM, que no caso

é um metal e será descrito no modelo como um gás de elétrons livres. O último

termo da equação acima descreve os possíveis caminhos de tunelamento entre a

ponta e o metal. Logo,

HTun =
∑
kσ

[tcckσ(0)]ψ†Tip + tddσψ
†
Tip + H.c.. (3.5)

Assim, o operador ckσ(0) destrói um elétron no sítio do metal exatamente abaixo

da ponta e ψ†Tip cria um elétron no sítio mais externo da ponta. Esse possível

caminho de tunelamento possui uma amplitude tc . Um segundo caminho de

tunelamento é descrito pela amplitude td, onde dσ destrói um elétron na impureza

e cria um elétron na ponta do STM. H.c. descreve o hermitiano conjugado. Esses

dois possíveis caminhos de tunelamento de�nem um padrão de interferência Fano

dado pela razão td
tc
, de�nido por

qex = (πΓρ0)−
1
2
td
tc
, (3.6)

onde ρ0 é a densidade de estados do hospedeiro. Então, apenas variando o módulo

20



3.3 O efeito Fano

td

tc

Figura 3.4: Representação espacial do modelo de Anderson de uma impureza na

presença do STM (Scanning Tunneling Microscope). As linhas tracejadas demons-

tram os possíveis caminhos de tunelamento entre a ponta e o metal hospedeiro. Os

índices tc e td modulam, respectivamente, a amplitude de tunelamento da ponta para

o metal e da ponta para a impureza. Esse dois possíveis caminho de tunelamento

originam um efeito de interferência chamado interferência Fano extrínseco. As linhas

tracejadas no metal representam os elétrons livres viajando por ele. Todavia, esses

podem tunelar do metal para a impureza e da impureza para o metal. Esse processo

de tunelamento também irá caracterizar um efeito de interfência chamada de Fano

intrínseco.

do parâmetro Fano é possível detectar os seguintes regimes físicos: i) quando

td � tc, isto é, qex → ∞, a condutância medida pela ponta do STM detecta um

padrão de interferência construtiva, sendo essa caracterizada por uma ressonância;

e ii) quando qex → 0, ou seja, td
tc
→ 0, a ponta do STMmede uma interferência Fano

destrutiva ilustrada por uma anti-ressonância. Esse segundo caso ocorre quando

a ponta do STM acopla com o sistema de forma perturbativa, fazendo com que a

ponta atue como uma sonda. Apenas o segundo regime será discutido no trabalho,

pois é nele que a condutância diferencial medida pela ponta é proporcional a LDOS.

O fator de interferência Fano intrínseco é de�nido quando uma análise dos ca-

minhos descritos pelas setas tracejadas no metal e a hibridização V é realizada.
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3.3 O efeito Fano

Isto é, esse fator de Fano descreve os padrões de interferência entre os elétrons

que tunelam do metal para a impureza e os elétrons que viajam apenas pelo me-

tal. Esse processo de interferência entre metal e a impureza pode ser descrito

matematicamente por

qint =
1

Γ
Re
{∑

auto-energia

}
, (3.7)

onde
∑

auto-energia é a auto-energia do sistema. Para um metal, o fator de Fano

intrínseco é nulo dentro do regime de banda larga. Todavia, nos Caps. (4) e (5)

será mostrado que para o grafeno o qint é diferente de zero e in�uencia fortemente

nas medidas da LDOS.
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Capı́tulo 4
Modelo teórico

Inicialmente será discutido o Hamiltoniano do grafeno na presença de duas

impurezas adsorvidas exatamente no centro da célula hexagonal. Também serão

apresentados os cálculos das funções de Green diretas e cruzadas das impurezas via

aproximação Hubbard I (26, 27) e da densidade local de estados (LDOS). Essas

expressões serão obtidas pelo método da Equação de Movimento (EOM) (28).

Para mais detalhes sobre o método EOM veja o Apêndice A.

4.1 O Hamiltoniano

Para descrever teoricamente o sistema físico, o modelo é baseado no Hamilto-

niano de Anderson de duas impurezas e desenvolvido na aproximação de Hubbard

I. O Hamiltoniano do sistema é dado por:

H2D = −t
∑
kσ

[φ(k)a†kσbkσ + H.c.] +
∑
jσ

Ejdσd
†
jσdjσ

+
∑
j

Undj↑ndj↓ + [
2∑
j=1

∑
kσ

Vj√
N
e−ik·Rj(φ∗(k)a†kσ

+ φ(k)b†kσ)djσ + H.c.], (4.1)

onde φ(k) =
∑3

i=1 e
ik·δi , δ1 = aex e δ2,3 = a

2
(−ex ±

√
3ey) são os vetores que

descrevem os vizinhos mais próximos das impurezas localizadas no centro da célula
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4.2 O cálculo das Funções de Green e da LDOS

hexagonal e a ∼ 1.42 Å, é o módulo da distância entre dois átomos de carbono. Os

elétrons de condução que formam o hospedeiro são descritos pelos operadores a†kσ
(akσ) e b

†
kσ (bkσ) de criação (aniquilação) de elétrons no estado quântico rotulado

pelo número de onda k e spin σ nas sub-redes A e B, respectivamente. Para as

impurezas, d†jσ (djσ) criam (aniquilam) elétrons com spin σ no estado Ejdσ, com o

índice j = 1, 2. O terceiro termo da Eq.(4.1) representa a interação de Coulomb

U local, com ndjσ = d†jσdjσ. Finalmente, o último termo hibridiza os estados do

contínuo do grafeno com o nível discreto Ejdσ. Essa hibridização com os sítios das

impurezas ocorrem via acoplamento Vj√
N
e−ik·Rj , sendo N o número total de estados

referente à densidade local de estados (DOS) por partícula D0 = Ω0

2Nπ
|E|

(~vF )2 = |E|
D2

do grafeno, onde Ω0 é a área da célula unitária, vF é a velocidade de Fermi e D

denota a largura da banda (13, 14).

4.2 O cálculo das Funções de Green e da LDOS

Para determinar a densidade de estados (DOS) das impurezas localizadas

nos sítios Rj do hospedeiro, inicialmente calculam-se as funções de Green G̃djσdlσ

(j, l = 1, 2) no domínio das energias, pois DOSσjj = − 1
π
Im(G̃djσdjσ). Para esse

�m, a aproximação Hubbard I pode ser usada (26, 27). Essa aproximação fornece

resultados con�áveis fora do regime Kondo. Empregando o método da equação

de movimento (EOM) (veja o Apêndice A e a Ref. (28)) na função de Green

retardada da impureza para uma única partícula no domínio do tempo, tem-se

Gdlσdjσ = − i
~
θ (t) Tr{%2D[dlσ (t) , d†jσ (0)]+}, (4.2)

onde θ (t) é a função degrau, %2D é a matriz densidade do sistema descrito pelo

Hamiltoniano [Eq. (4.1)] e [· · · , · · · ]+ é o anticomutador entre os operadores da-

dos no formalismo de Heisenberg. Utilizando um pouco de álgebra, obtém-se no

domínio das energias:

(E+ − Eldσ)G̃dlσdjσ = δlj +
∑
l̃

Σl̃lG̃dl̃σdjσ

+ UG̃dlσndlσ̄ ,djσ , (4.3)
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4.2 O cálculo das Funções de Green e da LDOS

onde E+ = E+ i0+ e a auto-energia é Σl̃l(ll̃)(d) =
2VlVl̃
N

∑
k e
∓ik·d E+|φ(k)|2−tRe

[
φ(k)3

]
E+2−t2|φ(k)|2 ,

e d = Rl̃ −Rl.

Na equação acima, G̃dlσndlσ̄ ,djσ denota a função de Green de duas partículas

composta por quatro operadores fermiônicos, obtida pela transformada de Fourier

da

Gdlσndlσ̄ ,djσ = − i
~
θ (t) Tr{%2D[dlσ (t)ndlσ̄ (t) , d†jσ (0)]+}, (4.4)

onde σ̄ = −σ e ndlσ̄ = d†lσ̄dlσ̄. Com o intuito de truncar o sistema de equações, foi

realizado o método da EOM para a função de Green da Eq.(4.4), que resultou em

(E+ − Eldσ − U)G̃dlσndlσ̄ ,djσ = δlj < ndlσ̄ > +
Vj√
N

×
∑
ks

[−φs|Rl
(k)G̃c†skσ̄dlσ̄dlσ ,djσ

+ φ∗s|Rl
(k)(G̃cskσd†lσ̄dlσ̄ ,djσ

+G̃d†lσ̄cskσ̄dlσ ,djσ
)], (4.5)

onde s = A,B descreve a sub-rede, cAkσ = akσ e cBkσ = bkσ, φA|Rl
(k) =

e−ik·Rlφ∗(k) e φB|Rl
(k) = e−ik·Rlφ(k), expressa em termos de novas funções de

Green de mesma ordem que G̃dlσndlσ̄ ,djσ e

< ndlσ̄ >= − 1

π

ˆ +D

−D
nF (E)Im(G̃dlσ̄dlσ̄)dE, (4.6)

é o número médio de elétrons (ocupação eletrônica) no estado Ejdσ, onde nF (E)

é a função distribuição de Fermi-Dirac. Para truncar o sistema de funções de

Green presente na Eq. (4.5), nós empregamos a aproximação de Hubbard I. Esta

aproximação é realizada em dois estágios. O primeiro estágio consiste em tomar a

média dos operadores de índice de spin contrário ao índice σ nas seguintes funções

de Green:

G̃c†skσ̄dlσ̄dlσ ,djσ
'< c†skσ̄dlσ̄ > G̃dlσdjσ (4.7)
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4.2 O cálculo das Funções de Green e da LDOS

e

G̃d†lσ̄cskσ̄dlσ ,djσ
'< c†skσ̄dlσ̄ > G̃dlσdjσ . (4.8)

Ainda, a igualdade
∑

ks φ(k)e−ik·Rl =
∑

ks φ
∗(k)eik·Rl foi utilizada. Como resul-

tado, foi encontrado

(E+ − Eldσ − U)G̃dlσndlσ̄ ,djσ = δlj < ndlσ̄ >

+
Vj√
N

∑
ks

φ∗s|Rl
(k) G̃cskσd†lσ̄dlσ̄ ,djσ

.

(4.9)

Para completar os cálculos, foi preciso determinar G̃cskσd†lσ̄dlσ̄ ,djσ
. Mais uma vez,

empregando o método da EOM para G̃cskσd†lσ̄dlσ̄ ,djσ
, foi obtido

E+G̃cskσd†lσ̄dlσ̄ ,djσ
= −tφs̄|Rl=0(k)G̃cs̄kσd†lσ̄dlσ̄ ,djσ

+
∑
qs̃

Vl√
N
φ∗s̃|Rl

(q)G̃cskσd†lσ̄cs̃qσ̄ ,djσ

+
∑
j̃

Vj̃√
N
φs|Rj̃

(k)G̃dj̃σndlσ̄ ,djσ

−
∑
qs̃

Vl√
N
φs̃|Rl

(q)G̃c†s̃qσ̄dlσ̄cskσ ,djσ
,

(4.10)

onde s̄ = A,B para s = B,A, respectivamente, para descrever simultaneamente

sub-redes distintas, enquanto s̃ = A,B é arbitrário. Para truncar o novo o sistema

de equações, o segundo estágio da aproximação Hubbard I é aplicado. Este estágio

consiste em aproximar todas as funções de Green obtidas pelo método da EOM

presentes na Eq. (4.10). Logo,

G̃cskσd†lσ̄cs̃qσ̄ ,djσ
'
〈
d†lσ̄cs̃qσ̄

〉
G̃cskσdjσ , (4.11)
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4.2 O cálculo das Funções de Green e da LDOS

G̃c†s̃qσ̄dlσ̄cskσ ,djσ
'
〈
d†lσ̄cs̃qσ̄

〉
G̃cskσdjσ (4.12)

e

G̃dj̃σndlσ̄ ,djσ ' 〈ndlσ̄〉 G̃dj̃σdjσ . (4.13)

Empregando essas médias na Eq. (4.10), que com as Eqs. (4.3) e (4.9) resulta em

G̃djσdjσ =
λσj

E− Ejdσ − Σ̃σ
jj

, (4.14)

onde

Σ̃σ
jj = Σjj + λσj λ

σ
j̄

Σjj̄(d)Σj̄j(d)

E− Ej̄dσ − Σj̄j̄

(4.15)

é a auto-energia total, λσj = [1 +
U〈njσ̄〉

(ε+−εjσ−U−
∑

jj)
], com j̄ = 1, 2 para j = 2, 1,

respectivamente, como índices que correlacionam impurezas distintas e

G̃djσdj̄σ =
λσj Σj̄j(d)

E− Ejdσ − Σjj

G̃dj̄σdj̄σ (4.16)

representam as funções de Green cruzadas.

Na vizinhança dos pontos de DiracK± = 2π/3a(1,±1/
√

3), a igualdade t|φ(k)| =
~vFk é válida e para impurezas igualmente acopladas ao grafeno hospedeiro (V1 =

V2 = V), foram obtidas as seguintes auto-energias (14):

Σ11 = Σ22 = −2
V2

D2
[
E

t2
(D2 + E2 ln

∣∣∣D2 − E2

E2

∣∣∣)
+ iπ

|E|3
t2
θ(D − E)] (4.17)

e

Σ12(21)(d) = (e∓iK+·d + e∓iK−·d)
π

i

V2

D2

|E|3
t2
H

(1)
0

(
E|d|
~vF

)
,

(4.18)

onde H(1)
0 representa a função de Hankel do primeiro tipo e de ordem zero de�nida
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4.2 O cálculo das Funções de Green e da LDOS

por H(1)
0 (x) = J0(x) + iY0(x) (29), onde J0(x) e Y0(x) são, na devida ordem, a

função de Bessel e Neumann de ordem zero. A expressão é válida na região de

baixas energias onde |E| � D e para impurezas distantes caracterizadas pela razão

|E|d|~vF
| � 1 (10). Para obter a LDOS do hospedeiro sondada pela ponta do STM da

Fig. 6.1, foi utilizada a função de Green dependente do tempo:

Gσ(rs, t) = − i
~
θ (t) Tr{%2D[Ψ̃σ(rs, t), Ψ̃

†
σ(rs, 0)]+}

(4.19)

com

Ψ̃σ(rs) =
1√
N

∑
k

eik·rscskσ, (4.20)

onde o operador de campo é representado pelo estado quântico do sítio do grafeno

localizado abaixo da ponta, s = A,B designa a sub-rede do sistema e cAkσ = akσ

e cBkσ = bkσ. Portanto, a LDOS no sítio rs do hospedeiro pode ser obtida por

LDOS(rs) = − 1

π
Im[G̃σ(ε+, rs)], (4.21)

onde G̃σ(ε+, rs) é a transformada de Fourier temporal da Gσ(t, rs). Então aplicando

o método da equação de movimento (EOM) na Eq. (4.19), pode-se mostrar que

LDOS(rs) = D0 + ∆LDOS(rs) = D0 +
∑

jl ∆LDOSjl(rs), onde

∆LDOS(rs)jl = −(πV2D2
0)Im[(qjr − iFjr)G̃djσdlσ

× (qrl − iFrl)] (4.22)

descreve a renormalização da LDOS causadas pelas impurezas, isto é, descreve

a LDOS induzida. Note que a Eq. (4.22) depende do sítio rs como destacado

na Figs. 6.1(b) e (c), onde s = A,B denota o tipo de sub-rede do sistema. O

qjr = 1
πV2D0

ReΣjr(dj) descreve o parâmetro de interferência Fano (25) e Fjr =

− 1
πV2D0

ImΣjr(dj) dá origem às oscilações de Friedel na folha de grafeno, onde

dj = Rj − rs e rs 6= Rj. A LDOS(rs) independe do spin, uma vez que o grafeno

não é ferromagnético. Como resultado das substituições das Eqs. (4.14) e (4.15)
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4.2 O cálculo das Funções de Green e da LDOS

na Eq. (4.22), foi mostrado que o termo diagonal l = j leva à

∆LDOSjj(rs) = a(dj)
| qjr
Fjr
|2 − 1 + 2ξjRe(

qjr
Fjr

)

ξ2
j + 1

,

(4.23)

que é resultado da contribuição da j-ésima impureza e obedece uma expressão do

tipo Fano como na Ref. [(30)], no qual a(dj) = λσj
πV2D2

0

∆jj
|Fjr|2, ξj =

E−(Ejdσ+ReΣ̃σjj)

∆jj

e ∆jj = −ImΣ̃σ
jj. Vale ressaltar que o par de equações Eqs. (4.22) e (4.23) cons-

tituem o principal resultado analítico encontrado neste trabalho: para impurezas

distantes, o sinal da LDOS capturado pela ponta de STM é governado principal-

mente pela interferência entre o espalhamento das duas ondas descritas pela forma

Fano dada na Eq. (4.23).
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Capı́tulo 5
Auto-energias, parâmetro de Fano e

oscilações de Friedel

Nesse capítulo, será discutido o cálculo detalhado das auto-energias, do parâme-

tro de Fano e das oscilações de Friedel obtidos no Capítulo 4. Essas quantidades

são fundamentais para o trabalho, pois as funções de Green G̃djσdjσ e G̃djσdlσ e a

LDOS(rs) dependem explicitamente desses parâmetros.

5.1 Auto-energias diretas e cruzadas

Em poucas palavras, as auto-energias de�nidas nas Eqs.(4.17) e (4.18) renorma-

lizam a energia dos elétrons do grafeno, devido a presença das impurezas. Essas

auto-energias são de�nidas pela equação

Σll̃(ε
+) =

V∗lVl̃
N

(e∓iK+·(Rl−Rl̃) + e∓iK−·(Rl−Rl̃))×

×
∑
k

e∓ik·(Rl−Rl̃)

(
ε+ |φ (k)|2 − t<

{
[φ (k)]3

}
(ε+)2 − t2 |φ (k)|2

)
, (5.1)

onde ε+ = ε+ iη, V∗l e Vl̃ de�nem a amplitude de hibridização entre as impurezas

l e l̃ com o grafeno. Os vetores K± = 2π/3a(1,±1/
√

3) são os pontos de Dirac e

Rl e Rl̃ descrevem as posições de cada impureza na rede.

Para resolver analiticamente a Eq.(5.1) dentro do regime de baixas energias,
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5.1 Auto-energias diretas e cruzadas

a aproximação de dispersão linear do grafeno é tomada. Dessa forma, assume-se

t|φ(k)| = ~vFk, como obtido pela Eq. 2.25. O termo <
[
φ (K + k)3] é desprezado,

pois <
[
φ (K + k)3]

α k
3
2 e está fora do regime de dispersão linear do grafeno. Por

último, a igualdade (ε+)
2

= (ε+ iη)2 = ε2 + 2iεδ− δ2 = ε2 + iδsgn(ε) foi tomada.

Após algumas manipulações algébricas, a equação Eq.(5.1) se reduz à

Σll̃(ε
+) =

V∗lVl̃
t2N

(e∓iK+·(Rl−Rl̃) + e∓iK−·(Rl−Rl̃))×

×
∑
k

e∓ik·(Rl−Rl̃)
ε~2v2

Fk
2

ε2 − ~2v2
Fk

2 + iηsgn(ε)
. (5.2)

A expressão acima de�ne a forma geral das auto-energias Σll̃ e delimitam os

seguintes regimes em função dos índices l e l̃: i) quando l = l̃ as auto-energias

(Σll) são chamadas de auto-energias diretas, pois elas descrevem separadamente

a contribuição de cada impureza no sistema; e ii) as auto-energias cruzadas (Σll̃)

são obtidas para l 6= l̃ e representam as interações entre as impurezas 1 e 2.

5.1.1 Cálculo das auto-energias diretas

As auto-energias diretas são de�nidas pela equação

Σll(ε
+) =

2 |Vl|2
t2N

∑
k

ε~2v2
Fk

2

ε2 − ~2v2
Fk

2 + iηsgn(ε)
. (5.3)

A soma de�nida na Eq. 5.3 pode ser aproximada por uma integral utilizando

a seguinte equação ∑
k

→
(

1

2π

)2

Ω0

ˆ
d2k, (5.4)

onde Ω0 é a área da célula unitária e d
2k = kdkdθ é o diferencial de área no espaço

k. O primeiro passo para resolver essa integral é mudar a variável de integração k

para εk. Em consequência dessa mudança, os limites de integração que antes eram

de�nidos por 0 ≤ k ≤ kF, onde kF é o número de onda de Fermi, passam a ser

0 ≤ εk ≤ D, sendo 0 e D, respectivamente, o ponto de Dirac e o topo da banda.

Essa parametrização foi tomada para que ε seja sempre positivo e sgn(ε) = 1.

Integrando a variável θ de 0 ≤ θ ≤ 2π e separando as partes real e imaginária da
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5.1 Auto-energias diretas e cruzadas

equação, é obtida

Σll(ε
+) =

Ω0 |Vl|2
t2πN

ˆ kF

0

ε~2v2
Fk

3

ε2 − ε2
k + iη

dk

=
Ω0 |Vl|2
t2πN

(
ε

~2v2
F

)

ˆ D

0

ε3
k

ε2 − ε2
k + iη

dεk

=
Ω0 |Vl|2
t2πN

(
ε

~2v2
F

)(

ˆ D

0

ε3
k(ε

2 − ε2
k)

(ε2 − ε2
k)

2 + η2

−i
ˆ D

0

ηε3
k

(ε2 − ε2
k)

2 + η2
dεk)

=
Ω0 |Vl|2
t2πN

(
ε

~2v2
F

)(

ˆ D

0

ε3
k(ε

2 − ε2
k)

(ε2 − ε2
k)

2 + η2
dεk

−i
ˆ D

0

ηε3
k

(ε2 − ε2
k)

2 + η2
dεk). (5.5)

No limite em que η → 0+, a auto-energia resulta em

Σll(ε
+) = lim

η→0+

Ω0 |Vl|2
t2πN

(
ε

~2v2
F

)(−
ˆ D

0

ε3
k

ε2
k − ε2

dεk − i
ˆ D

0

πε3
kδ(ε

2
k − ε2)dεk).

Utilizando a seguinte propriedade da função delta Dirac δ(ε2
k−ε2) = 1

2|ε| [δ(εk − ε) + δ(εk + ε)]

e considerando D2 =
2Nπ~2v2

F

Ω0
, as integrais resultam em

Σll(ε
+) = −2

|Vl|2
D2

[
ε

t2

(
D2 + ε2 ln

∣∣∣∣D2 − ε2

ε2

∣∣∣∣)+ iπ
|ε|3
t2
θ(D − ε)

]
. (5.6)

É importante enfatizar que a função Σll presente na Eq. 5.6 é proporcional

ao cubo da energia. Esse comportamento já foi observado na Ref. (13). Tal

dependência aparece pelo fato das impurezas estarem exatamente adsorvidas no

centro da célula hexagonal, pois nesse sítio o grafeno possui uma densidade de

estados D0 α |ε|3 como foi mostrado nas Refs. (31) e (32).
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5.1 Auto-energias diretas e cruzadas

5.1.2 As auto-energias cruzadas

As auto-energias cruzadas são de�nidas pela equação

Σll̃(ε
+) =

V∗lVl̃
t2N

(e∓iK+·(Rl−Rl̃) + e∓iK−·(Rl−Rl̃))×

×
∑
k

e∓ik·(Rl−Rl̃)
ε~2v2

Fk
2

ε2 − ~2v2
Fk

2 + iηsgn(ε)
. (5.7)

Seguindo a mesma linha de raciocínio da subseção 5.1.1, inicialmente a soma

em k é aproximada para uma integral por meio da igualdade apresentada na Eq.

5.4. Logo,

Σll̃(ε
+) =

V∗lVl̃
t2N

(e∓iK+·(Rl−Rl̃) + e∓iK−·(Rl−Rl̃))
Ω0

(2π)2 ×

×
ˆ kF

0

ε~2v2
Fk

2

ε2 − ~2v2
Fk

2 + iηsgn(ε)
kdk

ˆ 2π

0

e∓ik|Rl−Rl̃| cos(θ)dθ (5.8)

onde k · (Rl −Rl̃) = k|Rl −Rl̃| cos(θ). Da equação anterior (29),

ˆ 2π

0

1

2π
e∓ik|Rl−Rl̃| cos θdθ = J0 (k|Rl −Rl̃|) , (5.9)

e por meio da igualdade εk = ~vFk, a auto-energia cruzada é reescrita como:

Σll̃(ε
+) =

Ω0

(2π)

V∗lVl̃
t2N

(e∓iK+·(Rl−Rl̃) + e∓iK−·(Rl−Rl̃))×

× ε

(~vF)2

ˆ D

0

J0(
εk
~vF
|Rl −Rl̃|)

ε3
k

ε2 − ε2
k + iη

dεk. (5.10)

É possível utilizar a igualdade J0( εk
~vF
|Rl−Rl̃|) = 1

2
[H

(1)
0 ( εk

~vF
|Rl−Rl̃|)+H

(2)
0 ( εk

~vF
|Rl−

Rl̃|)], onde H1
0 ( εk

~vF
|Rl−Rl̃|) = J0( εk

~vF
|Rl−Rl̃|) + iY0( εk

~vF
|Rl−Rl̃|) e H2

0 ( εk
~vF
|Rl−

Rl̃|) = J0( εk
~vF
|Rl −Rl̃|)− iY0( εk

~vF
|Rl −Rl̃|) são funções de Hankel (29) de ordem
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5.1 Auto-energias diretas e cruzadas

zero e do tipo 1 e 2, respectivamente. Assim, a equação anterior é reescrita como

Σll̃(ε
+) =

Ω0

(2π)

V∗lVl̃
t2N

(e∓iK+·(Rl−Rl̃) + e∓iK−·(Rl−Rl̃))
ε

(~vF)2
×

× 1

2
(

ˆ D

0

H
(1)
0 ( εk

~vF
|Rl −Rl̃|)

ε2 − ε2
k + iη

ε3
kdεk +

ˆ D

0

H
(2)
0 ( εk

~vF
|Rl −Rl̃|)

ε2 − ε2
k + iη

ε3
kdεk).

(5.11)

Para resolver as integrais da Eq. (5.11), será utilizado o teorema de Resíduos.

Basicamente, esse teorema permite que as integrais que estão no plano real possam

ser resolvidas no plano complexo. No teorema, as integrais são reescritas como uma

integral de caminho
¸
C
f(z)dz, onde C é o contorno percorrido por elas. Nesse caso,

o contorno C possui a forma de uma semi-circunferência e é composto por duas

partes: sua base é de�nida no plano real e varia de −R a R. Os semicírculos

presentes no eixo complexo são parametrizados pelas equações z = Reiθ e z =

Re−iθ, sendo percorridos no sentido anti-horário e horário, respectivamente. Tal

parametrização é utilizada para escolher a forma e o sentido do contorno que será

utilizado na integral. Dessa forma, a integral de linha é reescrita como a soma de

duas integrais ˛
C

f(z)dz =

ˆ +R

−R
f(x)dx+

˛
CR

f(z)dz, (5.12)

onde a primeira integral representa o contorno no plano real e a segunda no plano

complexo. É importante enfatizar que nesse caso o teorema só é válido se a con-

dição

limR→∞

{ˆ +R

−R
f(x)dx+

˛
CR

f(z)dz

}
=

ˆ +∞

−∞
f(x)dx, (5.13)

for satisfeita. Logo,

˛
C

f(z)dz =

ˆ +∞

−∞
f(x)dx = 2πiResf(z), (5.14)

sendo

Resf(z) = lim
z→a

(z − a)f(z), (5.15)

onde a são os pólos de cada função contidos dentro de cada caminho.
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5.1 Auto-energias diretas e cruzadas

Então, para resolver as integrais, o primeiro passo é analisar os pólos de cada

função. Como elas possuem denominadores iguais, seus pólos também serão iguais.

Dessa forma, os pólos são obtidos pela igualdade ε2 − ε2
k + iη = 0, resultando em

εk = ±ε
√

1 + i
η

ε2
. (5.16)

O segundo passo para resolver as integrais é analisar o limite assintótico das

funções de Hankel 1 e 2, pois são eles que delimitam o contorno C de integra-

ção. De acordo com a Ref. (33), os limites assintóticos das H1
0 (z) e H2

0 (z) são

aproximadamente

H1
0 (z) v

(
2

πz

) 1
2

ei(z−
1
4
π)

∞∑
m=0

(−)m ∗ (0,m)

(2iz)m
(5.17)

e

H2
0 (z) v

(
2

πz

) 1
2

e−i(z−
1
4
π)

∞∑
m=0

(0,m)

(2iz)m
, (5.18)

onde

(0,m) =
Γ(m+ 1

2
)

m!Γ(−m+ 1
2
)
. (5.19)

Nesse caso, as duas parametrizações Z = Reiθ e Z = Re−iθ devem ser analisa-

das. Note que para Z = Reiθ, apenas a Eq. 5.17 é zero quando o limite R → ∞
é tomado. Já para a segunda parametrização dada por Z = Re−iθ, apenas a Eq.

5.18 tende a zero quando R → ∞. Tais contornos e os pólos das integrais são

ilustrados na Fig. 5.1 (a) e (b) para as duas funções de Hankel.

Para que o teorema de Resíduos possa ser aplicado na Eq. 5.11, a seguinte

manipulação algébrica e aproximação física devem ser realizadas: (i) para que a

Eq. 5.11 satisfaça as igualdades apresentadas nas Eqs. (5.13) e (5.14), a integral

será multiplicada por meio e seus limites de integração serão substituídos por

−D ≤ εk ≤ D. (ii) Como a largura de banda D está fora da região linear de

energia, a aproximação D →∞ será válida. Essa aproximação restringe a validade
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5.1 Auto-energias diretas e cruzadas

Im

Re

H 0
(1)

ε√1+ iηε2

−ε√ 1+ iηε2

Im

Re

H 0
(2)

ε√1+ iηε2

−ε√ 1+ iηε2

(a) (b) Sentido horário: Sentido anti-horário: 

Figura 5.1: Os painéis (a) e (b) representam, respectivamente, os contornos per-

corridos pelas integrais da Eq. 5.11 dependentes das funções H
(1)
0 e H

(2)
0 .

dessa expressão para |E| � D e |E|d|~vF
| � 1. Logo,

Σll̃(ε
+) =

Ω0

(2π)

V∗lVl̃
t2N

(e∓iK+·(Rl−Rl̃) + e∓iK−·(Rl−Rl̃))
ε

(~vF)2
×

× 1

4
(

ˆ ∞
−∞

H
(1)
0 ( εk

~vF
|Rl −Rl̃|)

ε2 − ε2
k + iη

ε3
kdεk +

ˆ ∞
−∞

H
(2)
0 ( εk

~vF
|Rl −Rl̃|)

ε2 − ε2
k + iη

ε3
kdεk).

(5.20)

Para calcular os resíduos das integrais apresentadas na Eq. (5.20), a igualdade

ε2− ε2
k + iη = [(ε

√
1 + iη

ε2
)− εk][ε

√
1 + iη

ε2
) + εk], a de�nição dada pela Eq. (5.15)
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5.1 Auto-energias diretas e cruzadas

e os resíduos de�nidos na Eq. (5.16) são utilizados. Assim, é obtido

Resf(εk) = lim
εk→ε

√
1+ iη

ε2

(εk − ε
√

1 +
iη

ε2
)

H
(1)
0 ( εk

~vF
|Rl −Rl̃|)

[(ε
√

1 + iη
ε2

)− εk][ε
√

1 + iη
ε2

) + εk]
ε3
k

+ lim
εk→−ε

√
1+ iη

ε2

(εk + ε

√
1 +

iη

ε2
)

H
(2)
0 ( εk

~vF
|Rl −Rl̃|)

[(ε
√

1 + iη
ε2

)− εk][ε
√

1 + iη
ε2

) + εk]
ε3
k

= lim
εk→ε

√
1+ iη

ε2

−H(1)
0 (

εk
~vF
|Rl −Rl̃|)

ε3
k

ε
√

1 + iη
ε2

+ εk

+ lim
εk→−ε

√
1+ iη

ε2

H
(2)
0 (

εk
~vF
|Rl −Rl̃|)

ε3
k

ε
√

1 + iη
ε2
− εk

= −H(1)
0 (

ε
√

1 + iη
ε2

~vF
|Rl −Rl̃|)

(ε
√

1 + iη
ε2

)2

2

−H(2)
0 (
−ε
√

1 + iη
ε2

~vF
|Rl −Rl̃|)

(ε
√

1 + iη
ε2

)2

2
, (5.21)

e tomando o limite em que η → 0+,

Resf(εk) = −ε
2

2
H

(1)
0 (

ε

~vF
|Rl −Rl̃|)−

ε2

2
H

(2)
0 (− ε

~vF
|Rl −Rl̃|). (5.22)

Todavia, como H(2)
0 (− ε

~vF
|Rl −Rl̃|) = H

(1)
0 ( ε

~vF
|Rl −Rl̃|), o resíduo resultará em

Resf(εk) = −ε2H
(1)
0 (

ε

~vF
|Rl −Rl̃|). (5.23)

Portanto, a soma das integrais resultam em

ˆ ∞
−∞

H
(1)
0 ( εk

~vF
|Rl −Rl̃|)

ε2 − ε2
k + iη

ε3
kdεk+

´∞
−∞

H
(2)
0 (

εk
~vF
|Rl−Rl̃|)

ε2−ε2k+iη
ε3
kdεk =

= −2πiε2H
(1)
0 ( ε

~vF
|Rl −Rl̃|). (5.24)
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5.1 Auto-energias diretas e cruzadas

Então, substituindo o resultado obtido na Eq. (5.24) na Eq. (5.20), é obtido

Σll̃(ε
+) =

π

i

|ε|3
(~vF)2

Ω0

(2π)

V∗lVl̃
t2N

(e∓iK+·(Rl−Rl̃) + e∓iK−·(Rl−Rl̃))×

× H
(1)
0 (

ε

~vF
|Rl −Rl̃|) (5.25)

e considerando que D2 =
2Nπ~2v2

F

Ω0
, Vl = Vl̃ e |d| = |Rl−Rl̃|, a auto-energia cruzada

resulta em (10):

Σll̃(ε
+) =

π

i

|ε|3
t2
|Vl|2
D2

(e∓iK+·(Rl−Rl̃) + e∓iK−·(Rl−Rl̃))H
(1)
0 (

ε|d|
~vF

). (5.26)

5.1.3 Parâmetro de Fano e oscilações de Friedel

O Parâmetro de Fano e as oscilações de Friedel foram de�nidas no Capítulo 4

como

qjr =
1

πV2D0

ReΣjr(dj), (5.27)

e

Fjr = − 1

πV2D0

ImΣjr(dj), (5.28)

onde Σjr(dj) é a expressão da auto-energia dada na Eq. (5.26) a menos dos índices

l e l̃ que foram trocados por j e r. A dependência em r aparece justamente porque

o fator de Fano e as oscilações de Friedel de�nem padrões de interferência e de

espalhamento de elétrons dada por cada impureza em função da posição da ponta

de STM. Então, para obter esses parâmetros, basta trocar o vetor Rl̃ pelo vetor

R que de�ne a posição da ponta em relação a impureza j. Assim,

qjr =
1

D0

|ε|3
t2D2

(e∓iK+·(R−Rj) + e∓iK−·(R−Rj))Y
(1)

0 (
ε

~vF
|R−Rj|) (5.29)

e

Fjr =
1

D0

|ε|3
t2D2

(e∓iK+·(R−Rj) + e∓iK−·(R−Rj))J
(1)
0 (

ε

~vF
|R−Rj|), (5.30)
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onde dj = |R−Rj|.
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Capı́tulo 6
Resultados e discussões

Por meio do sistema de equações obtido no capítulo anterior, foram investiga-

dos os efeitos de um par de impurezas correlacionadas na LDOS do grafeno. A

aproximação utilizada é válida para T � TK e dentro de uma região de tempera-

tura onde seguramente de�ne-se a função degrau na Eq. 4.6 para a distribuição

de Fermi Dirac nF (E). Essas hipóteses já foram consideradas anteriormente na

Ref. (34). Um parâmetro relevante do modelo que afeta fortemente os padrões

de batimentos em torno dos pontos de Dirac é a velocidade de Fermi, vF = 3
2
a0t
~

(2, 3). Para uma folha individual de grafeno no vácuo ela é aproximadamente igual

à c/300, onde c denota a velocidade da luz. Note, entretanto, que recentemente

foi proposto que a velocidade de Fermi pode ser alterada experimentalmente de-

positanto a folha de grafeno em substratos com diferentes constantes dielétricas

(35). Tal mudança afeta a posição energética dos batimentos presentes na LDOS

em relação ao ponto de Dirac. A diminuição da velocidade de Fermi aproxima

as oscilações do nível de Fermi, fazendo com que estes efeitos estejam dentro do

regime de dispersão linear do grafeno. Para vF > c
1200

, as oscilações foram ob-

servadas fora do regime de dispersão linear. Nesse último regime, os resultados

possuem apenas signi�cado matemático e invalidaria todos os efeitos físicos discu-

tidos neste capítulo. Dessa forma, nos cálculos foram adotados V = t = 0.1D (isso

corresponde à vF ∼ c
1200

), E1dσ = E2dσ = Edσ = −0.09D, e U1 = U2 = U = 0.18D

sendo D = 7 eV a largura da banda do grafeno (13, 14), R1 = 0 e R2 = d para

de�nir o deslocamento da segunda impureza com respeito a primeira utilizando o
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parâmetro d =
√

3maey e d = 3maex para as direções zigzag e armchair, respec-

tivamente, com m = 1, 2, 3, . . . sendo apenas números inteiros. Nesse caso, para

o deslocamento da ponta do STM ao longo da direção armchair, foi encontrado

rA = (1 + 3p)aex para os sítios da sub-rede A e rB = (2 + 3p)aex para aqueles da

sub-rede B. Uma análise similar para a direção zigzag leva à rA =
√

3
2

(1+2p)aey e

rB =
√

3
2

(2p)aey para as sub-redes A e B, na devida ordem. Em ambas as direções,

de�niu-se o índice p = 0, 1, 2, . . . . Foi observado que impondo a restrição m = 2p

para p � 1, a presença de duas impurezas extremamente distantes ainda afeta a

LDOS originando uma estrutura de multiníveis anisotrópicos e padrões de bati-

mentos. Nas seguintes análises, foi empregado o valor de p = 35. Tal escolha leva

a |d| ∼ 294 Å, |rA| ∼ 148 Å, |rB| ∼ 150 Å e |d| ∼ 167 Å, |rA| ∼ 60 Å, |rB| ∼ 59.5

Å para as direções armchair e zigzag, respectivamente.
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Figura 6.1: LDOS(rA) em função da energia para a direção armchair, na sub-rede

A. A reta trasejada em verde e a curva sólida vermelha representam, respectivamente,

a densidade de estados do grafeno puro e na presença das impurezas. As impurezas

adsorvidas no grafeno originam uma estrutura multiníveis descrita pelas oscilações

presentes nas extremidades das retas. Em torno de E ∼ −0.03D (não mostrada) e

E ∼ 0.03D (veja o inset), observa-se duas ressonâncias Fano devido a presença das

impurezas e são chamados de picos de Hubbard.

A primeira quantidade física explorada no sistema �grafeno+impurezas� é a
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LDOS(rA) em função da energia. A curva trasejada em verde mostrada na Fig.

6.1 descreve a LDOS do grafeno puro dado por D0 = |E|
D2 . Essa densidade de

estados linear é válida no limite de baixas energias. Ao adsorvermos as impurezas

no grafeno, o termo ∆LDOS(rA) é somada na densidade D0. Tal densidade é

descrita pela curva sólida em vermelho na Fig. 6.1. Dessa forma, observa-se a

emergência de dois picos de Hubbard na LDOS(rA) em torno de E ∼ −0.03D

(não mostrado) e E ∼ 0.03D (inset da Fig. 6.1). Essas ressonâncias representam

os estados Edσ e Edσ + U das impurezas. Também foram observados ondulações

na LDOS(rA) com o aumento da energia. Estas demarcam o surgimento de uma

estrutura multiníveis que será explorada na Fig. 6.2. Os grá�cos da LDOS(rs)

para as demais direções e sub-redes são muito idênticas e não serão mostrados

neste trabalho.

A Fig. 6.2 mostra o comportamento da LDOS(rA) = D0 + ∆LDOS(rA) para

a direção armchair em função da energia E na sub-rede A. Acima e abaixo (não

mostrado) de K± (nível de Fermi), a LDOS total apresenta oscilações dadas pela

curva em vermelho em torno da LDOS do grafeno puro, representada pela linha

pontilhada verde, veja Fig. 6.2. As oscilações representam a formação de uma

estrutura multiníveis, isto é, elas descrevem a formação de estados discretos devido

a interferência Fano construtiva assistida pelas duas impurezas nesse intervalo de

energia. Note ainda que essas oscilações possuem amplitudes pouco acentuadas. O

amortecimento das oscilações na LDOS ocorre devido às oscilações de Friedel. O

fato do STM estar afastado lateralmente das impurezas 1 e 2 in�uencia diretamente

no sinal que a ponta detecta, sendo esse amortecido pelos efeitos de espalhamento.

Também foi detectada a formação da estrutura multiníveis na sub-rede B da dire-

ção armchair, bem como nas sub-redes A e B da direção zigzag. Tais grá�cos são

muito similares ao apresentado na Fig. 6.2 e não estão presentes no trabalho.

Os ruídos dentro dos dados experimentais para a condutância diferencial re-

latados para o grafeno epitaxial com defeitos atômicos, é reconhecido como uma

estrutura de multiníveis obtidas teoricamente neste trabalho (veja os painéis (j)

até (m) da Fig. 3 na Ref. (36)). No que diz respeito à con�guração da Fig.6.1, o

comportamento multiníveis é originado pela interferência Fano assistida pelo par

de impurezas, sendo essa obtida pela LDOS(rs) e a Eq. (4.23).

Então, subtraindo a contribuição de fundo D0 da LDOS(rA), os padrões de
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Figura 6.2: LDOS(rA) em função da energia para a direção armchair. As curvas

em verde e vermelho representam, na sua devida order, a LDOS(rA) do grafeno

puro e com impurezas. As oscilações presentes na curva em vermelho representam a

emergência de uma estrutura de multiníveis.

batimentos compostos por pacotes de ondas são revelados na ∆LDOS(rA) como

mostrados na Fig. 6.3(a) para a direção armchair. Para a sub-redeB, os padrões de

batimentos da ∆LDOS(rB) sempre exibem uma amplitude mais pronunciada como

a mostrada na Fig. 6.3(b). Apesar da amplitude moderada dentro da ∆LDOS(rs)

revelada pelas simulações, é importante enfatizar que a condutância diferencial

∆G ∼ 2 e
2

h
Γtip∆LDOS(rs) (14) é de fato a quantidade medida pela sonda STM,

onde Γtip é o acoplamento grafeno-ponta. Ao mover verticalmente a ponta para a

folha de grafeno, tal acoplamento aumenta e intensi�ca o sinal, permitindo então a

detecção experimental. Além disso, a magnitude não pronunciada na LDOS rela-

tada no trabalho certi�ca a assinatura da perturbação de longa distância, induzida

43



pelos defeitos como observado anteriormente em um sistema similar composto por

gra�te e moléculas adsorvidas (37).
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Figura 6.3: Padrões de batimentos na LDOS correspondente ao posicionamento

das impurezas localizadas na direção armchair para as sub-redes A (painel (a)) e

B (painel (b)). Os picos de Hubbard são representados pelas ressonâncias Fano

localizados em torno de Edσ e Edσ + U.

Em ambas sub-redes consideradas na Fig. 6.1, os estados localizados E1dσ =

E2dσ = −0.09D são caracterizados pelo comportamento Fano, isto é, uma resso-

nância em torno dos níveis das impurezas. Notavelmente, a posição dos níveis

localizados são renormalizados e são dados por Ẽ1dσ = Ẽ2dσ = −0.03D devido ao

deslocamento anômalo E3

t2
dentro de Σ11(22)(d) (14). Para a direção zigzag, embora

a estrutura de multiníveis seja claramente observada, os padrões de batimentos

estão ausentes na ∆LDOS(rs), veja Figs. 6.4(a)e (b). Tais observações sugerem

que a formação de batimentos na ∆LDOS(rs) do grafeno é altamente anisotró-

pica. Esses fenômenos surgem da interação entre o alargamento anômalo |E|
3

t2
da

∆LDOS(rs) e das oscilações dentro de qjr e Fjr, providos pelos efeitos Fano e

Friedel, respectivamente, que são ampli�cados por esse alargamento.

É importante enfatizar a existência de uma segunda ressonância nas Figs. 6.3

e Figs. 6.4 em torno da energia Edσ + U renormalizada (Edσ + U=0.03D). Tal res-

sonância aparece devido à repulsão Coulombiana �nita (U = 0.18D) entre elétrons

de spins contrários, introduzida no modelo pelo terceiro termo do lado direito da

Eq. 3.1. Note ainda que os parâmetros do sistema satisfazem o regime Anderson

44



simétrico obtido quando a igualdade 2Edσ + U = 0. Neste regime as posições e

as amplitudes dos picos Edσ e Edσ + U devem ser simétricos em relação ao nível

de Fermi. Todavia, as Figs. 6.3 e Figs. 6.4 mostram que a simetria em relação

à EF existe apenas em relação a posição energética dos picos, pois a ressonância

em Edσ é muito mais acentuada que em Edσ + U. Essa assimetria nas amplitudes

das ressonâncias são originadas pelas oscilações presentes na ∆LDOS. Ao ana-

lisar separadamente as oscilações presentes nas auto-energias, no parâmetro de

Fano e nas oscilações de Friedel, nota-se que elas estão defazadas de π quando

observadas na banda de valência em relação a banda de condução. Logo, pode-se

a�rmar que a interferência Fano e as oscilações de Friedel ampli�cam e achatam,

respectivamente, os estados ressonates Edσ e Edσ + U.
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Figura 6.4: (a) ∆LDOS em função da energia para as impurezas localizadas na

sub-rede A da geometria zigzag (painel (a)) e B (painel (b)). Note que embora a

estrutura de multiníveis é observada claramente, os batimentos estão ausentes.

Além disso, no domínio de grande separação entre as impurezas como foi consi-

derado (m = 2p e p� 1), o amortecimento natural das oscilações de Friedel preva-

lece na LDOS e os termos diretos ∆LDOSjj(rs) superam os cruzados ∆LDOS(rs)jl

quando j 6= l na Eq. (4.22), resultando em uma ∆LDOS(rs) diretamente deter-

minada pela expressão Fano da Eq. (4.23). Assim, dependendo da direção no

grafeno, as funções de ondas eletrônicas podem levar a padrões de batimentos e à

estrutura de multiníveis, como consequência da interferência entre ∆LDOS11(rs)
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e ∆LDOS22(rs).
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Capı́tulo 7
Conclusões

Neste trabalho foi realizado um estudo teórico da densidade de estados do

grafeno na presença de duas impurezas adsorvidas no centro da célula hexagonal

e afastadas lateralmente nas direções armchair e zigzag.

Como primeiro resultado foi mostrado que as impurezas estão correlacionadas

mesmo estando separadas por grandes distâncias. Tal correlação de longo alcance

surge pelo fato das impurezas estarem adsorvidas no centro da célula hexagonal.

Essa geometria de adsorção faz com que as impurezas sintam o grafeno de forma

diferente da ponta de STM, uma vez que foi mostrado nas Refs. (14) e (32) que

a densidade de estados do grafeno no centro da célula hexagonal é proporcional

ao módulo ao cubo da energia. Esta dependência cúbica aparece explicitamente

nas auto-energias mostradas nas Eqs. (5.6) e (5.26), permitindo assim que as

impurezas se correlacionem via banda no limite de grande distâncias.

Dada a correlação de longo alcance entre as impurezas, uma estrutura multiní-

veis emerge na LDOS. Este efeito surge graças as ondas espalhadas pelas impurezas

na superfície do material hospedeiro. Logo, a estrutura multiníveis é formada pela

interferência Fano construtiva entre estas ondas e amortecida pelos efeitos de es-

palhamento predito pelas oscilações de Friedel.

Um segundo efeito detectado pela ponta do STM foi a formação de batimentos

quânticos na LDOS em função da energia. Tais batimentos são originados pela

interferência entre as ondas espalhadas pelas impurezas e detectados na direção

armchair. Mesmo as oscilações estando presente na ∆LDOS para a direção zigzag,
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não foi detectada a formação de uma estrutura de batimentos.

Os resultados presentes neste trabalho se demonstraram fortemente depen-

dentes da velocidade de Fermi do grafeno. Esta quantidade modi�ca a posição

energética da estrutura multiníveis e dos padrões de batimentos em relação ao

ponto de Dirac. Logo, pode-se esperar o surgimento de novos efeitos no grafeno

modi�cando a velocidade de Fermi e a geometria de adsorção das impurezas (veja

a Ref. (39)).

Em síntese, foi proposto uma con�guração experimental baseada em uma mo-

nocamada de grafeno, na qual podem ser detectadas a correlação de longo alcance

entre impurezas distantes. Também foi previsto que a interação entre os termos de

Fano e Friedel próximos aos pontos de Dirac levam a uma estrutura de multiníveis

e a padrões de batimentos anisotrópicos na LDOS que podem ser detectados por

medidas de STM.

Como resultado dessa dissertação, publiquei o trabalho da Ref. (38). Depois,

contribui diretamente com os trabalhos das Refs. (32) e (39) (veja o Apêndice B).

48



Referências

[1] K. S. Novoselov, Rev. Mod. Phys. 83, 837 (2011). 1

[2] N. M. R. Peres, Rev. Mod. Phys. 82, 2673 (2010). 1, 40

[3] A. H. Castro Neto et al., Mod. Phys. 81, 109 (2009). 1, 5, 10, 13, 40

[4] S. Katayama et al., J. Phys. Soc. Jpn. 75, 054705 (2006). 1

[5] M. Z. Hasan and C. L. Kane, Rev. Mod. Phys. 82, 3045 (2010). 1

[6] T. Eelbo et al., Rev. B 87, 205443 (2013). 1

[7] T. Eelbo et al., Rev. Lett. 110, 136804 (2013). 1

[8] X. Liu et al., Rev. B 83, 235411 (2011). 1

[9] M. Ternes, A. J. Heinrich, and W.-D. Schneider, J. Phys.: Condens. Matter

21, 053001 (2009). 1

[10] A. Bácsi, and A. Virosztek, Phys. Rev. B 82, 193405 (2010). 1, 28, 38

[11] C. Bena, Phys. Rev. B 79, 125427 (2009). 1

[12] P. W. Anderson, Phys. Rev. 124, 41 (1961). 2, 14

[13] B. Uchoa et al., Phys. Rev. Lett. 101, 026805 (2008). 2, 24, 32, 40

[14] B. Uchoa et al., Phys. Rev. Lett. 103, 206804 (2009). 2, 24, 27, 40, 43, 44, 47

49



REFERÊNCIAS

[15] Z. G. Zhu, and J. Berakdar, Phys. Rev. B 84, 165105 (2011). 2

[16] B. Uchoa, T. G. Rappoport, and A. H. Castro Neto, Phys. Rev. Lett. 106,

016801 (2011). 2

[17] L. Lin et al., New J. Phys. 15, 053018 (2013). 2

[18] M. Sherafati, and S. Satpathy, Phys. Rev. B 83, 165425 (2011). 3

[19] F. Parhizgar et al., Rev. B 87, 125402 (2013). 3

[20] P. D. Gorman et al., Rev. B 88, 085405 (2013). 3

[21] E. Kogan, Phys. Rev. B 84, 115119 (2013). 3

[22] N. W. Ashcroft and N. D. Mermin, Solid state physics (Rinehart and Winston,

New York, 1976). 6, 7

[23] P. Phillips, Advanced Solid State Physics, second edition (Cambridge Univer-

sity Press, 2012). 15, 16, 17, 18

[24] J. R. Schrie�er and P. A. Wol�, Phys. Rev. 149,2 (1966). 18

[25] A. E. Miroshnichenko, S. Flach, and Y. S. Kivshar, Rev. Mod. Phys. 82,2257

(2010). 20, 28

[26] J. Hubbard, Proc. R. Soc. Lond. A, 281, 401 (1964). 23, 24

[27] H. Haug, and A. P. Jauho, Quantum Kinetics in Transport and Optics of

Semiconductors, Springer series in Solid-State Sciences 123 (Springer, New

York, 1996). 23, 24

[28] H. Bruus and K. Flensberg, Many-Body Quantum Theory in Condensed Mat-

ter Physics, Oxford University Press (2012). 23, 24

[29] H. J. Weber and G. B. Arfken, Essential Mathematical Methods for Physicists

(Academic Press, San Diego, 2003). 28, 33

[30] C.-Y. Lin, A. H. Castro Neto, and B. A. Jones, Phys. Rev. Lett. 97, 156102

(2006). 29

50



REFERÊNCIAS

[31] B. Uchoa et al., New J. Phys. 16, 013045 (2014). 32

[32] L. H. Guessi et al., Phys. Rev. B 92, 045409 (2015). 32, 47, 48

[33] G. N. Watson, A Treatise on the Theory of Bessel Functions, second edition

(Cambridge, 1966). 35

[34] A. C. Seridonio et al., Rev. B 88, 195122 (2013). 40

[35] C. Hwang et al., Sci. Rep. 2, 590 (2012); D. A. Siegel et al., Phys. Rev. Lett.

110, 146802 (2013). 40

[36] G. M. Rutter et al. Science 317, 219 (2007). 42

[37] H. A. Mizes and J. S. Foster, Science 244, 599 (1989). 44

[38] A. C. Seridonio et al., EPL 108, 47006 (2014). 48

[39] L. H. Guessi et al., Phys. Rev. B 92, 245107 (2015). 48

51



Apêndice A
O método da Equação de Movimento

(EOM)

Com o intuito de detalhar o método da Equação de Movimento apresentado

inicialmente no Capítulo 4, por simplicidade, nós de�nimos uma função de Green

retardada genérica expressada por

GσAB(t, 0) = − i
~
θ(t)Z−1

∑
n

e−βEn 〈n|
[
A(t),B†(0)

]
+
|n〉 , (A.1)

onde A(t) e B†(0) são operadores fermiônicos de criação e aniquilação de elétrons

dependentes do tempo, respectivamente. Basicamente, o método pode ser resu-

mido em dois passos: i) inicialmente nós evoluímos a função de Green no tempo,

isto é, a derivada temporal da Eq. A.1 é tomada; e ii) tomamos a transformada

de Fourier do resultado obtido no primeiro processo.

Dessa forma, derivando a Eq. A.1 no tempo, nós obtemos

∂

∂t
GσAB(t, 0) = − i

~
δ(t)Z−1

∑
n

e−βEn 〈n|
[
A(t),B†(0)

]
+
|n〉

− i
~
θ(t)Z−1

∑
n

e−βEn 〈n|
[
∂

∂t
A(t),B†(0)

]
+

|n〉 , (A.2)

52



onde ∂
∂t
θ(t) = δ(t) e

∂

∂t
A (t) = − i

~
[A(t),H]+ (A.3)

dado pela equação de movimento de Heisenberg, sendo [A(t),H]+ o anticomutador

de A e H, onde o último é o Hamiltoniano do sistema.

Logo, substituindo a Eq. A.3 na Eq. A.2, nós obtemos

∂

∂t
GσAB(t, 0) = − i

~
δ(t)Z−1

∑
n

e−βEn 〈n|
[
A(t),B†(0)

]
+
|n〉

− i
~
Gσ[A,H]+B(t, 0) (A.4)

com Gσ[A,H]+B = − i
~θ(t)Z

−1
∑

n e
−βEn 〈n|

[
[A(t),H]+ ,B

†(0)
]

+
|n〉 .Após evoluirmos

a função de Green no tempo, a transformada de Fourier de�nidas pelas seguintes

equações:

Gσ[A,H]+B(ε) =

ˆ
dtGσ[A,H]+B(t)e

i
~ ε

+t (A.5)

e ˆ
dt
∂

∂t
Gσ[A,H]+B(t)e

i
~ ε

+t = − i
~
ε+Gσ[A,H]+B(ε+), (A.6)

sendo ε+ = ε+iη e η → 0+ são aplicadas na Eq. A.4. Com essas duas propriedades

acima, nós obtemos a função de Green retardada no domínio das energias dada

por

(ε+ iη)GσAB(ε) =
〈[

A(t),B†(0)
]

+

〉
+ Gσ[A,H]+B(ε), (A.7)

que depende da nova função de Green Gσ[A,H]+B(ε). Assim, dada a relação de

anticomutação, novas funções de Green irão surgir, de modo que, esse sistema de

equações possuirá solução exata para sistemas físicos sem interação de Coulomb.

Na presença da repulsão coulombiana, uma aproximação deve ser utilizada para

que o sistema de funções de Green possa ser fechado.
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Apêndice B
Publicações
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