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RESUMO

Neste trabalho estudamos uma construcédo dos polindbmios ortogonais usando uma
abordagem matricial. Para isto, consideramos algumas propriedades de uma de-
terminada classe de matrizes infinitas que possuem papel importante na determi-
nacao e representacao de certas sequéncias polinomiais. Tais propriedades permi-
tem a obtencao de alguns resultados classicos da teoria de polindmios ortogonais.
Usando a mesma abordagem, discutimos algumas caracterizagées dos polinbmios

ortogonais classicos.

Palavras-chave: Polinbmios Ortogonais. Caracterizagao dos Polinbmios Ortogonais

Classicos. Matrizes de Hessenberg Infinitas. Sequéncias Polinomiais.



ABSTRACT

In this work we study a construction of orthogonal polynomials using a matrix ap-
proach. For this purpose, we consider properties of a certain class of infinite ma-
trices that play an important role in determination and representation of some poly-
nomial sequences. These properties are useful to obtain some classical results in
the theory of orthogonal polynomials. Using the same approach, we discuss some

characterizations of classical orthogonal polynomials.

Keywords: Orthogonal Polynomials. Characterization of Classical Orthogonal Poly-

nomials. Infinite Hessenberg Matrices. Polynomial Sequences.
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Lista de simbolos dividida em alfabeto romano e alfabeto grego.

Alfabeto Romano
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matriz infinita do tipo m-Hessenberg inferior

dada por DAD, é a matriz associada a sequéncia de polindmios monicos

’ 00 , . . A . PPN
{P,.1/(n+1)}22,, onde A é a matriz associada a uma sequéncia de polino-
mios monicos {P,}>°

matriz finita k x k dada por Ay = [a;;],onde 0 < j<k—-1e0<i<k-1
DA®DD para k > 2, onde AV = A

matriz diagonal de indice 1 com entradas d;;_; = j para j > 1

matriz diagonal de indice —1 com entradas ch_Lj =1/j para j > 1
funcional de momentos

conjunto das matrizes A € L tais que ind(A) =0e a;; # 0 para todo j > 0
matriz identidade infinita

menor inteiro m tal que A € £ possui pelo menos uma entrada nao-nula em
sua m-ésima diagonal

matriz diagonal de indice 0 que possui a entrada na posigao (0,0) igual a 0
e a entrada na posicao (j,7) igual a 1 para j > 1.

conjunto das matrizes infinitas do tipo m-Hessenberg inferior
matriz de polindmios ortogonais; veja Definicao 4.3

conjunto dos niimeros naturais

sequéncia polinomial onde P, ¢ de grau exatamente n € N
elemento monico de £ de indice —1

conjunto dos niimeros reais

conjunto das matrizes (—1,1)-banda que possuem todas as entradas nas
diagonais —1 e 1 nao-nulas

aplicagao dada por Th(Z) = A" 'ZA para Z € L, onde A € G
AAT

circunferéncia unitaria T = {z = ¢ : 0 < 0 < 27}

matriz diagonal de indice —1 com entradas ;1 = 1 para j > 0
xT

conjunto dos niimeros inteiros



Alfabeto Grego
Om.n delta de Kronecker

{n}e, sequéncia de momentos
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1 Introducao

A teoria dos polinémios ortogonais possui diversas aplicacoes e contribui¢oes em
diferentes areas da matematica e da fisica. Tais polindmios foram largamente estudados
desde o século XIX e apresentam intimeras propriedades interessantes que permitiram
o desenvolvimento de notaveis ferramentas matemaéticas, tais como as formulas de
quadratura gaussianas (veja [5]).

Uma das propriedades mais importantes dos polinébmios ortogonais consiste no fato
de que eles satisfazem uma relagdo de recorréncia de trés termos. Se {P,}7°, ¢ uma
sequéncia de polindmios ortogonais monicos, entao existem constantes 3, e «,, # 0 tais
que

an P 1(x) + BpPo(x) + Poya(x) = zP,(z), n>1,

onde Py(z) =1e Pi(x) =z — .

Os chamados polinémios ortogonais classicos (Jacobi, Laguerre, Hermite e Bessel)
compoem os exemplos mais importantes no estudo dos polindmios ortogonais, pois
possuem varias caracterizacoes em comum que os destacam dos demais polinomios
ortogonais. Estas familias de polindémios ortogonais foram amplamente estudadas a
partir do uso de diferentes abordagens.

A primeira destas abordagens foi introduzida em 1929 por S. Bochner [4] e utiliza
a teoria de operadores diferenciais. Bochner classificou todos os polinémios ortogonais
classicos como sendo solucoes de uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem
com coeficientes polinomiais.

Mais recentemente, alguns autores estudaram os polindmios ortogonais classicos
usando uma abordagem funcional, isto é, obtiveram caracterizacoes ja conhecidas na
literatura usando a teoria de funcionais lineares. Veja por exemplo Marcellan, Bran-
quinho e Petronilho [16] e Maroni |17].

Em 2013, L. Verde-Star |21] introduziu uma nova abordagem para o estudo dos
polindmios ortogonais utilizando matrizes infinitas, que é estudada nesta dissertacao.
Dada uma sequéncia de polindmios ménicos { P, }°2°,, onde

n
P.(z) = Zan’jxj, com  ap, =1,
j=0
constroi-se a matriz infinita A com entradas a, ; para 0 < j < n, n > 0, e entradas
nulas caso contrario. Deste modo,

10 0 0 ...]
aro 1 0 O

A= |ao az; 1 0
asog azy1 azz 1
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Observe que A é uma matriz triangular inferior infinita cujas entradas na n-ésima
linha s@o os coeficientes de P, (z). Estas matrizes possuem propriedades béasicas que
permitem a obtencao de varios resultados classicos da teoria dos polindmios ortogonais
e algumas caracterizacoes dos polindmios ortogonais classicos.

Este trabalho tem por objetivo, portanto, estudar esta nova abordagem para a
construcao dos polinémios ortogonais.

Os resultados estudados neste trabalho estao divididos em 3 capitulos.

No Capitulo 2 introduzimos conceitos e resultados preliminares da teoria dos po-
linbmios ortogonais na reta real utilizando uma abordagem tradicional. Em seguida
sao apresentadas algumas caracterizagoes dos polindmios ortogonais classicos. Estes
resultados sao necessarios para o bom entendimento deste trabalho.

No Capitulo 3 estudamos definicoes e propriedades de matrizes infinitas do tipo
Hessenberg inferior que serao tteis na determinagao e representacao de sequéncias
polinomiais no capitulo posterior.

Finalmente, no Capitulo 4 deste trabalho apresentamos uma correspondéncia entre
sequéncias polinomiais e matrizes infinitas do tipo Hessenberg inferior. Na Secao 4.1
estabelecemos algumas propriedades destas sequéncias polinomiais tais como uma re-
lagao de recorréncia e matrizes companheiras. Na Secao 4.2 estudamos sequéncias de
polindmios ortogonais e apresentamos alguns resultados classicos. Na Sec¢ao 4.3 defini-
mos uma matriz de polindmios ortogonais classica e estudamos algumas caracterizagoes
dos polindmios ortogonais classicos.



2 Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns resultados que sao necessarios para a compre-
ensao deste trabalho.

2.1 Polinémios Ortogonais na Reta Real

Nesta se¢ao apresentamos resultados sobre polinomios ortogonais na reta real se-
guindo uma abordagem tradicional, normalmente utilizada na literatura. Tais resulta-
dos podem ser encontrados em Chihara [5]. Nos textos de Ismail [11] e de Szegé [19]
também encontramos mais detalhes.

Definigao 2.1. Sejam {p, }32, uma sequéncia de nimeros complexos e F um funcional
linear definido, sobre o espaco dos polindmios com coeficientes complexos, por

F(z™) = ptn, n=0,1,2,....

Dizemos que F ¢ um funcional de momentos associado a sequéncia de momentos
{pn}sey. A constante p, é denominada momento de ordem n.

Consideramos { P, }°°, como sendo uma sequéncia infinita de polinémios de uma
variavel com P, de grau exatamente n € N. Dizemos que {P,}>°, ¢ uma sequéncia de
polinémios ménicos se paran =0,1,2,..., o coeficiente do termo de maior grau de P,
é igual a 1.

A seguir, definimos a ortogonalidade de uma sequéncia de polin6mios com respeito
a um funcional de momentos.

Definicao 2.2. Dizemos que a sequéncia de polinomios {P,}2,, com P, de grau
exatamente n, € ortogonal com respeito a um funcional de momentos F se

F(Pp(x)Po()) = Y0mmn, m,n €N, (2.1)

onde v, # 0 € 0y € 0 delta de Kronecker, isto €, 0y, =0 sem #n € 0y = 1 se
m=n.

O proximo resultado estabelece relagoes de ortogonalidade equivalentes & (2.1).

Teorema 2.1. Sejam {P,})°, uma sequéncia de polindmios e F um funcional de
momentos. Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) {P,}5%, € ortogonal com respeito a F;

11
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. 0, para todo polinémio m de grau m <n — 1,
(i1) F(r(z)Pale) =4 nom _
Yn # 0,  para todo polinémio 7 de grau n;
0, se 0<m<n—1,
I # 0, se m=n.

(11i) F(z™P,(z)) = {

Demonstracao. (i) = (ii) Como P, é de grau exatamente n, é facil ver que { P, P, . . .,
P,,} & uma base para o espago dos polindmios de grau no maximo m. Entdo, existem
constantes ¢y, ¢y, ..., Cy, tais que

m(x) = chPj(x), onde ¢, # 0.
=0

Assim,
m

c; F(Pj(x)Py(x)) =0, se m<n-—1,
Fla(a)Py(a)) — JZO (Pj(z)Po(x))

enF (P (x)) # 0, se m = n.
A prova de que (i7) = (iii) ¢ imediata.

(iid) = (i) Seja Pr() = Y270 G g7, €OM Gy 7 0.
Se m <n — 1, entao

m

F(Pu(2)Pa()) =D ap j F(2? Py(x)) = 0.

J=0

O caso m > n é anélogo. Se m = n, entao
F(P2(2)) =) an;F () Po()) = annin # 0.
=0

]

A fim de estudar a existéncia de uma sequéncia de polinémios ortogonais dado um
funcional de momentos, definimos os determinantes a seguir.

Definicao 2.3. Seja {1, }22, uma sequéncia de momentos. Os determinantes definidos
por

fo M1 e fin
Hn: lfl 11:2 ﬂn.—’_l ) TLZO,
Hn Hpyr .- H2n

sao chamados de determinantes de Hankel.

Teorema 2.2. Seja F um funcional de momentos associado a sequéncia de momentos
{n}22y. Uma condi¢io necessdria e suficiente para a ezisténcia de uma sequéncia de
polindmios ortogonais com respeito a F € que

H,#0, n=01,2....

Neste caso, dizemos que o funcional de momentos F ¢ semi-definido.
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Dizemos que um funcional de momentos F ¢ positivo-definido se F(7(z)) > 0, para
todo polindémio 7(x) nao identicamente nulo satisfazendo 7(z) > 0, para todo = € R.
Sabe-se que um funcional de momentos F é positivo-definido se, e somente se, seus
momentos sao todos reais e H,, > 0 paran =0,1,2,....

Uma propriedade importante dos polinémios ortogonais é o fato de que eles satis-
fazem uma relacao de recorréncia de trés termos.

Teorema 2.3. Se {P,}22, € uma sequéncia de polindmios ortogonais monicos com res-
peito a um funcional de momentos semi-definido F, entao eles satisfazem uma rela¢ao
de recorréncia do tipo

Pn+1(l') = (CC - 5n+1)Pn(x> - anJranfl(x)a n Z O; (22)
onde P_1(x) =0, Py(z) =1, B, e ay, sao constantes com o, # 0 dadas por

F(P(x))

FaPiy@)
F(P2 (1)) =1

SRR ) T

Qpy1 =

A reciproca desse Teorema é verdadeira e é conhecida como Teorema de Favard.

y o0 o0 a 3 . L. .
Teorema 2.4 (Favard). Sejam {3,}°°, e {a,}22, sequéncias arbitrdrias de nimeros
complexos tais que o, # 0, n > 1. Considere a sequéncia de polindmios monicos
{P.}>2, satisfazendo a relagao de recorréncia de trés termos

Pn+1($) = ($ - ﬁn‘l‘l)Pn(x) - an-l-lpn—l(x)? n 2 07

com P_1(z) =0 e Py(x) = 1.
Entao, existe um unico funcional de momentos semi-definido F tal que

F(l)=a1, F(Pu(z)P,(x))=0 se m#n, m,néeN.
Além disso, F € positivo-definido se, e somente se, B, € R e a,, >0, n > 1.

Outro aspecto interessante dos polinémios ortogonais é referente aos seus zeros.
Seja { P, }22 , uma sequéncia de polinémios ortogonais com respeito a um funcional de
momentos positivo-definido F. Sabe-se que todos os zeros de P, sao reais, simples e
vale a propriedade do entrelacamento, isto é, se x,1 < T, 2 < -+ < Ty, SA0 0S N ZETOS
de P, em ordem crescente e x,_11 < Tp_192 < -+ < Tp_1,-1 Sa0 0s n— 1 zeros de P,
em ordem crescente, entao

Tnj < Tn-14 < Tnj+1, j = 1, 2, oo,n—1. (23)

Defini¢ao 2.4. Seja ¢ uma funcdo real ndo-decrescente definida no intervalo [a, ]
com —o0o < a < b < +oo. Dizemos que £ € [a,b] € um ponto de aumento de ¢ se
Y(E+¢e) =€ —e) >0 para todo € > 0.

Consideramos medidas positivas ¢ (z) em [a,b] tais que seus momentos definidos
por

b
Ln :/ 2"dy(x), n=0,1,2,..., (2.4)

sao finitos. Isto &, ¢ é uma funcdo real definida em [a, b], limitada, ndo-decrescente,
com infinitos pontos de aumento, e tal que p, existe paran =0,1,2,.... Observe que
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se [a,b] é um intervalo finito, entdo os momentos definidos por (2.4) sempre existem.
Quando pg = 1, a medida é chamada de medida de probabilidade.

Se di(x) = p(x)dz, onde p é uma fungao absolutamente continua, ndo negativa e
nao identicamente nula em (a,b), p é denominada fungio peso.

Todo funcional de momentos positivo-definido F pode ser representado por uma
integral de Stieltjes associada a uma medida positiva di, isto é,

f@u»zfp@mwm,

R

onde p é um polindémio com coeficientes complexos. Assim, se { P, }°°, é uma sequéncia
de polinémios ortogonais com respeito ao funcional de momentos positivo-definido F,
dizemos que {P,}°, ¢ uma sequéncia de polinémios ortogonais com respeito a medida
positiva di.

2.2 Polindmios Ortogonais Classicos

Aqui apresentamos alguns resultados sobre caracterizacdes dos polindmios ortogo-
nais classicos que podem ser encontrados em Chihara [5], Alvarez-Nodarse [2, 3| e
Kwon, Lee e Yoo [14].

Os polinémios ortogonais de Jacobi, de Laguerre, de Hermite e de Bessel sao conhe-
cidos como polinémios ortogonais classicos. Eles sao considerados os exemplos mais
importantes no estudo dos polind6mios ortogonais, pois possuem varias caracterizagoes
em comum que os destacam dos demais polind6mios ortogonais.

Em 1929, S. Bochner [4] classificou todos os polinémios ortogonais classicos como
sendo solucoes de uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem com coeficientes
polinomiais.

Teorema 2.5 (Bochner). Uma sequéncia de polindmios ortogonais { P,}°2, € cldssica,
se, e somente se, dado n > 0, P, satisfaz a equacdo diferencial ordindria de sequnda
ordem com coeficientes polinomiais

o(2)y" () + 7(2)y () + Ay (z) = 0, (2.5)

onde o é um polinémio de grau no mdximo 2, T € um polindmio de grau 1, ambos nao
dependem de n, e N\, € uma constante que nao depende de x.

Bochner mostrou que os tinicos polindmios ortogonais que satisfazem (2.5) sao
1. Os polinémios de Jacobi {PT(LO"B) o0 o que satisfazem

(1-2%)y

com a, > —1;

"

(@) +[8—a—(a+B+2) 2]y (@) +nn+a+f+1)yz)=0,

2. Os polinomios de Laguerre {Lﬁla)}zozo que satisfazem
vy’ (2) + (a+1—2)y (2) + ny(z) =0,

com a > —1;



Polinémios Ortogonais Classicos 15

3. Os polinomios de Hermite {H,}3°, que satisfazem

1

y' () = 2y () + 2ny(x) = 0;
4. Os polinomios de Bessel {B,,}22, que satisfazem
22y (z) + 2z +2)y (z) —n(n+ 1) y(z) = 0.

Sabe-se que os polinomios de Bessel, diferentemente das outras trés familias de
polinémios ortogonais cléssicos, nao sao ortogonais com respeito a uma medida positiva
na reta real, isto é, eles sao ortogonais com respeito a um funcional de momentos
semi-definido. Mais precisamente, tais polinomios foram formalmente apresentados
e estudados em 1949 por Krall e Frink [12] que mostraram sua ortogonalidade com
respeito a uma fungao peso na circunferéncia unitaria T = {z = ¢ : 0 < 0 < 27}.

A mais antiga das caracterizagoes é devida a N. Sonin [18] que, em 1887, mostrou
que os tnicos polindémios ortogonais P, cujas derivadas P; também eram ortogonais,
eram os polinomios de Jacobi, de Laguerre e de Hermite.

Em 1935, W. Hahn [7] redescobriu este fato e o estendeu aos polinomios de Bessel
que nao haviam sido considerados por Sonin. Sua prova consistiu basicamente em supor
que P, e Pq; satisfazem, respectivamente, uma relacao de recorréncia de trés termos

P.(z) = (x — Bn)Pu-1(z) — 0, Prso(x)

P, (z)

n

s Poa(@) - Pis(@)
. _(x_ﬁn) n—1 — Qp n_27
e apos algumas manipulagoes, mostrar que { P, }2° , satisfaz (2.5).
Dois anos mais tarde, Hahn [8] demonstrou um resultado mais geral envolvendo as

derivadas dos polindmios ortogonais classicos.

Teorema 2.6 (Hahn). Se {P,}>°, € uma sequéncia de polinémios ortogonais tal que
para algum k € N, a sequéncia das k-ésimas derivadas {Pék)};’f:o € uma sequéncia de
polindmios ortogonais, entao {P,}>2, € cldssica.

A terceira caracterizacao foi proposta por Tricomi [20] que parcialmente demonstrou
que somente os polindomios ortogonais classicos possuem uma féormula de Rodrigues

e @), (2.6

P.(z) =

onde p é uma funcao nao-negativa em um certo intervalo, ¢ ¢ um polinémio de grau
no maximo 2 que nao depende de n e k,, € uma constante que nao depende de z.
Uma demonstracdo rigorosa deste fato so foi dada em 1969 por C. Cryer [6].
Outra caracterizacao foi dada por E. H. Hildebrandt [9] em 1931 que mostrou que
somente os polindmios ortogonais de Jacobi, de Laguerre e de Hermite sao ortogonais
com respeito a uma funcao peso p definida em (a,b) que é solu¢do da equacgao de
Pearson

lo(z)p(x)] = 7(x)p(x), (2.7)
onde o ¢ um polindmio de grau no maximo 2, 7 é um polinémio de grau 1, ambos nao
dependem de n, e valem as condigoes de contorno

o(a)p(a) = o(b)p(b) = 0.
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No caso dos polinémios de Bessel, p ¢ uma funcao peso na circunferéncia unitaria
e satisfaz (2.7) com condigoes de contorno diferentes. Veja Alvarez-Nodarse [3].
Os polinomios de Jacobi, Pﬁ“’ﬁ)(x), sdo ortogonais no intervalo (—1,1) com respeito
a fungao peso p(z) = (1 — 2)*(1 +2)?, a, B > —1, e podem ser dados pela formula de
Rodrigues
—1)" 54

Plh) () = (an! (1—2)*(1+z) dn

[(1— )t (1 +2)Pt"].

Os polindémios de Laguerre, L (x), sdo ortogonais no intervalo [0, 00) com respeito

a fungao peso p(xr) = 2% *, a > —1, e podem ser dados pela formula de Rodrigues
x~%e” d"

n!  dz"

[xa—l—ne—a:} ]

Os polinomios de Hermite, H,(x), sdo ortogonais no intervalo (—o0,00) com res-
peito & fungao peso p(x) = e, e podem ser dados pela formula de Rodrigues

n z2 dn g2
H, () = (-1)" "' [e ] .
Os polindomios de Bessel, B, (), sdo ortogonais com respeito a funcao peso p(zr) =
e~?/* na circunferéncia unitaria T, e podem ser dados pela formula de Rodrigues

mn
Bn(l') — 2—n62/xd_ [1,2n6—2/x} )
dx™
Uma outra caracterizacio foi obtida por Al-Salam e Chihara [1] que mostraram que
uma sequéncia de polinomios ortogonais { P, }52, ¢ classica se, e somente se, existem
sequéncias de nimeros complexos {a, }52, {b,}°2;, {¢,}52; e 0 um polindémio de grau
no maximo 2, tais que

/

o(z)P,(x) = anPp1(x) + b, Pp(z) + ¢, Pogi(z), n>1. (2.8)

n



3 Matrizes Infinitas do Tipo
Hessenberg Inferior

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢oes e propriedades de matrizes infinitas
do tipo Hessenberg inferior que serao usadas no decorrer do trabalho. Tais matrizes in-
finitas possuem papel importante na determinacao e representacao de certas sequéncias
polinomiais.

Os resultados apresentados sdo encontrados em Verde-Star 21, 22].

Seja A = [a;] uma matriz infinita com entradas reais da forma

Gpo Ap,1 Ao2 ao3
1o AaAix Aar2 a3
A= |Q0 Q21 Q22 a3
aszop asi dAas2 Aasgs

Dizemos que a entrada a,; estd na m-ésima diagonal de A se j —k = m. Ou seja,
se m > n, entao a m-ésima diagonal de A estd abaixo da n-ésima diagonal de A.

Definicao 3.1. Dizemos que uma matriz infinita A = [a;;] € do tipo m-Hessenberg
inferior se existe m € Z tal que a;, = 0 sempre que j — k < m.

Denotamos por £ o conjunto das matrizes infinitas do tipo m-Hessenberg inferior.

Definicao 3.2. Se m € o menor inteiro tal que A € L possui pelo menos uma entrada
nao-nula na diagonal m, dizemos que A é de indice m e escrevemos ind(A) = m.
Por definicao, o indice da matriz nula infinita € infinito.

Por exemplo, a matriz identidade infinita

100

_ o O O

010
7=10 0 1
000

¢ uma matriz de £ de indice 0.
E facil ver que £ é um espaco vetorial sobre R com as operacoes usuais de matrizes
e é fechado para multiplicacao. Sejam A, B € L tais que ind(A) = m e ind(B) = n.
Se C = AB,entao C € L, ind(C) >m+n e
Ci,k = Z aiijij, 7 — k’ Z m—+ n. (31)
j=k+n

17
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Definicao 3.3. Dizemos que uma matriz nao-nula de L € uma matriz diagonal se todas
as suas entradas nao-nulas estao em uma unica diagonal.

Consideramos G como sendo o conjunto das matrizes A € L tais que ind(A) = 0
e aj; # 0 para todo j > 0. Note que toda matriz A € G ¢é invertivel, isto é, existe
A7l € G tal que AA™' = A~'A =1, onde I € G é a matriz identidade infinita.

Lema 3.1. Seja A € L com ind(A) =m. Se B € G, entdo
ind(AB) = ind(BA) = m.

Demonstragao. Seja C' = AB, onde A € L tal que ind(A) =me B €g.
Pela formula (3.1) obtemos que os elementos da m-ésima diagonal de C' sao

Comtke = Otk ibrei, B =0,1,2,....

Como ind(A) = m, existe ko > 0 tal que anik, 5 7 0. Da definicdo de G, by # 0
para todo k > 0, 10go Cptky ko # 0. Isso mostra que ind(C) = m.
A prova de que ind(BA) = m é analoga. ]

A seguir, definimos alguns elementos de £ que serao utilizados no decorrer deste
trabalho.
Definimos X = [z;;] € £ como sendo uma matriz diagonal de indice —1 tal que

Tjj+1=1paraj>0,e X =XT. Isto ¢,

0100 0000
0010 1000

x—10001 e X—xT—1]0100 (3.2)
0000 0010

Observe que X 6 ainversa de X a direita, pois XX =1Te

0 00O
01 00
XX =J=10 010
0 001

Para m € N, é facil ver que X™ ¢é uma matriz diagonal de indice —m que possui
todas as entradas na diagonal —m iguais a 1 e X™ 6 uma matriz diagonal de indice m
que possui todas as entradas na diagonal m iguais a 1.

Seja A = [a;] uma matriz infinita qualquer. Entdo,

1,1 Q12 A13 Ai4
G271 G292 0A23 dAg4
XAX = |a31 as2 ass a3
Q41 Q42 A43 A44
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ou seja, XAX pode ser obtida deslocando-se as entradas de A uma posicao para a
esquerda e uma posicao para cima, de maneira que a linha 0 e a coluna 0 desaparecam.
Consideramos D = [d; ;] ¢ D = [d; ;] duas matrizes diagonais tais que ind(D) = 1,

~

djj—1=jparaj>1, ind(D)=—1ed;_;=1/j para j > 1. Isto &,

000 0 01 0 0
1000 00 1/2 0 ...
D=10 20 0 e D=100 0 1/3 ...|. (3.3)
00 30 00 0 0 ..
Assim, DD=1IeDD=.
E facil ver que
XD-DX=1I, XJ=X,JX=X,JD=D e DJ=D. (3.4)

Observacio 3.1. Seja A € G. Entéio, (XAX) ' = XA 'X e (DAD)"' = DA™'D.
Lema 3.2. Seja A € G. Entao, A~'JAD = D.

Demonstracao. Basta observar que

(0000 ...
* 1 0 0
AlJa=1]x 0 1 0 ,
* 0 0 1
onde * representa uma entrada qualquer. Logo, A'JAD = D. O]

Definicao 3.4. A € L ¢ uma matriz do tipo banda se existem n,m € Z com n < m,
tais que todas as entradas nao-nulas de A estao entre as diagonais n e m. Neste caso,
dizemos que A é (n,m)-banda.

E claro que se A é (n,m)-banda, entdo AT é (—m, —n)-banda.

Definicao 3.5. As matrizes de L da forma

to to1 too ... t_m 0 0 0
th to toy ... tomy tom 0 0 ... . i
T=1t &t . toms toms b 0 .| =2 X 4D X",
. . . . . . . . . k:0 k:]'
onde m € N, sao chamadas de matrizes de Toeplitz. Se t_,, # 0, entdo ind(T) = —m.

Proposicao 3.1. Seja A € L tal que ind(A) = n e AX = XA. Sen > 1, entao
A=0, esen <0, entao A € um polinomio em X de grau —n.

Demonstracao. Como XX = I, multiplicando por X a direita em ambos os lados da
equacao AX = XA, segue que A = XAX. Assim, vemos que todas as entradas em
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uma mesma diagonal de A sao iguais, isto é, A é uma matriz de Toeplitz e podemos

escrever
00

Zakpf(k, sen > 1,
k=

A - OOn —n
ZamX’“ + Za07kX'“, sen <0.
k=1 k=0

Igualando as entradas correspondentes na coluna 0 em ambos os lados da equacao
AX = XA, obtemos que a,o = 0 para todo & > 1, ou seja, se n > 1, entao A =0, e se
n < 0, segue que

A= _Zn a07ka.
k=0

O
Exemplo 3.1. Considere A € £ uma matriz de indice —2 que comuta com X. Assim,
_ao ap, aa 0 0 O
0 ap a1 as 0 0
A= 0 0 ag ap ag 0o ... :a0[+a1X_|_a2X27
0 0 0 apg ap am

onde as # 0, ¢ um polinémio em X de grau 2.

Corolario 3.1. Sejam L = B71XB, para algum B € G, e A € L tal que AL = LA.
Seind(A) =n <0, entdo A € um polindmio em L de grau —n, e se ind(A) > 1, entdo
A=0.

Demonstragio. De L = B™'XB e AL = LA, segue que (BAB™1)X = X(BAB™).
Pelo Lema 3.1, obtemos ind(BAB™') = ind(A) = n.

Assim, pela proposicdo anterior, se n > 1, entdo BAB™! = 0 dal A = 0, e se
n < 0, entao BAB™' = g(X) onde g(X) é um polindomio de grau —n. Neste caso,
A=B"'¢(X)B = g(B'XB) = g(L). O

Defini¢ao 3.6. Seja A € L tal que ind(A) = m. Dizemos que A é um elemento
monico se todas as suas entradas na diagonal m sao iguais a 1.

Note que se A € G é monico, entdo A~! também é um elemento monico de G.
O proximo resultado ¢ encontrado em Verde-Star [22].

Teorema 3.1. Seja R € L monico de indice —1. Entao, existe um tunico B € G
monico tal que BR = XB.

Demonstracao. Para j > 0, tomemos v; como sendo a j-ésima linha da matriz I. Note
que para A € L, v;A é a j-ésima linha de A. Em particular ;X = v,44, j > 0.
Deste modo, se B satisfaz BR = X B, entao

I/J‘BR = I/jXB = Vj+1Ba j 2 0.

Assim, pode-se obter a (j+ 1)-ésima linha de B multiplicando a j-ésima linha de B
a direita por R. Como a linha 0 de B devera ser 1y, ¢ possivel determinar todas linhas
de B fazendo sucessivas multiplicacoes por R. Observe que este processo determina
um unico elemento moénico B € G. m
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O proximo resultado traz propriedades uteis de matrizes tridiagonais de indice —1
que possuem entradas nao-nulas nas diagonais —1 e 1.

Definimos 7 como sendo o conjunto das matrizes (—1, 1)-banda que possuem todas
as entradas nas diagonais —1 e 1 ndo-nulas. E claro que se L € T, entdo ind(L) = —1,
L é tridiagonal e LT € T.

Definicao 3.7. Dizemos que A, B € L sao diagonalmente semelhantes se existe uma
matriz diagonal invertivel T com ind(T) =0 e tal que B =T 'AT.

Proposigao 3.2. Seja L = [{; ;] uma matriz infinita. Entao,
1. Se L € T, entao L ¢ diagonalmente semelhante a um elemento ménico de T .
2. Se L €T é monico, entdo existe um tnico A € G monico tal que A~'LA = X.

3. Se L, M € T, entao L e M sao semelhantes, isto €, existe uma matriz infinita
invertivel S tal que L = S~'MS.

4. Se L € T, entdo L € diagonalmente semelhante a L".

5. Se L € T ¢ ménico e possui entradas positivas na diagonal 1, entao L é diago-
nalmente semelhante a um elemento simétrico de T .

Demonstragao. 1. Considere a sequéncia {p,}>>, onde po =1e p, = lo1l12- ln_1n
para n > 1. Seja {2, a matriz diagonal de indice 0 que possui a entrada na posicao
(n,n) igual a p, para n > 0. Assim, Q,LQ ! é um elemento monico de 7.

2. Decorre do Teorema 3.1.

3. Pelo item 1, se L, M € T, existem §2; e )y matrizes diagonais de indice 0 invertiveis
tais que QLT e Q,MQ, " sdo elementos monicos de 7.

Pelo item 2, existem tnicos A, Ay € G monicos tais que Al_l (QlLQfl) A =X =
A7 (Q2MQ51) As. Logo,

1

L = (Q;lAlAngQ) M (Q;lAQAlel) = (Q;lAQAlel>_ M (Q;lAQAlel) .

4. Tome a sequéncia {p,}52, onde pp=1e

o loilio--lo1p

n = , n>1.
o ooy by

Se Q, é a matriz diagonal de indice 0 que possui a entrada na posicao (n,n) igual a p,
para n > 0, entdao Q,LQ " = L.

5. Considere a sequéncia {p,}>2, onde py =1 e p, = \/61,05271 <o lp 1 paran > 1.
Seja 0, a matriz diagonal de indice 0 que possui a entrada na posicdo (n,n) igual a p,
para n > 0. Assim, Q' LQ, é simétrico.

m



4 Sequéncias Polinomiais

Neste capitulo estudamos uma relacao entre sequéncias polinomiais e matrizes in-
finitas do tipo Hessenberg inferior.

Conforme mostrado em Verde-Star [22], veremos que um elemento monico de £
de indice —1 gera uma sequéncia de polindémios que correspondem as linhas de uma
matriz de G. Alguns resultados importantes sobre estas sequéncias polinomiais sao
obtidos através de propriedades das suas matrizes associadas correspondentes. Um
caso interessante surge quando a matriz de Hessenberg ¢ uma matriz de Toeplitz.

Como um caso particular, os polindmios ortogonais sao gerados quando a matriz
de Hessenberg é tridiagonal, ou mais precisamente, ¢ um elemento monico de 7 e suas
entradas sao os coeficientes de uma relacao de recorréncia de trés termos. Estudamos
com detalhes na Secao 4.2 que esta é uma caracterizacao matricial da ortogonalidade
de uma sequéncia polinomial, que corresponde a uma versao matricial do Teorema de
Favard.

Por fim, neste contexto matricial, definimos uma matriz de polindémios ortogonais
classica e estudamos algumas caracterizagoes dos polindmios ortogonais classicos.

4.1 Sequéncias Polinomiais

Nesta secao estudamos sequéncias polinomiais geradas por elementos moénicos de £
de indice —1. Os resultados apresentados sao encontrados em Verde-Star [22].

Seja R = [r,, ;] € £ monico de indice —1. Pelo Teorema 3.1, existe um tnico B € G
monico tal que BR = X B, onde X é a matriz dada em (3.2). Assim, se considerarmos
B~ = C = [¢,], garantimos a existéncia de um tnico C' € G monico tal que

RC =CX. (4.1)
Escrevemos _ -
1 0 0 O
C1,0 1 0 0
C=|co 21 1 0
c30 €31 C32 1

Considere a sequéncia de polinoémios monicos {Q,,}°°, dados por

n

Qn(x) - ch,jxj7 Cpn = 17 n Z 07

J=0

22
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de maneira que as entradas na n-ésima linha de C' sao os coeficientes de @, (). Dizemos
que {@,}5°, é a sequéncia polinomial determinada por C'. Dizemos também que C' é
a matriz associada & sequéncia de polinomios {Q;,}5° .

Observe que, dado n > 0, a n-ésima linha da matriz

0 1 0 0 O
0 cp 1 0 0

CX = 0 Co0 Ca1 1 0
0

c30 C31 C32 1

corresponde ao polindmio monico @, (x) de grau n + 1.
Comparando a n-ésima linha em ambos os lados de RC' = C' X obtemos a relacao

n

> 10jQi(@) + Quia (@) = 2Qu(x), n>1, (4.2)
j=0
onde Qp(z) =1e Qi(z) =z — ryp.
Mostraremos no decorrer do trabalho que se R é um elemento monico de 7T, entao
(4.2) é a conhecida relagao de recorréncia de trés termos satisfeita pelos polinomios
ortogonais.

Definicao 4.1. Sejam A € L e k > 1. Definimos a k-ésima se¢cao de A como sendo a
matriz finita k x k dada por Agy = |aj;], onde 0 < j<k—-1e0<i<k—1.

-1

Proposicao 4.1. Seja A € G. Entao, (A(k)) = (A_l)(k) para k > 1.

Demonstragao. Sejam A = [a;;] € G e k > 1. Segue da definicao de G que

k—1
det(Aw) = [ ajs # 0,
§=0
logo Ay ¢ invertivel.
Observe que podemos considerar
ap o 0 0 e 0 0 0 0 ...7
a1,0 ai,1 0 0 0 0 0
2.0 21 a2 9 Ce 0 0 0 0
k k
L {4l an
ag—20 Qg-21 Q22 --. (g 2k 2 0 0 0 A[Q}1 A[Q]2 ’
g—1,0 Qg—1,1 QAk—12 --- GOg—1k—2 ak—1k—1| 0 0
aro Qg1 Ak ... Qgg—2  Qgg—1 | Ggr O

OIldeA[l]l—Ak eA Q—kaoo
Desta maneira, podemos reescrever | = AA™! = A1 A da forma

I {A(k) kaoo] A 1 E 0k><oo A 1 E kaoo [A(k) 0k><ooi|
= k &
A ARl (] (A DEL| AR Al

-1

Assim, Iy = Agy (A_l)(k) - (A_l)(k) A(r), consequentemente (A_l)(k) =(Aw) - O
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Definigao 4.2. Seja f(z) = 2" + ap_12" ' + -+ - + a1z + ag um polinémio ménico com
coeficientes reais. Denomina-se matriz companheira do polinomio f(x) a matrizn xn
dada por

0 1 0 0o ... 0

0 0 1 0o ... 0

0 0 0 ... 0

0 0 0 0o ... 1
_—ao —a; —ag —asg ... —an_l_

Sabe-se que todo polindémio monico é o polindmio minimal e o polinémio caracte-
ristico de sua matriz companheira (veja [10]). Este fato sera tutil na demonstracdo do
proximo Teorema.

Teorema 4.1. Sejam R € L monico de indice —1, C' € G ménico tal que RC = CX
e {Qn}2, a sequéncia polinomial determinada por C. Entao,

Qk(ZE) = det (I](k) - R(k)) N k Z 1,
isto €, Qi € o polindmio caracteristico de Ry).

Demonstragao. Identificando R,y e C(y), respectivamente, consideramos as particoes
de

roo 1 0 0 ... 0 0 0 0 .. 7
71,0 711 1 0 0 0 0 0
72,0 9.1 72,2 1 .. 0 0 0O O
R= | rk30 Tk-31 Tk-32 Tk-33 --- 1 0 0 0
Th—2,0 Th—21 Th—22 Tk—23 ... Tk—2k—2 1 0 0
Th=1,0 Th—11 Th=12 Th-13 --- Th—1k—2 Th—1k—1| 1 0
ko Tk Tk2  Tk3 - Thk—2  Thk—1 |Tkk 1
e
F 1 0 0 . 0 0 0 0 ...7
co 10 ... 0 0 |00
C2.0 C2.1 1 . 0 0 0 0
¢'= Ck—2,0 Ck—21 Ck—22 ... 1 0 00
Ck—1,0 Ch—-1,1 Ck—12 --. Ck—1k—2 1 100
ko  Ck1  Ck2 .. Chk—2 Chg—1|1 O

Podemos reescrever RC' = C'X da forma
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Observe que pela Proposicao 4.1, (C(y)) ™" = (C71) (), entdo

-1

_ - [¥]
(Cw) " RwCry = Xy — (C7") RICH
[0 1 0 0o ... 0 |
0 0 1 0o ... 0
0 0 0 1. 0
= (4.3)
0 0 0 0o ... 1
|~ C0 —Ck1 —Ck2 —Cg3 ... TCkk—1]

Esta é a matriz companheira do polinémio (). Utilizando o fato de que matrizes
semelhantes possuem mesmo polindmio caracteristico, concluimos que (), é o polinémio
caracteristico da matriz Ry). ]

Mais adiante, usaremos o resultado anterior para mostrar que se {P,}>°, é uma
sequéncia de polindmios ortogonais monicos, entao P, é o polin6mio caracteristico de
L), onde L é um elemento monico de 7.

Agora, estudamos o caso em que R é uma matriz de Toeplitz.

Teorema 4.2. Sejam R € L monico de indice —1, C' € G ménico tal que RC' = CX
e {Qn}>, a sequéncia polinomial determinada por C. Se R é uma matriz de Toeplitz,
entao

@ni1(%) = Qnia(y ZQJ 2)Qn_(y), n>0. (4.4)

x_

Demonstragao. Dada uma sequéncia {t,}>°,, sejam

to 1 0 0 O

oo ti1 to 1 0 O
R:Zthk+X: to 11 tp 1 O
k=0 i3 to t1 to 1

uma matriz de Toeplitz de indice —1, C' € G ménico tal que RC' = CX e {Q,}>, a
sequéncia polinomial determinada por C'.
Substituindo 7, ; = t,_; em (4.2) segue que

thO(I> + tn—lQl(‘r) +--+ tOQn(x) + Qn+l(x) - IQTL(x)a n Z 0. (45)
Considere a série de poténcias formal
f(2) =1 +tez+t12° +122° + -+ |

e a funcao geradora da sequéncia {Q,}>°,

x) = Z Qr(x)2"



Sequéncias de Polinémios Ortogonais 26

Usando (4.5), podemos escrever

00 k
14+ 22G(z,2) = 1+ Z <Z th—j Qi () + QkH) ZF

o o)
= G(z2)+ (thzj“) G (z,7)
= f(2)G(z,7).
Ou seja, 1
G(z,x) = O
Assim,
G(z,7)-G(2y) 5 e )
r=y O (f(2) —x2) (f(2) —yz) G(z,2)G(zy). (4.6)

Comparando os coeficientes de 2"+ no primeiro e no altimo termo de (4.6) obtemos

(4.4). O

4.2 Sequéncias de Poliné6mios Ortogonais

Nesta secao estudamos sequéncias de polindmios ortogonais. O primeiro Teorema
aqui apresentado fornece uma caracterizagao em termos de matrizes para a ortogonali-
dade de uma sequéncia de polin6mios, e é uma versao matricial do Teorema de Favard.
Como referéncia utilizamos Verde-Star [21].

Seja {P,}>° , uma sequéncia de polindmios monicos com coeficientes reais tal que
P, é de grau exatamente n. Expressamos

P.(x) = Z an 2, onde a,, = 1.

=0

Consideramos a matriz infinita A = [a, ;] de maneira que as entradas na n-ésima
linha de A sao os coeficientes de P, (z), isto &,

1 0 0 O

1,0 1 0 0

A= |azo a1 1 0
1

azo 31 Aa32

Dizemos que A é a matriz associada a sequéncia de polinomios monicos {P,}2 e
que n-ésima linha de A corresponde ao polindémio P,(x).
Observe que A é um elemento monico de G, logo A~! existe.
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A n-ésima linha da matriz

0 1 0 O
0 a 1 0
AX — 1o 1

0 G20 G271

corresponde a xP,(z) e a n-ésima linha da matriz

1,0 1 0 0
a a 1 0
YA 2,0 Q21 X

azo 31 032

corresponde a P, 1(z).
Observe ainda que a n-ésima linha de

[0 0 00

1 0 00

AD = |G2.1 2 00
as 2(13’2 3 0

corresponde a P, (z), onde D é a matriz definida em (3.3) que representa o operador
de derivada com respeito a base {1,z, 2% x3,...}.
Sejam F um funcional de momentos associado & sequéncia de momentos { i, }5°,
e v = [lg, {1, bo, - - .]T o vetor de momentos. Entao,
n
(a) F(Py(x)) = Z an jit; € a n-ésima coordenada do vetor coluna infinito Av.
=0
(b) Dado m > 0, F(z"P,(x)) = Zan,j,uﬁm ¢ a n-ésima coordenada do vetor
=0
coluna infinito AX™v.

Dizemos que {P,}5°,, com P, de grau exatamente n, ¢ ortogonal com respeito a
um funcional de momentos F se

‘F(Pm(x)Pn<x)) = f)/ném,na m,n € N,

onde v, # 0 € 0., ,, € 0 delta de Kronecker.
Pelo Teorema 2.1, a sequéncia de polindomios monicos {P,}22, ¢ ortogonal com
respeito ao funcional de momentos F se, e somente se,

0, se 0<j<n-1,

F(2' P, (7)) = {% = F(PX(2)) #0, se j=n.

Assim, dado m > 0, como F(z™P,(r)) é a n-ésima coordenada do vetor coluna
AX™v, onde v é o vetor de momentos, obtemos que {P, }°°, é ortogonal com respeito
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ao funcional de momentos F se, e somente se,

[ F(a™F () ]
F (z™Py ()
F (z™Py (x))

AX™ = f(me;n,l (x)) (4.7)

Tm
0

0

onde v, = F(P2(z)) # 0.

Observagao 4.1. Seja {P,}°°, uma sequéncia de polindmios monicos qualquer e A
sua matriz associada. Como A e A~! sdo monicos de indice 0 e X ¢ monico de indice
—1, é facil ver que L = AXA™! é moénico de indice —1. Isso garante que todas as
entradas de L na diagonal —1 sao nao-nulas. Este fato sera ttil na prova do proximo
resultado.

Agora, estudamos uma versao matricial do Teorema de Favard (Teorema 2.4).

Teorema 4.3. Sejam {P,}5°, uma sequéncia de polindmios monicos e A sua matriz
associada. Entao, {P,}°, € ortogonal com respeito a algum funcional de momentos
se, e somente se, L= AXA™1 € T, isto é, L é (—1,1)-banda e todas as suas entradas
nas diagonais —1 e 1 sao nao-nulas.

Demonstracao. (=) Suponha que {P,}22 , é ortogonal com respeito ao funcional de mo-
mentos F associado a sequéncia de momentos {1, }°° , e considere v = [, 1, fi2, - - .}T
como sendo o vetor de momentos. De L = AXA™!, segue que L™A = AX™, logo
L"™Av = AX™v para m > 0.

Para j > 0, tomemos e; como sendo o vetor coluna infinito que possui a j-ésima
coordenada igual 1 e todas as outras coordenadas iguais a 0.

Por (4.7), Av = ypeg e AX™v € span{eg, e, ..., en} param > 0, onde span{ey, €1,

..., en} denota o espago gerado por {eg,eq,...,e,}. Ou seja, existem escalares ¢, ;
para j =0,1,...,m —1, e ¢p41; para j = 0,1,...,m, tais que
m—1
AX"Mv = L"Av =% L™eq = Ymem + Z Cm,j€5 €
j=0

m
m+1 . 7tm+1l . m—+1 .
AX™ 0 = L™ Av = L™ ey = Ymg1€me1 + E Cm+1,5€5-

J=0
Multiplicando a primeira equacao por L obtemos
m—1 m
m+1 _ _
YoL €0 = YmLen + g CmjL€; = Ymi1€my1 + E Cm+1,5€5-
j=0 7=0
Assim,
5 m c m—1 c
m+1 m+1, m,
Le,, = em+1 + g J y E —]L]
m = Im = I



Sequéncias de Polinémios Ortogonais 29

Note que yoLey = y1e1 + ¢10€0. Com goo = ¢1,0/70, Segue que
Leg = %61 + go.o€o € spanieg, e }.
0
Suponha que para k = 0,1,...,m — 1, existem escalares g5, para j = 0,1,...,k,

tais que

Vk+1
Ley = T€k+1 + ng,jej € Span{e(b €1y - 7€k+1}'
k

=0
Logo,
5 c m—1 o
Lem _ m+1 st + Z m+1,j e — Z m,] Lej
Vm = Im = Im
o ¢ = cmy [
+1 +1,5 J +1
= = em+1+z — ]_Zﬂ = e]+1+zg]zez
TYm =0 Tm =0 Tm Y5
Ym+1
Yin g
para alguns g, ;, 7 =0,1,...,m
Portanto, segue por inducao que Le,, € spanieg, e, ..., emni1} para todo m > 0.

Note que Le,, resulta na m-ésima coluna de L. Entao, dado m > 0 temos que
Coi1m = Ym+1/Ym 7# 0 € lpyjm = 0 para j > 2, isto ¢, todas as entradas de L na
diagonal 1 sao nao-nulas e todas as entradas abaixo da diagonal 1 sao nulas.

Sabemos que L é monico de indice —1. Portanto, L é (—1,1)-banda e todas as suas
entradas nas diagonais —1 e 1 sao nao-nulas.

(<) Suponha que {P,}22, é uma sequéncia polinomial com matriz associada A € G
tal que L = AX A~ € T. Considere Ckt1x = oy para k > 0. Note que L € T, entao
a; # 0 para todo j > 1.

Seja v a coluna 0 da matriz A™!, entdao Av = e.

Como L é (—1,1)-banda, dado m > 2, segue que L™ = [ég",z)] ¢ (—m, m)-banda e
suas entradas na m-ésima diagonal sao Eﬁ:ﬂg,ﬁk = Qp1Qka2 " Qi 7 0 para k > 0.

Logo AX™v = L™Av = L™ey, ou seja, AX™v é como em (4.7) e consequentemente
{P,}>2, & ortogonal com respeito ao funcional de momentos F cujos momentos sao as
entradas da coluna 0 de A~ Observe ue % o =1ey, =aiay...q, param > 1.

Note que L™ey = AX™v, entao 600 =eg L™eg = (eg A)X™v = ¢ va = fim- IssO
garante que a sequéncia de momentos pode ser obtlda de L. O

Provamos que a matriz L no Teorema anterior é da forma

B 1 0 0
aq 51 1 0
L= 0 (o)) 52 1 ... (48)

onde a,, = Y/Vn—1 # 0 para n > 1. Tais matrizes sdo conhecidas como matrizes de
Jacobi e desempenham papel importante no estudo dos polinomios ortogonais, como
veremos mais adiante.
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4.2.1 Relacao de Recorréncia de Trés Termos

Com L = AXA™! € T, igualando a n-ésima linha em ambos os lados da equacao
LA = AX, obtemos que a sequéncia de polindmios ortogonais monicos { P, }>° , satisfaz
a relacao de recorréncia de trés termos

anPr1(z) + BnPo(z) + Poya(x) = 2Py (z), n>1, (4.9)

onde a,, #0,n > 1, Py(z) =1e Pi(x) =z — .

Observe que a volta do Teorema 4.3 mostra que os polinémios ortogonais monicos
sao gerados por elementos monicos de T, isto é, qualquer sequéncia de polindmios que
satisfaca uma relagdo de recorréncia da forma (4.9) ¢ uma sequéncia de polinémios
ortogonais com respeito a algum funcional linear.

Da relacao de recorréncia de trés termos é possivel obter facilmente a formula

/ / /

Pra@)Pulw) = P(0)Pua(2) = [P(@)] + | P(@) Pa-a(@) = Py (0) Pa(a)

= PP+ Y g o B (110

4.2.2 Zeros

Através desta abordagem matricial é possivel mostrar as propriedades dos zeros dos
polinébmios ortogonais.

Sejam {P,}>° , uma sequéncia de polinémios ortogonais monicos com matriz asso-
ciada Ae L = AXA™! como em (4.8). Pelo Teorema 4.1, segue que, para k > 1, P(z)
é o polindmio caracteristico de

(5 1 0 0 0 0 0
ap B 1 0 0 0 0
0 ay By 1 0 0 0
0 0 Qa3 ﬁg 0 0 0
Ly = o } : : :
0O 0 0 0 ... [Brs 1 0
0 0 0 0 Ce A9 ﬁk,Q 1
i 0 0 0 0 e 0 (07 Bk—l_

Ou seja, os zeros de Py(x) sao os autovalores de L.
Podemos agora estudar as propriedades dos zeros de F,.

Teorema 4.4. Sejam {P,}>°, uma sequéncia de polindmios ortogonais monicos e A
sua matriz associada tal que L = AXA™Y € T possui entradas reais na diagonal 0 e
entradas positivas na diagonal 1. Entao, os zeros de P, sao reais, simples e entre dois
zeros consecutivos de P, existe somente um zero de P,_q.

Demonstracao. Seja
Go 1 0 O
a; fr 10
L=19¢ ay By 1
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Por hipotese 8, € R e a1 > 0 para k > 0, logo L) é semelhante a uma matriz
simétrica (veja o item & da proposicao 3.2). Ou seja, todos os autovalores de L sao
reais e, em outras palavras, todos os zeros de Py sao reais.

Faremos a prova de que os zeros de P, sao simples e se entrelacam com os zeros de
P, 1 por inducao.

Ozerode Pi(x) =x—fyéx11 = fo € R. Como oy > 0, Po(z) = (x—Fo)(z—F1)—a
tem um zero em (max{fy, 51}, +00) e um zero em (—oo, min{ By, f1}). Portanto, P,
possui dois zeros simples x91 < X9 tais que 91 < 211 < 22 € 0 resultado ¢ valido
para n = 2.

Suponhamos que o resultado é valido paran =k — 1.

Sejam xp_11 < Tp_12 < -+ < Tp_1 -1 0S zeros de P,_; em ordem crescente e
Tp—21 < Th—22 < -+ < Tp_g k2 0s zeros de P,_o em ordem crescente, onde

Tk—1,5 < T2 < Tp—1,5+1, .] - ]-7 27 R k—2.

Observe que (—1)7P,_o(x) > 0 em (24-2k-2-j, Th—2k-1-4), 0 < j < k — 2, com
T-20 = —00 € Tp2k-1 = +00. Como Tp—14-1—j € (Th—2k—2—j; Th—24k—1—;), Obtemos
que (—1)? Py_o(xp—14-1-j) >0 para 0 < j <k —2.

Pela relagao de recorréncia (4.9) temos que

Pi(z) = (v — Br—1)Pr-1(x) — a1 Pr—a(x), Kk >2.
Como ay_; > 0, podemos escrever

(=1 Pe(21p-1-5) = —ap_1 (1) Py_g(zp_14-1-4) <0,

para 0 < 7 < k — 2. Ou seja, P, muda de sinal entre dois zeros consecutivos de P;_;.

Note que Py ¢ monico e Py(zg_14-1) < 0, entdo P, muda de sinal em (251 1, +00).
De maneira analoga prova-se que Py troca de sinal em (—o00, z_11).

Portanto, se considerarmos zj; < o2 < -+ < Ty como sendo os zeros de P,
provamos que Ty, € (—00,Tk-11), Tk; € (Th—1,-1,Tk-1,), Para 2 < j < k—2 ¢
Thk € (Th—1k-1,+00).

n

4.3 Sequéncias de Polindmios Ortogonais Classicos

Utilizando esta abordagem matricial é possivel obter algumas caracterizacoes dos
polinémios ortogonais cléssicos descritas na Secao 2.2. A referéncia aqui utilizada é
Verde-Star [21].

Definicao 4.3. Sejam {P,}5°, uma sequéncia de polindmios ortogonais monicos e A
sua matriz associada. Dizemos que A é uma matriz de polindmios ortogonais (MPO).

Considere A uma MPO associada a sequéncia de polindmios ortogonais monicos
{P.}>2,. Note que AD ¢ de indice 1 e a sua n-ésima linha ¢ o vetor

[an1,2a02,30n3, .., NGy, 0, ...

que corresponde a P, (z).
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Assim, i i
1 0 0 0
az1/2 1 0 0
DAD = |a31/3 2a32/3 1 0
CL471/4 2@4,2/4 3&473/4 1

é um elemento moénico de G, logo é invertivel, e sua n-ésima linha corresponde ao
polinémio monico P, (z z)/(n+1), n = 0. Isto &, A = DAD é a matriz associada a
sequéncia {P,}2,, onde P,(z) = P, (x)/(n+1).

Apresentamos agora a definicao de MPO cléssica.

Definicao 4.4. Seja A uma MPO associada a sequéncia de polinomios ortogonais
monicos {P,}° . Dizemos que A é clissica se A = DAD ¢é também uma MPO, isto

é, {P +1/(n + 1)}, é uma sequéncia de polinémios ortogonais moénicos com respeito
a um funcional de momentos.

Esta defini¢ao se deve a Sonin [18] que mostrou que os tinicos polinémios ortogonais
P, cujas derivadas P;l também eram ortogonais, eram os polinomios de Jacobi, de
Laguerre e de Hermite. Posteriormente, este fato foi redescoberto por Hahn [8] que o
estendeu aos polinémios de Bessel.

E imediato pelo Teorema 4.3 que A é classica se, e somente se, M = AXA™! é um
elemento monico de 7. Neste caso, consideramos

B 1 0 0
ap pfp 10
M=10 a p 1 ’

onde &, # 0 paran > 1. De MA = AX, obtemos que

Gn Py () + BuPo(x) + Pyt (2) = 2Py(z), n>1, (4.11)

onde Py(x) =1e Py(z) =z — f.

Antes de estudarmos caracterizagoes dos polind6mios ortogonais classicos, apresen-
tamos um resultado que fornece uma condi¢do necessaria e suficiente para que uma
MPO seja classica. Este resultado sera bastante utilizado no restante do trabalho.

Teorema 4.5. Seja A uma MPO. A ¢ cldssica se, e somente se, AA™' ¢ um elemento

(0,2)-banda de G.
Demonstracio. Sejam A uma MPO e L = AXA™' € 7. Definamos U = AA~! ¢

M =U-'LU. Note que U é um elemento monico de G e M é monico de indice —1.
Assim, ) ) o 3
MA=(UT'LU)A=UT"LAAT'A=U"TAX = AX.
Pelo Lema 3.2,
A'DUA=A""DA= A"'DDAD = A"\ JAD = D, (4.12)
ou seja, D(U'A) = DA = AD, logo

DU ' = ADA™!.



Sequéncias de Polinémios Ortogonais Classicos 33

Pela formula (3.4), I = XD — DX, entao
A=AXD — ADX = LAD — AD(A™'A)X = LAD — ADA™'LA.
Multiplicando por A~! em ambos os lados da equacao acima obtemos
I =LADA™" — ADA™'L.
De ADA™! = DU!, segue que
I=LDU" = DU 'L.
Portanto,
U=LD—-DU'LU=LD— DM. (4.13)

(=) Se A é uma MPO cléassica, isto ¢, M é um elemento monico de T, por (4.13) U é

um elemento (0,2)-banda de G.

(<) Se U é um elemento (0,2)-banda de G, por (4.13) temos que M é (—1,1)-banda.
Vamos mostrar que M possui entradas nao-nulas na diagonal 1.

Dado k > 0, comparando as entradas na posi¢ao (k + 3, k) em ambos os lados de
LU = UM segue que

ts (B 4+ Dagga — (K + 2)migr ] = miga e [(k+ 2)agss — (B + 3)mpgok41] -

Logo, myi1k [2(k + 2)agrs — (k + 3)mpropr1] = (B + 1)agio0k43 # 0, k> 0.
Assim, my41 # 0 para k > 0.
Portanto, M € T e A é uma MPO classica. m

4.3.1 Caracterizagao de Al-Salam e Chihara

Estudamos agora a caracterizacdo de Al-Salam e Chihara (2.8) provada em [1] e
apresentamos uma demonstragao deste resultado em termos matriciais encontrada em
Verde-Star [21].

Sejam A uma MPO classica e L, M € T moénicos tais que LA = AX e MA = AX.
Provamos que AA™' =U = LD — DM ¢ (0,2)-banda de G ¢ LU = UM.

Logo,

L*D + DM?* =2LDM. (4.14)

Pelo item 4 da Proposicao 3.2, existem matrizes diagonais de indice 0 invertiveis
Q, e Q, tais que QL " = LT e Q,MQ;' = M. De (4.13) segue que

U'=D'L"—-M'D" =D'Q,L0" —Q,MQ,'D",

entao,

Q'UTQ,=0'D"Q,L - MQ'DTQ,.

Cousidere
V=0'UTQ, (4.15)

E=Q;'D"Q,. (4.16)
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Logo,
V=FL—-ME. (4.17)
Note que V' é uma matriz (—2,0)-banda e possui entradas nao-nulas na diagonal 0
e F é uma matriz diagonal de indice —1 com entradas nao-nulas na diagonal —1.
Por (4.15), segue que U = Q,VQ ' Como LU = UM, temos U'LT = MU',
logo (QUVQ;I) (QpLQp_l) = (Q,MQ 1Y) (QUVQ;I). Dai,

VL=MV.

Observe que UVL = UMV = LUV, isto é, UV comuta com L. Analogamente,
VUM = VLU = MVU e VU comuta com M. Pelo Lema 3.1 ind(UV) = ind(V),
onde —2 < ind(V') < 0, entdo pelo Corolario 3.1

UV =g(L),

onde g é um polinémio de grau no maximo 2.
Assim, VU = U Y (UV)U = U 'g(L)U = g(U'LU) = g(M).
Entdo, como A =UAe M = AX A segue que

VA=VUA=g(M)A = Ag(X). (4.18)

Igualando a n-ésima linha do primeiro e do tiltimo termo da equagao acima obtemos
5 P, 7/1+1(x)

Pn(x)g(x) = n——|—19<x) = vn,npn(x) + vn,n+1pn+1 (l’) =+ vn,n+2pn+2($)a (419)

onde g é um polindémio de grau no maximo 2. Ou seja, provamos que se A é classica,
entao (4.19) é valida. Note que (4.19) e (2.8) sdo equivalentes.

Podemos agora enunciar o proximo Teorema que estabelece uma versao matricial
de (2.8). Lembramos que este resultado foi provado inicialmente em [1] utilizando uma
abordagem diferente.

Teorema 4.6. Seja A uma MPQO. A € cldssica se, e somente se, existem uma matriz
W (=2,0)-banda com entradas nao-nulas na diagonal 0 e um polinomio q(x) de grau
no mdxrimo 2 tais que

WA = Ag(X). (4.20)

Demonstragao. (=) Ja mostramos em (4.18) que se A ¢ classica, o Teorema segue com
W=Veqg=yg.

(<) Suponha que A uma é MPO, L = AXA™! € T e existem uma matriz W (—2,0)-
banda com entradas ndo-nulas na diagonal 0 e um polinémio ¢(z) de grau no maximo
2 tais que WA = Ag(X). Mostremos que U = AA~! € G ¢é (0,2)-banda.
Note que
UW = AAT'W = Ag(X)A™ = ¢(L).

Como L é (—1,1)-banda e g é de grau no maximo 2, a igualdade acima garante que
UW é (—2,2)-banda. Assim, para k > 3, a entrada (k,0) de UW é igual a 0, ou seja,
Uk oWo o = 0. Por hipdtese wg g # 0, logo ugo = 0 para k > 3.

Da mesma forma, para k > 4, a entrada (k, 1) de UW ¢é igual a 0, isto ¢, ugowo 1 +
up 1wy, = 0. Portanto, uy; = 0 para k > 4.

Repetindo o mesmo raciocinio para as proximas colunas, é possivel provar que todas
as entradas de U abaixo da diagonal 2 sao nulas, consequentemente U é um elemento
(0,2)-banda de G e pelo Teorema 4.5 concluimos que A é uma MPO classica. n
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4.3.2 Equacao Diferencial de Bochner

Aqui, apresentamos um estudo sobre a equagao diferencial de Bochner e uma prova
matricial do Teorema 2.5 que é devido a Bochner [4]. Os resultados aqui apresentados
sao encontrados em Verde-Star [21].

Seja A uma MPO cléassica. Provamos que L e M sao elementos moénicos de 7T
tais que LA = AX e MA = AX, U = LD — DM = AA~' & (0,2)-banda de G,
V=FEL-ME, LU=UM,VL=MVeUV = g(L), onde g é um polinomio de grau
no maximo 2.

Assim,

UV =UEL—-ME)=UFEL-UME =UEL—-LUE

UV = (LD —-DM)V =LDV — DMV = LDV — DV L.

Logo, (UE+ DV)L = L(UE + DV'). Como ind(UE + DV') = —1, pelo Corolario 3.1,
UE + DV = h(L) onde h & um polindémio de grau 1.
Também podemos escrever

VU =(EL—-ME)U =ELU — MEU = EUM — MEU

VU=V (LD—-DM)=VLD—-VDM=MVD—VDM.

Analogamente, (FU + VD)M = M(EU + VD), ind(EU + VD) = —1, entdo
EU+ VD = f(M), onde f é um polinomio de grau 1.

Observe que de (4.13) e (4.17), respectivamente, segue que UE = LDE — DMFE e
DV = DEL — DME, logo

UE — DV = LDE — DEL. (4.21)

Agora, definimos a aplicagao Ty : £ — £ dada por Ty4(Z) = A"'ZA para Z € L.

Como A € G, T4 é um isomorfismo e preserva indices. Dados o« € Re X,Y € L, é

facil ver que Ta(aX +Y) = aTa(X) +Ta(Y) e Ta(XY) = Ta(X)T4(Y). Além disso,
TA(L) =X e Ta(UV) = g(Ta(L)) = g(X).

Por (4.12) obtemos
TA(DUY) = A'DU A = D.

De DV = DU'UV podemos escrever
TA(DV) = Ta(DU YT4(UV) = Dg(X).
Note que UE = h(L) — DV, logo
DE = DU 'UE = DU ' (h(L) — DV).
Entao, utilizando o fato de que T'a(h(L)) = h(X), obtemos
Ty(DE) = Ty(DU NTA(R(L) — DV) = D(h(X) — Dg(X)). (4.22)
Ou seja, obtemos a equacao diferencial de Bochner

AA = A (Dh(X) — D*g(X)), (4.23)
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onde A = DF é uma matriz diagonal de indice 0.
Observe que a n-ésima linha de AD? corresponde a P, (x). Comparando a n-ésima
linha em ambos de (4.23) obtemos

1’

M Po(z) = h(z) P, (z) — g(z) P, (x), n >0, (4.24)

n

onde h é um polindbmio de grau 1, g ¢ um polindémio de grau no maximo 2 e A\, é a
entrada na posigao (n,n) da matriz DE. Do fato de que E é uma matriz diagonal de
indice —1 com entradas nao-nulas na diagonal —1, segue que \g = 0 e A, # 0 para
n > 1. Note que (4.24) e (2.5) sdo equivalentes.

Aqui, Dh(X) — D%*g(X) ¢é (0,2)-banda e sua entrada na posigao (0,0) é 0.

Teorema 4.7. Seja A uma MPO. A € cldssica se, e somente se, existem 1 polindmio
de grau 1, ¢ polinémio de grau no mdzrimo 2 e uma matriz diagonal A de indice O tal
que se Oy € a sua entrada na posicao (k,k), entdo 69 = 0 € 8 # 0 para k > 1, que
satisfazem

AA=A(DyY(X) - D*¢(X)). (4.25)
Demonstracao. (=) Provamos em (4.23) que se A ¢é cléssica, entao (4.25) é satisfeita

comA=ANv=heop=yg.

(<) Defina U = AA~' € G e B = Dy)(X) — D*¢(X). Assim, AA = AB e Ty(A) = B.
Podemos escrever A = DE, onde E = [e; ;] é uma matriz diagonal de indice —1
tal que eg g1 = dp1/(k + 1) # 0 para k > 0. Logo, T4a(DE) = T4x(A) =B e

T4(DE) = Ta(DUT'UE) = T4(DU NTA(UE) = DT4(UE).

Ou seja, T4(UE) = DB = (X) — D¢(X).
Considere V' = D(y(L) — UFE). Utilizando o fato de que Ta(¢)(L)) = ¥(X) e o
Lema 3.2, segue que Ty (DV) =Ty (J(Y(L) —UFE)) = D¢p(X). Assim,

TW(UE — DV) = (X) — 2D6(X) e Ta(UE + DV) = (X).
Tome ¥ (X) = nol +m X comn; # 0e ¢(X) = &T+E X +E,X?. Consequentemente,
B=mnD —&D?+ (mD — &D%) X — &D° X2
Utilizando a igualdade XD — DX = I obtemos

XB—-BX = n(XD-DX)+n (XDX — DX?)
~& (XD? = D*’X) — & (XD*X — D*X?) — & (XD*X? — D*X?)
= Y(X) - 2D¢(X).

Por outro lado, TA(UE — DV) = XB — BX = Ty(LA — AL), e como T4 é um
isomorfismo, logo é injetiva, concluimos que UE — DV = LA — AL. Analogamente,

TA(UE + DV) = ¢(X) = Ta(y(L)),
entdo UE + DV = ¢ (L). Portanto,
QUE = (L) + LA — AL,

e assim, obtemos que UFE ¢ (—1,1)-banda. Como F é uma matriz diagonal de indice
—1, segue que U ¢é (0,2)-banda de G e pelo Teorema 4.5 concluimos que A é classica.
m
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4.3.3 Teorema de Hahn

O proximo Teorema fornece uma caracterizacao na abordagem matricial equivalente
ao Teorema de Hahn (Teorema 2.6). Lembramos que A = DAD & a matriz associada

/

a sequéncia {P,}2, onde P,(z) = P, ()/(n + 1).
Teorema 4.8. Seja A uma MPO. Se A é cldssica, entio A € cldssica.

Demonstracao. Se A é classica, pelo Teorema 4.7 podemos escrever
ANA = AB,

onde B = (Dh(X) — D?*g(X)), h é um polinémio de grau 1, g ¢ um polinémio de grau
no maximo 2 e A é uma matriz diagonal de indice 0 tal que se \; é a sua entrada na
posicao (k, k), entao \g = 0 e Ay # 0 para k > 1. Assim,

DAAD = DABD = A(h(X) — Dg(X))D = AB, (4.26)

onde B = DBD.
Sejam h(X) = hol + X com hy # 0 e g(X) = gol + 1 X + g2 X?. Utilizando a
igualdade XD — DX = I, obtemos

B = hyD+hXD— DX + h DX — gD> — ¢DXD — goDX*D
= hil + Dh(X) — goD* — g1 (D + D*X) — g (D*X* 4+ 2DX)
= I+ D[h(X) - (g1 +29.X) — Dg(X)].

Substituindo J = DD em A~'JAD = D segue que DA = AD. Consequentemente,
por (4.26) podemos escrever

DADA = DAAD = AB = A (I + D [hW(X) — Dg(X)]),

onde hW(X) = h(X) — (9.1 + 2g,X). Portanto,

(DAD - h1[> A=A (DhV(X) - D*(X)). (4.27)

Nos resta mostrar que (4.27) satisfaz as hipoteses do Teorema 4.7.

Note que DAD — hyI é uma matriz diagonal de indice 0 e a sua entrada na posigao
(]{Z, k?) é >\k+1 - hl para k Z 0.

Comparando as entradas na posicdo (k+ 1,k + 1) em ambos os lados de AA = AB
obtemos que (k+ 1) (hy — kga) = Apy1 # 0 para k > 0. Assim, hy = A\j e A\gop — hy =
kXeyo/(k+2) # 0 para k > 1. Ou seja, DAD — hyI ¢ uma matriz diagonal de indice
0, a sua entrada na posi¢ao (0,0) é 0, e para k > 1, a sua entrada na posicao (k, k) é
nio-nula. Além disso, h; — 292 = A\3/3 # 0, logo A" & um polindémio de grau 1.

Pelo Teorema 4.7 concluimos que A ¢ classica. O

Também podemos considerar AN = A e A® = DAC-DD = D*AD para k > 2.

Note que, dado k > 1, a n-ésima linha de A® corresponde ao polinémio moénico

Pé?k(x) n>0
m+1D(n+2)--(n+k) -
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Além disso, pelo Teorema 4.8, se A é classica, entdao A®) & classica para k > 1, isto
&, se {P,}>° , ¢ uma sequéncia de polinomios ortogonais classica, entao a sequéncia das
k-ésimas derivadas {Pé’” o0 . ¢ ortogonal com respeito a algum funcional de momentos.
Por (4.27) é possivel obter a equagao diferencial de Bochner para A)

AWA® = AW D (AW(X) - Dg(X)), k>1, (4.28)

onde A® h(*) e g satisfazem as hipoteses do Teorema 4.7.
E possivel obter A®) e h(¥) explicitamente. Veja [15].



Consideracoes Finais

Neste trabalho estudamos uma construcao dos polinomios ortogonais utilizando
uma abordagem matricial, observando a relagao entre sequéncias polinomiais e certas
matrizes infinitas. Tomando como base os trabalhos [21] e [22], vimos que, de fato,
resultados cléssicos dos polinémios ortogonais podem ser obtidos por meio do estudo de
propriedades das matrizes associadas a estes polinémios. O Teorema 4.3, talvez o mais
importante destes resultados, fornece uma caracterizacao matricial da ortogonalidade
de uma sequéncia polinomial e corresponde a uma versao em termos de matrizes do
conhecido Teorema de Favard.

Com relacao aos polindémios ortogonais classicos, estudamos uma condicao neces-
saria e suficiente para que uma matriz infinita determine uma sequéncia classica, e
demonstramos algumas caracterizagoes destas familias de polinomios ortogonais, tais
como o Teorema de Bochner e uma versao Teorema de Hahn.
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