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RESUMO

Neste trabalho estudamos uma construção dos polinômios ortogonais usando uma

abordagem matricial. Para isto, consideramos algumas propriedades de uma de-

terminada classe de matrizes infinitas que possuem papel importante na determi-

nação e representação de certas sequências polinomiais. Tais propriedades permi-

tem a obtenção de alguns resultados clássicos da teoria de polinômios ortogonais.

Usando a mesma abordagem, discutimos algumas caracterizações dos polinômios

ortogonais clássicos.

Palavras-chave: Polinômios Ortogonais. Caracterização dos Polinômios Ortogonais

Clássicos. Matrizes de Hessenberg Infinitas. Sequências Polinomiais.



ABSTRACT

In this work we study a construction of orthogonal polynomials using a matrix ap-

proach. For this purpose, we consider properties of a certain class of infinite ma-

trices that play an important role in determination and representation of some poly-

nomial sequences. These properties are useful to obtain some classical results in

the theory of orthogonal polynomials. Using the same approach, we discuss some

characterizations of classical orthogonal polynomials.

Keywords: Orthogonal Polynomials. Characterization of Classical Orthogonal Poly-

nomials. Infinite Hessenberg Matrices. Polynomial Sequences.



Lista de Símbolos

Lista de símbolos dividida em alfabeto romano e alfabeto grego.

Alfabeto Romano

A matriz in�nita do tipo m-Hessenberg inferior

Ã dada por D̂AD, é a matriz associada à sequência de polinômios mônicos
{P ′

n+1/(n+ 1)}∞n=0, onde A é a matriz associada a uma sequência de polinô-
mios mônicos {Pn}∞n=0

A(k) matriz �nita k×k dada por A(k) = [aj,i], onde 0 ≤ j ≤ k−1 e 0 ≤ i ≤ k−1

A(k) D̂A(k−1)D para k ≥ 2, onde A(1) = Ã

D matriz diagonal de índice 1 com entradas dj,j−1 = j para j ≥ 1

D̂ matriz diagonal de índice −1 com entradas d̂j−1,j = 1/j para j ≥ 1

F funcional de momentos

G conjunto das matrizes A ∈ L tais que ind(A) = 0 e aj,j 6= 0 para todo j ≥ 0

I matriz identidade in�nita

ind(A) menor inteiro m tal que A ∈ L possui pelo menos uma entrada não-nula em
sua m-ésima diagonal

J matriz diagonal de índice 0 que possui a entrada na posição (0, 0) igual a 0
e a entrada na posição (j, j) igual a 1 para j ≥ 1.

L conjunto das matrizes in�nitas do tipo m-Hessenberg inferior

MPO matriz de polinômios ortogonais; veja De�nição 4.3

N conjunto dos números naturais

{Pn}∞n=0 sequência polinomial onde Pn é de grau exatamente n ∈ N

R elemento mônico de L de índice −1

R conjunto dos números reais

T conjunto das matrizes (−1, 1)-banda que possuem todas as entradas nas
diagonais −1 e 1 não-nulas

TA aplicação dada por TA(Z) = A−1ZA para Z ∈ L, onde A ∈ G

U AÃ−1

T circunferência unitária T = {z = eiθ : 0 ≤ θ < 2π}

X matriz diagonal de índice −1 com entradas xj,j+1 = 1 para j ≥ 0

X̂ X>

Z conjunto dos números inteiros



Alfabeto Grego

δm,n delta de Kronecker

{µn}∞n=0 sequência de momentos
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1 Introdução

A teoria dos polinômios ortogonais possui diversas aplicações e contribuições em
diferentes áreas da matemática e da física. Tais polinômios foram largamente estudados
desde o século XIX e apresentam inúmeras propriedades interessantes que permitiram
o desenvolvimento de notáveis ferramentas matemáticas, tais como as fórmulas de
quadratura gaussianas (veja [5]).

Uma das propriedades mais importantes dos polinômios ortogonais consiste no fato
de que eles satisfazem uma relação de recorrência de três termos. Se {Pn}∞n=0 é uma
sequência de polinômios ortogonais mônicos, então existem constantes βn e αn 6= 0 tais
que

αnPn−1(x) + βnPn(x) + Pn+1(x) = xPn(x), n ≥ 1,

onde P0(x) = 1 e P1(x) = x− β0.
Os chamados polinômios ortogonais clássicos (Jacobi, Laguerre, Hermite e Bessel)

compõem os exemplos mais importantes no estudo dos polinômios ortogonais, pois
possuem várias caracterizações em comum que os destacam dos demais polinômios
ortogonais. Estas famílias de polinômios ortogonais foram amplamente estudadas a
partir do uso de diferentes abordagens.

A primeira destas abordagens foi introduzida em 1929 por S. Bochner [4] e utiliza
a teoria de operadores diferenciais. Bochner classi�cou todos os polinômios ortogonais
clássicos como sendo soluções de uma equação diferencial ordinária de segunda ordem
com coe�cientes polinomiais.

Mais recentemente, alguns autores estudaram os polinômios ortogonais clássicos
usando uma abordagem funcional, isto é, obtiveram caracterizações já conhecidas na
literatura usando a teoria de funcionais lineares. Veja por exemplo Marcellán, Bran-
quinho e Petronilho [16] e Maroni [17].

Em 2013, L. Verde-Star [21] introduziu uma nova abordagem para o estudo dos
polinômios ortogonais utilizando matrizes in�nitas, que é estudada nesta dissertação.
Dada uma sequência de polinômios mônicos {Pn}∞n=0, onde

Pn(x) =
n∑
j=0

an,jx
j, com an,n = 1,

constrói-se a matriz in�nita A com entradas an,j para 0 ≤ j ≤ n, n ≥ 0, e entradas
nulas caso contrário. Deste modo,

A =


1 0 0 0 . . .
a1,0 1 0 0 . . .
a2,0 a2,1 1 0 . . .
a3,0 a3,1 a3,2 1 . . .
...

...
...

...
. . .

 .
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Observe que A é uma matriz triangular inferior in�nita cujas entradas na n-ésima
linha são os coe�cientes de Pn(x). Estas matrizes possuem propriedades básicas que
permitem a obtenção de vários resultados clássicos da teoria dos polinômios ortogonais
e algumas caracterizações dos polinômios ortogonais clássicos.

Este trabalho tem por objetivo, portanto, estudar esta nova abordagem para a
construção dos polinômios ortogonais.

Os resultados estudados neste trabalho estão divididos em 3 capítulos.
No Capítulo 2 introduzimos conceitos e resultados preliminares da teoria dos po-

linômios ortogonais na reta real utilizando uma abordagem tradicional. Em seguida
são apresentadas algumas caracterizações dos polinômios ortogonais clássicos. Estes
resultados são necessários para o bom entendimento deste trabalho.

No Capítulo 3 estudamos de�nições e propriedades de matrizes in�nitas do tipo
Hessenberg inferior que serão úteis na determinação e representação de sequências
polinomiais no capítulo posterior.

Finalmente, no Capítulo 4 deste trabalho apresentamos uma correspondência entre
sequências polinomiais e matrizes in�nitas do tipo Hessenberg inferior. Na Seção 4.1
estabelecemos algumas propriedades destas sequências polinomiais tais como uma re-
lação de recorrência e matrizes companheiras. Na Seção 4.2 estudamos sequências de
polinômios ortogonais e apresentamos alguns resultados clássicos. Na Seção 4.3 de�ni-
mos uma matriz de polinômios ortogonais clássica e estudamos algumas caracterizações
dos polinômios ortogonais clássicos.



2 Preliminares

Neste capítulo apresentamos alguns resultados que são necessários para a compre-
ensão deste trabalho.

2.1 Polinômios Ortogonais na Reta Real

Nesta seção apresentamos resultados sobre polinômios ortogonais na reta real se-
guindo uma abordagem tradicional, normalmente utilizada na literatura. Tais resulta-
dos podem ser encontrados em Chihara [5]. Nos textos de Ismail [11] e de Szeg® [19]
também encontramos mais detalhes.

De�nição 2.1. Sejam {µn}∞n=0 uma sequência de números complexos e F um funcional
linear de�nido, sobre o espaço dos polinômios com coe�cientes complexos, por

F(xn) = µn, n = 0, 1, 2, . . . .

Dizemos que F é um funcional de momentos associado à sequência de momentos
{µn}∞n=0. A constante µn é denominada momento de ordem n.

Consideramos {Pn}∞n=0 como sendo uma sequência in�nita de polinômios de uma
variável com Pn de grau exatamente n ∈ N. Dizemos que {Pn}∞n=0 é uma sequência de
polinômios mônicos se para n = 0, 1, 2, . . ., o coe�ciente do termo de maior grau de Pn
é igual a 1.

A seguir, de�nimos a ortogonalidade de uma sequência de polinômios com respeito
a um funcional de momentos.

De�nição 2.2. Dizemos que a sequência de polinômios {Pn}∞n=0, com Pn de grau
exatamente n, é ortogonal com respeito a um funcional de momentos F se

F(Pm(x)Pn(x)) = γnδm,n, m, n ∈ N, (2.1)

onde γn 6= 0 e δm,n é o delta de Kronecker, isto é, δm,n = 0 se m 6= n e δm,n = 1 se
m = n.

O próximo resultado estabelece relações de ortogonalidade equivalentes à (2.1).

Teorema 2.1. Sejam {Pn}∞n=0 uma sequência de polinômios e F um funcional de
momentos. Então as seguintes a�rmações são equivalentes:

(i) {Pn}∞n=0 é ortogonal com respeito a F ;

11
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(ii) F(π(x)Pn(x)) =

{
0, para todo polinômio π de grau m ≤ n− 1,

γ̂n 6= 0, para todo polinômio π de grau n;

(iii) F(xmPn(x)) =

{
0, se 0 ≤ m ≤ n− 1,

γ̃n 6= 0, se m = n.

Demonstração. (i)⇒ (ii) Como Pn é de grau exatamente n, é fácil ver que {P0, P1, . . . ,
Pm} é uma base para o espaço dos polinômios de grau no máximo m. Então, existem
constantes c0, c1, . . . , cm tais que

π(x) =
m∑
j=0

cjPj(x), onde cm 6= 0.

Assim,

F(π(x)Pn(x)) =


m∑
j=0

cjF(Pj(x)Pn(x)) = 0, se m ≤ n− 1,

cnF(P 2
n(x)) 6= 0, se m = n.

A prova de que (ii)⇒ (iii) é imediata.

(iii)⇒ (i) Seja Pm(x) =
∑m

j=0 am,jx
j, com am,m 6= 0.

Se m ≤ n− 1, então

F(Pm(x)Pn(x)) =
m∑
j=0

am,jF(xjPn(x)) = 0.

O caso m > n é análogo. Se m = n, então

F(P 2
n(x)) =

n∑
j=0

an,jF(xjPn(x)) = an,nγ̃n 6= 0.

A �m de estudar a existência de uma sequência de polinômios ortogonais dado um
funcional de momentos, de�nimos os determinantes a seguir.

De�nição 2.3. Seja {µn}∞n=0 uma sequência de momentos. Os determinantes de�nidos
por

Hn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
µ0 µ1 . . . µn
µ1 µ2 . . . µn+1
...

...
. . .

...
µn µn+1 . . . µ2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , n ≥ 0,

são chamados de determinantes de Hankel.

Teorema 2.2. Seja F um funcional de momentos associado à sequência de momentos
{µn}∞n=0. Uma condição necessária e su�ciente para a existência de uma sequência de
polinômios ortogonais com respeito a F é que

Hn 6= 0, n = 0, 1, 2, . . . .

Neste caso, dizemos que o funcional de momentos F é semi-de�nido.
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Dizemos que um funcional de momentos F é positivo-de�nido se F(π(x)) > 0, para
todo polinômio π(x) não identicamente nulo satisfazendo π(x) ≥ 0, para todo x ∈ R.
Sabe-se que um funcional de momentos F é positivo-de�nido se, e somente se, seus
momentos são todos reais e Hn > 0 para n = 0, 1, 2, . . ..

Uma propriedade importante dos polinômios ortogonais é o fato de que eles satis-
fazem uma relação de recorrência de três termos.

Teorema 2.3. Se {Pn}∞n=0 é uma sequência de polinômios ortogonais mônicos com res-
peito a um funcional de momentos semi-de�nido F , então eles satisfazem uma relação
de recorrência do tipo

Pn+1(x) = (x− βn+1)Pn(x)− αn+1Pn−1(x), n ≥ 0, (2.2)

onde P−1(x) = 0, P0(x) = 1, βn e αn são constantes com αn 6= 0 dadas por

αn+1 =
F(P 2

n(x))

F(P 2
n−1(x))

e βn =
F(xP 2

n−1(x))

F(P 2
n−1(x))

, n ≥ 1.

A recíproca desse Teorema é verdadeira e é conhecida como Teorema de Favard.

Teorema 2.4 (Favard). Sejam {βn}∞n=1 e {αn}∞n=1 sequências arbitrárias de números
complexos tais que αn 6= 0, n ≥ 1. Considere a sequência de polinômios mônicos
{Pn}∞n=0 satisfazendo a relação de recorrência de três termos

Pn+1(x) = (x− βn+1)Pn(x)− αn+1Pn−1(x), n ≥ 0,

com P−1(x) = 0 e P0(x) = 1.
Então, existe um único funcional de momentos semi-de�nido F tal que

F(1) = α1, F(Pm(x)Pn(x)) = 0 se m 6= n, m, n ∈ N.

Além disso, F é positivo-de�nido se, e somente se, βn ∈ R e αn > 0, n ≥ 1.

Outro aspecto interessante dos polinômios ortogonais é referente aos seus zeros.
Seja {Pn}∞n=0 uma sequência de polinômios ortogonais com respeito a um funcional de
momentos positivo-de�nido F . Sabe-se que todos os zeros de Pn são reais, simples e
vale a propriedade do entrelaçamento, isto é, se xn,1 < xn,2 < · · · < xn,n são os n zeros
de Pn em ordem crescente e xn−1,1 < xn−1,2 < · · · < xn−1,n−1 são os n−1 zeros de Pn−1
em ordem crescente, então

xn,j < xn−1,j < xn,j+1, j = 1, 2, . . . , n− 1. (2.3)

De�nição 2.4. Seja ψ uma função real não-decrescente de�nida no intervalo [a, b]
com −∞ ≤ a < b ≤ +∞. Dizemos que ξ ∈ [a, b] é um ponto de aumento de ψ se
ψ(ξ + ε)− ψ(ξ − ε) > 0 para todo ε > 0.

Consideramos medidas positivas ψ (x) em [a, b] tais que seus momentos de�nidos
por

µn =

∫ b

a

xndψ(x), n = 0, 1, 2, . . . , (2.4)

são �nitos. Isto é, ψ é uma função real de�nida em [a, b], limitada, não-decrescente,
com in�nitos pontos de aumento, e tal que µn existe para n = 0, 1, 2, . . .. Observe que



Polinômios Ortogonais Clássicos 14

se [a, b] é um intervalo �nito, então os momentos de�nidos por (2.4) sempre existem.
Quando µ0 = 1, a medida é chamada de medida de probabilidade.

Se dψ(x) = ρ(x)dx, onde ρ é uma função absolutamente contínua, não negativa e
não identicamente nula em (a, b), ρ é denominada função peso.

Todo funcional de momentos positivo-de�nido F pode ser representado por uma
integral de Stieltjes associada a uma medida positiva dψ, isto é,

F (p(x)) =

∫
R
p (x) dψ(x),

onde p é um polinômio com coe�cientes complexos. Assim, se {Pn}∞n=0 é uma sequência
de polinômios ortogonais com respeito ao funcional de momentos positivo-de�nido F ,
dizemos que {Pn}∞n=0 é uma sequência de polinômios ortogonais com respeito à medida
positiva dψ.

2.2 Polinômios Ortogonais Clássicos

Aqui apresentamos alguns resultados sobre caracterizações dos polinômios ortogo-
nais clássicos que podem ser encontrados em Chihara [5], Álvarez-Nodarse [2, 3] e
Kwon, Lee e Yoo [14].

Os polinômios ortogonais de Jacobi, de Laguerre, de Hermite e de Bessel são conhe-
cidos como polinômios ortogonais clássicos. Eles são considerados os exemplos mais
importantes no estudo dos polinômios ortogonais, pois possuem várias caracterizações
em comum que os destacam dos demais polinômios ortogonais.

Em 1929, S. Bochner [4] classi�cou todos os polinômios ortogonais clássicos como
sendo soluções de uma equação diferencial ordinária de segunda ordem com coe�cientes
polinomiais.

Teorema 2.5 (Bochner). Uma sequência de polinômios ortogonais {Pn}∞n=0 é clássica,
se, e somente se, dado n ≥ 0, Pn satisfaz a equação diferencial ordinária de segunda
ordem com coe�cientes polinomiais

σ(x)y
′′
(x) + τ(x)y

′
(x) + λny(x) = 0, (2.5)

onde σ é um polinômio de grau no máximo 2, τ é um polinômio de grau 1, ambos não
dependem de n, e λn é uma constante que não depende de x.

Bochner mostrou que os únicos polinômios ortogonais que satisfazem (2.5) são

1. Os polinômios de Jacobi {P (α,β)
n }∞n=0 que satisfazem(

1− x2
)
y

′′
(x) + [β − α− (α + β + 2)x] y

′
(x) + n (n+ α + β + 1) y(x) = 0,

com α, β > −1;

2. Os polinômios de Laguerre {L(α)
n }∞n=0 que satisfazem

xy
′′
(x) + (α + 1− x) y

′
(x) + ny(x) = 0,

com α > −1;
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3. Os polinômios de Hermite {Hn}∞n=0 que satisfazem

y
′′
(x)− 2xy

′
(x) + 2ny(x) = 0;

4. Os polinômios de Bessel {Bn}∞n=0 que satisfazem

x2y
′′
(x) + (2x+ 2) y

′
(x)− n (n+ 1) y(x) = 0.

Sabe-se que os polinômios de Bessel, diferentemente das outras três famílias de
polinômios ortogonais clássicos, não são ortogonais com respeito a uma medida positiva
na reta real, isto é, eles são ortogonais com respeito a um funcional de momentos
semi-de�nido. Mais precisamente, tais polinômios foram formalmente apresentados
e estudados em 1949 por Krall e Frink [12] que mostraram sua ortogonalidade com
respeito a uma função peso na circunferência unitária T = {z = eiθ : 0 ≤ θ < 2π}.

A mais antiga das caracterizações é devida a N. Sonin [18] que, em 1887, mostrou
que os únicos polinômios ortogonais Pn cujas derivadas P

′
n também eram ortogonais,

eram os polinômios de Jacobi, de Laguerre e de Hermite.
Em 1935, W. Hahn [7] redescobriu este fato e o estendeu aos polinômios de Bessel

que não haviam sido considerados por Sonin. Sua prova consistiu basicamente em supor
que Pn e P

′
n satisfazem, respectivamente, uma relação de recorrência de três termos

Pn(x) = (x− βn)Pn−1(x)− αnPn−2(x)

e
P

′
n(x)

n
= (x− β̃n)

P
′
n−1(x)

n− 1
− α̃n

P
′
n−2(x)

n− 2
,

e após algumas manipulações, mostrar que {Pn}∞n=0 satisfaz (2.5).
Dois anos mais tarde, Hahn [8] demonstrou um resultado mais geral envolvendo as

derivadas dos polinômios ortogonais clássicos.

Teorema 2.6 (Hahn). Se {Pn}∞n=0 é uma sequência de polinômios ortogonais tal que

para algum k ∈ N, a sequência das k-ésimas derivadas {P (k)
n }∞n=0 é uma sequência de

polinômios ortogonais, então {Pn}∞n=0 é clássica.

A terceira caracterização foi proposta por Tricomi [20] que parcialmente demonstrou
que somente os polinômios ortogonais clássicos possuem uma fórmula de Rodrigues

Pn(x) =
κn
ρ(x)

dn

dxn
[σn(x)ρ(x)] , (2.6)

onde ρ é uma função não-negativa em um certo intervalo, σ é um polinômio de grau
no máximo 2 que não depende de n e κn é uma constante que não depende de x.

Uma demonstração rigorosa deste fato só foi dada em 1969 por C. Cryer [6].
Outra caracterização foi dada por E. H. Hildebrandt [9] em 1931 que mostrou que

somente os polinômios ortogonais de Jacobi, de Laguerre e de Hermite são ortogonais
com respeito a uma função peso ρ de�nida em (a, b) que é solução da equação de
Pearson

[σ(x)ρ(x)]
′
= τ(x)ρ(x), (2.7)

onde σ é um polinômio de grau no máximo 2, τ é um polinômio de grau 1, ambos não
dependem de n, e valem as condições de contorno

σ(a)ρ(a) = σ(b)ρ(b) = 0.
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No caso dos polinômios de Bessel, ρ é uma função peso na circunferência unitária
e satisfaz (2.7) com condições de contorno diferentes. Veja Álvarez-Nodarse [3].

Os polinômios de Jacobi, P (α,β)
n (x), são ortogonais no intervalo (−1, 1) com respeito

à função peso ρ(x) = (1− x)α(1 + x)β, α, β > −1, e podem ser dados pela fórmula de
Rodrigues

P (α,β)
n (x) =

(−1)n

2nn!
(1− x)−α(1 + x)−β

dn

dxn
[
(1− x)α+n(1 + x)β+n

]
.

Os polinômios de Laguerre, L(α)
n (x), são ortogonais no intervalo [0,∞) com respeito

à função peso ρ(x) = xαe−x, α > −1, e podem ser dados pela fórmula de Rodrigues

L(α)
n (x) =

x−αex

n!

dn

dxn
[
xα+ne−x

]
.

Os polinômios de Hermite, Hn(x), são ortogonais no intervalo (−∞,∞) com res-
peito à função peso ρ(x) = e−x

2
, e podem ser dados pela fórmula de Rodrigues

Hn (x) = (−1)n ex
2 dn

dxn

[
e−x

2
]
.

Os polinômios de Bessel, Bn(x), são ortogonais com respeito à função peso ρ(x) =
e−2/x na circunferência unitária T, e podem ser dados pela fórmula de Rodrigues

Bn(x) = 2−ne2/x
dn

dxn
[
x2ne−2/x

]
.

Uma outra caracterização foi obtida por Al-Salam e Chihara [1] que mostraram que
uma sequência de polinômios ortogonais {Pn}∞n=0 é clássica se, e somente se, existem
sequências de números complexos {an}∞n=1, {bn}∞n=1, {cn}∞n=1 e σ um polinômio de grau
no máximo 2, tais que

σ(x)P
′

n(x) = anPn−1(x) + bnPn(x) + cnPn+1(x), n ≥ 1. (2.8)



3 Matrizes In�nitas do Tipo

Hessenberg Inferior

Neste capítulo apresentamos algumas de�nições e propriedades de matrizes in�nitas
do tipo Hessenberg inferior que serão usadas no decorrer do trabalho. Tais matrizes in-
�nitas possuem papel importante na determinação e representação de certas sequências
polinomiais.

Os resultados apresentados são encontrados em Verde-Star [21, 22].
Seja A = [aj,k] uma matriz in�nita com entradas reais da forma

A =


a0,0 a0,1 a0,2 a0,3 . . .
a1,0 a1,1 a1,2 a1,3 . . .
a2,0 a2,1 a2,2 a2,3 . . .
a3,0 a3,1 a3,2 a3,3 . . .
...

...
...

...
. . .

 .
Dizemos que a entrada aj,k está na m-ésima diagonal de A se j − k = m. Ou seja,

se m > n, então a m-ésima diagonal de A está abaixo da n-ésima diagonal de A.

De�nição 3.1. Dizemos que uma matriz in�nita A = [aj,k] é do tipo m-Hessenberg
inferior se existe m ∈ Z tal que aj,k = 0 sempre que j − k < m.

Denotamos por L o conjunto das matrizes in�nitas do tipo m-Hessenberg inferior.

De�nição 3.2. Se m é o menor inteiro tal que A ∈ L possui pelo menos uma entrada
não-nula na diagonal m, dizemos que A é de índice m e escrevemos ind(A) = m.
Por de�nição, o índice da matriz nula in�nita é in�nito.

Por exemplo, a matriz identidade in�nita

I =


1 0 0 0 . . .
0 1 0 0 . . .
0 0 1 0 . . .
0 0 0 1 . . .
...

...
...

...
. . .


é uma matriz de L de índice 0.

É fácil ver que L é um espaço vetorial sobre R com as operações usuais de matrizes
e é fechado para multiplicação. Sejam A,B ∈ L tais que ind(A) = m e ind(B) = n.
Se C = AB, então C ∈ L, ind(C) ≥ m+ n e

ci,k =
i−m∑
j=k+n

ai,jbj,k, i− k ≥ m+ n. (3.1)

17



18

De�nição 3.3. Dizemos que uma matriz não-nula de L é uma matriz diagonal se todas
as suas entradas não-nulas estão em uma única diagonal.

Consideramos G como sendo o conjunto das matrizes A ∈ L tais que ind(A) = 0
e aj,j 6= 0 para todo j ≥ 0. Note que toda matriz A ∈ G é invertível, isto é, existe
A−1 ∈ G tal que AA−1 = A−1A = I, onde I ∈ G é a matriz identidade in�nita.

Lema 3.1. Seja A ∈ L com ind(A) = m. Se B ∈ G, então

ind(AB) = ind(BA) = m.

Demonstração. Seja C = AB, onde A ∈ L tal que ind(A) = m e B ∈ G.
Pela fórmula (3.1) obtemos que os elementos da m-ésima diagonal de C são

cm+k,k = am+k,kbk,k, k = 0, 1, 2, . . . .

Como ind(A) = m, existe k0 ≥ 0 tal que am+k0,k0 6= 0. Da de�nição de G, bk,k 6= 0
para todo k ≥ 0, logo cm+k0,k0 6= 0. Isso mostra que ind(C) = m.

A prova de que ind(BA) = m é análoga.

A seguir, de�nimos alguns elementos de L que serão utilizados no decorrer deste
trabalho.

De�nimos X = [xj,k] ∈ L como sendo uma matriz diagonal de índice −1 tal que
xj,j+1 = 1 para j ≥ 0, e X̂ = X>. Isto é,

X =


0 1 0 0 . . .
0 0 1 0 . . .
0 0 0 1 . . .
0 0 0 0 . . .
...

...
...

...
. . .

 e X̂ = X> =


0 0 0 0 . . .
1 0 0 0 . . .
0 1 0 0 . . .
0 0 1 0 . . .
...

...
...

...
. . .

 . (3.2)

Observe que X̂ é a inversa de X à direita, pois XX̂ = I e

X̂X = J =


0 0 0 0 . . .
0 1 0 0 . . .
0 0 1 0 . . .
0 0 0 1 . . .
...

...
...

...
. . .

 .

Para m ∈ N, é fácil ver que Xm é uma matriz diagonal de índice −m que possui
todas as entradas na diagonal −m iguais a 1 e X̂m é uma matriz diagonal de índice m
que possui todas as entradas na diagonal m iguais a 1.

Seja A = [aj,k] uma matriz in�nita qualquer. Então,

XAX̂ =


a1,1 a1,2 a1,3 a1,4 . . .
a2,1 a2,2 a2,3 a2,4 . . .
a3,1 a3,2 a3,3 a3,4 . . .
a4,1 a4,2 a4,3 a4,4 . . .
...

...
...

...
. . .

 ,
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ou seja, XAX̂ pode ser obtida deslocando-se as entradas de A uma posição para a
esquerda e uma posição para cima, de maneira que a linha 0 e a coluna 0 desapareçam.

Consideramos D = [dj,k] e D̂ = [d̂j,k] duas matrizes diagonais tais que ind(D) = 1,
dj,j−1 = j para j ≥ 1, ind(D̂) = −1 e d̂j−1,j = 1/j para j ≥ 1. Isto é,

D =


0 0 0 0 . . .
1 0 0 0 . . .
0 2 0 0 . . .
0 0 3 0 . . .
...

...
...

...
. . .

 e D̂ =


0 1 0 0 . . .
0 0 1/2 0 . . .
0 0 0 1/3 . . .
0 0 0 0 . . .
...

...
...

...
. . .

 . (3.3)

Assim, D̂D = I e DD̂ = J .
É fácil ver que

XD −DX = I, XJ = X, JX̂ = X̂, JD = D e D̂J = D̂. (3.4)

Observação 3.1. Seja A ∈ G. Então, (XAX̂)−1 = XA−1X̂ e (D̂AD)−1 = D̂A−1D.

Lema 3.2. Seja A ∈ G. Então, A−1JAD = D.

Demonstração. Basta observar que

A−1JA =


0 0 0 0 . . .
∗ 1 0 0 . . .
∗ 0 1 0 . . .
∗ 0 0 1 . . .
...

...
...

...
. . .

 ,

onde ∗ representa uma entrada qualquer. Logo, A−1JAD = D.

De�nição 3.4. A ∈ L é uma matriz do tipo banda se existem n,m ∈ Z com n ≤ m,
tais que todas as entradas não-nulas de A estão entre as diagonais n e m. Neste caso,
dizemos que A é (n,m)-banda.

É claro que se A é (n,m)-banda, então A> é (−m,−n)-banda.

De�nição 3.5. As matrizes de L da forma

T =


t0 t−1 t−2 . . . t−m 0 0 0 . . .
t1 t0 t−1 . . . t−m−1 t−m 0 0 . . .
t2 t1 t0 . . . t−m−2 t−m−1 t−m 0 . . .
...

...
...

. . .
...

...
...

...
. . .

 =
∞∑
k=0

tkX̂
k +

m∑
k=1

t−kX
k,

onde m ∈ N, são chamadas de matrizes de Toeplitz. Se t−m 6= 0, então ind(T ) = −m.

Proposição 3.1. Seja A ∈ L tal que ind(A) = n e AX = XA. Se n ≥ 1, então
A = 0, e se n ≤ 0, então A é um polinômio em X de grau −n.

Demonstração. Como XX̂ = I, multiplicando por X̂ à direita em ambos os lados da
equação AX = XA, segue que A = XAX̂. Assim, vemos que todas as entradas em
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uma mesma diagonal de A são iguais, isto é, A é uma matriz de Toeplitz e podemos
escrever

A =



∞∑
k=n

ak,0X̂
k, se n ≥ 1,

∞∑
k=1

ak,0X̂
k +

−n∑
k=0

a0,kX
k, se n ≤ 0.

Igualando as entradas correspondentes na coluna 0 em ambos os lados da equação
AX = XA, obtemos que ak,0 = 0 para todo k ≥ 1, ou seja, se n ≥ 1, então A = 0, e se
n ≤ 0, segue que

A =
−n∑
k=0

a0,kX
k.

Exemplo 3.1. Considere A ∈ L uma matriz de índice −2 que comuta com X. Assim,

A =


a0 a1 a2 0 0 0 . . .
0 a0 a1 a2 0 0 . . .
0 0 a0 a1 a2 0 . . .
0 0 0 a0 a1 a2 . . .
...

...
...

...
...

...
. . .

 = a0I + a1X + a2X
2,

onde a2 6= 0, é um polinômio em X de grau 2.

Corolário 3.1. Sejam L = B−1XB, para algum B ∈ G, e A ∈ L tal que AL = LA.
Se ind(A) = n ≤ 0, então A é um polinômio em L de grau −n, e se ind(A) ≥ 1, então
A = 0.

Demonstração. De L = B−1XB e AL = LA, segue que (BAB−1)X = X(BAB−1).
Pelo Lema 3.1, obtemos ind(BAB−1) = ind(A) = n.

Assim, pela proposição anterior, se n ≥ 1, então BAB−1 = 0 daí A = 0, e se
n ≤ 0, então BAB−1 = g(X) onde g(X) é um polinômio de grau −n. Neste caso,
A = B−1g(X)B = g(B−1XB) = g(L).

De�nição 3.6. Seja A ∈ L tal que ind(A) = m. Dizemos que A é um elemento
mônico se todas as suas entradas na diagonal m são iguais a 1.

Note que se A ∈ G é mônico, então A−1 também é um elemento mônico de G.
O próximo resultado é encontrado em Verde-Star [22].

Teorema 3.1. Seja R ∈ L mônico de índice −1. Então, existe um único B ∈ G
mônico tal que BR = XB.

Demonstração. Para j ≥ 0, tomemos νj como sendo a j-ésima linha da matriz I. Note
que para A ∈ L, νjA é a j-ésima linha de A. Em particular νjX = νj+1, j ≥ 0.

Deste modo, se B satisfaz BR = XB, então

νjBR = νjXB = νj+1B, j ≥ 0.

Assim, pode-se obter a (j+1)-ésima linha de B multiplicando a j-ésima linha de B
à direita por R. Como a linha 0 de B deverá ser ν0, é possível determinar todas linhas
de B fazendo sucessivas multiplicações por R. Observe que este processo determina
um único elemento mônico B ∈ G.
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O próximo resultado traz propriedades úteis de matrizes tridiagonais de índice −1
que possuem entradas não-nulas nas diagonais −1 e 1.

De�nimos T como sendo o conjunto das matrizes (−1, 1)-banda que possuem todas
as entradas nas diagonais −1 e 1 não-nulas. É claro que se L ∈ T , então ind(L) = −1,
L é tridiagonal e L> ∈ T .

De�nição 3.7. Dizemos que A,B ∈ L são diagonalmente semelhantes se existe uma
matriz diagonal invertível T com ind(T ) = 0 e tal que B = T−1AT .

Proposição 3.2. Seja L = [`j,k] uma matriz in�nita. Então,

1. Se L ∈ T , então L é diagonalmente semelhante a um elemento mônico de T .

2. Se L ∈ T é mônico, então existe um único A ∈ G mônico tal que A−1LA = X.

3. Se L,M ∈ T , então L e M são semelhantes, isto é, existe uma matriz in�nita
invertível S tal que L = S−1MS.

4. Se L ∈ T , então L é diagonalmente semelhante a L>.

5. Se L ∈ T é mônico e possui entradas positivas na diagonal 1, então L é diago-
nalmente semelhante a um elemento simétrico de T .

Demonstração. 1. Considere a sequência {ρn}∞n=0 onde ρ0 = 1 e ρn = `0,1`1,2 · · · `n−1,n
para n ≥ 1. Seja Ωρ a matriz diagonal de índice 0 que possui a entrada na posição
(n, n) igual a ρn para n ≥ 0. Assim, ΩρLΩ−1ρ é um elemento mônico de T .

2. Decorre do Teorema 3.1.

3. Pelo item 1, se L,M ∈ T , existem Ω1 e Ω2 matrizes diagonais de índice 0 invertíveis
tais que Ω1LΩ−11 e Ω2MΩ−12 são elementos mônicos de T .

Pelo item 2, existem únicos A1, A2 ∈ G mônicos tais que A−11

(
Ω1LΩ−11

)
A1 = X =

A−12

(
Ω2MΩ−12

)
A2. Logo,

L =
(
Ω−11 A1A

−1
2 Ω2

)
M
(
Ω−12 A2A

−1
1 Ω1

)
=
(
Ω−12 A2A

−1
1 Ω1

)−1
M
(
Ω−12 A2A

−1
1 Ω1

)
.

4. Tome a sequência {ρn}∞n=0 onde ρ0 = 1 e

ρn =
`0,1`1,2 · · · `n−1,n
`1,0`2,1 · · · `n,n−1

, n ≥ 1.

Se Ωρ é a matriz diagonal de índice 0 que possui a entrada na posição (n, n) igual a ρn
para n ≥ 0, então ΩρLΩ−1ρ = L>.

5. Considere a sequência {ρn}∞n=0 onde ρ0 = 1 e ρn =
√
`1,0`2,1 · · · `n,n−1 para n ≥ 1.

Seja Ωρ a matriz diagonal de índice 0 que possui a entrada na posição (n, n) igual a ρn
para n ≥ 0. Assim, Ω−1ρ LΩρ é simétrico.



4 Sequências Polinomiais

Neste capítulo estudamos uma relação entre sequências polinomiais e matrizes in-
�nitas do tipo Hessenberg inferior.

Conforme mostrado em Verde-Star [22], veremos que um elemento mônico de L
de índice −1 gera uma sequência de polinômios que correspondem às linhas de uma
matriz de G. Alguns resultados importantes sobre estas sequências polinomiais são
obtidos através de propriedades das suas matrizes associadas correspondentes. Um
caso interessante surge quando a matriz de Hessenberg é uma matriz de Toeplitz.

Como um caso particular, os polinômios ortogonais são gerados quando a matriz
de Hessenberg é tridiagonal, ou mais precisamente, é um elemento mônico de T e suas
entradas são os coe�cientes de uma relação de recorrência de três termos. Estudamos
com detalhes na Seção 4.2 que esta é uma caracterização matricial da ortogonalidade
de uma sequência polinomial, que corresponde a uma versão matricial do Teorema de
Favard.

Por �m, neste contexto matricial, de�nimos uma matriz de polinômios ortogonais
clássica e estudamos algumas caracterizações dos polinômios ortogonais clássicos.

4.1 Sequências Polinomiais

Nesta seção estudamos sequências polinomiais geradas por elementos mônicos de L
de índice −1. Os resultados apresentados são encontrados em Verde-Star [22].

Seja R = [rn,j] ∈ L mônico de índice −1. Pelo Teorema 3.1, existe um único B ∈ G
mônico tal que BR = XB, onde X é a matriz dada em (3.2). Assim, se considerarmos
B−1 = C = [cn,j], garantimos a existência de um único C ∈ G mônico tal que

RC = CX. (4.1)

Escrevemos

C =


1 0 0 0 . . .
c1,0 1 0 0 . . .
c2,0 c2,1 1 0 . . .
c3,0 c3,1 c3,2 1 . . .
...

...
...

...
. . .

 .
Considere a sequência de polinômios mônicos {Qn}∞n=0 dados por

Qn(x) =
n∑
j=0

cn,jx
j, cn,n = 1, n ≥ 0,

22
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de maneira que as entradas na n-ésima linha de C são os coe�cientes de Qn(x). Dizemos
que {Qn}∞n=0 é a sequência polinomial determinada por C. Dizemos também que C é
a matriz associada à sequência de polinômios {Qn}∞n=0.

Observe que, dado n ≥ 0, a n-ésima linha da matriz

CX =


0 1 0 0 0 . . .
0 c1,0 1 0 0 . . .
0 c2,0 c2,1 1 0 . . .
0 c3,0 c3,1 c3,2 1 . . .
...

...
...

...
...

. . .


corresponde ao polinômio mônico xQn(x) de grau n+ 1.

Comparando a n-ésima linha em ambos os lados de RC = CX obtemos a relação

n∑
j=0

rn,jQj(x) +Qn+1(x) = xQn(x), n ≥ 1, (4.2)

onde Q0(x) = 1 e Q1(x) = x− rn,0.
Mostraremos no decorrer do trabalho que se R é um elemento mônico de T , então

(4.2) é a conhecida relação de recorrência de três termos satisfeita pelos polinômios
ortogonais.

De�nição 4.1. Sejam A ∈ L e k ≥ 1. De�nimos a k-ésima seção de A como sendo a
matriz �nita k × k dada por A(k) = [aj,i], onde 0 ≤ j ≤ k − 1 e 0 ≤ i ≤ k − 1.

Proposição 4.1. Seja A ∈ G. Então,
(
A(k)

)−1
= (A−1)(k) para k ≥ 1.

Demonstração. Sejam A = [aj,i] ∈ G e k ≥ 1. Segue da de�nição de G que

det(A(k)) =
k−1∏
j=0

aj,j 6= 0,

logo A(k) é invertível.
Observe que podemos considerar

A =



a0,0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . .
a1,0 a1,1 0 . . . 0 0 0 0 . . .
a2,0 a2,1 a2,2 . . . 0 0 0 0 . . .
...

...
...

. . .
...

...
...

...
. . .

ak−2,0 ak−2,1 ak−2,2 . . . ak−2,k−2 0 0 0 . . .
ak−1,0 ak−1,1 ak−1,2 . . . ak−1,k−2 ak−1,k−1 0 0 . . .
ak,0 ak,1 ak,2 . . . ak,k−2 ak,k−1 ak,k 0 . . .
...

...
...

. . .
...

...
...

...
. . .


=

[
A

[k]
1,1 A

[k]
1,2

A
[k]
2,1 A

[k]
2,2

]
,

onde A[k]
1,1 = A(k) e A

[k]
1,2 = 0k×∞.

Desta maneira, podemos reescrever I = AA−1 = A−1A da forma

I =

[
A(k) 0k×∞
A

[k]
2,1 A

[k]
2,2

] [
(A−1)(k) 0k×∞

(A−1)
[k]
2,1 (A−1)

[k]
2,2

]
=

[
(A−1)(k) 0k×∞

(A−1)
[k]
2,1 (A−1)

[k]
2,2

][
A(k) 0k×∞
A

[k]
2,1 A

[k]
2,2

]
.

Assim, I(k) = A(k) (A−1)(k) = (A−1)(k)A(k), consequentemente (A−1)(k) =
(
A(k)

)−1
.
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De�nição 4.2. Seja f(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 um polinômio mônico com

coe�cientes reais. Denomina-se matriz companheira do polinômio f(x) a matriz n× n
dada por 

0 1 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 . . . 1
−a0 −a1 −a2 −a3 . . . −an−1


.

Sabe-se que todo polinômio mônico é o polinômio minimal e o polinômio caracte-
rístico de sua matriz companheira (veja [10]). Este fato será útil na demonstração do
próximo Teorema.

Teorema 4.1. Sejam R ∈ L mônico de índice −1, C ∈ G mônico tal que RC = CX
e {Qn}∞n=0 a sequência polinomial determinada por C. Então,

Qk(x) = det
(
xI(k) −R(k)

)
, k ≥ 1,

isto é, Qk é o polinômio característico de R(k).

Demonstração. Identi�cando R(k) e C(k), respectivamente, consideramos as partições
de

R =



r0,0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 . . .
r1,0 r1,1 1 0 . . . 0 0 0 0 . . .
r2,0 r2,1 r2,2 1 . . . 0 0 0 0 . . .
...

...
...

...
. . .

...
...

...
...

. . .
rk−3,0 rk−3,1 rk−3,2 rk−3,3 . . . 1 0 0 0 . . .
rk−2,0 rk−2,1 rk−2,2 rk−2,3 . . . rk−2,k−2 1 0 0 . . .
rk−1,0 rk−1,1 rk−1,2 rk−1,3 . . . rk−1,k−2 rk−1,k−1 1 0 . . .
rk,0 rk,1 rk,2 rk,3 . . . rk,k−2 rk,k−1 rk,k 1 . . .
...

...
...

...
. . .

...
...

...
...

. . .


e

C =



1 0 0 . . . 0 0 0 0 . . .
c1,0 1 0 . . . 0 0 0 0 . . .
c2,0 c2,1 1 . . . 0 0 0 0 . . .
...

...
...

. . .
...

...
...

...
. . .

ck−2,0 ck−2,1 ck−2,2 . . . 1 0 0 0 . . .
ck−1,0 ck−1,1 ck−1,2 . . . ck−1,k−2 1 0 0 . . .
ck,0 ck,1 ck,2 . . . ck,k−2 ck,k−1 1 0 . . .
...

...
...

. . .
...

...
...

...
. . .


.

Podemos reescrever RC = CX da forma[
R(k) R

[k]
1,2

R
[k]
2,1 R

[k]
2,2

] [
C(k) 0k×∞
C

[k]
2,1 C

[k]
2,2

]
=

[
C(k) 0k×∞
C

[k]
2,1 C

[k]
2,2

][
X(k) X

[k]
1,2

X
[k]
2,1 X

[k]
2,2

]
.

Logo, R(k)C(k) = C(k)X(k) −R[k]
1,2C

[k]
2,1.
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Observe que pela Proposição 4.1, (C(k))
−1 = (C−1)(k), então(

C(k)

)−1
R(k)C(k) = X(k) −

(
C−1

)
(k)
R

[k]
1,2C

[k]
2,1

=



0 1 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 . . . 1
−ck,0 −ck,1 −ck,2 −ck,3 . . . −ck,k−1


. (4.3)

Esta é a matriz companheira do polinômio Qk. Utilizando o fato de que matrizes
semelhantes possuem mesmo polinômio característico, concluímos que Qk é o polinômio
característico da matriz R(k).

Mais adiante, usaremos o resultado anterior para mostrar que se {Pn}∞n=0 é uma
sequência de polinômios ortogonais mônicos, então Pk é o polinômio característico de
L(k), onde L é um elemento mônico de T .

Agora, estudamos o caso em que R é uma matriz de Toeplitz.

Teorema 4.2. Sejam R ∈ L mônico de índice −1, C ∈ G mônico tal que RC = CX
e {Qn}∞n=0 a sequência polinomial determinada por C. Se R é uma matriz de Toeplitz,
então

Qn+1(x)−Qn+1(y)

x− y
=

n∑
j=0

Qj(x)Qn−j(y), n ≥ 0. (4.4)

Demonstração. Dada uma sequência {tn}∞n=0, sejam

R =
∞∑
k=0

tkX̂
k +X =


t0 1 0 0 0 . . .
t1 t0 1 0 0 . . .
t2 t1 t0 1 0 . . .
t3 t2 t1 t0 1 . . .
...

...
...

...
...

. . .


uma matriz de Toeplitz de índice −1, C ∈ G mônico tal que RC = CX e {Qn}∞n=0 a
sequência polinomial determinada por C.

Substituindo rn,j = tn−j em (4.2) segue que

tnQ0(x) + tn−1Q1(x) + · · ·+ t0Qn(x) +Qn+1(x) = xQn(x), n ≥ 0. (4.5)

Considere a série de potências formal

f(z) = 1 + t0z + t1z
2 + t2z

3 + · · · ,

e a função geradora da sequência {Qn}∞n=0

G (z, x) =
∞∑
k=0

Qk(x)zk.
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Usando (4.5), podemos escrever

1 + xzG (z, x) = 1 +
∞∑
k=0

(
k∑
j=0

tk−jQj(x) +Qk+1

)
zk+1

= G (z, x) +
∞∑
k=0

(
k∑
j=0

ztk−jQj(x)

)
zk

= G (z, x) +

(
∞∑
j=0

tjz
j+1

)
G (z, x)

= f(z)G (z, x) .

Ou seja,

G (z, x) =
1

f(z)− xz
.

Assim,

G (z, x)−G (z, y)

x− y
=

z

(f(z)− xz) (f(z)− yz)
= zG (z, x)G (z, y) . (4.6)

Comparando os coe�cientes de zn+1 no primeiro e no último termo de (4.6) obtemos
(4.4).

4.2 Sequências de Polinômios Ortogonais

Nesta seção estudamos sequências de polinômios ortogonais. O primeiro Teorema
aqui apresentado fornece uma caracterização em termos de matrizes para a ortogonali-
dade de uma sequência de polinômios, e é uma versão matricial do Teorema de Favard.
Como referência utilizamos Verde-Star [21].

Seja {Pn}∞n=0 uma sequência de polinômios mônicos com coe�cientes reais tal que
Pn é de grau exatamente n. Expressamos

Pn(x) =
n∑
j=0

an,jx
j, onde an,n = 1.

Consideramos a matriz in�nita A = [an,j] de maneira que as entradas na n-ésima
linha de A são os coe�cientes de Pn(x), isto é,

A =


1 0 0 0 . . .
a1,0 1 0 0 . . .
a2,0 a2,1 1 0 . . .
a3,0 a3,1 a3,2 1 . . .
...

...
...

...
. . .

 .

Dizemos que A é a matriz associada à sequência de polinômios mônicos {Pn}∞n=0 e
que n-ésima linha de A corresponde ao polinômio Pn(x).

Observe que A é um elemento mônico de G, logo A−1 existe.
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A n-ésima linha da matriz

AX =


0 1 0 0 . . .
0 a1,0 1 0 . . .
0 a2,0 a2,1 1 . . .
...

...
...

...
. . .


corresponde a xPn(x) e a n-ésima linha da matriz

XA =


a1,0 1 0 0 . . .
a2,0 a2,1 1 0 . . .
a3,0 a3,1 a3,2 1 . . .
...

...
...

...
. . .


corresponde a Pn+1(x).

Observe ainda que a n-ésima linha de

AD =


0 0 0 0 . . .
1 0 0 0 . . .
a2,1 2 0 0 . . .
a3,1 2a3,2 3 0 . . .
...

...
...

...
. . .


corresponde a P

′
n(x), onde D é a matriz de�nida em (3.3) que representa o operador

de derivada com respeito à base {1, x, x2, x3, . . .}.
Sejam F um funcional de momentos associado à sequência de momentos {µn}∞n=0

e v = [µ0, µ1, µ2, . . .]
> o vetor de momentos. Então,

(a) F(Pn(x)) =
n∑
j=0

an,jµj é a n-ésima coordenada do vetor coluna in�nito Av.

(b) Dado m ≥ 0, F(xmPn(x)) =
n∑
j=0

an,jµj+m é a n-ésima coordenada do vetor

coluna in�nito AXmv.

Dizemos que {Pn}∞n=0, com Pn de grau exatamente n, é ortogonal com respeito a
um funcional de momentos F se

F(Pm(x)Pn(x)) = γnδm,n, m, n ∈ N,

onde γn 6= 0 e δm,n é o delta de Kronecker.
Pelo Teorema 2.1, a sequência de polinômios mônicos {Pn}∞n=0 é ortogonal com

respeito ao funcional de momentos F se, e somente se,

F(xjPn(x)) =

{
0, se 0 ≤ j ≤ n− 1,

γn = F(P 2
n(x)) 6= 0, se j = n.

Assim, dado m ≥ 0, como F(xmPn(x)) é a n-ésima coordenada do vetor coluna
AXmv, onde v é o vetor de momentos, obtemos que {Pn}∞n=0 é ortogonal com respeito
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ao funcional de momentos F se, e somente se,

AXmv =



F (xmP0 (x))
F (xmP1 (x))
F (xmP2 (x))

...
F (xmPm−1 (x))

γm
0
0
...


(4.7)

onde γm = F(P 2
m(x)) 6= 0.

Observação 4.1. Seja {Pn}∞n=0 uma sequência de polinômios mônicos qualquer e A
sua matriz associada. Como A e A−1 são mônicos de índice 0 e X é mônico de índice
−1, é fácil ver que L = AXA−1 é mônico de índice −1. Isso garante que todas as
entradas de L na diagonal −1 são não-nulas. Este fato será útil na prova do próximo
resultado.

Agora, estudamos uma versão matricial do Teorema de Favard (Teorema 2.4).

Teorema 4.3. Sejam {Pn}∞n=0 uma sequência de polinômios mônicos e A sua matriz
associada. Então, {Pn}∞n=0 é ortogonal com respeito a algum funcional de momentos
se, e somente se, L = AXA−1 ∈ T , isto é, L é (−1, 1)-banda e todas as suas entradas
nas diagonais −1 e 1 são não-nulas.

Demonstração. (⇒) Suponha que {Pn}∞n=0 é ortogonal com respeito ao funcional de mo-
mentos F associado à sequência de momentos {µn}∞n=0 e considere v = [µ0, µ1, µ2, . . .]

>

como sendo o vetor de momentos. De L = AXA−1, segue que LmA = AXm, logo
LmAv = AXmv para m ≥ 0.

Para j ≥ 0, tomemos ej como sendo o vetor coluna in�nito que possui a j-ésima
coordenada igual 1 e todas as outras coordenadas iguais a 0.

Por (4.7), Av = γ0e0 e AXmv ∈ span{e0, e1, . . . , em} para m ≥ 0, onde span{e0, e1,
. . . , em} denota o espaço gerado por {e0, e1, . . . , em}. Ou seja, existem escalares cm,j
para j = 0, 1, . . . ,m− 1, e cm+1,j para j = 0, 1, . . . ,m, tais que

AXmv = LmAv = γ0L
me0 = γmem +

m−1∑
j=0

cm,jej e

AXm+1v = Lm+1Av = γ0L
m+1e0 = γm+1em+1 +

m∑
j=0

cm+1,jej.

Multiplicando a primeira equação por L obtemos

γ0L
m+1e0 = γmLem +

m−1∑
j=0

cm,jLej = γm+1em+1 +
m∑
j=0

cm+1,jej.

Assim,

Lem =
γm+1

γm
em+1 +

m∑
j=0

cm+1,j

γm
ej −

m−1∑
j=0

cm,j
γm

Lej.
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Note que γ0Le0 = γ1e1 + c1,0e0. Com g0,0 = c1,0/γ0, segue que

Le0 =
γ1
γ0
e1 + g0,0e0 ∈ span{e0, e1}.

Suponha que para k = 0, 1, . . . ,m − 1, existem escalares gk,j para j = 0, 1, . . . , k,
tais que

Lek =
γk+1

γk
ek+1 +

k∑
j=0

gk,jej ∈ span{e0, e1, . . . , ek+1}.

Logo,

Lem =
γm+1

γm
em+1 +

m∑
j=0

cm+1,j

γm
ej −

m−1∑
j=0

cm,j
γm

Lej

=
γm+1

γm
em+1 +

m∑
j=0

cm+1,j

γm
ej −

m−1∑
j=0

cm,j
γm

(
γj+1

γj
ej+1 +

j∑
i=0

gj,iei

)

=
γm+1

γm
em+1 +

m∑
j=0

gm,jej.

para alguns gm,j, j = 0, 1, . . . ,m.
Portanto, segue por indução que Lem ∈ span{e0, e1, . . . , em+1} para todo m ≥ 0.
Note que Lem resulta na m-ésima coluna de L. Então, dado m ≥ 0 temos que

`m+1,m = γm+1/γm 6= 0 e `m+j,m = 0 para j ≥ 2, isto é, todas as entradas de L na
diagonal 1 são não-nulas e todas as entradas abaixo da diagonal 1 são nulas.

Sabemos que L é mônico de índice −1. Portanto, L é (−1, 1)-banda e todas as suas
entradas nas diagonais −1 e 1 são não-nulas.

(⇐) Suponha que {Pn}∞n=0 é uma sequência polinomial com matriz associada A ∈ G
tal que L = AXA−1 ∈ T . Considere `k+1,k = αk+1 para k ≥ 0. Note que L ∈ T , então
αj 6= 0 para todo j ≥ 1.

Seja v a coluna 0 da matriz A−1, então Av = e0.
Como L é (−1, 1)-banda, dado m ≥ 2, segue que Lm = [`

(m)
j,k ] é (−m,m)-banda e

suas entradas na m-ésima diagonal são `(m)
m+k,k = αk+1αk+2 · · ·αk+m 6= 0 para k ≥ 0.

Logo AXmv = LmAv = Lme0, ou seja, AXmv é como em (4.7) e consequentemente
{Pn}∞n=0 é ortogonal com respeito ao funcional de momentos F cujos momentos são as
entradas da coluna 0 de A−1. Observe que γ0 = µ0 = 1 e γm = α1α2 . . . αm para m ≥ 1.

Note que Lme0 = AXmv, então `(m)
0,0 = e>0 L

me0 = (e>0 A)Xmv = e>0X
mv = µm. Isso

garante que a sequência de momentos pode ser obtida de L.

Provamos que a matriz L no Teorema anterior é da forma

L =


β0 1 0 0 . . .
α1 β1 1 0 . . .
0 α2 β2 1 . . .
...

...
...

...
. . .

 , (4.8)

onde αn = γn/γn−1 6= 0 para n ≥ 1. Tais matrizes são conhecidas como matrizes de
Jacobi e desempenham papel importante no estudo dos polinômios ortogonais, como
veremos mais adiante.
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4.2.1 Relação de Recorrência de Três Termos

Com L = AXA−1 ∈ T , igualando a n-ésima linha em ambos os lados da equação
LA = AX, obtemos que a sequência de polinômios ortogonais mônicos {Pn}∞n=0 satisfaz
a relação de recorrência de três termos

αnPn−1(x) + βnPn(x) + Pn+1(x) = xPn(x), n ≥ 1, (4.9)

onde αn 6= 0, n ≥ 1, P0(x) = 1 e P1(x) = x− β0.
Observe que a volta do Teorema 4.3 mostra que os polinômios ortogonais mônicos

são gerados por elementos mônicos de T , isto é, qualquer sequência de polinômios que
satisfaça uma relação de recorrência da forma (4.9) é uma sequência de polinômios
ortogonais com respeito a algum funcional linear.

Da relação de recorrência de três termos é possível obter facilmente a fórmula

P
′

n+1(x)Pn(x)− P ′

n(x)Pn+1(x) = [Pn(x)]2 + αn

[
P

′

n(x)Pn−1(x)− P ′

n−1(x)Pn(x)
]

= [Pn(x)]2 +
n−1∑
j=0

αj+1αj+2 · · ·αn [Pj(x)]2 . (4.10)

4.2.2 Zeros

Através desta abordagem matricial é possível mostrar as propriedades dos zeros dos
polinômios ortogonais.

Sejam {Pn}∞n=0 uma sequência de polinômios ortogonais mônicos com matriz asso-
ciada A e L = AXA−1 como em (4.8). Pelo Teorema 4.1, segue que, para k ≥ 1, Pk(x)
é o polinômio característico de

L(k) =



β0 1 0 0 . . . 0 0 0
α1 β1 1 0 . . . 0 0 0
0 α2 β2 1 . . . 0 0 0
0 0 α3 β3 . . . 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 0 . . . βk−3 1 0
0 0 0 0 . . . αk−2 βk−2 1
0 0 0 0 . . . 0 αk−1 βk−1


.

Ou seja, os zeros de Pk(x) são os autovalores de L(k).
Podemos agora estudar as propriedades dos zeros de Pn.

Teorema 4.4. Sejam {Pn}∞n=0 uma sequência de polinômios ortogonais mônicos e A
sua matriz associada tal que L = AXA−1 ∈ T possui entradas reais na diagonal 0 e
entradas positivas na diagonal 1. Então, os zeros de Pn são reais, simples e entre dois
zeros consecutivos de Pn existe somente um zero de Pn−1.

Demonstração. Seja

L =


β0 1 0 0 . . .
α1 β1 1 0 . . .
0 α2 β2 1 . . .
...

...
...

...
. . .

 .
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Por hipótese βk ∈ R e αk+1 > 0 para k ≥ 0, logo L(k) é semelhante a uma matriz
simétrica (veja o item 5 da proposição 3.2). Ou seja, todos os autovalores de L(k) são
reais e, em outras palavras, todos os zeros de Pk são reais.

Faremos a prova de que os zeros de Pn são simples e se entrelaçam com os zeros de
Pn−1 por indução.

O zero de P1(x) = x−β0 é x1,1 = β0 ∈ R. Como α1 > 0, P2(x) = (x−β0)(x−β1)−α1

tem um zero em (max{β0, β1},+∞) e um zero em (−∞,min{β0, β1}). Portanto, P2

possui dois zeros simples x2,1 < x2,2 tais que x2,1 < x1,1 < x2,2 e o resultado é válido
para n = 2.

Suponhamos que o resultado é válido para n = k − 1.
Sejam xk−1,1 < xk−1,2 < · · · < xk−1,k−1 os zeros de Pk−1 em ordem crescente e

xk−2,1 < xk−2,2 < · · · < xk−2,k−2 os zeros de Pk−2 em ordem crescente, onde

xk−1,j < xk−2,j < xk−1,j+1, j = 1, 2, . . . , k − 2.

Observe que (−1)jPk−2(x) > 0 em (xk−2,k−2−j, xk−2,k−1−j), 0 ≤ j ≤ k − 2, com
xk−2,0 = −∞ e xk−2,k−1 = +∞. Como xk−1,k−1−j ∈ (xk−2,k−2−j, xk−2,k−1−j), obtemos
que (−1)jPk−2(xk−1,k−1−j) > 0 para 0 ≤ j ≤ k − 2.

Pela relação de recorrência (4.9) temos que

Pk(x) = (x− βk−1)Pk−1(x)− αk−1Pk−2(x), k ≥ 2.

Como αk−1 > 0, podemos escrever

(−1)jPk(xk−1,k−1−j) = −αk−1(−1)jPk−2(xk−1,k−1−j) < 0,

para 0 ≤ j ≤ k − 2. Ou seja, Pk muda de sinal entre dois zeros consecutivos de Pk−1.
Note que Pk é mônico e Pk(xk−1,k−1) < 0, então Pk muda de sinal em (xk−1,k−1,+∞).

De maneira análoga prova-se que Pk troca de sinal em (−∞, xk−1,1).
Portanto, se considerarmos xk,1 < xk,2 < · · · < xk,k como sendo os zeros de Pk,

provamos que xk,1 ∈ (−∞, xk−1,1), xk,j ∈ (xk−1,j−1, xk−1,j), para 2 ≤ j ≤ k − 2 e
xk,k ∈ (xk−1,k−1,+∞).

4.3 Sequências de Polinômios Ortogonais Clássicos

Utilizando esta abordagem matricial é possível obter algumas caracterizações dos
polinômios ortogonais clássicos descritas na Seção 2.2. A referência aqui utilizada é
Verde-Star [21].

De�nição 4.3. Sejam {Pn}∞n=0 uma sequência de polinômios ortogonais mônicos e A
sua matriz associada. Dizemos que A é uma matriz de polinômios ortogonais (MPO).

Considere A uma MPO associada à sequência de polinômios ortogonais mônicos
{Pn}∞n=0. Note que AD é de índice 1 e a sua n-ésima linha é o vetor

[an,1, 2an,2, 3an,3, . . . , nan,n, 0, . . .]

que corresponde a P
′
n(x).
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Assim,

D̂AD =


1 0 0 0 . . .

a2,1/2 1 0 0 . . .
a3,1/3 2a3,2/3 1 0 . . .
a4,1/4 2a4,2/4 3a4,3/4 1 . . .

...
...

...
...

. . .


é um elemento mônico de G, logo é invertível, e sua n-ésima linha corresponde ao
polinômio mônico P

′
n+1(x)/(n + 1), n ≥ 0. Isto é, Ã = D̂AD é a matriz associada à

sequência {P̃n}∞n=0, onde P̃n(x) = P
′
n+1(x)/(n+ 1).

Apresentamos agora a de�nição de MPO clássica.

De�nição 4.4. Seja A uma MPO associada à sequência de polinômios ortogonais
mônicos {Pn}∞n=0. Dizemos que A é clássica se Ã = D̂AD é também uma MPO, isto
é, {P ′

n+1/(n+ 1)}∞n=0 é uma sequência de polinômios ortogonais mônicos com respeito
a um funcional de momentos.

Esta de�nição se deve a Sonin [18] que mostrou que os únicos polinômios ortogonais
Pn cujas derivadas P

′
n também eram ortogonais, eram os polinômios de Jacobi, de

Laguerre e de Hermite. Posteriormente, este fato foi redescoberto por Hahn [8] que o
estendeu aos polinômios de Bessel.

É imediato pelo Teorema 4.3 que A é clássica se, e somente se, M = ÃXÃ−1 é um
elemento mônico de T . Neste caso, consideramos

M =


β̃0 1 0 0 . . .

α̃1 β̃1 1 0 . . .

0 α̃2 β̃2 1 . . .
...

...
...

...
. . .

 ,
onde α̃n 6= 0 para n ≥ 1. De MÃ = ÃX, obtemos que

α̃nP̃n−1(x) + β̃nP̃n(x) + P̃n+1(x) = xP̃n(x), n ≥ 1, (4.11)

onde P̃0(x) = 1 e P̃1(x) = x− β̃0.
Antes de estudarmos caracterizações dos polinômios ortogonais clássicos, apresen-

tamos um resultado que fornece uma condição necessária e su�ciente para que uma
MPO seja clássica. Este resultado será bastante utilizado no restante do trabalho.

Teorema 4.5. Seja A uma MPO. A é clássica se, e somente se, AÃ−1 é um elemento
(0, 2)-banda de G.

Demonstração. Sejam A uma MPO e L = AXA−1 ∈ T . De�namos U = AÃ−1 e
M = U−1LU . Note que U é um elemento mônico de G e M é mônico de índice −1.

Assim,
MÃ = (U−1LU)Ã = U−1LAÃ−1Ã = U−1AX = ÃX.

Pelo Lema 3.2,

A−1DU−1A = A−1DÃ = A−1DD̂AD = A−1JAD = D, (4.12)

ou seja, D(U−1A) = DÃ = AD, logo

DU−1 = ADA−1.
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Pela fórmula (3.4), I = XD −DX, então

A = AXD − ADX = LAD − AD(A−1A)X = LAD − ADA−1LA.

Multiplicando por A−1 em ambos os lados da equação acima obtemos

I = LADA−1 − ADA−1L.

De ADA−1 = DU−1, segue que

I = LDU−1 −DU−1L.

Portanto,
U = LD −DU−1LU = LD −DM. (4.13)

(⇒) Se A é uma MPO clássica, isto é, M é um elemento mônico de T , por (4.13) U é
um elemento (0, 2)-banda de G.

(⇐) Se U é um elemento (0, 2)-banda de G, por (4.13) temos que M é (−1, 1)-banda.
Vamos mostrar que M possui entradas não-nulas na diagonal 1.

Dado k ≥ 0, comparando as entradas na posição (k + 3, k) em ambos os lados de
LU = UM segue que

αk+3 [(k + 1)αk+2 − (k + 2)mk+1,k] = mk+1,k [(k + 2)αk+3 − (k + 3)mk+2,k+1] .

Logo, mk+1,k [2(k + 2)αk+3 − (k + 3)mk+2,k+1] = (k + 1)αk+2αk+3 6= 0, k ≥ 0.
Assim, mk+1,k 6= 0 para k ≥ 0.

Portanto, M ∈ T e A é uma MPO clássica.

4.3.1 Caracterização de Al-Salam e Chihara

Estudamos agora a caracterização de Al-Salam e Chihara (2.8) provada em [1] e
apresentamos uma demonstração deste resultado em termos matriciais encontrada em
Verde-Star [21].

Sejam A uma MPO clássica e L,M ∈ T mônicos tais que LA = AX e MÃ = ÃX.
Provamos que AÃ−1 = U = LD −DM é (0, 2)-banda de G e LU = UM .

Logo,
L2D +DM2 = 2LDM. (4.14)

Pelo item 4 da Proposição 3.2, existem matrizes diagonais de índice 0 invertíveis
Ωρ e Ωσ tais que ΩρLΩ−1ρ = L> e ΩσMΩ−1σ = M>. De (4.13) segue que

U> = D>L> −M>D> = D>ΩρLΩ−1ρ − ΩσMΩ−1σ D>,

então,
Ω−1σ U>Ωρ = Ω−1σ D>ΩρL−MΩ−1σ D>Ωρ.

Considere
V = Ω−1σ U>Ωρ (4.15)

e
E = Ω−1σ D>Ωρ. (4.16)
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Logo,
V = EL−ME. (4.17)

Note que V é uma matriz (−2, 0)-banda e possui entradas não-nulas na diagonal 0
e E é uma matriz diagonal de índice −1 com entradas não-nulas na diagonal −1.

Por (4.15), segue que U> = ΩσV Ω−1ρ . Como LU = UM , temos U>L> = M>U>,
logo

(
ΩσV Ω−1ρ

) (
ΩρLΩ−1ρ

)
= (ΩσMΩ−1σ )

(
ΩσV Ω−1ρ

)
. Daí,

V L = MV.

Observe que UV L = UMV = LUV , isto é, UV comuta com L. Analogamente,
V UM = V LU = MV U e V U comuta com M . Pelo Lema 3.1 ind(UV ) = ind(V ),
onde −2 ≤ ind(V ) ≤ 0, então pelo Corolário 3.1

UV = g(L),

onde g é um polinômio de grau no máximo 2.
Assim, V U = U−1(UV )U = U−1g(L)U = g(U−1LU) = g(M).
Então, como A = UÃ e M = ÃXÃ−1 segue que

V A = V UÃ = g(M)Ã = Ãg(X). (4.18)

Igualando a n-ésima linha do primeiro e do último termo da equação acima obtemos

P̃n(x)g(x) =
P

′
n+1(x)

n+ 1
g(x) = vn,nPn(x) + vn,n+1Pn+1(x) + vn,n+2Pn+2(x), (4.19)

onde g é um polinômio de grau no máximo 2. Ou seja, provamos que se A é clássica,
então (4.19) é válida. Note que (4.19) e (2.8) são equivalentes.

Podemos agora enunciar o próximo Teorema que estabelece uma versão matricial
de (2.8). Lembramos que este resultado foi provado inicialmente em [1] utilizando uma
abordagem diferente.

Teorema 4.6. Seja A uma MPO. A é clássica se, e somente se, existem uma matriz
W (−2, 0)-banda com entradas não-nulas na diagonal 0 e um polinômio q(x) de grau
no máximo 2 tais que

WA = Ãq(X). (4.20)

Demonstração. (⇒) Já mostramos em (4.18) que se A é clássica, o Teorema segue com
W = V e q = g.

(⇐) Suponha que A uma é MPO, L = AXA−1 ∈ T e existem uma matriz W (−2, 0)-
banda com entradas não-nulas na diagonal 0 e um polinômio q(x) de grau no máximo
2 tais que WA = Ãq(X). Mostremos que U = AÃ−1 ∈ G é (0, 2)-banda.

Note que
UW = AÃ−1W = Aq(X)A−1 = q(L).

Como L é (−1, 1)-banda e q é de grau no máximo 2, a igualdade acima garante que
UW é (−2, 2)-banda. Assim, para k ≥ 3, a entrada (k, 0) de UW é igual a 0, ou seja,
uk,0w0,0 = 0. Por hipótese w0,0 6= 0, logo uk,0 = 0 para k ≥ 3.

Da mesma forma, para k ≥ 4, a entrada (k, 1) de UW é igual a 0, isto é, uk,0w0,1 +
uk,1w1,1 = 0. Portanto, uk,1 = 0 para k ≥ 4.

Repetindo o mesmo raciocínio para as próximas colunas, é possível provar que todas
as entradas de U abaixo da diagonal 2 são nulas, consequentemente U é um elemento
(0, 2)-banda de G e pelo Teorema 4.5 concluímos que A é uma MPO clássica.
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4.3.2 Equação Diferencial de Bochner

Aqui, apresentamos um estudo sobre a equação diferencial de Bochner e uma prova
matricial do Teorema 2.5 que é devido a Bochner [4]. Os resultados aqui apresentados
são encontrados em Verde-Star [21].

Seja A uma MPO clássica. Provamos que L e M são elementos mônicos de T
tais que LA = AX e MÃ = ÃX, U = LD − DM = AÃ−1 é (0, 2)-banda de G,
V = EL−ME, LU = UM , V L = MV e UV = g(L), onde g é um polinômio de grau
no máximo 2.

Assim,
UV = U(EL−ME) = UEL− UME = UEL− LUE

e
UV = (LD −DM)V = LDV −DMV = LDV −DV L.

Logo, (UE +DV )L = L(UE +DV ). Como ind(UE +DV ) = −1, pelo Corolário 3.1,
UE +DV = h(L) onde h é um polinômio de grau 1.

Também podemos escrever

V U = (EL−ME)U = ELU −MEU = EUM −MEU

e
V U = V (LD −DM) = V LD − V DM = MVD − V DM.

Analogamente, (EU + V D)M = M(EU + V D), ind(EU + V D) = −1, então
EU + V D = f(M), onde f é um polinômio de grau 1.

Observe que de (4.13) e (4.17), respectivamente, segue que UE = LDE −DME e
DV = DEL−DME, logo

UE −DV = LDE −DEL. (4.21)

Agora, de�nimos a aplicação TA : L → L dada por TA(Z) = A−1ZA para Z ∈ L.
Como A ∈ G, TA é um isomor�smo e preserva índices. Dados α ∈ R e X, Y ∈ L, é
fácil ver que TA(αX + Y ) = αTA(X) + TA(Y ) e TA(XY ) = TA(X)TA(Y ). Além disso,
TA(L) = X e TA(UV ) = g(TA(L)) = g(X).

Por (4.12) obtemos
TA(DU−1) = A−1DU−1A = D.

De DV = DU−1UV podemos escrever

TA(DV ) = TA(DU−1)TA(UV ) = Dg(X).

Note que UE = h(L)−DV , logo

DE = DU−1UE = DU−1 (h(L)−DV ) .

Então, utilizando o fato de que TA(h(L)) = h(X), obtemos

TA(DE) = TA(DU−1)TA(h(L)−DV ) = D(h(X)−Dg(X)). (4.22)

Ou seja, obtemos a equação diferencial de Bochner

ΛA = A
(
Dh(X)−D2g(X)

)
, (4.23)
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onde Λ = DE é uma matriz diagonal de índice 0.
Observe que a n-ésima linha de AD2 corresponde a P

′′
n (x). Comparando a n-ésima

linha em ambos de (4.23) obtemos

λnPn(x) = h(x)P
′

n(x)− g(x)P
′′

n (x), n ≥ 0, (4.24)

onde h é um polinômio de grau 1, g é um polinômio de grau no máximo 2 e λn é a
entrada na posição (n, n) da matriz DE. Do fato de que E é uma matriz diagonal de
índice −1 com entradas não-nulas na diagonal −1, segue que λ0 = 0 e λn 6= 0 para
n ≥ 1. Note que (4.24) e (2.5) são equivalentes.

Aqui, Dh(X)−D2g(X) é (0, 2)-banda e sua entrada na posição (0, 0) é 0.

Teorema 4.7. Seja A uma MPO. A é clássica se, e somente se, existem ψ polinômio
de grau 1, φ polinômio de grau no máximo 2 e uma matriz diagonal ∆ de índice 0 tal
que se δk é a sua entrada na posição (k, k), então δ0 = 0 e δk 6= 0 para k ≥ 1, que
satisfazem

∆A = A
(
Dψ(X)−D2φ(X)

)
. (4.25)

Demonstração. (⇒) Provamos em (4.23) que se A é clássica, então (4.25) é satisfeita
com ∆ = Λ, ψ = h e φ = g.

(⇐) De�na U = AÃ−1 ∈ G e B = Dψ(X)−D2φ(X). Assim, ∆A = AB e TA(∆) = B.
Podemos escrever ∆ = DE, onde E = [ek,j] é uma matriz diagonal de índice −1

tal que ek,k+1 = δk+1/(k + 1) 6= 0 para k ≥ 0. Logo, TA(DE) = TA(∆) = B e

TA(DE) = TA(DU−1UE) = TA(DU−1)TA(UE) = DTA(UE).

Ou seja, TA(UE) = D̂B = ψ(X)−Dφ(X).
Considere V = D̂(ψ(L) − UE). Utilizando o fato de que TA(ψ(L)) = ψ(X) e o

Lema 3.2, segue que TA (DV ) = TA (J(ψ(L)− UE)) = Dφ(X). Assim,

TA(UE −DV ) = ψ(X)− 2Dφ(X) e TA(UE +DV ) = ψ(X).

Tome ψ(X) = η0I+η1X com η1 6= 0 e φ(X) = ξ0I+ξ1X+ξ2X
2. Consequentemente,

B = η0D − ξ0D2 +
(
η1D − ξ1D2

)
X − ξ2D2X2.

Utilizando a igualdade XD −DX = I obtemos

XB −BX = η0 (XD −DX) + η1
(
XDX −DX2

)
−ξ0

(
XD2 −D2X

)
− ξ1

(
XD2X −D2X2

)
− ξ2

(
XD2X2 −D2X3

)
= ψ(X)− 2Dφ(X).

Por outro lado, TA(UE − DV ) = XB − BX = TA(L∆ − ∆L), e como TA é um
isomor�smo, logo é injetiva, concluímos que UE −DV = L∆−∆L. Analogamente,

TA(UE +DV ) = ψ(X) = TA(ψ(L)),

então UE +DV = ψ(L). Portanto,

2UE = ψ(L) + L∆−∆L,

e assim, obtemos que UE é (−1, 1)-banda. Como E é uma matriz diagonal de índice
−1, segue que U é (0, 2)-banda de G e pelo Teorema 4.5 concluímos que A é clássica.



Sequências de Polinômios Ortogonais Clássicos 37

4.3.3 Teorema de Hahn

O próximo Teorema fornece uma caracterização na abordagem matricial equivalente
ao Teorema de Hahn (Teorema 2.6). Lembramos que Ã = D̂AD é a matriz associada
à sequência {P̃n}∞n=0, onde P̃n(x) = P

′
n+1(x)/(n+ 1).

Teorema 4.8. Seja A uma MPO. Se A é clássica, então Ã é clássica.

Demonstração. Se A é clássica, pelo Teorema 4.7 podemos escrever

ΛA = AB,

onde B = (Dh(X)−D2g(X)), h é um polinômio de grau 1, g é um polinômio de grau
no máximo 2 e Λ é uma matriz diagonal de índice 0 tal que se λk é a sua entrada na
posição (k, k), então λ0 = 0 e λk 6= 0 para k ≥ 1. Assim,

D̂ΛAD = D̂ABD = Ã (h(X)−Dg(X))D = ÃB̃, (4.26)

onde B̃ = D̂BD.
Sejam h(X) = h0I + h1X com h1 6= 0 e g(X) = g0I + g1X + g2X

2. Utilizando a
igualdade XD −DX = I, obtemos

B̃ = h0D + h1XD − h1DX + h1DX − g0D2 − g1DXD − g2DX2D

= h1I +Dh(X)− g0D2 − g1
(
D +D2X

)
− g2

(
D2X2 + 2DX

)
= h1I +D [h(X)− (g1I + 2g2X)−Dg(X)] .

Substituindo J = DD̂ em A−1JAD = D segue que DÃ = AD. Consequentemente,
por (4.26) podemos escrever

D̂ΛDÃ = D̂ΛAD = ÃB̃ = Ã
(
h1I +D

[
h(1)(X)−Dg(X)

])
,

onde h(1)(X) = h(X)− (g1I + 2g2X). Portanto,(
D̂ΛD − h1I

)
Ã = Ã

(
Dh(1)(X)−D2g(X)

)
. (4.27)

Nos resta mostrar que (4.27) satisfaz as hipóteses do Teorema 4.7.
Note que D̂ΛD−h1I é uma matriz diagonal de índice 0 e a sua entrada na posição

(k, k) é λk+1 − h1 para k ≥ 0.
Comparando as entradas na posição (k + 1, k + 1) em ambos os lados de ΛA = AB

obtemos que (k + 1) (h1 − kg2) = λk+1 6= 0 para k ≥ 0. Assim, h1 = λ1 e λk+1 − h1 =
kλk+2/(k + 2) 6= 0 para k ≥ 1. Ou seja, D̂ΛD − h1I é uma matriz diagonal de índice
0, a sua entrada na posição (0, 0) é 0, e para k ≥ 1, a sua entrada na posição (k, k) é
não-nula. Além disso, h1 − 2g2 = λ3/3 6= 0, logo h(1) é um polinômio de grau 1.

Pelo Teorema 4.7 concluímos que Ã é clássica.

Também podemos considerar A(1) = Ã e A(k) = D̂A(k−1)D = D̂kADk para k ≥ 2.
Note que, dado k ≥ 1, a n-ésima linha de A(k) corresponde ao polinômio mônico

P
(k)
n+k(x)

(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ k)
, n ≥ 0.
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Além disso, pelo Teorema 4.8, se A é clássica, então A(k) é clássica para k ≥ 1, isto
é, se {Pn}∞n=0 é uma sequência de polinômios ortogonais clássica, então a sequência das
k-ésimas derivadas {P (k)

n }∞n=k é ortogonal com respeito a algum funcional de momentos.
Por (4.27) é possível obter a equação diferencial de Bochner para A(k)

Λ(k)A(k) = A(k)D
(
h(k)(X)−Dg(X)

)
, k ≥ 1, (4.28)

onde Λ(k), h(k) e g satisfazem as hipóteses do Teorema 4.7.
É possível obter Λ(k) e h(k) explicitamente. Veja [15].



Considerações Finais

Neste trabalho estudamos uma construção dos polinômios ortogonais utilizando
uma abordagem matricial, observando a relação entre sequências polinomiais e certas
matrizes in�nitas. Tomando como base os trabalhos [21] e [22], vimos que, de fato,
resultados clássicos dos polinômios ortogonais podem ser obtidos por meio do estudo de
propriedades das matrizes associadas a estes polinômios. O Teorema 4.3, talvez o mais
importante destes resultados, fornece uma caracterização matricial da ortogonalidade
de uma sequência polinomial e corresponde a uma versão em termos de matrizes do
conhecido Teorema de Favard.

Com relação aos polinômios ortogonais clássicos, estudamos uma condição neces-
sária e su�ciente para que uma matriz in�nita determine uma sequência clássica, e
demonstramos algumas caracterizações destas famílias de polinômios ortogonais, tais
como o Teorema de Bochner e uma versão Teorema de Hahn.
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