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Resumo

O interesse no estudo das propriedades de supercondutores com dimensões me-

soscópicas tem sido cada vez maior nas últimas décadas. Em nosso trabalho,

fazemos um estudo das propriedades eletromagnéticas de um filme supercondu-

tor em forma de SQUID com espessura finita. Para tanto, foi desenvolvido um

código computacional, em três dimensões, levando em conta o efeito de desmag-

netização nas bordas do supercondutor, baseando-se na teoria de Ginzburg-Landau,

com utilização do método de variáveis de ligação. Foi feita ainda uma compara-

ção dos resultados obtidos com os resultados alcançados com a utilização da teoria

de London.

Palavras chave: supercondutores mesoscópicos, SQUID, equações TDGL, va-

riáveis de ligação.



Abstract

The interest in the study of the superconducting properties with mesoscopic di-

mensions has grown in the last decades. In the present work, we made a study

of the electromagnetic properties of superconducting film designed like a SQUID

with finite thickness. For this, it was developed a computing code in 3D taking

into account the effect of demagnetization at the edge of the superconductor, ba-

sed in the Ginzburg-Landau theory and using the link variable method. It was

made a comparison of the present results with those obtained by using London

theory.

Key words: mesoscopic superconducting, SQUID, TDGL equations, link va-

riables.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Estrutura do trabalho

O presente trabalho desenvolver-se-á em cinco capítulos. No primeiro Capítulo

um breve histórico da supercondutividade será apresentado, desde a sua desco-

berta no início do século XX, com a descrição inicial das teorias que foram desen-

volvidas ao longo deste século, até as mais recentes descobertas sobre o tema. No

Capítulo 2, são abordadas as teorias fenomenológicas que descrevem a supercon-

dutividade e são o foco de estudo deste trabalho. No Capitulo 3, é apresentado

o método de solução numérica das equações de Ginzburg-Landau dependentes

do tempo. Assim, construiremos um modelo matemático capaz reproduzir as

principais propriedades estruturais e magnéticas da rede de vórtices de um su-

percondutor na presença de um campo magnético aplicado em três dimensões.

No Capítulo 4, este modelo será empregado para um supercondutor em foma

de geometria SQUID (superconducting quantum interference device). Os resultados

obtidos são então apresentados e discutidos. Um estudo comparativo com resul-

tados anteriores é realizado. Por fim, no Capítulo 5, são discutidas as conclusões

e perspectivas sobre o trabalho desenvolvido.

9



10 Introdução

1.2 Breve Histórico

O fenômeno da supercondutividade foi descoberto pelo físico holandês H. Kam-

merlingh Onnes [1], em Leiden, em 1911, ao realizar medidas de resistência elé-

trica em uma amostra de mercúrio sólido a temperaturas próximas ao zero ab-

soluto. Para tanto, Onnes fez uso de sua técnica, desenvolvida três anos antes,

liquefazendo Hélio em seu laboratório, o que possibilitava alcançar tal nível de

resfriamento. Onnes notou que a resistência elétrica da amostra caía abrupta-

mente a níveis muito próximos de zero, quando a temperatura, ao ser reduzida,

chegava ao marco de 4.2 K (ver Figura 1.1). Essa temperatura foi denominada

de temperatura crítica, Tc. Abaixo de Tc, a amostra apresentava-se em um estado

de resistência elétrica praticamente nula, este chamado mais tarde de estado su-

percondutor, no qual a corrente elétrica fluía através da amostra sem qualquer

dissipação de energia; acima dela, no entanto, voltava ao estado normal. Esta foi

a primeira assinatura da supercondutividade. Por seu trabalho, Onnes recebeu o

prêmio Nobel de Física em 1913.

A partir desse marco histórico na Física, o estudo desta nova classificação de

materiais evidenciou uma segunda característica específica, ou melhor dizendo,

a segunda assinatura da supercondutividade: além da temperatura crítica, essa

propriedade somente era mantida abaixo de um campo magnético aplicado crí-

tico, Hc, bem como abaixo de uma densidade de corrente crítica, Jc. Estes valo-

res eram específicos para cada material. Algumas limitações para sua aplicação

eram, então, observadas, conforme pode ser visualizado da Figura 1.2.

A terceira assinatura da supercondutividade viria a ser publicada em 1933,

por Walther Meissner e Robert Ochsenfeld [3]. Quando aplicado um campo mag-

nético externo Hc em um supercondutor submetido a uma temperatura abaixo

de Tc, os pesquisadores observaram que a amostra comportava-se como um ma-
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Figura 1.1: À esquerda, o gráfico de resistência por temperatura elaborado por
Onnes [1]. À direita, um extração de suas anotações, na qual ele escreve: “Kwik
nagenoeg nul”, ou seja “Mercúrio é praticamente zero”

terial diamagnético perfeito, independente do histórico magnético, ou seja, inde-

pendente de aplicar campo magnético primeiro e depois reduzir a temperatura

ou ainda reduzir a temperatura primeiro e posteriormente aplicar campo mag-

nético. Em ambos os casos, o supercondutor comportava-se da mesma forma.

Tal propriedade não era esperada considerando um condutor perfeito hipotético,

pois neste caso, o efeito somente seria observado no caso do campo magnético ser

aplicado após a redução da temperatura abaixo de Tc (ver Figura 1.3). Ao efeito

de expulsão do campo magnético, ou seja, o diamagnetismo do supercondutor,

deu-se o nome de efeito Meissner.

Há ainda uma quarta assinatura que evidencia a supercondutividade. Assim

como ocorre uma queda abrupta no valor da resistividade em Tc, há uma des-

continuidade no valor do calor específico nessa mesma temperatura, quando o

campo magnético externo aplicado é nulo.

Dois anos mais tarde, surgia uma teoria fenomenológica, proposta pelos ir-

mãos F. e H. London [4], a qual ficou conhecida como teoria de London. Consi-
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Figura 1.2: Limitações da utilização dos supercondutores. Reproduzido de [2].

derando o modelo simples de dois fluidos, a teoria descrevia a supercondutivi-

dade dentro de uma material supercondutor através da inclusão de uma equação

que relacionava corrente elétrica e campo magnético, associada às já conhecidas

equações de Maxwell. A teoria de London descrevia ainda o efeito Meissner,

provando a existência de um comprimento característico λ, conhecido como com-

primento de penetração de London, este entendido como sendo a espessura de pe-

netração superficial do campo magnético aplicado paralelamente à superfície do

supercondutor. Essa penetração ocorria com decaimento exponencial. Assim,

o diamagnetismo perfeito ocorria além da espessura λ. Muito embora a teoria

conseguisse descrever o fenômeno, através de uma visão puramente clássica, um

grande avanço para a época, a mesma não era capaz de explicá-lo microscopica-

mente.

Outra teoria fenomenológica foi desenvolvida em 1950 por V. Ginzburg e L.

Landau [5], denominada de teoria de Ginzburg - Landau. A teoria, desenvolvida

para temperaturas próximas a Tc, introduziu uma função de onda complexa ψ(r),

conhecida como parâmetro de ordem, bem como o potencial vetor A(r) para a
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Figura 1.3: Aplicação de campo magnético externo H, com consequente redução
da temperatura T: diferença de comportamento entre supercondutor e condutor
perfeito.

descrição da energia do supercondutor. Por sua natureza complexa, o valor de

ψ(r) não possuía significado físico, no entanto, |ψ|2 representava a densidade de

elétrons supercondutores. O campo magnético local relacionava-se com o poten-

cial vetor através de B = ∇ ×A. Duas equações foram criadas para a descrição

da supercondutividade. A primeira descrevia a variação espacial do parâmetro

de ordem; a segunda era utilizada para a descrição do campo magnético local.

Além de conseguir prever a existência do comprimento de penetração λ, a teoria

incluiu um novo comprimento fundamental, ξ, este conhecido como comprimento

de coerência, na escala de variação de ψ(r). Ambos variam com a temperatura,

entretanto o parâmetro de Ginzburg - Landau κ = λ(T )/ξ(T ) é independente de T .
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Novamente, apesar de descrever o fenômeno, esta teoria ainda não explicava por

que o material tornava-se supercondutor.

Ainda nos anos 50, Alexei A. Abrikosov, um estudante de Landau, inciou um

estudo das equações de Ginzburg - Laudau na condição em que o comprimento

de penetração de London era maior do que o comprimento de coerência, λ > ξ.

Abrikosov previu a formação de um arranjo regular de vórtices, pequenos roda-

moinhos de corrente elétrica, com ψ = 0 no centro, onde a supercondutividade

era totalmente suprimida e o campo magnético local é máximo. Notadamente,

havia, pois, um novo estado de supercondutividade, denominado como estado

misto, no qual havia penetração de fluxo magnético: o estado supercondutor e

normal coexistiam no mesmo material.

Neste contexto, introduziu-se a ideia de dois campos magnéticos críticos: o

campo crítico inferior, Hc1(T ) e o campo crítico superior, Hc2(T ). Abaixo de

Hc1(T ), o estado Meissner era observado. Entre Hc1(T ) e Hc2(T ), ocorria o es-

tado misto. Para valores acima de Hc2(T ), o material retornava ao estado normal.

Tais supercondutores foram classificados como supercondutores do tipo II, sendo

os supercondutores do tipo I aqueles em que a mudança do estado Meissner para

o estado normal dava-se de forma abrupta.

Inicialmente, por um equívoco de cálculo, Abrikosov estimou que a rede de

vórtices possuía simetria quadrada para campo próximos de Hc2, No entanto,

para campos próximos de Hc1 previa uma rede triangular. Ele então suspeitou

que pudesse haver uma transição de fase estrutural da rede de vórtices. Poste-

riormente foi mostrado que que a rede triangular possuía menor energia e era,

portanto, mais estável para os todos os campos magnéticos aplicados. Esta rede

ficou conhecida como rede de Abrikosov. Seus resultados foram publicados em

1957 [6] e confirmados posteriormente através de experimentos envolvendo de-
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coração magnética [7].

A teoria de Ginzburg - Landau, então, era capaz de descrever os dois tipos de

supercondutor a partir do valor de κ: tipo I para κ < 1/
√
2 e tipo II no caso de

κ > 1/
√
2.

Em 2003, A. Abrikosov e V. Ginzburg receberam o prêmio Nobel por suas

significativas contribuições à comunidade científica no estudo da superconduti-

vidade.

Finalmente, na mesma década, em 1957, John Bardeen, Leon Cooper e Robert

Schrieffer propuseram uma teoria quântica capaz de explicar a supercondutivi-

dade em nível microscópico a baixas temperaturas. A teoria foi intitulada teoria

BCS [8] em homenagem aos desenvolvedores. A teoria é baseada na interação

elétron - fônon, ou seja, a interação eletrônica com as vibrações da rede crista-

lina, cujo resultado é uma atração entre pares de elétrons. Cada par de elétrons

forma um par de Cooper [9] e estes pares, quando submetidos a um campo elétrico,

movimentam-se de maneira altamente ordenada, sem sofrer espalhamentos pela

rede que dariam origem à resistência à corrente elétrica e consequentemente ao

aumento de temperatura. Os autores foram agraciados com o prêmio Nobel em

1972 pelo trabalho desenvolvido.

A unificação da teoria BCS e a teoria de Ginzburg-Landau, na condição de

temperaturas próximas a Tc, ocorreu em 1959 com a publicação de L. P. Gorkov

[10]. Gorkov demonstrou que, nesse limite, a teoria de Ginzburg-Landau surge

naturalmente da teoria BCS. O parâmetro |ψ|2 representava, então, a densidade

de pares de Cooper.

Em 1985, George Bednorz e Alex Müller [11] descobriram a ocorrência de su-

percondutividade em materiais cerâmicos, com Tc > 35 K. Surgia assim uma

nova classificação destes materiais: os supercondutores HTS (High Temperature
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Superconductor). Atualmente, é sabido que existem cerâmicas superconduto-

ras com Tc > 150 K, em certas condições físicas. A figura 1.4 indica a evolução

cronológica do descobrimento destes materiais. No ano seguinte, ambos foram

agraciados com o premio Nobel por esta descoberta. A teroria BCS, no entanto,

não consegue explicar o fenômeno para essa classe de materiais. Dessa forma, há

ainda uma lacuna teórica que explique a supercondutividade em altas tempera-

turas.

Figura 1.4: Cronologia do descobrimento de materiais supercondutores e suas
temperaturas críticas. Disponível em: http://en.wikipedia.org/wiki/
Superconductivity. Acesso em 12/04/11.



Capítulo 2

Teorias Fenomenológicas

2.1 Introdução

A revisão teórica feita neste capítulo foi baseada predominantemente nos livros

de Tinkham [12], Ketterson e Song [13] e Parks [14].

2.2 Teoria de London

Na tentativa de descrever a supercondutividade, os irmãos London propuseram

um modelo fenomenológico de natureza clássica. A teoria baseia-se no modelo de

Drude - Lorentz para descrição da movimentação dos elétrons em um metal e na

utilização da primeira lei de Newton. Assim, a equação 2.1 relaciona a velocidade

v e aceleração
·
v= dv/dt, de um elétron de massa m e carga elétrica e, submetido

a um campo elétrico E:

m
·
v= eE− m

τ
v . (2.1)

A variável τ é conhecida como o tempo de livre caminho médio e representa

o tempo entre duas colisões sucessivas de um elétron [15]. Entretanto, para um

condutor perfeito τ →∞. Assim, temos que:

17



18 Teorias Fenomenológicas

m
·
v= eE (2.2)

Sabe-se ainda que a densidade de corrente elétrica J pode ser calculada como:

J = nev (2.3)

onde n é o número de elétrons. Combinando algebricamente ambas as equações,

obtemos:

dJ

dt
=
ne2

m
E, (2.4)

conhecida como a Primeira Equação de London. Contudo, a Lei de Ampère es-

tabelece a relação entre a indução magnética B, conhecida também como campo

magnético local induzido no supercondutor, e a densidade de corrente elétrica J

através da equação:

∇×B =
4π

c
J . (2.5)

Derivando ambos os lados de (2.5) em relação ao tempo e utilizando (2.4),

obtemos a seguinte relação para o campo magnético local:

∂∇×B

∂t
=

4πne2

mc
E . (2.6)

A Lei de Faraday, por sua vez, relaciona o campo elétrico e a indução magné-

tica através de:

∇× E = −1

c

∂B

∂t
, (2.7)

onde c é a velocidade da luz no vácuo. Aplicando o rotacional em ambos os lados

da equação (2.6) e usando (2.7), obtemos:
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∇×∇× ·
B= −4πne2

mc2
·
B . (2.8)

Introduzimos aqui, o primeiro comprimento fundamental da supercondutivi-

dade, λ, conhecido como comprimento de penetração de London, onde:

1

λ2
=

4πne2

mc2
. (2.9)

Dessa forma, podemos reescrever a equação (2.8) na seguinte forma:

∇×∇×B+
1

λ2
B = 0 , (2.10)

a qual é conhecida como a Segunda Equação de London, capaz de descrever a

penetração superficial de campo magnético em um supercondutor. Na passagem

da equação (2.8) para (2.10) foi considerado o estado de Meissner onde não há

a presença de vórtices. Do contrário, o lado direito da equação (2.10) seria uma

constante não nula [ver equação (2.58)].

Outra forma apresentada pelos irmãos London, para obter a equação (2.10),

baseou-se na análise do ponto de vista energético do problema. Considerou-se

aqui o modelo de dois fluidos eletrônicos: o primeiro seria um fluido normal

com viscosidade finita; o segundo, o superfluido, não apresentava qualquer re-

sistência ao movimento dos elétrons. Os elétrons presentes nos superfluidos fo-

ram denominados como superelétrons. A energia livre do material, F , então,

correspondia ao somatório da energia do fluido normal, Fn, da energia cinética

associada à movimentação do superfluido Fkin, bem como da energia do campo

magnético Fmag:

F = Fn + Fkin + Fmag , (2.11)
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Fmag =
1

8π

∫
B2(r)d3r , (2.12)

e

Fkin =
1

2

∫
ρ(r)v2d3r , (2.13)

onde ρ(r) representa a densidade de massa do superfluido e é dada por ρ = nm;

n agora é a densidade de superelétrons.

Utilizando a Lei de Ampère (2.5), a equação (2.13) pode ser reescrita como:

Fkin =
1

8π

∫
λ2(∇×B)2d3r, (2.14)

Tratando B variacionalmente e minimizando a energia livre total do sistema,

obtemos exatamente a mesma Segunda Equação de London (2.10).

2.3 Uma Aplicação da Teoria de London

Um problema físico bastante estudado na bibliografia para aplicação da Teoria

de London será apresentado nesta seção. Considera-se um supercondutor semi-

infinito. Como referencial, adotamos que para x > 0, temos o supercondutor, e

para x < 0, temos vácuo. Um campo magnético externo H é aplicado paralela-

mente ao plano yz, de modo que no supercondutor B = (0, 0, Bz(x)), ou seja, o

campo magnético local varia somente na dimensão x. No vácuo, o campo mag-

nético refere-se ao campo aplicado B = (0, 0, H). Neste contexto, o problema

torna-se unidimensional, e usando ∇× (∇×B) = ∇(∇ ·B)−∇2B, e ∇ ·B = 0

[16], a segunda equação de London simplifica-se para:

d2Bz

dx2
− 1

λ2
Bz = 0 , (2.15)
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A solução desta equação pode ser facilmente obtida. Temos que:

B(x) = He−x/λk̂ . (2.16)

Observa-se, pois, que a penetração de campo magnético superficial no super-

condutor possui decaimento exponencial com relação ao comprimento de pene-

tração λ, ou seja, o campo magnético local decai significativamente a uma distân-

cia equivalente a λ (ver figura 2.1).

Figura 2.1: Decaimento do campo magnético local, com relação ao comprimento
de penetração λ, no interior de um superocndutor. Reproduzido de [17].

Podemos ainda determinar a densidade de corrente elétrica induzida utili-

zando a Lei de Ampère.

J(x) = − c

4πλ
He−x/λĵ. (2.17)

Vemos então que a densidade corrente é paralela ao plano yz e perpendicular

ao campo magnético aplicado. É essa corrente elétrica que impede a penetração

de fluxo magnético no supercondutor e, por esse motivo, é denominada corrente

de blindagem.
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Fica evidente, portanto, que as equações de London são capazes de descrever

o efeito Meissner, além da forma de penetração de campo magnético superficial

no supercondutor.

2.4 A Teoria de Ginzburg-Landau - GL

Em 1937, V. Ginzburg e L. Landau propuseram uma teoria cuja ideia central era

a introdução do parâmetro de ordem, ψ(r), que anular-se-ia na fase normal e

seria diferente de zero na fase supercondutora, além da introdução do potencial

vetor A. Dada a natureza complexa do parâmetro de ordem ψ, este não possuía

significado físico por si só; no entanto, |ψ|2 representava a densidade de pares

de elétrons supercondutores, agora não mais necessariamente homogenea como

previa a teoria de London. O potencial vetor, por sua vez, relaciona-se com o

campo magnético através de B = ∇ × A. Outra condição básica da teoria é o

fato de que próximo à transição de fase, ψ(r) varia suavemente, de maneira que

a energia livre F pode ser expandida em potências pares de |ψ(r)|:

F = F0 + α|ψ|2 + β

2
|ψ|4, (2.18)

onde F0 é a energia do estado normal para o qual |ψ| = 0.

Um estudo do sinal de β evidencia que o mesmo deve ser positivo; caso con-

trário o mínimo de energia só ocorreria em |ψ| =∞, sugerindo uma divergência.

Em relação ao sinal de α, duas situações são possíveis: se α > 0, o mínimo de

energia ocorre em |ψ| = 0, correspondente ao estado normal; no caso de α < 0, o

mínimo de energia ocorre quando:

|ψ|2 = |ψ∞|2 ≡ −α
β
, (2.19)



Teorias Fenomenológicas 23

sendo |ψ∞| o parâmetro de ordem numa região do interior de um supercondutor

que esteja significativamente distante da superfície.

Temos, pois, que o sinal de α identifica o estado supercondutor em α < 0 e o

estado normal para α > 0. Assim, α(T ) muda de sinal em T = Tc. Incorporamos

tais considerações físicas em α(T ), definindo:

α(T ) = α0(T − Tc). (2.20)

onde α0 é uma constante positiva, característica de cada material.

A minimização de energia, então, ocorre em:

|ψ| = 0, para T > Tc ,

|ψ| =
[
α0(Tc−T )

β

]1/2
, para T ≤ Tc .

(2.21)

Para descrever situações em que o estado supercondutor possui inomogenei-

dades, isto é, variações locais do parâmetro de ordem, é interessante escrever F

em termos da densidade de energia livre FC :

F = F0 +

∫
FC [ψ(r)]d

3r , (2.22)

onde

FC = α|ψ|2 + β

2
|ψ|4 . (2.23)

Aqui, F representa a energia livre total. A equação (2.22), no entanto, não leva em

conta a variação espacial do parâmetro de ordem próximo à superfície do super-

condutor. Para isso, Ginzburg e Landau introduziram um termo do "gradiente

de energia":

FG =
�
2

2m∗

∣∣∣∣
[
∇− ie∗

�c
A(r)

]
ψ

∣∣∣∣
2

. (2.24)
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Posteriormente à proposição de Ginzburg-Landau , esse termo foi associado

à energia cinética dos pares de Cooper e contemplava a inserção de termos da

Mecânica Quântica: m∗ = 2m e e∗ = 2e.

Por fim, há ainda de ser considerada a contribuição do campo magnético para

o cálculo da densidade de energia livre:

FB =
1

8π
B2(r) . (2.25)

Somando todas as contribuições, a densidade de energia livre total do estado

supercondutor, segundo a teoria de Ginzburg-Landau, é dada por:

F = F0 + α|ψ(r)|2 + β

2
|ψ(r)|4 + �

2

2m∗

[(
∇− ie∗

�c
A(r)

)
ψ(r)

]2
+
B2(r)

8π
. (2.26)

Minimizando a densidade de energia livre total F = F (ψ,A) em relação a ψ

e A, obtemos as duas equações de Ginzburg-Landau:

− �
2

2m∗

[
∇− ie∗

�c
A

]2
ψ + αψ + β|ψ|2ψ = 0 , (2.27)

∇×∇×A =
e∗
2m∗

{
ψ̄

[
−i�∇− e∗

c
A

]
ψ + ψ

[
+i�∇− e∗

c
A

]
ψ̄

}
, (2.28)

onde ψ̄ é o complexo conjugado de ψ. A segunda equação nada mais é do que a

lei de Ampère:

∇×∇×A =
4π

c
Js , (2.29)

onde Js é a densidade de corrente elétrica supercondutora definida por:

Js =
−i�e∗
2m∗ [ψ̄∇ψ − ψ∇ψ̄]− (e∗)2

m∗c
|ψ|2A. (2.30)
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2.5 Condições de Contorno

Em amostras supercondutoras finitas, o parâmetro de ordem obedece a seguinte

condição de contorno para uma interface supercondutor/vácuo:

n̂ ·
[
−i�∇− e∗

c
A

]
ψ = 0 , (2.31)

onde n̂ representa o vetor normal à superfície supercondutora. Essa condição

assegura que as correntes estão restritas ao interior do supercondutor.

A condição de contorno para o potencial vetor A é aquela em que o campo

magnético local B muito distante da interface supercondutor/vácuo é igual ao

campo magnético aplicado H. Estas duas condições de contorno produzem uma

solução única das equações (2.27) e (2.28).

2.6 Equações de Ginzburg-Landau Dependentes do

Tempo - TDGL

Em 1959, foi comprovado por Gor’kov [10] que, para temperaturas próximas a

Tc, a teoria de Ginzburg-Landau emergia naturalmente da teoria BCS. O mesmo

pesquisador, em 1968, publicou um trabalho em que introduzia nas equações de

Ginzburg-Landau a dependência temporal do parâmetro de ordem e do potencial

vetor. [18]. Essas novas equações traziam a possibilidade de estudar a dinâmica

dos supercondutores ao longo do tempo. As novas equações são dadas por:

�

2m∗D

(
∂

∂t
+
ie∗

�
φ

)
ψ = − 1

2m∗

(
−i�∇− e∗

c
A

)2

ψ + αψ + β|ψ|2ψ , (2.32)

4πσ

c

(
1

c

∂A

∂t
+∇φ

)
=

4π

c
Js −∇×∇×A, (2.33)
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onde a corrente supercondutora é:

Js =
e∗

m∗Re
[
ψ̄

(
−i�∇− e∗

c
A

)
ψ

]
. (2.34)

Acrescenta-se aqui o significado de três novas variáveis: D representa o coefi-

ciente de difusão, σ a condutividade elétrica e, por fim, φ é o potencial escalar, o

qual está associado a uma corrente de transporte.

Em princípio, as equações de Ginzburg-Landau somente poderiam ser apli-

cadas em casos que envolvessem o limite de temperatura próximo de Tc, pois é

nesse limite que elas foram derivadas da teoria microscópica BCS. No entanto,

vários trabalhos indicam a possibilidade de sua aplicação para amplos intervalos

de temperatura abaixo de Tc. de Genes mostrou que as equações de Ginzbug-

Landau podem ser utilizadas para temperaturas abaixo de Tc, no caso da aplica-

ção de campos magnéticos fortes [19]. Em estudos de supercondutores mesoscó-

picos, o uso das equações de GL tem alcançado resultados bastante satisfatórios

[20, 21].

2.7 Comprimentos Característicos

São dois os comprimentos fundamentais da teoria de Ginzburg-Landau: ξ(T ) e

λ(T ). O primeiro, conhecido como comprimento de coerência representa a dis-

tância ao longo da qual a variação de ψ(r) é significativa. O segundo, conhe-

cido como comprimento de penetração de London, representa a espessura de

penetração do campo magnético, a partir da superfície, em um supercondutor.

No que segue, mostraremos estas duas propriedades intrínsecas das equações de

Ginzburg-Landau.
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2.7.1 O Comprimento de Coerência

Consideremos o caso simples de um supercondutor na ausência de campo mag-

nético aplicado, porém, introduzimos uma inomogeneidade no parâmetro de or-

dem próxima aos contornos deste. Considerando somente um supercondutor

em x > 0, cuja fronteira situa-se exatamente no plano yz, na ausência de campo

magnético, isto é, A = 0, a primeira equação de Ginzbug-Landau resume-se a:

− �
2

2m∗
d2ψ

dx2
+ αψ + βψ3 = 0 . (2.35)

Na equação acima consideramos ψ real, pois não estamos levando em conta

a presença de vórtices. Portanto, podemos considerar a fase do parâmetro de

ordem nula.

Para garantir o sinal negativo de α, e consequentemente o estado supercon-

dutor, escrevemos α = −|α|:

− �

2m∗
d2ψ

dx2
− |α|ψ + βψ3 = 0 . (2.36)

Introduzindo a mudança de variável:

ψ2 =
|α|
β
f 2 , (2.37)

obtemos:

ξ2
d2f

dx2
− f + f 3 = 0 , (2.38)

onde o coeficiente ξ2 tem unidades de quadrado de comprimento e é definido

por:

ξ2 =
�
2

2m∗|α| , (2.39)
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0

1

x

f
=

ta
n
h
(x

/√
2ξ

)

ξ

Figura 2.2: Comportamento da função f .

o qual é conhecido como comprimento de coerência.

Multiplicando a equação (2.38) por f ′, e integrando o resultado e em seguida

derivando em relação a x, obtemos:

d

dx

[−ξ2(f ′)2
2

− f 2

2
+
f 4

4

]
= 0 . (2.40)

Lembrando que a geometria que estamos usando é a de um supercondutor

semi-infinito, temos então que as condições de contorno são dadas por f 2 = 1

para x → ∞, uma vez que nesse limite praticamente temos somente o estado

supercondutor, além de f ′ = 0. Dentro deste contexto, chegamos a:

ξ2(f ′)2 =
1

2
(1− f 2)2 , (2.41)

cuja solução se resume a:

f = tanh

(
x√
2ξ

)
. (2.42)

A figura 2.2 ilustra o comportamento desta função. Podemos ver facilmente

que o parâmetro de ordem varia na superfície do supercondutor ao longo da

distância ξ até tornar-se praticamente constante.
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Incluindo na equação (2.39) a variação da temperatura no valor de α, ou seja,

adotando α(T ) = α0(T − Tc), ou ainda, α(T ) = −α0Tc[1 − (T/Tc)], verificamos

explicitamente a dependência do comprimento de coerência em relação à tempe-

ratura:

ξ(T ) =

√
�2

2m∗α0Tc

(
1− T

Tc

)−1/2
= ξ(0)

(
1− T

Tc

)−1/2
. (2.43)

2.7.2 Comprimento de Penetração de London

Consideremos agora o caso de campo magnético fraco, onde temos penetração

apenas superficial conforme descrito na seção 2.3. Se esta condição for satisfeita,

a função ψ mantém-se praticamente constante (isto é, a concentração de eléctrons

supercondutores n = |ψ|2 = |α|/β é constante em todo o espaço) e a equação

(2.30) torna-se:

J = −(e∗)2

m∗c
|ψ|2A . (2.44)

Substituindo esta equação na lei de Ampère (2.29), vem que:

m∗c2β
4π(e∗)2|α|∇×B+A = 0 . (2.45)

Aplicando o rotacional a ambos os lados da equação acima obtemos a equação de

London:

λ2∇×∇×B+B = 0 , (2.46)

onde agora o comprimento de penetração de London dependente da temperatura

e é dado por:

λ2 =
m∗c2β

4π(e∗)2|α| . (2.47)

Assim, para campos fracos, a teoria de Ginzburg-Landau se reduz à teoria de

London. No regime de campos aplicados fortes, a função ψ, em geral, não é mais
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constante em todo o espaço, ao contrário, depende das coordenadas espaciais e

da intensidade do campo aplicado.

A dependência da temperatura novamente se dá através de α. Assim, o com-

primento de penetração de London, λ, assume a forma:

λ =

√
m∗c2β

4π(e∗)2α0Tc

(
1− T

Tc

)−1/2
= λ(0)

(
1− T

Tc

)−1/2
. (2.48)

2.7.3 O Parâmetro de Ginzburg-Landau

Apensar de ξ e λ dependerem explicitamente da temperatura, o parâmetro de

Ginzburg-Landau, κ, que é definido como sendo a razão entre os comprimentos

fundamentais, não dependerá:

κ =
λ(T )

ξ(T )
=
m∗c
e∗�

√
β

2π
. (2.49)

Como veremos na próxima seção, este parâmetro é de fundamental importân-

cia na classificação dos supercondutores.

2.8 Classificação dos Supercondutores

No capítulo 1, vimos que existem dois tipos de supercondutores: tipo I e tipo

II. Nos supercondutores do tipo I, a transição do estado supercondutor para o

estado normal ocorre de forma abrupta, quando o campo magnético aplicado

chega ao seu valor crítico Hc(T ). Nos supercondutores do tipo II, por sua vez,

a medida que o campo magnético aplicado aumenta, ocorre uma primeira tran-

sição no valor do campo crítico inferior, Hc1(T ), quando o supercondutor passa

do estado Meissner para o estado misto. No estado misto, ocorre a penetração

quantizada de fluxo magnético, os vórtices, até que o campo aplicado alcance
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o valor do campo crítico superior, Hc2(T ), no qual a supercondutividade é des-

truída. Há ainda um terceiro campo crítico Hc3(T ), que ocorre em uma fina ca-

mada de largura λ próxima à superfície do supercondutor. Neste intervalo de

campo, Hc2(T ) < H < Hc3(T ), permanecem correntes supercondutoras na super-

fície da amostra, ainda que a rede de vórtices tenha sido destruída no interior do

supercondutor (ver figura 2.3).

0 T c
0

Hc(0)

Estado Meissner

Estado Normal

H

T

(a)

H
c
(T)

0 T c
0

Hc1(0)

Hc2(0)

Hc3(0)

Estado Meissner

Estado Misto

Supercondutividade
Superficial

Estado Normal

H

T

(b)

H
c1

(T)

H
c2

(T)

H
c3

(T)

Figura 2.3: Diagrama de fase H-T para supercondutores do tipo I (a) e tipo II (b).

Outra maneira de distinguir estes dois tipos de supercondutores é fazendo

uma análise da magnetização, M, definida por M = (B̄ −H)/4π, onde B̄ é uma
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média espacial do campo magnético local B. Nos supercondutores do tipo I,

abaixo de Hc(T ), há a expulsão total do campo magnético e, portanto, B = 0,

fornecendo assim −4πM = H. Para valores acima de Hc(T ), a supercondutivi-

dade é destruída e B = H, resultando em M = 0. No caso dos supercondutores

do tipo II, entre Hc1(T ) e Hc2(T ), ocorre a penetração parcial de fluxo magnético.

A magnetização, assim, decresce de forma suave até anular-se em H = Hc2(T ).

Podemos visualizar esse cenário na figura 2.4.

�

Estado

Meissner

0 H
c

H0

�

−M

0 H0

−M

�

�

H
c

H
c1 H

c2

Estado

Meissner

Estado

Misto

Figura 2.4: Representação da magnetização para um supercondutor do tipo I (es-
querda) e para supercondutor do tipo II (direita).

Outra consideração importante é feita analisando a energia superficial, γ. Há

um aumento na energia do supercondutor para realizar a expulsão do campo

magnético. Nos supercondutores do tipo II, isso sugere o aparecimento de re-

giões normais na superfície da amostra, de maneira que a energia seja minimi-

zada, o que leva a valores negativos da energia superficial. Assim, γ > 0 para

os supercondutores do tipo I e γ < 0 para os supercondutores do tipo II. A ener-

gia superficial pode ser calculada em termos dos comprimentos fundamentais

através de: [12]

γ � |α|
2

2β
(ξ − λ) . (2.50)
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A análise da equação (2.50) nos leva a conclusão de que:

• Supercondutores do tipo I, ξ > λ ,

• Supercondutores do tipo II, ξ < λ .

A figura 2.5 ilustra esse panorama.

Figura 2.5: Distribuição espacial do parâmetro de ordem ψ e do campo magnético
local numa interface normal-supercondutor, para um supercondutor do tipo I e
do tipo II, respectivamente. Reproduzido de [17].

Podemos ainda relacionar e energia superficial com o parâmetro de Ginzburg-

Landau, κ. Cálculos exatos nos levam à seguinte expressão para γ:

γ =
|α|2
2β

(
1

κ
−
√
2

)
, (2.51)

o que nos conduz à classificação exata dos supercondutores:

• tipo I, κ < 1√
2
,
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• tipo II, κ > 1√
2
.

2.9 A Quantização de fluxo magnético

A condição de quantização de fluxo magnético pode ser facilmente obtida por

meio da segunda equação de Ginzburg-Landau (2.30) se introduzirmos a magni-

tude |ψ| e a fase φ do parâmetro de ordem. Temos que [14]:

Js =
e∗�
m∗ |ψ|2∇φ− (e∗)2

m∗c
A|ψ|2 , (2.52)

a qual também podemos escrever como:

A =
�c

e∗
∇φ− m∗cJs

(e∗)2|ψ|2 . (2.53)

Integrando a equação acima em um caminho fechado C, o qual limita um

superfície bilateral S, pelo teorema de Stokes, temos que:

∮
C

A · dr =
∫
S

∇×A · ndS =

∫
S

B · ndS = Φ , (2.54)

�c

e∗

∮
C

∇φ · dr− m∗c
(e∗)2

∮
C

Js

|ψ|2 · dr =

∮
C

A · dr

=

∫
S

∇×A · n dS

=

∫
S

B · ndS

= Φ. (2.55)

Uma vez que o módulo do parâmetro de ordem é uma função unívoca (em

inglês , single-valued), a fase então deve mudar de múltiplos de 2π a cada volta no

contorno fechado C. Assim:
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∮
C

∇φ · dr = 2πn , (2.56)

e, consequentemente:

Φ +
m∗c
(e∗)2

∫
C

Js

|ψ|2 · dr = nΦ0, (2.57)

onde Φ0 =
hc
2e

representa um quantum de fluxo. Esta equação expressa a condição

de que o fluxo penetrado e a integral de linha envolvendo a densidade corrente é

quantizada.

2.10 Estrutura de um vórtice

Em supercondutores do tipo II, para H > Hc1(T ), o campo magnético penetra

em forma de vórtices. Um vórtice tem uma região normal em seu interior (nú-

cleo, em inglês, core) de raio equivalente ao comprimento de coerência ξ(T ). Ao

redor do núcleo a densidade de corrente é máxima e decai a zero a uma dis-

tância pouco maior que λ(T ). No centro da região normal o campo magnético

local B(r), que possui direção perpendicular à densidade de corrente, é máximo

e praticamente anula-se para distâncias acima de λ(T ). Para supercondutores de

espessura muito maior do que λ(T ) o vórtice tem a forma de um cilindro de raio

λ(T ) (ver figura 2.6).

Consideraremos a situação na qual um vórtice e seus vizinhos mais próximos

estão separados por uma distância muito maior que λ(T ). Desta forma, cada vór-

tice pode ser tratado isoladamente. No limite em que κ = λ(T )/ξ(T ) � 1, |ψ|
pode ser considerado como uma constante , exceto o centro do núcleo. Portanto,

para para o domínio r > ξ(T ), as correntes podem ser calculadas usando a equa-

ção de London. Porém, agora iremos fazer uma adaptação nesta equação de tal

modo a satisfazer a condição de quantização do fluxo (2.57). Temos que:
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Figura 2.6: Estrutura de um vórtice, indicando o perfil da densidade de pares
de superelétrons (ns), do campo magnético local (B), além dos comprimentos
fundamentais. Reproduzido de [22].

− λ2∇2B+B = kΦ0δ(r) . (2.58)

Esta equação pode ser resolvida exatamente e a solução nos fornece a distri-

buição do campo magnético local para distâncias r > ξ(T ). Temos que:

B = k
Φ0

2πλ2
K0(r/λ), (2.59)

onde K0(x) é função de Bessel modificada de ordem zero. K0(r/λ) decai expo-

nencialmente na forma
√
πλ/2re−r/λ, para r � λ; para r � λ diverge logarit-

micamente na forma ln(λ/r). A divergência logarítmica é apenas um artifício da

simplificação que usamos em que |ψ| é considerada constante em todo espaço.

2.11 Vórtices em Supercondutores Macroscópicos

A nucleação de vórtices em supercondutores do tipo II foi primeiramente previsto

por Abrikosov [6] em 1957. Sua previsão era baseada na solução das equações de
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Ginzburg-Landau para um supercondutor infinito usando condições periódicas

de contorno. Ele mostrou que a penetração de fluxo magnético dava-se de forma

quantizada, e o fluxo total penetrado era dado por Φ = nΦ0.1 Abrikosov inter-

pretou corretamente sua solução como um arranjo periódico de vórtices a qual é

hoje conhecida como rede de vórtices de Abrikosov (ver figura 2.7).

Figura 2.7: Rede de vórtices de Abrikosov.

A previsão teórica de Abrikosov foi confirmada mais tarde com a utilização

de experimentos de decoração magnética [7] (ver figura 2.8).

Figura 2.8: Rede de triangular de vórtices em um cristal de MgB2 [23].

Em supercondutores de dimensões reduzidas, comparáveis ao comprimento

de coerência ξ(T ), esta rede tem uma forma significativamente diferente da rede

1É possível encontrar um caminho fechado C na condição de quantização do fluxo (2.57) de
tal modo que Js = 0.
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de vórtices de Abrikosov. Além disso, a forma da superfície do supercondutor

tem uma forte influência neste arranjo (ver por exemplo [24] e [25]).



Capítulo 3

Discretização das Equações TDGL

em 3D

3.1 Introdução

A utilização de computadores com grande capacidade de processamento tem

sido muito útil na simulação de situações físicas reais. Na supercondutividade,

essa é uma importante ferramenta no estudo da dinâmica de vórtices.

As equações de Ginzburg-Landau dependentes do tempo (TDGL) não apre-

sentam soluções analíticas e por isso são resolvidas numericamente. Na referên-

cia [26], os autores fazem uso da técnica de variáveis de ligação para desenvolver

um algoritmo que resolve numericamente as equações TDGL em 3D ; em [27]

é aplicada esta mesma técnica em problemas 2D, porém com maior clareza no

emprego das condições de contorno, além de também ser estendido o algoritmo

para supercondutores com defeitos. O aplicação das variáveis de ligação também

foi utilizada para geometrias circulares em 2D [28, 29].

3.2 As Equações TDGL em Unidades Reduzidas

Denotemos por DSC a região supercondutora. As simulações numéricas serão

consideradas em uma região maior D contendo o domínio supercondutor. Deno-

39
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temos por ∂DSC a interface separando os dois meios e por ∂D a superfície mais

externa. Consideraremos ambas as superfícies bi-dimensionais, de tal modo que

ambos os domínios são dois paralelepípedos retos um contido no outro e com

origens coincidentes, exatamente em seus centros (ver figura 3.1).

Figura 3.1: Ilustração da região supercondutora DSC , delimitada em azul no cen-
tro da figura, e da região normal D , delimitada pelas linhas pontilhadas pretas.

Conforme vimos na seção 2.6, as equações TDGL podem ser descritas por:

�
2

2m∗D

(
∂

∂t
+
ie∗

�
φ

)
ψ = − 1

2m∗

(
−i�∇− e∗

c
A

)2

ψ + αψ + β|ψ|2ψ , (3.1)

4πσ

c

(
1

c

∂A

∂t
+∇φ

)
=

{
4π
c
Js −∇×B , em DSC ,

−∇×B , em D \DSC ,
(3.2)

onde a corrente supercondutora é:
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Js =
e∗

m∗Re
[
ψ̄

(
−i�∇− e∗

c
A

)
ψ

]
. (3.3)

A equação (3.2) também pode ser escrita na forma da lei de Ampère:

∇×B =
4π

c
J , (3.4)

onde J = σE + Js e E é o campo elétrico definido por E = −(1/c)∂A/∂t −∇φ.

Temos, pois, que a densidade de corrente elétrica J pode ser descrita como a so-

matória de duas contribuições: a densidade de corrente elétrica supercondutora,

Js, e a densidade de corrente elétrica normal, JN = σE, que satisfaz a lei de Ohm.

As condições de contorno que empregamos é a de densidade de corrente per-

pendicular supercondutora nula nas faces do paralelepípedo interno:

Js · n = 0 , em ∂DSC , (3.5)

onde n é o vetor normal a ∂DSC apontando para o exterior da superfície.

Nas faces externas suporemos que o campo magnético local B é igual ao

campo aplicado H.1

Sob o ponto de de vista computacional, convém trabalhar com as equações na

forma adimensional fazendo-se uso das assim denominadas unidades reduzidas.

Tal fato justifica-se pela redução do número de constantes nas equações restando

apenas a temperatura e o parâmetro de Ginzburg-Landau o qual depende do tipo

de material. Para tanto, utilizamos as seguintes mudanças de variáveis:

1Rigorosamente, isto seria válido para um superfície ∂D no limite r → ∞. Do ponto de vista
numérico, implementaremos esta condição de contorno tomando-se ∂DSC e ∂D tão distantes
quanto possível até quando os resultados não se alteram significativamente.
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ψ = ψ0ψ̃ ,

T = TcT̃ ,

t = t0t̃ ,

∇ =
1

ξ(0)
∇̃ ,

B = Hc2(0)B̃ ,

A = Hc2(0)ξ(0)Ã ,

Φ =
Hc2(0)D

c
Φ̃ , (3.6)

onde t0 = ξ(0)2/D e ψ2
0 = −α/β = (α0/β)Tc(1− T/Tc).

Substituindo estas equações em (3.1) e (3.2), as equações TDGL podem ser

reescritas na forma:

∂ψ

∂t
+ iφψ = −(−i∇−A)2ψ + (1− T )ψ(1− |ψ|2) , (3.7)

β

(
∂A

∂t
+∇φ

)
=

{
Js − κ2∇×B , em DSC ,
−κ2∇×B , em D \DSC ,

(3.8)

onde β = 4πσDλ2(0)/c2ξ2(0), e agora a densidade de corrente supercondutora é

dada por:

Js = (1− T )Re[ψ̄(−i∇−A)ψ] . (3.9)

Nas equações acima, omitimos os til’s nas equações, estando assim subenten-

dido que todas as quantidades encontram-se em unidades reduzidas.

As equações (3.7) e (3.8) são invariantes de calibre, isto é, as equações perma-

necem inalteradas sob as transformações ψ′ = ψeiχ, A′ = A+∇χ, φ′ = φ−∂χ/∂t,
onde χ é uma função arbitrária. No que segue, assumiremos o calibre φ′ = 0
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para todo instante de tempo t. Omitindo os apóstrofos, as equações TDGL então

tomam a forma:

∂ψ

∂t
= −(−i∇−A)2ψ + (1− T )ψ(1− |ψ|2) , (3.10)

β
∂A

∂t
= Js − κ2∇×B . (3.11)

3.3 Campos Auxiliares

Agora, introduziremos a definição de campos auxiliares para as três dimensões:

Ux(x, y, z, t) = exp

(
−i

∫ x

x0

Ax(ξ, y, z, t)dξ

)
, (3.12)

Uy(x, y, z, t) = exp

(
−i

∫ y

y0

Ay(x, η, z, t)dη

)
, (3.13)

U z(x, y, z, t) = exp

(
−i

∫ z

z0

Az(x, y, ζ, t)dζ

)
, (3.14)

onde (x0, y0, z0) é um ponto arbitrário. Isto permitirá escrever a primeira das

equações TDGL em uma forma que se assemelha a uma equação de difusão de

calor. Este procedimento, não só garante a invariância de calibre [26, 30] ao dis-

cretizarmos as equações TDGL, como também é importante para garantir a esta-

bilidade do método de Euler explicito que usaremos na integração temporal. Por-

tanto, considerando os campos auxiliares, a primeira das equações TDGL (3.10)

pode ser reescrita como [26]:

∂ψ

∂t
= Ūx

∂2

∂x2
(Uxψ) + Ūy

∂2

∂y2
(Uyψ) + Ūz

∂2

∂z2
(Uzψ) + (1− T )ψ(1− |ψ|2) . (3.15)

A segunda equação (3.11) mantem-se inalterada, exceto pelo fato de que agora a

densidade de corrente supercondutora (3.9) é escrita como:
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Jsμ = (1− T )Im

[
Ūμψ̄

∂

∂μ
(Uμψ)

]
, (3.16)

onde μ = x, y, z e Im indica a parte imaginária da variável complexa.

3.3.1 A Malha de Discretização

Consideremos o domínio D dado por um paralelepípedo reto de dimensões A ×
B × C e o domínio supercondutor de dimensões a × b × c. Um método muito

utilizado para obtenção de soluções numéricas das equações TDGL é o das dife-

renças finitas. Nele, consideramos uma malha em forma de paralelepípedo reto,

com Nx × Ny × Nz células unitárias de dimensões ax × ay × az, de tal modo que

A = Nxax, B = Nyay, e C = Nzaz. Assim, temos uma malha de (Nx + 1) ×
(Ny + 1) × (Nz + 1) pontos, de maneira que as simulações computacionais serão

desenvolvidas em uma caixa composta de células unitárias dadas por:

Di,j,k = {r = (x, y, z) : xi < x < xi+1, yj < y < yj+1, zk < z < zk+1} , (3.17)

onde

xi = ax(i− 1), 1 ≤ i ≤ Nx + 1 ,

yj = ay(j − 1), 1 ≤ j ≤ Ny + 1 ,

zk = az(k − 1), 1 ≤ k ≤ Nz + 1 . (3.18)

A figura 3.2 ilustra a malha de discretização utilizada para a discretização das

equações TDGL.

A região supercondutora encontra-se em um paralelepípedo reto de dimen-

sões menores:
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DSC =
{
r = (x, y, z) : xjx1 +

ax
2
< x < xjx2 −

ax
2
,

yjy1 +
ay
2
< y < yjy2 −

ay
2
,

zjz1 +
az
2
< z < zjz2 −

az
2

}
, (3.19)

onde:

jx1 =
A − a

2ax
+ 1 ,

jx2 =
A + a

2ax
+ 1 ,

jy1 =
B − b

2ay
+ 1 ,

jy2 =
B + b

2ay
+ 1 ,

jz1 =
C − c

2az
+ 1 ,

jz2 =
C + c

2az
+ 1 . (3.20)

Figura 3.2: Célula unitária da malha de discretização.
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3.3.2 As Variáveis de Ligação e o Campo Magnético Local

Ao passarmos do espaço de variáveis contínuas para as variáveis discretas, há a

necessidade de transformarmos as equações TDGL em suas discretas equivalen-

tes. Tão melhores serão os resultados, quanto menores as dimensões de ax, ay e az.

Porém, antes de desenvolvermos os algoritmo que resolve as equações TDGL no

espaço discreto, precisamos de algumas definições preliminares que serão úteis

no processo de discretização.

As variáveis de ligação são definidas por dois pontos adjacentes na malha de

discretização. Para a direção x, adotamos como base inicial os pontos arbitrários

(xi, yj, zk) e (xi+1, yj, zk):

Ux,i,j,k = Ux(xi+1, yj, zk)Ūx(xi, yj, zk)

= exp

(
−i

∫ xi+1

xi

Ax(ξ, yj, zk)dξ

)
, (3.21)

Analogamente para as direções y e z:

Uy,i,j,k = Uy(xi, yj+1, zk)Ūy(xi, yj, zk)

= exp

(
−i

∫ yj+1

yj

Ay(xi, η, zk)dη

)
; (3.22)

Uz,i,j,k = Uz(xi, yj, zk+1)Ūz(xi, yj, zk)

= exp

(
−i

∫ zk+1

zk

Az(xi, yj, ζ)dζ

)
, (3.23)

respectivamente.

Para o cálculo das integrais acima, usaremos a regra do ponto médio, a qual

é uma aproximação de segunda ordem.2 Assim, as variáveis de ligação também
2Isto significa dizer que, por exemplo,

∫ xi+1

xi
Ax(ξ, yj , zk)dξ = Ax,i,j,kax + O(a2x).
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podem ser escritas como:

Ux,i,j,k = exp (−iAx,i,j,kax) ,

Uy,i,j,k = exp (−iAy,i,j,kay) ,

Uz,i,j,k = exp (−iAz,i,j,kaz) , (3.24)

onde:

Ax,i,j,k = Ax(xi +
ax
2
, yj, zk) ,

Ay,i,j,k = Ay(xi, yj +
ay
2
, zk) ,

Az,i,j,k = Az(xi, yj, zk +
az
2
) . (3.25)

Veremos agora que há uma relação direta entre os valores do campo magné-

tico nos centros das faces das células unitárias e as variáveis de ligação. O campo

magnético é calculado no centro de cada face da célula unitária. Esta escolha

tem uma relação direta com a invariância de calibre no espaço discreto. Inicial-

mente, consideremos uma face da célula unitária no plano xy. Para um domínio

Dz,i,j,k = (xi < x < xi+1, yj < y < yj+1, z = zk), limitado por um contorno fechado

∂Dz,i,j,k, temos:

exp

(
−i

∫
Dz,i,j,k

Bzdxdy

)
= exp

(
−i

∮
∂Dz,i,j,k

A · dr
)

= Ux,i,j,kUy,i+1,j,kŪx,i,j+1,kŪy,i,j,k

≡ Lz,i,j,k , (3.26)

onde, na passagem da primeira para a segunda igualdade usamos o teorema de

Stokes.

Valendo-se da regra do ponto médio para integral dupla, a qual é de segunda

ordem, reescrevemos a equação acima como:
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exp

(
−i

∫
Dz,i,j,k

Bzdxdy

)
= exp (−iBz,i,j,kaxay)

= 1− iBz,i,j,kaxay , (3.27)

onde Bz,i,j,k = Bz(xi +
ax
2
, yj +

ay
2
, zk). Assim:

Bz,i,j,k = − 1

axay
Im(Lz,i,j,k) . (3.28)

Analogamente, temos que:

Bx,i,j,k = Bx(xi, yj +
ay
2
, zk +

az
2
) = − 1

ayaz
Im(Lx,i,j,k)

By,i,j,k = Bz(xi +
ax
2
, yj, zk +

az
2
) = − 1

azax
Im(Ly,i,j,k) (3.29)

onde:

Lx,i,j,k ≡ Uy,i,j,kUz,i,j+1,kŪy,i,j,k+1Ūz,i,j,k ,

Ly,i,j,k ≡ Uz,i,j,kUx,i,j,k+1Ūz,i+1,j,kŪx,i,j,k . (3.30)

3.4 Discretização das Equações TDGL

A partir das definições das seções anteriores e utilizando a aproximação de se-

gunda ordem para a derivada segunda na forma [31]:

f ′′(x) =
f(x+Δx)− 2f(x) + f(x−Δx)

Δx2
, (3.31)

podemos escrever:
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Ūx
∂2

∂x2
(Uxψ)

∣∣∣∣
(xi,yj ,zk)

=
Ux,i,j,kψi+1,j,k − 2ψi,j,k + Ūx,i−1,j,kψi−1,j,k

a2x
,

Ūy
∂2

∂y2
(Uyψ)

∣∣∣∣
(xi,yj ,zk)

=
Uy,i,j,kψi,j+1,k − 2ψi,j,k + Ūy,i,j−1,kψi,j−1,k

a2y
,

Ūz
∂2

∂z2
(Uzψ)

∣∣∣∣
(xi,yj ,zk)

=
Uz,i,j,k+1ψi,j,k+1 − 2ψi,j,k + Ūz,i,j,k−1ψi,j,k−1

a2z
, (3.32)

onde usamos as definições (3.21-3.24)

Fazendo-se uso destes resultados, a equação (3.15) pode ser reescrita como:

∂ψi,j,k

∂t
=

Ux,i,j,kψi+1,j,k − 2ψi,j,k + Ūx,i−1,j,kψi−1,j,k
a2x

+
Uy,i,j,kψi,j+1,k − 2ψi,j,k + Ūy,i,j−1,kψi,j−1,k

a2y

+
Uz,i,j,k+1ψi,j,k+1 − 2ψi,j,k + Ūz,i,j,k−1ψi,j,k−1

a2z

+(1− T )ψi,j,k(1− |ψi,j,k|2) . (3.33)

Para prosseguir, precisamos discretizar a variável temporal. Temos

{tn = (n− 1)Δt, n = 1, 2, . . .}. Finalizando o processo de discretização, aplicare-

mos a aproximação de primeira ordem para a integral temporal [31]:

∫ tn+1

tn

f(t)dt = fnΔt , fn = f(tn) . (3.34)

Para tanto, consideramos o parâmetro de ordem no instante t = tn, como sendo

ψn
i,j,k = ψi,j,k(tn) e analogamente para as outras variáveis. Consequentemente, da

equação (3.33) obtemos a relação re recorrência:
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ψn+1
i,j,k = ψn

i,j,k +Δt

[
Un
x,i,j,kψ

n
i+1,j,k − 2ψn

i,j,k + Ūn
x,i−1,j,kψ

n
i−1,j,k

a2x

+
Un
y,i,j+1,kψ

n
i,j+1,k − 2ψn

i,j,k + Ūn
y,i,j−1,kψ

n
i,j−1,k

a2y

+
Un
z,i,j,k+1ψ

n
i,j,k+1 − 2ψn

i,j,k + Ūn
z,i,j,k−1ψ

n
i,j,k−1

a2z

+(1− T )ψn
i,j,k(1− |ψn

i,j,k|2)
]
, (3.35)

Assim, podemos observar que as variáveis no instante de tempo tn+1 estão re-

lacionadas com as variáveis no instante de tempo tn de forma explícita. Este

método é conhecido como método de Euler explícito. A relação de recorrência

acima é válida para o domínio jx1 + 1 ≤ i ≤ jx2 − 1, jy1 + 1 ≤ j ≤ jy2 − 1 e

jz1 + 1 ≤ k ≤ jz2 − 1. Nas faces, determinamos ψi,j,k usando as condições de

contorno (ver próxima seção).

Passamos agora ao processo de discretização da segunda equação TDGL (3.11).

Utilizando-se a aproximação de primeira ordem para a derivada primeira:

f ′(x) =
f(x+Δx/2)− f(x−Δx/2)

Δx
, (3.36)

podemos reescrever as equações (3.16), como:

Jsx,i,j,k = Jsx(xi +
ax
2
, yj, zk)

= (1− T ) Im

[
Ūxψ̄

∂

∂x
(Uxψ)

]∣∣∣∣
(xi+

ax
2
,yj ,zk)

=
1− T

ax
Im

[
ψ̄i,j,kUx,i,j,kψi+1,j,k

]
, (3.37)
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Jsy,i,j,k = Jsy(xi, yj +
ay
2
, zk)

= (1− T ) Im

[
Ūyψ̄

∂

∂y
(Uyψ)

]∣∣∣∣
(xi,yj+

ay
2
,zk)

=
1− T

ay
Im

[
ψ̄i,j,kUy,i,j,kψi,j+1,k

]
, (3.38)

Jsz,i,j,k = Jsz(xi, yj, zk +
az
2
)

= (1− T ) Im

[
Ūzψ̄

∂

∂z
(Uzψ)

]∣∣∣∣
(xi,yj ,zk+

az
2
)

=
1− T

az
Im

[
ψ̄i,j,kUz,i,j,kψi,j,k+1

]
, (3.39)

onde novamente usamos as definições (3.21-3.24).

Lembrando que:

(∇×B) = i

(
∂Bz

∂y
− ∂By

∂z

)

+ j

(
∂Bx

∂z
− ∂Bz

∂x

)

+ k

(
∂By

∂x
− ∂Bx

∂y

)
(3.40)

e usando a aproximação (3.36) podemos reescrever a equação (3.11), componente

por componente, na forma:

β
∂

∂t
Ax,i,j,k = Jsx,i,j,k − κ2

ay
[Bz,i,j,k − Bz,i,j−1,k] +

κ2

az
[By,i,j,k − By,i,j,k−1] , (3.41)

β
∂

∂t
Ay,i,j,k = Jsy,i,j,k − κ2

az
[Bx,i,j,k − Bx,i,j,k−1] +

κ2

ax
[Bz,i,j,k − Bz,i−1,j,k] , (3.42)
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β
∂

∂t
Az,i,j,k = Jsz,i,j,k − κ2

ax
[By,i,j,k − By,i−1,j,k] +

κ2

ax
[Bx,i,j,k − Bx,i,j−1,k] . (3.43)

Novamente, usando o método de Euler explícito, das equações acima obtemos

as seguintes relações de recorrência para a segunda equação TDGL:

An+1
x,i,j,k = An

x,i,j,k +
Δt

β

{
Jn
sx,i,j,k −

κ2

ay
[Bn

z,i,j,k − Bn
z,i,j−1,k] +

κ2

az
[Bn

y,i,j,k − Bn
y,i,j,k−1]

}
,

(3.44)

com 1 ≤ i ≤ Nx, 2 ≤ j ≤ Ny e 2 ≤ k ≤ Nz.

An+1
y,i,j,k = An

y,i,j,k +
Δt

β

{
Jn
sy,i,j,k −

κ2

az
[Bn

x,i,j,k − Bn
x,i,j,k−1] +

κ2

ax
[Bn

z,i,j,k − Bn
z,i−1,j,k]

}
,

(3.45)

com 2 ≤ i ≤ Nx, 1 ≤ j ≤ Ny e 2 ≤ k ≤ Nz.

An+1
z,i,j,k = An

z,i,j,k +
Δt

β

{
Jn
syz,i,j,k −

κ2

ax
[Bn

y,i,j,k − Bn
y,i−1,j,k] +

κ2

az
[Bn

x,i,j,k − Bn
x,i,j−1,k]

}
,

(3.46)

com 2 ≤ i ≤ Nx, 2 ≤ j ≤ Ny e 1 ≤ k ≤ Nz.

Nos pontos da malha pertencentes ao domínio D \DSC , omitimos as compo-

nentes da densidade de corrente supercondutora nas três equações acima. Nos

ponto da interface ∂D usamos as condições de contorno (ver próxima seção).

3.4.1 Condições de Contorno

Determinaremos os valores de ψ em ∂DSC usando a condição de contorno (3.5).

Para tanto, faremos uso das equações (3.37-3.39). Considerando, por exemplo, a

face esquerda do supercondutor, temos que Jsx,jx1,j,k = 0. Para que essa condição

ocorra, contudo, é necessário que:
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∂

∂x
(Uxψ)|(jx1+ax

2
,j,k) = 0. (3.47)

Utilizando a aproximação da equação (3.36) e o resultado da equação (3.47),

temos:

Ux,jx1+1,j,kψjx1+1,j,k − Ux,jx1,j,kψjx1,j,k

ax
= 0

Ux,jx1,j,kψjx1,j,k = Ux,jx1+1,j,kψjx1+1,j,k

ψjx1,j,k = Ux,jx1,j,kψjx1+1,j,k (3.48)

Igualmente ocorre para as demais faces. Temos, pois, que as condições de

contorno aplicadas às faces do supercondutor são:

ψn+1
jx1,j,k

= Un+1
x,jx1,j,k

ψn+1
jx1+1,j,k , face esquerda da malha ,

ψn+1
jx2,j,k

= Ūn+1
x,jx2−1,j,kψ

n+1
jx2−1,j,k , face direita da malha , (3.49)

com jy1 + 1 ≤ j ≤ jy2 − 1 e jz1 + 1 ≤ k ≤ jz2 − 1,

ψn+1
i,jy1,k

= Un+1
y,i,jy1,k

ψn+1
i,jy1+1,k , face anterior da malha ,

ψn+1
i,jy2,k

= Ūn+1
y,i,jy2−1,kψ

n+1
i,jy2,k

, face posterior da malha , (3.50)

com jx1 + 1 ≤ i ≤ jx2 − 1 e jz1 + 1 ≤ k ≤ jz2 − 1,

ψn+1
i,j,jz1

= Un+1
z,i,j,jz1

ψn+1
i,j,jz1+1 , face inferior da malha ,

ψn+1
i,j,jz2

= Ūn+1
z,i,j,jz2−1ψ

n+1
i,j,jz2−1 , face superior da malha , (3.51)
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com jx1 + 1 ≤ i ≤ jx2 − 1 e jy1 + 1 ≤ j ≤ jy2 − 1.

Nota-se, então que, agora temos todos os valores de ψi,j,k no interior da amos-

tra, calculados através da relação de recorrência (3.35) e calculados na superfí-

cie ∂DSC por meio das equações (3.49-3.51). Faltam, pois, as arestas da amostra

supercondutora. Tais pontos, no entanto, não são utilizados na relação de re-

corrência e, por este motivo, fazemos uma aproximação calculando as médias

aritméticas dos dois pontos mais próximos adjacentes nas faces. Igualmente, fa-

zemos uma aproximação para os vértices da amostra, tomando, no entanto, os

três pontos mais próximos nas faces.

Feita a atualização de ψn+1
i,j,k , é possível atualizar os valores do potencial vetor,

valendo-se das relações de recorrência (3.44-3.46). Atualiza-se, então, os valores

das variáveis de ligação através das equações (3.24).

O campo magnético é atualizado através das equações 3.28 e 3.29. Nas fron-

teiras da malha, o campo magnético local é igualado ao campo magnético apli-

cado, mantendo a continuidade do campo. Em nossas simulações, utilizaremos

o campo aplicado somente na direção z, de forma que Bn+1
z,i,j,k = H , Bn+1

x,i,j,k =

Bn+1
y,i,j,k = 0 para todo (i, j, k) em ∂D .

O critério de convergência para a utilização do método de diferenças finitas é

dado por [27]:

Δt ≤ min

{
δ2

4
,
βδ2

4κ2

}
, (3.52)

onde

δ2 =
2

1
a2x

+ 1
a2y

+ 1
a2z

. (3.53)
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3.5 Variáveis Discretas

Nesta seção apresentamos um sumário de todas as variáveis discretas e os res-

pectivos pontos da malha onde elas serão calculadas. Estes pontos encontram-se

especificados na figura 3.2.

• ψi,j,k, com jx1 ≤ i ≤ jx2, jy1 ≤ j ≤ jy2 e jz1 ≤ k ≤ jz2, é calculado nos

vértices da malha e o valor de ψi,j,k representa o parâmetro de ordem na

posição (xi, yj, zk);

• Ux
i,j,k e Ax,i,j,k: calculados no ponto médio entre dois pontos consecutivos na

direção x, com 1 ≤ i ≤ Nx, 1 ≤ j ≤ Ny + 1 e 1 ≤ k ≤ Nz + 1;

• Uy
i,j,k e Ay,i,j,k: calculados no ponto médio entre dois pontos consecutivos na

direção y, com 1 ≤ i ≤ Nx + 1, 1 ≤ j ≤ Ny e 1 ≤ k ≤ Nz + 1.

• U z
i,j,k e Az,i,j,k: calculados no ponto médio entre dois pontos consecutivos na

direção z, com 1 ≤ i ≤ Nx + 1, 1 ≤ j ≤ Ny + 1 e 1 ≤ k ≤ Nz.

• Jsx,i,j,k, com jx1 ≤ i ≤ jx2 − 1, jy1 ≤ j ≤ jy2 e jz1 ≤ j ≤ jz2, calculados nos

pontos médios entre dois vértices consecutivos ao longo da direção x;

• Jsy,i,j,k, com jx1 ≤ i ≤ jx2, jy1 ≤ j ≤ jy2 − 1 e jz1 ≤ j ≤ jz2, calculados nos

pontos médios entre dois vértices consecutivos ao longo da direção y;

• Jsz,i,j,k, com jx1 ≤ i ≤ jx2, jy1 ≤ j ≤ jy2 e jz1 ≤ j ≤ jz2 − 1, calculados nos

pontos médios entre dois vértices consecutivos ao longo da direção z;

• Bz,i,j,k, com 1 ≤ i ≤ Nx, 1 ≤ j ≤ Ny e 1 ≤ k ≤ Nz + 1, associados aos centros

das faces das células unitárias no plano xy;

• By,i,j,k, com 1 ≤ i ≤ Nx, 1 ≤ j ≤ Ny + 1 e 1 ≤ k ≤ Nz, associados aos centros

das faces das células unitárias no plano xz;
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• Bx,i,j,k, com 1 ≤ i ≤ Nx + 1, 1 ≤ j ≤ Ny e 1 ≤ k ≤ Nz, associados aos centros

das faces das células unitárias no plano yz;

Figura 3.3: Diagrama da sequência do algoritmo.

A figura 3.3 ilustra a sequência de cálculo do modelo desenvolvido. São dois

laços de iterações principais: um laço com incremento de campo magnético e

um laço com incremento temporal. A convergência é testada a cada 1000 (mil)

incrementos temporais. O critério de convergência considerado representava va-

riações inferiores a 10−5 para o módulo do parâmetro de ordem e para o campo

magnético local. Havendo convergência, os resultados são gravados e o valor de

campo magnético aplicado é incrementado para uma nova sequência de cálculos.

No próximo capítulo, iremos aplicar este método de solução numérica das

equações TDGL para um supercondutor em forma de SQUID.



Capítulo 4

Filmes Supercondutores de

Espessura Finita em Forma de

SQUID

4.1 Introdução

4.1.1 Supercondutores Mesoscópicos e Efeitos de Desmagneti-

zação

Nas últimas décadas, com o surgimento de modernas técnicas para fabricação de

dispositivos supercondutores com dimensões reduzidas, o interesse no estudo de

geometrias confinadas tem aumentado significativamente, seja em nível experi-

mental ou sob o ponto de vista teórico, haja vista que as propriedades magnéticas

e estruturais da rede de vórtices apresentam alterações bastante significativas em

relação aos supercondutores de dimensões macroscópicas [32].

Consideramos supercondutores mesoscópicos, aqueles com dimensões da or-

dem do comprimento de coerência ξ. Diversos trabalhos têm sido publicados

no estudo destes supercondutores, especialmente em filmes finos, onde a espes-

sura do supercondutor tem dimensões muito inferiores a ξ [33–35], ou ainda para

casos em cilindros de seção reta mesoscópica e espessura infinita [24, 32].

O denominado efeito de desmagnetização, contudo, surge em amostras reais

57
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pelo fato de suas dimensões serem finitas em todas as direções [36]. Logo, o mé-

todo numérico apresentado no Capítulo 3 permite que este efeito seja detectado

nas simulações, uma vez que a espessura do supercondutor, agora, tem dimensão

finita e determinada.

O campo externo aplicado induz correntes de blindagem no interior do ma-

terial supercondutor. Estas, por sua vez, geram um campo magnético fora do

supercondutor, denominado stray field, que incrementa o valor do campo magné-

tico local próximo às suas faces [37]. A referência [38] apresenta um estudo desse

comportamento para supercondutores do tipo II no estado Meissner. O resultado

desse incremento é um aumento no campo magnético aplicado ao supercondu-

tor, que interfere certamente na distribuição do parâmetro de ordem no interior

do supercondutor.

Utilizando o método apresentado no Capítulo 3, foi realizada uma simula-

ção para um supercondutor mesoscópico de dimensões 12 × 12 × 1. A caixa de

simulação foi fixada em 19× 19× 111.

A malha de cálculo foi definida com ax = ay = az = 0.1. Verificamos, durante

os testes do modelo, que esta divisão era suficiente para descrever as variações

do parâmetro de ordem.

A temperatura utilizada foi T=0 e o parâmetro de Ginzburg-Landau foi fixado

em κ � 0.78.

O valor do campo magnético aplicado iniciou-se com H = 0 e foi sofrendo

incrementos de dH = 0.001. O incremento temporal foi de dt = 0.99dtmax, onde

dtmax é o limite de convergência do método.

A figura 4.1 ilustra o perfil do campo magnético local em unidades do campo

1As dimensões da caixa de simulação foram definidas, após testes realizados, como sendo as
menores possíveis visando reduzir o custo computacional, todavia, de maneira que os resultados
não se alterassem significativamente.
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Figura 4.1: Intensidade do campo magnético local em unidades do campo mag-
nético aplicado, Bz(x, y, 0)/H , para H = 0.4, H = 0.45, H = 0.5 e H = 0.55.

magnético aplicado, Bz(x, y, 0)/H , para para H = 0.4, H = 0.45, H = 0.5 e H =

0.55. A análise dos resultados ilustra uma rede de vórtices que acompanha a

geometria do supercondutor mesoscópico. Observa-se ainda que para H = 0.45

e H = 0.5, existem dois estados degenerados e a escolha aleatória do método por

um deles é justificada pela existência de tênues flutuações numéricas que podem

aparecer durante os cálculos.

O mesmo cenário é visualizado na figura 4.2, onde é avaliado o perfil do

campo magnético local em unidades do campo magnético aplicado,Bz(x, 0, 0)/H ,

para os mesmos valores de campo aplicado. Nota-se que o valor do campo mag-

nético local Bz é maior nas bordas do supercondutor. Porém, seu valor supera

o campo magnético aplicado em aproximadamente 1.5H , em função do método
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Figura 4.2: Perfil do campo magnético local, Bz(x, 0, 0)/H , para H = 0.4, H =
0.45, H = 0.5 e H = 0.55.

considerar o efeito de desmagnetização.

4.1.2 SQUID

Um SQUID (Superconducting Quantum Interference Device) é um magnetôme-

tro de alta sensibilidade utilizado para medir campos magnéticos extremamente

baixos. Seu funcionamento baseia-se na conversão da variação de fluxo magné-

tico em tensão elétrica através de duas junções Josephson [39].

Uma de suas principais aplicações comerciais ocorre em sistemas de medição

de propriedades magnéticas; no campo da medicina é utilizado em técnicas de

magnetencefalografia e magnetocardiografia, além de equipamentos de imagea-

mento por ressonância magnética [40, 41].
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Figura 4.3: Ilustração da geometria do supercondutor em forma de um SQUID.

O foco deste trabalho, contudo, não é estudar as aplicações de um SQUID,

mas sim algumas propriedades físicas desta forma geométrica, baseando-se no

modelo proposto por Brandt [34], agora, porém, adaptado para três dimensões.

Além disto, a abordagem que faremos do problema consiste em usar a teoria de

Ginzburg-Landau ao invés da teoria de London como feito por Brandt e Clem.

Um SQUID possui a forma visualizada na figura 4.3, sendo um paralelepí-

pedo reto de largura a, comprimento b e espessura c, medidas estas referenciadas

no plano cartesiano através das coordenadas x, y, z, respectivamente. É dotado

ainda de uma descontinuidade transfixante, ou seja, um furo, paralelamente ao

eixo z e centralizado no plano xy, bem como de uma fenda, também paralela à

direção z, a qual inicia-se nesta descontinuidade e estende-se até a borda do para-

lelepípedo. A fenda também desenvolve-se paralelamente ao eixo x, centralizada

em relação à direção y. A figura 4.3 ilustra a geometria SQUID.

Conforme foi estudado no capítulo 3, as equações TDGL são resolvidas em um

paralelepípedo reto de dimensões A ×B × C , no qual está inserido um super-

condutor com igual formato, porém de dimensões a× b× c. No entanto, exclui-se

do domínio supercondutor a região da fenda e do furo transfixante, região esta
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que denominaremos de Dhole+slit. Esta particularidade da geometria SQUID exige

algumas adaptações no método numérico desenvolvido no capítulo 3. Denomi-

naremos por hx e hy as dimensões do furo nas direções x e y, respectivamente.

Os limites do furo serão dados então por:

hW =
A − hx
2ax

+ 1 ,

hE =
A + hx
2ax

+ 1 ,

hS =
B − hy
2ay

+ 1 ,

hN =
B + hy
2ay

+ 1 , (4.1)

onde hW é o limite à esquerda; hE à direita; hS é o limite inferior e hN é o limite

superior, considerando o plano xy.

Dessa forma, o dominío supercondutor será diminuido da seguinte região:

Dhole+slit =
{
r = (x, y, z) : xhW

− ax
2
< x < xhE

+
ax
2
,

yhS
− ay

2
< y < yhN

+
ay
2
,

zjz1 −
az
2
< z < zjz2 +

az
2

}
∪

{r = (x, y, z) : xhE
+
ax
2
< x < xjx2 −

ax
2
,

yNy
2

− ay
2
< y < yNy

2
+1

+
ay
2
,

zjz1 −
az
2
< z < zjz2 +

az
2

}
(4.2)

Nessa região, o parâmetro de ordem e as correntes supercondutoras são nulos.

4.2 Resultados e Discussões

A referência [34] estuda o comportamento do perfil do campo magnético local

em um SQUID, baseando-se na teoria de London. Como resultado desse es-
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tudo, conclui-se que o perfil do campo magnético ao longo da fenda e do furo,

Bz(x, 0, 0)/H dependeria tão somente do comprimento de penetração de London

2Λ(T )/a (em unidades de a/2), onde Λ(T ) = λ2(T )/c.

Em nosso trabalho, contudo, o estudo foi baseado nas equações TDGL aplica-

das em 3D. Foram consideradas as seguintes unidades 2Λ(T )/a = κ2/ac(1 − T ),

sendo λ(T ) = λ(0)/
√
(1− T ).

Exceto a última figura deste capítulo, consideraremos sempre T = 0. Isto se

justifica pelo fato que as equações TDGL para T = 0 têm a mesma forma que

para aquelas em que os comprimentos estão em unidades de ξ(T ) e campos em

unidades de Hc2(T ). Isto facilita a comparação com os resultados da referências

[34] e [37].

As dimensões do furo foram fixadas em hx = hy = 0.2a em todos os casos;

esta escolha foi feita com o objetivo de melhor comparar os presentes resultados

com aqueles obtidos na referência [34]. A fenda, por sua vez, possuía largura ay.

A malha de cálculo foi definida com ax = ay = az = 0.1 para todos os casos.

A figura 4.4 mostra o perfil de campo magnético ao longo da direção x para

diversos valores de H . A simulação foi feita considerando um supercondutor de

dimensões 12× 12× 1, inserido em uma caixa de dimensões 19× 19× 11, com o

parâmetro de Ginzburg-Landau κ = 0.774596669 2, correspondendo a 2Λ(0)/a =

0.1

Os resultados das simulações evidenciam queBz(x, 0, 0)/H , o perfil de campo

magnético, não varia significativamente no estado Meissner (H = 0.1;H = 0.3).

No estado misto, contudo, o perfil de campo magnético no interior do supercon-

dutor se altera significativamente, devido à penetração de vórtices. Ao longo da

fenda e do furo, com o aumento do campo magnético aplicado, há uma tendência

2Os valores de κ apresentam-se com nove casas decimais de tal modo que o valor de 2Λ(0)/a
seja exato.
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Figura 4.4: Intensidade do campo magnético local na direção z em unidades do
campo magnético aplicado,Bz(x, 0, 0)/H , para um SQUID de dimensões 12×12×
1, com κ = 0.774596669.

de redução do valor do campo magnético local, tendo em vista o enfraquecimento

das supercorrentes de blindagem que geram um campo magnético fora do super-

condutor.

Fazendo uma análise qualitativa, notamos que os resultados apontados em

[34], utilizando a teoria de London, equivalem aos perfis de campo magnético

locais obtidos através da teoria de Ginzburg-Landau no estado Meissner. A di-

ferença quantitativa ocorre no pico de campo magnético através da fenda: uti-

lizando a teoria de Ginzburg-Landau, obtivemos uma máximo de aproximada-

mente 1.6H , ao passo que valendo-se da teoria de London, Brandt obteve um

valor máximo da ordem de 2.6H . Em ambos os cenários considerou-se 2Λ(0)/a =
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Figura 4.5: Intensidade do campo magnético local no plano z = 0 para H = 0.3,
H = 0.5,H = 0.7 e H = 0.9, em um SQUID de dimensões 12 × 12 × 1 com
κ = 0.774596669.

0.1.

A notável diferença ocorre possivelmente devido à diferença entre os valores

do parâmetro de Ginzburg-Landau κ. A teoria de London é válida para altos

valores de κ, ao passo que em nossas simulações, utilizamos κ < 1. Além disso,

temos que a teoria de London desconsidera variações locais do parâmetro de

ordem.

As figuras 4.5 e 4.6 mostram a distribuição do campo magnético local e do

módulo do parâmetro de ordem, respectivamente, no plano z = 0, para vários

valores de H . Na figura 4.6, as supercorrentes também encontram-se indicadas.

As intensidades das referidas quantidades estão indicadas pelas barras de cores.

Para H = 0.3 o supercondutor ainda se encontra no estado de Meissner. Para
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Figura 4.6: Módulo do parâmetro de ordem no plano z = 0 para os mesmos
parâmetros usados na figura 4.5.

H ≥ 0.5 o sistema já está no estado misto. Durante as simulações notamos que

os vórtices penetram através do lado esquerdo do SQUID, mas não ao longo da

fenda. Isto deve-se ao fato de que as correntes de blindagem neste lado é menor

que ao longo das outras faces do SQUID. Tanto é que o efeito de desmagnetiza-

ção é mais intenso na fenda. Os primeiros vórtices que nucleiam no SQUID são

distribuídos ao redor do furo. Quando este número satura, os demais se distri-

buem ao redor do furo e da fenda conforme pode ser visto nas figuras 4.5 e 4.6.

Nestas figuras temos o seguinte cenário: para H = 0.5 temos N = 1 vórtice no

supercondutor e 2 no furo; para H = 0.7 temos N = 5 vórtices no supercondutor

e 2 no furo; para H = 0.9 temos N = 8 vórtices no supercondutor e 3 no furo.

Nas referências [34, 35], Brandt mostra que com o decréscimo de 2Λ(T )/a, o
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campo magnético local, nas regiões do furo e da fenda, aumenta significativa-

mente. Na figura 4.7, fazemos a comparação para valores de 2Λ(0)/a = 0.1 e

2Λ(0)/a = 0.075, variando-se as dimensões do SQUID. Nota-se também um au-

mento do campo magnético local nas mesmas regiões com a diminuição desse

parâmetro, entretanto, não tão acentuado quanto previsto na teoria de London.
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Figura 4.7: Intensidade do campo magnético local na direção z em unidades
do campo magnético aplicado, Bz(x, 0, 0)/H , para H = 0.1, com variação da
largura e comprimento do SQUID, mantendo-se a espessura c fixa, sendo κ =
0.774596669. Os parâmetros foram escolhidos de tal modo que para o SQUID
menor 2Λ(0)/a = 0.1 e para o maior 2Λ(0)/a = 0.075

O próximo passo do estudo concentrou-se em avaliar o perfil do campo mag-

nético local, através da variação dos parâmetros a, c e κ, de maneira que o pa-

râmetro 2Λ(T )/a = κ2/ac(1 − T ) mantivesse-se fixo. A razão para este estudo

é a que segue. Usando a teoria de London, é possível simplificar o tratamento
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matemático do problema para a situação de um filme fino fazendo uma média

espacial das equações ao longo da direção z. Como consequência, o problema 3D

pode ser mapeado em termos de um problema 2D substituindo o comprimento

de penetração λ(T ) pelo comprimento de penetração efetivo Λ(T ). Porém, sem

perder informações da natureza tri-dimensional da situação física. Ao final deste

processo, as novas equações dependem unicamente do parâmetro Λ(T ), mas não

das dimensões do filme, nem mesmo de κ, que é intrínseco à teoria de London.

Desta forma, investigamos se o perfil de campo obedece a esta lei de escala.
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Figura 4.8: Intensidade do campo magnético local na direção z em unidades do
campo magnético aplicado, Bz(x, 0, 0)/H , para H = 0.1, com κ = 0.774596669,
com variações das dimensões do SQUID de forma que a 2Λ(T )/a = 0.075.

A figura 4.8 ilustra a alteração do perfil de campo magnético através da va-

riação dos parâmetros a e c mantendo-se o mesmo valor de κ. Com podemos
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ver, dentro do defeito transfixado, os perfis de campo são levemente diferentes,

mas ao longo da fenda há uma diferença significativa entre ambos. Na figura 4.9,

por sua vez, mostramos o mesmo perfil através da variação dos parâmetros c e

κ, mantendo-se a largura do SQUID fixa. Neste caso, as diferenças são mais pro-

nunciadas ao longo da fenda, porém não tão significativas como no caso anterior.
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Figura 4.9: Intensidade do campo magnético local na direção z em unidades
do campo magnético aplicado, Bz(x, 0, 0)/H , para H = 0.1, com variações da
espessura do SQUID e do parâmetro de Ginzburg-Landau, κ, de modo que
2Λ(T )/a = 0.1.

Por fim, é estudada a influência da temperatura no perfil de campo magné-

tico local. Foram feitas simulações para dois valores distintos de temperatura,

considerando três valores de campo magnético externo. Os resultados são ilus-

trados na figura 4.10. Verificamos que as variações do comportamento do perfil

de campo magnético local é menos significativa com o incremento de tempera-
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tura, uma vez que para temperaturas mais altas, a supercondutividade é atenu-

ada mais rapidamente, fazendo com que as correntes supercondutoras diminuam

e consequentemente o efeito de desmagnetização seja reduzido.
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Figura 4.10: Intensidade do campo magnético local na direção z em unidades do
campo magnético aplicado, Bz(x, 0, 0)/H , com variações da temperatura T e do
campo magnético aplicado H , para um SQUID de dimensões 12 × 12 × 1, com
κ = 0.774596669.



Capítulo 5

Conclusões

No presente trabalho foi feita, inicialmente, uma revisão da literatura, especial-

mente quanto à abordagem das teorias fenomenológicas da supercondutividade:

a teoria de London e a teoria de Ginzburg-Landau.

O desenvolvimento de nossas simulações, contudo, foi baseado na teoria de

Ginzburg-Landau. Utilizando o método de variáveis de ligação [26], as equa-

ções TDGL foram discretizadas e generalizadas para aplicação em três dimen-

sões. Essa nova abordagem garantiu que o efeito de desmagnetização não fosse

ignorado. A modelagem do supercondutor, em três dimensões de ordem mesos-

cópica e em forma de paralelepípedo, foi construída através da implementação

de um algoritmo proposto inicialmente em duas dimensões [24].

Através de uma alteração no algoritmo, foi possível criar um modelo que re-

presentasse, em três dimensões, o elemento supercondutor em forma de SQUID

proposto por Brandt [34]. Foi feita, então, uma comparação entre os resultados

encontrados por Brandt, que utilizou a teoria de London, e os resultados obtidos

através da teoria de Ginzburg-Landau.

Notamos que há um superdimensionamento no valor do campo magnético

local utilizando a teoria de London, quando comparada à teoria de Ginzburg-

Landau. Isto decorre, possivelmente, pelo fato daquela ser aplicada para altos
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valores de κ, ao passo que nesta, fizemos uso de κ � 1. Soma-se isso ao fato de

que a teoria de London não considera a variação espacial do parâmetro de ordem.

Em seu trabalho, Brandt mostrou que o perfil do campo magnético local de-

pendia exclusivamente de um fator 2Λ(T )/a (em unidades de a/2), onde Λ(T ) =

λ2(T )/c. Utilizando a teoria de Ginzburg-Landau e adotando 2Λ(T )/a = κ2/ac(1−
T ), no entanto, concluímos que o perfil de campo magnético possuía considerá-

vel alteração com a mudança das dimensões do supercondutor a e c, bem como

do parâmetro κ, mantendo-se a relação 2Λ(T )/a fixa.

Dessa forma, o desenvolvimento do presente trabalho traz a perspectiva quanto

à criação de novas propostas de modelagem de supercondutores em três dimen-

sões, baseando-se na teoria de Ginzburg-Landau, possibilitando o estudo das

propriedades eletromagnéticas em diferentes geometrias e dimensões.

Adaptações do modelo ainda permitem a inclusão de defeito único ou uma

rede de defeitos no supercondutor, defeitos estes que podem ser furos e fendas

transfixantes ou até mesmo variabilidade da superfície do supercondutor com

ressaltos ou saliências. Como por exemplo, podemos considerar um filme super-

condutor dotado de uma rede de pilares do mesmo material (ver figura 5.1). Para

este caso, o algoritmo já foi implementado e as simulações numéricas já foram

iniciadas (ver figuras 5.2 e 5.3).

Há, por fim, a perspectiva de incluir uma junção Josephson na fenda do SQUID

supercondutor e verificar a influência dessa modificação nas propriedades eletro-

magnéticas para esta geometria. Este estudo já foi iniciado e será objeto de futuro

trabalho de doutoramento.
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Figura 5.1: Ilustração de um filme supercondutor dotado de uma rede de pilares
do mesmo material.
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Figura 5.2: Módulo do parâmetro de ordem para um filme fino de dimensões
12 × 12 × 0.5, para um campo magnético aplicado, H = 1.0. As linhas em preto
ilustram as posições das quatro torres de dimensões 2× 2× 1.
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Figura 5.3: Módulo do parâmetro de ordem para um filme fino de dimensões
9 × 9 × 0.5, para um campo magnético aplicado, H = 1.0. As linhas em preto
ilustram as posições de uma rede de torres de dimensões 1× 1× 1.
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