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a12 = 125a0 ��	 ���

168�	� ��� 164��� ���  ��� a12 = 130a0 ��	 �!�
168�	� ��� ��� 164��� "�� ���#��� �	� �$
	����� �� ����� �� l0(= 0.5
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dz|φj(x, y = 0, z)|2 �� ��� ����	� 52�	�164�� ��� ��	 ��� a12 =

70a0� ��� a12 = 80a0� '� ����� !���� N��	� � ������ N���� �
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��� 164��  ��� ��� !����) ������� �� !�����	 �� ����
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ψ̂(r) = ψ(r) + δϕ̂(r), �� !"

����� ψ(r) �� 	 �
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 ��
�� 	 ����
�# �������� ��	� ���� ��� ������� 	�� ���
��	��� ��	�	���� 	�� �� ����� �	

�� ��� �	�� �������� ��� ��� �������	�� $����
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 ������	���� �� �	������� ���
� �� ������� ���%��� �� ��� ������	����
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 �	
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�������	���� +�,- 

.� ����� ��� ���� ���
����� �� ��� ��
� ����	���� �� ����� �� ������ ��� �)�	�
���� ��� ��� �������	�� �	�� ��������� ��� ��� 
����	
�%	���� �� ��� ��
�
�����
������������ �� ��� �	�� �� ���� ��������� ����
��	������

i�
∂

∂t
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2m
∇2+Uext(r)+

∫
dr′ ψ̂†(r′, t)U(r− r′)ψ̂(r′, t)

]
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U(r− r′) = gδ(r− r′), ���'�
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 !������� !���	
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ψ(r, t) =

[
− �

2

2m
∇2 + Uext(r) + g|ψ(r, t)|2

]
ψ(r, t). ��	)�
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������ ����
���� �� ���&
������ ��� ������� ��� �� 41' ����� (�
��) #��� � ���
����
� �*��� �� �������
�
��� �� 87+� ����� (���&) ���� ������� �� � �����%����������
 ������������	

$���� �������
����� �� ������
����� ��� ������
 ��� �������� ��� ������
 ��%
�����
 ��������
� ��� ��*����� ����������� �

�#�� ��� ����������
 ����� ��� ��%
���������
 ���
�,����� �� ����������� ������� #��� �
���%��
� �����	 ��� �����
�-
������
� #� ���# ���� ��
�%
���
�,�� ������ ������ ��� �� ������� �� ��� ����%
��
����� ��� �� �������� #��� ����
���� ���#��� ��� ���� ����������- �������
��� ������
 ���#�� �� ��� �%#��� ���������� 
����� (#���� �������� ��� ��� ����
%
���� ���#��� ��� ����������) �� ��� �� �#� ����������- ��� ��� �������
 ��������
�������� ��������
- ������ �� ��� ����� ����������  �."	 /� ������� �����
�- ���%
���� �������� �� ����������� ����� #���� �������� ����� �� ������
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��� �� ��*��%
��� ������
 ���������� ���� ���� �������	 �� 
0�0 ��� 1���%2������� ������������
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87+�) ��� ���� ���
�,�� ��� �	 ��������� ��� ���  �!"	 �� ���� ���������� ��� ��%
��������
��� �� ����� ��� �� ������� �� ����� �� ������ ��������
 �������� ���
��� ������ (41' ��3������ � ���&%����� ��������) #��
� ������ � ���
����
� ��%
���� �� ��� ����� ������ (87+�) ���� ������� #��� 45 ������������- ���� �� ��
���	 �	
	 $�� ���	 �	
 #�� �������� �� �	 ��������� ��� ���  �!" � �� ����� ��
�

������� ��� �����������
 ������������ ��� ���������� �� ����� ���������� #���
�
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 ����������	! ����
�

	���"���� �� ������� ��������� 	��������� �� � � #$ %& �������� '�!() �	���
� � 	�����	��� ����"�*����	�� ��� �
 +,�-,#. ��
 /���������� 	�������	 +,0.� ��
��		����! 1�� ��������� ��	���	 ��� ���	����
 �� 
��	��
 ����	� 	�������
 � �	�
����	� 	�������� ��������� �� 
��	����	� ����� ��� �	���������� ��������� /����	
��� � ������ ���������� ���� ���� 	����� '��	) ��� � � 	�2�	� ��
 ����! 3���/���
� �	� ��������� 	�������	� ��� ��� ���
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 �� ������������ ��� �����	� �	��� � 	������ �
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 �� ���� ���� ��� ������ 	������ �� ��������� �� � �����
������������ ����� ��� ���� �������� ��	
����� ���� ����� ��� z ���� ��� ���
�������� ��	
����� �� ��� (x, y) 
����
 ���� �� ������� �	��� ������������ �� ����
������  !" ��������� �� � ������ ������ �� ��� ������ ������� ��������� �� ���
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#�� ������ �� � �����	 �� ���  !"� �� ��$�� �� %&�'

A =

∫
(L1 + L2 + L12) d

3r dt , (�
�)

���� ��� ������
����� *��������� ������� ��� ��� ���	+

L12 = g12|ψ1|2|ψ2|2, (�
�)

����� g12 �� ��� ������
����� ������������

g12 =
2π�2a12
mR

, (�
&)

���� a12 ��� ������
����� ���������� ������, ��� mR ≡ m1m2/(m1 + m2) ���
������� 	���
 #�� ������
����� *��������� ������� �� +

Lj = i
�

2
(ψj∂tψ

�
j − ψ�

j∂tψj) +
�
2

2mj

|∇rψj|2 + Uj(r)|ψj|2 + gj
2
|ψj|4, (�
-)

���� i =
√−1 ��� Uj(r) ��� �������� 
�������� ������ �� ��� j���  !" ��	
�����

(j = 1, 2), ����� �� ��������� �� ��� 	�������
�� ��$� �������� ψj(r, t), ���� ∂t
������� ��	� ����$���$�, ��� ��� ������
����� ������������ gj ��

gj =
4π�2aj
mj

, (�
.)

����� aj �� ��� ������
����� ���������� ������ ��� �
����� j, mj �� ��� 	��� ��
�
����� j, ��� ∫

|ψj(r, t)|2 = Nj, (�
/)

�� ��� ���	���0����� ������ ����
  � �����	�0��� ��� ������ A ���� ���
��� ��
ψ�
1(r, t) ��� ψ

�
2(r, t) �� ������ ��� ��������� ������ 12 �������� %&�'

i�∂tψ1 =
[
− �

2

2m1

∇2 + U1(r) + g1|ψ1|2 + g12|ψ2|2
]
ψ1 , (�
3)

i�∂tψ2 =
[
− �

2

2m2

∇2 + U2(r) + g2|ψ2|2 + g12|ψ1|2
]
ψ2 . (�
4)
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� ��� ������� ������� ��(�������� �)������
 ��� ���� �� *+� "
����!����$
�����
���
	 �� ��� ������� ��
�' ���
� ��� �� 
����� ����������� �
��� � 
����!

��� ����%!,����
�� ��
�����-����� ������ .��/�*0	
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������� �
 � ������ 
�
��� ����� ��� �����!
����� ��� �

������������� �� ��� ����� �� ����� ���!�����
����� ��� ���	 �	�	  ��
 %���
�� ���&�������� ��� �� �������� �� ���
������� ��� ��������� �������� ���������
������ �� ��� &�
� ���������


U1(r) =
1

2
m1(ω

2
1xx

2 + ω2
1yy

2) +W1(z), "�	2$

����� W1(z) �
 � ������� ��������� �� z ���������' ��� ω1x ��� ω1y ��� ��� ��!
����� ���)������
 �� ��� �������� ���� ����� ����
���
� x ��� y ���������
	  ��
����
���
� �������� ���������
 ��� �

���� �� �� 
� 
����� ���� ��� &�
� ��� �

)��
�!�#' �	�	 �� �� ��������� �����!
����� ���&��������	 ��� ��� 
����� ���
�� �
� ��� ��������� ���&���� ���������

U2(r) = W2(x, y) +
1

2
m2ω

2
2zz

2 , "�	�3$

����� W2(x, y) �
 � ������� ��������� �� (x, y) �����' ����� ��� �������� ���������
�� ������� ���)����� ω2z ����� ��� z ���
 �
 
� 
����� ���� ��� 
����� ��� �
 �
)��
�!�# �� ��� (x, y) �����	  ��
 ��
� ��� �� 
�����&�� �� �� ����
� �����������

������� �� ��� �������� ��������� ������ �� ��� &�
� ��� "ω1x = ω1y = ω1ρ$
��� ��
� �� ��� ������� ��������� ������ �� ��� 
����� ���' �	�	 W2(x, y) = W2(ρ)
���� ρ = (x2 + y2)1/2	
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i�∂tψ1(ρ, z; t) =
[
− �

2

2m1

( ∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
+

∂2

∂z2

)
+

1

2
m1ω

2
1ρρ

2 +

1

2
m1ω

2
1zz

2 + g1|ψ1|2 + g12|ψ2|2
]
ψ1(ρ, z; t) , $�%��&

i�∂tψ2(ρ, z; t) =
[
− �

2

2m2

( ∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
+

∂2

∂z2

)
+

1

2
m2ω

2
2ρρ

2 +

1

2
m2ω

2
2zz

2 + g2|ψ2|2 + g12|ψ1|2
]
ψ2(ρ, z; t) , $�%��&

��
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W1(z) =
1

2
m1ω

2
1zz

2; W2(ρ) =
1

2
m2ω

2
2ρρ
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� ���% *�
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�
�� ��
� ��	�� ��
 z �+�� ��� ��� ������
 �

#�
���
� ���������� ω1ρ/ω1z = 10% *�

���"�����
� ���� ���
�
� �� ��
� �� ��
 (x, y) ����
 ��� ��� �
������ ������

�

#�
���
� ���������� ω2z/ω2ρ = 10% ,	
 ����������� �
 �	
" �� ���
���	��
��
����� m1 = m2 = � = 1� �
� N1 = N2 = N ��� �� ���� �����

 �
 ����

��
 ��

���� 	� �	����
�
���
� ���
� ��� ���
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��
� ����� � �����

 ����

� �	


+����
- Ng12 = 4π% ,	
 ��
 ����
�����
� ��� �
 ��"
 ω1z = 1 ��� �	
 ��

���"�����
� ��� �
 ��"
 ω2ρ = 1%

�� �� 
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 ��������
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	� ��
 �	����	� 	� �#% $�%��& ��� $�%��&
!��

|f1(z; t)|2 = 2π

∫ ∞

0

ρ dρ|ψ1(ρ, z; t)|2, $�%�.&

|h2(ρ; t)|2 =
∫ ∞

−∞
dz|ψ2(ρ, z; t)|2. $�%�/&

*	 �	�!
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 �	���
� � 
#����	� �#% $�%�� ��� �%��& �
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� 
� ��� ������ |f1(z; t)|2 = 2π
∫∞
0
ρ dρ|ψ1(ρ, z; t)|2 ��� ��� ���

���� |h2(ρ; t)|2 =
∫∞
−∞ dz|ψ2(ρ, z; t)|2 ��������� 
� � ������ ������������� ����������

������� �� 
������� ��
� ��� �������������
�������  �
��������!���� � �� �"���
��
�� ��	##� ��� ��	#�� �� �������
����� ����� �
� ��� �
������������ Ng1 = 4π$
Ng2 = 40π ��� ��%����� !����� 
� Ng12	 &
�� ��������� ��� �
�����'�� �
 �����	

����� ������ 	 
������� 
�����

(� ����	 �	� ��� ��� ��� )� ��
� ��� ������ |f1(z)|2 ��� ������ ��������� |h2(ρ)|2
��������!���$ 
������� ��
� ��� �� �"����
�� ��	##� ��� ��	#�� �
� Ng1 = 4π$
Ng2 = 40π ��� �
� ��%����� !����� 
� Ng12	 *�� ���� �
� g12 = 0 �
�����
���
)��� ��� ������� 
� �
������	 +� ��!� �� ��������!� ������������ ���������
� �g12 <
0� �
�����
����� �
 ��� ������ ����� �
!��������� ������ 
� �)
 �
��
������	
(� ��� ���� �
��$ �
� � �������!� ������������ ���������
� �g12 > 0� )� 
����!�
���� ��� ������� !���� 
� ������� �� �
� �
����� �� ��� ������ �
��� 
� ��� �����$
�
�����
����� �
 ��� �������� ����� ���������� ������ 
� �)
 �
��
������	

	



|ψj(ρ, z; t)|2
Ng12 = −4π

Ng12 = 16π = 0.01
Ng1 = 4π Ng2 = 40π
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������� �� ����� 〈z〉 ��� ������ 〈ρ〉 ��� ����� �� ��� ������ ��� �����
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ψ(r, t) =

[
− �

2

2m
∇2 + Uext(r) +

4π�2

m
aN |ψ(r, t)|2 + Fdd(r, t)

]
ψ(r, t),

m, a N ∫ |ψ(r, t)|2dr = 1 Uext(r)

Uext(r) =
1

2
mω

(
x2 + y2 + λ2z2

)
,

λ = ωz/ω ωx = ωy = ω ωz

m

add =
μ0μ̄

2m

12π�2
,
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2
Er mEr

12π�2
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μ̄Cr

)2
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∂φ(r, t)

∂t
=

[
−1

2
∇2 +

ρ2

2
+ 4πaN |φ(r, t)|2

+ 3addN

∫
Udd(r− r′)|φ(r′, t)|2dr′

]
φ(r, t), ).�"*
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�1����� �	∫

|φ(r, t)|2dr = 1, ).�2*
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�������	 '������� �����( )�*+$

φ(r, t) =
π−3/4

wρ

√
wz

exp

(
− ρ2

2w2
ρ

− z2

2w2
z

+ iαρ2 + iβz2
)
, �
���

����� wρ ��� wz ��� ����,��������� ������ ��� α ��� β ��� ����,���������
������� -���	 ��� ���� �����( �
 ��� �
��� ���� ��� .�	���	��� ������� ��� �
����
�� ��� ������ ��� �/������ .�	���	��� L ≡ ∫ L dr ���� ���������$

L =

∫ [ i
2
(φ ∂tφ

� − φ� ∂tφ) +
1

2
|∇φ|2 + ρ2

2
|φ|2 + 2πaN |φ|4

+
3

2
addN |φ|2

∫
Udd(r− r′)|φ(r′, t)|2dr′

]
dr, �
�0�

���� �� ������ �� ������ ���� 1�� ����	����

L = L1 + L2 + L3 + L4 + L5 �
�2�

����� ���� ����	��� ��� �� ������ ������������� �� ������

L1 =
i

2

∫
(φ ∂tφ

� − φ� ∂tφ) dr,

L1 =
2π−1/2

ω2
ρωz

[
α̇
ω4
ρ

2
(
√
πωz) + β̇

ω2
ρ

2

(√
π

2
ω3
z

)]
= ω2

ρα̇ +
1

2
ω2
z β̇, �
�%*�



�� ������� �	 
����� 
������ �� ������� 
��

L2 =
1

2

∫
|∇φ(r, t)|2dr,

L2 =
1

2

∫
(∇φ�)(∇φ) dr = 2α2ω2

ρ +
1

2ω2
ρ

+ β2w2
z +

1

4ω2
z

, ������

L3 =
1

2

∫
ρ2|φ(r, t)|2 dr,

L3 =
π−3/2

2w2
ρwz

∫
ρ2 exp

(
− ρ

2

w2
ρ

− z2

w2
z

)
dr =

1

2
w2

ρ, ������

L4 = 2πaN

∫
|φ(r, t)|4 dr,

L4 =
2π−2aN
w4

ρw
2
z

∫
exp

(
−2ρ2

w2
ρ

− 2z2

w2
z

)
dr =

aN√
2πw2

ρwz

, ������

	
� �
	

� ��� ���� �
����	
 �	
 �� ����
���� �
 ������� ��	�� �� ��	
� �� ��
�
��
����
 ������� 	� �� ���!�
� �
 "���
��# $ �� ���	�


L5 =
3

2
addN

∫ [∫
Udd(r− r′)|φ(r′, t)|2dr′

]
|φ(r, t)|2dr,

L5 =
addN√
2π

(−1)
w2

ρwz

f(κ), ������

!����

f(κ) =
1 + 2κ2 − 3κ2d(κ)

1− κ2
, d(κ) =

	�	
�(
√
1− κ2)√

1− κ2
, κ ≡ wρ

wz

, ����%�

	� �
�� ��� �&������ '	��	
��	
 ()� ����� �	� ��� ����

L = w2
ρα̇ +

1

2
w2

z β̇ + 2w2
ρα

2 + w2
zβ

2 +
1

2

(
1

w2
ρ

+
1

2w2
z

+ w2
ρ

)
+ Edip, ����*�

!���

Edip =
Nadd√
2π

1

w2
ρwz

[
a

add
− f(κ)

]
, ����+�

,
 ��� ���	� ��	�� ��� ����
	� �
���	����
 ������� 	���	����� 	
� ��
�������� 
���
	����
� �
 Edip� -� ���� ��� (�
���'	��	
�� �)�	���
� ��� �	�	������ wρ, wz, α 
	
� β �� ���	�
 ��� ��

�!�
� �)�	���
� ��� �	�� �
�

d

dt

(
∂L

∂q̇j

)
− ∂L

∂qj
= 0, qj = [wρ, wz, α, β], ������



���� �����	
��� �
��
����	

� ��

���� ��	
�� ���

 ��� ��� ������ �
�� ��� ������ �� ���	�
 ��� �������

 �������
���
� ��� ��� �� ���

∂L

∂wρ

= 2wρα̇ + 4wρα
2 − 1

w3
ρ

+ wρ − 1√
2π

N

w3
ρwz

[2a− add g(κ)] = 0, ������

�����

g(κ) =
2− 7κ2 − 4κ4 + 9κ4d(κ)

(1− κ2)2
, ���!"�


�� ��� wz �� ���
 

∂L

∂wz

= wzβ̇ + 2wzβ
2 − 1

2w3
z

− N√
2πw2

ρw
2
z

[a− add h(κ)] = 0, ���!��

����

h(κ) =
1 + 10κ2 − 2κ4 − 9κ2d(κ)

(1− κ2)2
, ���!!�

	
 ��� �	�	������ α 	
 β �� �	#�

d

dt

(
∂L

∂α̇

)
− ∂L

∂α
= ω̇ρ − 2ωρα = 0, ���!��

d

dt

(
∂L

∂β̇

)
− ∂L

∂β
= ω̇z − 2ωzβ = 0, ���!��

���� ���	���
� ��!� 	
 ��!� �� $	
 �����

α =
ω̇ρ

2ωρ

→ α̇ =
1

2ωρ

(
ω̈ρ −

ω̇2
ρ

ωρ

)
, ���!%�

	
 

β =
ω̇z

2ωz

→ β̇ =
1

2ωz

(
ω̈z − ω̇2

z

ωz

)
, ���!��


�� ���� ��� �����������
 �� α 	
 β �
 ���� ������ 	
 ���!�� �� ���	�
� 	

�� ���� �& ��� ���	���
� �� ��� �� ���

ẅρ + wρ =
1

w3
ρ

+
N√

2πw3
ρwz

[2a− add g(κ)] , ���!'�

ẅz =
1

w3
z

+
2N√

2πw2
ρw

2
z

[a− add h(κ)] , ���!��



�� ������� �	 
����� 
������ �� ������� 
��

������	
� ��
��� �
� ��
��� �������
� ��� ��
����� 	� ������ �	���	
�
 ��� ����
��	
��� ������ ��� 	����
�� ��	� ����� ������	
� �� �����
� ẅρ = ẅz = 0
  � μ ��
��� �������� !	��
���� ���� ����� ��� �����	
��� ��"� ��
���	
 φ(r, t) !�	!������
�
 ����# �� ���
�

φ(r, t) ∼ exp(−iμt)φ(r), ��
�$�

���
 ��	� ������	
 	� � ������ �	���	
 �
 ��!	��� %�& ��
 ��
'� �����!���
� ��
φ�(r) �
� �
�������
� �� �	�
� ��� �	��	��
� �(!�����	
 �	 �������� !	��
����

μ =

∫ [
1

2
|∇φ(r)|2 +

ρ2

2
|φ(r)|2 + 4πaN |φ(r)|4

+ 3addN

∫
Udd(r− r′)|φ(r′)|2|φ(r)|2dr′

]
dr, ��
)��

����� ��� "������	
 	� ��� *�
���� �
���� ���� ��� ������� 	�� �� !���	���
�
�
 �
�������	
 �� !����
  
 ���� �	�� ��� "������	
�� �������� �	� ��� �����	
���
�������� !	��
���� μ �� ��"�
 ��

μ =
1

2w2
ρ

+
1

4w2
z

+
w2

ρ

2
+ 2 Edip, ��
)'�

�
 ������� �	��# ��� �
���� �	� ���� ������ ��
 �� ������
 �� +',-

E = N

∫ [
1

2
|∇φ(r)|2 +

ρ2

2
|φ(r)|2 + 2πaN |φ(r)|4

+
3

2
addN

∫
Udd(r− r′)|φ(r′)|2|φ(r)|2dr′

]
dr, ��
)��

���
� ��� �
���. 	� ��
 ��
�� �
� ��
�$� �� ��� ��� �	��	��
� ������	


E

N
=

1

2w2
ρ

+
1

4w2
z

+
w2

ρ

2
+ Edip, ��
))�

�	����!	
��
� ���� ��� �(!�����	
 �	� �
���� !�� !������� �
 ��� �����	
��� �����
���� ��� "������	
�� �!!�	(�����	

 /�	� ���
 ��
)�� �
� ��
)�� �� ���������	��
���� �	 "����� ��� �����	��
���� ������	
 μ = ∂E/∂N �	 ��������� ��� ��������
!	��
���� ��	� ��� �
���� 	� ��� �����	
��� �����


��� �����	
�� 
������

0� !���	�� � )1 
�������� ��������	
 �
 &�������
 �x, y �
� z� "��������
��!�	��
� �����
��� �
� ��������� !�	!�����	
 ���� ��� &��
*�2��	��	
 ����	�
���
� /	����
 !�	����� !�	"���� �
 ������
�� +�',
 ��� ��!	��� �
�������	
 ��
�"������� �� ��� ����� ���� /	����� ���
��	�����	
 +�3,
 ��� �������� 	� ���



���� �����	
�� 
������ ��

������ �	�
 ��
������ ��
�� ���� ��� �
��
����
� ��� 
�� �������
� ��� �������
������� ��� ������
� ������ �Ncrit� �� 
���� ������ ��
������� ������ �a� ��� �� 
���� ��!����� ��������� �� �����
� �����
����� �add�	 "�� ��� 
����� 
� a = add
���� ��� ����� �� ��� ������ �� ����� 
 ������� �
� 
���
�	 #� �����
� �� $ ������
�������� �
� 
���
� ��� ��������� ����
�� �����
�����$ ��� ������ ����%���
� �����
������ ����� ������ ���� ������ �� ��
������ ��
��������� ��� ��������
� �� �	

�������
� �����
���� �
� ������ �� �
����� ��� ��%� �� ��
�� 
�� ���� ����� 
��
��� ���
� ������ �� ��
�� 
�� ���� �����	 ��� ������ �������� ��� ������ ���� ��

���
�����	 #� ��� 
������ �� ������ ������ �add = 0�$ 
���
����� ����������� ��
a < 0	 ��� add > 0$ ��� �����
� �����
����� �� �&	 ��	�� ����������� 
���
�������
�� ��� ���
� ��
��$ ����� �
� �������
�� ��� ��� 
����� �����'�
��� ���������$
���� ������� ������ �������� ��� a > 0	 ���� 
 �
��
����
� ����� �&	 ��	()�$ ��
������ [a − addh(κ)] = 0 ����� ��� ���� �
�� N → ∞	 "��� ���� �&	 ��	(*�$

� N → ∞$ ��� ���� �
�� [2a − addg(κ)] = 0	 "���� ��� ���������� �
� ��
������
������� �
���+�� 
� κ→ 0 ��� 
 ��
,�� ����� ������� �� ��+���� �-�������

���� ��� 
-�
� ��������� ����� h(κ = 0) = g(κ = 0)/2 = 1	  ����&������$ ������
�������� 
�� 
������ ��� −∞ < a < add 
�� ��� N ����� 
 ������
� ������ �Ncrit�
�� 
����$ 
� �&	 ��	(*� 
�� �&	 ��	()� ���� ������ ��������� ��� N < Ncrit	

����� ����	
 ����


.� ��������� ����������$ ���� ������ ����
���� ��� N > Ncrit	 "���� �������

�� �������
��� �� ���	 �	� $ ����� �� ���� Ncrit ������ a ��� add = 15a0 �

52 �

����$ 
�� 100a0$ ��� ������ �������� ���� �������
� 
�� �
��
����
� �
����
����	



add = 15a0 a = 0.5 add = 100a0 a = 4
l = 1 N = 1000 x, y z

l0(= 1μ
a > 0

add = 100a0
164 168

N > Ncrit, a < add N < Ncrit, a < add
a > add

a > 0

add > a > 0

add = 0

a = 0.5 add = 15a0 = 0.7938



���� �����	
�� 
������ ��

����� ��	
 ��
������ ��� ��� ����������� ��� ���
���� ��������� μ� �����
����
������ ����� 〈z〉� 〈ρ〉� ��� ��
��� �� ���
� N ��� � ������� ������ ��������� �� t = 0
���� �� ���������� ��  �!� ��" ���� ��� � ������� ����� ��� �#��
�� ��
������� ��
t =		�"" 
� ������������! ��  �!� ���� ����� ������� ��� ���$��! ��� �������������
������ �� ����������

���!�� ��� ���!�� ��� ���!�� ���
t % % 		�"" 
�
μ %�&'	( %�&'"" %�&'))
〈z〉 *�%&)� *�%&(' *�%'%(
〈ρ〉 %�&&�( %�&&"� %�&*"(
N 	%%% 	%%% 	%%%

$��� a > 0 ������������ �� ���������� +,-� .������ ������� ������������ ��� �����
+,-� �������� $��� ��������� ��������# ������� �� ��� ��!��������� ��������� $���
���������� �# /�������� ��� ��� 0)"1� 2����3 ������ �� ��!��� ��!���� 
�
����

�l > 1� ��� �������� ��� ����# ���� 
������� �������� �� ��!���� 
�
����
 �� ��
������ � ��������� �����3 �� ��!���� 
�
����
 l�, l = 1, ������ �3��� z �3���
��� ��� �� ��������� � ����� ������ �� ��� ���
����� ��!��� �� ��� $��� ��������
0)�1� ���� ��������� ���������� � ��������!�� ���
 l2/2ρ2 �� ��� 45 ��������
��� � �����3 ��� $� ����� ���� 
����� �� 6�� � �����3 �������� 7�  �!� ��" ���
$� ���$ � ������� �� ��� �8 ������� ���� �� ��� ������# �� � �����3 ������� ���
N = 1000, a = 4 �
� ��� add = 100a0 = 5.2917 �
� $���� ������# �3������ ���
�����3 ���� ����! ��� z �3���

����� ��������	 
�	�
���

+�!�����! $��� ��� ������� ������� ������� �# �
�!����#���
� �����!����� $�
��� ������ � ���������� �#��
�� !�������� �# �������
� �����!������ 7� ����
���
 $� ��$ �������!��� ��� ��������� ���$��� �$� ���!�� �������� �� 6!��� ��"
���� �$� ���� ��������� �������� �# �
�!����#���
� �����!������ ��� ������ ��
z = ±25.6 μ
 �� t = 0 ��� ��� ���� �������� �# �������
� �����!����� �� ,��
���	� $��� N = 2000� ,��� ������� �� ���������� � �������# �� ����� 	% 

9�
��$���� ������ z = 0 �# ��������! � ����� ������ exp(ivz) $��� v � ��������
�� ��� ������� $��� ��������� ��� �������
� ��
������� �� ���
������ $��� ���
�������� ����� z = ∓25.6 μ
 �� t = 11.22 
�� ����� �� �� �3����!� �� ���
�
���$��� �������� �����! ���������� �� �������������# ��
���� ��� �������� ������
�t = 0� ��� ����� �t = 11.22 
�� ���������� $� ���$ �� ����� ��	 ��� ��
������
��� ����������� ������� �� ���
���� ���������� �
� ������ ��� ��
��� �� ���
� ��
��� ������� ��� 6��� ��������� �� �� �� !��� �!���
��� $��� ���� ������
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������ ��	
 ��
���� ���� �� ��
���� |φ(x, 0, z, t)|2 �� ��� �������
� ������ ������
�
�� ����� ��� ��� ���� �
� ���� N = 1000 ������ add = 15a0 �
� a = 0.5 
�� �
�
���� ������ �  ������� ! ��"�� ������ �#� !�$% �
� 	�%� ���� ����
� �&�'! ��� �
�
����� �%��$� (�	& �
� !!��� ��� ��������
�



���� �����	
�� 
������ ��

������ �	�
 � ��
������ ���� �� ��� �� 
������ ���� �� ������� ��� � ������ �������
�� ���� t = 11.22 �� ����� ��� 
�������� 
��������� �� ����� �	�	 ��� ������� x, y
��� z ��� �� ����� �� l0(= 1μ� ��� ��� ������� �� ��� 
������ �� !	!!"	 ���
������ ������ ���� ��� ����� �	# $� ������ ��� 
��������	 ��� ���������� �� �����
��� ��� ������� ����� ���� ��� ���� ����� ����� 
�������� ������������ ��� ������

������ �� ��� 
��������	

��� 
�������� ������
� ��� ����������� �� ����� �	� ��� ������ ��������% �����
�� ���� ��������� �� 
������ ����� �� ������� |φ(x, 0, z, t)|2 �� ��&����� �����
������ $!% "	'( ��% �	(� �� % ������ $�	)" �� ��� ����� $(	�' ��% *	�� ��% ""	##
�� 
��������	 ��� �������� 
��� ������� ��
� �����% ������
� �� z = 0 ��� ����
�������� ��� 
��� ��� ���
��
���� ��
������	

��� +����,������
 
�������� �� ��
� � ����� �������� ����
��� �� " 
�-� �����,
������� ��� ��������
 ������ ��� ���������� �� ��� ������ ������� �	 �� ����������
��� +����,������
 ������ �� 
��������% �� ���� �� ����� �	� ��� �� 
������ �������
���� �� ��� ���� ������ �� ���� t = 11.22 �� ����� ��� 
�������� ����������� �� �����
�	� ��� ������ ��������	 ��� ���������� �� ����� �� ������ �	�% ��� ��� ���� ������
����� 
��������% ���� ��� ������� ������ �� ������ �	# $� ������������ ��� ������

������ �� ��� 
��������	

��� +����,������
 
�������� �� ���� ����
��� �� ����������� �� ��� ������� ����� ��
��� ��������	 �� ��� ����
��� $∼! % ��� ������
���� �� ��������� �� ��� ������� �����	
��� �������� ���
�� ����,��,���� �� ���� ����� ��� z ����
���� �� �������� �����
�����% ������� ��� �� ��� ���� ����� �����
� ��� ���� � ������ ����� �������
����
��� .�(/	 ��� ������
� �� ��� ��������� �� ��� ������� ����
��� ���� ���
�+���,����� �������� �� ���	 �	# $� �� ����� �� ���	 �	�% ����� �� ���� ��� 
������
���� �� "� ������� d(z, t) ≡ 2π

∫
ρ dρ|φ(r, t)|2 ������ ���� t ��� z	
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 ��� �����	��
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d(z, t) ≡ 2π

∫
ρ dρ|φ(r, t)|2 ������ ���� �� ��� ������ �������� �� ���	 �	� �� ����

��� ���� N = 1000 �����! add = 15a0! a = 0.5 �� ��� ��� ���� �����	 "���
�������� ��� ������ ���� �
 ���� �� ���� �t = 0 ���� ��� �������
 �∼ 0 ! ��� ��
������� ���������� ���� ���� ����������! ��� �������� ���� �����! �������� ���
��������� ������� � ������ ����� ������� ��������	

t=0

t=400

(a)

(b)

������ �	�� #����$����������� ������� ����� �� ��������� |φ(r, t)|2 ��� �� ���
������� ������ �������� ������ ���� �
 ���� �� ���� �� t = 0 ��� �� � �������
�������� ������ ���� ����� ��� �%���$����� ������ �������� �� t = 400 �� ������
���������	 "��� �������� ���� N = 1000 �����! add = 15a0! a = 0.5 �� ��� ���
���� ����� ���� �� �� ���	 �	
 �� ��� �������
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��� ��	 �
�������
� �� �
 S����� ��
���� �
��������
 �� ���� ����������� �	
�������
�� �� ��� 	����	� ��� ������ 	�������
� ��
��� a �
� ��
	��� n�  	
a → ∞ �� �
������� �	���
��������
� �������! ��� "�	� 	���� �	 
�� �
 ��
���
#
��� ��	�������	 �
 ��� ��	 ��� 	����� �������
�� �� ��
	��� �
� ��� ��	 �$�����	 �
�
����	�� ��������� ���% �������� ����
���� μ̃ �
 ��� �
����� ��	 �	 ���������
��
�� ��� ���� ��������� �
���� 	����! ����� �
���� ��� ��� �������� ����
���� �
 ���

�
�
�������
� ��	�

EF =
�
2

2m
(6π2n)2/3 �&�'�

	� ����
μ̃ = ξEF , �&�(�

����� ξ �	 � �
����	�� ��������� �
� m �	 ��� ��		 �
 �
 ���� )*&! +*,+-.�
/��������! ��� �
���� ��� �������� Ẽ �
 ��� �
����� ��	 �	 ���������
�� �� ���
�
���� ��� �������� E(≡ 3EF/5) �
 ��� 
�
�
�������
� ��	�)+0! ++.� ��� �����
�
���� �	 � ���	������ ���
�
�
�� ���
���� 
�� ��� ����� ��	! ��� ��� 	��� ��

��	� �� �	�� �	 �
 �
���� 	���� 
�� ��� ��	� ��	 )+&! +-.� ��� ��	� �
� ����� ��	�	
	����� ������ 	�������� �� �
�������� 1�
	����
���! ξ 	����� �� ��� 	��� 
�� ���
��	� �
� ����� ��	�	� ��� ��������� ξ ������
� ��� �
���� �
 ��� 
�
�
�������
�
�
� �
����� ��	�	! ��	 ���
 2���	����3 �$������
����� 
��� � 	���� �� �� 
���
�
������� �
 ��� ��
	��� )+*! 45.! �� �
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��	���� �
����! �
 � ������� �����
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� � �
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� � 
�� ���
��	� �� �����	��
� �	�� � �	����� ��� 	
 ��� ����
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�����	
� ���	�� �� ������	
� ��� ��������� ξ� �� �
	���	�� �	�� 
�� 
� ���
��������� ��� �������� ������	�
 �
� ������
��� ���� �	�� 
� ������� 	
 � �	���
������ �	����� ���� �����	��
�� ����� �� ��� ����
�������	
� ���	�� �	�� 
�
���	�� �� ������� 	
 ��	� ��� ���
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 � ��
�	��� � �	����� ��� �� N ������ ��	
� ��� 
��� �	��
�	�
���� !"
�#���	�
� �	�	��� �	�� �#� $%�&' 	
 ������� %� ����� � 
��� ����	��� ����
�	�� μ̃
	� ��� 
�
�	
��� ���� (%%)*

i
∂φ(r, t)

∂t
=

[
− ∇

2

2
+ Uext(r) + μ̃(a,N) + Fdd(add, N)

]
φ(r, t), $��%'

�	�� i =
√−1� ��
�	�� n = N |φ|2� 
�����	+��	�
 ∫ |φ(r)|2dr , �� ����	� ��������

	
� ��
��� a �
� ��� �	����� 
�
�	
���	�� �	-�
 
�

Fdd(add, N) = 3addN

∫
Udd(R)|φ(r′, t)|2dr′, $��.'

����� ��� ��
��� add �������� ��� ����
��� �� �	����� 	
������	�
� r ≡ {x, y, z}�
�
� R = r− r′� /��� Udd(R) �������
�� ��� �	������	���� 	
������	�
 ��0
�� 	

�#� $%��1' �� ������� %� 2����-��� ��� � �	��������� �	����� ���

Uext(r) =
1

2
(x2 + y2 + λ2z2), $���'

	� ��� �����
	� ���� �	�� λ	 1 ��� ���� �
	��������
3
 �#� $��%' ��� r �
� t ����
��
�� �� μ̃ �
� Fdd ��� 
�� ����	�	��� ����
�

4�� ��
��� 	� �������� 	
 �
	�� �� l0 ≡
√
�/mω� ����� ω 	� ��� �����
	� �
�����

���#��
�� 	
 x �� y �	����	�
�� �
� �	�� t 	
 �
	�� �� t0 = ω−1� 5�� ���� �����	
�
��� 
��� ����	��� ����
�	�� μ̃ ��� ��� 
����� ���� �� !" �#���	�
*

μ̃(a, n) = 4πan, $��6'

�� �
	���	��� ��� 
��� ����	��� ����
�	�� �� �#� $��%' 	� 	
����
��
� �� a �
� 	�
(7�)*

μ̃(n) =
1

2
ξ(6π2n)2/3, $��7'

�������	�
�� �� ��� 5���	 �
�����
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���	����� � !������	 ��� �	��
� �� � �	����� "��� 
�� ���� #��$� ��� �����#�	

� !������	 ��� ��� ���% $����$�� !���	���� $�	 �� �����	�� ��&�'

μ̃(a,N) = 4πan
[
1 + αa3/2

√
n
]
, 
�(��

#���� α = 32/(3
√
π)( )�� ��#��� ����� ���� �	 ���� � !�	���	 �� ��� *+ ������

,-(
�(.�( ��#�/��� ��� � !������	 �� ,-(
�(��� ������
� 
�/�	
 ��� �����	
 $���
��$���	 ��� ���
�� an1/3� ��/��
�� �	 ��� ����	
�$��!��	
 ��
���� �	� ��	$� ���
�	�� ������� /������� ���	
 ��� ",0��	������� $�����/��( 1	 �������	 �� ������	

��� ������ �	 ��� #��%�$��!��	
 ����� ,-(
�(.� �	� �	������� ,-(
�(2�� #� ����
$�	����� ��� ������ ���	
 ��� ���� ",0��	������� $�����/�� ���� #��% �� ����	

$��!��	
� �� ��� !�������� an1/3 �� �	$������( 3�� ���� !��!��� #� $�	����� ���
�����#�	
 ��	���� $�����/�� ����� ��� ��� ���% $����$�� !���	���� $�	�����	� #���
#��% �	� ����	
 $��!��	
� ��2�

μ̃(a, n) = 4πn2/3f(χ), 
�(4�

f(χ) =
χ+ (1 + ν)αχ5/2

1 + ναχ3/2 + (1 + ν)γχ5/2
, 
�(56�

#����

χ = an1/3, α =
32

3
√
π
,
α

γ
=

ξ

8π
(6π2)2/3 , 
�(55�

�	� ν �� ��� �	�� ���� !�������� �	 ���� � !������	( )�� !��������� α �	� γ
��� �������	�� �� ��� $�	�����	�� ���� � !������	 ,-(
�(4� �� $�	�����	� #��� ���
��� $����$���	 ,-(
�(�� �� #��� �� ��� �	������� ����� ,-(
�(2�( )�� � !������	 ��
,-( 
�(4� �� #��%�� ��	����/� �� ν �	� � ������ �	���!������	 ���#��	 ��� #��%
�	� ����	
�$��!��	
 ��
���� �� �����	�� ��� �	� ����� ν( 1	 ���� ����� #� ���
ν = 1( )��� /���� �� ν #�� ���� ���� ��$$�������� �	 � ����� �� 6��2 ",0 �	 ���
",0��	������� $�����/��(

)�� $�����/�� ����� ,-(
�(4� ������ ��� �������	���$ �-�����	� �� ��� ��!��
��� ",0 �� 7��� ���!�������� #��$� �	����� �	� �� ����� $����$��/� ��	���$��
!��!������ �� ��� ������ �	 ��� ���� $�����/�� ���� #��%�$��!��	
 �� �	�������
�&�� ���( ,-�����	� 
�(�� �	� 
�(4� ������ �� $�	������� �� � 
�	�����7����	 �� ���
*+ �-�����	 #��� ����	� ���	����� $����$���	� �� !��!���� �	$���� ��� �8�$� ��
�	����$���	 ��� ���
� !�����/� �$������	
 ��	
��( )�� ���������	 �� ��� �	����$���	
�� �	������� �� !��!���� ��%�	 $��� �� �	 ��� $�����/�� ����� ,-(
�(4�( 9� �	
�!!��$����	 #� ����� ����� ���� ��� !��!������ �� � ���%����!�� ��!���� ",0 �	
��� ����	
�$��!��	
 ��
��� �� ���# ��� ��	����/��� �� ��� ������ �� ��� �	�/�����
!�������� ξ(
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L =
i

2
(φ ∂tφ

� − φ� ∂tφ) +
1

2
|∇φ|2 + 1

2
(ρ2 + λ2z2)|φ|2

+
3ξ

10
(6π2N)2/3|φ|10/3 + 3

2
addN |φ|2

∫
Udd(r− r′)|φ(r′)|2dr′, ���+(�

,�
	
 ∂t �
���
� ���
 �
	������
� -
������� ���� n = N |φ|2� �� ��� �
 ��	�����!�	�
,�	��
 �
	��
� ���� #��� ����� ��� ����� �	
 ��
 #��
	����	���
 '(.*�  � �
�
���
��
 ��	�������� ���	�/�������� ,
 ������
	 ��
 !����,��� 0������� �����% !�	 ��

,��
 !������� '()*

φ(r, t) =

√
π−

3
2

w2
ρwz

exp

[
− ρ2

2w2
ρ

− z2

2w2
z

+ iδρ2 + iβz2
]
, ���+��

,�
	
 ��
 ���
��
�
��
�� ��	�������� ��	��
�
	� wρ ��� wz �	
 ��
 	����� ���
�/��� ,����� ��� δ ��� β �	
 ��
 ���	���  �
 ���	������ �
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���	������ �L ≡ ∫ L dr� �
���
�

L =
1

2

(
2w2

ρδ̇ + w2
z β̇

)
+

1

2

(
1

w2
ρ

+
1

2w2
z

+ 4w2
ρδ

2 + 2w2
zβ

2

)

+
1

4

(
2w2

ρ + λ2w2
z

)− Nadd√
2π

f(κ)

w2
ρwz

+
9C

w
2/3
z w

4/3
ρ

, ���+.�

,�
	


C =

√
3/5

50π
ξ(6π2N)2/3, ���+��

f(κ) =
1 + 2κ2

1− κ2
− 3κ2 ����−1(

√
1− κ2)

(1− κ2)
3
2

, ���+)�

��� κ = wρ/wz �� ��
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 	����� �� �/��� ,����� �! ��
 "#$�  �
 ��		
�
�������� #��
	����	���
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d

dt

(
∂L

∂q̇j

)
− ∂L

∂qj
= 0, qj = [wρ, wz, δ, β]. ���+��



�� ������� �	 
��
�������� �� � ������� ���������� �� 
��������

������	�� 
�� ����

	�� �� 
�� �	�
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ẅρ + wρ =
1

w3
ρ

− add√
2π

Ng(κ)

w3
ρwz

+
12C

w
2/3
z w

7/3
ρ

, �������

ẅz + λ2wz =
1

w3
z

− add√
2π

2N

w2
ρw

2
z

h(κ) +
12C

w
5/3
z w

4/3
ρ

, �������

�����

g(κ) =
2− 7κ2 − 4κ4

(1− κ2)2
+

9κ4 
���−1(
√
1− κ2)

(1− κ2)
5
2

, �������

h(κ) =
1 + 10κ2 − 2κ4

(1− κ2)2
− 9κ2 
���−1(

√
1− κ2)

(1− κ2)
5
2
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	�� ẅρ = 0 ��� ẅz = 0 	� ���� ������� ��� �������� "�� ����	���
��
��
	�� μ �	
� ��	�� 
�� �
�
	����� ���� �
��
	�� �������
�� 	� 
	��! ����
φ(r, t) ∼ exp(−iμt)φ(r)! 	� �	��� ��

μ =
1

2

(
1

w2
ρ

+
1

2w2
z

)
+

1

4

(
2w2

ρ + λ2w2
z

)− 2Nadd√
2π

f(κ)

w2
ρwz

+
5

3

9C
w

2/3
z w

4/3
ρ
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 ��
164'� � �	����� 3�+ �� ��$$$ �
��� 	� � �
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���	� 
��� �	
� ����
���	��
{fx, fy, fz} = {380, 500, 1570} 51 ��� ��
�	��� .�#/� 2�� 164'�! �� ��
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�� ���

��	�� ����
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μ̄ = 10μB ����� μB 	� 
�� 3��� �����
��! ������
��
��! add � 131a0 �	
� a0 
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3��� ���	
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�� ������
��� �� 

� ������
�� β ≡
(ξ−1) ��� 

� ���� ��� ����� ������ ���
 ������
� 

����
���� ��� ���������
��
��
���
�� �������� 
� � ����� �� β ���� ����� 
� −0.6 ������������� 
� ξ ∼ 0.4�

β ≡ (ξ − 1)
������ �
���� ��
�� 
���
� �� ���!"#� −0.58

������� �� ��� 	

� −0.58
�����
 �� ��� 	��� −0.545

����
� ���� �6�
� ���������
� �� ��� 	��� −0.73+0.12
−0.09

����� �� ��� 	�
� −0.59(1)
��� ���  !���� 	��� ≈ −0.6

����
� ���� �40"� #��$��� �� ��� 	
�� −0.54+0.05
−0.12

�����  !���% &
����
� �� ��� 	
'� −0.54
��� �� ��� 	()� −0.34

*���%�
�� ���� �6�
2� 	��� *�!
+��
 	�'� < 0.6
����� ���� �7�
� ����� �� ��� 	
)� > −0.56(8)

,� �!
� -!������ �� �
������ �� �����
���� $
�! 164&%� $� ��� �!� .��/���-
��
{fx, fy, fz} = {436, 436, 1570} 01� �� �!�� λ = 3.601� $!��� $� ��+� � 2������
-��
���� �. �!� .��/���-
�� 
� x ��� y �
��-�
��� �� 2������� �� ��
���%3�%�����
-
���4  !� ���2�! �-��� �����%�� !���� .�� ��2���� .��/���-% ω = 2π× 436 01� 
�
l0 = 0.376 μ�4

���� $� ������
1� �!� �
5����� �!�����
-�� ��� �����
������ ���
����� �.
ξ �6��
��� �� .�� .�� 6����� ��� .���
���4 7.��� �!� ��������� ξ 
� $�
���� ��
ξ ≡ (1+β) ��� �
5����� ���
����� �. β ��� 2
��� 
�  �6�� '48� $!��� �!� ���
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����
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$
�! �/�4 �'4;�� �'4)�� ��� �'48�� 6�� ��
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2)2/3/(2π)� $!���
ξ��� 
� �!� ��
������ ��������� �. ��.����-� 	�'�� 
� ���-� �. ξ(6π

2)2/3/(8π) -��3
�
����� !���4  !
� 
���
�� �!�� .�� � -�����
��� �. �!� �$� ����
�� $� �!����
��+� ξ = 4ξ���4  !� ����%�
� �. ��.����-� 	�'� %
����� ξ��� ≈ 0.4� �� �!�� ξ ≈ 1.6
-���������
�2 �� β ≈ 0.64 ,� �!�� ����%�
� 	�'� 
� $�� ������� �!�� am = 0.6af �
$
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���
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 �	 1� �� ��	 �(2��

&���
� ��(3 4����� �����
� ����� 
�� x � �� |Φ(x, y = 0)|2 = ∫
dz|φ(x, y = 0, z)|2

�	 � 1640� #$% !�
� add = 130a0) N = 15000) ��� �����
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�� λ = 3.6 ���
ξ = 0.4 	�
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�
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�� 56
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|Φ(x, y)|2 =
∫
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�������� ����� �� ��� �� ��������! �� a ���������� "��� ��� �������� �� a �����
���������� �������� ����� ! �� ����� ���������� �� ��� �� ��������!� #�� ��� �� ���
$%& ���������� '�� (��)*� �� � ��� �� ��� ��������� ���� '��(���*� ��   ��� ��
��������� �
�� ���� �� �� ��������!� '��� ��� a = 1000a0 ��� $%& ����������  ����
�� ��+�� ����  ����� ���� ��� ��������� ���� ��� � �� ����  ����� ���� ��� �� ��
�� ��������! �� ��� ,� ���� �� ���� ���� -� ���� ��
 (�*� �� � �� ��� �������� 
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����� ����� ���� ��� ���� �� ��� ���. ! ��������� �� � ��������� �� add� -� ����
��
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��� ��������� �� � ��������� �� ξ� ����  !� �� ���� ��
 (�* �� � �� 〈x〉� 〈z〉� ��� μ
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-� � ������ �/��������� 0���� �� ��� �	�� ���� �, � �� ��.� ������������ ���
��������� �� � ���! �� ��� 1'2 �� 7$� ��� a = 2150 a0 ��� �/����� ��� ���������
ξ ���� � ���������� ��� !��� ����� ��� $%& ���������� �)�� )
�� #�� ���! �� ���
1'2 �������� �� � ���. ����� �  ���� ���� �� �/�������� ����  ���� a = 2150 a0�
%������ ,������ �� ���  �� ������!� ��� 1'2 �������� ���! ���� ��� ������3
���� ��� ������ ���� ��� a = 2150a0 ��� ��� ������� ,! ��� $%& �����������
������ ���� � ��  ��������� ���� �� �� ��� ������� ����!� -� ���� ������ ���
��������� ��� ���. ! ��������� �� ��� ��������� ξ ��� �� ! �� �����  ���� ξ < 0.6
��� � ,� �,������ ���� ���� ����! �	��� %������� ���� ��� ������� ������ �����
� ���.3������ ���� �� 1'2� ��� ��� � ������� �� �/�������� ���� � ���� ��
��� ������3���� ��� ������ ����� ��� ��������� ��� ���� ��������� �� ξ ��� ����
�/����� � ���� �������� �� �� �� ���� ���������� -� �������� �� ��� �/�������� ��
0���� �� ��� �	��� �� ��� ������� ����! � ���� �������� ���� �� ��� �!��� ��� ���
� ���� ���  �� �� �� �� ����������  ����� a = 500 a0� ��� �!���� �� ���� � ����
�� ��� ������3���� ��� ������� �� ��� ,� ���� ���� ���� ��4 (,*� ����� �� ��� !���
����� ��� $%& ���������� '��(��)* �� �� ��������� �	�� ��� � ��� ,� ������������

-� ������!� ����� ��� 1'23��������! ��������� ���� '��(���* �� ������� ���
���������� �� � ���.3������ ���� �� 1'2 �� ��� ������3���� ��� ������� "� ���
���� ��� ������! ���� �� ��� ��������� �� ��� �������� ��������� ξ �� ���� ������
��� � ����! �� ������! ���� � !�� � �� ����������� �,��� ���� ���������� "�
� �� ��� ���� ��� ����� ��������� ��� ��������� �� ��� ��������� ξ �� ��� ������3
���� ��� ������ ��� ����� � ����! �� ������! �� �/������ �� !�� � �����������
�,��� ���� ���������� ����������� �� �/����� ��� ��������� ξ �� �� ��� ��������!
�� ����! ��� �!���� �� ��������!� #�� ������! ���� � �� ��� 1'2 �� ��������� ��
��� ��������� ξ ��� ��� ������� �����������  !��� ,������ ��� ���.3���� ��� 56
��� ������3���� ��� ��������!  ������ �� ���� � ����! �� ���� ������ ���� � ����� 
����������� �,��� ���� ����������
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���� �
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��� �&'� ��!����


��� ��� ��
��� ������� )�* ��
 �� ������
 �
 +,�-

��
∂φ1(r, t)

∂t
=

[
− �

2

2m1

∇2 + U1(r) +
4π�2

m1

a1N1|φ1(r, t)|2

+ N1
μ0 μ̄

2
1

4π

∫
Udd(R)|φ1(r

′, t)|2dr′ + 2π�2

mR

a12N2|φ2(r, t)|2

+ N2
μ0 μ̄1 μ̄2

4π

∫
Udd(R)|φ2(r

′, t)|2dr′
]
φ1(r, t), �����

��
∂φ2(r, t)

∂t
=

[
− �

2

2m2

∇2 + U2(r) +
4π�2

m2

a2N2|φ2(r, t)|2

+ N2
μ0 μ̄

2
2

4π

∫
Udd(R)|φ2(r

′, t)|2dr′ + 2π�2

mR

a12N1|φ1(r, t)|2

+ N1
μ0 μ̄1 μ̄2

4π

∫
Udd(R)|φ1(r

′, t)|2dr′
]
φ2(r, t), ���,�

����� � =
√−1� ∫

dr |φj(r, t)|2 = 1, ���$�

Uj(r) =
1

2
mjω

2
j (ρ2 + λ2jz

2), �����

��� ��� 
��	���.����
 �
� ��� ���	�
�� ���� ��� ���� ��	��
�
� (j = 1, 2) ���

�����(��� ���� ρ2 = x2 + y2� /� ��	���� ��� ������� �
� ��
���� �
��������

�
��� �
���� �
� �
����
�����
 ������� �
��������

 ���� �� �0���

�� �
 ���	
 �� ���
��
"�� 
����
 a

(j)
dd �
� a

(12)
dd � ��
�����(���� ���
�� ��

μ0μ̄
2
j

4π
=

3�2

mj

a
(j)
dd ,

μ0μ̄1μ̄2

4π
=

3�2

m1

a
(12)
dd . ���1�
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 ������� 
��

��� ���� 	
 ��� �	

���	����� ������� mj ��� ���� ���� �	 ����� ��� ���
���������

���	��
 ����� a
(j)
dd � �	 ����� ��� ����
�������� ���	��
 ����� a

(12)
dd � �� ���� ���� ���

���� m1 	
 ��� �
�� �������� �� ���
��� ��� ��
������ 	
 ��� ���	��
 ����
����	��
�� ����  ��!" ���  ���" �# ����� ������ ������ ��� �
���
	
� ����� ������	�� ���	
��� 
	��	���� �������	����� 
	
�$

�
∂φ1(r, t)

∂t
=

[
− ∇2

2
+

1

2
(ρ2 + λ21z

2) + g1|φ1|2 + g
(1)
dd

∫
Udd(R)|φ1(r

′, t)|2dr′

+ g12|φ2|2 + g
(12)
dd

∫
Udd(R)|φ2(r

′, t)|2dr′
]
φ1(r, t),  ��%"

�
∂φ2(r, t)

∂t
=

[
− m12

∇2

2
+
mw

2
(ρ2 + λ22z

2) + g2|φ2|2 + g
(2)
dd

∫
Udd(R)|φ2(r

′, t)|2dr′

+ g21|φ1|2 + g
(21)
dd

∫
Udd(R)|φ1(r

′, t)|2dr′
]
φ2(r, t),  ��&"

���
�

m12 =
m1

m2

, mw =
ω2
2

m12ω2
1

, g1 = 4πa1N1, g2 = 4πa2N2m12,

g
(1)
dd = 3N1a

(1)
dd , g

(2)
dd = 3N2a

(2)
ddm12,

g12 =
2πm1

mR

a12N2, g21 =
2πm1

mR

a12N1,

g
(12)
dd = 3N2a

(12)
dd , g

(21)
dd = 3N1a

(12)
dd .  ��'("

)� ����  ��%" ���  ��&"� ������ �� ���
����� �� ����� 	
 	�������	
 ������ 
	
 ���
�
�� ������� l0 =

√
�/m1ω1� ���
�# �� ����� 	
 	�������	
 ���
�# �ω1� ������# |φj|2

�� ����� 	
 l−30 � ��� ���� �� ����� 	
 t0 = ω−11 �

��� ���� �	�
��� �
 ����� �� ������	�
 ���	

�	 ���� ��� �	��� ��� ��� ����
���� 
	������ �� �	�����
 � ������ ����
# ���	�
��
 *�+ 	
 ��� ���� ������� 	
 ��	�� ����	�� �	����� ����
����	� �� � ����
�����#�
�#����
�� �
��� ,	����
� ��� ��	 �	��	����� �
� �	�����
�� �	 �� 	��	�����#
�	��
�-�� ��	�� z ��� −z ��
����	��� 
����������#� )� ���� �	���� �
�� �	�����
��
�# ./
�� ��� 0���	� 12!3�

mj = m, ωj = ω, m12 = mω = 1, λj = 1,

a
(j)
dd = −a(12)dd = add, aj = a12 = 0.  ��''"

+	���������#� �� ����  ��%" ���  ��&"

gj = g12 = 0, g
(j)
dd = 3Njadd, g

(12)
dd = −3N2add, g

(21)
dd = −3N1add.  ��'4"



η = N1/N, ζ = 3addN N = N1 + N2

∂φ1

∂t
=

[
− ∇

2

2
+
r2

2
+ ζ

{
ηV1(r)− (1− η)V2(r)

}]
φ1,

∂φ2

∂t
=

[
− ∇

2

2
+
r2

2
+ ζ

{
(1− η)V2(r)− ηV1(r)

}]
φ2,

Vj(r) =

∫
Udd(R)|φj(r

′)|2dr′, j = 1, 2.

η
ζ ζ < ζcr

ζcr(≡ 3Ncradd) η (≡ N1/N)

ζ − η

η
N
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���	� ���
��� �� ������	 ����� 168�	�164�� ���
52�	�164�� ���
�	��� ����� 
�� ������� ��
 �� �� � ��
���� !"#$% ��� !"#&%#

������ 168���164	� 
���
���

'�	�
� �� �������	 
�� 168�	�164�� ���
�	�# (� 
��� ���� �� 
�)� ��� ���
�	
* �� 168�	 ��� ��� ���
�	 + �� 164�� ��
� ��	���
�	�

μ̄1 = 7μB, μ̄2 = 10μB, a
(1)
dd = 66a0, a

(2)
dd = 131a0 !"#*"%

��
� a0 
�� ���	 	����� ��� μB 
�� ���	 �����
��# '	�� � # !"#,%� �� �����
��


� �������
� 
�� ��	���
�	 a
(12)
dd �� �������

a
(12)
dd =

μ0 μ̄
2
1 m1

12π�2
× μ̄2

μ̄1

, !"#*,%

��� ��	 
���	� 168�	�164�� ���
�� 
�� ��
�	�������� ������	 ��
�	��
��� ��
a
(12)
dd = 94a0# ��
���
 ����	�
� ����	����
�� ��
���
�� -*+� *./ �� 
�� ��
	���������
���

�	��� ����
��� �� ��� aj = 110a0# 0�� ������	 �	� ������� �� 
�� ����� 
	��
��	 164�� �	� 
�)�� �� ω2 = 2π × 243 12� λ2 =

√
10 ≈ 3.1623, �����	�� ��
�

����	����
�� �	� ������� -*+/ {fx, fy, fz} = {205, 195, 760} 12 ��
� 
	�� �����

	�
�� λ = 3.8# �� 
�)� mω = 1� ��		��������� 
� ω1 = 2π × 240 12� λ1 =

√
10.

0�� ���
 �� ����
� �� 
��� �
��� �� l0 =
√

�/(m1ω1) ≈ 0.5 μ� ��� 
�� ���
 ��

��� t0 = ω−11 ≈ 0.663 ��#

������ 52���164	� 
���
���

(� 
��� ����� 
�)��� 
�� ��������
� ���
�	 * �� 52�	 ��� ���
�	 + �� 164���

�� ��	���
�	� �	�3

μ̄1 = 6μB, μ̄2 = 10μB, a
(1)
dd = 15a0, a

(2)
dd = 131a0, a

(12)
dd = 25a0. !"#*$%

�� 
�)� aj = 110a0, ����� ���	�����
�� 
���	 ����	����
�� ��
���
�� -*+� ..� &4/#
0�� ������	 �	� ������� �� 
�� ����� 
	�� ��	 
�� 5	�
 ������	 ��� �	� 
�)�� ��
ω1 = 2π× 195 12� λ1 =

√
10 ≈ 3.1623� �����	�� ��
� 
�� ����	����
�� �	� ����

���� -&4/ {fx, fy, fz} = {150, 150, λfx} 12 ��
� 
	�� �����
 	�
�� λ < 10# �� 
�)�
mω = 1� ��		��������� 
� ω2 = 2π×110 12� λ2 =

√
10# 0�� ���
 �� ����
� �� 
���

�������
��� �� l0 =
√

�/(m1ω1) ≈ 1 μ� ��� 
�� ���
 �� 
��� t0 = ω−11 ≈ 0.816 ��#
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�� /�
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1��� �� ����� �	 ���
�� ��� ��	���� �� ��� ��� ������� �� 
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� �	 ��� ��	
��
�����
� .�� �� ���) ��� 
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��� �� ��� ��
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0� a12 �� �	���
��� ��� �	���'������� ��	�
�� ��������	 �	���
��� 
	� ��� 
 �
���
�	���� �
��� �� a12 �	� �
	 �
�� ��
���	� �� ��� ��� ������� �	 ��� ��
����
��	����
���	 �	� �� ��� ������� �������� ��� ��	��
� �����	 
	� ��� ����� ���
�����	
� �����	 (� �������
�� ���� ���	�
�	�	� �� ���� ��	 "�� # +� ��� �������
$� ��	���� �	 ��� �
��
� ��������	 |Φ(x, y = 0)|2 =

∫
dz|φ(x, y = 0, z)|2 ������ x

�	��� ��2���	� ����
���	� �	 �
�� �� ��� ��	
�� 168��'164�� 
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��� �� �
��� �	 ���� 
��� ��

������ �	
� �
������������� ������ ������� ����� ��� x ���� |Φj(x, y = 0)|2 ≡∫
dz|φj(x, y = 0, z)|2 �� ��� ������ 168���164�� ��� ��� !�" N!��" # $%%%% 

N!��" # &%%%% ��� a12 = 110a0' !�" N!��" # $%%%% N!��" # &%%%% ���
a12 = 125a0' !(" N!��" # $%%% N!��" # &%%%% ��� a12 = 130a0' !�" N!��" #
$%%%% N!��" # )%% ��� a12 = 160a0. ��� ��� ���* *��������� �� ���� ����� ���
������ �(��� �� l0(= 0.5μ�"	
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�����	����� �� ��� ��� ���
����  � ���� ��� �!�� ��	 a12 = 125a0 �� ���� �
��	�����" ������� 
�����	������  � ��� ������� 
�����	����� �� ���� ��� �
��
#���� 164$" ����� ���� � ��	��	 
���	�!����� �� ���	�" �� ��� �"���� ��� ���
164$" ����� ����� ��� 168%	 ����� �	�� ��� 
���	�� 	����� ��� �� ����	
���
���
	��������� &�� �������� ���������� �� ���� �����!�� ��	 � ��	��	 ���!�	 �� 168%	
������ �� ���
� 
��� ��� 168%	 ����� 
�� ����� ��� 164$" ����� �	�� ��� 
���	��
	������ '�
� � ��������� �� ������	���� �� ���� ��� ��� ���� (���� 168%	 ����� ���
)�� 164$" ����� ��� ���� a12 = 160a0�  � ���� 
��� 168%	 ����� ���� � ��	��	

���	�!����� �� ��� ���	�" �� ��� �"���� ��� ����� ��� 164$" ����� �	�� ���

����	�

* 
�	���� ����������� �� ��� �	�������� �	�� ��� ��	�����" ����� 
�����	�����
�� ���� ��� �!� �� ��� ������� 
�����	����� �� ���� ��� �
� 	������ �� ����	������
�����	�� &� ����" ����� �� 
������	 ��� �$ �	���� �� ��� ������" |φj(x, y, z)|2 ��
��� ��� ���
��� ��	 ��� 
���� ����
��� �� ����� ��� �!� ��� �
�� ��	 ���� ��	�����
�� ����� ��+ ��� ��� �!� �� ���� ��� �$ 
�����	� �� 168%	 ��� 164$" ,%- �	�����
��	 ��� ��	�����	� �� ���� ��� �!�� &�� ���� ����� ��	 ��� ��	�����	� �� ���� ���
�
� �	� ������	���� �� ����� ��+ �
� ��� ���� &�� ������" |φ(x, y, z)|2 �� ��� ��	��
�
�� ����� ����� �� 0.0005l−30 � .�	�����	 ������ �� l0 = 0.5 μ�� ��� N�%	� / (�����
��� N�$"� / #���� ���� �� ���� ��������� �� 
�����	 �� +� μ�−3 ��	 168%	 ���
�� 0� μ�−3 ��	 164$"� &�� ������ �� ���� ��������� �� ��� ����	��	 �� ��� ,%-�
�� ����� ��+ ��� − ��� �	�� 	����
�����"� 0�� μ�−3� ((�� μ�−3� +�� μ�−3� ���
(��� μ�−3�  � ����� ��+ ��� ��� �!� ��� 168%	 ��� 164$" ,%-� ���� '���	�
	���
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� ���'�� ������	
��� ����������� %�� �
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�� �� �
����
�� r ��� r′ ��� ����� ��

V12(R) =
2π�2a12
mR

δ(R), V1(R) =
4π�2a1
m1

δ(R), �����

V2(R) =
μ0μ̄

2
2

4π
Udd(R) +

4π�2a2
m2

δ(R), �����


���� R = r − r′� Udd(R) ���������� ��� ���
������
�� ������		�
� ������ ��
��� ������� δ(R) �� ��� ����� � �	��
�  ��� �
 ����� ��� 	
���	� ������	��
� ��
��� ���!�� μ0 �� ��� ������"����# 
� ���� ���	�� mR �� ��� ��� 	�� ���� 
� ���
�

 ���	��� 
� ��
�� ��� a12 �� ��� ��������	��� �	�������$ ���$��� %��� �����
������	��
��� ��� 	
 ���� &�
���'����(���� �&'� �� ���
�� �
� ��� "����# )�*
	�� "� 
������ �� +��,
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∂φ1(r, t)

∂t
=
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− �

2

2m1

∇2 +
1

2
m1ω

2
1(ρ

2 + λ21z
2) +

4π�2

m1

a1N1|φ1(r, t)|2

+
2π�2

mR

a12N2|φ2(r, t)|2
]
φ1(r, t), �����

i�
∂φ2(r, t)
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− �

2

2m2

∇2 +
4π�2
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a2N2|φ2(r, t)|2 + 2π�2

mR

a12N1|φ1(r, t)|2

+N2
μ0 μ̄

2
2

4π

∫
Udd(R)|φ2(r

′, t)|2dr′
]
φ2(r, t), ���-�


���� i =
√−1� ρ2 = x2 + y2 ���∫
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]
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∇2

2
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φ2(r, t), �����
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m12 =
m1

m2

, g1 = 4πa1N1, g2 = 4πa2N2m12,

g12 =
2πm1

mR

a12N2, g21 =
2πm1

mR

a12N1, gdd = 3N2addm12. ��	
�
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 ���	 ��	�� �
� ��	��� ��
��� �� ��������� �
 �
��� �� ���������� ��
��� �� ���
���� ������� l0 =

√
�/m1ω1� �
���� �
 �
��� �� ���������� �
���� �ω1� ��
���� |φj|2

�
 �
��� �� l−30 � �
� �� � �
 �
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2
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iN1 (φ1 ∂tφ

�
1 − φ�

1 ∂tφ1) +N1|∇φ1(r, t)|2

+N1(ρ
2 + λ21z

2)|φ1(r, t)|2 +N1 g1|φ1(r, t)|4
]
, ��	&&�

L2 =
1

2

[
iN2 (φ2 ∂tφ

�
2 − φ�

2 ∂tφ2) +m12N2|∇φ2(r, t)|2

+N2 g2|φ2(r, t)|4
]
+
N2

2
gdd
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Udd(R)|φ2(r

′, t)|2|φ2(r, t)|2dr′, ��	&��

L12 = N1g12|φ1(r, t)|2|φ2(r, t)|2, ��	&(�

����� ∂t ��
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dt

(
∂L
∂φ̇�

j

)
− ∂L
∂φ�

j

= 0, ������

��� ������� 	������� ��� φ�
2 �� !�� ������ ��	 
"��� !�� ������ #� ���� ��� 
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− 1

2
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− iN2 ∂tφ2 +m12 N2

∂

∂φ�
2

[(∇φ�
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}
+
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2
N2∂tφ2 −N1 g12|φ1|2φ2 −N2 gdd
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Udd(R) |φ2(r

′, t)|2dr′φ2(r, t) = 0, ����&�


"��� |∇φ|2 = (∇φ�)(∇φ) = ∇(φ�∇φ)− φ�∇2φ ��	 N1 g12 = N2 g21 #� ����

i∂tφ2(r, t) =
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2
∇2 + g2|φ2(r, t)|2 + g21|φ1(r, t)|2

+ gdd

∫
Udd(R) |φ2(r
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]
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������ ��������� �� �� ������ !"#$ %���& � ����� ���� � '�# ��� ��� ���� ����
'�''#� (�� �������%���� � ��� ������� ����������� �� ����%����� �� ������%�
����� �) *�%���� ����� �������� !+�$� *�� ���� ������� � ����� 87,� ��� 164-)
�� ���� ��� ������������� ���������& ���&�� �� aj = 110a0. ��� ��� �����&�� � 
������� ����������� �� add = 131a0 !#". #+$� (�� )�� %������ ������������� �����
�����& ���&�� a12 �� ����� �� � ��������� (�� ��������� � a12 ��� �� ��������
�/�����������) �) ��� *������� ��������� ������
%� !0+$� �� �������� ��� ��&%�
���  ��
%���) ω1 = 2π × 115 1�. �� ���� ��� ���&�� ����� l0 ≡

√
�/m1ω1 = 1 μ�

��� ���� ����� t0 ≡ ω−11 = 1.38 ���

�� 2�� ���� � 
%���� ��� 164-) ������� �� ����������  �� � ���������) �������
���� ������������� ���������� ���&����� a12� ��� �� ����������� �%����� � �����
� ��� ��� ������� N1 ��� N2� �� ���%������ ��� ������ � �/������� � � ����
��� 164-) ������� �� ��� ��������) ����� � *�&�� 
�# ���. ��� ��� ���  �� N�,��
= 2000, 10000 ��� +''''. ���  �� λ = 4 ������������ ����� ��� '�"+ ���&���������
������ �� �������� ��&��� ��� ����������� 164-) �������� �� ���� ��%�). ����� ���
�3��� � ������� ����������� �� �/������ �� �� ���� ���������. ��� ��� ����������)
�)������� ���� ����� ��� �3��� � ������� ����������� �� �/������ �� �� �������
!��. 40$�

5� ��� ��� ����� � *�&�� 
�#.  �� � 2/�� N�,��. ��� 164-) ������� ��� ��
��%��  �� � ��/��%� N�-)�� (��� ��/��%� N�-)� ��������� ���� N�,��. ���
����� ���������� ��������& 2/��� *�� � 2/�� N�,��. ��� ����������� ���� ���
����������� � ���&�� ��/��%� �%���� � 164-) ����� ���� ��� ��&���������
����� *�� N�-)� ������� ���� ���� ��/��%� �%����. ��� 164-) ������� ��� ��
��%��  �� |a12| ������� ��� �������& ���%��� *�� |a12| ����� ��� %���� �����. �����
�� ��� �%�� ������������� ���������� �� ��� 164-) ������� ������& �� ��� ���������
*�� |a12| ����� ��� ����� �����. ����� �� ��� ���%&� ���������� ��� ��� 164-)
������� ������ �� ��%���

(�� ����� ����� � |a12| �� ����� ��� ����� �� ���� �� N�,�� ����� �� ��2���)�
*�� 2/�� ���%�� � N�,�� ��� N�-)� ���  �� ����� |a12| ���� ��� ����� �����. ���
����������� ���2&%������ ��  ������ ��� �� ��� ���� ��� 164-) �������  �� �������
���%�� � |a12|� 1������.  �� � 2/�� N�,�� ��� ���&� |a12| ���� ��� %���� �����.
��� ����������� ���2&%������ ��  ������ ���)  �� � ���&� N�-)� �������& � 164-)
�������  �� ���&�� |a12|. ������� ��� ��&��������� ���2&%������ ��  ������  �� �
����� N�-)�. ����%�� �� ������ � 164-) �������  �� ���&�� |a12|.
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 ��

��� ��� �������� ���������� (L ≡ ∫ L dr) ��� ��� ����
L =

∫
dr

1

2

{∑
j

[
iNj(φj∂tφ

�
j − φ�

j∂tφj) +Njgj|φj(r)|4
]

+N1|∇φ1(r)|2 +m12N2|∇φ2(r)|2 +N1(ρ
2 + λ21z

2)× |φ1(r)|2
}

+N1g12

∫
dr|φ1(r)|2|φ2(r)|2 + N2

2
gdd

∫ ∫
Udd(R)|φ2(r

′)|2|φ2(r)|2dr′dr.
��

��

���������� �������� ����������� �  ��!������� �� �	�
 ��
�� ��" ��
�� ��� #�
�#�����" $��� ��� �����$��� �����% ��� ��� $��� �&������� '()� �*� +,-.

φj(r, t) =
π−3/4

wρj
√
wzj

exp
[
− ρ2

2w2
ρj

− z2

2w2
zj

+ iαjρ
2 + iβjz

2
]

��

��

$���� r = {ρ, z} � ρ = {x, y}� wρj ��" wzj ��� ��� $�"��� ��" αj ��" βj ���
�""������� �����������  ���������
 /� ���� ����� ��� �������� ���������� ��� ���
#����� ������ �	
 ��

�� ��

L =
2∑

j=1

Nj

2
(2w2

ρjα̇j + w2
zjβ̇j) +

N1

2

[
1

w2
ρ1

+
1

2w2
z1

+ 4w2
ρ1α

2
1 + 2w2

z1β
2
1

]

+
N2m12

2

[
1

w2
ρ2

+
1

2w2
z2

+ 4w2
ρ2α

2
2 + 2w2

z2β
2
2

]
+
N1

2

[
w2

ρ1 + λ21
w2

z1

2

]

+
N2

1a1√
2πw2

ρ1wz1

+
N2

2m12√
2πw2

ρ2wz2

[a2 − addf(κ)] +
CN1N2

2AB1/2
, ��

,�

$���

κ =
wρ2

wz2

, f(κ) =
1 + 2κ2 − 3κ2d(κ)

1− κ2
, d(κ) =

����(
√
κ2 − 1)√

κ2 − 1
, ��
(��

$���� A = w2
ρ1 + w2

ρ2� B = w2
z1 + w2

z2 ��" C = 4a12m1/(
√
πmR)
 /� ����� �	&�0

����� ��� �������" "�� "������ ���� "���������
 1�� �&���0�������� �����������
�	&������ ��� ��� $�"��� �� ��� �������� ���������� ��

��� �#�����" �� ��� &�&��
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ẅρ1 + wρ1 =
1

w3
ρ1

+
1√
2π

2N1a1
w3

ρ1wz1

+
CN2wρ1

A2B1/2
, ������

ẅz1 + λ21wz1 =
1

w3
z1

+
1√
2π

2N1a1
w2

ρ1w
2
z1

+
CN2wz1

AB3/2
, ������

ẅρ2 =
m12

w3
ρ2

+
N2m12[2a2 − addg(κ)]√

2πw3
ρ2wz2

+
CN1wρ2

A2B1/2
, ������

ẅz2 =
m12

w3
z2

+
2N2m12[a2 − addh(κ)]√

2πw2
ρ2w

2
z2

+
CN1wz2

AB3/2
, ������

g(κ) =
2− 7κ2 − 4κ4 + 9κ4d(κ)

(1− κ2)2
, h(κ) =

1 + 10κ2 − 2κ4 − 9κ2d(κ)

(1− κ2)2
. ������

��� �������	 �� ��� ������� �	��	� !"�� ������ − ������ #�$�� ��� �%	���&� ��
��� $�������	�� �  ��'������	� (� μj �� ��� &����&��  ���	���� )��� )��&� ���
������	��% )�$� ��	&���	  �� �#���� �	 ����� ��#� φj(r, t) ∼ exp(−iμjt)φj(r)�
���	 ��� $�������	�� �������� ��� μj ���

μ1 =
1

2

[
1

w2
ρ1

+
1

2w2
z1

]
+

1

2

[
w2

ρ1 + λ21
w2

z1

2

]
+

2N1a1√
2πw2

ρ1wz1

+
CN2

2AB1/2
, ������

μ2 =
m12

2

[
1

w2
ρ2

+
1

2w2
z2

]
+

2N2m12√
2πw2

ρ2wz2

[a2 − addf(κ)] +
CN1

2AB1/2
. ������

��� �	��#% �� ��� �%���� �� #�$�	 *%

E =
N1

2

[
1

w2
ρ1

+
1

2w2
z1

]
+
N1

2

[
w2

ρ1 + λ21
w2

z1

2

]
+
N2m12

2

[
1

w2
ρ2

+
1

2w2
z2

]

+
N2

1a1√
2πw2

ρ1wz1

+
N2

2m12√
2πw2

ρ2wz2

[a2 − addf(κ)] +
CN1N2

2AB1/2
. ������

��� )����� �� ��� ������	��% ����� &�	 *� �*���	�� ���� ��� �������	 �� !"�� ������
− ������ �����	# ��� ���� ����$���$�� �� ��� )����� �"��� �� +���� ����  ��&�����
�� �"��$���	� �� � ��	���+����	 �� ��� �	��#% �������  ��$���� ��� ������	��%
����� �� ���*�� �	� &����� �	�� �� � �	��#% ��	����� (	 ,�#�� ��� )� ����������
��� 	�����&�� �	� $�������	�� ������� ��� ��� &����&��  ���	����� �	� ��������	�
�"���� ����� ��+�� 〈x〉 �	� 〈z〉 �� ��� ���  �� 87-* .!/ �� �0000 ����� �	� �� ���
*��	� 1641% ��� ��� $����� N�1%� ��� ��� λ = 4 �	� �*� 0���� /�	������	# ����
��� 1641% ��� ��� ��% 	�� ��$� � 2������	 ��� � �� ������� �	 ��� $�������	��
�  ��'������	� ��� �#�����	� *��)��	 ��� 	�����&�� �	� $�������	�� ������� ��
"���� �������&���%� ��� �'����	&� �� ��� "��������� 1641% ��� ��� &�	 *� �������
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����������� ������������� ����� ������ ��������� ����������� ��������� � a12 →
1.01× a12 ������ ���� �� ����� �� t0 �! "
#$ ��� �� � 164% ������� �� "&& �����
����� �� � ������� 87'� ()* �� �&&& ����� ��� a12 = −50 ��� λ = 4


������+������ ����������� ���� �� �� ��������� ,""- .���� ��� ������� ����������� ��
���������� .��� ������� �� ��� ���� ����� �����������
 /� ���� �����0 .� ���� ���
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# ��� .������ ������� �����������0
���� ����� ��� add = 0
 /� ����
 	
1 �� ����������� ��� #% �������� �� ���2+������
�λ = 4� 87'� ��� ��� ����� ������� �� 164% ()* ���3��� ��� 10000 87'� ���
4&&& 164% ����� .��� a12 = −30a0
 
�� ����
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# ���
 5� ���� ��� ���� ���� �� ����
 	
1 ��� ��� ���
.������ ������� ����������� �add = 0�
 
�� ������ |φ(x, y, z)|2 �� ��� ������� ��
����� ����� �� 0.001l−30 
 /� �� ��������� �� ��������� ���� �� ��� ���� .������
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������� �� !$$$ ����� ����� �� � ������� 87%� &'( �� !$$$$ ����� ��� a12 = −50
��� λ = 0.25


����� �� � ���)*�
���� �λ = 4� 87%� &'( �� +$$$ ����� ,��
 a12 = −50a0
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��
����������� �� �
� ������ ������ �� ���
 	
! ���
 -� ����*���� ��������� �� �
�
������. �
� ���������� �����
 a12 �� �������� �
����� �� 1.01× a12 �
�� ��������
�
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��� �����������
 -� ����
 	
/ ,� �
�, �
� ��������� ����������� �� �
�
��� ����� ��� 〈ρ〉 ��� ��� 〈r〉 ������ ���� ��������� �� �������� ���� ���������
�������� �� '0�
 �	
	� ��� �	
"� ��� ����������� ������������� �	
+!� − �	
+1�

2���� ��������� � ������������ ������� �� �
� �������� ,��
 � ����� ������. ,�
������� �� � ������ ������ �� ������� ������������ ��������� � ������ 164#� �������
�� !$$$ ����� ����� �� � �����*�
���� �λ = 0.25� 87%� &'( �� !$$$$ ����� ,��

a12 = −50a0. ,
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i�∂tψ1 =
[
− �

2
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∇2
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∇2
r + U2(r) + g2|ψ2|2 + g12|ψ1|2

]
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ψ1(r, t) =
e−ρ

2/(2σ2(z,t))

π1/2σ(z, t)
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ψ2(r, t) =
e−z

2/(2η2(ρ,t))

π1/4η1/2(ρ, t)
h2(ρ, t), ���7�
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A =

∫
L̂1 dzdt+ 2π

∫
L̄2 ρdρ dt+

∫
L̄12 d
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L̂1 = i
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2
(f ∗1∂tf1 − f1∂tf

∗
1 )−

�
2

2m1

|∂zf1|2 − V1(z)|f1|2

−
(

�
2

2m1σ2
+
m1ω

2
1ρσ

2

2

)
|f1|2 − g1

4πσ2
|f1|4, ���"!

L̄2 = i
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2
(h∗2∂th2 − h2∂th

∗
2)−

�
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2m2

|∇ρh2|2 −W2(ρ)|h2|2

− 1

2

(
�
2

2m2η2
+
m2ω

2
2zη

2

2

)
|h2|2 − g2

2η
√
2π
|h2|4, ���#!

L̄12 = − g12
π3/4ησ2

e−ρ
2/σ2

e−z
2/η2 |f1|2|h2|2, �����!
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i�∂tf1 =
[
− �

2

2m1

∂2z + V1(z) +
g1

2πσ2
|f1|2 +

(
�
2

2m1σ2
+
m1ω

2
1ρσ

2

2

)

+
2g12e

−z2/η2

π1/2σ2η

∫ ∞

0

e−ρ
2/σ2 |h2(ρ, t)|2ρdρ

]
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i�∂th2 =
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− �

2

2m2

∇2
ρ +W2(ρ) +

1

2

(
�
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2m2η2
+
m2ω

2
2zη
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2

)

+
g2

(2π)1/2η
|h2|2 + g12

e−ρ
2/σ2

π3/2σ2η

∫ ∞

−∞
e−z

2/η2 |f1(z, t)|2dz
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e−ρ
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e−z
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1− 2
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)
. ����)!



��� �������� �� 	�
������
� ��������� �� 
 ���
�� ���

�����	
�� 
����� ��� 
����� �
���	���� ��� ������ ����� ��� ���� 
�� 	� 	�����
�
�	 �����	�! 	� �"� �	#���	
��� ��� ���
�� 	� 	�����
��	 �����	�! 	� �"� �	#���	
��

$�� 	� �"� %��	�$!���� �����	
�� 
���&� ��� 
����� 	�����
��!��$��	� ��� ������
#	��� ��� �	���� σ ��� η �� '����	
�� 
' |f1|2 ��� |h2|2� (' �� ��� ��� �
�)!	��
���# g12 = 0 	� ���� 
���&� ��� 
������ ���� 
����� ��� 
����� ������ �

)��%	
��!* ����	�� #
��!� 	� ��'������ +,�- '
� � �	���� ��� �	�.����)�� ��/��
���)���	%�!*� 0� ���!! )������ ����!�� '
� ��� �
�)!�� �1��1 ���� ���� ��� �	����
���)�� ��/ 	� )��)���	��!�� �
 ��� �	�.����)�� ��/� 2�� )
����	�!� V1(z) ���
W2(ρ) 	� ���� 
����� ��� 
����� ��� ��.�� ��

V1(z) =
1

2
m1ω

2
1zz

2; W2(ρ) =
1

2
m2ω

2
2ρρ

2. 
���3�

2�� �	�������)�� ��/� !�$�!�� �� !	�� �!
�� ��� z �4	� ��� ��� ����!�� '�������	��
���	�'*	�� ω1ρ/ω1z = 10� 2�� �	�.����)�� ��/� !�$�!�� �� !	�� 	� ��� (x, y) )!���
��� ��� ���))	�� '�������	�� ���	�'*	�� ω2z/ω2ρ = 10� 5
� ��� �	�������)�� ��/
�� ��.� ω1ρ = 10 ��� ω1z = 16 '
� ��� �	�.����)�� ��/ �� ��.� ω2z = 10�
��� ω2ρ = 1� 5
� ��� �	�������)�� ��/ �� ��� ���#
�	� 
��	!!��
� !������ ���

l1z ≡
√

�/(mω1z) = 1 ��� l1ρ ≡
√

�/(mω1ρ) = 1/
√
10� 5
� ��� �	�.����)��

��/ �� ��� ���#
�	� 
��	!!��
� !������ ��� l2z ≡
√

�/(mω2z) = 1/
√
10 ���

l2ρ ≡
√

�/(mω2ρ) = 1� 2�� !	���� ��� ���	�! ����	�	�� ��� ��!��!���� '�
# ���
�
!��	
� 
' ���� 
���� ��� 
���� %	�

|f1(z)|2 = 2π

∫ ∞

0

ρdρ|ψ1(r)|2, 
���7�

|h2(ρ)|2 =
∫ ∞

−∞
dz|ψ1(r)|2, 
���8�

�
 $� �
#)���� �	�� ��� �
!��	
�� 
' ���� 
����� ��� 
������ 2
 �
!%� ���
�
�)!�� 9� �����	
�� 	� ����� ��� ������� �	#���	
�� �� �#)!
* ��� �)!	�����)
/���.��	�
!�
� �	�����	:��	
� �����	��� +��;�&- �	�� ���! ��� 	#��	���* �	#�
)�
)����	
�� 0� ������	�!!* ��� ��� 5
����� )�
���#� )�
%	��� 	� ��'������ +��-�
2�� �
�%������� 
' ��� ��#��	��! ����!� ��� ������ $* %��*	�� ��� �)��� 
�*)	��!!*
∼ ���3� ��� �	#� 
�*)	��!!* ∼ ������ ���)� ��� ��� �
��! ��#$�� 
' �)��	�! ���
��#)
��! �	�����	:��	
� )
	���� (� 5	��� ��� 
�� ��� 
$� �� )!
� ��� !	���� ���
���	�! ����	�	�� |f1(z)|2 ��� h2(ρ)|2� ���)���	%�!*� 
$��	��� '�
# ��� &1 �����	
��

���� ��� 
���� �� ��!! �� ��� ������ 
����� ��� 
����� '
� Ng1 = 4π ���
Ng2 = 400π ��� '
� �	 ����� Ng12�

(� ��	� ���� ����� 	� �
#� �	 ������ $������ ��� ����!�� 
' ��� $	���* &1 9�
�����	
� ��� ��� ������ 2�	� �	 ������ 	� �
��	����� �	�� ��� )��%	
�� ����	��
+,�-� 2�� �����#��� $������ ��� ����	�	�� 
$��	��� '�
# ��� $	���* &1 9� �����
�	
� ��� ��� ����� �
��	���� �
 $� �

�� 2�� �#�!! �	����)���* $������ ���
����!�� 
' ��� $	���* &1 9� �����	
� ��� ��� ����� �
��	���� �� � �
�:��
 g12
	� 	���
������ 2�	� �	����)���* �
�� �
� 	������� �� g12 	� 	�������� �
 #
������



���

�����	 
��� 
��� �� ��� ���	�� |f1(z; t)|2 = 2π
∫∞
0
ρ dρ|ψ1(ρ, z; t)|2 ��� ��� ���

���� |h2(ρ; t)|2 =
∫∞
−∞ dz|ψ2(ρ, z; t)|2 �	�����	� �� � ������ �	��	�������� ����������

������	 �� ������	� ���� � 	 !" #
 	$������� �
���
�%� �!"� ��� � 	 �	���	�
�"�%" ������ ������������� &� �'����	� 	$������ �
����
��(� �)
� �� ���	��
�����	�� ����� ��� Ng1 = 4π* Ng2 = 400π* ��� ��+	�	�� Ng12� ,�� �	�����	� ��	
�������-	� �� ������

.���	� �� /	 �		 ���� ���� 
��� ���� � 	 �	����� �������	� �� ���� 
�� /	 0��
� �� � 	 ,)
&1 �
���� ��� �
��%� ���.��	 �� 	��	��	�� �������* / 	� ������	�
/�� � 	 ���� !" ������ #
 	$�������
��� ��� �
�%�* ��� ����� ������	�����	� ���
��	������ ���� �	����� ��� �	 ������	� ���� � 	 ,)
&1 	��	������ ��� ����	� .���	�
�� ������	�����	��





B
��������	 
���
� �
� ���
	�� ������
�

���� �� ��	 
����� ��
 
������ ����	���	
 �� �� ������ ��
	����
�	�� ���
	��

��	 ����� ��	 �
����� 
��
�	
 �� 
������ ��	 �	����	�
 ���

�����	�
��� ����
	 ������! "���� �
 � ������	�� ������� 
�#	�	����� 	 ������ ��� 
���������	 ������
���	�������$ ���	 �	�	����! ��� �� ����
 "��� ���������	 
������ ������ ���	��
������ ��	 �
	
 �� ��	��	����� ��
 	%�	���	���� 
��
�	
$ &	� �
 �	����	�� 
��	
��������� 	%��	

���
 ����� ���
$ '� �����
	 ��	 
������ 	#	��
 "	 �����
��	 ��	
�����"��� �

������� ������	����� ���� ��	 �� 	 ������

Fdd(r, t) = K

∫
Udd(r− r′)|ψ(r′, t)|2dr′, ��$(�

"�	�	 |ψ(r, t)|2 �
 ��	 
	�
��� �� ���
	�
��	! K �
 � �������� ���
���� 
	��	


��� �
 �� � $ �)$(� ��
 ��	 
������ ���	������� Udd �
 ���	� ��

Udd(r− r′) =
1− 3 cos2 θ

|r− r′|3 , ��$*�


��� �
 �� � $ �)$(+�$ ,�	 �� ���
 
������ ������ ���	�������! ��	 �� 	 ������ �

� ������� ���	����
�#	�	����� 	 ������! �	 ������ �����	% ��������� ��� ��
 ���	��
���� 
�������$ ,�#	�	�� ��������	
 �� ��	 ���	����� 
������� �� ��	 
������ ��
	 ������ ���	 �		� 
���	
�	
 -).! /)! 01! 1/2$ 3� ��
 3�� -012 
���	 ��	 
������
�� 	 ������ ��� �%������
���	���� ���� "���	 ��	� �	����� ��	 ������� ���	����
�� ��	 
������ �	�� �� ��	 �� 	 ������! ���
 �	
����� �� �� ��	 �� �%��� �z, z′� ��

��
��� �ρ, ρ′� �������	
 ��������� 
���
��
 ���������� ���	����
$ '�	 
������ �	�� �

�	������4	
 �� � �����# �� 
���� 
�
����	
 ��
 ��	� 	������	
 ���	�������$ '�	

(+5



��� �������� �	 
���
���� ������ ��
 ������
 ��������

�����	
 �� 
��	���� �� ��
� ����
� �� ��	���	
�����
 �
��	�	����� ��
	� 	��
�	���� ��� �

	� ��
 �����	
 �

� �� 	 !���������� ��
�

� "������ 	��
�#��	�
����$ ���� �
	��%�
���� �� �� 	� ���

�
 &��
�

 �
	��%�
�	���� �% 	 �
���!� �%
��
 &��
�

 �
	��%�
�	���� �% ��
 �����	
 ���
���	� 	�� ��
 !���
��	�
 �
������
'�
 &��
�

 	�� ���

�
 &��
�

 �
	��%�
�	����� 	

 ��
� ���

�!	��� 
�	��	�
�
�� ��	��	
� %	�� &��
�

 �
	��%�
�	���� 
�����
� �� (	
�
��	� !��
���	�
�� '�

�
���� ��	�
 �% ��
 ����
� �� ���	��
� �� 
�������� 	 ��	��	
� ��������

	��

�
!�����
 �� ��	���	
� ���
� )	�	�
 �� ��	 ��
 &��
�

 �
	��%�
�	���� �� x, y,
	�� z �� 
�	��	�
 ��
 �����	
 �

� 	�� 
����� ��	���	
�� 	�� 

	�����
 �
��	�	�
���� 	%�

 (
	�*�+�!����� ���!

��,	���� %�
 ��	����	
� 	�� �����	����	
� ��������
�% ��
 �����	
 �� 
��	���� ��- �

'�
 ��!������ �% ��
 �����	
 ���
�
	� �

� �� ��
 �� 
��	���� �� !��
���	�

��	!
 �� ��� ��
	����%�
"	
� ��
 �� ��
 ���

�
�!
 	� ���
� ����	�!
�� .�"
�

$
���� �	� �

� �	!*�
� �� 
�	��	���� ��
 �����	
 �

� �� ��
 ���
���� /k0 ��	!
�
'�
 ���
�
	� !	� �
 ������1
� �� &��
�

 ��	!
 �� �
	�� �% !���������� 	�∫

Udd(r− r′)|ψ(r′, t)|2dr′ = F−1{F [Udd](k)F [|ψ|2](k)}(r), /2��0

"�


 F [ ] 	�� F−1{} 	

 ��
 &��
�

 �
	��%�
� /&'0 	�� ���

�
 &'$ 

��
!���
���
'�
 &' �% ��
 �����
 ���
���	� !	� �
 ���	��
� 	�	����!	��� �-�$ �� � 3� ���

�!	��
���	
 �	
�	��
� /r, θ, φ0$ "��� ��
 ���	
 	#�� 	���� ���
���� �	
�	��
 k /"���
k2 = k2x + k2y + k2z0 	�� ��
 �����
 ���
�� �� ��
 y = 0 ��	�
 �	*��� 	� 	���
 α
"��� k$ ��
 &' �% ��
 �����
 ���

	!���� ��

F [Udd](k) = Ũdd(k) =
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Ũdd(k) =
4π

3
(3 cos2 α− 1) =

4π

3

(
3k2z
k2
− 1

)
, /2�70



���

�� ���	 
��
� ��� ���������� �
 ��� ������� ���
 �� 	���� ��	�����	 ��	 ���� ����
���� �� �������� ���	 ���
 �� 
�
����
 �k� 	����� ��� �� �
 ���	��� |ψ(r, t)|2
�	 ��������� ��
�������� �� 
���	 �
 � 	������� 
�	� �� ����� ��������
�

�� ���	 ���	�	  � ���	����� ��
������ ��	���	 
�� ���� 	��������� ��� ����
	��������� 	�������	 �
 ��� 
��� ��������
��	����� !" �#������ 
�� � 	����� �������
$%& �	  ��� �	 
�� � ������ 
�'���� �
 � � ����	 �
 ������� �� ���������� $%&	�
��� ���	� 	�������	  � �
������ ��� 	�����	��� &���(�)����	�� 
�����  ��� ����
��� �
������� ��
� �����������	� ��	���������� 
�� ��� ��
������ 	������� �
 ���
!" �#������ 
�� ����
�� ��� 	����� ���������	 �
 � ������� $%&� �	��� 	�����
	��� &���(�)����	�� 	���
� 
�� ��� ���������� ���� �	 �� ��
������	 *+�,+-.� ���
��	���	 
�� ������� �������� �� %#� �$��� ��������� ��� �� �
 ���	��� 
��������� ��
�� �
 ������� ����������� ��� ��������� �� ��� ����������� ������
 �$�-�� ���
�����	� �� �	 ��(�� �� 
���	 �
 � 	������� ��� ��������
� ��� ��� ��������

�	 ������� ��� �� &����	��� ����������	 ��� ����� ��� !" �#������ �	 	����� ��
-/ ����	������� �
 ��� 	�

���� �
 ��� �������� ���������� 0	������ ��� ������
	
�	�� �� 	�������	 
�� ������� $%&	 ���� ��� 	�
� 	�������� �	 �� ��
������	 *+�� +-.
 ��� ����� 	���������	 �� ��������� ��� ������� ��������	� 1 ������� ��	��������
�� �	� ���	� ������
	 �� ��� ���������� ��	� ��� �� 
���� �� ��
������	 *+�� +-.
���  � ��
�� ��� ������	��� ������ �� ���	 ������� 
�� ��� 	�
��





���������	
�

��� �� �� ��	
��
 ��� �� ���	
� ������������� 	��
�������� �� ��
��� ������
��������	� ������ ���������� ����� ��� ��� ��� ��� ��

���  � �� !����		� ������� �����
�� ���� 	��
�������� ��
 	����� ������� ��

	��
����
������� �������� "#$%�� ����� ������ "#$%��� ���&� ��� ��� ���

��� '� ��  �����%� ��� �
� "������	�%� %$ �%�������	��� �%������	�%� �� � ��()	�
�	%��� ��*%�� �������� �������� ����� ��

�	
 �� �� 
���� ��� ��� ������������� ������������ �� � ��� �� ������ ������
���	� 
��� ������ �������� ����� ��

��
 �� �� ���� �!� �� "� #��$��� ��� %� &� '� ��� ������������� ������������
��  ��(���� )*��������� ��  ������ ���������� ���*��� ���	� 
��� ������ ���
���� ���+� �,

��
 &� -������ ��� ��� ������������� ������������ �� .�������� ����� *! �!�/
.��(���� ��� ���� 
������� ������,0� ,00�� �,

�+
 1� 2�*�� ��� ��� ������������� ������������ �� ������� 
������� ����,�,�
,00�� �,

��
 3� 1�$��� ��� ��� #.��/���� �� ������������� ������������ �� �4�/� ������
������ ���	� 
��� ������ ���0	0	0	� ,00�� �,

��
 #� ����� ��� ��� ������������� ������������ �� � $� ��� ����( ������ 40���
���	� 
��� ������ ��	���0	0�� ,00�� �,

��0
 #� #��  ��� ��� ��� ������������� ������������ �� ���������� ���	� 
��� ������
��	�,00	0�� ,00�� �,

���
 1� 5�(�!� ��� ��� #����� ��.� �� �6���� �� � 7������ �����8���� ������� ����
�+,� ,00+� �,� ,+� ,�� �0� �,� ��� �0� �,

���



��� �������� �	 
���
���� ������ ��
 ������
 ��������

���� �� �� ��	 ��	 	
��
��� ������� �������
�
��
 ��
��
��
� �� ����������� ����	
���	 ����	� ����������� ����� ��� ��� ���  ��  ��  !� !!� "�� "#� �"

��#� $� %�&�'� ��	 ��	 (������
�
��
 ��
��
��
��
 �� ��)���� ����	 ���	 ����	�
����������� ����� ��� ��� ���  �� !!� "�

���� �� *� +� �� ����
�� �� ��	 ,�

�����
� 
-� .��

�� �
������
����� ��
��
������ )���������� ����
��
�� 
���
� ����	� �� ��� ����� ��� ��

�� � /� 0����1� ��	 ��	 2-���� �� �������
�
��
 ��
��
��
��
 �
 
������ ������
���	 ���	 ����	� ����!#� ����� ��� �#� ��� ��� "#

��!� �� 3�
��1�&�� �
� 	� 	
��
����� �������������  ������������ ,����
��
 3�����
45����� ���#� ��� ���

���� 0� �� 	
�����6$��
 �
� 7� *� 2-�'����
�  �������
�
�  ������� ��  ���
������ �����
 !������" ���� #��	  �����
 $% ����
������� ������� �� &��

�
����� ������ �������� 8���1��� (�9�� ����� ��

��"� �� 8� :��
�6	�� �� 	����
��- �
� (� %� �������� 	����
�����
� �� ����� �
�
���� ����� �
��� ���
����� ������
�� �������1� 
�
��
����
� �
� 
��
�1����
��
;
���

� ����	 ���	 �� �����#!�#� ���#� � � # � �"

���� +� ��������� ��	 ��	 	��

���
� �
 ��5�� ����
���
� '�
- ��
������ ������
����	 ���	 ����	� ����� #���� ����� � � �!� ��

���� %� �� /�

�� �
� ,� 7� /��
�  �������
�
�  ������� ��  �������� �����

!������" ���� #��	  �����
 '% (���
� ��� ����
����� � 8���1��� (�9�� �����
� � ��

���� 3� ������
�
��� �
� 	� $� %�-�&���� /��
��
 �������� ��� 
-� 
���6
����
��

 �����6��
��1�&�� �.��
��
 �
 � ����� �
���
����� 
����  �����	

����	  �����	� �����"""� ����� �!� ��� ��� #�� ���  �� "#� ���� ���

���� %� +������ 2� /�������� �
� �� 2����� <����1�� 
�������� �������- ���

�����
����
��

 ��������
��1�&�� 
�
��
��� ��-�=���
��� �.��
��
� ����	
���	 �� �������� �����

��#� 0� 9������1�> ��	 ��	 , �������� ��� ���1�
� 
-� 
���6����
��


��������
��1�&�� �.��
��
 �
 � ����� �
���
����� 
����  �����	 ����	  ���
���	� ��������� ����� �!� ��� ��� #�� ���� ���

���� 9� �� 3?��@6+���A� ��	 ��	 0�
����� �� �������
�
��
 ��
��
��
��� 9����6

��
�� ����
��
� �� 
-� ��������
��1�&�� �.��
��
�� ����	 ���	 �� ��������
����� �!�  #� " � "!



���

���� �� 	� 
��
����� �� �����
��� �
� �� �� ��������� ����
���
�� ��������
 � 
� !�
��" �������
����
 ��
��
���� �
 ��#�� ����
���
�� ����� ���� 	$ ��%
&��'&�$ �&�&� �($ �'

��'� �� 	� 
��
����� )� *�����
�
��� �
� �� �� ��������� �"
����� � 
+������
������
���
�� !����� �
� ,����# ������
� � � ��-���� �������
����

��
��
���� .��� ��-����,� ������ �
��������
� 
� ����� �$ ��%�&�&&�$ �&���
�($ �&$ ��$ /'

��(� �� 	� 
��
����� �� �� �������� �
� )� *�����
�
���� ��-���� �������
����

��
��
����� .��� ����� ��������
� ��
���� ����� ���� 	$ ��%&��'�/$ �&��� ��

��0� �� 	� 
��
���� �
� �� �� ��������� *�#�
�$ ����#�
�$ �
� ���������  �����
���
 �
 � !�
��" ��-���� �������
����
 ��
��
����� ����� ���� 	$ ��%&'�'��$
�&��� ��$ (/$ 0�

��/� �� 	� 
��
���� �
� �� �� ��������� ��-���� ���-��� !��
� �
 � ���--��
�������
����
 ��
��
����� ����� ���� 	$ ��%&��'�0$ �&��� �($ ��

��&� 	� 1�������
�� )���� ��-������
 � �������
����
 ��
��
������ ����� ����
��

�$ ��%�(�0$ �//0� �/

���� )� ���-�
-����� �
� ��� 	#���� ,����# �������� �
 �.���-����� �������
����

��
��
������ ����� ���� 	$ ��%&2�'��$ �&��� �/

���� �� 3��
�4������� 5� ��,������� �
� 6� 7���������5�
48��4� �������
 ����

������ ��������� �� ���������
��� ��������
��� �-��
���$ 9����
$ �&&0� �&$
��

���� 1� ���� �
� ��� ���!���4����
 � � -����" ��-���� +��
��� ��� ����
�� �����-���
��
���$ �%��0$ �&&0� �($ �&$ �'$ �&$ ��$ ''$ 0�

��2� 1� ����"� �
� ��� ��.�,� �����-�� �
� �#-�����
 � � ��-���� �������
����

��
��
����� ����� ���� ��

�$ ���%&0&2&�$ �&&0� �&$ �'$ �&$ /'$ �&($ �&0

���� �� 6�
�
� �� 7� 	� 9��������� �
� :� �� 9��
� 6����� �
� �
����� ����
� �

���--�� ��-���� ������ ����� ���� ��

�$ 	�%&�&2&'$ �&&(� �0$ '�$ '($ '0$ (&$
(�$ (2$ (/$ /'

��'� 6� *� ;����
 �
� ��� *�
� �������
� � ��� ����
 ���� �
 ��-����
�������
����
 ��
��
������ ����� ���� ��

�$ ���%�2��&�$ �&&0� '�

��(� <� ������ 
� ��.������ �
� *� =���� 3����>�����" �
 � �.�����-�
�
�
��-���� �������
����
 ��
��
����� ����� ���� ��

�$ ���%��&2&�$ �&&/� �($
(/



��� �������� �	 
���
���� ������ ��
 ������
 ��������

���� �� 	� 
��
�� ��	 ��	 ��������� ��������� ������ ��� �������� �� � �������
������ ������������� ����������� ����	 ���	 �� ��� ��!�"� #  $� #"� "$� $!

��$� %� &� '������ �� %���� ��� (� )� *���� +������ �������� �� �������
������������� ������������ ����	 ���	 �� ��� #�!��� #  $�

�� � )� ������ ��	 ��	 *���,-������� ������������ �� ������� ������� ������ ����	

���	 ����	� ����"$�� #   � . � � �

���� +� (�������� ��	 ��	 �/�����/,0���
��� ��������/ ������� �������� �� �������
������������� ������������ ����	 ���	 �� ��� #�!�#� # �#� #"� "$� $!

��#� �� 1� +���
��� ��� 
� &������������ 23�,����������� �������
������������� ���������� 0����� ��� 4����5 �������� �� � ��� �����������
������� �������� �	 ����	 �� ��� �.� �� # �#� #"� $!

���� 
� 160���� ��	 ��	 7������� �3�,����������� 0����� �������� �� �������
������������� ������������ ����	 ���	 �� ��� #�!� � # �#� #"� $!

���� %� 1� 1���� ��� 
� &������������ 8����5 �/������ �� �������� �������
������������� ����������� �	 ����	 �� ���#�.� �� # �#� #"� $!

��.� �� 1� +���
��� ��� )� ���������� ��������� ����6������ �9������ ��� � ��,
���:��� ���� ��� ���� 3��
 �������� �� ��������/� ����/ �� 4�������� ����	

���	 �� ��� ��!��� #  �� #"� ��� �$� . � .#� .$

��!� 2� )���/� ��	 ��	 2�� ��/���� �� ������� 0������ 9������ ������ ���	 �
� 	

����	� ����#!� �� #  $� #"� � � ��� �#� � � !�� � � ��

��"� +� 	��������� ��	 ��	 7�������� ������� ��� ������� ������������ �� �
������������� ����������� ����	 ���	 ����	� ���#. � #� #  !� � � �#� �!

���� +� 	������ 2� ;�������� ��� )� 2����� 7������� ���0�� �� ����� ��� ������,
��4� ������������� ����������� 3��� �/����������/ �/��������� ������ ����	

���	 �� ��� ..! #� #  �� �#

��$� <��)� )�� ��� <��'� )��� 2�� ���4�������/ ��� ���0����/ ��� � ������ ����
��� 3��� � ����0��� ���������� ����	 ���	 �� �	� !�!��� # � � ..

�. � 8� �� ��������4��� ��� 8� 8� 1������� ��������� ��������� �� �������������
����������� �� �� ������� �������� ���������� �� 9������ �������� ��� ��,
4�4��� ����	 ���	 �� ��� !�!#�� #  "�

�.�� ;� 1�� +0������4 ��	 ��	 7���������� �������� �� ������������� �����������
0/ �������� ���������� �� ��� ���������� �������� ����	 ���	 �� ��� ��! .�
#  ��



���

���� �� �	� 
��
����� ��� ��� ��������� �� ������� ������������� ������������
���	� 
��� �� ���� !"� � ����� !�

��!� �� #$��� ��� %� ������� #��
�� ����� ��� ���&������ �'��������� �� ���(��
��� ������ ������������� ����������� �� ������� ������� (����� ���	� 
���

�� �����!"�!� ����� !�� " � "�� )!� )�� ��*� ��)

�� � +� ��
	��� ��� ��� ,���������� �� ������-������ ����������� �� � ��(�������
.
���
& (��� ���	� 
��� 
����� ������ �"� ����� !�� *!� * 

���� �� �� 
�	�/��� ��� %� ��������	� �
���0
�� ���� ���&� &�'�
�� ���& 1��/
��
����( �� 
��������� ���	� 
��� �� ���� !"�"� ���)� !!� ��� ��

��"� 2� 3�4��� ��� ��� �������� 1��	 �
��� ��� .
����� �������������� &��
����� ��
����� ��� ��&�� ���	� 
��� �� ������"��� ���5� !�

��*� 6� 
� �	�1�7� ��� ��� 3��(	� ������� ������ �� ������� ������������� ������-
������ ���	� 
��� 
����� ������ � � ����� !"�  ��  *� 5)

��)� 
� 8� ��&�	����� ��� ��� ���&����� �� ������� ������ �� ������������� ���-
�������� �� � ��������� ������� ��9������� �� &����� 1����� ���	� 
���� ��
���� �"� ���!�

��5� :� �� �	�	�������	 ��� ��� �������� �� �
����-��
���� ���
����� ��� ����������
������������ ���	� 
��� �� ����!!"�5� ��� �

�"�� 2� 3�4��� ��� ��� �������� �� �1�-��&������ ������������� ����������� &��-

����� �� ����� ��� ��&�� ���	� 
���� �� �����!�"� �����

�"�� :� 8� ;<��4-#���=� ��� ��� 3���->������� �������� �� 	�(	�� ���&&����� ������
���	� 
��� �� ���!)!*� �55)� !"� ���

�"�� 2� 3�4��� ��� ��� 8��
������ �� �����	��� �� ��(����	���� �������������
������������ ���	� 
���� �� �����" �� ����� !�

�"!� �� >� �����/�� ��� ��� ���&����� ��� �����(����� �� &�����-1��� �������
������� ������� �������� ����� !�

�" � �� %� ?�����	 ��� ��� ���&����� �� ���(	� &�����-1��� �������� �
���( �	�
�������� �� ���������� ������������� ������������ ���	� 
��� 
����� ����*� ���
���"� !�� !"

�"�� �� @��
�� ��� ��� ,���������� �� ���	���	 ���������� �� � ����-�������� ���-
�������� ������� ��	����� �55)� !�� ��� )!

�""� �� #������44� ��� ��� A
���( �	� ������� ����������� �� .
���
& (����� ���	�

��� 
����� ����!� ��� ����� !�



��� �������� �	 
���
���� ������ ��
 ������
 ��������

���� �� ��	
� �	� 
� ��	���� ���� ������� ����� �	 �������	������	���	�� ������
������ ����	 ���	 ����	� ���������� �����  �

��!� "� ���#�� ��	 ��	 ������	� �	 ����� �	������	���	�� �������	����	 $�	��	�����
%��
 $������	� ������� �	� ��$�� �	����$���	�� ����	 ���	 �� ����& ��!�
���'�  �

��'� �� (� �	� 
� (��� )������ $�	��	����� �* ����� %��
 ������ �	����$���	��
����	 ���	 �� ����& ���� �����  �� ��� !&� ���

���� �� (� �	� 
� (��� ����+����	� ������� �	����$���	 �	 �	 �����$ $�	��	�����
����	 ���	 ����	� ����' ���� �����  �

���� ,� 
�� �� -� (��	 �	� .� 
� 
�#� )�����	� �����$��� �/��������� 0 
��
�/
���	���$ ��� *�� ������� �
/��$�� ����	 ���	 ����	� ������ ���� ����� ��� &��
!�

���� 
� �����	�$
� .� 0� ,������ �	� 1� )����� ,������%�#� #����$�� �	
$������
���� �	� �������� %�#�������� ����	 ���	 �� ����� ���� ����� � 

�� � 1� 2��*�#� �	� �� ����	����� .���	� �	 �	��������$ ������ 3���	� ����� �	�
#����$��� ����	 ���	 �� 	������� �''�� � 

���� �� 3�����	�� 
� 4� 4����#�5�� �	� �� ����	����� )
���/ �* �����$��� �����$
����� ������ ���	 ���	 ����	� 
�����&� ���!� �'� &�� &!� &'

��&� "� ,� 2������6 ��	 ��	 3���	� ����� �* � ����	�	��/ �	����$��	� ���� ����
����	 ���	 �� 
���  ��!� ����� �'� &�� &&

���� 3� 7� 0����5
��$
�5 ��	 ��	 7������	 �* ����� �* � ����� ��� �	 �
� �������

$�����#��� 0 ���	��� ��	�� ����� ����/� ����	 ���	 ����	� ���������� �����
�'� &&� &�

���� "� ������	 �	� �� 8���/� 0�/������$ �%��$����	�	� *�����	 �/����� �	
����	� $�����	�� ����	 ���	 ����	� �	�������� ���&� �'� &&� &�

��!� "� )� ���%��� ��	 ��	 4���	���� �	���/ �* � 40	 ����� ��� �	 �
� �������

$�����#��� ����	 ���	 ����	� ���������� ����� &&

��'� 9� 9�#�	 ��	 ��	 2/	���$� �	� �
�����/	���$� �* �
� ��%������������
����	��/ �	����$��	� ���� ���� ����	 ���	 ����	� ����� & ��� ����� �'� &��
&&� &'

�!�� ,� .����	����	 ��	 ��	 ������#�� *��� � ����$���� �������	����	 $�	��	����
�� � ����	����� ����� ���� ����	 ���	 ����	� ���������� ����� �'� &&

�!�� �� 7� 4����$5 ��	 ��	 76����� ��	�+����/ �* �	����$���	� �	 � 7
� �������	����	
$�	��	����� ����	 ���	 ����	� �����'����� ���'� &�



���

���� �� 	
��
��� �� �� �
���
 �
� �� �� ���
� �

������
� ����� �
�
�! 

 �
�
����� ���� "��� ����� ���� 	�

�# ���$%&'(%�# �%��� '%

��(� 	� )� ���� *� +��
" �
� �� ,� -�
"� .
"�
/����� �
� �
"�
0�
��
�
� �0 �
���� �!���1 �0 ���� ������� �
� 
�� ��2���1�������� �������
��� ����� ����
�# ���$��('# �3'�� '%# '�# '3

��4� �� 5�6���


 �
� �� 7����� ������

���

 ��
��
����� 

 ��� ���"� "�� ����18
���� ��"
1�� ����� ���� �# ��$%&(&�%# �%%�� '�# '3

��'� 9� *� ���
���
� ������� ������/�� 

 � ������� ���1
 ����� �
� ��

" �
��
�
�! 0�
��
�
�� �:���
�
� �� ����� 
# ��$%�'(%4# �%�%� '�# ''# '&

��&� �� 7����
� 7� 7
��
 �
� ;� �� 9��

��
� <��
�
���
/� ��1���
��
 6��2��

�������
��� ����
��
�
� �
� �=���
1�
��� ������� 0�� ��� ������� ������/���
����� ���� 	�

�# ��$�%%4%4# �%%4� ''

���� ,� ,�/�
 �
� ��� 	�� �:���
�
 �0 ����� �0 � ��2 ��1�������� ���1
 "�� 2
��
��
�6�� 

������
�
�� �������# ���$��3# �%�%� ''# '&

���� �� ��� �
� �� .� 	��1��� 	���1��!
�1
� 1������1�
�� 

 � ����
"�!


������

" ���1
 "��� ������� �� 	�� �������
��� �������# �	�$�# �%%3� ''#
'&

��3� �� ����>�?�1�
 �
� )� ���1�� ���
@���
�
 �0 ����
 

���6
�
�! ��� �� ���
�����
�� �0 � ����
� �
����� ������

���

 ��
��
������ ����� ���� �# ��$
%((&�&# �%��� &�

�3%� *� ;A��� �
� ��� ������

���

 ��
��
���
�
 2
�� 1�"
��
� �
���� �
����
0������ ����� ���� �# ��$%'�&%�# �%%%� &&# �%

�3�� 9� *� ���
���
� )
����� ����8.

���

 ��
��
���� 

 � �

" �� 

 � ������ �����
���� �# �	$%'(&(�# �%��� ��

�3�� �� �� �
���
 �
� ��� ����
 
11
��
6
�
�! 

 � �2�8��1��
�
� �
����� ����
"��� ����� ���� �# ��$%((&%&# �%��� �3

�3(� 7� ����"�
�
��1 �
� 9� *� ���
���
� �

������
� ���
� �
� ����� 2�/��


 �
����� ������

���

 ��
��
����� ����� 	�

� �# �
�$4�%# �%��� 3&

�34� �� 9����

�� �
� ��� .B���
/� 2�/� �:���
�
� 0�� ��� �!
�1
�� �0 �
"��8������
�
� �
��8������ ���� ��
��
������ ����� ���� �# �	$%4(&�4# �%%�� �%�# �%�#
�%4

�3'� �� ���� -� ��
 �
� +� ��
"�� .C�
�
� 
�1��
��� 1������ 0�� ��1���

"
"���
� ������ �
� �!
�1
�� �0 �
����� ����8.

���

 ��
��
������ �� �����
�

�����# ���$���4# �%�%� �%�



C
���� �� ��	
������
�

�� ���� �� ���	
���
 �� �����	��� �	� �� �� ��������� ����	���	�� ������

���	 �� � ��	��� �������	����	 ��	��	���� �	 ����� ����	���	�� ����� ���� 	


�� !"#$!%
 &!%!�

�� ���� �� ���	
���
 '� (���
�	�	��� �	� �� �� ��������� ��	�����

�� )������	������	���	�� ���
�� �	� *����� ������	� �� � ��+���� �������	����	

��	��	���� ,��� ��+����*� ������ �	��������	� 
� ����� �
 �� %!%!!%
 &!%%�

�� ���� �� ���	
���
 �� �� �������� �	� '� (���
�	�	���� ��+���� �����

��	����	 ��	��	����� ,��� ���
� ��������	
 ��	
��� ����� ���� 	
 �� !##$%-


&!%&�

�� ���� �� ���	
��� �	� �� �� ��������� (���	

 ������	

 �	� ��������� ����

�����	 �	 � ��	��� ��+���� �������	����	 ��	��	����� ����� ���� 	
 �� !$#$%%


&!%&�

�� ���� �� ���	
��� �	� �� �� ��������� ��+���� ���+��� ���	� �	 � ���++��

�������	����	 ��	��	����� ����� ���� 	
 �	 !%#$%.
 &!%#�

�� ���� �� ���	
���
 �� �����	��� �	� ����� �� (������� ��������++�	
 ��

/���� �	� ���� 
���� �	��� �+������� ��������� ��+����*� 	�	��	������ �	� ���	��

*���� ��	0	���	�� �����
�� ������ 	
 �	 !1#$!#
 &!%#�

	� 2� ������ �����
 ���� �� ���	
���
 ��3�	 4����
�*�5
 �	��	 ����6


'� (���
�	�	��� �	� �� �� ��������� /�����	 �	� 7 +��
���� ��� ��� �����

��+�	��	� ��+���� 8�����'����*���� �)�����	 �	 �	 �	������+�� ���+� 9	 +��+����

���	 ��� +���������	 �	 ������� ����� �������
 &!%#�

%%-



��� �������� �	 
��� 
� ���������
��

PHYSICAL REVIEW A 82, 053601 (2010)

Dimensional reduction of a binary Bose-Einstein condensate in mixed dimensions
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1Instituto de Fı́sica Teórica, UNESP–Universidade Estadual Paulista, 01.140-070 São Paulo, São Paulo, Brazil

2INO-CNR, Research Unit at the Dipartimento di Fisica “Galileo Galilei”, Università di Padova, Via Marzolo 8, I-35131 Padova, Italy
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We present effective reduced equations for the study of a binary Bose-Einstein condensate (BEC), where
the confining potentials of the two BEC components have distinct asymmetry so that the components belong
to different space dimensions as in a recent experiment [G. Lamporesi et al., Phys. Rev. Lett. 104, 153202
(2010).]. Starting from a binary three-dimensional (3D) Gross-Pitaevskii equation (GPE) and using a Lagrangian
variational approach we derive a binary effective nonlinear Schrödinger equation with components in different
reduced dimensions, for example, the first component in one dimension and the second in two dimensions as
appropriate to represent a cigar-shaped BEC coupled to a disk-shaped BEC. We demonstrate that the effective
reduced binary equation, which depends on the geometry of the system, is quite reliable when compared with
the binary 3D GPE and can be efficiently used to perform numerical simulation and analytical calculation for the
investigation of static and dynamic properties of a binary BEC in mixed dimensions.

DOI: 10.1103/PhysRevA.82.053601 PACS number(s): 03.75.Mn, 03.75.Hh, 03.75.Kk

I. INTRODUCTION

It is now well established that, at ultralow temperature,
dilute Bose-Einstein condensates (BECs) can be accurately
described by the three-dimensional (3D) Gross-Pitaevskii
equation (GPE) [1,2]. Some years ago it was found that,
starting from the 3D GPE and using a Gaussian variational ap-
proach [3,4], it is possible to derive effective one-dimensional
(1D) or two-dimensional (2D) wave equations which describe
the dynamics of quasi-1D or quasi-2D BECs as appropriate for
cigar or disk shapes [5]. For instance, in that derivation of the
effective 1D equation the trapping potential is harmonic and
isotropic in the transverse direction and generic in the axial
one. The effective 1D equation, which is a time-dependent
nonpolynomial Schrödinger equation (NPSE) [5], has been
used to model a cigar-shaped condensate by many experimen-
tal and theoretical groups [6–10]. A similar reduction scheme
also exists for a disk-shaped BEC leading to a 2D NPSE. (The
lowest-order approximation of the NPSE leads to a GP-type
nonlinear Schrödinger equation (NLSE) equation with cubic
nonlinearity. Different variants of this reduction scheme have
been suggested, which offer certain advantages in some cases
[7,8].) Moreover, by using the 1D NPSE, analytical and
numerical solutions have been found for solitons and vortices
[11]. Recently, a discrete version of the 1D NPSE (1D DNPSE)
has been obtained [12]. The 1D DNPSE has been used to model
a BEC confined in a combination of a cigar-shaped trap and
a deep optical lattice acting in the axial direction [12]. More
recently the 2D NPSE, obtained for a disk-shaped BEC subject
to strong confinement along the axial direction, has been
used to predict the density profiles and dynamical stability of
repulsive and attractive BECs with zero and finite topological
charge in various planar trapping configurations, including the

*lyoung@ift.unesp.br.
†luca.salasnich@cnr.it.
‡adhikari44@yahoo.com; [http://www.ift.unesp.br/users/adhikari/].

axisymmetric harmonic confinement and 1D periodic potential
[13]. The reduction scheme has also successfully been applied
[8,14] to the study of a density-functional formulation [15]
for a Fermi superfluid at unitarity as well as to the study of
Anderson localization in a BEC [16].

In a very recent experiment Lamporesi et al. [17] investi-
gated the mixed-dimensional scattering occurring when the
collisional atoms of two species of a binary BEC live in
different space dimensions. This achievement opens the way to
the experimental and theoretical studies of a binary BEC with
the components belonging to mixed dimensions. In the present
article we consider the dimensional reduction of a binary 3D
GPE appropriate for the study of a binary BEC in mixed
dimensions. Starting from a binary 3D GPE we derive a binary
nonpolynomial Schrödinger equation (BNPSE) in reduced
dimensions by using a Lagrangian variational approach. (The
BNPSEs represent a set of coupled nonlinear differential
equations with nonpolynomial non-power-law nonlinearities.)
We also present a simplified version of the reduction scheme
first, where the reduced equations in the form of a binary
NLSE (BNLSE) have simpler power-law nonlinearities. The
BNPSEs depend on the geometry of the system and also
on the interspecies interaction. In fact, the main difference
with respect to the case of a single BEC is the coupling
between the two BECs, which gives rise, quite generally, to
n integral term in the reduced wave equations. (In the past, a
binary 1D NPSE has been derived and used [18] to study a
binary cigar-shaped BEC, rather than a binary BEC in mixed
dimensions as considered here.)

We use the BNLSE and BNPSE to study numerically the
static and dynamic properties of a 1D-2D binary BEC where
the first quasi-1D component lies along the z axis and the quasi-
2D component lies in the (x,y) plane. For small nonlinearities
both the BNLSE and BNPSE yielded results for density in
good agreement with the full 3D result. At larger values
of nonlinearities the BNPSE provided better approximation
to the full 3D result. We also studied small oscillations of
the 1D-2D binary BEC initiated by a sudden change of the

1050-2947/2010/82(5)/053601(9) 053601-1 ©2010 The American Physical Society
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Abstract
By numerical and variational analysis of the three-dimensional Gross–Pitaevskii equation, we
study the formation and dynamics of bright and vortex-bright solitons in a cigar-shaped dipolar
Bose–Einstein condensate for large repulsive atomic interactions. A phase diagram showing
the region of stability of the solitons is obtained. We also study the dynamics of breathing
oscillation of the solitons as well as the collision dynamics of two solitons. At large velocities
the frontal collision is elastic and the two three-dimensional solitons pass through each other
undeformed. Two solitons placed side by side at rest coalesce to form a stable bound soliton
molecule due to dipolar attraction. Movie clips illustrating collision and molecule-formation
dynamics of two bright and vortex-bright solitons are included.

S Online supplementary data available from stacks.iop.org/JPhysB/44/101001/mmedia

(Some figures in this article are in colour only in the electronic version)

A bright soliton is a self-reinforcing solitary wave that
maintains its shape, while travelling at constant speed, due
to a cancellation of nonlinear attraction and dispersive effects.
Experimentally, bright matter-wave solitons and soliton trains
were created in a Bose–Einstein condensate (BEC) of 7Li
[1, 2] and 85Rb atoms [3] by turning the atomic interaction
attractive from repulsive using a Feshbach resonance (FR) [4]
and releasing the BEC in an axially free or an expulsive trap.

Lately, a BEC of 52Cr atoms with a large long-range
dipolar interaction has been made [5, 6]. This allows us
to study the dipolar BEC (DBEC) with variable short-range
interaction [5, 6] using a FR [4]. The DBEC has many distinct
features [5, 7–9]. The stability of a DBEC depends not only on
3 URL: http://www.ift.unesp.br/users/adhikari/

the scattering length, but also on the trap geometry [5, 7, 9]. A
disc-shaped trap gives a repulsive dipolar interaction and the
DBEC is more stable. In contrast, a cigar-shaped trap yields an
attractive dipolar interaction and hence may favour a collapse
[5, 9, 10]. Collapse instability of solitons in the nonpolynomial
Schrödinger equation with dipole–dipole interactions was
studied by Gligorić et al [11]. The controllable short-
range interaction with the exotic dipolar interaction makes the
DBEC an interesting system for soliton generation in the cigar
configuration due to added dipolar attraction and a challenging
system for theoretical investigation [12] to study the interplay
between the dipolar and short-range interactions.

We suggest cigar-shaped bright and vortex solitons [13]
for repulsive short-range interaction in a DBEC free to

0953-4075/11/101001+06$33.00 1 © 2011 IOP Publishing Ltd Printed in the UK & the USA
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Dipolar Bose-Einstein condensates with large scattering length
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A uniform dilute Bose gas of known density has a universal behavior as the atomic scattering length tends to
infinity at unitarity while most of its properties are determined by a universal parameter ξ relating the energies
of the noninteracting and unitary gases. The usual mean-field equation is not valid in this limit, and beyond
mean-field corrections become important. We use a dynamical model including such corrections to investigate
a trapped disk-shaped dipolar Bose-Einstein condensate (BEC) and a dipolar BEC vortex for large scattering
length. We study the sensitivity of our results on the parameter ξ and discuss the possibility of extracting the
value of this parameter from experimental observables.
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I. INTRODUCTION

The properties of a uniform dilute interacting (Bose or
Fermi) atomic quantum gas interacting with an S-wave contact
interaction at zero temperature is determined by two scales:
the atomic scattering length a and density n̄. As a → ∞ at
unitarity, the first scale is not of concern, and the observables
of the gas are determined solely by density and the gas exhibits
a universal behavior. Bulk chemical potential μ̄ of the unitary
gas is proportional to the only available energy scale, the
Fermi energy (or the chemical potential of the noninteracting
gas) EF = h̄2(6π2n̄)2/3/2m, so that μ̄ = ξEF , where ξ is a
universal parameter and m is the mass of an atom [1–16].
Similarly, the energy per particle Ē of the unitary gas is
proportional to the energy per particle E(≡3EF /5) of the
noninteracting gas: Ē = ξE [3,4]. The Fermi energy is a
physically meaningful quantity for the Fermi gas, but the same
can also be used as an energy scale for the Bose gas [2,12,14].
TheBose and Fermi gases behave similarly at unitarity because
the Bose gas exhibits fermionization. If this fermionization of
the Bose gas is absolute, then ξ should be the same for the
Bose and Fermi gases.
The parameter ξ relating the energy of the noninteracting

and unitary gases has been “measured” experimentally from a
study at or near unitarity of the density [1,5–7], or of ground-
state energy, or of sound velocity [8] of a trapped Fermi gas.
But a similar experiment is more difficult for a Bose-Einstein
condensate (BEC) due to a large probability of three-body
loss by molecule formation at or near unitarity, which is the
threshold for molecule formation [12]. In the weak-coupling
limit (an1/3 < 1) the mean-field Gross-Pitaevskii (GP) equa-
tion gives a good description of a trapped BEC, where n is
the density. In the strong-coupling regime (an1/3 > 1) the GP
equation highly overestimates the atomic contact interaction
and leads to unphysical results. Experimental activities to
access the strong-coupling regime of a BEC, to test the
beyond mean-field corrections [17,18], and to extract the
parameter ξ from these studies have just began [12]. Although
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unitarity is also the threshold for molecule formation in a
two-component (spin up and down) Fermi gas, the probability
of formation of diatomic molecules is highly suppressed in
this case due to Pauli repulsion among spin-parallel fermions
in the three-fermion system and hence is not of concern [1].
Lately, BECs of 52Cr [19,20] and 164Dy [21,22] with

large dipolar interaction have been observed and studied.
The interatomic interaction now has two components: an
S-wave contact interaction and an anisotropic long-range
dipolar interaction. This allows one to study the dipolar BEC
with a variable contact interaction [19,22] using a Feshbach
resonance [23]. The intrinsically anisotropic dipolar BEC [24]
has many distinct features [19,20,25–28]. The stability of a
dipolar BEC depends not only on the scattering length, but
also on the trap geometry [19,25,27]. A disk-shaped trap leads
to a repulsive dipolar interaction and the dipolar BEC is more
stable, whereas a cigar-shaped trap yields an attractive dipolar
interaction and hence favors a collapse instability [19,27,29].
We study the static and dynamic properties of a disk-shaped

dipolar BEC and dipolar BEC vortex, with the dipole moments
aligned perpendicular to the plane of the disk, for large
scattering length using a beyond-mean-field model [16,30]
for the BEC-unitarity crossover. In this paper we consider the
strong-coupling limit of the contact interaction only and not
the same limit of dipolar interaction. In the weak-coupling
limit, this crossover model reduces to the GP equation and
the Lee-Huang-Yang (LHY) correction [31], whereas in the
strong-coupling regime of large scattering length it reduces to
the universal result at unitarity.We find that the radial densities
are sensitive to the parameter ξ in the strong-coupling regime,
and hence a study of density is expected to yield information
about this parameter. However, the frequency of oscillation of
the dipolar BEC is found to be insensitive to this parameter.
From a study of vortices in a disk-shaped dipolar BEC we find
that both density and radius of vortex core are sensitive to this
parameter in the strong-coupling regime.
In the disk configuration, the dipolar interaction is highly

repulsive, as parallel dipoles arranged in a planewith the dipole
moment perpendicular to the plane repel each other [19,20].
The strongly repulsive dipolar interaction should reduce
three-body loss by molecule formation in the strong-coupling
regime, as the rate of the reaction 3A → A2 + A should be
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We study the static properties of disk-shaped binary dipolar Bose-Einstein condensates of 168Er-164Dy and 52Cr-
164Dy mixtures under the action of interspecies and intraspecies contact and dipolar interactions and demonstrate
the effect of dipolar interaction using the mean-field approach. Throughout this study we use realistic values
of interspecis and intraspecies dipolar interactions and the intraspecies scattering lengths and consider the
interspecies scattering length as a parameter. The stability of the binary mixture is illustrated through phase
plots involving a number of atoms of the species. The binary system always becomes unstable as the number
of atoms increases beyond a certain limit. As the interspecies scattering length increases corresponding to more
repulsion, an overlapping mixed state of the two species changes to a separated demixed configuration. During
the transition from a mixed to a demixed configuration as the interspecies scattering length is increased for
parameters near the stability line, the binary condensate shows special transient structures in density in the
form of red-blood-cell-like biconcave and Saturn-ring-like shapes, which are direct manifestations of the dipolar
interaction.
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I. INTRODUCTION

After the experimental realization [1–5] of a dipolar Bose-
Einstein condensate (BEC) of 52Cr atoms with magnetic
moments, there has been renewed interest in the study of
the static and dynamic properties of such a condensate
in the pursuit of the novel and interesting properties and
features emerging as a consequence of anisotropic long-range
dipolar interaction. The atomic interaction in a dilute BEC
of alkali-metal atoms is taken as an s-wave short-range
(delta-function) potential. However, the anisotropic long-range
dipolar interaction is nonlocal in nature acting in all partial
waves. More recently, the BEC of 164Dy [6,7] and 168Er
[8] atoms with larger dipole moments became available
for experimental studies, and polar molecules with much
larger (electric) dipole moments are being considered [9] for
BEC experiments. Among the novel features of a BEC with
anisotropic dipolar interaction, one can mention the peculiar
shape and stability properties of a stationary state [10], a
red-blood-cell-like biconcave shape in density due to radial
and angular roton-like excitations [11]; anisotropic d-wave
collapse [12]; the formation of an anisotropic soliton, vortex
soliton [13], and vortex lattice [14]; anisotropic sound and
shock wave propagation [15]; and anisotropic Landau critical
velocity [16] among others. Distinct stable checkerboard,
stripe, and star configurations in dipolar BECs have been
identified in a two-dimensional (2D) optical lattice as a stable
Mott insulator [17] as well as superfluid soliton [18] states. A
new possibility of studying the universal properties of dipolar
BECs for large scattering length has been suggested [19].
Many of these features have only been predicted theoretically,
although some of them have already been experimentally
confirmed. To enhance the effect of the anisotropic dipolar
interaction in most of these theoretical studies, the contact
interaction has been set equal to zero. In the 52Cr atom, this
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could be necessary as the strength of the repulsive contact
interaction is much stronger than that of the dipolar interaction.
However, the dipolar BEC of atoms such as 164Dy with much
larger dipolar interaction can show the effects of an anisotropic
nonlocal dipolar interaction without switching off the contact
interaction.

Now with the available dipolar BECs of a different
species of atoms, there is the possibility to investigate a
binary mixture with two dipolar BECs of two types of
dipolar interactions acting on each species (e.g., intraspecies
and interspecies) superposed on intraspecis and interspecies
contact interactions, thus creating a much richer platform
to study the effect of dipolar interaction. Previously, there
have been studies of nondipolar binary boson-boson [20,21],
boson-fermion [22], and fermion-fermion [23], as well as
dipolar-nondipolar binary boson-boson [24] mixtures. For a
binary system without dipolar interactions it is possible to have
either a mixed or demixed phase. In this paper, we consider
binary dipolar BECs composed of 164Dy and 52Cr atoms as
well as 164Dy and 168Er atoms. With all the dipole moments
aligned along the z axis, the net dipolar interaction is attractive
in the cigar shape along the z axis and repulsive in the disk
shape confined in the x-y plane, as parallel dipoles in a chain
along the z axis attract and those confined in the x-y plane
repeal each other. Consequently, the binary dipolar BEC with
dipoles polarized along the z axis is more stable in the disk
shape confined in the x-y plane compared to the cigar shape
along the z axis vulnerable to collapse. We shall consider only
such a disk-shaped binary dipolar BEC in this study. Even
such a disk-shaped binary dipolar BEC is found to be unstable
due to the collapse instability for dipolar interaction above
a critical value controlled by the number of atoms. This is
consistent with a similar conclusion that a single-component
dipolar BEC for any trap anisotropy collapses above a critical
value of dipolar interaction [25,26].

We study the limits of the stability of binary dipolar
disk-shaped BECs formed of 168Er and 164Dy atoms and of
52Cr and 164Dy atoms and present the results in terms of
stability phase plots which should aid in the experimental
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We study the statics and dynamics of a dipolar Bose-Einstein condensate (BEC) droplet bound by interspecies
contact interaction in a trapped nondipolar BEC. Our findings are demonstrated in terms of stability plots of
a dipolar 164Dy droplet bound in a trapped nondipolar 87Rb BEC with a variable number of 164Dy atoms and
interspecies scattering length. A trapped nondipolar BEC of a fixed number of atoms can bind only a dipolar
droplet containing fewer atoms than a critical number for the interspecies scattering length between two critical
values. The shape and size (statics) as well as the small breathing oscillation (dynamics) of the dipolar BEC droplet
are studied using numerical and variational solutions of a mean-field model. We also suggest an experimental
procedure for achieving such a 164Dy droplet by relaxing the trap on the 164Dy BEC in a trapped binary 87Rb-164Dy
mixture.
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I. INTRODUCTION

The experimental observation of dipolar Bose-Einstein
condensates (BECs) of 52Cr [1–5], 164Dy [6,7], and 168Er [8]
atoms with large magnetic dipole moments has opened new
directions of research in cold atoms in the quest of novel and in-
teresting features related to the anisotropic long-range dipolar
interaction. Polar molecules, with much larger (electric) dipole
moment, are also being considered [9] for BEC experiments.
The atomic interaction in a dilute BEC of alkali metal and other
types of atoms (with negligible dipole moment) is represented
by an S-wave contact (δ-function) potential. However, the
nonlocal anisotropic long-range dipolar interaction acts in
all partial waves and is attractive in certain directions and
repulsive in others.

An untrapped three-dimensional (3D) BEC with attractive
interaction does not exist in nature due to collapse instability
[10]. However, the collapse of an untrapped BEC can be
avoided due to the interspecies contact interaction in a binary
mixture with a trapped BEC. The shape of such a stable droplet
bound in a trapped BEC is controlled by the interspecies
interactions, whereas that of a trapped BEC is determined
by the underlying trap. Here we consider such a dipolar
droplet bound in a trapped nondipolar BEC. The effect
of the underlying atomic interaction, especially that of the
anisotropic dipolar interaction, will easily manifest itself in
such a dipolar droplet. These droplets will be termed quasifree
as they can easily move around inside the larger trapped BEC
responsible for their binding. By taking the trapped BEC to
be nondipolar, one can easily study the effect of intraspecies
dipolar interaction on the quasifree droplet in the absence of
any interspecies dipolar interaction.

Dipolar BECs are immediately distinguishable from those
with purely contact interactions by their strong shape and
stability dependence [11] on the trapping geometry. Here,
we are proposing a different way to trap a dipolar BEC in
the form of a quasifree dipolar droplet, using an attractive
interspecies mean-field potential, which introduces a unique
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trapping geometry that results in further interesting shape
and stability characteristics of dipolar BECs. We study the
statics and dynamics of a quasifree dipolar droplet using
numerical solution and variational approximation of a mean-
field model [12,13]. For this purpose we consider a binary
mixture of nondipolar 87Rb and dipolar 164Dy where the
trapped nondipolar 87Rb BEC could be in a cigar or disk shape.
Among the available dipolar BECs [4,7,8], 164Dy atoms have
the largest (magnetic) dipolar interaction strength [1,6]. The
existence of stable 3D 164Dy droplets is illustrated by stability
plots involving the number of atoms of the two species and the
interspecies scattering length. For a fixed number N (Rb) of
87Rb atoms the dipolar droplet could be bound below a critical
number N (Dy) of 164Dy atoms between two limiting values
of interspecies attraction. If the interspecies attraction is too
small, the 164Dy atoms in the droplet cannot be bound and, for
a very large interspecies attraction, the droplet is destroyed by
collapse instability. Usually, the dipolar droplet has the same
shape as the trap acting on the nondipolar BEC. However, for
a large number of 164Dy atoms, as the interspecies attraction
approaches the collapse instability, the dipolar droplet always
is of cigar shape even if the external trap is disk shaped, and
eventually the dipolar droplet collapses on the axial z axis from
the cylindrical configuration. For a small number of atoms, the
dipolar droplet collapses to the center, maintaining its shape,
rather than on the axial z axis.

The variational approximation to the sizes and chemical
potentials of the stationary droplets is compared with the
numerical solution of the mean-field model. The numerical
study of breathing oscillation of the stable dipolar droplet is
found to be in reasonable agreement with a time-dependent
variational model calculation. We also demonstrate a viable
experimental way of creating a 164Dy droplet bound in a
trapped 87Rb BEC, e.g., by slowly removing the trap on a
trapped binary 164Dy-87Rb mixture, while the trapped 164Dy
BEC evolves into a quasifree droplet.

In Sec. II the mean-field model for a dipolar BEC droplet
bound in a trapped nondipolar BEC is developed. A time-
dependent, analytic, Euler-Lagrange Gaussian variational ap-
proximation of the model is also presented. The results of
numerical calculation are shown in Sec. III. Finally, in Sec. IV
we present a brief summary of our findings.

013618-11050-2947/2013/87(1)/013618(7) ©2013 American Physical Society
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We show that self-localized ground states can be created in the spin-balanced gas of fermions with repulsion
between the spin components, whose strength grows from the center to periphery, in combination with the
harmonic-oscillator (HO) trapping potential acting in one or two transverse directions. We also consider the
ground state in the noninteracting Fermi gas under the action of the spatially growing tightness of the one- or two-
dimensional (1D or 2D) HO confinement. These settings are considered in the framework of the Thomas-Fermi–
von Weizsäcker (TF–vW) density functional. It is found that the vW correction to the simple TF approximation
(the gradient term) is nearly negligible in all situations. The properties of the ground state under the action of the
2D and 1D HO confinement with the tightness growing in the transverse directions are investigated too for the
Bose-Einstein condensate with the self-repulsive nonlinearity.

DOI: 10.1103/PhysRevA.87.043603 PACS number(s): 03.75.Lm, 05.45.Yv, 42.65.Tg

I. INTRODUCTION

One of the fundamental conclusions produced by ongoing
studies of the dynamics of matter waves in Bose-Einstein
condensates (BECs) is that the effective local nonlinearity,
induced by interatomic collisions, gives rise to robust bright
solitons and soliton complexes [1–7]. In addition to their
fundamental significance, the solitons may be employed in
applications. In particular, the use of solitons in matter-
wave interferometers should help to dramatically increase
the accuracy of these devices (see Refs. [8–12] and a recent
review [13]).
In the usual settings, the existence of bright solitons requires

the presence of the self-focusing nonlinearity. They may also
be supported by nonlinear lattices, which feature alternation
of spatial domains of self-focusing and defocusing, which
give rise to the corresponding periodic pseudopotential [7,14].
On the other hand, self-defocusing nonlinearities, acting in
combination with periodic linear (lattice) potentials, support
bright solitons of the band-gap type [2,3,5]. Nevertheless,
a common belief was that the self-defocusing per se could
not give rise to bright solitons. The situation had changed
when it was demonstrated that the repulsive cubic nonlinearity
with the local strength growing with the distance from the
center r faster than rD , where D is the spatial dimension, can
readily support stable solitons and solitary vortices [15,16].
In the same works, it was proposed how the corresponding
profiles of the nonlinearity modulation can be created in BEC
and nonlinear optics. In particular, the spatial modulation of
the scattering length of interatomic collisions, induced by
spatially inhomogeneous magnetic or optical fields via the
Feshbach-resonance mechanism, can give rise to the required
profile in BEC. Similarly, robust solitons and vortices were
predicted in a more exotic model, with the constant strength
of the defocusing nonlinearity but the diffraction coefficient
decaying faster than r−D [17].
It may be interesting to implement this option for the

creation of bright solitons by purely repulsive nonlinearity
landscapes in other physical settings. For instance, it was
recently demonstrated that the same mechanism works too

in one- and two-dimensional (1D and 2D) media with the
repulsive quintic nonlinearity [18].
This work aims to propose a way of creating bright solitons

in Fermi gases, with balanced spin-up and -down components.
The possibility is to combine the spatial growth of the s-wave
scattering length, which accounts for the repulsion between
the components, in one or two directions, and the harmonic-
oscillator (HO) confining potential acting in the other direc-
tions. It should be noted that the dilute two-spin-component
fermionic gases with the repulsive s-wave interaction do not
feature phase coherence, as they are not superfluids [19].
Nevertheless, their ground states can be accurately described
by means of the density-functional theory [20–22].
Here, we adopt the Thomas-Fermi–von Weizsäcker (TF–

vW) form of the density functional to predict density profiles
and chemical potentials of the Fermi droplets (i.e., bright
solitons) in two different configurations, which are considered
in Secs. II and III, respectively: the quadratic growth of
the scattering length in one direction (z) and transverse HO
confinement in the (x,y) plane; or the quadratic growth of
the scattering length in the (x,y) plane and HO confinement
acting along z. Then, in Secs. IV and V, following previous
results obtained in the framework of themean-field description
of BEC [23–25], we consider Fermi gases without intrinsic
interactions (in particular, it may be a spin-polarized, i.e.,
single-spin-component, gas) and demonstrate that they give
rise to localized ground states under the action of the 2D or
1D HO confinement, if its tightness, i.e., the corresponding
confinement frequency, grows in the transverse directions
faster than

√|z| or r4, respectively. In addition, we demonstrate
that the same confinementswith the spatially growing tightness
support, in a similar way, localized ground states in BEC with
the self-repulsive nonlinearity.

II. 1D NONLINEARITY MODULATION WITH THE
2D TRANSVERSE CONFINEMENT FOR THE

SPIN-BALANCED INTERACTING FERMI GAS

In the presence of an external trapping potentialUext(x,y,z),
the Hohenberg-Kohn theorem [20] ensures that the

043603-11050-2947/2013/87(4)/043603(8) ©2013 American Physical Society
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Abstract

Many of the static and dynamic properties of an atomic Bose-Einstein condensate (BEC) are usually studied
by solving the mean-field Gross-Pitaevskii (GP) equation, which is a nonlinear partial differential equation for
short-range atomic interaction. More recently, BEC of atoms with long-range dipolar atomic interactions are
extensively used in theoretical and experimental studies. In the presence of dipolar atomic interactions, the
corresponding GP equation becomes a partial integro-differential equation, requiring the implementation
of a complex algorithm for calculation of its numerical solution. Here we present numerical algorithms
for calculating both stationary and non-stationary solutions of the full three-dimensional GP equation for
a single dipolar BEC as well as for a binary mixture of two types of dipolar BECs. We also consider
the effective one- and two-dimensional GP equations satisfied by cigar- and disk-shaped dipolar BECs,
respectively. We employ the split-step Crank-Nicolson semi-implicit method with real and imaginary time
propagations, respectively, for the numerical solution of the GP equation for dynamic and static properties of
a dipolar BEC, which is already used in codes for solving the GP equation for BECs with contact interaction
[1, 2]. There are eight different cases that we consider, e.g., stationary and non-stationary solutions of the
GP equation for dipolar BEC in one, two, and three dimensions, and of the binary GP equation in three
dimensions and we provide working codes in Fortran 90/95 and C for these eight cases (sixteen programs
in all). Using these codes, we also calculate and present numerical results for energy, chemical potential,
root-mean-square sizes and density of the dipolar BECs and where available, compare them with results of
other authors.

Keywords: Bose-Einstein condensate; Gross-Pitaevskii equation; Split-step Crank-Nicolson Scheme; Real-
and imaginary-time propagation; Fortran and C programs; dipolar atoms.
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