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RESUMO 

O método de Dirac representa uma ferramenta fundamental para a 

quantização canônica de qualquer teoria que apresente simetrias locais . 

Neste trabalho fazemos uma descrição geral do método e o aplicamos para 

obter a quantização canônica da teoria de bósons quirais em duas dimensões 

, objetos que justificam sua importância devido à sua ligação com teorias 

de cordas. 

ABSTRACT 

Dirac Method is a fundamental tool in order to obtain canonical quan- 

tization of a theory wliich is invariant under local simmetry transforma- 

tions.In this work we make a general description of the method and apply 

it to Two Dimensional Chiral Boson Theory , which are very important 

objects in the construction of string theories. 
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INTRODUÇÃO 

Quando queremos quantizar uma teoria temos como opção de método 

a chamada quantização canônica.Isto implica que classicamente a teoria 

deve ser descrita no formalismo Hamiltoniano.Por outro lado construir uma 

descrição inicial no formalismo Lagrangeano será de utilidade se quisermos 

uma formulação de acordo com a teoria da Relatividade.Com isto um roteiro 

geral rumo à quantização seria o seguinte:Construção de uma formulação 

clássica Lagrangeana,passagem para o formalismo Hamiltoniano e quan- 

tização canônica como último passo. 

Na formulação Lagrangeana a condição que garante a existência e 

unicidade das soluções das equações de movimento é dada pelo fato de 

que o determinante da matriz Hessiana seja não nulo.Por outro lado An- 

derson e Bergmann demostraram que a presença de simetrias locais 

numa teoria implica necessariamente na nulidade do determinante da ma- 

triz citada,fícando as soluções não univocamente determinadas. 

Na passagem para o formalismo Hamiltoniano existe um ponto funda- 

mental que é a definição dos momentos.Para podermos fazer uma passagem 

univoca do espaço de configurações para o espaço de fase devemos ter no- 

vamente que o determinante da Hessiana seja não nulo.Se esta condição 

não for satisfeita surgirão ,a partir da definição dos momentos,relações en- 

tre as variáveis do espaço de fase conhecidas como vinculos e na presença 

destas expressões o processo de passagem para o formalismo Hamiltoniano 

fica truncado.Levando em conta estes fatos,Dirac conseguiu construir um 

método que nos ensina como fazer uma passagem consistente para o for- 

malismo Hamiltoniano no caso de teorias vinculadas, ou,pelo parágrafo an- 

terior, teorias que apresentam simetrias locais. Este fato justifica a enorme 

importância do procedimento de Dirac. 

O método apresenta um sistema de classificação especial para os vincu- 

los que vão surgindo na medida em que vamos impondo condições de con- 

sistência à teoria.Esta classificação divide os vinculos em duas categorias: 

vinculos de primeira e segunda classe. O método mostra que os de primeira 

classe fazem parte dos geradores de transformações de gauge da teoria. 
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enquanto que os de segunda classe resultam representar graus de liber- 

dade espúrios os quais são eliminados substituindo os parênteses de Poisson 

usuais por novos,conhecidos como parênteses de Dirac.Estes substituirão os 

parênteses de Poisson também na hora da quantização : 

  ✓ 
Estes assuntos são apresentados nos três primeiros capitulos deste trabalho. 

No quarto capitulo aplicamos o método de Dirac na quantização de 

bósons quirais livres em duas dimensões isto é , campos escalares livres 

que se movem para a esquerda num espaco-tempo bidimensional.A uti- 

lização do método de Dirac nesta teoria se justifíca devido ao fato dela 

ser invariante por um grupo de transformações locais conhecido com in- 

variança de Siegel.Esta teoria, aparentemente simples ,é de grande im- 

portância na construção de teorias de cordasí^^^.A Lagrangeana de par- 

tida rumo à quantização é a chamada Lagrangeana de SiegeP^^ para a 

qual é possivel obter uma formulação clássica consistente.Porém, na versão 

quântica , surgem algumas inconsistências fatais.Para evitar este problema 

Imbimbo e Schwimmei^^^^ propuseram uma nova Lagrangeana para a qual 

e possivel uma teoria quântica consistente de bósons quirais livred^L 

Uma outra aplicação do método de Dirac foi feita:Quantização de 

bósons quirais imersos num campo eletromagnético (também em duas di- 

mensões ). O resultado obtido é semelhante ao dos bósons livres,sendo que 

o único sinal de interação com o campo de gauge é um fator multiplicativo 

na Hamiltoniana final da teoria, que depende do parâmetro de massa cor- 

respondente ao campo eletromagnético.Estes assuntos são apresentados no 

capitulo 4. 
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CAPÍTULO 1 

A ESTRUTURA BÁSICA DOS FORMALISMOS LAGRANGEANO 

E HAMILTONIANO 

De acordo com o roteiro descrito na introdução apresentamos neste 
/ 

capitulo a estrutura básica do formalismo Lagrangeano e o processo de pas- 

sagem para o formalismo Hamiltoniano.São estabelecidas aqui as condições 

que devem ser satisfeitas para que esta passagem seja univoca.Veremos 

que nas situações em que estas condições não são satisfeitas há uma corre- 

spondência com o fato da teoria estudada apresentar simetrias locais. 

A notação utilizada neste capitulo tenta abranger tanto casos de sis- 

temas com infinitos graus de liberdade (teorias de campos) assim como sis- 

temas discretos,com número finito de graus de liberdade. 

•§1.1: O PRINCÍPIO VARIACIONAL DE HAMILTON E EQUAÇÕES 

DE MOVIMENTO NO FORMALISMO LAGRANGEANO. 

f 
O principio variacional de Hamilton estabelece que as equações de 

movimento do sistema fisico estudado são obtidas a partir da Ação : 

S[Q]= í dTL{Q,ÕQ,T) = 
J (jJ 

/ d^T.L(Q^(T),d^Q^(T),Tl‘) (1.1) 
J 

Onde L é a densidade de Lagrangeana e ,./i = 0,1,..., (P — 1)., os 

parâmetros de descrição .Os , A = 1,2,...,A ,são as coordenadas 

(campos).Para os nossos propósitos basta que a densidade de Lagrangeana 

dependa no máximo de derivadas a primeira nos (dQ ) . ca é o vo 
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lume de integração no espaço dos parâmetros,escolhido conveniente- 

mente de acordo com o sistema estudado (condições de contorno). 

Descrevemos a seguir de maneira sucinta a estrutura matemática que 

nos leva às equações de movimento partindo da ação (1.1). Começamos 

considerando transformações nos parâmetros,da forma: 

(1.2) 

Os ÓT^ são funções infinitesimais arbitrárias que dependem dos parâmetros. 

Consideramos também tranformações nas coordenadas e suas derivadas: 

Q^if) = Q^{T) + 6Q^{T) (1.3) 

dQ^(f) = dQ^(T) + 6dQ'^{T) (1.4) 

Com as no\cLS variáveis podemos considerar a seguinte variação da ação : 

SS = Í L{f,Q,dQ)df- í L{T,Q,dQ,)dr 
J Cj I J iij 

(1.5) 

Note que a forma funcional de L não é alterada.O que queremos é obter 

a variação da ação em função da dependência funcional de L nas suas 

variáveis. 

Logo após algumas manipulações obtemos que a variação da ação ,em 

primeira ordem, se escreve: 

8S = 

Onde: 

(—) \DTk> 

dL ÕL 

+[LU{6Q^ -QÍÔT’«)\dT 

D - 3 a ,, a 
= is:p^)+Qio{gQj) + Qki dQi 

[Li 
õQ^ 

(1.6) 

(1.7) 

(1.8) 
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k = OA,...,{P-l) (1.9) 
ÕQ^ 

ôjk 

De acordo com as bases do principio variacional restringimo-nos a 

variações especiais onde a região de integração não é alterada e a variação 

das coordenadas é identicamente nula na fronteira de u;,ou seja: 

6r = 0 (1.10) 

/ 
No seu ponto fundamental, o principio de Hamilton impõe que a varia- 

ção da ação seja nula para qualquer escolha da região cc e para qualquer 

variação das coordenadas (sempre respeitando (1.10)).Com estas restrições 

a equação (1.6) fica: 

bS= l lL]A6Qdr = 0=^ [L]a = 0 
J u; 

que são as equações de movimento de Euler-Lagrange. 

(1.11) 

Que condições devem ser satisfeitas para existirem soluções únicas das 

equações de movimento ? . Escrevemos as expressões de Euler na forma: 

[L]a = VAÍQ,dQ,r) - W^^s{Q,dQ,r)d,d^Q 
B 

onde: 

VN - 
dL d^L 

dQ^ d{df,Q^)dQB " 

»'S —íí 

d~L 

d{d^Q^)ÕTt^ 

d{d^Q^d,QB) 

Assim,para as soluções das equações de movimento,temos: 

VAÍQ,dQ,T) ~ W^‘'BÍQ,dQ,T)a^d,Q‘^ = 0 

Isolando os termos que contêm acelerações obtemos: 

-WZiQ, dQ, T)dt,doQ'^ + ... = 0 

(1.12) 

(1.13) 

(1.14) 

(1.15) 

(1.16) 
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Este sistema de equações pode ser resolvido se a matriz dos elementos 

que multiplicam as acelerações (conhecida como matriz Hessiana ) tiver 

determinante não nulo: 

*<II"TbI17ío (1.17) 

Invocando o teorema de Cauchy a equação acima garante a unicidade 

das soluções das equações de Euler>Lagrange ; Aqui todas elas são 

de segunda ordem e funcionalmente independentes,fornecidas 2N constantes 

de Integração . 

E importante agora fazermos a seguinte definição :Dizemos que uma 

Lagrangeana é regular se o determinante da matriz Hessiana for não nulo, 

do contrário dizemos que a Lagrangeana é singular. 

•§1.2: A PASSAGEM DO FORMALISMO LAGRANGEANO PARA O 

FORMALISMO HAMILTONIANO 

Nesta seção apresentamos o processo de passagem para o formalismo 

Hamiltoniano e as condições que devem ser satisfeitas para que este pro- 

cesso seja univoco,de modo que a descrição em ambos formalismos seja 

equivalente. 

A notação utilizada abrange somente sistemas com número finito de 

graus de liberdade, afim de facilitar a apresentação . 

A passagem para o formalismo Hamiltoniano esta baseada na definição 

dos momentos e da Hamiltoniana: 

Vh = 
ÕL 

dq^ 
(1.18) 

Onde L é a lagrangeana, p são os momentos e H a Hamiltoniana.Este con- 

junto de equações tem como característica a não dependência de H nas 

velocidades g,de maneira que as funções dinâmicas no formalismo Hamilto- 

niano dependem do conjunto(q,p,t) .Porém há o seguinte ponto : A pas- 

sagem só pode ser feita de maneira univoca se a matriz Hessiana 
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tiver determinante não nulo,ou seja ,se: 

# = rfeí||H^..|l^0 (1.19) 

neste caso o teorema da função inversa garante que existe uma única solução 
qk _ t), permitindo a passagem de um conjunto de variáveis para o 

outro.Note que a condição (1.19) é exatamente a mesma necessária para a 

Lagrangeana ser regular (equação (1.17)). 

Como sabemos,o conjunto de variáveis (q,p) define o chamado espaço 

de fase ; No caso regular qualquer função definida neste espaço (podendo 

também depender explicitamente do tempo) tem sua evolução temporal 

dada por : 

±A{g,p,t) = ^ + {A,H} (1.20) 

De onde surgem os parênteses de Poisson,definidos pela equação : 

{A{q,p,t),B{q,p,t)} = 
d A dB 

dq^ dpk 

d A dB 

dq^ dpk 
(1.21) 

Os parênteses de Poisson tem um papel fundamental dentro do formal- 

ismo Hamiltoniano.Eles possuem as seguintes propriedades importantes: 

i*rAntissimetria; {A,B} = —{B,A} 

i*:Linearidade: {cA + dB, C} = c{A, C} A d{B,C] . c e d constantes. 

i^Elemento nulo: {c, A} =0 c constante. 

★Identidade de Jacobi: {A, {B,C}} + {B, [C, A}}-f {C, {A,B}} = 0 

★ Regra do produto: {AB,C} = A{B,C} A {A,C}B (1.22) 

Os parênteses fundamentais são : 

{q\q'^} =0 = {pi,Pk} {q\Pk}=^k (1-23) 
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Voltemos agora para a formulação Lagrangeana (Com a notação da 

seção (1.1)) para caracterizarmos sistemas que apresentam simetrias,fato 

de importância fundamental em todas as teorias fisicas atuais. 

•§1.3 A CORRESPONDÊNCIA ENTRE A PRESENÇA DE SIMETRIAS 

LOCAIS E LAGRANGEANAS SINGULARES 

Queremos saber que condições deve satisfazer a ação de modo a possuir 

simetrias.Para isto partimos de transformações bem gerais,que englobam os 

sistemas fisicos de interesse para este trabalho; 

_Ç-4(f) = Q-"(Q(r),r) .4 = l,...,iV (1.24) 

Com elas construimos a ação correspondente as novas variáveis: 

S[Q] = S{Q]= í dfL(Q,dQ,f) (1.25) 
%/ u 

o que define o caráter tensorial de L: 

L(Q, ÔQ, f) = dQ, r) (1.26) 

d( t) 
onde = J é o Jacobiano da transformação nos parâmetros. 

Para que as expressões (1.24) representem transformações de simetria 

elas devem preservar a forma funcional das equações de movimento. Esta 

condição em termos da ação se escreve: 

A[Q] = A[Q] (1.27) 
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ou 

í dfL{Q,dQ,f) = í dTL{Q,dQ,T) 
t/ U? J íü 

que fazendo uma mudança de variáveis nos fornece: 

(1.28) 

/ j u; 
dr^L{Q, dQ, dQ, f) - L{Q, dQ, r)) = 0 

OT 
(1.29) 

Para que esta condição seja satisfeita basta que o integrando seja uma 

divergência: 

JL{Q,dQ,f) - LiQ,dQ,r) = (1.30) 

onde A é uma função das coordenadas e dos parâmetros. 

Com o auxilio de (1.25) esta expressão pode ser escrita da seguinte 

forma: 

L{Q,dQ, r) - L(Q, ÕQ, r) (1.31) 

Se o processo (1.24) respeitar (1.31) então representará uma transformação 

de simetria. 

Levando em conta o alcance do nosso estudo vamos considerar a partir 

de agora somente transformações infinitesimais: 

^ 

Q^{r) Q^{r) = Q^{t) + 6Q^{t) (1.32) 

Partindo destas expressões e seguindo a estrutura descrita a partir da 

equação (1.24),podemos chegar a condição que as equações (1.32) devem 

satisfazer para representarem transformações de simetria (em primeira or- 

dem): 

[L]a6'Q^ + d,6A>^ (1.33) 

onde: 

<5* representa “variação de forma”, 6*Q^ = Q^(r) - Q^(t) 
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SA^ são as funções equivn-lentes as presentes na expressão (1.30), para 

o caso infinitesimal. 

Em palavras: Para as equações (1.32) representarem uma transforma- 

ção de simetria infinitesimal é necessário e suficiente que existam P funções , 

6A ,tais que a equação (1.33) seja satisfeita.Uma divisão importante separa 

dois grupos de simetrias : As globais e as Locais. Vamos nos concentrar 

nas tranformações locais. 

Dentro do alcance do nosso trabalho, as transformações (1.32) no caso 

local podem tomar a forma : 

O fato das transformações serem locais refletem apenas que as funções 

arbitrárias dependem dos parâmetros.rj, T,©,^?, 7,/? são funções das 

coordenadas, parâmetros ,e sua derivadas.Substituindo estas expressões em 

(1.33) obten-se as seguintes identidades: 

ár" = // = 0,1,...,(P-1) 

+ (a,f'--(r))*7 .4 = 1,..., .V 

6A = 

SC>‘ = + (a.€''(r))/37 (1.34) 

onde: 6C^ = L8t^ + ~ 

(1.35) 

com: 
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(1.36) 

= ——— 

” ‘ d(d,Q^) 

LUf 

As identidades (1.35) implicam em: 

et[LU-d^{^t'‘mA) = o 

Estas relações , conhecidas como identidades de Bianchi , são con- 

sequência da existência de simetrias locais.E importante notar haverá tantas 

identidades de Bianchi quantas funções arbitráricis e. 

Chegamos aqui ao ponto mais importante deste capitulo:Anderson e 

Bergmann demonstraram que a presença de identidades de Bianchi im- 

plica necessaj-iamente na singularidade da Lagrangeana; Ou melhor:Uma 

Lagrangeana que possui simetrias locais é necessariamente singu- 

lar. Teremos como consequência que para Lagrangeanas singulares haverá 

arbitrariedades nas soluções das equações de movimento.O mais importante 

é que a passagem para o formalismo Hamiltoniano fica comprometida,pois, 

como vimos na equação (1.19),a condição de regularidade da Lagrangeana 

era fundamental para passarmos de um formalismo a outro de uma maneira 

univoca. 

A partir destes fatos muitos autores ([1],[2],[3],etc) se dedicaram a con- 

struir uma formulação que possibihtasse a passagem para o formalismo 

Hamiltoniano no caso singular visando, entre outras coisas,a quantização 

canônica.Faremos uma descrição geral deste procedimento nos próximos 

capitulos. 
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CAPÍTULO 2 

LAGRANGEANAS SINGULARES E O MÉTODO DE DIRAC 

Neste capitulo estudamos o formalismo Lagrangeano para sistemas que 

partem de uma Lagrangeana singular.Apresentamos também o procedi- 

mento que nos permite obter um processo consistente de passagem para 

o formalismo Hamiltoniano,o método de Dirac. A descrição geral é feita 

para sistemas com número finito de graus de liberdade.Os resultados cor- 

respondentes a teorias de campos são apresentados no fim do capitulo. 

•§2.1: DESCRIÇÃO LAGRANGEANA DE SISTEMAS SINGULARES 

Nesta seção apresentamos o procedimento que nos leva as soluções das 

equações de Euler-Lagrange no caso singular. 

Como vimos no capitulo anterior, a singularidade da Lagrangeana está 

ligada ao fato da matriz Hessiana ter determinante nulo.Se esta matriz 

possui N linhas e colunas seu posto R deve ser tal que: 

R<N (2.1) 

o que implica na existência de (N-R) autovetores nulos Ys{q,q) : 

y;iU,,- = 0 s = l,...,{N-R) (2.2) 

Se nos lembrarmos como se escreviam as equações de movimento em termos 

da matriz Hessiana (equação (1.12)), teremos em consequência: 

y:(q,miQ^ú) = o (2.3) 
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observe que estas relações não contêm acelerações . Elas podem ser satis- 

feitas de duas maneiras:Em primeiro lugar consideremos a situação que elas 

sejam satisfeitas identicamente. Neste caso as equações de movimento po- 

dem ser resohddas para R combinações lineares das acelerações ,em termos 

de todas as acelerações restantes e de todas as coordenadas e velocidades: 

zzz q^{q\.. 

a = 1,2, .,i? (2.4) 

Estas são R equações diferenciais de segunda ordem para as quais 

aparecem (N-R) funções arbitrárias q.Somente depois de fixa-las podemos 

obter soluções para as equações de movimento (2.4) ,dadas as condições ini- 

ciais.Isto nos lembra o visto no capitulo anterioriLagrangeanas singulares 

estão relacionadas com certa arbitrariedade das soluções das equações de 

movimento. 

No caso geral as equações (2.3) não são identicamente satisfeitas .Con- 

sideremos então a seguinte situação :Das (N-R) relações (2.3) , r são fun- 

cionalmente independentes de outras s funcionalmente dependentes.1 rela- 

ções são identicamente satisfeitas.Desta situação geral surgem expressões 

da forma: 

Cp{q,q) = 0 0<p<r<{N-R) (2.5) 

que são chamados de vínculos Lagrangeanos. Lembremos que quando 

calculamos o posto da matriz Hessiana não consideramos a presença de 

vinculos. Agora ,levando em conta as relações (2.5),devemos recalcular o 

posto da matriz Hessiana e repetir o processo a partir de (2.2). 

Antes de continuar lembramos que nos cálculos acima não surge nen- 

huma inconsistência.Por exemplo:a Lagrangeana L = q — q imphca na 

equação de movimento 1=0 .Estes casos simplesmente estão nos dizendo 

que a ação correspondente não possui um ponto estacionário e nós estamos 

deixando esta possibihdade de lado dentro dos nossos propósitos . 

Logo após ter esgotado o processo descrito a partir da equação (2.2) 

devemos impor que todos os vinculos que surgirem sejam preservados no 
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tempo, como condição de consistência da teoria.Afim de descrevermos esta 
f 

análise catalogamos antes os vinculos da seguinte maneira: 

/ 
★tipo A: Os vinculos são de tipo A se dependem somente de coorde- 

nadas , Aa{q) = 0. 

/ 
★ tipo B: Os vinculos dependem também das velocidades , B\{q^ q) = 0. 

/ 
Impondo a preservação dos vinculos de tipo A no tempo , devemos ter 

f 
que a sua derivada ou seja nula pelos próprios vinculos ou nos leve a novos 

vinculos.Estes novos vinculos por sua vez podem ser do tipo A ou B para os 

quais devemos repetir o procedimento de consistência. O processo finaliza 

quando as relações A = 0 são identicamente satisfeitas. 

Devemos testar agora a consistência temporal dos vinculos do tipo B. 

Isto pode implicar em novos vinculos do tipo B ou em relações envolvendo 

acelerações .Devemos juntar as relações envolvendo acelerações às equações 

(2.4).Manipulando este novo conjunto ,vinculos tanto do tipo A como do 

tipo B podem surgir para os quais devemos reiniciar o processo a partir da 

verificação da consistência temporal. 

Consideramos que os sistemas estudados partam de uma Lagrangeana 

admissivel,ou seja,todo o procedimento acima se esgota depois de um núme- 

ro finito de passos. 

A situação final encontrada é a que segue: 

o Existem as equações que envolvem acelerações : 

^A{q-qW = Vr{q,q) r = l,...,fc (2.6) 

a = 1,... ,k' 

o Existem vinculos do tipo A e B: 

Aa(q) = 0 

14 
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Bx{q,q) = 0 (2.8) 

As equações À = 0 são identicamente satisfeitas através de (2.7) 

As equações Àq = 0 através de (2.6) 

As equações È\ = 0 através de (2.6) e (2.7) 

Utilizando as equações (2.6) e (2.8) podemos resolver as equações de 

movimento para (k-k’) acelerações : 

r = n = (2.9) 

onde o número de é (N-k) e são arbitrárias. 

Temos assim que a obtenção de soluções para as equações (2.9) depende 

da fixação destes q^ e dos valores iniciais g"(0) e g”(0). Note que estes 

resultados confirmam as afirmações do fim do capitulo 1: A Lagrangeana 

singular implica em ambiguidades nas soluções das equações de movimento. 

Como vemos,a formulação Lagrangeana para sistemas singulares é bas- 

tante complicada.Porém.na prática todo o processo descrito acima e esgo- 

tado em poucos passos.Vejamos um exemplo simples afim de esclarece-lo. 

Consideremos a Lagrangeana: 

L{qi^q2, qiÀ2) = 2^^ + (1 “ cí)Çi92 + ^(Çi ~ Çz)^ (2.10) 

que contém duas constantes arbitrárias a e j3. 

A Hessiana de L é: 

W = 

15 

0 

0 
(2.11) 



ou seja,L é singular para qualquer valor de a ou (3 ,o motivo é que não há 

termo cinético para 92-As equações de Euler-Lagrange ficam: 

dL d ÕL . ^ 

'dq ~ di ~d^ ^ ~ ” ^^2 - çi = 0 (2.12) 

aqi - (3{qi - Ç2) = 0 (2.13) 

A equação (2.12) é uma equação de movimento válida,envolvendo ace- 

lerações .(2.13) é um vinculo a não ser que a= 0 e /? = 0 .Separemos cada 

caso: 

o CASO A a :=0e/3 = 0 

Aqui a equação (2.12) se resume em q\ = 0,não há equação de movi- 

mento para qn que permanece completamente arbitrária.Obviamente neste 

caso a Lagrangeana e L = + ^(ç'ig'2) oude Ç2 aparece dentro de uma 

derivada total,irrelevante para as equações de movimento.Porém,lembrando f 
o que vimos no capitulo 1,podemos interpretar a arbitrariedade de qo como 

uma invariância de L sob transformações 6q2 arbitráricis,levando-nos as iden- 

tidades de Bianchi (equação (1.36)) ;no caso: 

aqi - (3{qi - q2) = 0 (2.14) 

o CASO B a = 0e /3j^0 

Neste caso a equação (2.13) toma a forma: 

A = q2-qi=0 (2.15) 

que por consistência nos leva em — Ç2 — 0. A equação de movimento é 

simplesmente qi = 0 junto da condição anterior. 

o CASO C 



o vinculo (2.13) fica: 

Bi = aqi - í^iqi - q2) = 0 (2.16) 

que é de tipo B.De acordo com o processo descrito anteriormente devemos 

calcular sua derivada temporal e impor consistência: 

~Bi = aqi - i3{qi ~ qi) = ~ —{q\ ~ 92) ~ (2.17) 
dt ^ 

onde usamos a equação (2.16). Juntamos agora esta equação com (2.12),o 

que nos le\'a a nova condição : 

(/3 - Q'^)(q'92 -/5(çi - 92)) = 0 (2.18) 

Neste ponto surgem duas possibilidades: j3 = on (3 . 

★ Caso Cl (3 = or 

A equação (2.18) é identicamente satisfeita e Bi — 0 é uma primeira in- 

tegração para (2.12).Novamente q2 é arbitrária mas está presente na dinâmi- 

ca de qi. 

★ Caso C2 /3 7^ 

Temos um vínculo do tipo B, B2 = aq2 - l3(qi - 92) ,que combinada 

com o vínculo anterior Bi nos da as seguintes equações : 

aqi - P(qi - 92) = 0 (2.19) 

qi -Ú2 = 0 

Impondo consistência para (2.19) obtemos: 

(3{qi - q2) -cxq2- (3 
{qi - Ú2) 

= 0^ 

(2.20) 
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(q - ^{qi -qo)) = 0 (2.21) 

que é identicamente satisfeita por (2.20).assim as soluções correspondentes 

para as equações (2.19) e (2.20) são : 

qi{t) =-{ci - C2)tC2 (2.22) 
a ' 

q2{t) = ^{ci - C2)t + C2 (2.23) 

onde os c são constantes deteminadas pelas condições de contorno. 

Finalizamos aqui esta discussão sobre formalismo Lagrangeano singu- 

lar.A importância desta seção esta no fato de podermos comparar seus re- 

sultados com os obtidos no Formalismo Hamiltoniano,via método de Dirac, 

que é o assunto a seguir. 

•§2.2:SISTEMAS SINGULARES NO FORMALISMO HAMILTONIANO: 

O MÉTODO DE DIRAC 

Para começar a passagem para o formalismo Hamiltoniano definimos 

os momentos: 
f)T, 

(2.24) Pi = 
dq^(q,q) 

No caso regular estas relações podem ser invertidas, obtendo ç* = q^{q,p) 

como tínhamos visto na equação (1.19).Porém No caso de Lagrangeanas 

singulares temos que o posto R é menor que N,o que implica que há somente 

uma matriz (RxR) , Waa = para a qual poderemos resolver as relações 

(2.24) para as velocidades e expressa-las como funções das coordenadas, 

dos momentos e do resto das velocidades q^: 

= rÍQ,Pa,q^) (2.25) 
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denotamos que a vai de 1 a R e /? de (R+1) a N; o indice q pode assumir 

R valores.Substituindo (2.25) em (2.24) obtemos: 

p, = gi{q,q°,q^) = = 9i{q,Pa,q^) (2.26) 

do que concluimos que §a = Pq.As outras (N-R) funções g não podem 

depender de q^ pois senão poderiamos resolver as relações (2.24) para mais 

velocidades. Temos então: 

Pr = 9r{q,Pa) (2.27) 

Estas relações recebem o nome de vínculos primários do formalismo 

Hamiltoniano.Eles confirmam o que tinhamos comentado no capítulo 1:0 

fato da Lagrangeana ser singular compromete a passagem para o formalismo 

Hamiltoniano pois as variáveis do espaço de fase não são completamente in- 

dependentes. 

No caso singular a Hamiltoniana passa a depender,a principio também 

das velocidades indeterminadas q^\ 

Hc{q,PaA'') = PiÒ.'- L{q.q) (2.28) 

O indice c denota Hamiltoniana canônica.Fica subentendido que quan- 

do o indice i toma os valores r, pr deve ser substituído por 9r{q-,Pa)i e 

quando assume os valores a deve ser substituído por /“ ((eq. 2.25)). 

Estudamos agora como Hc depende nas suas variáveis.Após simples 

manipulações obtemos: 

õHç 

dqi 

dHç 

dpa 

dL , . dgy 
^ I- qv— 
d(ii 

= r + 

dHç 

dqp 

dqi 

^Pa 

0 

(2.29) 

(2.30) 

(2.31) 
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ou seja , Hc não depende das velocidades mesmo no caso da Lagrangeana 

ser singular.A Hamiltoniana é função exclusiva das variáveis do espaço de 

fase. 

A segunda destas equações pode ser posta em correspondência com 

(2.25) pois determina as velocidades Devido a este fato podemos fazer a 

seguinte identificação :0 indice a junto do q variam de 1 a R , p e v vão de 

(R+1) a N.Com isto as equações de movimento ficam: 

q = 

Pr = 

dH, 

^ ^ 
OPa 

dHc 

dq^ 
+ q 

dgv 

dpa 

dq^ 
(2.32) 

Estas equações tem um certo parentesco com as equações de movimento 

para sistemas regulares,porém as modificações são fundamentais:Existem 

termos extras no lado direito das equações (2.32) que dependem de funções 

arbitrárias q'^ fato que é análogo à presença deste tipo de funções no formal- 

ismo Lagrangeano singular.E importante notarmos que devido a presença 

de vinculos o movimento se passa num subespaço de dimensão (N-l-R) do 

espaço de fase total. 

As equações de movimento (2.32) podem ser colocadas de uma forma 

mais conveniente.No caso regular os parênteses de Poisson representam uma 

ferramenta poderosa.Vamos fazer algumas definições visando poder colocar 

as equações de movimento (2.32) em termos daqueles parênteses. 

Seja F(q,p) uma função do espaço de fase,e calculemo-la na região que 

os vinculos (2.27) definem (chamada superficie vincular): 

F{q,P)\Tp = F{q,Pa,gv{q,Pa)) (2.33) 

se F é identicamente nula após esta operação ,dizemos que F é fracamente 

nula para o qual adotamos a notação F « 0. Por outro lado se além disto o 
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gradiente de F é zero na siiperíicie vincular |r dizemos que F é fortemente 

nula,denotada por F” ~ 0: 

V%’ dpi^ 
^ F ~ 0 (2.34) 

Usando estas definições pode-se mostrar facilmente que há a seguinte co- 

rrespondência:Uma função do espaço de fase fracamente nula é fortemente 
/ 

igual a uma combinação linear dos vinculos: 

F « 0 F ~ Gy 
ÕF 

dpv 
(2.35) 

/ 
E importante notar que funções identicamente nulas em todo o espaço 

de fase são fortemente nulas,pela própria definição (2.34). 

A correspondência (2.35) implica em: 

0 

{f -G V 0 (2.36) 

Vamos agora usar estas definições nas equações de movimento(2.32). 

A Hamiltoniana está definida num espaqo de fase reduzido , a superfície 

vincular,de maneira que podemos considerar Hc como sendo a restrição para 

0 espaço de fase reduzido de uma função H’ definida no espaço todo,isto é: 

Hc-H' ^0 (2.37) 

substituimos agora (2.37) no lugar de F em (2.36),obtendo: 

dHç _ 

dq^ ÕQi 
0 
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d}f dpi V dpi, 
0 (2.38) 

definindo H = H' - Gv^~ e usando as expressões (2.38) podemos obter 

facilmente: 
dpv 

dH .^dGy ( . 
 1- q — - « H + q Gy] 

dpa opa 

dH .BGy 

que podem ser resumidas na forma: 

{p,,H + q^Gy} 

À{q,p) ^ {A,Ht} 

Ht = H, + q-Gy 

para qualquer função A do espaço de fase. 

(2.39) 

(2.40) 

(2.41) 

(2.42) 

Ht é a chamada Hamiltoniana total. As expressões (2.40) e (2.41) 

nos mostram o importante fato de que a definição de igualdades fracas nos 

permite escrever as equações de movimento em termos dos parênteses de 

Poisson. 

A forma dos vinculos definida em (2.27) às vezes não é muito con- 
/ 

veniente. Devido a este fato vamos expressar os vinculos de uma forma 

implicita: 

4>v{q,p)^^ V = {R+l),...,N (2.43) 

Devemos ter cuidado também com outro detalhe:se surgir como vinculo 

uma relação do tipo (jA ^ Q ela deve ser linearizada,pois ela representa na 

realidade uma quantidade fortemente nula.Levando em conta este detalhe 

as equações de movimento podem ser escritas da forma : 

Ã |A, ÍLt} ~ {^5-f^c} +(2.44) 

onde os p são funções arbitrárias que estão relacionadas com as velocidades 

indeterminadas. 
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A partir deste ponto devemos verificar que a dinâmica do sistema , 

condensada na equação (2.44),preserva os vinculos no decorrer do tempo.Is- 

to é necessário para garantirmos a consistência da teoria: 

0^ {(f>r,Hc} + fi^{4>r,(í>s} (2.45) 

Consideramos também no formalismo Hamiltoniano que não surgirão 

inconsistências no tratamento,correspondentes a Lagrangeanas não admissi- 

veis. 

Para discutirmos claramente as consequências de (2.45) usaremos a 

seguinte notação : 

hr = {(pr,Hc} Prs = {4>r,(í>s} (2.46) 

Podemos nos deparar com 4 tipos de situações : 

o CASO lA h^O detP ^ 0 

Neste caso (2.45) é um sistema inhomogêneo de equações lineares, com 

soluções : 

fis ~ -Psr^hr (2.47) 

os II ficam fracamente determinados.As equações de movimento para 

qualquer função do espaço de fase tomam a forma: 

Á « - {A, {</>., ffc} (2.48) 

depois de especificarmos as condições iniciais para as coordenadas e 

momentos (sujeitas as restrições </> = 0) podemos resolver estas equaqões 

sem ambiguidade. 

o CASO IB h^O detP « 0 
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Para as equações (2.45) terem solução ,h deve satisfazer algumas condi- 

ções .Seja R o posto de P.Como P é uma matriz (N-R)x(N-R) ela deve 

possuir neste caso (N-R-M) autovetores nulos: 

^s(q^P)Psr^0 Q = - R - M) (2.49) 

Multiplicando os autovetores e" na equação (2.45) obtemos: 

O^e^hr (2.50) 

onde estas equações podem ser satisfeitas identicamente ou nos levam a 
/ / 

um número V de novos vinculos. Chamamos estes novos vinculos de se- 

cundários.Eles restringem o espaço de fase a uma nova superfície vincular 

o CASO 2A h^O detP 0 

A solução é trivial , « 0 ou Ht — Rc- Pode ocorrer que h 0 

surja de Hc = 0 que está relacionado com o fato da teoria ser in\^riante por 

reparametrizações [5].Não nos aprofundaremos no estudo desta situação . 

o CASO 2B h^O detP ^ 0 

Neste caso temos um sistema de equações homogêneo para os p.Se M é o 

posto de P então (N-R-M) multiplicadores ficam fracamente determinados. 

Como conclusão geral destes 4 casos vemos que há situações em novos 

vinculos surgem,definindo um nova superfície vincular P': 

~ Olr' (^ = (-R + 1), • •., A") (2.51) 

XV~0|r' (/?' = !,...,/') (2.52) 

onde os x são os vinculos secundários que surgem das relações (2.50).A 

notação |r' e um ponto muito importante: ela indica que as igualdades 

fracas estão agora relacionadas com a nova superfície vincular Ph 
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Temos que testar também a consitência dos vínculos secundários. Com 

isto a matriz P sofre uma alteração fazendo com que seu posto diminua. 

Assim , novos vínculos podem surgir para os quais devemos repetir o pro- 

cesso,que deve se esgotar num número íinito de passos.A situação final é a 

seguinte: 

Existe um subespaço P/ do espaço de fase 2N dimensional definido por: 

~ 0|r^ {r = (R+1),.. .,N) 

Xp~0|r/ (p'= 1,.. 

e para todos os autovetores nulos da matriz: 

D=( 
V |xp5 4^s\ 

as condições : 
(0. 

(2.53) 

(2.54) 

(2.55) 

(2.56) 

são satisfeitas identicamente.Para os multiplicadores arbitrários temos: 

{(j)r,H} -f {(f)r,<í)s}tl" ^ 0|r^ 

{Xp^H} -h {xp,</>4/^* ~ 

(2.57) 

(2.58) 

com 

são 

Um ponto importante que veremos agora e que esta relacionado 

a liberdade de escolha das funções arbitrárias,é saber quantos dos 

determinados. 

A resposta depende do posto da matriz D (equação (2.55)).Se o posto 

de D for (N-R) então todos os // são determinados.Por outro lado se o posto 

for um certo K menor que (N-R) somente K funções são fixas,deixando 

(N-R-K) completamente arbitrárias.Neste caso a matriz D possui (N-R-K) 

autovetores nulos : 

(2.59) 
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J = l,:.,{N-R-K) (2.60) 

Como qualquer combinação linear dos vinculos é também um vinculo 

definimos: 

(j)'^ = ei(f)r (2.61) 

Desta forma as duas últimas expressões implicam que os parênteses de 

Poisson entre os <f)^ e todos os vinculos são fracamente nulos,ou seja: 

{<)>■’, (f,r} (2.62) 

{<!>■':Xp}~0 (2.63) 

De acordo com Dirac uma quantidade é chamada de primeira classe / 
se seu parênteses de Poisson com todos os vinculos for fracamente nulo . 

Chamemos por outro lado de = {{N — R — K + 1)^... — R) todos 

os vinculos primários que não surgem de (2.61).Temos em consequência 

que eles não são de primeira classe e são chamados de segunda classe.Os 

vinculos secundários também são separados em duas classes.Com esta cla- 

ssificação escrevemos a soma em termos de quantidades de primeira e 

segunda classe: 

(p'^vj + (2.64) 

com isto as equações (2.57) e (2.58) ficam: 

{<!>■’, Hc}^0 (2.65) 

{,X‘'.-Ííc}í»0 (2.66) 

+ (2.67) 

+ (2.68) 

E possivel demonstrar que todos os multiplicadores fij destas equações 

são determinados[5]. Juntando este fato ao desaparecimento das funções 

chegamos a importante conclusão que existem tantas funções indeter- 

minadas quantos vinculos primários de primeira classe. 
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Adotemos agora a seguinte notação : 

(2.69) 

A é a matriz de todos os vinculos de segunda classe.Denotemos os 

elementos de A na forma: 

= {C^,C} (2.70) 

com isto as equações (2.67) e (2.68) ficam: 

{C“,ííc} + A«^/i, «0 (2.71) 

pelo fato de A ser não singular [3] podemos fazer as operações : 

(2.72) 

A„-J{C“,ífc}«0 (2.73) 

A primeira destas equações fixa todas as funções arbitrárias possiveis. Com 

isto as equações de movimento para uma teoria que apresenta vinculos 

podem ser escritas da forma: 

+ (2.74) 

utilizando a equação (2.73) esta expressão se escreve íinalmente: 

À^{A,H,} + vj{A,<l>-’} - {.4,C'}A-qC“,Jíc} (2.75) 

Para familiarizamos um pouco com o método de Dirac vamos utiliza-lo 

para analizar o exemplo visto na seção anterior e comparar os resultados. 
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Consideramos então a Lagrangeana: 

L[quq2,q\,q2) = +Ç2gi + (1 - Q')giÍ2 + ^{qi - q2? 

Determinamos os momentos (equação (2.24)): 

dL 
— =pi=qi+q2 
dqi 

— =P2 = {l-a)qi 
uQo 

/ 
onde a segunda equação representa um vinculo primário 

(f) = P2 + {a - l)gi ~ 0 

A Hamiltoniana canônica é obtida como segue: 

Hc = Piji - L=^{pi- q2f - ^(qi- q2? 

Ht = Hc + p\j:>2 + (« - l)gi] 

Consistência do vinculo primário (equação (2.45)): 

0 ^ {(f),Hp} = X = o^ÍPi - Q2) - f3{qi - Ç2) 

CASO A a = 0 = ^ 

Aqui temos que o vinculo primário (f) se preserva no tempo identica- 

mente;assim não surgem novos vinculos e e de primeira classe.As equações 

de Hamilton (2.75) se escrevem: 

~ 0 q2^ p (2.82) 

(2.79) 

(2.80) 

(2.81) 

(2.76) 

(2.77) 

(equação (2.27)): 

(2.78) 
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Pi « /i P2 = Pi - 92 « 0 = 0 (2.83) 

com 11 arbitrário ,que implica em q2 arbitrário .Estes são também os resul- 

tados da analise Lagrangeana (na seção anterior). 

CASO B Q' = 0 /3 ^ 0 

Neste caso surge um vinculo secundário: 

X = 9i - 92 ~ 0 (2.84) 

/ 
que é exatamente o vinculo encontrado no tratamento Lagrangeano( equa- 

ção (2.15)).Impondo consistência temporal em x obtemos: 

0 ~ X ~ {91 - 92, Ht) = (pi - 92) - P (2.85) 

que impõe a condição que determina o multiplicador /i(caso lA). Com isto 

a Hamiltoniana fica: 

1 0 
Hp = -(pi - 92)^ + |(9i - 92)^ + {Pi - 92)(P2 - 9i) (2.86) 

Vemos também que os vinculos são de segunda classe.Com isto as equações 

de movimento se escrevem: 

9i = 92 pi = p2 = fi = pi - qi ^ 0 

9i = 0 (2.87) 

que são consistentes com o que foi visto no tratamento Lagrangeano. 

CASO C a^O 

A consistência temporal de x implica em: 

X = {X, íít} = -0[{Pi - 92) - a(9i - 92)] + (/^ - «“)// (2.88) 

daqui temos as seguintes possibilidades: 

Caso (Cl) 0 = 

A expressão anterior se transforma em: 

0^ X = (2.89) 

29 



que é identicamente satisfeita,de modo que não surgem novos vinculos . 

Analisamos suas clcisses: 

{0,\'}«O (2.90) 

O que mostra que são de primeira classe. 

Caso (C2) (5 ^ Q'2 

A condição de consistência de x implica na determinação do multipli- 

cador fi: 

l-í ~ ^ — [(pi - Ç2) - Q'(gi - Ç2)] (2.91) 

Q 

p, «^(gi-g2) (2.92) 

com isto as equações de movimento ficam: 

qi=Pi-Q2=fí (2.93) 

Q2 = P (2.94) 

Pi =-{qi-Q2)í3+{o!-l)i2 = fi (2.95) 

P2 = (1 - o^)p (2.96) 

cujas soluções são exatamente as encontradas nas equações (2.19) e (2.20). 

Isto finaliza a discussão sobre o primeiro passo do método de Dirac: 

conseguir passar do Formalismo Lagrangeano para o Hamiltoniano consis- 

tentemente,no caso singular.Veremos no próximo capitulo a importância da 

classificação dos vinculos em classes : Os de primeira classe se relacionando 

com a liberdade de gauge da teoria ,enquanto que os de segunda classe 

são eliminados pois representam graus de liberdade desnecessários.Veremos 

também que estes fatos são ferramentas fundamentais para se construir uma 

quantização canônica consistente. 

Para finalizar este capítulo apresentamos os conceitos básicos para uti- 

lizar o método de Dirac no caso de Teorias de Campos. 
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•52.3: MÉTODO DE DIRAC E TEORIAS DE CAMPOS 

Nesta seção vamos apresentar resumidamente como o método de Dirac 

se adapta para infinitos graus de liberdade. 

Em teorias de campos a Lagrangeana é um funcional nos campos e suas 

derivadas temporais.Por isto ao invés de trabalharmos com a Lagrangeana 

é mais conveniente usar a densidade de Lagrangeana: 

l = (2.97) 

Em termos da densidade de Lagrangeana as equações de movimento se 

escrevem: 
nr, ni 

0 (2.98) 
dL dL 

dQa ^d{d,Qa) 

Os momentos e a Hamiltonianan são definidos como segue: 

61 
n“(a:) - 

6Qa{x) 
(2.99) 

h = dxIl{x)Q{x) — l = (2.100) 

onde o simbolo “é” representa derivadas funcionais.H representa a densi- 

dade de Hamiltoniana, 

Os parênteses de Poisson (a tempos iguais) fundamentais se escrevem: 

(2.101) 

Onde os parenteses de Poisson sao dados pela expressão: 
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ÒA 6B 6A 6B 
{A^B} 

xo=yo óQa(2)(5n,(z) 6Ila(2) SQa(z) 
) (2.102) 

Vemos que no caso de infinitos graus de liberdade temos algumas mu- 

danças no parênteses de PoissomObviamente a soma sobre os indices foi 

substituida por uma integral sobre cada ponto do espaço de configurações 

,e as derivadas parciais por derivadas funcionais nas variáveis do espaço de 

fase. 

/ 
No caso singular devemos lidar com os vinculos .Para teorias de campos 

eles não são mais equações algébricas entre variáveis do espaço de fase mas 

relações funcionais que podem envolver derivadas espaciais: 

(f>v = (f)vlQ,'B,dQ,dIl] (2.103) 

Outra caracteristica presente em teorias de campos é que junto do fato 

dos vinculos serem fracamente nulos,tanto suas derivadas como integrais es- 

paciais o são .Além disto não é mais verdade de que uma função fracamente 

nula é uma combinação linear de vinculos,ela se transforma em relações 

integrais.Com isto a Hamiltoniana total se escreve: 

hr = hc + = JdSHr (2.104) 

onde os fi{x) são os multiplicadores arbitrários.A condição de consistência 

temporal se escreve: 

0 ~ {(ps{x),hT} = {(f>s,hc} + J dyfi^(y){(Ps{x),(f)^{y)} (2.105) 

com os (j)y sendo os vinculos primários de primeira classe. Finalmente as 

equações de movimento adotam a forma: 

Qa(x) « {Qa{x),hi{x^)} 

n“(x) « {U%x),hTÍx^)} 
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As considerações apresentadas nesta seção são apenas básicas para o 

uso do método de Dirac em teorias de campos.Existem várias peculiari- 

dades que são caracteristica de estarmos trabalhando com infinitos graus 

de liberdade. Algumas caracteristicas adicionais relacionadas com teorias de 

campos serão apresentadas no próximo capitulo. 

Em função dos nossos propósitos não nos aprofundaremos nestes a- 

ssuntos,mas uma vasta literatura pode ser sugerida[5,16]. De qualquer 

forma existe uma série de problemas a serem resolvidos nesta formulação 

que a tornaram objeto de estudo de vários autores [17,18]. 
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CAPÍTULO 3 

VÍNCULOS,TRANFORMAÇÒES DE SIMETRIA E TRANFORMAÇÕES 

DE GAUGE 

/ / 
No capitulo anterior classificamos os vinculos em primeira e segunda 

/ / 
classes.Justificaremos neste capitulo esta classificação :Veremos que os vin- 

culos de primeira classe estão relacionados com as transformações de gauge 

da teoria.Por outro lado veremos que os vinculos de segunda classe repre- 

sentam graus de liberdade espúrios ,e como o método nos ensina a elimina- 

los.Consideraremos dois casos em separado:quando existem somente vincu- 
/ 

los de primeira classe e quando só existem de segunda classe,o caso hibrido 

será uma consequência destes dois. 

A notação utilizada nesta seção corresponde a teorias com número 

finito de graus de liberdade. 

•§3.1: VÍNCULOS DE SEGUNDA CLASSE E PARÊNTESES DE DIRAC 

/ 
Quando na teoria estudada estiverem presentes somente vinculos de 

segunda classe as equações de movimento tomarão a forma: 

Á ^ {A,H4 - {.4,r}A;j{r,ií4 (3.1) 

onde A é a matriz dos vinculos de segunda classe,conhecida também como 

matriz de Dirac: 

A = {C".r} (3.2) 

Lembramos que A é não singular e antisimétrica[3],para sistemas com 

número finito de graus de liberdade.Isto implica que A é de dimensão par,ou 
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f 
melhor,o número de vínculos de segunda classe é par, 2M.Neste caso não 

há presença de funções arbitrárias e a dinâmica do sistema está bem de- 

terminada,definida num sub-espaço, de dimensão 2(N-M),do espaço de fase 

total (a superfície vincular). Com isto o número de graus de liberdade 'é 

exatamente 2(N-M). 

f 
Como dissemos na introdução desta seção os vínculos de segunda classe 

implicam na existência de graus de liberdade espúrios da teoria (compro- 

varemos isto na próxima seção ).Tendo em vista este fato Dirac definiu um 

equivalente aos parênteses de Poisson que eliminam esses graus de liberdade 

irrelevantes.Eles são chamados de parênteses de Dirac: 

= [M,M) - (3.3) 

onde os A são funções quaisquer do espaço de fase. 

Os parênteses de Dirac gozam das mesmas propriedades (equações 

(1.22)) que os de Poisson,menos as relações correpondentes aos parênteses 

fundamentais (num caso geral). 

No capitulo 2 vimos a importância de definirmos os vínculos usando o 

conceito de igualdade fraca. Porém fazendo uso dos parênteses de Dirac não 

precisamos mais fazer essa diferenciação : 

{Aq}ü = - {.4,cqA-*{c,cq 

= {A,(;^}-{A,C}S.x = 0 (3.4) 

ou seja ,se trabalharmos com os parênteses de Dirac não há mais nece- 

ssidade de se distinguir igualdades fracas de igualdades fortes. Em ou- 

tras palavras:para sistemas de segunda classe o uso de parênteses 

de Dirac permite que possamos impor fortemente os vinculos.Por 

outro lado os novos parênteses não alteram as equações de movimento: 

{A,Ht}„ = {A,Ht} - {A,C}Kp{<"’^T} “ ^ (3-5) 

em suma:Para sistemas de segunda classe podemos substituir os 

parênteses de Poisson pelos parênteses de Dirac. 
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o uso de Parênteses de Dirac nos permite eliminar os graus de liberdade 

desnecessários da teoria,o que nos sugere a seguinte pergunta: E possivel 

isolar os graus de liberdade que permanecem,como pares canônicos ? .Isto 

significa que no caso afirmativo o sistema é descrito num sub-espaqo de 

fase,com cada coordenada Qí tendo seu correspondente momento pi. Vamos 

agora tentar responder a esta pergunta. 

Queremos encontrar 2(N-M) variáveis x = {q^^Pa) ^ o, = 1,..., {N — M) 

formando (N-M) pares canônicos,{£’Q,f;,} = Tab onde : 

r=(-/ í) (3-6) 

/ 
I sendo a matriz identidade. Queremos também vinculos que sejam identi- 

camente nulos,como funções das no\n,s variáveis x : Cm(^) ~ G(^(^)) = 0 

.Então,para uma grandeza do espaço de fase temos: 

Â{x) = A(a:)|^=o = 

Os parênteses de Dirac se transformam em: 

Que acaba se tornando um parênteses de Poisson do espaço de fase re- 

duzido ,onde se passa a dinâmica do sistema, não havendo mais vinculos.Pa- 

ra um caso geral é difícil dizer se realmente podemos achar estas 

novas variáveis[5].No exemplo que vimos no capitulo 2 o procedimento e 

possivel: 

Tomemos para simplificar o caso B(equação (2.84)). O espaço de fase 

como um todo tem uma base (gi,g2,Pi,P2).Existem por sua vez os vinculos 

Cl = P2 - Çi , (2 = Ç2- então: 

= ”o0 ^ 

N-M 

=0= E 
a = l 

_ d A ÕB 

dq^ dpa dp^ dqa 
(3.8) 

(3.7) 
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{A,B}^ = {A,B} - {A,G}{Í2,B} + {A,C2}{<i,B} (3.10) 

Agora é simples encontrar uma tranformação de variáveis a qual transforme 

os vinculos em variáveis canôniccts: 

Qi = qi Q2 = q2-qi = C2 (3.ii) 

Pi =Pi-^P2- q2 P2=P2-qi= Cl (3.12) 

com o que obtemos facilmente: 

= l (3.13) 

{Q,,X}„ = 0 {P2,X}^ = 0 (3.14) 

onde X representa qualquer uma das novas variáveis canônicas. 

Resumindo o visto nesta seção podemos dizer que os parênteses de 

Dirac são um instrumento muito eficaz na identificação dos verdadeiros 

graus de liberdade de uma teoria vinculada.Eles representam também um 

passo fundamental rumo a quantização canônica,como veremos mais para 

frente. 

• §3.2: VÍNCULOS DE PRIMEIRA CLASSE E TRANSFORMAÇÕES DE 

GAUGE 

A outra situação especial que estudamos a seguir é quando todos os 

vínculos presentes na teoria estudada são de primeira classe.Com isto as 

equações de movimento tomam a forma: 

Á!^{A,Hc} + ví{A,^^} (3.15) 

Qg sao os multiplicadores arbitrarios.A. e:\.istencia destes multipli- 

cadores tem implicações muito importantes,como vemos a seguir.Suponha- 

mos que o sistema se encontra no estado (ço^Po) no instante inicial (t = 
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ío).Podemos ver que ele poderá evoluir para pontos diferentes do espaço 

de fase,dependendo da escolha que fizermos dos vK Isto significa que cada 

estado fisico não esta associado a um único ponto do espado de fase,más 

a um conjunto de pontos determinando uma região no mesmo .As trans- 

formações que nos levam de um ponto a outro destas regiões são chamadas 

de transformações de gauge.Uma primeira questão importante é saber quais 

são os geradores destas transformações : 

Para isto estudamos a seguinte situação :Sejam A\ e A\i duas funções 

do espaço de fase que evoluem a partir de um mesmo estado inicial Aq mas 

com multiplicadores arbitrários diferentes,respectivamente,A e A'.As duas 

representam o mesmo estado fisico. 

Em primeira ordem podemos escrever: 

.4,(í) = .4o + ^St = 

^0 + {^0? -f^c} + {^0? 4^^} 

Ax{t) = Ao + {Aq,Hc} + A'j {Ao, (f>^} (3.16) 

onde os são os vinculos primários de primeira classe. Calculamos a 

diferença entre as duas trajetórias: 

Ax{t) - Ax'{t) = ó/(A,(0) - A'(0)){Ao,c/>^} (3.17) 

o que está nos mostrando que os vinculos primários de primeira 

classe são geradores de tranformações de gauge. podemos escrever 

a equcLção (3.17) da seguinte maneira: 

ÔA = €j{A,<P^} (3.18) 

onde e = ót( A — A' ).Um ponto fundamental que torna estas transformações 

consistentes com a teoria é que elas não nos levam fora da superfície vincu- 

lar De fato,os (p^ comutam com todos os vinculos (sao de primeira classe!) 
^0 que nao geram transformações sobre a superfície acima.Estes 
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f 
argumentos explicam por que os vinculos de segunda classe não são consi- 

derados como geradores de transformações de gaugeieles nos levam fora da 

superfície vincular. 

Uma pergunta importante que surge também é se os vinculos primários 

de primeira classe são todos os geradores possiveis das transformações de 

gauge.Aplicando o método de Dirac a exemplos simples é possivel confirmar 

que eles realmente não esgotam todas as possibilidades. Devido a estes fatos 

Dirac [3] postulou que os vinculos secundários de primeira classe também 

contribuiríam para os geradores de transformações de gauge.Fazemos a 

seguir uma discussão a respeito deste fato. 

Começamos considerando duas trajetórias fisicas,ou seja,duas soluções 

das equações de movimento ; (çs(/),ps(t)) e (gs(f) + + G(^))-A 

trajetória variada deve satisfazer as equações de movimento (2.30) e as 
/ 

condições de vinculo(2.27); assim: 

Çq + ia= + flr,Pl3 + Cp) 
UPct 

~ÍQp + ’np)'^'{Qr + Vr.Pp Cp) (3.19) 

Ps + Cs = + Pr-iPp + Cp) 

-{Çp + ^p)^^{Qr + Pr,Pp + Cp) (3.20) 
OPa 

Pp Cp — 9pÍQr + Pr-íPp + Cp) (3.21) 

Expandindo os lados direito das equações acima em primeira ordem de 

77,C,t?,C e usando as equações de movimento não variadas,((2.29) e (2.30)) 

obtemos: 
dHl dHl 

dÇrdpa dppdpcc ^ 

^9p... 

dpa 
9p-9a=0 (3.22) 

dH^ ^ , dHl 

dqrdqs ^ dppdqs 

^9p 

dqs 
9p Cs 0 (3.23) 
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(3.24) 
dgp 

dqs 
r}s + 

dgp 

dpa 
- Cp = 0 

que representam as condições para a trajetória variada ser fisica. 

Um gerador de transformações de gauge geral deve nos levar de soluções 

das equações de movimento em outras soluções ,de modo que ele deve sa- 

tisfazer: 

grii) = {qr,G] Cr(<) = {Pr,^} (3.25) 

CcLStellani [4] propos a seguinte forma para o gerador G: 

G = 

n = 0 

(3.26) 

denota derivada temporal enésima.Substituindo estas expressões em 

(3.22) (3.23) e (3.24) obtemos ,após algumas passagens: 

{Go,Ht} = c.1.p 

Gq + = c.l.p 

Gi -l- — c.l.p 

Gk-i + {Gk^Hr} = c.l.p 

Gk = c.l.p (3.27) 

{Gn,4>} = c.l.v (3.28) 

onde (c.l.p) e (c.l.v) significam “combinações lineares de vinculos primários” 

e “combinações lineares de vinculos” respectivamente.0 é um vinculo qual- 

quer. 

As equações acima estão nos dizendo que para os formarem o ge- 

rador de transformações de gauge eles devem ser de primeira classe e seu 

parentêses de Poisson com a Hamiltoniana total deve ser uma combinação 

linear de vinculos primários,sendo que o último membro da cadeia deve 

ser primário. No método de Dirac estas relações representam as condições 

de consistência dos vinculos que vão surgindo na teoria de maneira que os 

elementos que fazem parte do gerador (3.26) são combinações lineares de 

vinculos de primeira classe. Concluimos esta discussão com uma afirmação 
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muito importanterA cadeia possui todos os vinculos de primeira classe com 

exceção daqueles que surgem como potências (x”),de fato verificamos que 

se um destes vinculos surgir, a cadeia acaba(usando as equações de movi- 

mento).Isto implica que \ iião faz parte do gerador de transformações de 

gauge.Se lembrarmos também do apresentado na seção (2.2), devemos li- 

nearizar o vinculo para o tratamento ser consistente.De forma que ,con- 

cluindo,todos os vinculos de primeira classe estão relacionados com 

transformações de gauge com exceção daqueles que surgem como 

potências. 

•§3.3: OBTENÇÃO DE SIMETRIAS NO FORMALISMO HAMILTONI- 

ANO 

Na seção anterior vimos como os vinculos se relacionam com as trans- 

formações de gauge,ou seja transformações que nos levam de uma solução 

a outra das equações de movimento.Porém na obtenção de transformações 

de simetria as equações de movimento não são utilizadas.Desta maneira 

,para acharmos os geradores de transformações de simetria no formalismo 

Hamiltoniano devemos impor que eles deixem quase-invariante a ação sem 

uso das equações de movimento.Veremos que o gerador de transformações 
/ 

de simetria esta novamente ligado com os vinculos de primeira classe,porém 

de uma maneira um pouco diferente da existente no caso de transformações 

de gauge. 

Apos uma análise das transformações de simetria locais no formalismo 

Lagrangeano (equação (1.33)),Anderson e Bergmann[l,2] sugeriram que o 

gerador de simetrias locais no formalismo Hamiltoniano se escrevesse na 

forma: 

G = 6*A? + €A] + ... + -f (3.29) 

onde representa a k-ésima derivada temporal dos coeficientes arbitrários 

e.Anderson e Bergmann também demonstraram que os € são os coeficientes 

presentes nas transformações de simetria no formalismo Lagrangeano,das 

quais estamos partindo. E importante notar que a soma (3.29) tem um 

número de termos igual a ordem máxima de derivação temporal dos e. 

41 



Sabemos que no formalismo Hamiltoniano as transformações que não 

mudam a forma das equações de movimento são as chamadas tranformações 

canônicas . O gerador de uma transformação canônica atuando sobre a Ha- 

miltoniana deve satisfazer,por definição : 

H[q',p',t') - H{g,p,t) = SH = {G,H} + — = 0 (3.30) 

No caso da Hamiltoniana corresponder a um sistema singular ela deve 

possuir uma indefinição que é uma combinação linear de vinculos primários 

de primeira classe.De maneira que a equação (3.30) deve mudar para: 

dC 
6H = {G,H} + — = (3.31) 

/ 
onde 4> representa os vinculos primários.Substituindo (3.29) em(3.31) obte- 

mos,após algumas passagens: 

{AlH) = c.l.p 

4-i + {Af,íf} = c.í.p 

= c.l.p (3.32) 

Onde (c.l.p) significa novamente “ combinação linear de vinculos pri- 

mários”. Note que neste algoritmo não fazemos nenhuma restrição em 

relação a vinculos que surgem como potencias,pois não estamos utilizando 

as equações de movimento.Se nos lembrarmos do algoritmo de Dirac para 

geração de vinculos vemos que todos eles estão sendo gerados em (3.32) .Por 

outro lado,como consequência da própria estrutura do algoritmo acima,os 

elementos devem satisfazer a álgebra {A^^A’^} = cj^A^ [2], de maneira 

que representam vinculos de primeira classe.Assim podemos concluir que 

conhecendo as simetrias locais no formalismo Lagrangeano pode- 

mos recupera-las no formalismo Hamiltoniano construindo o Ge- 

rador (3.29). 

42 



•§3.4; A FIXAÇAO DE GAUGE 

f 
Como vimos no capitulo 2 , A presença de vinculos primários de primei- 

ra classe implica que as funções arbitrárias que os multiplicam na Hamil- 

toniana total ficam completamente indeterminadas.Por outro lado na seção 
f 

anterior vimos que os vinculos de primeira classe estão associados aos ge- 

radores de transformações de gauge,de maneira que um processo de fixação 

de gauge consistente deve ser tal que consiga determinar aquelas funções , 

como também deve tornar o conjunto de vinculos de segunda classe. 

ComeçcLmos esta discussão considerando a seguinte situação :supo- 

nhamos que existem 2M’ vinculos de segunda classe da forma; 

fí:: 0 Pq ~ 0 a = l,2,...,M' (3.33) 

/ 
e M vinculos de primeira classe, 

a = (M' + 1),...,(M + M') (3.34) 

/ 
Para facilitar vamos considerar que todos estes vinculos são primários, 

estes definem a suprficie vincular Pc. 

f 
Vimos anteriormente que os vinculos de segunda classe podem ser eli- 

minados usando os parênteses de Dirac no lugar dos de Poisson.No exemplo 

acima os parênteses de Dirac são parênteses de Poisson truncados para os 

graus de liberdade indicados pelas equações (3.33).Com isto temos: 

{Ai,q°}^ = 0 {Aí,p„}j, = 0 (3.35) 

onde os A são funções quaisquer do espaço de fase.Logicamente ,neste caso,a 

Hamiltoniana total tem a forma: 

Ht = Hc + q^^Pa (3.36) 

com as velocidades q indeterminadas. 

As quantidades físicas que podem ser medidas na experiência não 

devem variar por transformações de gauge,por isso sua representação no 
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espaço de fase deve ser completamente determinada pelas equações de movi- 

mento,ou melhor,deve ter parênteses de Poisson nulo com os vínculos de 

primeira classe. Estas quantidades são chamadas de observáveis*.No 

nosso exemplo,para uma função F ser um observável devemos ter nece- 

ssariamente: 

{F,pa}^0 (3.37) 

No exemplo acima todos os observáveis devem ser então funções exclu- 

sivas do espaço de fase reduzido especificado por , A = (M -f 

M' -|- 1),..., A^. As coordenadas neste espaço reduzido são completamente 

desvinculadas ,independentes,e se apresentam como pares canônicos. 

Este exemplo é bastante ideal.Num caso geral não há um procedi- 

mento que nos permita identificar as coodenadas deste espaço reduzido.Pelo 

menos,a contagem de verdadeiros graus de liberdade é sempre possível,além 

do fato de que o observável deve,como dissemos anteriormente,ter parênte- 

ses de Poisson fracamente nulo com todos os vínculos de primeira classe: 

{F,(j>^}^0 (3.38) 

ou em termos dos parênteses de Dirac: 

= (3.39) 

* 

Como dissemos anteriormente muitas vezes não podemos obter o espaço 

de fase reduzido.Com isto os não obseráveis permanecem na teoria.Eles 

não tem parênteses de Poisson fracamente nulos com todos os vínculos de 

primeira classe,de maneira que devemos especificar sua dependência tem- 

poral dando valores para as velocidades indeterminadas.Esta escolha não 

deve influenciar os observáveis. 

Uma maneira de se fixar gauge é introduzindo vinculos adiconais (“ex- 

ternos” ). Para exemplificar um caso de escolha de gauge através de vínculos 

* Em termos do formalismo Lagrangeano podemos definir um observável 

como sendo aquela quantidade que é invarante por transformações de sime- 

tria. 
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/ 
externos cosideramos que existem M vínculos de primeira classe çí»" como 

únicos vínculos da teoria definindo a superfície vincular F/c de dimensão 

(2N-M). Com isto a equação (3.38) se transforma em equações diferenci- 

ais para as funções F em F/c-Para entendermos esta interpretação vamos 

passar das \-ariáveis originais do espaço de fase x=(q,p) para um conjunto 

transformado x' = {(f)^,Y^} onde I vai de (M-hl) a 2N .Em geral podemos 

escrever: 

= (3.40) 

podemos escrever para este caso: 

dF 
(3.41) 

Os termos que incluem somem devido as quantidades (j) serem de 

primeira classe .Com isto o conjunto de M equações diferenciais : 

= 0 = {<,!“,y'} (3.42) 

determina completamente F se são especificados M valores iniciais .Em ou- 
  / 

tras palavras, F tem que estar especificada em uma superfície de dimensão 

(2N-M)-M.Esta superfície pode ser definida por 

= 0 Qf = 1, 2,... ,iV (3.43) 

det\{u^= detGa/3 ^ 0 (3-44) 

/ 
uj representa o vinculo externo. 

Os vínculos externos devem satifazer esta condição necessariamente. / 
Por outro lado eles devem ser compatíveis com as equações de movimento,de 

maneira que devemos testar sua consistência temporal equação (2.44)). O 

sistema final de vínculos deve ser de segunda classe pois assim teremos 

garantido que o gauge estará completamente fixado. 

Num caso geral ,teremos a presença de vínculos de primeira e segunda 

classe. Com o procedimento acima a fixação de gauge torna de segunda 
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classe o sistema total de vínculos , para o qual devemos adotar o procedi- 

mento descrito na seção 3.1. 

• §3.5: A QUANTIZAÇÃO CANÔNICA 

Dentro do método de Dirac, a quantização canônica representa o último 

passo.Um ponto básico deste processo é a substituição dos parênteses de 

Poisson pelos comutadores: 

—|[Â,B1 (3.45) 

onde as variáveis dinâmicas A e B do espaço de fase se transformam em 

operadores que atuam no espaço de Hilbert das funções de onda. Por outro 

lado a Hamiltoniana H se transforma num operador que rege a dinâmica do 

sistema através da equação de Schrodinger: 

rrr . ^ 
(3.46) 

No caso singular devemos adotar certos procedimentos adicionais.Como 

devemos trabalhar com os vínculos a nivel quântico? ; Vamos separar dois 

casos fundamentais:Na presença única de vínculos de primeira classe e no 

outro caso na de vínculos de segunda classe.Começamos pelo primeiro caso. 

Como dissemos antes todas as funções do espaço de fase se transformam em 

operadores a nivel quântico, de maneira que os vínculos também o fazem. 

Desta forma,quando atuando na função de onda,eles devem satisfazer: 

= 0 (3.47) 

ou seja os vínculos impoém restrições sobre a função de onda.Este fato deve 

ser válido para todos os vínculos, de modo que tomando dois quaisquer: 

(f)j'^ = 0 (pj'^ = 0 (3.48) 
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multiplicando a primeira equação por (f)j' e a segunda por (j)j e subtraindo 

podemos obter facilmente: 

= 0 (3.49) 

de modo que devemos satisfazer esta condição para a formulação ser con- 

sistente.Por outro lado não queremos impôr novas restrições sobre a função 

de onda fora as equações (3.47) de maneira que o comutador presente em 

(3.49) deve ser no máximo uma combinação linear de vinculos: 

— ('jj'k4^k (3.50) 

f 
lembramos que neste caso estamos considerando a presença única de vincu- 

los de primeira classe,de modo que eles ,classicamente satisfazem: 

“ ^jj'k4^k (3.51) 

/ 
ou seja:No caso da presença única de vinculos de primeira classe a algebra 

de parênteses de Poisson deve ser preservada após sua tranformação em 

comutadores. 
/ 

Há aqui um ponto muito importante a ser notado:a nivel quântico os 

multiplicadores Cj se transformam em operadores de maneira que para a 

algebra (3.51) ser satisfeita eles devem estar a esquerda dos 0j.Se esta 

condição for satisfeita poderemos obter uma quantização canônica consis- 

tente. 

O outro caso que estudamos é o de presença única de vinculos de se- 

gunda classe Aqui a situação é um pouco diferente.Se quisermos impor 

os vinculos da mesma forma que o fizemos no caso anterior obteremos al- 

gumas contradições , [Cj?Cj'] 7^ 0 P^is classicamnte deíjCj,(j/} ^ O.Isto 

representa uma situação delicada, pois como vimos na seção (3.4),após a 

fixação de gauge o sistema de vinculos se torna de segunda classe.A saida 

para este problema é impor os vinculos a nivel quântico como operadores 

identicamente nulos: 

Ô = 0 (3.52) 

Esta medida torna a versão quântica consistente ,devido ao fato de que 

podemos adotar os vinculos identicamente nulos usando os parênteses de 
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t 
Dirac.Assim no caso do sistema de vinculos ser de segunda classe a regra 

de qiiantização (3.45) se torna: 

(3.53) 

para duas variáveis dinâmicas A e B quaisquer do espaço de fase.Esta é a 

situação encontrada depois de termos feito a fixação de gauge num caso em 
/ 

que temos a presença tanto de vinculos de primeira como de segunda classe. 

Estas são as regras básicas para a quantizaçao canônica no caso sin- 

gular. Na verdade não existe até hoje uma metodologia que permita a 

quantizaçao canônica num caso geral,pois na prática surgem vários incon- 

venientes, entre os mais importantes os problemas de ordenamento que 

mencionamos anteriormente. 

Isto finaliza a descrição geral do método de Dirac.Pelo que vimos ela 

não representa uma teoria ”fecliada”, sendo ate hoje objeto de estudo por 

ela mesma[15,17,18].No próximo capitulo aplicamos o método num modelo 

muito estudado em teorias de cordas:Os bósons quirais. 
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CAPÍTULO 4 

QUANTIZAÇÃO VIA MÉTODO DE DIRAC DE BÓSONS QUIRAIS 

EM DUAS DIMENSÕES 

Em duas dimensões espaço-temporais é possível construir teorias que 

descrevam bósons quirais,isto é ,campos escalares que se movem para uma 

direção preferencial (como por exemplo para a esquerda). 

O estudo destas teorias,aparentemente simples,é de fundamental im- 

portância na construção de teorias de cordas[ll]. Neste capitulo tentare- 

mos obter uma teoria quãntica consistente de bósons quirais em duas di- 
/ 

mensões .aplicando os procedimentos descritos nos capítulos anteriores . 

Duas situações em particular são estudadas:bósons quirais livres e bósons 

quirais imersos num campo eletromagnético. 

•§4.1: PRELIMINARES 

Uma primeira formulação consistente para bósons quirais livres pode 

ser obtida da seguinte forma : Partir da densidade de Lagrangeana de um 

campo escalar livre e impor a condição de quiralidade (movimento só para 

a esquerda) como um vinculo externo. 

Partimos então da densidade de Lagrangeana livre: 

L = i((p2 _ <^'2^ = (4.1) 

com: 

ip = dQip = 

Xo —parâmetro temporal 

X\ —parâmetro espacial 
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Xo ± Xi 
x± =  7:^ 

V2 

do ± dl 

~ v/2 

Seguindo o método de Dirac calculamos os momentos: 

dL . , , 
= V (4.2) 

/ 
Esta equação nos mostra que não há presença de vínculos, e portanto, 

a densidade de Lagrangeana (4.1) não é singular. O seguinte passo é a 

construção da densidade de Hamiltoniana canônica 

hc dxHc 

Hc = 7T(p - L = + (p'^) (4.3) 

/ 
que descreve a dinâmica do sistema univocamente: 

p = [p, hc) 7T = {tt, hc} (4.4) 

Para que esta teoria descreva bósons quirais devemos implementar a 

condição : 

p — p' = 0 ^ d_p = 0 (4.5) 

que elimina a componente de p que se move para a direita. 

Na linguagem Hamiltoniana, (4.5) representa um vinculo: 

(j) = t: — p' ^ 0 (4-6) 

devemos testar agora sua consistência temporal: 

{(f)(x),h{y)} = J dy[7r{x)-p'{x),^{7r'^{y) + p'‘^{y))} = 

J dy{-p'(y)d'{y - x) - Tr{y)d'{x - y)) ^ 0 
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após uma integração por partes obtemos: 

— 7t)' « 0 (4.7) 

que é identicamente satisfeita usando a equação (4.6). 

/ 
Com isto a teoria só possui um vinculo,que é de segunda classe: 

{(tt - ^p'){x), (tt - y^'{y)] = -2d'{x - y) = Cn 

que representa a matriz de Dirac (equação (3.2)). 

Calculamos agora a sua inversa: 

J dyCi/Cii = 6{x - y) = - J dyC ^2d'{x - y) 

Cn = y) (4.8) 

com isto podemos calcular os parênteses de Dirac (equação (3.5)): 

[y?{x),^p{y)}^ = -]^e{x-y) (4.9) 

{(^(a:), 7r(y)}^ = ^6{x - y) (4.10) 

{7t(x), 7t(?/)}^ = ]^6'{x - y) (4.11) 

/ 
Finalmente podemos impor o vinculo (f) fortemente e obter as equações 

de movimento (3.5): 

H{x) = ip'‘^{x) (4.12) 
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(4.13) 

(4.14) 

Estas equações nos mostram que a teoria é correta para a descrição 

clássica de bósons quirais livres. 

A formulação Hamiltoniana para bósons quirais livres obtida na seção 

anterior é consistente e podemos construir sua versão quântica via quan- 

tização canônica. Porém se quiséssemos obter uma quantização via integral 

funcional .como vários autores tentaram[19] ,precisamos de uma ação que 

inclua a condição de quiralidade (4.5). 

Uma Lagrangeana que satisfaz esta condição é a Lagrangeana de Siegel 

campo bosônico num espaço tempo curvo,ou seja,imerso num campo gra- 

vitacional .em duas dimensões : 

esta lagrangeana possui tanto invariância por reparametrizações como 

• §4.2; A LAGRANGEANA DE SIEGEL 

[10] .É possivel chegar a ela partindo da Lagrangeana que descreve um 

L = Q' = 0, 1 (4.15) 

por transformações de Weyl[12]: 

gO/5 —, g“»(\ + A)p“'3 
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onde e e A são parâmetros infinitesimais arbitrários. Estas simetrias 

da Lagrangeana (4.15) nos permitem fazer a seguinte escolha para o tensor 

métrico: 

(4.18) 

Com esta fixação ,a Lagrangeana (4.15) se torna a Lagrangeana de 

Siegel: 

L = 4- X{d-(p)'^ (4.19) 

Após a escolha (4.18), restam ainda simetrias residuais conhecidas 

como Invariância de Siegel[ll]: 

íp —> + €~d-ip = íp 6(p 

X —> A - + €-d-(p — Xd-€~ = A + 6A (4.20) 

Um primeiro sinal de que (4.20) representam simetrias é o fato de que 

a Lagrangeana de Siegel ser singular: 

L = d-p>d^p> + X{d-p>)'^ = ]^X[íp^ + íp'"^] 

dL^ 

dipdip 
7 — A + 1 

dL^ 

dipdX 
= 0 

dL^ 

dXdX 
0 

(4.21) 

(4.22) 

com o que construimos a matriz Hessiana (equação (1.14)): 

W 
A + 1 0 

0 0 
(4.23) 
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Que possui determinante nulo. 

Para verificarmos que as tranformacões (4.18) são realmente simetrias 

locais da Lagrangeana de Siegel elas devem satisfazer a condição (1.30): 

6L = L(if + 699, A + 6A) - L(99, A) = 

6L = S{d+(p)d-(f + S{d-(p)dj^ip + \d-<fS{d-ip) 

+{d-<P?SX 

= edtífd+ff + d-(pd-{edj^.<f) + 2ed‘i.^Xd-(p 

-- d-{ed^ipd-(f) + d-{€\{d-íp)‘^) = d^{eL) = (4.24) 

Equi\’alentemente ,podemos achar as identidades de Bianchi coorespon- 

dentes (1.36),no caso uma única identidade pois as transformações (4.20) 

dependem de um único parâmetro.As equações (1.34) ficam neste caso : 

úr = 0 

Ôip = ed-(p 

S\ = —d-i-€ + ed-Á - Xd-€ 

6 A = eL (4.25) 

As derivadas de Euler tem a forma: 

= -2d-{Xd-(f) — 2d-d+íp 

2 
(4.26) 
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Assim as identidades de Bianchi (equações (1.36)) se escrevem neste 

caso: 

[~d-[dj^íp + \d-íp)]2d-íp 

+(d.^f(d.\) - a_(-A(a-^)^ - a+(-(a_v>)2) 

= —2{d-d^)i~pd-íf — 2d-X{d-íp)'^ — 2\d'i.^pd-(p 

+((9_<^)^(5_ A) + {d-\){d-^pf‘ + 2Xd-^d‘^(f 

2d-ip{d^d-.(p) = 0 

como qiieriamos. 

(4.28) 

Assim confirmamos a correspondência entre simetrias locais (neste caso 

a invariância de Siegel) e a singularidade da Lagrangeana.Procedemos então 

ao uso do método de Dirac para obtermos a versão Hamiltoniana que nos 

permita chegar até a quantização canônica. 

•§4.3 : UTILIZAÇÃO DO MÉTODO DE DIRAC NA LAGRANGEANA 

DE SIEGEL 

Como vimos na seção anterior a Lagrangeana de Siegel é singular,de 

modo que se quisermos obter uma teoria quântica correspondente devemos 

construir uma formulação Hamiltoniana desta teoria via método de Dirac. 

Começamos como sempre definindo os momentos: 

L = - v''‘) - (4.29) 

d(p~ 

9= + (4.30) 

(A 4- l)if - X(p 
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7T, = -^=0 = ^i (4,31) 
a\ 

\ 
onde 01 representa um vinculo primário .Vamos considerar por en- 

quanto que A ^ — 1. Construimos agora a Hamiltoniana canônica: 

Hc = + 7Tx\-L = TT^ip' + 2(A + 

e a correspondente Hamiltoniana total: 

Ht = T^^p' + 
1 

(7T<^ - P' f + PTTA 
2(A + 1) 

(4.33) 

/ 
Devemos agora testar a consistência do vinculo primário 

7Ta « {7ta,/ít} == Jdy{7rx{x),hc{y)} + {irxix), inrx{y)} 

(tT^ - A^-l , , /^2 ^ 
— ^ (/>2 = - p) «0 
2(A 4-1)2 ' - (4.34) 

que representa um vinculo secundário.Testamos sua consistência temporal: 

y dy{{ir^-^'f(x),Hc{y)} + {{Ti^-‘p'f(x),tJ,nx{y)} = 

/ 

O que indica que não ha mais vinculos. 

Vemos que 0i e 02 são de primeira classe : 

{0i(a:),0i(y)} « 0 
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{(pl{x),(í>2{x)} = {7TA(x),(7r^ - V?')^(y)} ~ 0 

{(f>2{x),(f>2{y)} = + ~ 0 (4.36) 

/ 
Apesar de que ambos os vinculos são de primeira classe (j)2 é de forma 

quadrática.Lembrando o que apresentamos na seção (2.2) sabemos que (j)2 

não entra na construção do gerador de transformações de gauge.Assim a 

equação (3.26) se escreve neste caso: 

g = J dy€{y)7Tx{y) (4.37) 

que gera somente tranformações sobre os campos A: 

{g,\} = j dy€{7rx,X} ^ € (4.38) 

0 que não representa a invariância de Siegel, pois g é o gerador de trans- 

formações de gauge .Se lembrarmos porém o discutido na secão (3.3),vamos 

tentar recuperar a simetria de Siegel com uma escolha conveniente de Gfc,o 

gerador de transformações de simetria.De acordo com o que vimos naquela 

seção o número de termos presente no gerador é igual à máxima ordem de 

derivação dos parâmetros arbitrários (e) mais um.Então no caso da simetria 

de Siegel devemos ter dois termos.Uma escolha conveniente de é: 

A'‘= + \)1T>, (4.39) 

Seguindo o algoritmo da equação (3.32) obtemos para yl* 

Que geram exatamente a simetria de Siegel: 

{G,if} = ed-cp 
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{G,A} =€d^X- Xd-€-d+e 

Açoitando a discussão anterior devemos linearizar o vinculo (f>2 • 

<^2 = - V?' « 0 (4.40) 

/ 
com a presença deste novo vinculo devemos reclassiíicar o conjunto 

completo: 

~ 0 

{(f)i{x),4>2{y)} « 0 

{4>2{x),My)} ^ - y) (4.41) 

Deveriamos ter testado antes a consistência de (f)2'. 

4>2 y:>'){x),Hc[y)] + {{tt^ - (f')(x), fnr{y)} = 

= (tt^ - (p'y = 02 ~ 0 

ou seja,02 não gera mais vinculos. 

Apesar da linearização de 02,0i continua sendo de primeira classe,ge- 

rando as transformações de gauge (4.38) sobre A. 

Com isto de acordo com o que vimos na seção (3.3) podemos fazer uma 

fixação de gauge impondo um vinculo externo (uma fixação implicita): 

0e = A - f(x) ^ 0 (4.42) 

que não gera mais vinculos 

0e ~ Jdy{{X-f){x),HTÍy)} 0 

De modo que todos os vinculos da teoria acabam sendo: 
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(4.43) 

que formam um sistema de segunda classe: 

{4>i{x),(i>i{y)} = 0 

{(j)i{x),(i)2(y)} = 0 

{(?í)i(a:), 03(y)} = -è{x - y) 

{02(x),(/>2(y)} = -26'{x - y) 

{(f>2{x)AÁy)} = 0 

{(l)3{x),(f)}^{y) = 0 (4.44) 

que confirma a fixação de gauge.Seguindo o método calculamos agora a 

matriz e os parênteses de Dirac: 

0 0 -é 

0 -26' 0 

(5 0 0 

(4.45) 

/O 0 6 

A~^ = 0 -}e 0 

\-6 0 0 

{<p{x),7rx{y)}j^ =0 

{yp{x),7rx{y)}^ = ~^S'{x - y) 

{7r^(x),X{y)} = 0 
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{7T<^(3:),7rA(i/)}^ = 0 

{X{x).7rx{y)}j^ = 6{x-y)~ Jdzdw{X{x),(Pi{y)}A];i{(f>3(w),TTx{y)} = 0 

{7rA(x),7TA(y)}^ = 0 

{A(x),A(y)}^ = 0 (4.46) 

Impondo os vínculos fortemente , a Hamiltoniana e as equações de 

movimento (3.5) ficam: 

h = dxH 

H = (4.47) 

{ip[x),h{y))^ = (f' (4.48) 

{^(x),(p(y)}^ = ~^e(x - y) (4.49) 

que é exatamente o resultado obtido em (4.12).De modo que,classicamente,a 

Lagrangeana de Siegel é consistente para a descrição de bósons quirais 

livres.E facil verificar que este mesmo resultado é encontrado no caso em 

que A = — 1. 

Tendo a versão clássica Hamiltoniana da teoria vamos tentar obter a 

versão quãntica via quantização canônica 

•§4.4: QUANTIZAÇÃO CANÔNICA DA LAGRANGEANA DE SIEGEL 

De acordo com o apresentado na seção (3.5) os vínculos de primeira 

classe devem permanecer de primeira classe após a quantização .Tomemos 

por exemplo o tensor de momento-energia: 
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1 
(4.50) 0^. = 

dL 

cuja componente (-) se escreve: 

da 
ÕL 

daQ^r 

e- = \[d.vf 

que escrito em termos de variáveis do espaço de fase toma a forma: 

(4.51) 

e__ = 
1 t\2 

4(A + 1)2 
(tt^ - <p') (4.52) 

e adotando A = 0 podemos escrever: 

©— = \(f)2 ~ 0 
4 

(4.53) 

que consequentemente satisfaz a álgebra (4.36): 

{©—(x),0—{y)} = (0—(x) + 0—{y))6'{x - y) (4.54) 

Porém quando passamos para a versão quântica sur^e o seguinte pro- 

blema: Imbimbo e Schwimmer[ll] mostraram que a nivel quântico esta 

expressão se escreve: 

[0__(x),0__(y)] = (0__(a:) + 0__(?/))é'(a:-y) + 
ztn 

127T 
(x - y) (4.55) 

ou 

^2{y)] = -4(02(a:) + ^2{y)W(x - y) -f - y) (4.56) 

Em palavras:A nivel quântico,^2 não é de primeira classe de modo que 

lembrando o que foi apresentado na seção (3.5),a versão quântica do modelo 

de bósons quirais livres,partindo da Lagrangeana de Siegel,é inconsistente. 
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Em função destes fatos foi proposta[ll] uma nova Lagrangeana,que não 

apresenta a anomalia presente em (4.55): 

L = A-\-B (4.57) 

termo de Wess-Zumino 

B = bd^b + A[|(9_(òò — ^d-bb — bd-b)] termo de ghosts. 

Imbimbo e Schwimmer [11] mostraram também que usando o processo 

de quantização via integral funcional a anomalia era efetivamente cancelada. 

Outro ponto da nova Lagrangeana é o seguinte:determinando-se a ação 

efetiva(integrando sobre os campos de matéria e os ghosts) para (4.57) 

verifica-se que apesar desta última não possuir a simetria de Siegel a nivel 

clássico,a possui a nivel quântico.O conhecimento deste fato faz com 

que devamos ter cuidado ao utilizar o método de Dirac na Lagrangeana de 

Imbimbo-Schwimmer.Fazemos este tratamento na próxima seção . 

•§4.5:QUAXTIZAÇÃO DA LAGRANGEANA DE IMBIMBO 

SCHWIMMER VIA MÉTODO DE DIRAC. 

Partimos de (4.57),classicamente: 

L = -1- \{d-íp)‘^ -|- aXd‘^(p 

= ^(A -f 1)(^^ - (^'^) - |(Ã - A')(í^ - (p') (4.58) 

seguindo o método de Dirac devemos calcular os momentos: 



(4.60) 
_ dL a , 

De onde vemos que não há presença de vínculos primários.De fato ,a 

Lagrangeana de Imbimbo-Schwimmer não é singular: 

dL'^ _ 1 _ g 

d^d^ç 2 dipdX 2 

dXdX 

W 
_ / |(A + 1) I 

a 
2 0 

detW ^ 0 

Devemos agora construir a Hamiltoniana canônica do sistema: 

,2 , 2 
Hc = + TTaA - L = 7Tx{-(p 7T^) 

a a 

+ TTxX^ H ^(1 + A)7T3^ 
Q' 

(4.61) 

hc= dxHc 

De acordo com o que apresentamos na seção anterior,a lagrangeana de 

Imbimbo-Schwimmer possui a simetria de Siegel para A a nivel quântico.Le- 

vando isto em consideração podemos pre-fixar um valor para A .Fazemos 

isto colocando um vínculo externo implicitamente : 

= A - / « 0 (4.62) 

Testamos agora sua consistência temporal: 

= {(f)e,hc} +do(f)e 0 (4.63) 
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onde adicionamos o termo do4>e devido a possivel dependência explicita de 

f em 

A equação (4.63) nos fornece um vinculo (f>i: 

0 ^ (f>i = - ^') + -(/ + 1)7Ta + ^(/ - /') (4.64) 

/ 
Sua consistência temporal nos fornece mais um vinculo: 

<f>\ ~ {4>i^hc} + Õq4>i « 0 

0 ~ 02 yí/ - f')T^\ + y(/ - 2/' + íf” + a^-Kx) (4.65) 

assim,mais uma vez,testamos consistência: 

02 ~ {02,+ <9o02 ~ 0 

0«/ + (3r-/')-r'=^ 

d^_f^0-^dlf = 0 (4.66) 

que representa apenas uma condição sobre f não havendo mais vincu- 

los.Vamos escolher agora um f conveniente: 

f = -l (4.67) 

Esta escolha implica em: 

0e = A + 1 0 (f)i = 7T^ - (f' K 0 (j)2 = TTx ^ 0 (4.68) 

que formam um sistema de vinculos de segunda classe: 

(0e(x),0e(?/)} ~0 (0e(x),02(í/)} ^ S{x - y) 

(0e(x),0i(?/)} «0 (0i(x),0i(y)} -26'(x-y) 

{0i(^),02(?/)} ~0 (4.69) 
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Com o que a matriz e os parênteses de Dirac ficam: 

Impondo agora os 

movimento ficam : 

— 

0 

0 

0 
-1 

0 

(4.70) 

W(x),v(v)}i, = ^e{x-y) 

{v>{x),iT^{y)}^ = 

{7r^W,7r^(y)}^ = -6{x-y) 

Ky)} D = ^ 

{H^),T^x{y)}^ = o 

{^A^),Ky)}j^ = o 

{7^^(x),7Tx{y)}j^=0 

{\{x),X(y)}^ = 0 

{AW,7TA(y)}^ = 0 

{7TA(a:),7rA(?/)}^ = 0 (4.71) 

/ 
vinculos fortemente a Hamiltoniana e as equações de 

h = J dxH 

H = (f 
'2 

(4.72) 
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if = {if(x),h{y)}j^ = if' W{T),ip{y)}^ = -^€{x - y) (4.73) 

Ou seja ,uma descrição clássica consistente para bósons quirais livres. 

Neste caso,ao contario do que acontece com a Lagrangeana de Siegel, existe 

uma versão quântica consistente,livre de anomalias,como vimos na na secão 

anterior ,Assim; 

H = (4.74) 

{‘p{^),9{y)} =-y) (4.74) 

Onde o simbolo A indica operadores. 

Este resultado é exatamente o encontrado por Floreanini-Jackiw [14] 

onde eles partiram de uma Lagrangeana diferente da proposta por Imbimbo- 

Schwimmer que não depende de outros campos a nao ser dos próprios 

bósons: 

L = if>' - (^'2 (4.76) 

Bernstein e Sonnenschein[19] demonstraram que esta Lagrangeana resulta 

ser a Lagrangeana efetiva (integrando sobre o campo auxiliar A)correspon- 

dente a Lagrangeana de Siegel. 

Um passo natural no estudo da teoria de bósons quirais pode ser 

analisa-los na presença de um campo de gauge abeliano.Isto é apresentado 

na próxima seção . 

•§4.6:QUANTIZAÇÃO DA QED ESCALAR QUIRAL VIA MÉTODO DE 

DIRAC 

Nesta seção vamos quantizar via método de Dirac a teoria correspon- 

dente a bósons quirais imersos num campo eletromagnético,em duas di- 

mensões. .Labastida[13] propos como Lagrangeana : 

L — d+^pd-íp + A-d+(p - A+d-(p - 
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-Ai^ + Ao^' (4.77) 

Esta Lagrangeana não contem a condição de quiralidade dos bósons,de 
/ / 

maneira que ela será implementada como um vinculo externo implicito, 

da mesma forma que fizemos na seção (4.1),no celso de bósons quirais livres 

.Usaremos as seguintes convenções : 

0 

-1 

F(jjy — õ^Ai/ dyA^ 

Podemos verificar que a Lagrangeana (4.77) é singular: 

dL^ 

difdif 

dL^ 

dipdÀo 

dL‘^ 

d(pdÀi 

dL‘^ 

dÀQdÀi 

dL‘^ 

dÀQdÀQ 

dL‘^ 

õÀidÀi 

= 1 

= 0 

= 0 

= 0 

= 0 

= 1 

w = 

(4.78) 

detW = 0 

De modo que adotaremos o método de Dirac. 
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o primeiro passo é o cálculo dos momentos: 

7T,« = ^r-7 = — A\ 
d^-p 

7To = 
dL 

ÕÀi 

7Tl 

= 0 = 01 vinculo primário 

dL 

dÀi 
— Aq - Al 

Calculamos agora a Hamiltoniana total: 

Hc = T^ipP + + 7T^ - L 

(4.79) 

(4.80) 

(4.81) 

-[v? ^ + 7Ti + (tt + .4i)^ - a(AQ - AI)] + Ao(7tJ - p') 

ht J dxHx Ht = H -{■ ^tiq (4.83) 

Impomos agora a consistência temporal para o vinculo (4.80): 

0 ftí 01 « {0i(a:),/iT(y)} = 7To{x),HT{y)} 

— 'KI — p — ClAq — 02 (4.84) 

Sua consistência temporal nos fornece: 

0^P2^ {02(a:),hriy)} = p- A[ 

com o que podemos determinar p (equação (2.47)). 

/ 
Isto implica que não há mais vinculos na teoria. Analisamos a classe de 

01 e 02i 

{0i(a:),0i(y)} - 0 {0i(a:),02(?/)} ~ 0 {(f>2(^)^(í>2Íy)} ^ ~aS(x - y) 
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o sistema é de segunda classe.Construimos a seguir a matriz e os 

parênteses de Dirac: 

(4.85) 

{Ai(x),T^i{y)]^ = -ò{x - y) 

{Ao{x), Ai(y)}^ = ^S'(x - y) 

{7T^(a:), Ao(y)}^ = --6'{x - y) (4.86) 
Gj 

sendo o resto deles todos nulos. 
/ 

Impondo fortemente os vinculos , a Hamiltoniana e as equações de 

movimento ficam; 

H = + ^i) 

+ (4,87) 

Al "^1 ^ “ ^'y ~ 

t: = if”íf')' T^i='K^AAiAaAi (4.88) 
a 

Lembramos que queremos que esta teoria descreva bósons quirais ,de manei- 

ra que impomos o vinculo implicito: 

ip — íf' Ç) (4.89) 
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Usando a equação (4.88) esta relação se escreve,em termos de variáveis 

de espaço de Fase: 

</>3 = TTv? + ~ 0 (4.90) 

Testamos sua consistência temporal: 

^3 ~ {^3{x), hriy)} ^ 7Ti (4.91) 

04 ~ {</>4(a^),/^T(y)} = 7t + (a + l)ai = (/>5 « 0 (4.92) 

05 « {0õ(a:), briv)} = tt" - (1 + a)7Ti 0 (4.93) 

▼ — ♦ . . '' 
Não surgem mais vinculos.Vamos recombinar os três vinculos gerados 

de uma maneira mais conveniente,afim de facilitar os cálculos: 

01  03  05 = 7T - ^ '-íf' 
a a a 

(4.94) 

02 = 03 

03 = 05 

(4.95) 

(4.96) 

Passamos então a calcular a matriz e os parênteses de Dirac pois o 

sistema é de segunda classe: 

{01 (a:), 01 (y)} « - y) 

(0i(^), 03(y)} ~ - - ^ 6'{x - y) 

(0i(j:),02(y)} « 0 

(02(^), 03(y)} ~ (1 + a)ô{x - y) 

(03(a:),03(y)} ~0 (4.97) 
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-2(l + a)6' 0 -i(l+a)í' 

0 0 (1 + o)é 

— ^(1 + a) —(1 + a)6 0 

-1 
0 

A-i = 

4{l+a)'' 2(1+0)*- 
1 f 1 í! 1 

2(1 + 0)*^ 20(1 + 0^- (l + o)' 

(4.98) 

(4.99) 

0 
1 

1+0 

a 

0 

{ip{x), <p{y)}^ = - y) 

{ip{x),7T^{y)}j^ = ^6{x-y) 

{9?(x),ai(y)}^ - 

{7T^(a:), 7T^(y)}^ = ~ 

{TT^{x),ai{y)}j^ = - y) 

{A,{x),Ar{y)}^ = ^£^^S'(x-y) (4.100) 

f 
Sendo o resto todos nulos . Impondo os vinculos fortemente,a Hamiltoniana 

e as equações de movimento ficam : 

h= í dxH 

H = íi±2l,^'2 
a 

(4.101) 

ç = {ç{x),h(y)}^ = <p' {>fi{x),cp{y)}j^ =--^^e{x~y) (4.102) 

Com isto obtemos a versão quântica diretamente: 

jj ^ 
a 

(4.103) 
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la 
(4.104) 

4(1 -f a) 
e{x - y) 

\^emos que o sistema final representa algo semelhante a um bóson 
/ 

quiral livre (seção 4.1).O único resquicio de interação com o campo eletro- 

magnético e a presença do parâmetro correspondente ao termo de massa 

do proprio campo eletromagnético.No caso particular de a~0 é simples ver- 

ificar que obtemos uma teoria trivial,com o campo eletromagnético nulo e 

os bósons representados por um campo constante. 
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