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Resumo

As tranças são objetos que comumente estão presentes no cotidiano, por exemplo a
trança de cabelo ou a forma de laçar o cardarço. Visto a forma como a ideia de trança é
encontrada na realidade, o Matemático Alemão Emil Artin (1898 - 1962) durante o século
XX iniciou o desenvolvimento da teoria das tranças, que atualmente é uma das áreas da
Matemática e que admite aplicações na Física e em outras áreas de conhecimento. Este
trabalho tem como objetivo desenvolver um estudo introdutório da Teoria das Tranças,
isto é, apresentar um trabalho que contenha a construção do grupo das tranças, sua
presentação e propriedades de maneira didática. Para isso, explicitaremos tópicos gerais
de Teoria dos grupos, Topologia geral , Topologia Álgebrica e desenvolveremos alguns da
Teoria das tranças.

Palavras-chave: Tranças, Presentação, Grupo das Tranças.





Abstract

Braids are objects that are commonly present in everyday life, for example braiding
hair or how to tie a shoelace. Considering the way in which the idea of braids are found
in reality, the German mathematician Emil Artin (1898 - 1962) during the 20th century
began the development of the theory of braids, which is currently one of the areas of
Mathematics and which admits applications in Physics and in other areas of knowledge.
This work aims to develop an introductory study of the Theory of Braids, that is, to
present a work that contains the construction of the group of braids, its presentation and
properties in a didactic way. For this, we will explain general topics of Group Theory,
General Topology and Algebraic Topology and will develop some topics of braid theory.

Keywords: Braid, Presentation, Braid Group.





Introdução

Na Trama das Tranças existem os
saberes ancestrais matemáticos,
artísticos e filosóficos.

Antonilde Rosa

Comumente, a ideia de trança está diretamente associada a exemplos cotidianos, sendo
os mais reconhecidos a trança de cabelo, a forma de laçar o cardarço no tênis e, até mesmo,
a forma ilustrada de um DNA.

Figura 1: Exemplos de tranças

Nesta perspectiva, visto a forma que a ideia de trança é encontrada na realidade o
matemático alemão Emil Artin (1898 - 1962) durante o Século XX, com o objetivo de
estudar os nós, iníciou o desenvolvimento da teoria que hoje é conhecida como Teoria
das Tranças, que atualmente é uma das áreas de estudo da Matemática amplamente
próxima da Topologia, em especial da Topologia Algébrica. Do mais, existem aplicações
das tranças em outras ciências tais como a Física, Mecânica, Estatística, Química e a
Biologia([13]). Dentre as aplicações das tranças, [4] exemplifica que há aplicabilidade em
teoria dos nós e entrelaçamento, topologia de baixa dimensão, em particular dimensões 2 e
3, “mapping class group”, geometria, equações algébricas e até em robótica e criptografia.
Além disso, [4] ressalta que a teoria das tranças pode ser estudada em diversos pontos de
vista (álgebra, geometria, topologia, sistemas dinâmicos...), pois aparecem em variados
contextos o que justifica a vasta gama de aplicações. Ademais, a autora destaca que
apesar da teoria das tranças ser um assunto muito estudado, há muito o que ser feito
nesta área. Desta forma, elaborar trabalhos que se dediquem um texto introdutório do
objeto é de grande valia, visto a incluir novos pesquisadores para explorar as diversas
abordagens relacionadas ao tema.

Aliás, a Lei de Diretrizes e Bases da Educação (LDB) de 20 de dezembro de 1996
([3]) destaca que o ensino superior tem por finalidade “estimular a criação cultural e o
desenvolvimento do espírito científico e do pensamento reflexivo”. Tendo em vista essa

17



18 Introdução

afirmação, o estudo das tranças pode ser trabalhado nas Disciplinas de “Estruturas Al-
gébricas” dos cursos de Matemática como um exemplo de um grupo não usual, a fim de
desenvolver a curiosidade no estudantes em relação as pesquisas na área.

Portanto, entendido a importância das tranças para a Matemática em geral, esta
dissertação tem como finalidade realizar um estudo introdutório da Teoria das tranças,
ou seja, temos como objetivos geral e específicos:

• Objetivo Geral
Desenvolver um trabalho introdutório da Teoria das Tranças, isto é, compor um
estudo que contenha a construção do grupo das tranças, sua presentação e proprie-
dades de maneira didática.

• Objetivos Específicos

(i) Explicitar as teorias de Permutação de Grupo, Grupos Livres e Presentação de
Grupos.

(ii) Explicitar alguns Tópicos Topológicos, especificamente Espaços Topológicos Com-
pactos e Conexos e o Grupo Fundamental.

(iii) Apresentar as noções iniciais de tranças tais, como definição, movimentos elemen-
tares e equivalência em um cubo unitário.

(iv) Explanar a definição de Trança em superfícies compactas.

Em relação a escrita, o termo “de maneira didática” foi utilizado pelo fato de que sem-
pre que possível buscamos explicar de forma detalhada os conceitos expostos no trabalho.
Entretanto, para uma melhor compreensão recomenda-se que o leitor possua conhecimen-
tos básicos da Teoria de Grupos.

Assim sendo, tendo em vista a atingir os objetivos especificados denominamos esta
pesquisa uma pesquisa bibliográfica de carater exploratório na perspectiva de [1]. Logo,
uma pesquisa é considerada bibliográfica quando é baseada em materiais já elaborados
tais como livros, dissertações e artigos científicos e é exploratória, pois “tem como objetivo
proporcionar maior familiaridade com o problema com vistas a torna-lo mais explícito ou a
construir hipóteses” [1] (pag 41). Ademais, [15] ressalta que a “pesquisa bibliográfica não é
uma mera repetição do que já foi dito ou escrito sobre certo assunto, mas propicia o exame
de um tema sobre um novo enfoque ou abordagens, chegando a conclusões inovadoras”
(pag 183). Nesse panorama de pesquisa, os capítulos desta dissertação foram organizados
de forma a deixar explícito o capítulo de pré requisitos e os capítulos de desenvolvimento
da temática princípal do trabalho.

Desta forma, no Capítulo 1 denominado “Preliminares” , tem como objetivo apresen-
tar o arcabouço teórico essencial para compreensão da Teoria das Tranças de forma que
a leitura dos demais capítulos seja clara e compreensível ao leitor. Nesse sentido, o início
de capítulo se encarrega de apresentar as noções algébricas necessárias para entendimento
do objeto principal de estudo. São estas, permutação de grupos([2] e [7]), palavra ([13]),
grupos livres e presentação de grupos ([7], [14] e [19]). Em seguida, ainda nesse capítulo,
apresentaremos o marco teórico topológico do texto, isto é, Espaços Métricos ([8]), Es-
paços Topológicos, Conexidade e Compacidade ([9], [10] e [11]) Homeomorfismo, Grupo
Fundamental ([21] e Superfícies ([4]).
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O Capítulo 2 incumbe-se de introduzir as definições iniciais de tranças que primeira-
mente foram construídas em um cubo para posteriormente generalizar em uma superfície
qualquer. Dentre as noções básicas consideram-se movimentos elementares, tranças equi-
valentes, projeção e permutação de tranças. A composição do texto, neste capítulo, foi
baseda nos trabalhos de [13], para elaboração das definições no cubo, e em [19] para a
definição em uma superfície qualquer.

Por sua vez, o Capítulo 3 pretente apresentar a contrução do grupo das tranças, sua
presentação e algumas propriedades importantes, tais como o centro e seu subgrupo. Ade-
mais, pretende-se nesse capítulo abordar o grupo das tranças em uma superfície compacta.
Veja [5],[13], [16] para a construção do grupo de tranças e provas relacionadas, [13] e [16]
para presentações e [19] para grupo de tranças em uma superfície compacta.





1 Preliminares

Neste capítulo apresentaremos os conceitos necessários para atingir os objetivos desta
dissertação. Para compreensão do grupo das tranças faz-se necessário conhecer alguns
tópicos específicos de Álgebra e Topologia. Portanto, neste ponto do trabalho, iremos
explicitar os seguintes temas: grupos livres, presentação de grupos e alguns tópicos de
topologia geral. Para composição deste capítulo utilizamos as seguintes referências: [7],
[8], [10], [11], [13], [14] [17], [18], [19] e [21].

1.1 Permutação de grupos
Definição 1.1. Se X é um conjunto não vazio então uma bijeção π : X → X é chamada
permutação de X. O conjunto de todas as permutações de X é um grupo com operação
composição de funções, grupo este que denominamos grupo simétrico de X e denotamos
SymX. Se X = {1, · · · n} então denotamos X = Sn. Nesse caso, o grupo SymX é
chamado grupo simétrico de grau n.

Exemplo 1.2. Seja X = {1, 2}. As possíveis permutações são: π1(1) = 1 e π1(2) = 2;
π2(1) = 2 e π2(2) = 1.

Para representar permutações finitas em que SymX = Sn de um modo conciso e visual
é conveniente utilizar a notação matricial, isto é:

π =
(

1 2 · · · n
π(1) π(2) · · · π(n)

)
Abaixo, as permutações apresentadas no Exemplo 1.2 na forma matricial:

π1 =
(

1 2
1 2

)
; π2 =

(
1 2
2 1

)

Observação 1.3. Por convenção, os números da primeira linha da matriz permutação
estão em ordem númerica.

Definição 1.4. A operação composição entre duas permutações π1, π2 ∈ Sn é definida da
seguinte forma:

π1 ◦ π2 =
(

1 2 · · · n
π1(π2(1)) π1(π2(2)) · · · π1(π2(n)).

)

21



22 Preliminares

Exemplo 1.5. Dadas as permutações

π1 =
(

1 2 3
2 3 1

)
e π2 =

(
1 2 3
3 2 1

)
.

a composição π1 ◦ π2 pode ser representada da seguinte forma:

π1 ◦ π2 =
(

1 2 3
π1(π2(1)) π1(π2(2)) π1(π2(3))

)
=
(

1 2 3
π1(3) π1(2) π1(1)

)
=
(

1 2 3
1 3 2

)
.

Observação 1.6. Observe que a composição de permutações não é comutativa, visto que

π2 ◦ π1 =
(

1 2 3
2 1 3

)
̸= π1 ◦ π2. Portanto, o grupo das permutações não é comutativo.

1.2 Grupos Livres e Presentação de Grupos
Nesta seção apresentaremos as noções introdutórias de grupos livres que serão essen-

ciais para a construção da presentação do grupo de tranças (ver Cap. 3). Para com-
posição desta seção, utilizamos os materiais de [13] (palavra), [7] e [14](grupos livres) e
[18](conjunto gerado).

1.2.1 Palavra
Definição 1.7. Seja S = {x1, x2, · · · , xn} um conjunto com n elementos distintos. S pode
ser um conjunto infinito, porém, por simplicidade, assumiremos que S é finito. De forma
análoga, seja S−1 =

{
x−1

1 , x−1
2 , · · · , x−1

n

}
um outro conjunto com n elementos distintos.

Uma palavra W , formada pelos elementos S ∪S−1, é a igualdade W = xϵ1
i1 xϵ2

i2 · · · xϵk
ik

onde
1 ≤ i1, i2, · · · , ik ≤ n e ϵi = 1 ou ϵi = −1. Por convenção escrevemos xi = x1

i .

Observação 1.8. Uma palavra pode ser entendida como o produto finito ...pode ser
entendida como o produto finito de elementos entre os 2n integrantes do conjunto... S ∪
S−1. O inteiro k é denominado comprimento da palavra W .

Em relação as palavras xixi · · · xi(l vezes) e x−1
i x−1

i · · · x−1
i (l vezes) por facilidade na

notação denotamos xl
i e x−l

i respectivamente. Do mais, seja W o conjunto formado por
todas as palavras de S ∪ S−1. Em adição a W , assumiremos que existe um elemento
denominado palavra vazia ou identidade denotado por 1.

Exemplo 1.9. Sejam S = {a, b, c} e S−1 = {a−1, b−1, c−1}. W1 = bab−1bcc−1 e W2 = ba
são palavras em S ∪ S−1.

Definição 1.10. Sejam W um conjunto de palavras e W1 = xϵ1
i1 xϵ2

i2 · · · x
ϵp

ip
e W2 =

xη1
j1 xη2

j2 · · · x
ηq

jq
duas palavras arbitrárias em W , onde 1 ≤ i1, i2, · · · , ip, j1, · · · , jq ≤ n e

ϵi, ηi = 1 ou ϵi, ηi = −1,. Define-se o produto entre duas palavras W1 e W2 ( simbolica-
mente W1 · W2) da seguinte forma:

W1 · W2 = xϵ1
i1 xϵ2

i2 · · · x
ϵq

ip
xη1

j1 xη2
j2 · · · x

ηq

jq
.

Em particular definimos:

W1 · 1 = xϵ1
i1 xϵ2

i2 · · · xϵn
ip

= 1 · W1.
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A operação produto entre palavras é associativa. De fato, se tomarmos as palavras
W1, W2 e W3 = xα1

i1 xα2
i2 · · · xαr

ir
, nas mesmas condições da definição anterior, note que (W1 ·

W2)·W3 = (xϵ1
i1 xϵ2

i2 · · · x
ϵq

ip
xη1

j1 xη2
j2 · · · x

ηq

jq
)xα1

i1 xα2
i2 · · · xαr

ir
= xϵ1

i1 xϵ2
i2 · · · x

ϵq

ip
(xη1

j1 xη2
j2 · · · x

ηq

jq
xα1

i1 xα2
i2 · · ·

xαr
ir

) = W1 · (W2 · W3). Por sua vez, mesmo essa operação admitindo um elemento neutro
(1 ou palavra vazia), dada uma palavra em W , não temos um elemento inverso a ela bem
definido, resultando que W não tem estrutura de grupo. Portanto, para que W constitua
um grupo ( grupos livres, posteriomente), é necessário que haja uma definição formal do
elemento inverso de uma palavra e para isso, a seguir, definiremos a noção de equivalência
entre palavras ([13], pag 232).

Definição 1.11. Sejam W1 e W2 duas palavras em W . Dizemos W1 é equivalente a W2
se for possível obter W2 aplicando em W1, por um número finito de vezes, as seguintes
operações:

T1 : xϵ1
i1 xϵ2

i2 · · · x
ϵj

ij
x

ϵ1+j

i1+j
· · · xϵm

im
−→ xϵ1

i1 xϵ2
i2 · · · x

ϵj

ij
(xϵ

ip
x−ϵ

ip
)xϵ1+j

i1+j
· · · xϵm

im

onde ϵ = ±1 e

T2 : xϵ1
i1 xϵ2

i2 · · · x
ϵj

ij
(xϵ

ip
x−ϵ

ip
)xϵ1+j

i1+j
· · · xϵm

im
−→ T1 : xϵ1

i1 xϵ2
i2 · · · x

ϵj

ij
x

ϵ1+j

i1+j
· · · xϵm

im
.

A operação T1 é denominada inserção e T2 é denominada exclusão.

Observação 1.12. Se duas palavras W1 e W2 são equivalentes denotamos W1 ∼ W2.

Exemplo 1.13. As palavras descritas no Exemplo 1.9 são equivalentes.

Proposição 1.14. A relação descrita acima é uma relação de equivalência.

Demonstração. Para verificar se uma relação é uma relação de equivalência, basta mostrar
que valem as propriedades: reflexiva, simetrica e transitiva. Portanto, sejam W1, W2 e W3
palavras pertencentes a W . Logo:

(i) W1 ∼ W1
É imediato, basta aplicar a operação T1 em W1 e em seguida aplicar T2 em W1
obtendo assim a palavra orginal.

(ii) W1 ∼ W2 então W2 ∼ W1
Por hipótese, temos que W1 ∼ W2, ou seja, é possível obter W2 por meio das opera-
ções T1 e T2 aplicadas em W1 = xϵ1

i1 xϵ2
i2 · · · x

ϵj

ij
x

ϵ1+j

i1+j
· · · xϵm

im
. Dessa forma, suponha W

′
1

após as aplicações das operações em W1 e portanto, segue que W
′
1 = W2. Logo, como

as operações são inserções e exclusão tomemos W
′
1 = W2 e aplicamos as operações

T1 e T2 de forma a obter W1, isto é, considere W
′
1 = xϵ1

i1 xϵ2
i2 · · · x

ϵj

ij
(xϵ

ip
x−ϵ

ip
)xϵ1+j

i1+j
· · · xϵm

im

basta aplicar T2 em W
′
1 o que resulta em W1. Por fim, concluímos que W2 ∼ W1.

(iii) W1 ∼ W2 e W2 ∼ W3 então W1 ∼ W3.
Seja W1 = xϵ1

i1 xϵ2
i2 · · · x

ϵj

ij
x

ϵ1+j

i1+j
· · · xϵm

im
.Por pressuposto, temos que W1 ∼ W2, logo é

possível obter W2 por meio das operações T1 e T2 em W1. Dessa forma, considere
W2 = xϵ1

i1 xϵ2
i2 · · · x

ϵj

ij
(xϵ

ip
x−ϵ

ip
)xϵ1+j

i1+j
· · · xϵm

im
.De forma semelhante, seja W3 = xϵ1

i1 xϵ2
i2 · · · x

ϵj

ij

(xϵ
ip

x−ϵ
ip

)(xϵ
it

x−ϵ
it

)xϵ1+j

i1+j
· · · xϵm

im
, pois W2 ∼ W3. Logo, note que W3 = W1(xϵ

ip
x−ϵ

ip
)(xϵ

it
x−ϵ

it
)

e assim, concluímos que W1 ∼ W3.
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Como consequência do resultado, seja W
′ o conjunto de todas as classes de equivalência

[x] da relação entre palavras. Precisamente,

[x] = {y ∈ W : y ∼ x}

Dessa forma, define-se o produto em W ′. Sejam [x], [y] elementos de W ′, logo:

[x] · [y] = [xy]

Vale ressaltar que [x] · [1] = [1] · [x] = [x1] = [x] (elemento neutro) e que a operação em
W ′ é associativa, visto que o produto entre palavras é associativo. Ademais, dada uma
palavra x = xϵ1

i1 xϵ2
i2 · · · x

ϵp

ip
o elemento inverso de [x] é definido por [x]−1 = [x−ϵp

ip
· · · x

ϵ−2
i2 x

ϵ−1
i1 ],

pois [x] · [x]−1 = [xx−1] = [x−1x] = [1]. Portanto, W ′ constitui um grupo com a operação
descrita acima.

1.2.2 Grupos Livres
Definição 1.15. Um grupo F é chamado grupo livre sobre um subconjunto X ⊂ F
(i : X → F a inclusão) se dado um grupo G e uma função θ : X → G existe um único
homomorfismo θ

′ : F → G estendendo θ, isto é, satisfazendo a propriedade θ = θ
′ ◦ i.

Nessas condições, dizemos que X é uma base de F e a ordem (|X|) de X é chamada rank
de F , que escrevemos rank(F ).

Figura 1.1: Diagrama Comutativo que representa θ = θ
′ ◦ i

A definição de grupo livre não necessariamente garante a sua existência ([7]) sendo
necessário, então, provar este fato para um conjunto não vazio X. Nesse sentido, o
Teorema 1.20 cumpre essa função. Para tal demonstração utilizaremos o conceito de
palavra e sua classe de equivalência.

Definição 1.16. Sejam M um subconjunto não vazio de um grupo F e C a coleção dos
subgrupos de F que contém M . A coleção é não vazia, pois contem F . Nessas condições, a
interseção dos subgrupos da coleção C é um subgrupo de F que denominamos o conjunto
gerado por M e denotamos por [M ].

Proposição 1.17. O conjunto [M ], nas condições da definição anterior, satisfaz as se-
guintes propriedades:

(i) [M ] é um subgrupo de F .

(ii) M ⊂ [M ]
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(iii) Se H é algum subgrupo de F que contém M então [M ] ⊂ H.

Demonstração. (i) Sejam C a coleção de subgrupos que contém M e x, y−1 ∈ [M ].
Provaremos que x·y−1 ∈ [M ]. Se x, y−1 ∈ [M ] então x, y−1 pertencem aos subgrupos
de F que contém M , por consequência x · y−1 também pertence. Segue então que
x · y−1 ∈ [M ].

(ii) Como [M ] é a interseção de todos os subgrupos que contém M é imediato que
M ⊂ [M ].

(iii) Se H é algum subgrupo de F que contém M , então M ⊂ H. Como [M ] é a interseção
de todos os subgrupos que contém M , segue que [M ] ⊂ H.

Observação 1.18. Note que se H é um subgrupo de F satisfazendo as condições da
Proposição 1.17 para M . Segue que, H ⊂ [M ] e [M ] ⊂ H então H = [M ].

Por meio da observação anterior é possível definir uma caracterização para o grupo
[M ].

Proposição 1.19. Um elemento x ∈ [M ] se, e somente se, x = a1a2 · · · an, onde ai ∈ M
ou ai é o inverso de um dos elementos da M .

Demonstração. Seja x ∈ [M ]. Como M ⊂ [M ] e [M ] é um subgrupo do grupo F segue
que y = x ·a−1

1 ∈ [M ] em que a−1
1 ∈ M . Da mesma forma, podemos tomar y ·a2 ∈ [M ] tal

que a2 ∈ M . Portanto, de forma indutiva temos que x = a1a2 · · · an ∈ [M ]. Já em relação
a recíproca tomemos o conjunto R ⊂ F no qual todos os seus elementos são da forma
x = a1a2 · · · an nas condições do enunciado. Note que R é um subgrupo de F , pois dados
x, y ∈ R resulta que x · y−1 ∈ R. Ademais, M ⊂ R, pois cada elemento é um produto
finito então basta tomar x = ai ∈ M . Agora, se considerarmos H um subgrupo de F
que contém M temos que F contém cada elemento ai e a−1

i pertencentes a M , logo como
H é um subgrupo resulta que a1a2 · · · an ∈ H e portanto, R ⊂ H. Por fim, R satisfaz a
Definição 1.16 e a Proposição 1.17 e assim R = [M ].

Teorema 1.20. Se X é um conjunto não vazio, então existe um grupo F e uma função
i : X → F tal que F é livre sobre X e F = [Im(i)].

Demonstração. Seja σ uma função σ : X → F formada pela seguinte lei de formação
σ(x) = [x], tal que x é uma palavra. Vamos mostrar que F é livre sobre X. Inicialmente,
considere a função β

′ : X → G contendo todas as palavras xϵ1
1 xϵ2

2 · · · xϵr
r de X, inclusive a

palavra vazia, tal que para gϵ1
1 gϵ2

2 · · · gϵr
r tem-se gi = σ(xi). Dessa forma, note que dadas

x, y duas palavras em X tais que x ∼ y implica que β
′(x) = β

′(y), pois em um grupo
G os produtos g · g−1 ou g−1 · g são iguais ao elemento 1G. Portanto, é possível definir
uma função β : F → G em que β([w]) = β

′(w). Logo, β([w][v]) = β([wv]) = β
′(wv).

Agora, veja que se w = xϵ1
1 · · · xϵr

r e v = xϵ1
1 · · · xϵs

s segue que β
′(wv) = g1 · · · grg1 · · · gs que

consequentemente é igual β
′(w)β ′(v). Logo, devido ao fato anterior, concluímos que β é

um homomorfismo de F em G. E ainda, por sua vez, σ(β([x])) = [β([x])] = [β ′(x)] =
g = σ(x) ( diagrama comutativo) para todo x ∈ X. Por fim, se γ : F → G é um outro
homomorfismo que σ(γ(x)) = σ(x) então σ(γ(x)) = σ(β(x)). Da forma em que foram
definidas, note que γ(x) e β(x) são elementos da imagem de σ, mas F =< Imσ > (em
decorrência da definição de σ) o que resulta que β = γ.
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Exemplo 1.21. O grupo (Z, +) é um grupo livre de base X = {1}

Demonstração. Sejam G um grupo livre, X = {1} e θ : X → G uma função qualquer.
Nessas condições, θ(1) = g ∈ G e seja i : X → Z a inclusão. Vamos encontrar o único
homomorfismo θ

′ : Z → G tal que θ = θ
′ ◦ i. Tomemos θ

′ : Z → G dada por θ
′(m) = m.g,

onde m é um inteiro. Note que, θ(1) = g = θ
′(1) = (θ′ ◦ i)(1). Alem disso se existir θ

′′ tal
que θ

′′ ◦i = θ
′ ◦i = θ, então θ

′′ = θ
′
. Portanto, (Z, +) é um grupo livre sobre X = {1}.

Podemos tomar também X = {−1} como base. Para provar isso, basta considerar
θ(1) = g−1.

Observe que, caso um grupo F seja livre sobre X é possível realizar a relação biunívoca
abaixo para qualquer grupo G. ([17], pag 16).

Figura 1.2: Associação biunívoca em um grupo livre F sobre X. [17]
.

Portanto, dado um homomorfismo de F em G é possível exibir a função de X em G
como uma restrição da primeira. A recíproca é consequência direta da definição de grupos
livres.

Proposição 1.22. Se F é um grupo livre sobre X então F = [X].

Demonstração. Se F é livre sobre X, então considerando-se o grupo [X] e a inclusão
θ : X → [X] temos por definição que existe um único homomorfismo (que no caso é uma
inclusão) θ′ : F → [X] tal que θ′ ◦ i = θ, onde i : X → F é a inclusão natural. Tem-se
então que F ⊂ [X] e [X] ⊂ X ⊂ F . Portanto F = [X]

Com o intuito de construir o que é entendido por presentação de grupos, apresentare-
mos os dois seguintes resultados de grupos livres.

Proposição 1.23. Todo grupo G é imagem do homomorfismo formado pela extensão de
uma função θ a um grupo livre.

Demonstração. Sejam F um grupo livre sobre X, X ⊂ F e G = [X]. Considere as
inclusões iF : X → F e iG : X → G. Logo, como F é livre sobre X segue que θ

′ : F → G
é a extensão de iG e a equação θ

′ ◦ iF = iG é verdadeira. Nesses condições, mostraremos
que θ

′ é sobrejetiva, isto é, G = Im(θ′). Note que, é imediato que Im(θ′) ⊂ G, portanto,
basta provar que G ⊂ Im(θ′). Para atingir tal objetivo, dado g ∈ G, podemos escrever
g = a1 · a2 · · · an, em que ai ∈ X ou ai é inverso de algum elemento de X, pois g ∈ [X].
Logo, como [X] é um subgrupo de F , por conseguinte G ⊂ F então podemos aplicar θ

′

em g. Assim,

θ
′(g) = θ

′(iF (a1) · iF (a2) · · · iF (an)) = θ
′(iF (a1)) · θ

′(iF (a2)) · · · θ
′(iF (an)) =

θ
′ ◦ iF (a1) · θ

′ ◦ iF (a2) · · · θ
′ ◦ iF (an) = iG(a1) · iG(a2) · · · iG(an) = a1 · a2 · · · an = g

Concluimos então que θ
′ é sobrejetiva.
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A demonstração do 1º Teorema do Isomorfismo pode ser encontrada na referência [2]
(pag. 144).

Teorema 1.24. (1º Teorema o Isomorfismo) Seja f : G → H um homomorfismo de
grupos então o grupo quociente G/Ker(f) é um isomorfo a imagem Im(f).

Teorema 1.25. Todo grupo G é isomorfo ao grupo quociente F/N ,onde F é um grupo
livre sobre X e N é o nucleo do epimorfismo θ

′ : F → G.

Demonstração. Por hipótese, temos que F é um grupo livre e G é um grupo, portanto,
da, Proposição 1.23, a extensão θ

′ : F → G é um epimorfismo, isto é, um homomorfismo
sobrejetivo, logo G = Im(θ′). Do 1° Teorema do Isomorfismo segue que F/Ker(θ′) é
isomorfo a Im(θ′) = G. Ademais, como Ker(θ′) é um subgrupo normal, consideremos R
um conjunto de geradores para Ker(θ′), ou melhor, [R] = Ker(θ′) e [R] o fecho normal
de [R], ou seja, [R] é a interseção de todos os subgrupos normais de F que contém [R].
Observe que Ker(θ′) é subgrupo normal de F que contém [R] e assim, pela Observação
1.18, temos que Ker(θ′) = [R]. Por fim, F/[R] é isomorfo a G.

O grupo quociente obtido ao final da prova do Teorema anterior é chamado presen-
tação do grupo G, tópico que abordaremos com mais cuidado a seguir.

Definição 1.26. Suponha que F seja um grupo livre sobre X, R um subconjunto de F ,
N = [R] o fecho normal de R em F e G = F/N . Por meio desta notação, escrevemos
G = ⟨X | R⟩ e dizemos que é uma presentação livre, ou simplesmente uma presentação
de G. Os elementos de X são chamados geradores e os elementos de R são chamados
relatores.

Definição 1.27. Um grupo G é dito finitamente presentado se admite uma presenta-
ção em que X e R são finitos.

Observação 1.28. Note que o Teorema 1.25 garante que todo grupo é isomorfo a uma
presentação e portanto, garante a existência das presentações para todo grupo G.

O grupo G pode ser entendido como o maior grupo com as propriedades estabelecidas
pelos relatores, sendo importante então, entender de que forma os relatores são definidos.
Logo, em consequência do Teorema 1.25, obtemos que R = Ker(θ′) dada uma extensão
θ′ de um grupo livre F sobre X. Portanto, podemos escrever R = {r = e|r ∈ R} em que
e é o elemento neutro do grupo G. Essa definição para R é conveniente para encontrar os
elementos de uma presentação, tais como no exemplo a seguir.

Exemplo 1.29. O grupo G =< x, y|x3, y2, x−1y−1xy > é uma presentação de um grupo
ciclico gerado por e de ordem 6.

G =< x, y|x3, y2, x−1y−1xy > é uma presentação de um grupo de ordem 6, gerado por
x, y, isto é, G = {x3, y2, x3y2, x−1y−1xy, x3y−2, x−3y2}.

1.3 Tópicos de Topologia Geral
A seguir apresentaremos alguns tópicos principais de Topologia Geral, tais como espa-

ços métricos ([8], [9]), espaços topológicos, conexidade, compacidade ([11]), homeomorfis-
mos e superfícies ([6]). A compreensão destes conceitos será essencial para a compreensão
das tranças em superfícies.
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1.3.1 Espaços Métricos
Definição 1.30. Uma métrica num conjunto M é uma função d : M × M → R que
associa a cada par ordenado de elementos x, y ∈ M um número real d(x, y), chamado
distância de x a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condições para quaisquer
x, y, z ∈ M :

(i) d(x, x) = 0

(ii) Se x ̸= y então d(x, y) > 0

(iii) d(x, y) = d(y, x)

(iv) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

Definição 1.31. Um espaço métrico é um par (d, M), onde M é um conjunto e d é uma
métrica em M . Logo, um espaço métrico é um conjunto que admite uma métrica.

Exemplo 1.32. Considere o conjunto dos números reais R. A distância entre dois pontos
x, y ∈ R é dada por d(x, y) = |x − y|. De fato, note que as condições i, ii, ii e iv são
satisfeitas do seguinte modo:

(i) d(x, x) = |x − x| = 0

(ii) Se x ̸= y temos que |x − y| > 0 e assim, portanto, d(x, y) > 0.

(iii) d(x, y) = |x − y| = |y − x| = d(y, x).

(iv) d(x, z) = |x − z + y − y| = |(x − y) + (y − z)| ≤ |x − y| + |y − z| = d(x, y) + d(y, z).

Portanto, d(x, y) é uma métrica em R.

Definição 1.33. Seja a um ponto no espaço métrico M . Dado um número real r > 0,
definimos a bola aberta de centro a e raio r como o conjunto B(a, r) dos pontos de M
cuja a distância é menor do que r. Ou seja,

B(a, r) = {x ∈ R : d(x, a) < r}

Analogamente, definimos a bola fechada B[a, r]:

B[a, r] = {x ∈ R : d(x, a) ≤ r}

E por fim, definimos a esfera S(a, r) de centro a e raio r:

S(a, r) = {x ∈ R : d(x, a) = r}

Exemplo 1.34. Sejam a, r ∈ R e r > 0. A bola aberta de centro a e raio r é o conjunto
B(a, r) dos pontos de R cuja distância ao ponto a é menor do que r. Ou seja,

B(a, r) = {x ∈ R : |x − a| < r} = (a − r, a + r)

Proposição 1.35. Se M é um espaço métrico então M é uma reunião de bolas abertas.
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Demonstração. Mostraremos que M = ∪
a∈M

B(a, ra). Temos a ∈ B(a, ra) ⊂ M . Tomando
a reunião de todos os a em M , obtemos:

∪
a∈M

{a} ⊂ ∪
a∈M

B(a, ra) ⊂ M

Entretanto, M = ∪
a∈M

{a}, logo M ⊂ ∪
a∈M

B(a, ra) ⊂ M . Portanto, concluímos que
M = ∪

a∈M
B(a, ra).

1.3.2 Espaços Topológicos
Definição 1.36. Seja X um conjunto não vazio. Uma coleção de subconjuntos de X
denotada por τ , satisfazendo,

(i) X, ∅ ∈τ .

(ii) A união qualquer dos elementos de qualquer subcoleção de τ , pertence a τ (união
finita ou infinita).

(iii) A interseção de uma subcoleção finita de τ , pertence a τ .
(X, τ) é chamado espaço topológico. Ademais, cada elemento A de τ é denominado
conjunto aberto de X.

A definição anterior também pode ser reescrita por meio da noção de abertos obtendo
a seguinte alteração nos itens i, ii e iii :

(i) X e ∅ são abertos.

(ii) A união qualquer de abertos é um aberto

(iii) A interseção finita de abertos é um aberto.
Exemplo 1.37. τ = {∅, X} é a topologia trivial em X.
Exemplo 1.38. Em qualquer espaço métrico M uma bola aberta B(a, r) é um conjunto
aberto de M .

Note que, pela Proposição 1.35. em um espaço métrico, podemos caracterizar um
conjunto aberto da seguinte forma:

Dado um subconjunto A de um espaço métrico M , dizemos que A é aberto em M
se para cada x ∈ A existe raio r > 0 obtemos que B(x; r) ⊂ A, isto é, existe uma bola
aberta com centro em um elemento de A está contida em A. Portanto, com esta noção
em mente, provaremos a próxima proposição.
Proposição 1.39. Todo espaço métrico M é um espaço topológico.
Demonstração. Vamos verificar que o conjunto de todas as bolas B(ai, ri) constitui uma
topologia de M . Para isso, é necessário provar as condições (i), (ii) e (iii) da Definição
1.36. Da Proposição 1.35 temos que M = ∪

a∈M
B(a, ra) e assim por consequência M ∈ τ .

Por vacuidade, temos ∅ ∈ τ , pois não há bola aberta com elementos do vazio. A condição
(ii) é imediata da igualdade ∪

a∈M
B(a, ra), pois M é uma topologia. Já em relação ao item

(iii) considere a interseção finita ∩ ( ∪
a∈M

B(a, ra)) = (B(a, ra) ∩ B(a1, ra1)) ∪ · · · (B(a, ra) ∩
B(an, ran)). Observe que, a igualdade anterior é um união de abertos e assim, portanto,
essa união é um aberto de M . Por fim, concluímos que todo espaço métrico admite uma
Topologia, ou seja, M é um espaço topológico.
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Exemplo 1.40. Seja X um espaço topológico. O conjunto τY = {Y ∩ U}, em que Y é
um subconjunto de X e U um aberto de X, é um aberto de Y.

Vamos verificar que τY é uma topologia de Y . Para isso, as três condições da Definição
1.36 devem ser satisfeitas.

(i) Note que ∅ ∈ τY , basta tomar U = ∅. Em contrapartida, se tomarmos U = X temos
que τy = Y ∩ X o que resulta que Y = Y ∩ X ∈ τy, pois Y ⊂ X.

(ii) Veja que ∪
λ∈L

(Y ∩ Uλ) = Y ∩ (U1 ∪ U2 · · · ) tal que L = 1, 2, · · · . Portanto, como cada
Uλ é um aberto de X, segue que ∪

λ∈L
(Y ∩ Uλ) é um aberto de Y .

(iii) De forma semelhante ao item (ii) temos que ∩
λ∈L

(Y ∪ Uλ) = (Y ∩ U1) ∪ (Y ∩ U2) · · · ∪
(Y ∩ Un) = Y ∪ (U1 ∩ U2 ∩ · · · ∩ Un) tal que L = 1, 2, · · · n. Logo, como cada Uλ é
um aberto de X, concluí-se que ∩

λ∈L
(Y ∪ Uλ) é um aberto de Y .

Por fim, τY é uma topologia de Y .
Por meio da topologia τY , demonstrada no exemplo anterior, é possível definir a noção

de subespaço topológico, essa que definiremos a seguir.

Definição 1.41. Seja Y um subconjunto de um espaço topológico (X, τ). Nessas condi-
ções denominamos Y um subespaço topológico cujos abertos são os elementos do conjunto
τY = {Y ∩ U} em que U é um aberto de X. Dizemos que a topologia de Y é induzida
por X, pois é constituida por abertos de X.

Exemplo 1.42. Vamos considerar X = R3 e Y = {(x, y, z) ∈ R3|z = 0}. Observe que os
abertos de R3 são as bolas abertas deste conjunto, isto é:

B(a, r) =
{

(x, y, z) ∈ R3|
√

(x − x1)2 + (y − y1)2 + (z − z1)2 < r
}

tal que r ∈ R positivo e a = (x1, y1, z1). Portanto, os abertos de Y são os elementos
de X no qual z = 0.

Figura 1.3: Aberto do subespaço.

Definição 1.43. Um subconjunto F de um espaço topológico X é fechado se o seu
complementar é aberto.

Exemplo 1.44. Todo conjunto finito de números reais F = {x1, x2, · · · xn} é fechado.
De fato, consideremos F em ordem crescente x1 < x2 < · · · < xn. Então R − F =
(−∞, x1) ∪ (x1, x2) ∪ · · · ∪ (xn−1, xn) ∪ (xn, ∞). Como cada intervalo do complementar
é aberto, concluímos que R − F é aberto e assim F é fechado.
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1.3.3 Conexidade e Compacidade
Definição 1.45. Um espaço topologico X é dito conexo se X = A ∪ B, A e B abertos
de X tal que A ∩ B = ∅ implica A = ∅ ou A = X.

Observação 1.46. A noção de conexo, intuitivamente, se dá quando o espaço não pode
se decompor em dois abertos disjuntos, a não ser que um deles é o ∅ ou o espaço todo.

Exemplo 1.47. O intervalo fechado [0, 1] é conexo. De fato, suponha que [0, 1] não seja
conexo, então existem abertos disjuntos A e B tais que [0, 1] = A ∪ B em que A, B ̸= ∅.
Assim, sejam a ∈ A e b ∈ B tal que 0 < a < b < 1. Logo, considere o conjunto
Ab = {x ∈ A|x < b}. Como A é um conjunto não vazio e que admite uma cota superior
segue que existe c tal que c = supAb que é a menor cota superior de A resulta, portanto,
c ≤ b e por consequência c ∈ A ∪ B. Dessa forma, se c ∈ A e A é aberto temos que
(c − ϵ, c + ϵ) ⊂ A (bola aberta em R), isto é, c − ϵ < c < c + ϵ. Logo, como ϵ é pequeno
segue que c < c + ϵ

2 ∈ A e por esse fato c + ϵ
2 < b o que implica que c + ϵ

2 ∈ Ab que é uma
contradição, pois c é a menor das cotas superiores de Ab.

Em contrapartida se c ∈ C temos que c − ϵ < c < c + ϵ ⊂ B e por consequência,
c − ϵ < c ∈ B. Note que c − ϵ < b e assim c − ϵ < b ∈ Ab o que resulta que c − ϵ < b é
menor de que o supremo que é uma contradição.

Definição 1.48. Seja X um espaço topológico. Um caminho em X é uma função contínua
f : [0, 1] → X.

Definição 1.49. Seja X um espaço topológico. Dizemos que X é conexo por caminhos se
dados quaisquer dois elementos a e b, existe um caminho f : [0, 1] → X tal que f(0) = a
e f(1) = b.

Proposição 1.50. Todo espaço conexo por caminhos é conexo.

Demonstração. Seja X um espaço conexo por caminhos. Suponhamos que X não seja
conexo, ou seja, X = A ∪ B, onde A e B são abertos e disjuntos, isto é, A ∩ B = ∅ e
A, B ̸= ∅ e A, B ̸= X. Tomemos a ∈ A e b ∈ B. Como X é conexo por caminhos, existe
um caminho f tal que f(a) = 0 e f(b) = 1. Portanto, observe que [0, 1] = f−1(X) =
f−1(A ∩ B) = f−1(A) ∩ f−1(B). Assim, como [0, 1] é conexo, segue f−1(A) = ∅ ou
f−1(B) = ∅. Entretanto, 0 ∈ f−1(A) e 1 ∈ f−1(B) que é uma contradição.

Definição 1.51. Dado um espaço topológico X, uma cobertura aberta de X é uma
família {Aλ}λ∈L de abertos de X tal que X = ∪

λ∈L
Aλ. Uma coberta aberta é finita se

existe um número finito de abertos A1 · · · An tal que

X = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An.

Definição 1.52. Dizemos que X é um espaço compacto se toda cobertura aberta de X
possui uma subcoleção finita que ainda cobre X.

Exemplo 1.53. R não é um espaço compacto.

De fato, considere a cobertura R = ∪
n∈N

(−n, n). Note que se considerarmos a união de
um número finito de intervalos o resultado será o intervalo aberto com o maior valor de
n e essa cobertura é diferente de R.



32 Preliminares

1.3.4 Homeomorfismo
Definição 1.54. Uma função f : M → N entre espaços topológicos é contínua se a
imagem inversa de qualquer aberto (fechado) U de N , denotada por f−1(U), é aberto
(fechado) em M . Dizemos que f é um homeomorfismo se f é contínua, bijetiva e sua
inversa é contínua.

Observação 1.55. Dois espaços são homeomorfos quando existe um homeomorfismo
entre eles. Intuitivamente, considerar duas superfícies homeomorfas, é dizer dizer que suas
propriedades topológicas não se alteram após uma deformação, como por exemplo “esticar
a superfıcie, ou parte dela; encolher a superfície, ou parte dela; entortar a superfície,
ou partes dela”[...] [20]. A ideia de homeomorfismo para a topologia se assemelha aos
homomorfismos para a Àlgebra.

Figura 1.4: Deformação de uma superfície [20]

Exemplo 1.56. Sejam

S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} T = {(x, y) ∈ R2 : |x| + |y| = 1},

o círculo unitário e o quadrado, respectivamente. As funções f : S1 → T e sua inversa
f

′ : T → S1 apresentadas abaixo definem um homeomorfismo entre o círculo e o quadrado.

f(x, y) = ( x
|x|+|y| ,

y
|x|+|y|)), f

′(x, y) = ( x√
x2+y2

, y√
x2+y2

)

Figura 1.5: Homeomorfismo entre o círculo e o quadrado
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1.3.5 Superfícies
Na subseção anterior, utilizamos da ideia de superfície de modo intuitivo, porém a

seguir verificaremos uma noção mais rigorosa desta ideia.

Definição 1.57. Uma variedade n− dimensional é um espaço topológico em que cada
ponto admite uma vizinhança homeomorfa a bola aberta n dimensional. Quando n = 2 é
dita uma superfície de dimensão 2, ou seja, as vizinhanças são subconjuntos de R2.

Observação 1.58. Uma superfície pode ser fechada (compacta, sem bordo), conexa, a
depender da característica do espaço em questão.

A seguir exibiremos alguns exemplos de superficíes, em especial, superfícies fechadas,
que são importantes para o estudo de tranças.

Exemplo 1.59. Consideraremos a esfera S(a, r) de centro a e raio r que é uma superficie
onde cada vizinhança é da forma:

N =
{
y ∈ R3 : ||x − y|| < r, x ∈ S(a, r)

}
.

Figura 1.6: Vizinhança de x e y na esfera S(r, a) [6]

Observação 1.60. Neste trabalho, iremos considerar as superfícies fechadas, i.e. com-
pactas e sem bordo.

Exemplo 1.61. O disco D2 = {x ∈ R2 : |x − a| ≤ r} com centro em a e raio r é uma
superfície compacta, conexa e com bordo S2.

De fato, para que um conjunto seja compacto em um espaço métrico, deve ser fechado
e limitado e o disco D2 satisfaz as duas condições.

O disco é conexo por caminhos, portanto conexo e seu bordo é a esfera de centro a e
raio r.

Observação 1.62. As superfícies compactas sem bordo foram classificadas através do uso
de invariantes topológicos. São elas: esferas, toro, plano projetivo, garrafa de Klein e so-
mas conexas das mesmas. Para mais informações sobre a temática invariantes topológicos
consulte [20].



34 Preliminares

1.3.6 Grupo Fundamental
Nesta subseção construiremos o grupo fundamental, noção esta que será importante

para compreensão do grupo de tranças em uma superfície compacta, conexa e sem bordo.
Para mais informações sobre este tópico consulte [21].

Definição 1.63. Sejam X um espaço topológico e x0 um ponto fixado de X. Um laço
em x0 é uma função contínua h : [0, 1] → X tal que h(1) = h(0) = x0.

Definição 1.64. Sejam X um espaço topológico e f, g : [0, 1] → X laços em X, com
f(1) = g(0). Nessas condições, definimos o laço justaposto h = f ∗ g : [0, 1] → X
considerando:

h(t) =
{

f(2t), 0 ≤ t ≤ 1
2

g(2t − 1), 1
2 ≤ t ≤ 1

Neste caso, denominamos h como a justaposição de f e g.

Figura 1.7: Representação caminhos justapostos adaptado de [10]

Observação 1.65. Denotaremos por Ω(X, x0) o conjunto {h : I → X : h é laço em x0}
em que I = [0, 1].

Definição 1.66. Seja X um espaço topológico. Dizemos que h e f são homotópicos e
denotamos h ∼ f se existe uma função H : I × I → X contínua tal que:

H(t, 0) = h(t), ∀ t ∈ I H(0, s) = H(1, s) = x0, ∀ s ∈ I
H(t, 1) = f(t), ∀ t ∈ I

O parâmetro s é dito nível de homotopia.

Note que a relação de homotopia é uma relação de equivalência, isto é, reflexiva,
simétrica e transitiva. Uma das ferramentas utilizadas para demonstrar que é uma relação
de equivalência é o Lema da Colagem.

Lema 1.67. (Lema da Colagem) Sejam M e N espaços topológicos e A e B subconjuntos
fechados de M tais que A ∪ B = M . Sejam f : A → N e g : B → N funções contínuas
satisfazendo a condição: f(x) = g(x) para x ∈ A ∩ B. Então a função h : M → N
definida por
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h(x) =
{

f(x), se x ∈ A
g(x), se x ∈ B

é contínua.

Demonstração. Vamos mostrar que se F é um subconjunto fechado de N então h−1(F ) é
um subconjunto fechado de M , ou seja, h é contínua.

Seja F um subconjunto fechado de N . Como f e g são contínuas, então g−1(F ) é um
fechado de B e f−1(F ) é um fechado de A. Sendo assim, uma vez que por hipótese A
e B são fechados de M e M = A ∪ B, segue que f−1(F ) e g−1(F ) são fechados de M .
Agora, como h−1(F ) é formado por todos os elementos de M cuja a imagem pertence a F
e M = A ∪ B, é fácil ver que h−1(F ) = f−1(F ) ∪ g−1(F ) e portanto h−1(F ) é um fechado
de M , pois é a reunião de dois fechados de M

Proposição 1.68. A relação de homotopia é uma relação de equivalência.

Demonstração. Sejam h, f, λ ∈ Ω(X, x0).

(i) h ∼ h. ( reflexiva)
Para todo h, definimos:

H : I × I → X
(t, s) → h(t)

Como h é um laço segue que H é contínua e pela definição de H segue que H(t, 0) =
h(t) = H(t, 1). Por fim, note que h(1) = h(0) = x0, logo H(0, s) = x0 = H(1, s) e
portanto, concluímos que h ∼ h.

(ii) h ∼ f ⇒ f ∼ h. (simétrica)
Considere h ∼ f por uma homotopia H de parâmetro 1 − s. Definindo-se

G : I × I → X
(t, s) → H(t, 1 − s)

Note que G é contínua, pois H é contínua, G(t, 0) = H(t, 1) = f(t) e G(t, 1) =
H(t, 0) = h(t) por definição. Ademais, G(0, s) = H(0, 1 − s) = H(1, 1 − s) =
G(1, s) = x0. Logo, segue que f ∼ h.

(iii) h ∼ f e h ∼ λ ⇒ h ∼ λ (transitiva).
Considere h ∼ f e f ∼ λ por homotopias H0 e H1, respectivamente, e com parâme-
tros 2s e 2s − 1, respectivamente. Definindo-se

H : I × I → X

(t, s) →
{

H0(t, 2s), s ∈ [0, 1
2 ],

H1(t, 2s − 1), s ∈ [1
2 , 1],

Note que, do fato de H1 e H0 serem homotopias, segue que ambas são contínuas e definidas
em um intervalo fechado e assim, portanto, pelo Lema da Colagem 1.67 temos que H é
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contínua. Além disso, H(t, 0) = H0(t, 0) = ft, H(t, 1) = H1(t, 1) = λ(t). Ademais, segue
que,

H(0,s) =
{

H0(0, 2s) = x0, s ∈ [0, 1
2 ],

H1(0, 2s − 1) = x1, s ∈ [1
2 , 1],

e

H(1,s) =
{

H0(1, 2s) = x0, s ∈ [0, 1
2 ],

H1(1, 2s − 1) = x1, s ∈ [1
2 , 1],

Portanto, f ∼ λ.

Denotamos por π1(X, x0) o conjunto quociente Ω(X, x0)/ ∼ e definimos a seguinte
operação neste conjunto:

π1(X, x0) × π1(X, x0) → π1(X, x0)
([α], [β]) → [α] · [β] = [α ∗ β].

A operação ∗ é a justaposição das funções α e β.
Vamos verificar que a operação em π1(X, x0) está bem definida.

Primeiramente observemos que: para quaisquer α, β, α
′
, β

′ ∈ π1(X, x0) tais que α ∼ α
′

e β ∼ β
′ , por homotopias H e G, respectivamente. Assim, podemos definir F : I ×I → X

por:

(t, s) →
{

H(2t, s), t ∈ [0, 1
2 ],

G(2t − 1, s), t ∈ [1
2 , 1],

Como para t = 1
2 , H(1, s) = x0 = G(0, S), pois H e G são laços justapostos. De

mais, ambas são funções contínuas definidas em intervalos fechados, segue pelo Lema da
Colagem 1.67 que F é contínua. Além disso,

F (t, 0) =
{

H(2t, 0), t ∈ [0, 1
2 ],

G(2t − 1, 0), t ∈ [1
2 , 1], =

{
α(2t), t ∈ [0, 1

2 ],
β(2t − 1), t ∈ [1

2 , 1], = (α ∗ β)(t)

F (t, 1) =
{

H(2t, 1), t ∈ [0, 1
2 ],

G(2t − 1, 1), t ∈ [1
2 , 1], =

{
α

′(2t), t ∈ [0, 1
2 ],

β
′(2t − 1), t ∈ [1

2 , 1], = (α′ ∗ β
′)(t)

E também F (0, s) = H(0, s) = x0 = G(1, s) = F (1, s), pois α e β são laços justapostos.
Logo, temos que α ∗ β ∼ α

′ ∗ β
′ .



Tópicos de Topologia Geral 37

Teorema 1.69. O par (π1(X, x0), ·) é um grupo, chamado grupo fundamental de X com
ponto base x0.

Demonstração. Para quaisquer [α], [β], [γ] em π1(X, x0), mostremos que

([α] · [β]) · [γ] = [α] · ([β] · [γ]), isto é, vale a propriedade associativa. De fato,

(α ∗ β)(t) =
{

α(2t), 0 ≤ t ≤ 1
2

β(2t − 1), 1
2 ≤ t ≤ 1

E assim,

((α ∗ β) ∗ γ)(t) =
{

(α ∗ β)(2t), 0 ≤ t ≤ 1
2

γ(2t − 1), 1
2 ≤ t ≤ 1

Por sua vez,

(α ∗ β)(2t) =
{

α(4t), 0 ≤ t ≤ 1
4

β(4t − 1), 1
4 ≤ t ≤ 1

2

Logo,

((α ∗ β) ∗ γ)(t) =


α(4t), 0 ≤ t ≤ 1

4
β(4t − 1), 1

4 ≤ t ≤ 1
2

γ(2t − 1) 1
2 ≤ t ≤ 1

(1.1)

De maneira análoga temos,

(α ∗ (β ∗ γ))(t) =


α(2t), 0 ≤ t ≤ 1

2
β(4t − 2), 1

2 ≤ t ≤ 3
4

γ(4t − 3) 3
4 ≤ t ≤ 1

(1.2)

Dessa forma, basta mostrar que 1.1 e 1.2 são laços homotópicos. Assim, consideremos os
segmentos determinados pelas retas r : t = s+1

4 e m : t = s+2
4 . Observe que para s = 0

temos t = 1
4 na reta r e t = 1

2 na reta m. Por outro lado, para s = 1 temos t = 1
2 na reta

r e t = 3
4 na reta m. Portanto, para um dado valor de s, usamos α no intervalo [0, s+1

4 ],
β no intervalo [ s+1

4 , s+2
4 ] e γ no intervalo [ s+2

4 , 1].
Definimos então a seguinte homotopia

H(t, s) =


α( 4t

s+1), 0 ≤ t ≤ s+1
4

β(4t − s − 1), s+1
4 ≤ t ≤ s+2

4
γ(4t − 3) s+2

4 ≤ t ≤ 1
Temos que H é contínua, pois é composta por funções contínuas e de mais,

H(t, 0) = ((α ∗ β) ∗ γ)(t)eH(t, 1) = (α ∗ (β ∗ γ))(t)
Por fim, se H(0, s) = α(0) = x0 e H(1, s) = γ(1), resulta que H(0, s) = H(1, s), pois
γ(0) = γ(1) (γ é um laço) o que mostra que (α ∗ β) ∗ γ ∼ α ∗ (β ∗ γ).

Mostraremos agora que ex0 = [cx0 ] é o elemento neutro de π1(X, x0), onde cx0 : I → X
é definida por cx0(t) = x0, ∀ t. Tomemos [α] ∈ π1(X, x0) qualquer. Então
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(α ∗ cx0)(t) =
{

α(2t), 0 ≤ t ≤ 1
2

x0,
1
2 ≤ t ≤ 1

Assim, para mostrar que [α ∗ cx0 ] = [α] basta encontrar uma homotopia entre elas. To-
memos então,

H(t, s) =
{

α( 2t
s+1), 0 ≤ t ≤ 1

2
x0,

1
2 ≤ t ≤ 1

Note que H é contínua e H(t, 0) = ((α ∗ cx0)(t) e H(t, 1) = α(t). Além disso , H(0, s) =
α(0) = α(1) = x0 = H(1, s).

Para mostrar o elemento neutro a direita [cx0 ∗ α] = [α], basta tomar provar que a
função G(t, s) é um homotopia entre os laços cx0 e α.

G(t, s) =
{

x0, 0 ≤ t ≤ 1−s
2

α(2t−1+s
s+1 ), 1−s

2 ≤ t ≤ 1

De fato, note que G(H, s) é contínua e G(t, 0) = cx0 ∗ α e G(t, 1) = α(t). E ainda, por
sua vez, G(0, s) = x0 = α(1) = G(1, s).

Finalmente, dado α ∈ Ω(X, x0), se tomarmos α
′ : I → X o laço definido por α

′(t) =
α(1 − t), então [α] · [α′ ] = [cx0 ] e [α′ ] · [α] = [cx0 ], bastando considerar as homotopias
H(t, s) para α

′ a direita e K(t, s) para a esquerda.

H(t, s) =


α(2t), 0 ≤ t ≤ s

2
α(s), s

2 ≤ t ≤ 2−s
2

α
′(2t − 1) 2−s

2 ≤ t ≤ 1

K(t, s) =


α

′(2t), 0 ≤ t ≤ s
2

α
′(s), s

2 ≤ t ≤ 2−s
2

α(2t − 1) 2−s
2 ≤ t ≤ 1

De fato, note que,

(α ∗ α
′)(t) =

{
α(2t), 0 ≤ t ≤ 1

2
α

′(2t − 1), 1
2 ≤ t ≤ 1

Assim, H(t, 0) = x0 = Cx0 e H(t, 1) = (α ∗ α
′) e H(1, s) = α

′(1) = α(0) = x0H(0, s).
Analogamente para lado esquerdo temos:

(α′ ∗ α)(t) =
{

α
′(2t), 0 ≤ t ≤ 1

2
α(2t − 1), 1

2 ≤ t ≤ 1

Logo, K(t, 0) = x0 = α
′(0) = α(1) e K(t, 1) = (α′ ∗ α)(t). Ademais, K(1, s) = α(1) =

x0 = K(0, s)α′(0). Portanto, concluímos que o par (π(X, x0), ·) é um grupo.
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2.1 Definições Iniciais
Neste capítulo vamos explorar a definição geometrica de trança e suas principais pro-

priedades, tais como equivalência, projeção e sua permutação. Ademais, também explo-
raremos a definição geral de tranças para superfícies. Para composição deste capítulo
utilizamos as seguintes referências: [5], [13],[16], [19].

Definição 2.1. Seja D um cubo unitário, ou seja, D = {(x, y, z) | 0 ≤ x, y, z ≤ 1}. Tome
os pontos, A1, ..., An na face de cima do cubo e da mesma forma na face de baixo tome
os pontos B1, ..., Bn. Por conveniência sejam A1 = (1

2 , 1
n+1 , 1), A2 = (1

2 , 2
n+1 , 1), · · · ,

An = (1
2 , n

n+1 , 1) e B1 = (1
2 , 1

n+1 , 0), B2 = (1
2 , 2

n+1 , 0), · · · , Bn = (1
2 , n

n+1 , 0). Agora ligue os
n pontos A1, A2, · · · , An com os n pontos B1, B2, · · · , Bn por meio dos segmentos/arcos
d1, · · · dn (esses arcos podem ser poligonais, mas para visualizar as tranças de uma forma
mais simples os exemplos serão apresentados por meio de curvas/segmentos). Portanto,
para analisarmos será necessário que três condições sejam satisfeitas:

(i) d1, · · · dn devem ser disjuntos.

(ii) Cada di conecta somente um Aj a um Bk, em que k e j podem ou não serem iguais.
Ademais, não é permitido conectar um Aj a um Ak (ou um Bj a um Bk).

(iii) Cada plano Es (denominado curva de nível) tal que z = s e 0 ≤ s ≤ 1 ( em outras
palavras paralelo ao eixo xy) intersecta cada arco di em um e somente um ponto.

Essa configuração, com n arcos d1, d2, · · · dn e os pontos A1, · · · Bn e B1, · · · Bn per-
tencentes as faces superior e inferior de D, respectivamente é chamada n-trança ou uma
trança com n cordas. Os arcos di são chamados cordas da n-trança.

Figura 2.1: Representação da n-trança [13]
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A seguir vamos apresentar alguns exemplos para que a noção de trança em termos
matemáticos se torne clara.

a)2-trança

b)1-trança

c)4-trança

Figura 2.2: Exemplos de Tranças (adaptado de [16])

2.1.1 Exemplo de uma figura que não representa uma trança

Condição (iii) não satisfeita

Figura 2.3: Exemplo de uma figura que não representa uma trança [16]
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2.2 Movimentos elementares e Tranças Equivalentes
Definição 2.2. (Movimento Elementar) Seja D um cubo unitário com o mesmo número de
cordas da Definição 2.1. Tome AB em uma corda d e seja C um ponto em D. Sendo assim,
seja o triângulo ABC (em D) que não intersecta nenhuma outra corda com exceção de d
por meio de AB. Portanto i e ii representam um movimento elementar e iii a operação
inversa.

(i) AC ∪ CB intersecta cada plano de nível Es para 0 ≤ s ≤ 1 no máximo em um
ponto.

(ii) Substitua AB pelos segmentos AC ∪ CB. Se as condições acima forem satisfeitas,
denotaremos por Ω a operação efetuada.

(iii) Se AC ∪ CB é parte de uma corda e AB instersecta cada plano de nível Es para
0 ≤ s ≤ 1 no máximo em um ponto, podemos definir o movimento inverso Ω−1 que
consiste em substituir AC ∪ CB por AB.

Figura 2.4: Movimentos Elementares [13]

Definição 2.3. Duas n-tranças, β e α, são ditas equivalentes se podemos deformar
continuamente uma na outra por meio de um número finito de movimentos elementares.
De modo geral, se for possível obter o seguinte:

β = β0
Ω±

−→ β1
Ω±

−→ · · · Ω±
−→ βm = α.

Exemplo 2.4. As duas tranças abaixo são equivalentes:

Figura 2.5: Tranças Equivalentes adaptado de [5]

Exemplo 2.5. As duas tranças abaixo não são equivalentes:
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Figura 2.6: Tranças não Equivalentes adaptado de [5]

Veja que as tranças da figura acima não são equivalentes, pois a corda A1 da primeira
está “atrás” de B1, em contrapartida à corda da segunda que é configurada ao contrário.

Observação 2.6. Note que por meio dos exemplos é possível perceber que se dadas duas
tranças equivalentes β e α, no qual um Ai é ligado em um Bj em β, então em α serão
ligados os mesmos índices para i e j, ou seja, a permutação é a mesma.

Proposição 2.7. A relação acima entre tranças é uma relação de equivalência

Demonstração. Uma relação R é uma relação de equivalência, caso esta seja reflexiva,
simétrica e transitiva. Mostraremos que a equivalência entre tranças satisfaz essas pro-
priedades. Sejam, β, α e γ n-tranças então:

(i) β ∼ β

β = β0
Ω−→ β1

Ω−1
−→= β

(ii) β ∼ α =⇒ α ∼ β

Se β ∼ α então existem movimentos tais que β = β0
Ω±

−→ · · · Ω±
−→ βm = α. Logo,

aplicando os movimentos inversos nas tranças equivalentes temos:

α = βm
Ω−1
−→ · · · Ω−1

−→ β0 = β, logo α ∼ β

(iii) β ∼ α e α ∼ γ =⇒ β ∼ γ

β = β0
Ω±

−→ · · · Ω±
−→ βm = α = α0

Ω±
−→ · · · Ω±

−→ αm = γ =⇒ β ∼ γ

Portanto, a relação entre tranças é uma relação de equivalência e assim considerando
Bn o conjunto de todas as tranças podemos representar o conjunto das n-tranças equiva-
lentes [Bn] = Bn/ ∼.

Observação 2.8. Uma n-trança nunca é equivalente a uma m-trança se m ̸= n.

Proposição 2.9. Toda 1-trança β1 é equivalente a uma 1- trança β0 representada pela
união dos pontos A1 e B1 por um segmento de reta.

Demonstração. Para a demonstração da proposição, basta considerar o segmento AB = d,
do triângulo △, em que d é igual ao segmento A1 e B1 da trança β1. Em seguida aplicar
o movimento elementar Ω±1 para obter β0.
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2.3 Projeção
Nesta seção vamos abordar uma maneira alternativa de visualizar as tranças. Os

exemplos apresentados até o momento eram de visualização em três dimensões. Agora,
de forma a podermos construir tranças mais complexas, consideraremos a projeção de
tranças de três para duas dimensões, de modo que a visualização geométrica seja mais
simples.
Definição 2.10. Sejam D um cubo nas condições da Definição 2.1 e (x, y, z) pontos na
face de cima/baixo de D. Assim é denominada projeção no plano yz a função p(x, y, z) =
(0, y, z).
Exemplo 2.11. O efeito de aplicar p nas cordas d1, · · · dn pode ser visualizado no exemplo
abaixo:

a)2-trança b)Projeção

Figura 2.7: Trança e sua projeção

Observação 2.12. Dada uma n-trança β em D denotaremos a projeção de β por p(β)
ou β

Note que ao projetar as cordas no plano yz, pelo fato de todas estarem em um mesmo
plano, resulta que em todos os casos haverá pontos de interseção entre as dj. Essa noção
motiva a definição de projeçao regular.
Definição 2.13. (Projeção Regular) Sejam β uma n-trança e p(β) a projeção de β.
Denominamos p(β) como uma projeção regular se as seguintes condições forem satisfeitas:

(i) p(β) tenha um número finito de interseções.

(ii) Se Q é um ponto de interseção de p(β) então a imagem inversa p−1(Q) ∩ β de Q em
β tem exatamente dois pontos.

(iii) Os vertíces A1, · · · An e B1, · · · Bn nunca são projetados para um mesmo ponto em
p(β).

Observação 2.14. Note que a condição (ii) garante que, em uma projeção regular, dois
pontos distintos na superfície são projetados ao mesmo ponto.
Exemplo 2.15. O exemplo 2.11 -b) é uma projeção regular.
Observação 2.16. Devido a fácil visualização, as tranças a seguir serão representadas
por meio de sua projeção regular.
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2.4 Permutação de Tranças
Nesta seção vamos apresentar uma maneira mais rigorosa de visualizar tranças equi-

valentes por meio da noção de tranças invariantes e, a partir desta, definir as permutações
de tranças.
Definição 2.17. Sejam β e α duas n-tranças equivalentes. Seja f : β → α com a seguinte
propriedade:

β ∼ α =⇒ f(β) = f(α)
Nessas condições f é chamada uma invariante de β ou simplesmente trança invariante.
Observação 2.18. Note que se f(β) ̸= f(α) então β não é equivalente a α

Exemplo 2.19. Seja α uma n-trança e f : β → N tal que f(β) é o número de cordas de
β. Note que f é um ivariante de β, pois dada duas tranças α e β se f(β) ̸= f(α) então
da Proposição 2.8 segue β ≁ α.

Consideremos agora β uma n-trança e suponha que a i-ésima corda di de β liga Ai a
Bj(i) para i = 1, · · · n. Defina a função π : βn → Sn, tal que Sn é o conjunto de todas as
permutações do conjunto {1, · · · n}, logo:

π(β) =
(

1 2 · · · n
j(1) j(2) · · · j(n)

)
Nessas condições π é um invariante de β. De fato, se β ∼ α então para cada i as i-
esimas cordas de β e α são ligadas aos mesmos vértices Ai e Bj(i), pois estes não mudam
com as operações elementares, dessa forma obtendo as mesmas permutações. Portanto,
f(β) = f(α).
Definição 2.20. A função π apresentada acima é denominada uma permutação da trança
β e denotada por π(β).
Exemplo 2.21. Considere β a 3-trança abaixo:

Figura 2.8: 3-Trança

Observe que a função permutação πβ é dada pela matriz:

πβ =
(

1 2 3
Bj(1) Bj(2) Bj(3)

)
=
(

1 2 3
2 3 1

)
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2.4.1 Tranças Puras

Definição 2.22. Uma n-trança β é chamada trança pura se:

πβ =
(

1 2 · · · n
1 2 · · · n

)

Exemplo 2.23. Considere a trança α abaixo:

Figura 2.9: Trança Pura

Veja que A1 é “ligado” em B1, A2 em B2 e A3 em B3, logo a permutação α é da forma
da definição anterior. Portanto, é uma trança pura.

Exemplo 2.24. A trança trivial é uma trança pura.

Figura 2.10: Trança Trivial

Observação 2.25. Note que nem toda trança pura é uma trança trivial (Exemplo 2.23),
porém a trança trivial é uma trança pura.
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2.4.2 Definição Geral para superfícies
Nesta subseção, iremos apresentar uma definição mais geral de tranças, isto é, cons-

truída em qualquer superfície compacta, conexa e sem bordo e mostraremos que a Defi-
nição 2.1 é um dos casos particulares desta definição. O objetivo dessa definição é para
que possamos reconhecer as tranças em outras superfícies.

Definição 2.26. Sejam M uma superficie compacta e n um número inteiro positivo.
Considere {P1, · · · Pn} um conjunto de pontos dois a dois distintos de M . Defina Ai =
Pi × {1} em M × {1} e Bi = Pi × {0} em M × {0} para i = 1, · · · n. Então uma
n-trança sobre M baseada em {P1, · · · Pn} é uma n-upla β = (b1, · · · , bn) de caminhos
bi : [0, 1] → M × [0, 1] que satisfazem as seguintes condições:

(i) Para todo 1 ≤ i ≤ n, temos que bi(0) = Ai e bi(1) = Bj, para algum j ∈ {1, · · · n};

(ii) Para qualquer superfície de nível M × {t} com 1 ≤ t ≤ n existem exatamente n
pontos de interseção entre o conjunto {b1(t) · · · bn(t)} e cada superfície de nível.

Cada caminho bi é chamado i-ésima corda da trança β ou, simplesmente, uma corda
da traça β.

Note que por meio da definição anterior o conceito de trança é expandido para dife-
rentes superficies.

A seguir apresentaremos alguns exemplos de tranças em diferentes superfícies.

Figura 2.11: Trança no toro T2 [5] e trança na esfera [22], respectivamente

Figura 2.12: Trança em um retângulo extraído de [22]



3 Grupo das tranças

Neste capítulo, vamos apresentar a construção do grupo das tranças e suas principais
propriedades. Para tal objetivo definiremos a operação entre duas tranças, as provas das
condições de grupo, sua presentação e por fim as principais propriedades desse grupo.
Para a composição deste capítulo utilizamos as seguintes referências: [5], [13], [16] e [19].

3.1 Operação entre tranças
Vamos definir uma operação entre duas tranças e, para uma melhor visualização,

vamos apresentar para 3-tranças.
Considere β1 e β2 duas 3 -tranças. Construiremos o produto β1 · β2 da seguinte forma:
Tomemos as duas projeções das tranças p(β1) e p(β2) a qual denominaremos U1 e U2.

Figura 3.1: Projeção p(β1) Figura 3.2: Projeção p(β2)

A trança produto (β1 ·β2) é resultado da substituição dos pontos inferiores de β1 pelos
pontos superiores de β2 assim, criando uma única trança cujas cordas “iniciam” em β1 e
“terminam” em β2, assim como ilustra a imagem abaixo.

47
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Figura 3.3: Produto β1 · β2

A nova trança é denominada produto entre β1 e β2.

Exemplo 3.1. Considere as tranças β e α abaixo, respectivamente:

Figura 3.4: β e α duas 3−tranças
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Os produtos β · α e α · β são, nessa ordem:

Figura 3.5: Produtos a direita e a esquerda

Observação 3.2. Veja que o produto entre tranças não é comutativo e, portanto, o grupo
não será comutativo.

Proposição 3.3. Sejam β1, β2, β3, β4, n-tranças em [Bn] tais que β1 ∼ β2 e β3 ∼ β4
então:

β1 · β3 ∼ β2 · β4.

Demonstração. Por hipótese, temos que:

β1 = Ω′±
−→ · · · Ω′±

−→= β2 e β3 =Ω′′±
−→ · · · Ω′′±

−→= β4.

Portanto, em consequência disso, por substituição direta segue que:

β1 · β3
Ω±

−→ · · · Ω±
−→= β2 · β4 ⇒ β1 · β3 ∼ β2 · β4.

Observação 3.4. Note que a demonstração acima garante que a operação produto é bem
definida, independente do representante da classe de equivalência.
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Proposição 3.5. O produto entre tranças é associativo.

Demonstração. Mostraremos de forma geométrica que o produto é associativo. Sejam
β1, β2 e β3 n-tranças em [Bn]. Provaremos que β1 · (β2 · β3) = (β1 · β2) · β3.

a)β1

b)β2

c)β3

Figura 3.6: Tranças β1, β2 e β3

Figura 3.7: β1 · (β2 · β3)
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Figura 3.8: (β1 · β2) · β3

Portanto, o produto entre tranças é associativo.
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Proposição 3.6. A operação produto entre tranças admite elemento neutro.

Demonstração. O elemento neutro e para a operação em questão é a seguinte trança:

Figura 3.9: Elemento Neutro do produto

De fato, o produto entre uma trança β com e é igual a β.

Figura 3.10: Produto entre e e β Figura 3.11: Produto entre β e e

Note que β = e · β e β = ·e, o que comprova a proposição.
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Proposição 3.7. Dado um elemento α ∈ [Bn] existe um elemento −α ∈ [Bn] tal que
α · (−α) = (−α) · α = e. O elemento −α é chamado simétrico de α.

Dadas as tranças β1, β2, β3 as tranças simétricas correspondentes são os “espelhos” das
tranças originais, isto é, ao observarmos a trança simétrica de “baixo para cima” obtemos
como resultado exatamente a trança original como demonstra as imagens abaixo:

Figura 3.12: Produtos entre β1 e −β1 a direita e a esquerda

Figura 3.13: Operação elemento inverso detalhada [5]

Note que o produto das tranças originais com as simétricas são equivalentes à trança
trivial, que é o elemento neutro para o produto.

Observe que para as provas geométricas das propriedades fez-se necessário a utilização
da noção de equivalência entre tranças. Vistas essas informações, para os próximos resul-
tados de forma analítica, vamos definir uma operação referente a classe de equivalência
entre tranças [Bn].

Definição 3.8. Sejam [β1], [β2] ∈ [Bn]. A operação entre classes de tranças é definida da
seguinte forma:
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[β1] · [β2] = [β1 · β2]
onde β1 · β2 é o produto das tranças β1 e β2.

Teorema 3.9. O conjunto das tranças [Bn] com a operação definida acima, é um grupo.

Demonstração. Sejam [β1], [β2] e [β3] tranças em [Bn]. Para que o conjunto em questão
seja um grupo é necessário que este seja associativo, possua elemento neutro e elemento
simétrico. Para as provas a seguir utilizaremos os resultados demonstrados geometrica-
mente nesta seção.

(i) A operação é associativa

[β1] · ([β2] · [β3]) = [β1] · ([β2 · β3]) = [β1 · (β2 · β3)] = [(β1 · β2) · β3] = ([β1 · β2]) · [β3].

(ii) Admite elemento neutro

Seja 1n a trança trivial. É imediato que [1n] · [β1] = [1n · β1] = [β1 · 1n] = [β1] =
[β1] · [1n].

(iii) Admite elemento simétrico

Seja −β1 o elemento simétrico de β1. Assim, [β1]·[−β1] = [β1·−β1] = [1n] = [−β1·β1].
Em relação a notação consideraremos [−β1] = −[β1].

Observação 3.10. O conjunto [Bn] munido da operação definida nessa seção é um grupo,
pois [Bn] é uma classe de equivalência. Caso contrário, a operação não seria associativa
visto, que na demonstração da Proposição 3.5, as tranças resultantes podem não ser
iguais, porém são equivalentes. Logo, a partir deste momento, consideraremos igualdade
Bn = [Bn]

3.2 Presentação do grupo das tranças
Nesta seção apresentaremos a construção de uma presentação para o grupo das tranças.

Para isso, definiremos as partições de uma trança de forma a construir os geradores de
Artin. Para composição desta seção utilizamos as referências[13] [16].

3.2.1 Partição de uma trança
Dada uma projeção de uma trança é possível particionar, isto é, dividir a trança por

meio de curvas de nível, em outras tranças de tal forma que entre dois planos admita
somente um ponto de interseção entre as cordas como ilustra a imagem a seguir:

Cada n-trança é particionada em 2n − 2 possíveis n-trança, por exemplo em uma
trança de 3 cordas obtem- se 4 tranças diferentes, de 4 cordas é gerado 6 tranças e assim
por diante. De mais, observando a expressão 2n−2 vale a igualdade 2n−2 = 2·(n−1), ou
seja, existem dois conjuntos de n − 1, n-tranças. O primeiro conjunto de n − 1, n-tranças
é representado da seguinte forma:
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Figura 3.14: Partição de uma trança [13]

Figura 3.15: 1º Conjunto de n − 1 tranças [13]

Figura 3.16: 2º Conjunto de n − 1 tranças [13]

Em símbolos denotamos essas n-tranças por σ1, σ2, · · · σn−1. Por outro lado, o segundo
conjunto é obtido alternando as cordas “atrás” e da “frente” na imagem anterior.

Note que este conjunto de n-tranças representa exatamente o inverso de cada σi.
Portanto, denota-se σ−1

1 , · · · σ−1
n−1.

O conjunto
{
σ±

i

}
, devido ao trabalho de Artin, é chamado Tranças de Artin ou gerado-

res de Artin. Mais precisamente σi é uma classe de equivalência da n-trança representada
na Figura 3.16. A importânica dessas tranças mencionadas anteriomente é demonstrada
no Teorema a seguir. [13].

Teorema 3.11. Qualquer n-trança β (β ∈ βn) pode ser escrita como um produto dos
elementos do conjunto

{
σ±

i

}
com i = 1, · · · , n − 1, isto é:

β = σϵ1
i1 · σϵ2

i2 · σϵ3
i3 · · · σϵn

in

onde 1 ≤ i1, ..., ik ≤ n − 1 e ϵi = +1 ou ϵi = −1 para i = 1, · · · , k.
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Demonstração. Seja β uma n-trança particionada tal qual a Figura 3.14. Dessa forma,
β está dividida em “seções”, isto é, em partes, e por meio de operações elementares é
possível determinar que as cordas adjacentes sejam inteiramente verticais (Figuras 3.15
e 3.16). Logo, a trança β foi particionada por um produto de σi e seus inversos. Por
fim, utilizando um número finito de planos de nível obtemos que cada partição de β é
equivalente a um σϵ1

i1 onde 1 ≤ i1, ..., ik ≤ n − 1 e ϵi = +1 ou ϵi = −1 para i = 1, · · · , k.

A seguir apresentaremos alguns resultados que são consequências do Teorema 3.11.

Proposição 3.12. Dada uma n - trança temos que σp
i ·σq

i = σp+q
i para um par de inteiros

arbitrários p, q e 1 ≤ i ≤ n − 1

Demonstração. Inicialmente, considere q ≥ 0. Assim, fixando p podemos aplicar indução
sobre q. Observe que, o caso em que q é fixo a demonstração é análoga. Para q = 0,
temos σp · σ0 = σp · 1 = σp = σp+0.

Portanto, supondo que a propriedade seja válida para q = n ∈ N provemos que a
mesma é válida para n + 1. Logo, como a proposição é válida para n e 1 segue que:

σp
i · σn+1

i = σp
i · σn

i · σ1
i = σp+n

i · σi = σp+n+1
i

Por fim, para o caso q < 0 basta considerar σp
i · σ−q

i que a demonstração é análoga ao
caso q ≥ 0. Portanto, σp

i · σq
i = σp+q

i .

Proposição 3.13. Toda 2- trança pode ser escrita na forma σm
1 para algum inteiro m

Demonstração. Do Teorema 3.11 temos que uma 2 - trança β pode ser escrita da seguinte
forma:

β = σ1

Logo, da Proposição anterior temos:

β · σ1 = σ1 · σ1 = σ2
1

· · ·

β · σm−1
1 = σm

1

Como β · σm−1
1 é uma 2-trança (pela forma em que o produto é definido) segue então

que a proposição é verdadeira.

Proposição 3.14. Toda 3- trança pode ser escrita, para algum inteiro m na forma:

σa1
1 · σb1

2 · σa2
1 · σb2

2 · · · σam
1 · σbm

2

onde a2, a3, · · · am, b2, b3, · · · bm−1 são diferentes de zero, mas a1 ou bm podem ser zero.
Ademais, esse tipo de expressão para uma 3 - trança não é única, então segue σ1 ·σ2 ·σ1 =
σ2 · σ1 · σ2
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Demonstração. Do Teorema 3.11 temos que cada 3 - trança pode ser escrita da forma:

β = σa1
1 · σb1

2 com a1 e b1 nas condições do teorema e do enunciado da proposição.

Logo, temos:
β · σa2

1 · σb2
2 = σa1

1 · σb1
2 · σa2

1 · σb2
2

· · ·

β · σa2
1 · σb2

2 · · · σm
1 · σm

2 = σa1
1 · σb1

2 · σa2
1 · σb2

2 · · · σam
1

Como β · ·σm
2 = β3 é uma 3- trança (pela forma em que o produto é definido) segue

que:

β3 = σa1
1 · σb1

2 · σa2
1 · σb2

2 · · · σam
1 · σbm

2 .

Como a expressão anterior não é única tomemos β3 das formas:

β3 = σ1 · σ2 · σ1 e β3 = σ2 · σ1 · σ2

Portanto, σ1 · σ2 · σ1 = β3 = σ2 · σ1 · σ2
De forma, geral para n > 2 uma n-trança admite a igualdade σi+1 ·σi ·σi+1 = σi ·σi+1 ·σi

tal que i = 1 · · · n−2. Portanto, uma n-trança pode ser escrita em função dessa igualdade,
tal como a proposição anterior. Ademais, [13] destaca a relação σi · σk = σk · σi para
i = 1, · · · n − 1 e |i − k| ≥ 2 , cuja demonstração para o grupo de n-tranças requer um
grande esforço quando se trata de operações elementares. Dessa forma, o autor acentua
o caso particular para 4- tranças ( σ1 · σ3 = σ3 · σ1) da seguinte forma:

Figura 3.17: Relação em β4 [13]

O conhecimento desta forma é de extrema importância para a construção da presen-
tação na próxima seção.

3.3 Presentação do Grupo das tranças
Nesta subseção apresentaremos a construção da presentação do grupo das tranças.

Para composição desta seção utilizamos as referências de [13] e [16].
Teorema 3.15. Para n ≥ 1 o grupo das tranças βn admite a seguinte presentação

βn =< σ1, σ2, · · · , σn−1 | σi · σj = σj · σi para 1 ≤ i < j < n − 1 e |j − i| ≥ 2

σi · σi+1 · σi+1 = σi · σi+1 para i = 1, · · · , n − 2. >
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Demonstração. Seja G um grupo definido por:

G :=< x1, x2, · · · , xn−1 | xi · xj = xj · xi para 1 ≤ i < j < n − 1 e |j − i| ≥ 2

xi · xi+1 · xi+1 = xi · xi+1 para i = 1, · · · , n − 2 > .

O Teorema 3.11 demonstra que o produto das tranças de Artin geram o grupo das
tranças Bn. Dessa forma, define-se a função ϕ

′ : {x1, x2 · · · xn} → Bn com a lei de
formação ϕ

′(xi) = [σi].
Em consequência da definição de G podemos considerar a função ϕ : G → Bn com

a mesma lei de formação que ϕ
′(xi). Dessa forma, veja que ϕ é um homomorfismo. De

fato, note que ϕ(xi)ϕ(xj) = [σi][σj] = [σiσj] = ϕ(σiσj). Além disso, por sua vez, devido
as resultados discutidos anteriormente nessa seção segue que:

(i) Se |i − j| ≥ 2 resulta:

ϕ(xixj) = [σiσj] = [σjσi] = ϕ(xjxi).

(ii) Para todo 1 ≤ i < n − 1 temos:

ϕ(xixi+1xi) = [σiσi+1σi] = [σi+1σiσi+1] = ϕ(xi+1xixi+1)

Agora mostraremos que ϕ é um isomorfismo, isto é, um homomorfismo bijetivo. É
imediato que ϕ é sobrejetiva, pois o conjunto das classes [ϕ1 · · · ϕn] = [βn] = βn em
consequência do Teorema 3.11. Sendo assim, basta mostrar que ϕ é injetiva. Para provar
tal resultado, vamos demonstrar que Ker(ϕ) = {e} em que e é o elemento neutro de G.
Logo, fixando um elemento g ∈ Ker(ϕ) e uma palavra w = xϵ1

i1 xϵ2
i2 · · · xϵk

ik
representando

g. Portanto, ϕ(g) = ϕ([w]) = [σϵ1
i1 σϵ2

i2 · · · σϵk
ik

] = [1Bn ], pois g ∈ Ker(ϕ). Vamos definir um
diagrama que represente a trança σϵ1

i1 σϵ2
i2 · · · σϵk

ik
por meio dos seguintes passos:

Sejam os diagramas Cσi
para cada σi e, de forma semelhante, C−1

σi
para cada σ−1

i . Os
diagramas estão representados na Figura 3.18.

Figura 3.18: Diagramas Cσi
e C−1

σi
, respectivamente.

Nesse momento, consideraremos o diagrama Dw formado pelo produto das tranças
Cϵ1

i1 Cϵ2
i2 · · · Cϵk

ik
, assim como ilustra o Exemplo na Figura 3.19.

Note que os diagramas descritos são estendidos para qualquer palavra w no domínio
de ϕ.

Seja βw a trança representada pelo diagrama Dw. Logo, βw representa ϕ(g), desde
que [βw] = [σϵ1

i1 σϵ2
i2 · · · σϵk

ik
]. Ademais, se dois diagramas são idênticos, isto é Dw1 = Dw2 ,

não somente equivalentes, resulta que as palavras associadas a esses são idênticas. Sendo
assim, se ϕ(g) = 1βn , segue que [βw] = 1βn , ou seja, βw ∼ 1βn .

Portanto, nesse sentido temos como resultado a seguinte seguinte sequência:

βw = β0
Ω±

−→ β1
Ω±

−→ · · · Ω±
−→ 1βn
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Figura 3.19: Exemplo do produto C−1
1 C2C3

De forma semelhante, podemos considerar a sequência dos diagramas associados a βw.

Dw = Dw0 Ω±
−→ Dw1 Ω±

−→ · · · Ω±
−→ D1

D1 é o diagrama associado a trança trivial. Contudo, para demonstrar a injetividade da
função ϕ, faz-se necessário demonstrar o resultado que "Se Dw1 Ω±

−→ Dw2 então [w1] =
[w2]”. Portanto, se os diagramas se diferem somente por um número finito de movimentos
elementares resulta que as palavras associadas por meio da função ϕ são equivalentes.

Antes desta fase da prova, vale destacar que pela definição de movimentos elementares,
dado um triângulo △ABC no plano, a operação consiste em substituir o segmento AB
pela união dos segmentos AC e BC ou o inverso que é substituir AC ∪ BC por AB.
Assim, se βw1 ∼ βw1 que são representados pelas tranças de Artin é possível verificar esse
movimento por meio do diagrama ilutrado através da Figura 3.20.

Figura 3.20: Movimentos elementares representados na partição [13]

Observe pela Figura 3.20 que, em geral, após a aplicação de um movimento elementar
a nova corda formada gerará novas interseções com outras cordas, enquanto as interseções
anteriores não necessáriamente se manterão. Vale destacar que em cada partição σi admite
somente um ponto de interseção.

Tendo em vista as informações destacadas no parágrafo anterior, [13] acentua que
quando uma corda entra sobre (atrás) um lado do triângulo ABC então esta corda,
sempre, irá sair sobre (atrás) um outro lado ou até talvez o mesmo lado do triângulo tal
qual a Figura 3.21.

Figura 3.21: Triângulos dos movimentos elementares. [13]

Logo, considerando as informações explicitadas, o trabalho desta etapa da demonstra-
ção, cabe em encontrar cada expressão das palavras w1 e w2 ( concluir que [w1] = [w2])
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após aplicados os movimentos elementares evidenciados em cada caso no diagrama Dw1

de forma a obter Dw2 . Para isso, sejam w1 = xα1
τ1 xα2

τ2 · · · xαy
τy

e w2 = xγ1
ρ1xγ2

ρ2 · · · xγz
ρz

. Assim,
considerando como d′ uma corda que passa pelo triângulo △ABC vamos aos casos.

Note que os casos desenvolvidos abaixo consideramos, sem perda de generalidade o
ponto C do movimento elementar a direita do segmento AB, sendo o caso a esquerda
análogo.

Caso 1 - Triângulo △ABC é vazio (3.22).

Figura 3.22: Caso 1 - extraído de [16].

Neste caso a palavra w1 possuí exatamente o mesmo diagrama da palavra w2, pois não
foram criadas e nem mesmo destruídas nenhuma corda. Portanto, [w1] = [w2].

Caso 2 - O triângulo △ABC contém parte de uma corda d
′ que entra sobre AB

e volta sobre AB (3.23)

Figura 3.23: Caso 2. [16]

Diante disso, vamos considerar de forma individual o movimento direto (Ω1) e o mo-
vimento inverso (Ω−1). Logo, para o caso Ω1 temos que substituir AB por AC ∪ BC,
com d

′ na configuração representada na Figura 3.23, de forma a exibir a palavra que
representa esse movimento. Sendo assim, note que a forma que as cordas AB e d

′ estão
postas se assemelha com o diagrama CiC

−1
i , isto é, as tranças σi ·σ−1

i . Dessa forma, basta
remover o diagrama CiC

−1
i para que o movimento seja representado. Contudo, por meio

da função ϕ, basta representar uma palavra em que um elemento é removido, a vista
disso temos a palavra xα1

τ1 xα2
τ2 · · · x

αj−1
τj−1 x

αj−1
τj−1 x

αj+2
τj+2 · · · xαy

τy
em que x

αj+1
τj+1 = x−1

i e x
αj
τj = xi que

é equivalente a palavra w2 (palavra resultante após o movimento). Por sua vez, o caso
inverso é semelhante, basta adicionar o diagrama C1C

−1
1 e os elementos que retiramos na

palavra w1, logo temos xα1
τ1 xα2

τ2 · · · x
αj−1
τj−1 xix

−1
i x

αj+1
τj+1 x

αj+2
τj+2 · · · xαy

τy
que é equivalente a palavra

w2. Portanto, [w1] = [w2].
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Caso 3 - O triângulo △ABC contém parte de uma corda d
′, onde d

′ entra
no triângulo △ABC por AC e sai sobre BC (3.24).

Figura 3.24: Caso 3 - extraído de [16]

Diante de tal caso, o raciocínio é semelhante ao Caso 2 sendo a princípal diferença
que quando o movimento for direto, adiciona-se o diagrama C−1

i Ci de algum lugar no
nosso diagrama obtendo a mesma palavra do caso anterior. Já em relação ao caso inverso
removemos o diagrama C−1

i Ci. Portanto, [w1] = [w2].

Caso 4 - O triângulo △ABC contém parte de uma corda d
′, onde d

′ entra
por AB ou AB ∪ AC e saí por outra (3.25).

Figura 3.25: Caso 4 - extraído de [16]

Independente da operação Ω( direta ou inversa) para representar a palavra, basta
deslocar o diagrama C±1

i por cima ou por baixo, no esquema representado na Figura
3.25, através de um algum número r de outros diagramas C±1

r com r ̸= i − 1, i, i + 1, ou
seja, não sendo antecessor, consecutivo, ou igual a i. Assim, se deslocado por cima temos
a palavra xα1

τ1 xα2
τ2 · · · x

αj
τj xix

±1
i x

αj+1
τj+1 · · · xαv−1

τv−1 xαv+1
τv+1 · · · xαy

τy
, onde xαv

τv
= x±1

i e |τq − 1| ≥ 2
para todo j + 1 ≤ q ≤ v − 1. Por sua vez, se deslocado para baixo temos a palavra
xα1

τ1 xα2
τ2 · · · x

αj
τj xαv−1

τv−1 xαv+1
τv+1 xix

±1
i x

αj+1
τj+1 · · · · · · xαy

τy
, onde xαv

τv
= x±1

i e |τq − 1| ≥ 2 para todo
v + 1 ≤ q ≤ j. Portanto, de qualquer forma a palavra resultante w2 é equivalente a
w1, pois a diferença entre as duas é somente o comuto dos termos x±1

i x±
j e x±

j x±1
i xj para

|i − j| ≥ 2 algum número de vezes em w1. Logo, [w1] = [w2].



62 Grupo das tranças

Caso 5 - O triângulo △ABC contém parte de duas cordas d
′ e d

′′ que se
cruzam entre elas, onde as cordas entram por AC e saem por BC (3.26).

Figura 3.26: Caso 5 - extraído de [16]

Se o movimento for direto (Ω) então basta substituir o diagrama, para algum i, C±1
i

pelo diagrama C−1
i C−1

i+1CiCi+1Ci que é representado pela palavra xα1
τ1 xα2

τ2 · · · x
αj
τj x−1

i x−1
i+1xixi+1

xix
αj+2
τj+2 · · · xαy

τy
(tal que x

αj+1
τj+1 = xi). Assim, pelo resultado σi+1 · σi · σi+1 = σi · σi+1 ·

σi temos que as palavras w1 e w2 são equivalentes. Agora, se o movimento for in-
verso basta substituir C−1

i C−1
i+1C

−1
i Ci+1Ci pelo diagrama C±1

i . Logo, temos a palavra
xα1

τ1 xα2
τ2 · · · x

αj
τj x−1

i+1x
αj+2
τj+2 · · · xαy

τy
em que x−1

i x−1
i+1x

−1
i xi+1xi resulta em x−1

i+1 desde que σ−1
i+1 ·

σ−1
i · σ−1

i+1 = σi · σ−1
i+1 · σ−1

i . Portanto, nesse caso as palavras w1 e w2 são equivalentes, ou
seja, [w1] = [w2].

△ ABC contém parte de muitas cordas que tenham arbitráriamente inter-
seções entre elas.

Nesse caso, podemos reduzir os movimentos em uma série finita dos casos anteriores,
onde em cada estagio intermédiario da sequência as palavras são equivalentes em G. Dessa
forma, [w1] = [w2].

Por fim, para finalizar a demonstração que ϕ é injetiva temos que hipótese que DW ∼
D1, logo [w] = [1

¯
n]. Por fim, como g = [w] é um elemento arbitrário do Ker(ϕ), resulta

que ϕ é injetiva e por sua vez também é sobrejetiva. Logo, concluímos que ϕ é um
isomorfismo e βn admite uma presentação idêntica a G.

3.4 Propriedades do grupo
Proposição 3.16. Para 1 ≤ i ≤ n − 1

(σ1σ2 · · · σn−1)nσi = σi(σ1σ2 · · · σn−1)n

Além disso, (σ1σ2 · · · σn−1)n pertence ao centro de βn.

Demonstração. Vamos provar por indução sobre n. Para n = 2 o resultado é imediato,
pois σ2 = σ1σ1.

Agora, supondo que o a proposição seja válida para n − 1. Demonstraremos que a
mesma é válida para n utilizando a Proposição 3.12.

(σ1σ2 · · · σn−1)nσi = (σ1σ2 · · · σn−1)2(σ1σ2 · · · σn−1)n−2σi = (σ1σ2 · · · σn−1)σi(σ1σ2 · · · σn−1)n−2 =
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= σi(σ1σ2 · · · σn−1)(σ1σ2 · · · σn−1)n−2 = σi(σ1σ2 · · · σn−1)n

Proposição 3.17. Para 1 ≤ m ≤ n, a função ϕ : βm → βn definida por ϕ(σi) = σi para
i = 1, 2 · · · m − 1 é um homomorfismo de βm → βn. Além disso, ϕ é injetiva e por isso é
possível considerar βm um subgrupo de βn.

Demonstração. Vamos provar que a função ϕ é um homomorfismo injetor. De fato, ϕ é
um homomorfismo, pois dados σiσj ∈ Bm temos que ϕ(σiσj) = σiσj = ϕ(σi)ϕ(σj). Agora,
basta demonstrar a injetividade. Suponha que para algum β ∈ Bm, temos que ϕ(β) = 1n.
A intenção nesta etapa é de verificar que o único elemento pertencente ao núcleo de ϕ é
o elemento neutro de Bm, ou seja, β ∼ 1m. Por enquanto temos a seguinte sequência:

ϕ(β) = β0
Ω±

−→ β1
Ω±

−→ · · · βk
Ω±

−→ 1n

Em que βi+1 é obtido aplicando um número finito de movimentos elementares em βi.
Ademais a igualdade ϕ(β) = 1n pode ser representada pela Figura 3.27.

Figura 3.27: Representação da igualdade ϕ(β) = 1n [13].

Observe que, pela figura anterior, é possível perceber que a função ϕ adiciona n − m
cordas nos elementos de Bm, ou seja, β adicionado de n − m cordas é equivalente ao
elemento neutro 1n. Portanto, se removermos as n − m cordas finais de cada βi, não
necessarimente na ordem, isto é, remover de β1 e logo em seguida de β2 em forma de
obter um β

′
i onde:

β = β
′

0
Ω±

−→ β
′

1
Ω±

−→ · · · β
′

k
Ω±

−→ 1m

Note que esta sequência acontece, pois αm = 1n a trança trivial de n cordas. Em que β
′
i+1

é obtido aplicando um número finito de movimentos elementares em β
′
i ou β

′
i+1 é idêntico

a β
′
i . O último ocorre se um movimento elementar for aplicado na corda na posição l de

βi tal que m < l ≤ n.
Contudo, concluímos que β ∼ 1m.

3.5 Grupo das tranças em uma superfície compacta
Por meio da definição de tranças em superfícies é possível compreender o produto

de forma mais rigorosa, isto é, por meio de uma justaposição de caminhos. Para esta
seção, considere a trança β = (b1, b2 · · · bn) definida na superfície compacta M e ΠM :
M × [0, 1] → M e assim ΠM a n-upla de caminhos ΠM(β) = (ΠM ◦ b1, · · · ΠM ◦ bn).
Salientamos que os resultados demonstrados até o momento também são válidos para o
grupo das tranças em superfícies de modo geral.
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Definição 3.18. Sejam α = (a1, a2, · · · , an) e β = (b1, b2, · · · bn) duas n− tranças em uma
superfície compacta M . Considere a n− trança (α · β) = ((ab)1, (ab)2, · · · , (ab)n) sendo,

(ab)i [0, 1] → M × [0, 1]
t → ((ΠM ◦ ai) ∗ ((ΠM ◦ bπ(α)(i))(t), t),

para i ∈ {1, · · · , n}, onde π(α)(i) = j(i) é o invariante permutação e ∗ denota a justapo-
sição de caminhos.

Observação 3.19. A representação geométrica do produto das tranças em uma superfície
é semelhante a apresentada no Capítulo 2. De fato, a imagem a seguir 3.28 corrobora esse
argumento.

Figura 3.28: Produto de tranças em um cubo unitário [22]

Exemplo 3.20. Sejam α = (a1, a2) e β = (b1, b2) duas 2− tranças em uma superfície
compacta M . Dessa forma os caminhos (ab)i são definidos (ab)1 = ((ΠM ◦ a1) ∗ (ΠM ◦
bπ(α)(1))(t), t) e (ab)2 = ((ΠM ◦ a2) ∗ (ΠM ◦ bπ(α)(2))(t), t) e então α · β = ((ab)1, (ab)2).
Lembrando que,

(ab)1 = ((ΠM ◦ a1) ∗ (ΠM ◦ bπ(α)(1))(t) =
{

(ΠM ◦ a1)(2t), 0 ≤ t ≤ 1
2

ΠM ◦ (bπ(α)(1))(2t − 1), 1
2 ≤ t ≤ 1

e

(ab)2 = ((ΠM ◦ a2) ∗ (ΠM ◦ bπ(α)(2))(t) =
{

(ΠM ◦ a2)(2t), 0 ≤ t ≤ 1
2

ΠM ◦ (bπ(α)(2))(2t − 1), 1
2 ≤ t ≤ 1

Teorema 3.21. O conjunto Bn(M) = {[β] : β é uma n- trança em M} em que M é uma
superfície compacta, munido da operação induzida pelo produto das tranças (3.18), é um
grupo, intitulado grupo das n− tranças de M .

A demonstração do Teorema 3.21 é análoga a prova que o conjunto das classes de
homotopia de laços com ponto base fixado de um espaço topológico ( ver Capítulo 1) é
um grupo. De fato, considerando P = {P1, · · · Pn} a autora [12] ressalta o resultado ” Duas
tranças baseadas em P são ditas equivalentes se existe uma homotopia que deforma uma
na outra obtendo outra trança baseada em P "(pag.6). Sendo assim, é possível enxergar
a relação de equivalência entre tranças como uma relação de homotopia de entre laços,
logo como o Grupo fundamental é um grupo munido da operação justaposição, resulta na
comprovação que o grupo das tranças é um grupo na superfície M de modo análogo.
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Observação 3.22. Vale ressaltar que o elemento neutro de Bn é a classe de equivalência
da n− trança 1 = (k1 · kn, com ki(t) = (Pi, t) para todo t ∈ [0, 1]. De mais, se β =
(b1, · · · bn) é um n− trança de M então o elemento simétrico de β é uma n− trança
β−1 = (b−1

1 , · · · b−1
n ), sendo

(b)−1
i [0, 1] → M × [0, 1]

t → ((ΠM ◦ ai) ∗ ((ΠM ◦ bπ(β−1)(i))(1 − t), t),

Ademais, para 1 ≤ i ≤ n satisfaz [β−1] = [β]−1

Por fim, os objetivos desta dissertação foram atingidos. Por sua vez, a pesquisa não se
encerra, tendo muito o que ser estudado neste campo. Uma sugestão para continuidade
desta pesquisa se baseia na seguinte pergunta “Quais são as relações e implicações da
teoria de Homotopia e os grupos das tranças ?”
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