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Resumo

As trangas sdo objetos que comumente estao presentes no cotidiano, por exemplo a
tranca de cabelo ou a forma de lagar o cardargo. Visto a forma como a ideia de tranga é
encontrada na realidade, o Matemético Alemao Emil Artin (1898 - 1962) durante o século
XX iniciou o desenvolvimento da teoria das trancas, que atualmente é uma das areas da
Matematica e que admite aplicagoes na Fisica e em outras areas de conhecimento. Este
trabalho tem como objetivo desenvolver um estudo introdutério da Teoria das Trancas,
isto é, apresentar um trabalho que contenha a construc¢ao do grupo das trancas, sua
presentagao e propriedades de maneira didatica. Para isso, explicitaremos tépicos gerais
de Teoria dos grupos, Topologia geral , Topologia Algebrica e desenvolveremos alguns da
Teoria das trancas.

Palavras-chave: Trancas, Presentacao, Grupo das Trancgas.






Abstract

Braids are objects that are commonly present in everyday life, for example braiding
hair or how to tie a shoelace. Considering the way in which the idea of braids are found
in reality, the German mathematician Emil Artin (1898 - 1962) during the 20th century
began the development of the theory of braids, which is currently one of the areas of
Mathematics and which admits applications in Physics and in other areas of knowledge.
This work aims to develop an introductory study of the Theory of Braids, that is, to
present a work that contains the construction of the group of braids, its presentation and
properties in a didactic way. For this, we will explain general topics of Group Theory,
General Topology and Algebraic Topology and will develop some topics of braid theory.

Keywords: Braid, Presentation, Braid Group.






Introducao

Na Trama das Trancgas existem os
saberes ancestrais matematicos,
artisticos e filoséficos.

Antonilde Rosa

Comumente, a ideia de tranca esta diretamente associada a exemplos cotidianos, sendo
os mais reconhecidos a tranca de cabelo, a forma de lagar o cardargo no ténis e, até mesmo,
a forma ilustrada de um DNA.

Figura 1: Exemplos de trancas

Nesta perspectiva, visto a forma que a ideia de tranga é encontrada na realidade o
matematico alemao Emil Artin (1898 - 1962) durante o Século XX, com o objetivo de
estudar os nos, iniciou o desenvolvimento da teoria que hoje é conhecida como Teoria
das Trancas, que atualmente ¢ uma das areas de estudo da Matematica amplamente
proxima da Topologia, em especial da Topologia Algébrica. Do mais, existem aplicagoes
das trangas em outras ciéncias tais como a Fisica, Mecanica, Estatistica, Quimica e a
Biologia([13]). Dentre as aplicacoes das trancas, [4] exemplifica que ha aplicabilidade em
teoria dos noés e entrelacamento, topologia de baixa dimensao, em particular dimensoes 2 e
3, “mapping class group”, geometria, equagoes algébricas e até em robdtica e criptografia.
Além disso, [4] ressalta que a teoria das trangas pode ser estudada em diversos pontos de
vista (algebra, geometria, topologia, sistemas dindmicos...), pois aparecem em variados
contextos o que justifica a vasta gama de aplicagoes. Ademais, a autora destaca que
apesar da teoria das trangas ser um assunto muito estudado, ha muito o que ser feito
nesta area. Desta forma, elaborar trabalhos que se dediquem um texto introdutoério do
objeto é de grande valia, visto a incluir novos pesquisadores para explorar as diversas
abordagens relacionadas ao tema.

Alids, a Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo (LDB) de 20 de dezembro de 1996
([3]) destaca que o ensino superior tem por finalidade “estimular a criagdo cultural e o
desenvolvimento do espirito cientifico e do pensamento reflexivo”. Tendo em vista essa
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18 Introducao

afirmagao, o estudo das trangas pode ser trabalhado nas Disciplinas de “Estruturas Al-
gébricas” dos cursos de Matematica como um exemplo de um grupo nao usual, a fim de
desenvolver a curiosidade no estudantes em relagdo as pesquisas na area.

Portanto, entendido a importancia das trancas para a Matematica em geral, esta
dissertacao tem como finalidade realizar um estudo introdutério da Teoria das trancas,
ou seja, temos como objetivos geral e especificos:

e Objetivo Geral
Desenvolver um trabalho introdutério da Teoria das Trangas, isto é, compor um
estudo que contenha a construcao do grupo das trancas, sua presentagao e proprie-
dades de maneira didatica.

e Objetivos Especificos

(i) Explicitar as teorias de Permutagao de Grupo, Grupos Livres e Presentagdo de
Grupos.

(ii) Explicitar alguns Tépicos Topoldgicos, especificamente Espagos Topolégicos Com-
pactos e Conexos e o Grupo Fundamental.

(iii) Apresentar as nogoes iniciais de trangas tais, como definigdo, movimentos elemen-
tares e equivaléncia em um cubo unitario.

(iv) Explanar a definigdo de Tranga em superficies compactas.

Em relacao a escrita, o termo “de maneira didatica” foi utilizado pelo fato de que sem-
pre que possivel buscamos explicar de forma detalhada os conceitos expostos no trabalho.
Entretanto, para uma melhor compreensao recomenda-se que o leitor possua conhecimen-
tos basicos da Teoria de Grupos.

Assim sendo, tendo em vista a atingir os objetivos especificados denominamos esta
pesquisa uma pesquisa bibliografica de carater exploratério na perspectiva de [1]. Logo,
uma pesquisa ¢ considerada bibliografica quando é baseada em materiais ja elaborados
tais como livros, dissertagoes e artigos cientificos e é exploratoria, pois “tem como objetivo
proporcionar maior familiaridade com o problema com vistas a torna-lo mais explicito ou a
construir hipéteses” [1] (pag 41). Ademais, [15] ressalta que a “pesquisa bibliogréafica nao é
uma mera repeticao do que ja foi dito ou escrito sobre certo assunto, mas propicia o exame
de um tema sobre um novo enfoque ou abordagens, chegando a conclusoes inovadoras”
(pag 183). Nesse panorama de pesquisa, os capitulos desta dissertacao foram organizados
de forma a deixar explicito o capitulo de pré requisitos e os capitulos de desenvolvimento
da tematica principal do trabalho.

Desta forma, no Capitulo 1 denominado “Preliminares” , tem como objetivo apresen-
tar o arcabougo tedrico essencial para compreensao da Teoria das Trancas de forma que
a leitura dos demais capitulos seja clara e compreensivel ao leitor. Nesse sentido, o inicio
de capitulo se encarrega de apresentar as nogoes algébricas necessarias para entendimento
do objeto principal de estudo. Sao estas, permutacao de grupos([2] e [7]), palavra ([13]),
grupos livres e presentagao de grupos ([7], [14] e [19]). Em seguida, ainda nesse capitulo,
apresentaremos o marco tedrico topolégico do texto, isto é, Espacos Métricos ([8]), Es-
pagos Topolégicos, Conexidade e Compacidade ([9], [10] e [11]) Homeomorfismo, Grupo
Fundamental ([21] e Superficies ([4]).
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O Capitulo 2 incumbe-se de introduzir as defini¢oes iniciais de trancas que primeira-
mente foram construidas em um cubo para posteriormente generalizar em uma superficie
qualquer. Dentre as nog¢oes basicas consideram-se movimentos elementares, trancas equi-
valentes, projecao e permutacao de trancas. A composicao do texto, neste capitulo, foi
baseda nos trabalhos de [13], para elaboragao das defini¢oes no cubo, e em [19] para a
definicdo em uma superficie qualquer.

Por sua vez, o Capitulo 3 pretente apresentar a contrucao do grupo das trancas, sua
presentacao e algumas propriedades importantes, tais como o centro e seu subgrupo. Ade-
mais, pretende-se nesse capitulo abordar o grupo das trancas em uma superficie compacta.
Veja [5],[13], [16] para a construcao do grupo de trangas e provas relacionadas, [13] e [16]
para presentacoes e [19] para grupo de trangas em uma superficie compacta.






1 Preliminares

Neste capitulo apresentaremos os conceitos necessarios para atingir os objetivos desta
dissertacdo. Para compreensao do grupo das trancas faz-se necessario conhecer alguns
topicos especificos de Algebra e Topologia. Portanto, neste ponto do trabalho, iremos
explicitar os seguintes temas: grupos livres, presentacao de grupos e alguns tépicos de
topologia geral. Para composi¢ao deste capitulo utilizamos as seguintes referéncias: [7],

18], [10], [11], [13], [14] [17], [18], [19] e [21].

1.1 Permutacao de grupos

Definicao 1.1. Se X é um conjunto nao vazio entao uma bijecao 7 : X — X é chamada
permutacao de X. O conjunto de todas as permutacgoes de X é um grupo com operacao
composi¢ao de fungoes, grupo este que denominamos grupo simétrico de X e denotamos
SymX. Se X = {1,---n} entdo denotamos X = S,,. Nesse caso, o grupo SymX é
chamado grupo simétrico de grau n.

Exemplo 1.2. Seja X = {1,2}. As possiveis permutagdes sao: m (1) =1 e m(2) = 2;
7T2(1) =2e 7T2(2) =1.

Para representar permutagdes finitas em que SymX = 5, de um modo conciso e visual
¢ conveniente utilizar a notacao matricial, isto é:

= (atty ni2) - nto)

Abaixo, as permutacoes apresentadas no Exemplo 1.2 na forma matricial:

(12 (12
=11 2)™7 {9 1

Observacao 1.3. Por convenc¢ao, os numeros da primeira linha da matriz permutacao
estdao em ordem numerica.

Definicao 1.4. A operagao composicao entre duas permutagoes my, o € S, é definida da
seguinte forma:

wom= (i mien - mien)

21



22 Preliminares

Exemplo 1.5. Dadas as permutacoes

(123 (123
=19 3 1)°™=\3 2 1)

a composicao 7 o my pode ser representada da seguinte forma:

”1°”2:<m<7r12<1>> m<7r22<2>> m<7r?;<3>>>:<7ris> wjm m?@)):G : 2)

Observacao 1.6. Observe que a composi¢ao de permutagoes nao é comutativa, visto que

1 2 3 . .~ .
9 O M = (2 1 3> # m o my. Portanto, o grupo das permutacgdes nao é comutativo.

1.2 Grupos Livres e Presentacao de Grupos

Nesta secao apresentaremos as nogoes introdutorias de grupos livres que serao essen-
ciais para a construgdo da presentagdo do grupo de trangas (ver Cap. 3). Para com-
posigao desta segdo, utilizamos os materiais de [13] (palavra), [7] e [14](grupos livres) e
[18](conjunto gerado).

1.2.1 Palavra

Definigao 1.7. Seja S = {1, xs, -+ , x,} um conjunto com n elementos distintos. S pode
ser um conjunto infinito, porém, por simplicidade, assumiremos que S é finito. De forma

analoga, seja S~ = {xfl,xgl, .-+ oz}t um outro conjunto com n elementos distintos.
Uma palavra W, formada pelos elementos SUS™!, é a igualdade W = ! {2 - - - 3" onde
1 <14y,19, -+ i <nee¢ =1o0ue = —1. Por convencao escrevemos x; = le

Observacao 1.8. Uma palavra pode ser entendida como o produto finito ...pode ser
entendida como o produto finito de elementos entre os 2n integrantes do conjunto... S U
S~1. O inteiro k é denominado comprimento da palavra W.

Em relacio as palavras x;x; - - - 2;(I vezes) e x; 'a; ' -z (I vezes) por facilidade na
notacao denotamos z! e x; respectivamente. Do mais, seja W o conjunto formado por
todas as palavras de S U S™!. Em adicdo a W, assumiremos que existe um elemento
denominado palavra vazia ou identidade denotado por 1.

Exemplo 1.9. Sejam S = {a,b,c} e S™' = {a" 1, b7 ,c7'}. Wy = bab tbocc™ e Wy = ba
sao palavras em S U S

Definicdo 1.10. Sejam W um conjunto de palavras e W; = xflleix:;’ e Wy =
rliwl x?j duas palavras arbitrarias em W, onde 1 < iy,d9, -+ ,ip, J1, " ,Jq < N €
€,n; = 1 ou ¢;,n; = —1,. Define-se o produto entre duas palavras W; e Wy ( simbolica-

mente W, - Ws) da seguinte forma:

— 2 Ca M2 T
Wy - Wy =z ;2 Ty T T Tl

Em particular definimos:
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A operacao produto entre palavras é associativa. De fato, se tomarmos as palavras
Wi, Wy e Wy = 2" 2i? - - - 2", nas mesmas condigoes da defini¢ao anterior, note que (W -
xy") = Wy - (Wa - W), Por sua vez, mesmo essa operagao admitindo um elemento neutro
(1 ou palavra vazia), dada uma palavra em W, ndo temos um elemento inverso a ela bem
definido, resultando que W nao tem estrutura de grupo. Portanto, para que W constitua
um grupo ( grupos livres, posteriomente), é necessario que haja uma defini¢ao formal do
elemento inverso de uma palavra e para isso, a seguir, definiremos a no¢ao de equivaléncia

entre palavras ([13], pag 232).

Definicao 1.11. Sejam W; e W5 duas palavras em W. Dizemos W) é equivalente a W,
se for possivel obter W5 aplicando em W7, por um numero finito de vezes, as seguintes
operacoes:

€ €14 €; _ €144
Ty :wga - -x w7 — g a? xy (] wp )y T ag

i1 Vo 1,114 i \VipFip 114 im
onde e = %1 e
. €1 €2 €3 (p€ €N W E140 €m . €1 .62 €5 nE1+7 €m
Ty s afiay oy (g @y g, 0wy — Ty gy g wy e ag

A operagao T; é denominada insercao e T5 é denominada exclusao.

Observagao 1.12. Se duas palavras W7 e W5 sdo equivalentes denotamos Wy ~ Ws.
Exemplo 1.13. As palavras descritas no Exemplo 1.9 sdo equivalentes.
Proposicao 1.14. A relagdo descrita acima é uma relagio de equivaléncia.

Demonstragio. Para verificar se uma relacao é uma relacao de equivaléncia, basta mostrar
que valem as propriedades: reflexiva, simetrica e transitiva. Portanto, sejam Wy, Wy e W3
palavras pertencentes a W. Logo:

() Wi~
E imediato, basta aplicar a operacao T} em W; e em seguida aplicar T; em W,
obtendo assim a palavra orginal.

(11) W1 ~ WQ entao W2 ~ W1
or hipétese, temos que W; ~ Ws, ou seja, é possivel obter W, por meio das opera-
Por hipotese, t Wy ~ Wa, , 1 obter W- d
~ : _ .€1,.€2 €5 €145 € /
coes Ty e 15 aplicadas em Wy = @i a3) - - - @y @, | - - - 2. Dessa forma, suponha W,
’ . ~ ~ !
apos as aplicacoes das operacoes em W e portanto, segue que W, = W,. Logo, como
~ ~ . ~ ~ / . ~
as operagoes sao insercoes e exclusao tomemos W, = W, e aplicamos as operacoes
. z . / €4 — € i
Ty e Ty de forma a obter W1, isto é, considere Wy = zila? - - 2 (v§ x; )y, 77 -+ ai”
. / ,
basta aplicar T, em W, o que resulta em Wj. Por fim, concluimos que Wy ~ W.

(111) W1 o~ W2 (§ W2 ~ W3 entao W1 ~ Wg.
Seja Wy = xjl x5 - - $szxflljj ---z5™ .Por pressuposto, temos que W; ~ Wy, logo ¢é
possivel obter W5 por meio das operacoes T e 1o em W;. Dessa forma, considere
Wy = ajlai? - xfj(xfpx[pe)x;l: -~y De forma semelhante, seja W3 = xjl ;2 - - a:fj
(:v;px;f)(x;x;e)x;ﬁj -+, pois Wa ~ Wi, Logo, note que Ws = Wi (x5 x; ) (25,7;,°)

e assim, concluimos que Wy ~ Wj.

]
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A . . / . . N .
Como consequéncia do resultado, seja W' o conjunto de todas as classes de equivaléncia
[] da relagdo entre palavras. Precisamente,

2] ={yeW:y~uz}
Dessa forma, define-se o produto em W’'. Sejam [z], [y] elementos de W', logo:

[] - [y] = [zy]

Vale ressaltar que [z] - [1] = [1] - [z] = [z1] = [z] (elemento neutro) e que a operagiao em
W' é associativa, visto que o produto entre palavras é associativo. Ademais, dada uma
palavra z = z{} 22 - - - ;" 0 elemento inverso de [z] ¢ definido por [z] ™" = [z; 7 - - -}, 2],
pois [z] - [x]7! = [zz~'] = [¢7'2] = [1]. Portanto, W’ constitui um grupo com a operacio

descrita acima.

1.2.2 Grupos Livres

Definicao 1.15. Um grupo F' é chamado grupo livre sobre um subconjunto X C F
(1 : X — F ainclusao) se dado um grupo G e uma fungdo ¢ : X — G existe um unico
homomorfismo 6 : F — G estendendo 6, isto é, satisfazendo a propriedade 6 = 6’ o 1.
Nessas condigoes, dizemos que X é uma base de F' e a ordem (].X|) de X é chamada rank
de F', que escrevemos rank(F).

Figura 1.1: Diagrama Comutativo que representa § =6 o

A definicao de grupo livre ndo necessariamente garante a sua existéncia ([7]) sendo
necessario, entao, provar este fato para um conjunto nao vazio X. Nesse sentido, o
Teorema 1.20 cumpre essa funcao. Para tal demonstragao utilizaremos o conceito de
palavra e sua classe de equivaléncia.

Definicao 1.16. Sejam M um subconjunto nao vazio de um grupo F' e C' a colecao dos
subgrupos de F que contém M. A colecao é nao vazia, pois contem F. Nessas condicoes, a
intersecao dos subgrupos da cole¢do C' é um subgrupo de F' que denominamos o conjunto
gerado por M e denotamos por [M].

Proposigao 1.17. O conjunto [M], nas condigoes da definicao anterior, satisfaz as se-
guintes propriedades:

(i) [M] é um subgrupo de F.
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(iii) Se H é algum subgrupo de F' que contém M entdo [M] C H.

Demonstragio. (i) Sejam C' a cole¢ao de subgrupos que contém M e z,y~' € [M].
Provaremos que x-y~* € [M]. Se x,y~! € [M] entdo z,y~! pertencem aos subgrupos
de F' que contém M, por consequéncia z - y~' também pertence. Segue entdao que
z-y~te M.

(ii)) Como [M] é a intersecdo de todos os subgrupos que contém M é imediato que
M c [M].

(iii) Se H é algum subgrupo de F' que contém M, entdo M C H. Como [M] é a interse¢ao
de todos os subgrupos que contém M, segue que [M] C H.
O

Observagao 1.18. Note que se H é um subgrupo de F' satisfazendo as condi¢bes da
Proposicao 1.17 para M. Segue que, H C [M] e [M] C H entao H = [M].

Por meio da observacao anterior é possivel definir uma caracterizagdo para o grupo

[M].

Proposicao 1.19. Um elemento x € [M] se, e somente se, x = ayas - - a,, onde a; € M
ou a; € o inverso de um dos elementos da M.

Demonstragio. Seja x € [M]. Como M C [M] e [M] é um subgrupo do grupo I segue
que y = z-a; "' € [M] em que a;* € M. Da mesma forma, podemos tomar y-ay € [M] tal
que as € M. Portanto, de forma indutiva temos que x = ayas - - - a,, € [M]. J& em relagdo
a reciproca tomemos o conjunto R C F no qual todos os seus elementos sao da forma
T = aias - - - a, nas condi¢oes do enunciado. Note que R é um subgrupo de F', pois dados
x,y € R resulta que - y~! € R. Ademais, M C R, pois cada elemento é um produto
finito entdao basta tomar z = a; € M. Agora, se considerarmos H um subgrupo de F
que contém M temos que F' contém cada elemento a; e a; ' pertencentes a M, logo como
H é um subgrupo resulta que ajas---a, € H e portanto, R C H. Por fim, R satisfaz a
Definigao 1.16 e a Proposigao 1.17 e assim R = [M]. O

Teorema 1.20. Se X € um conjunto nao vazio, entao existe um grupo F' e uma fungdo
i: X — F tal que F € livre sobre X e F = [Im(i)].

Demonstracdo. Seja 0 uma funcao o : X — F' formada pela seguinte lei de formacao
o(z) = [z], tal que = é uma palavra. Vamos mostrar que F ¢é livre sobre X. Inicialmente,

. ~ !/ . .
considere a fungdo 5 : X — G contendo todas as palavras x{'z5* - - - & de X, inclusive a

palavra vazia, tal que para gi'gs® - - g& tem-se g; = o(z;). Dessa forma, note que dadas
z,y duas palavras em X tais que 2 ~ y implica que ' (z) = §'(y), pois em um grupo
G os produtos g - ¢! ou g7! - g sdo iguais ao elemento 1g. Portanto, é possivel definir
uma funcio f : F — G em que 3([w]) = B (w). Logo, 6([1/0}[1}]) = B([wv]) = B (wv).
Agora, veja que se w = xi' -z e v = x7 - - ¢ segue que B (wv) = g1 Grg1 - - gs qUE
consequentemente é igual 5 (w)3 (v). Logo, devido ao fato anterior, concluimos que £ é
um homomorfismo de F' em G. E ainda, por sua vez, o(3([z])) = [B([z])] = [B (z)] =
g = o(z) ( diagrama comutativo) para todo x € X. Por fim, se 7 : F' — G é um outro
homomorfismo que o(y(z)) = o(z) entdao o(y(x)) = o(f(x)). Da forma em que foram
definidas, note que v(x) e f(x) sao elementos da imagem de o, mas F =< Imo > (em
decorréncia da definigdo de o) o que resulta que 3 = 7. O]
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Exemplo 1.21. O grupo (Z,+) é um grupo livre de base X = {1}

Demonstragio. Sejam G um grupo livre, X = {1} e  : X — G uma func¢ao qualquer.
Nessas condigoes, 6(1) = g € G e seja i : X — Z a inclusdo. Vamos encontrar o tnico
homomorfismo 6’ : Z — G tal que # = §' oi. Tomemos ' : Z — G dada por 6 (m) = m.g,
onde m é um inteiro. Note que, (1) = g =6 (1) = (6 0i)(1). Alem disso se existir §” tal
que 0" 0i =0 oi =0, entdo §" = 0. Portanto, (Z, +) é um grupo livre sobre X = {1}. O

Podemos tomar também X = {—1} como base. Para provar isso, basta considerar
(1) =g L

Observe que, caso um grupo F' seja livre sobre X é possivel realizar a relagao biunivoca
abaixo para qualquer grupo G. ([17], pag 16).

Homomorfismos Aplicacoes
de F' em G de X em G

Figura 1.2: Associacao biunivoca em um grupo livre F sobre X. [17]

Portanto, dado um homomorfismo de F' em G é possivel exibir a funcao de X em G
como uma restri¢ao da primeira. A reciproca é consequéncia direta da definicdo de grupos
livres.

Proposigao 1.22. Se F' é um grupo livre sobre X entio F' = [X].

Demonstragio. Se F é livre sobre X, entdo considerando-se o grupo [X] e a inclusao
0 : X — [X] temos por definigdo que existe um tinico homomorfismo (que no caso é uma
inclusao) 6" : F — [X] tal que # oi = 6, onde i : X — F ¢ a inclusdo natural. Tem-se
entdo que F' C [X] e [X] C X C F. Portanto F' = [X]

O

Com o intuito de construir o que é entendido por presentacao de grupos, apresentare-
mos os dois seguintes resultados de grupos livres.

Proposicao 1.23. Todo grupo G é imagem do homomorfismo formado pela extensao de
uma fungdo 0 a um grupo livre.

Demonstrag¢io. Sejam F um grupo livre sobre X, X C F e G = [X]. Considere as
inclusoes ip : X — F eig : X — G. Logo, como F é livre sobre X segue que 8 : F — G
é a extensdo de i e a equacdo 0 oip = ig é verdadeira. Nesses condicdes, mostraremos
que 6 é sobrejetiva, isto é, G = Im(#'). Note que, é imediato que Im(f') C G, portanto,
basta provar que G C Im(f'). Para atingir tal objetivo, dado ¢ € G, podemos escrever
g=aj-as---a,, em que a; € X ou a; ¢ inverso de algum elemento de X, pois g € [X].
Logo, como [X] é um subgrupo de F', por conseguinte G C F' entdo podemos aplicar 6
em ¢g. Assim,

/ / ’

0'(9) = 0 (ir(ar) -ir(az) -~ ir(an) = 0 (ir(ar)) - 0 (ir(az)) - 0 (ir(an)) =

0 cip(ay) -0 oip(as)- . 0 oip(ay) =iglar) -iglas) - iglan) =a1-as--an =g
Concluimos entao que 6 é sobrejetiva. n
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A demonstragao do 1° Teorema do Isomorfismo pode ser encontrada na referéncia [2]
(pag. 144).

Teorema 1.24. (1° Teorema o Isomorfismo) Seja f : G — H um homomorfismo de
grupos entao o grupo quociente G/Ker(f) é um isomorfo a imagem Im(f).

Teorema 1.25. Todo grupo G € isomorfo ao grupo quociente F'/N,onde F é um grupo
livre sobre X e N € o nucleo do epimorfismo 6 : F — G.

Demonstragao. Por hipotese, temos que F' é um grupo livre e G é um grupo, portanto,
da, Proposicdo 1.23, a extensao ' : F' — G é um epimorfismo, isto é, um homomorfismo
sobrejetivo, logo G = Im(6'). Do 1° Teorema do Isomorfismo segue que F/Ker(d') é
isomorfo a Im(f') = G. Ademais, como Ker(f') é um subgrupo normal, consideremos R

um conjunto de geradores para Ker(6'), ou melhor, [R] = Ker(6') e [R] o fecho normal

de [R], ou seja, [R] é a intersegao de todos os subgrupos normais de F' que contém [R].

Observe que Ker(6') é subgrupo normal de F' que contém [R] e assim, pela Observagao
1.18, temos que Ker(6') = [R]. Por fim, F/[R] é isomorfo a G. O

O grupo quociente obtido ao final da prova do Teorema anterior ¢ chamado presen-
tacao do grupo G, tépico que abordaremos com mais cuidado a seguir.

Definicao 1.26. Suponha que F seja um grupo livre sobre X, R um subconjunto de F,
N = @ o fecho normal de R em F' e G = F//N. Por meio desta notagao, escrevemos
G = (X | R) e dizemos que é uma presentacao livre, ou simplesmente uma presentagao
de G. Os elementos de X sdo chamados geradores e os elementos de R sdao chamados
relatores.

Definicao 1.27. Um grupo G é dito finitamente presentado se admite uma presenta-
¢ao em que X e R sdo finitos.

Observagao 1.28. Note que o Teorema 1.25 garante que todo grupo é isomorfo a uma
presentacao e portanto, garante a existéncia das presentagoes para todo grupo G.

O grupo G pode ser entendido como o maior grupo com as propriedades estabelecidas
pelos relatores, sendo importante entao, entender de que forma os relatores sao definidos.
Logo, em consequéncia do Teorema 1.25, obtemos que R = Ker(f') dada uma extensao
¢’ de um grupo livre F' sobre X. Portanto, podemos escrever R = {r = e|r € R} em que
e é o elemento neutro do grupo . Essa definicao para R é conveniente para encontrar os
elementos de uma presentagao, tais como no exemplo a seguir.

Exemplo 1.29. O grupo G =< x,y|z3,y* 7'y 2y > é uma presentagio de um grupo
ciclico gerado por e de ordem 6.

G =< z,ylx,y*, 7'y~ try > é uma presentacio de um grupo de ordem 6, gerado por
2y, isto &, G = {a°, %, 2%y o~y wy, 2%y~ 270y}

1.3 Tépicos de Topologia Geral

A seguir apresentaremos alguns topicos principais de Topologia Geral, tais como espa-
gos métricos ([8], [9]), espagos topologicos, conexidade, compacidade ([11]), homeomorfis-
mos e superficies ([6]). A compreensao destes conceitos sera essencial para a compreensao
das trangas em superficies.
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1.3.1 Espacos Métricos

Definicao 1.30. Uma métrica num conjunto M é uma funcdo d : M x M — R que
associa a cada par ordenado de elementos z,y € M um ntmero real d(x,y), chamado
distancia de x a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condicOes para quaisquer
x,y,z € M:

(i) d(z,z) =0

(ii) Se x # y entao d(x,y) > 0
(iii) d(z,y) = d(y, x)

(iv) d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2)

Definigao 1.31. Um espago métrico é um par (d, M), onde M é um conjunto e d é uma
métrica em M. Logo, um espaco métrico é um conjunto que admite uma métrica.

Exemplo 1.32. Considere o conjunto dos niimeros reais R. A distancia entre dois pontos
z,y € R é dada por d(z,y) = |r — y|. De fato, note que as condigdes i,1ii,ii e iv sdo
satisfeitas do seguinte modo:

(i) d(z,z) =z — 2| =0

(ii) Se = # y temos que |x — y| > 0 e assim, portanto, d(z,y) > 0.

(iii) d(z,y) = [z =yl = |y — 2| = d(y, z).

(iv) d(z,2) = [z —z+y—yl =z —y) + (y—2)| < |z —yl+ |y — 2| = d(z,y) + d(y, 2).
Portanto, d(x,y) é uma métrica em R.

Definicao 1.33. Seja a um ponto no espago métrico M. Dado um ntmero real r > 0,
definimos a bola aberta de centro a e raio r como o conjunto B(a,r) dos pontos de M
cuja a distancia é menor do que r. Ou seja,

B(a,r) ={x € R:d(z,a) <1}

Analogamente, definimos a bola fechada Bla, r]:
Bla,r] ={x € R:d(z,a) <r}
E por fim, definimos a esfera S(a, ) de centro a e raio r:
S(a,r)={z€eR:d(z,a) =1}

Exemplo 1.34. Sejam a,r € R e r > 0. A bola aberta de centro a e raio r é o conjunto
B(a,r) dos pontos de R cuja distancia ao ponto a é menor do que r. Ou seja,

B(a,r)={z€eR: |z —a|<r}=(a—ra+r)

Proposicao 1.35. Se M é um espago métrico entao M ¢é uma reunidgo de bolas abertas.
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Demonstragio. Mostraremos que M = UMB(a,ra). Temos a € B(a,r,) C M. Tomando
ae

a reuniao de todos os a em M, obtemos:

Y, {a} C CLGUMB(CL,?"CL) cM

Entretanto, M = UM {a}, logo M C UMB(a, re) C M. Portanto, concluimos que
ac ac
M = aéJMB(a, Tq)- O

1.3.2 Espacos Topolégicos
Defini¢ao 1.36. Seja X um conjunto ndao vazio. Uma cole¢gao de subconjuntos de X
denotada por 7, satisfazendo,
(i) X, 0er.
(ii) A unido qualquer dos elementos de qualquer subcolecao de 7, pertence a 7 (unido
finita ou infinita).
(iii) A intersecdo de uma subcolecao finita de 7, pertence a 7.

(X,7) é chamado espago topologico. Ademais, cada elemento A de 7 é denominado
conjunto aberto de X.

A defini¢do anterior também pode ser reescrita por meio da nocao de abertos obtendo
a seguinte alteracao nos itens i, e i :

(i) X e () sao abertos.
(ii) A unido qualquer de abertos é um aberto

(iii) A intersecao finita de abertos é um aberto.
Exemplo 1.37. 7 = {), X} é a topologia trivial em X.

Exemplo 1.38. Em qualquer espago métrico M uma bola aberta B(a,r) é um conjunto
aberto de M.

Note que, pela Proposicao 1.35. em um espago métrico, podemos caracterizar um
conjunto aberto da seguinte forma:

Dado um subconjunto A de um espaco métrico M, dizemos que A é aberto em M
se para cada x € A existe raio r > 0 obtemos que B(z;r) C A, isto é, existe uma bola
aberta com centro em um elemento de A esta contida em A. Portanto, com esta nocgao
em mente, provaremos a préxima proposicao.

Proposicao 1.39. Todo espaco métrico M é um espaco topologico.

Demonstragio. Vamos verificar que o conjunto de todas as bolas B(a;, ;) constitui uma
topologia de M. Para isso, é necessario provar as condigoes (), (i7) e (i7i) da Defini¢ao
1.36. Da Proposicao 1.35 temos que M = UMB(a, r,) € assim por consequéncia M € T.
ac
Por vacuidade, temos () € 7, pois nao h4 bola aberta com elementos do vazio. A condigiao
(77) é imediata da igualdade UMB (a,ry), pois M é uma topologia. Ja em relagao ao item
ac
(iii) considere a intersecao finita N ( UMB(a, re)) = (B(a,r,) N B(ay,rq,))U- - (B(a,re) N
ac
B(ay,ra,)). Observe que, a igualdade anterior é um uniao de abertos e assim, portanto,

essa uniao ¢ um aberto de M. Por fim, concluimos que todo espago métrico admite uma
Topologia, ou seja, M é um espago topologico. n
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Exemplo 1.40. Seja X um espago topologico. O conjunto v = {Y N U}, em que Y é
um subconjunto de X e U um aberto de X, é um aberto de Y.

Vamos verificar que 7y é uma topologia de Y. Para isso, as trés condig¢oes da Defini¢ao
1.36 devem ser satisfeitas.

(i) Note que () € 7y, basta tomar U = (). Em contrapartida, se tomarmos U = X temos
que 7, =Y NX o queresultaque Y =Y NX €7y, poisY C X.

(ii) Veja que A%JL(YH Uy =YNUUUy---)tal que L =1,2,---. Portanto, como cada
U, é um aberto de X, segue que )\LGJL(Y N U,) é um aberto de Y.

(iii) De forma semelhante ao item (ii) temos que /\ﬂL(Y ul,) =Y nU)ulYnuUy)---U
S

YNnU,) =YUUnUyn---NU,) tal que L =1,2,---n. Logo, como cada U, é
um aberto de X, conclui-se que /\ﬂL(Y U U,) é um aberto de Y.
S

Por fim, 7v é uma topologia de Y.
Por meio da topologia 7y, demonstrada no exemplo anterior, é possivel definir a nogao
de subespaco topolégico, essa que definiremos a seguir.

Defini¢ao 1.41. Seja Y um subconjunto de um espago topolégico (X, 7). Nessas condi-
¢oes denominamos Y um subespacgo topoldgico cujos abertos sao os elementos do conjunto
v = {Y NU} em que U é um aberto de X. Dizemos que a topologia de Y é induzida
por X, pois é constituida por abertos de X.

Exemplo 1.42. Vamos considerar X = R3 e Y = {(z,y, 2) € R*|z = 0}. Observe que os
abertos de R? sdo as bolas abertas deste conjunto, isto é:

Blar) = {(0.9.2) € RN w =zt + (= p)P+ (- =) <1

tal que r € R positivo e a = (x1,41, 21). Portanto, os abertos de Y sdo os elementos
de X no qual z = 0.

— —

—

S

Figura 1.3: Aberto do subespaco.

Definicao 1.43. Um subconjunto F' de um espaco topolégico X é fechado se o seu
complementar é aberto.

Exemplo 1.44. Todo conjunto finito de ntmeros reais F' = {1, x9, - x,} é fechado.
De fato, consideremos F' em ordem crescente r; < xo < -+ < z,. Entao R — ' =
(—o0,x1) U (z1,22) U---U (Tp-1,2,) U (z,,00). Como cada intervalo do complementar
é aberto, concluimos que R — F' é aberto e assim F' é fechado.
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1.3.3 Conexidade e Compacidade

Defini¢ao 1.45. Um espago topologico X ¢é dito conexo se X = AU B, A e B abertos
de X tal que AN B = () implica A =0 ou A= X.

Observacao 1.46. A nocao de conexo, intuitivamente, se d4 quando o espago nao pode
se decompor em dois abertos disjuntos, a nao ser que um deles é o () ou o espaco todo.

Exemplo 1.47. O intervalo fechado [0, 1] é conexo. De fato, suponha que [0, 1] nao seja
conexo, entao existem abertos disjuntos A e B tais que [0,1] = AU B em que A, B # 0.
Assim, sejam a € Aeb € B tal que 0 < a < b < 1. Logo, considere o conjunto
Ay = {x € Alx < b}. Como A é um conjunto ndo vazio e que admite uma cota superior
segue que existe ¢ tal que ¢ = supA, que é a menor cota superior de A resulta, portanto,
¢ < b e por consequéncia ¢ € AU B. Dessa forma, se ¢ € A e A é aberto temos que
(¢ —€,c+€) C A (bola aberta em R), isto é, ¢ — € < ¢ < ¢+ €. Logo, como € é pequeno
segue que ¢ < c+ 5 € A e por esse fato ¢+ 5 < b o que implica que ¢+ § € Ay que é uma
contradicao, pois ¢ é a menor das cotas superiores de Ay.

Em contrapartida se ¢ € C temos que ¢ — € < ¢ < ¢+ € C B e por consequéncia,
c—e<c€ B. Noteque c—e < beassimc—e<be& A, o que resulta que c —e < b é
menor de que o supremo que é uma contradicao.

Definigao 1.48. Seja X um espaco topologico. Um caminho em X é uma funcao continua
f:0,1] —» X.

Definicao 1.49. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que X é conexo por caminhos se
dados quaisquer dois elementos a e b, existe um caminho f : [0,1] — X tal que f(0) =a

e f(1) =b.
Proposicao 1.50. Todo espaco conexo por caminhos é conexo.

Demonstragcao. Seja X um espago conexo por caminhos. Suponhamos que X nao seja
conexo, ou seja, X = AU B, onde A e B sao abertos e disjuntos, isto é, AN B = 0 e
A B#0e A B=# X. Tomemos a € Aebe B. Como X é conexo por caminhos, existe
um caminho f tal que f(a) = 0 e f(b) = 1. Portanto, observe que [0,1] = f~}(X) =
fTYANB) = f~YA) n f7YB). Assim, como [0,1] é conexo, segue f~'(A) = 0 ou
f~Y(B) = 0. Entretanto, 0 € f~'(A) e 1 € f~}(B) que é uma contradigao. O

Definicao 1.51. Dado um espaco topologico X, uma cobertura aberta de X é uma
familia {Ax},c, de abertos de X tal que X = AULA,\. Uma coberta aberta ¢ finita se
S

existe um numero finito de abertos Ay --- A, tal que

X=AUAU---UA,.

Definicao 1.52. Dizemos que X é um espaco compacto se toda cobertura aberta de X
possui uma subcolecao finita que ainda cobre X.

Exemplo 1.53. R nao é um espaco compacto.

De fato, considere a cobertura R = UN(—n, n). Note que se considerarmos a uniao de
ne

um numero finito de intervalos o resultado serd o intervalo aberto com o maior valor de
n e essa cobertura é diferente de R.
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1.3.4 Homeomorfismo

Definicao 1.54. Uma funcao f : M — N entre espagos topoldgicos é continua se a
imagem inversa de qualquer aberto (fechado) U de N, denotada por f~'(U), ¢ aberto
(fechado) em M. Dizemos que f é um homeomorfismo se f é continua, bijetiva e sua
inversa ¢ continua.

Observacao 1.55. Dois espagos sao homeomorfos quando existe um homeomorfismo
entre eles. Intuitivamente, considerar duas superficies homeomorfas, é dizer dizer que suas
propriedades topoldgicas nao se alteram apds uma deformacao, como por exemplo “esticar
a superficie, ou parte dela; encolher a superficie, ou parte dela; entortar a superficie,
ou partes dela”[...] [20]. A ideia de homeomorfismo para a topologia se assemelha aos
homomorfismos para a Algebra.

A c
B A
=
B ) B
c A
“
g
G
3 A
5
B
5

Figura 1.4: Deformagao de uma superficie [20]

Exemplo 1.56. Sejam

St={(z,y) eR?:a? +y? =1} T ={(z,y) eR?:|z[+y| =1},

o circulo unitdrio e o quadrado, respectivamente. As funcoes f : S* — T e sua inversa
’ . 7
f T — St apresentadas abaixo definem um homeomorfismo entre o circulo e o quadrado.

fla,y) = (IngCW’ m)’ f/(x’y) - (\/xj—&-y?’ \/ﬂcg-i-yQ)

Figura 1.5: Homeomorfismo entre o circulo e o quadrado
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1.3.5 Superficies

Na subsecao anterior, utilizamos da ideia de superficie de modo intuitivo, porém a
seguir verificaremos uma noc¢ao mais rigorosa desta ideia.

Definicao 1.57. Uma variedade n— dimensional é um espago topolégico em que cada
ponto admite uma vizinhanca homeomorfa a bola aberta n dimensional. Quando n =2 é
dita uma superficie de dimensao 2, ou seja, as vizinhancas sao subconjuntos de R2.

Observagao 1.58. Uma superficie pode ser fechada (compacta, sem bordo), conexa, a
depender da caracteristica do espaco em questao.

A seguir exibiremos alguns exemplos de superficies, em especial, superficies fechadas,
que sdo importantes para o estudo de trangas.

Exemplo 1.59. Consideraremos a esfera S(a,r) de centro a e raio r que é uma superficie
onde cada vizinhanga ¢ da forma:

N = {yER3 |z =y <r,x€S(a,T)}.

Figura 1.6: Vizinhanga de z e y na esfera S(r,a) [6]

Observagao 1.60. Neste trabalho, iremos considerar as superficies fechadas, i.e. com-
pactas e sem bordo.

Exemplo 1.61. O disco D* = {z € R?: |z —a| < r} com centro em a e raio r é uma
superficie compacta, conexa e com bordo S2.

De fato, para que um conjunto seja compacto em um espago métrico, deve ser fechado
e limitado e o disco D? satisfaz as duas condicoes.

O disco é conexo por caminhos, portanto conexo e seu bordo é a esfera de centro a e
raio r.

Observagao 1.62. As superficies compactas sem bordo foram classificadas através do uso
de invariantes topologicos. Sao elas: esferas, toro, plano projetivo, garrafa de Klein e so-
mas conexas das mesmas. Para mais informacgoes sobre a tematica invariantes topoldgicos
consulte [20].
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1.3.6 Grupo Fundamental

Nesta subsecao construiremos o grupo fundamental, nocao esta que serda importante
para compreensao do grupo de trangas em uma superficie compacta, conexa e sem bordo.
Para mais informagcoes sobre este tépico consulte [21].

Definicao 1.63. Sejam X um espago topolégico e xg um ponto fixado de X. Um laco
em o ¢ uma funcdo continua h : [0, 1] — X tal que h(1) = h(0) = zo.

Defini¢ao 1.64. Sejam X um espago topologico e f,g : [0,1] — X lagos em X, com
f(1) = ¢(0). Nessas condigbes, definimos o lago justaposto h = fx¢g : [0,1] — X
considerando:

h(t)_{ f(20), 0<

Neste caso, denominamos h como a justaposicao de f e g.

1(0)

g(1)

Figura 1.7: Representagdo caminhos justapostos adaptado de [10]

Observagao 1.65. Denotaremos por Q(X, xg) o conjunto {h: I — X : h é laco em xy}
em que [ = [0, 1].

Definicao 1.66. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que h e f sao homotdpicos e
denotamos h ~ f se existe uma fungao H : [ x I — X continua tal que:

H(t,0)=h(t),Ytel H(0,s)=H(l,s) =x¢,Vsel
H(t,1)=f(t),Vtel

O parametro s ¢ dito nivel de homotopia.

Note que a relagao de homotopia é uma relagao de equivaléncia, isto é, reflexiva,
simétrica e transitiva. Uma das ferramentas utilizadas para demonstrar que é uma relacao
de equivaléncia é o Lema da Colagem.

Lema 1.67. (Lema da Colagem) Sejam M e N espagos topoldgicos e A e B subconjuntos
fechados de M tais que AUB = M. Sejam f: A — N eg: B — N fungoes continuas
satisfazendo a condigio: f(x) = g(x) para x € AN B. FEntdao a fungio h : M — N
definida por
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€ continua.

Demonstragio. Vamos mostrar que se F' é um subconjunto fechado de N entdao h™'(F) é
um subconjunto fechado de M, ou seja, h é continua.

Seja F' um subconjunto fechado de N. Como f e g sdo continuas, entdao ¢g~'(F) é um
fechado de B e f~1(F) é um fechado de A. Sendo assim, uma vez que por hipdtese A
e B sao fechados de M e M = AU B, segue que f~'(F) e g~'(F) sdo fechados de M.
Agora, como h™!(F') é formado por todos os elementos de M cuja a imagem pertence a F'
e M = AU B, é facil ver que h™}(F) = f~Y(F)Ug '(F) e portanto h~!(F') é um fechado
de M, pois é a reuniao de dois fechados de M O]

Proposicao 1.68. A relacio de homotopia € uma relacio de equivaléncia.
Demonstragio. Sejam h, f, A € Q(X, x).

(i) h ~ h. ( reflexiva)
Para todo h, definimos:

H:IxI — X
(¢, ) = h(t)

Como h é um lago segue que H é continua e pela defini¢ao de H segue que H (t,0) =
h(t) = H(t,1). Por fim, note que h(1) = h(0) = x, logo H(0,s) = xo = H(1,s) e
portanto, concluimos que h ~ h.

(i) h~ f = f ~ h. (simétrica)
Considere h ~ f por uma homotopia H de parametro 1 — s. Definindo-se

G:IxI — X
(t,s) —  H(t,1-3s)
Note que G ¢ continua, pois H é continua, G(t,0) = H(t,1) = f(t) e G(t,1) =
H(t,0) = h(t) por definicdo. Ademais, G(0,s) = H(0,1 —s) = H(1,1 —s) =

G(1,s) = xo. Logo, segue que f ~ h.

(iii) h~ f e h~X= h~ X (transitiva).

Considere h ~ f e f ~ X por homotopias Hy e H;, respectivamente, e com parame-
tros 2s e 2s — 1, respectivamente. Definindo-se

H:I'xl —X

Hﬂ(tv 28)a s € [07 %]7
(t,9) - { Hy(t,2s —1), s€[31];

Note que, do fato de H; e Hy serem homotopias, segue que ambas sdo continuas e definidas
em um intervalo fechado e assim, portanto, pelo Lema da Colagem 1.67 temos que H é
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continua. Além disso, H(t,0) = Hy(t,0) = fi, H(t,1) = Hy(t,1) = A(t). Ademais, segue
que,

| Ho(1,2s) = o, s €|
H(LS) - { H1(1,28 _ 1) = 11,

Vo)

m
e O
MIL‘—‘

Portanto, f ~ \.
]

Denotamos por (X, z) o conjunto quociente (X, xy)/ ~ e definimos a seguinte
operacao neste conjunto:

(X, mo) X m (X, 29) — (X, xo)
(la], [7]) = o] - [B] = [ax ).

A operagao * é a justaposicao das funcoes o e 5.
Vamos verificar que a operacgao em (X, xg) estd bem definida.

Primeiramente observemos que: para quaisquer «, f3, o,B em (X, zo) tais que o ~ a
e 8 ~ (', por homotopias H e G, respectivamente. Assim, podemos definir F': I x I — X
por:

~
m
=)

)
1

)

Y

H(2t,s),
(t,s) —>{ G(2t—1,5), te]

N =

Como para t = %, H(1l,s) = 2y = G(0,S5), pois H e G sao lagos justapostos. De
mais, ambas sao fungoes continuas definidas em intervalos fechados, segue pelo Lema da
Colagem 1.67 que F' é continua. Além disso,

H(2t,0), tel0,d], | a2e), tel0,3],
F(t,O) = { G(Qt— 170)’ t e [l 1]’ - { 1 - (Oz*ﬂ)(t)

H(2t,1), te0,4], [ a'(2t), teloi, .
F(t’l):{ G(2t—-1,1), tel;1], _{ g@2t-1), teli 1], = (a=5))

E também F(0,s) = H(0,s) = xg = G(1,s) = F(1, s), pois « e [ sdo lagos justapostos.
Logo, temos que a3 ~ o x 3.
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Teorema 1.69. O par (w1 (X, xg),-) € um grupo, chamado grupo fundamental de X com
ponto base xg.

Demonstrag¢io. Para quaisquer [a], [5], [7] em 71 (X, zo), mostremos que

([a] - [8]) - [v] = [a] - ([5] - [7]), isto é, vale a propriedade associativa. De fato,

| a2, 0<t<3
E assim,
_ [ (axpn,  0<t<g
(axp e ={ S0, 9=
Por sua vez,
a(4t) 0<t<+
e ={ S OIS,
plat—1), I<t<l
Logo,
a(4t), 0<t<i
((axB)*x)(t) =1 BAt—1), ;<t<; (1.1)
(2t — 1) 1<t<1
De maneira analoga temos,
a(2t), 0<t<i
(ax(Bxy)(t) =1 BAt—2), 3<t<] (1.2)
v(4t — 3) s<t<
Dessa forma, basta mostrar que 1.1 e 1.2 sao lagos homotopicos. Assim, consideremos os
segmentos determinados pelas retas r : t = % em:t= %. Observe que para s = 0
temos t = i naretaret= % na reta m. Por outro lado, para s = 1 temos t = % na reta
ret= % na reta m. Portanto, para um dado valor de s, usamos « no intervalo [0, %],
3 no intervalo [=, #£2] ¢  no intervalo [*£2 1]

Definimos entao a seguinte homotopia

a(Z),  0<t<sH
H(t,s) =4 p4t—s—1), =t gtg%
v(4t = 3) LS t<1

Temos que H é continua, pois é composta por fungoes continuas e de mais,

H(t,0) = ((ax B) x7)()eH(t, 1) = (ax (5 x7))(t)
Por fim, se H(0,s) = «(0) = x¢y e H(1,s) = (1), resulta que H(0,s) = H(1,s), pois
~7(0) = (1) (v é um lago) o que mostra que (a * 3) xy ~ a* (5 * ).

Mostraremos agora que e, = [¢4,] ¢ 0 elemento neutro de 7 (X, x¢), onde ¢, : [ — X
¢ definida por ¢, (t) = zo, V t. Tomemos [a] € (X, x¢) qualquer. Entao
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a(2t), 0<t<
Zo,

D=

(@ ca)) - {

Assim, para mostrar que [« * ¢;,] = [@] basta encontrar uma homotopia entre elas. To-
memos entao,

<t<1

=

[

<t<
1

A o

<t

2
H(t,s) = { a<s+1)f
Zo, 5
Note que H é continua e H(t,0) = ((a* cz0)(t) e H(t,1) = «(t). Além disso , H(0,s) =
a(0) =a(l) =29 = H(1,s).
Para mostrar o elemento neutro a direita [c,, * a] = [a], basta tomar provar que a
fungao G(t,s) ¢ um homotopia entre os lagos ¢, e a.

1-s

Zo, 0< 5
s <<

(6.9 = { v

s+1
De fato, note que G(H,s) é continua e G(t,0) = ¢,, x @ e G(t,1) = a(t). E ainda, por
sua vez, G(0,s) = zo = a(1) = G(1, s).
Finalmente, dado o € Q(X, x), se tomarmos o' : I — X o lago definido por o' () =
a(l —t), entdo [o] - [a'] = [cy] € [@] - [a] = [cs,], bastando considerar as homotopias
H(t,s) para o a direita e K(t, s) para a esquerda.

%TA

a(2t), 0<t<s
H(t,s) =4 afs), 5<t<=5°

a'(2t—1)  ZFE <<

o' (2t), 0<t<s
K(t,s) =4 a'(s), £<t<Z®

De fato, note que,

(o a')(t) = { Z<(22’52_ D, 0?

Assim, H(t,0) =29 = Cyy e H(t,1) = (axa’) e H(1,s) = a' (1) = a(0) = 2oH(0, 5).
Analogamente para lado esquerdo temos:

o' (2t) 0<t<

Logo K(t,0) = 20 = a'(0) = a(1) e K(t,1) = (' * a)(t). Ademais, K(1,s) = a(l) =
K(0,s)a’(0). Portanto, concluimos que o par (7(X, o), -) é um grupo.

~—
/\

]
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2.1 Definicoes Iniciais

Neste capitulo vamos explorar a definicao geometrica de tranca e suas principais pro-
priedades, tais como equivaléncia, projecao e sua permutagao. Ademais, também explo-
raremos a definicado geral de trancas para superficies. Para composicdo deste capitulo
utilizamos as seguintes referéncias: [5], [13],[16], [19].

Defini¢ao 2.1. Seja D um cubo unitério, ou seja, D = {(z,y,2) | 0 < x,y,z < 1}. Tome
os pontos, Aj, ..., A, na face de cima do cubo e da mesma forma na face de baixo tome

A . _ /11 _ (1 2

os pontos By, ..., B,. Por conveniéncia sejam A, = (3,;:5,1), A2 = (§,n—+1,1),~--,
_ (1 n _ (1 1 _ (1 2 _ (1 _n .

An = (5, o 1) e By = (3, =1, 0), Ba = (5 n+1’0)7"' , By = (5, n+1’0)' Agora ligue os

n pontos Aj, Ay, -, A, com os n pontos By, By, - , B, por meio dos segmentos/arcos

dy,---d, (esses arcos podem ser poligonais, mas para visualizar as trancas de uma forma

mais simples os exemplos serdo apresentados por meio de curvas/segmentos). Portanto,
para analisarmos serd necessario que trés condi¢oes sejam satisfeitas:

(i) dy,---d, devem ser disjuntos.

(ii) Cada d; conecta somente um A; a um By, em que k e j podem ou nao serem iguais.
Ademais, nao é permitido conectar um A; a um Ay (ou um B; a um By).

(iii) Cada plano Fy (denominado curva de nivel) tal que z =s e 0 < s <1 ( em outras
palavras paralelo ao eixo zy) intersecta cada arco d; em um e somente um ponto.

Essa configuragao, com n arcos dq,ds,---d, e os pontos Ay, --- B, e By,--- B, per-
tencentes as faces superior e inferior de D, respectivamente é chamada n-tranca ou uma
tranga com n cordas. Os arcos d; sao chamados cordas da n-tranga.

Figura 2.1: Representacao da n-tranga [13]

39
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A seguir vamos apresentar alguns exemplos para que a no¢ao de tranca em termos
matematicos se torne clara.

a)2-tranca

b)1-tranca

c)4-tranca

Figura 2.2: Exemplos de Trancas (adaptado de [16])

2.1.1 Exemplo de uma figura que nao representa uma tranca

1 1
0 X
&

Condicgao (iii) nao satisfeita

Figura 2.3: Exemplo de uma figura que nao representa uma tranga [16]
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2.2 Movimentos elementares e Trancas Equivalentes

Definig¢ao 2.2. (Movimento Elementar) Seja D um cubo unitario com o mesmo ntimero de
cordas da Defini¢ao 2.1. Tome AB em uma corda d e seja C' um ponto em D. Sendo assim,
seja o tridngulo ABC' (em D) que néo intersecta nenhuma outra corda com excegao de d
por meio de AB. Portanto i e ii representam um movimento elementar e ii7 a operagao
inversa.

(i) AC U CB intersecta cada plano de nivel Fy para 0 < s < 1 no maximo em um
ponto.

(ii) Substitua AB pelos segmentos AC' U C'B. Se as condigoes acima forem satisfeitas,
denotaremos por €2 a operacao efetuada.

(iii) Se AC'U CB é parte de uma corda e AB instersecta cada plano de nivel F; para
0 < 5 < 1 no maximo em um ponto, podemos definir o movimento inverso Q! que
consiste em substituir AC' U CB por AB.

Q
—
B o B

Figura 2.4: Movimentos Elementares [13]

Definicao 2.3. Duas n-trangas, § e «, sao ditas equivalentes se podemos deformar
continuamente uma na outra por meio de um ntmero finito de movimentos elementares.
De modo geral, se for possivel obter o seguinte:

+ + +
ﬁ:ﬁOLﬁlLLﬁm:a

Exemplo 2.4. As duas trancas abaixo sdo equivalentes:

/

4

Figura 2.5: Trancas Equivalentes adaptado de [5]

Exemplo 2.5. As duas trancas abaixo nao sao equivalentes:
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N

4

Figura 2.6: Trangas ndo Equivalentes adaptado de [5]

Veja que as trangas da figura acima nao sao equivalentes, pois a corda A; da primeira
esta “atras” de Bj, em contrapartida a corda da segunda que é configurada ao contrario.

Observacao 2.6. Note que por meio dos exemplos é possivel perceber que se dadas duas
trancas equivalentes 3 e «, no qual um A; ¢ ligado em um B; em 3, entao em « serao
ligados os mesmos indices para ¢ e j, ou seja, a permutacao ¢ a mesma.

Proposicao 2.7. A relacao acima entre trancas € uma relacao de equivaléncia

Demonstracao. Uma relagdo R é uma relagao de equivaléncia, caso esta seja reflexiva,
simétrica e transitiva. Mostraremos que a equivaléncia entre trancas satisfaz essas pro-
priedades. Sejam, 3, o e v n-trangas entao:

(i) B~ 8
B=p -5 8 25=5
(i) Bra=an~p

~ . . . o+ Q*
Se § ~ «a entao existem movimentos tais que g = fy — --- — [, = a. Logo,
aplicando os movimentos inversos nas trancas equivalentes temos:

Q-1 Q!
=0y == fo=plogoa~f
(ili) fraea~y= [~y
o+ o+ o* Q*
B=Py—  —Pn=a=aq)— - —ap=7=—=0~7
Portanto, a relacao entre trancas é uma relacao de equivaléncia e assim considerando
B,, o conjunto de todas as trangas podemos representar o conjunto das n-trancas equiva-

lentes [B,] = B,/ ~.
O]

Observagao 2.8. Uma n-tranga nunca é equivalente a uma m-tranca se m # n.

Proposicao 2.9. Toda 1-tranca 31 € equivalente a uma 1- tranca Py representada pela
unido dos pontos Ay e By por um segmento de reta.

Demonstragdo. Para a demonstracao da proposicao, basta considerar o segmento AB = d,
do tridngulo A, em que d é igual ao segmento A; e By da tranca ;. Em seguida aplicar
o movimento elementar Q*!' para obter 3.

]
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2.3 Projecao

Nesta se¢do vamos abordar uma maneira alternativa de visualizar as trangas. Os
exemplos apresentados até o momento eram de visualizacao em trés dimensoes. Agora,
de forma a podermos construir trancas mais complexas, consideraremos a projecao de
trancas de trés para duas dimensoes, de modo que a visualizagdo geométrica seja mais
simples.

Defini¢ao 2.10. Sejam D um cubo nas condigoes da Defini¢ao 2.1 e (z,y, z) pontos na
face de cima/baixo de D. Assim é denominada proje¢ao no plano yz a fungao p(z,y, z) =

(0,9, 2).

Exemplo 2.11. O efeito de aplicar p nas cordas dy, - - - d,, pode ser visualizado no exemplo

abaixo:

\ / &
i

P

b\

b)Projecao

a)2-tranga

Figura 2.7: Tranga e sua projecao

Observagao 2.12. Dada uma n-tranga $ em D denotaremos a projecao de 3 por p(5)
ou 3

Note que ao projetar as cordas no plano yz, pelo fato de todas estarem em um mesmo
plano, resulta que em todos os casos havera pontos de intersecao entre as d;. Essa nocao
motiva a definicao de projecao regular.

Defini¢ao 2.13. (Projecao Regular) Sejam [ uma n-tranca e p(f) a projegao de fS.
Denominamos p(/3) como uma projecao regular se as seguintes condigdes forem satisfeitas:

(i) p(5) tenha um numero finito de intersegoes.

(ii) Se Q é um ponto de intersecao de p(f3) entdo a imagem inversa p~1(Q) N A3 de Q em
[ tem exatamente dois pontos.

(iii) Os vertices A;,--+ A, e By,--- B, nunca sao projetados para um mesmo ponto em

p(B).

Observagao 2.14. Note que a condicao (i7) garante que, em uma projegao regular, dois
pontos distintos na superficie sdo projetados ao mesmo ponto.

Exemplo 2.15. O exemplo 2.11 -b) é uma projegao regular.

Observacao 2.16. Devido a facil visualizagdo, as trangas a seguir serdo representadas
por meio de sua projecao regular.
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2.4 Permutacao de Trancas

Nesta secao vamos apresentar uma maneira mais rigorosa de visualizar trancgas equi-
valentes por meio da no¢ao de trancas invariantes e, a partir desta, definir as permutagoes
de trancgas.

Definicao 2.17. Sejam e o duas n-trancas equivalentes. Seja f : § — « com a seguinte
propriedade:

Br~a= f(B)=flo)

Nessas condigoes f é chamada uma invariante de [ ou simplesmente tranca invariante.
Observagao 2.18. Note que se f(3) # f(a) entdo 5 nao é equivalente a «

Exemplo 2.19. Seja o uma n-tranca e f : f — N tal que f(f) é o niimero de cordas de
S. Note que f é um ivariante de 3, pois dada duas trancas a e 3 se f(3) # f(a) entao
da Proposigao 2.8 segue 3 » a.

Consideremos agora (§ uma n-tranca e suponha que a i-ésima corda d; de ( liga A; a
Bju) para i = 1,---n. Defina a fungao 7 : 3, — S, tal que S,, é o conjunto de todas as
permutagoes do conjunto {1,---n}, logo:

1 2 ... n
m(B)={ . . .
(6) @u>xm-~jmﬂ
Nessas condigoes m é um invariante de 5. De fato, se 8 ~ « entdo para cada 7 as i-

esimas cordas de 3 e « sao ligadas aos mesmos vértices A; e Bj(;), pois estes nao mudam
com as operacoes elementares, dessa forma obtendo as mesmas permutacoes. Portanto,

f(B) = f(a).
Definicao 2.20. A func¢ao 7 apresentada acima é denominada uma permutagao da tranca
e denotada por mg).

Exemplo 2.21. Considere  a 3-tranca abaixo:

Figura 2.8: 3-Tranca

Observe que a fungao permutagao mg é dada pela matriz:

(1 2 3\ (1 23
”‘(&u>&@>&wﬂ‘<23l>
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2.4.1 Trancas Puras

Definicao 2.22. Uma n-tranca  é chamada tranca pura se:

(12 - n
=12 - om
Exemplo 2.23. Considere a tranca o abaixo:

B, B, B3

Figura 2.9: Tranca Pura

Veja que A; é “ligado” em B;, As em B, e A3 em Bz, logo a permutacao « é da forma
da definicdo anterior. Portanto, é uma tranca pura.

Exemplo 2.24. A tranca trivial é uma tranca pura.

Ay Ay Aj

—

-

B, b, Bj

Figura 2.10: Tranga Trivial

Observagao 2.25. Note que nem toda tranga pura é uma tranga trivial (Exemplo 2.23),
porém a tranca trivial é uma tranca pura.
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2.4.2 Definicao Geral para superficies

Nesta subsecao, iremos apresentar uma definicdo mais geral de trancgas, isto é, cons-
truida em qualquer superficie compacta, conexa e sem bordo e mostraremos que a Defi-
nicdo 2.1 é um dos casos particulares desta definicao. O objetivo dessa definicao é para
que possamos reconhecer as trancas em outras superficies.

Definicao 2.26. Sejam M uma superficie compacta e n um ntmero inteiro positivo.
Considere {Py,--- P,} um conjunto de pontos dois a dois distintos de M. Defina A; =
P, x {1} em M x {1} e B, = P, x {0} em M x {0} para i = 1,---n. Entao uma
n-tranga sobre M baseada em {Py,---P,} é uma n-upla 8 = (by, - ,b,) de caminhos
b; : [0,1] — M x [0, 1] que satisfazem as seguintes condigoes:

(i) Para todo 1 <i < n, temos que b;(0) = A4; e b;(1) = B;, para algum j € {1,---n};

(ii) Para qualquer superficie de nivel M x {t} com 1 < ¢t < n existem exatamente n
pontos de intersegao entre o conjunto {b;(¢)---b,(t)} e cada superficie de nivel.

Cada caminho b; é chamado i-ésima corda da tranga [ ou, simplesmente, uma corda
da traca f3.

Note que por meio da defini¢cdo anterior o conceito de tranca é expandido para dife-
rentes superficies.
A seguir apresentaremos alguns exemplos de trangas em diferentes superficies.

=
£ \ /,ﬁ;

Figura 2.11: Tranga no toro T? [5] e tranga na esfera [22], respectivamente

Figura 2.12: Tranca em um retangulo extraido de [22]
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Neste capitulo, vamos apresentar a constru¢ao do grupo das trangas e suas principais
propriedades. Para tal objetivo definiremos a operacao entre duas trancas, as provas das
condigoes de grupo, sua presentacao e por fim as principais propriedades desse grupo.
Para a composicao deste capitulo utilizamos as seguintes referéncias: [5], [13], [16] e [19].

3.1 Operacao entre trancas

Vamos definir uma operacao entre duas trancas e, para uma melhor visualizacio,

vamos apresentar para 3-trancas.
Considere 31 e B3 duas 3 -trancas. Construiremos o produto [3; - B da seguinte forma:
Tomemos as duas projegoes das trangas p(31) e p(f2) a qual denominaremos U; e Us,.

Ay Ap  As Ay Ay A,

(

B. By, B £y By Bs

Figura 3.1: Projegao p(53) Figura 3.2: Projegao p(/2)
A tranga produto (f; - 32) é resultado da substituicao dos pontos inferiores de 3; pelos

pontos superiores de 5 assim, criando uma tUnica tranga cujas cordas “iniciam” em [3; e
“terminam” em [, assim como ilustra a imagem abaixo.

47
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A Ay Ay

ha (X

Figura 3.3: Produto 3; - 52

A nova tranca é denominada produto entre 3; e (5.

Exemplo 3.1. Considere as trancas [ e « abaixo, respectivamente:

(

Figura 3.4: 5 e o duas 3—trancas
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Os produtos -« e « - 3 sao, nessa ordem:

\ \

;
y

P

a (

Figura 3.5: Produtos a direita e a esquerda

Observacao 3.2. Veja que o produto entre trangas nao é comutativo e, portanto, o grupo
nao serd comutativo.

Proposicao 3.3. Sejam (1, 52, B3, f1, n-trangas em [B,] tais que By ~ [y e B3 ~ B4
entao:

P+ B3 ~ B2+ Pa
Demonstragio. Por hipétese, temos que:
Q’i Qli Q”i Q”:t
br==—— - ——=[re 3= e == by

Portanto, em consequéncia disso, por substituicao direta segue que:

Bl‘ﬁ:aQ—i>"'ﬂ—i>zﬁ2'54:>51'53““52'54-
O

Observacao 3.4. Note que a demonstracao acima garante que a operacao produto é bem
definida, independente do representante da classe de equivaléncia.
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Proposicao 3.5. O produto entre trancas é associativo.

Demonstracdo. Mostraremos de forma geométrica que o produto é associativo. Sejam
p1, B2 € B3 n-trangas em [B,]. Provaremos que (1 - (52 - 83) = (f1 - B2) - Ps-

b) 5,

c)fs
Figura 3.6: Trancas (31, 82 e (3

S OSS

:

Figura 3.7: 31 - (02 - B3)



Figura 3.8: (51 - 32) - B3
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Proposicao 3.6. A operacio produto entre trangas admite elemento neutro.

Demonstragdo. O elemento neutro e para a operagao em questao é a seguinte tranca:

17

I D - .

By BZ EB 3
Figura 3.9: Elemento Neutro do produto

De fato, o produto entre uma tranca 3 com e é igual a 3.

([
S

3
i

Figura 3.10: Produto entre e e 3 Figura 3.11: Produto entre J e e

Note que § =e- [ e = -e, 0 que comprova a proposicao.
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Proposigao 3.7. Dado um elemento o € [B,] existe um elemento —a € [B,] tal que
a-(—a)=(—a)-a=-e. O elemento —a é chamado simétrico de .

Dadas as trancas 31, 32, 03 as trangas simétricas correspondentes sao os “espelhos” das
trancgas originais, isto €, ao observarmos a tranca simétrica de “baixo para cima” obtemos
como resultado exatamente a tranga original como demonstra as imagens abaixo:

)

EOSSESY

Figura 3.12: Produtos entre 8; e —f; a direita e a esquerda
KK
<>:§ ’ <,

)

Figura 3.13: Operacao elemento inverso detalhada [5]

U

Note que o produto das trancas originais com as simétricas sao equivalentes a tranga
trivial, que é o elemento neutro para o produto.

Observe que para as provas geométricas das propriedades fez-se necessario a utilizacao
da nog¢ao de equivaléncia entre trangas. Vistas essas informagoes, para os préximos resul-
tados de forma analitica, vamos definir uma operacao referente a classe de equivaléncia
entre trangas [B,).

Defini¢ao 3.8. Sejam [(1], [B2] € [Bn]. A operagao entre classes de trangas ¢ definida da
seguinte forma:
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[B1] - [Bo] = [B1 - o]
onde (31 - Bo é o produto das trancas 1 e (5.

Teorema 3.9. O conjunto das trancgas [B,| com a operagio definida acima, é um grupo.

Demonstragio. Sejam [f1], [B2] e [Bs] trangas em [B,]. Para que o conjunto em questao
seja um grupo é necessario que este seja associativo, possua elemento neutro e elemento
simétrico. Para as provas a seguir utilizaremos os resultados demonstrados geometrica-
mente nesta secao.

(i) A operagdo é associativa
[61] - ([B2] - [B5]) = [B] - ([B2 - B]) = [Br - (B2 - Bs)] = [(B1 - B2) - Bs] = ([B1 - Ba]) - [Bs]-

(ii) Admite elemento neutro

Seja 1, a tranca trivial. E imediato que [1,] - [81] = [1n - 1] = [B1 - 1] = [B1] =

(iii) Admite elemento simétrico

Seja — 1 o elemento simétrico de 3y. Assim, [31]-[—F1] = [B1-—F1] = [1a] = [=P1-51]-
Em relacdo a notacao consideraremos [—/1] = —[/3].

[]

Observacgao 3.10. O conjunto [B,,| munido da operacao definida nessa se¢ao é um grupo,
pois [B,] é uma classe de equivaléncia. Caso contrério, a operagao nao seria associativa
visto, que na demonstracao da Proposicao 3.5, as trancas resultantes podem nao ser
iguais, porém sao equivalentes. Logo, a partir deste momento, consideraremos igualdade
B, = [B,]

3.2 Presentacao do grupo das trancas

Nesta secao apresentaremos a construgao de uma presentacao para o grupo das trancas.
Para isso, definiremos as particoes de uma tranca de forma a construir os geradores de
Artin. Para composigao desta se¢do utilizamos as referéncias[13] [16].

3.2.1 Particao de uma tranca

Dada uma projecao de uma tranca é possivel particionar, isto é, dividir a tranca por
meio de curvas de nivel, em outras trancas de tal forma que entre dois planos admita
somente um ponto de intersecao entre as cordas como ilustra a imagem a seguir:

Cada n-tranca é particionada em 2n — 2 possiveis n-tranca, por exemplo em uma
tranca de 3 cordas obtem- se 4 trancas diferentes, de 4 cordas é gerado 6 trancas e assim
por diante. De mais, observando a expressao 2n—2 vale a igualdade 2n—2 = 2-(n—1), ou
seja, existem dois conjuntos de n — 1, n-trangas. O primeiro conjunto de n — 1, n-trancas
é representado da seguinte forma:
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A ] A

A
[ A | X

Figura 3.14: Particdo de uma tranga [13]

Al A2 A.’i Ad. An Al AZ AJ Ad An
ST+ e
N\ AN
B, B, B; B, B, B, B, B, B, B,
7, 0y
A A A AL A, A A, A A Ag
AN \
Bl Bn-l B\‘ Bi*l Bn B] 32 B,-,_z Bnnl Bn
a; On-1

Figura 3.15: 1° Conjunto de n — 1 trangas [13]

A A, Ay A, A, A A, A, A, A,

/ /
B, B, By B, B, B, B, B, B, B,
O'l_l a'z']
Al Ai—l An‘ Ae‘+l An A] A: Anuz An-l An
/ /
Bl Bl’-l Bl' Bl+1 Bﬂ Bl Bz Bn-z Bn-] Bn
ot ol

Figura 3.16: 2° Conjunto de n — 1 trangas [13]

Em simbolos denotamos essas n-trancas por oy, 09, - - - 0,_1. Por outro lado, o segundo
conjunto ¢ obtido alternando as cordas “atras” e da “frente” na imagem anterior.

Note que este conjunto de n-trancas representa exatamente o inverso de cada o;.
Portanto, denota-se o7 ', --- 0, ";.

O conjunto {Jf}, devido ao trabalho de Artin, é chamado Trancas de Artin ou gerado-
res de Artin. Mais precisamente o; é uma classe de equivaléncia da n-tranca representada
na Figura 3.16. A importanica dessas trancas mencionadas anteriomente é demonstrada

no Teorema a seguir. [13].

Teorema 3.11. Qualquer n-tranca [ (B € Bn) pode ser escrita como um produto dos

elementos do conjunto {afc} comi=1,---,n—1, isto é:
=o' . g2 .58 ... 55
ﬁ - gil Uig 0@3 Uin

onde 1 <i11,.,ixp<n—1ee=+1oue=—1parai=1,--- k.
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Demonstragcao. Seja  uma n-tranca particionada tal qual a Figura 3.14. Dessa forma,
[ esta dividida em “segoes”, isto é, em partes, e por meio de operagoes elementares é
possivel determinar que as cordas adjacentes sejam inteiramente verticais (Figuras 3.15
e 3.16). Logo, a tranga f foi particionada por um produto de o; e seus inversos. Por
fim, utilizando um ntmero finito de planos de nivel obtemos que cada particao de 3 é
equivalente a um of' onde 1 <iy,...,iy <n—leeg=+1loue=—1lparai=1,--- k.

]

A seguir apresentaremos alguns resultados que sdo consequéncias do Teorema 3.11.

q __ _Dptq
i =0y

Proposicao 3.12. Dada uma n - tranca temos que ot - o para um par de inteiros

arbitrarios p,q e 1 <1 <n—1

Demonstragdo. Inicialmente, considere ¢ > 0. Assim, fixando p podemos aplicar indugao
sobre gq. Observe que, o caso em que ¢ é fixo a demonstragdao é analoga. Para ¢ = 0,
temos o? - 0¥ = o? - 1 = oP = oPT0,

Portanto, supondo que a propriedade seja valida para ¢ = n € N provemos que a
mesma ¢ valida para n + 1. Logo, como a proposi¢ao é valida para n e 1 segue que:
p, ntl _ p _n 1 p+n _ Up-i-n-i-l

i "0y 0; 0y *0; =0, 0 i

Por fim, para o caso g < 0 basta considerar of - o, ¢ que a demonstragao é andloga ao

caso q > 0. Portanto, of - o] = Uf+q~

]
Proposicao 3.13. Toda 2- tranca pode ser escrita na forma o* para algum inteiro m

Demonstragio. Do Teorema 3.11 temos que uma 2 - tranga /3 pode ser escrita da seguinte
forma:

B =01

Logo, da Proposicao anterior temos:

2
B-oy=01-01=0]

8oyt = o

Como S - o' é uma 2-tranca (pela forma em que o produto é definido) segue entdo
que a proposicao ¢ verdadeira. O

Proposicao 3.14. Toda 3- tranca pode ser escrita, para algum inteiro m na forma:

al b1 az ba a b
0‘1 .0'2 .0'1 .0'2 "‘Ulm'02m
onde as,az, -+ Qm,ba, b3, -by_1 sao diferentes de zero, mas a; ou b,, podem ser zero.

Ademais, esse tipo de expressao para uma 3 - tran¢a ndo € unica, entdo seque oy -0y -0 =
090102
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Demonstragcao. Do Teorema 3.11 temos que cada 3 - tranca pode ser escrita da forma:

g =oft- agl com a; e by nas condigoes do teorema e do enunciado da proposicao.

Logo, temos:

a2 b2_ ail bl az b2
p-oi? -0y =07 -0y - 01?0y

as bo m m o al by az b2 am
6.0’1 .0'2 ...0'1 .0'2 _0'1 .0'2 .0'1 .0'2 ...0'1

Como f - -04* = 53 é uma 3- tranga (pela forma em que o produto é definido) segue
que:

/83 = O'i”l . 0'31 . 0'(112 . 0'32 . .O'T’m . O'gm
Como a expressao anterior nao é inica tomemos (3 das formas: O

B3=01-02-01€ [3=09"01"02

Portanto, o1 - 0901 = 3 = 090109

De forma, geral para n > 2 uma n-tranca admite a igualdade 0;,1-0;-0;41 = 0;-0;41-0;
tal que i = 1---n—2. Portanto, uma n-tranca pode ser escrita em funcao dessa igualdade,
tal como a proposigao anterior. Ademais, [13] destaca a relagdo o; - o, = oy, - 0; para
i=1,---n—1eli —k| > 2, cuja demonstra¢ao para o grupo de n-trangas requer um
grande esfor¢co quando se trata de operacoes elementares. Dessa forma, o autor acentua
o caso particular para 4- trangas ( oy - 03 = 03 - 01) da seguinte forma:

fin -~ 2n - X

Figura 3.17: Relagao em [, [13]

O conhecimento desta forma é de extrema importancia para a construgdo da presen-
tacao na proxima secao.

3.3 Presentacao do Grupo das trancas

Nesta subsecao apresentaremos a construcao da presentagdo do grupo das trancas.
Para composicao desta segao utilizamos as referéncias de [13] e [16].

Teorema 3.15. Paran > 1 o grupo das trancas 3, admite a sequinte presentacdo

Bn:<01,02,--~,0n,1]Ui-ajzaj-aipara1§i<j<n—1 6’]-7,‘22

0;*Oiy1 " 0ip1 =05~ Ojpp parat=1,--- ,n—2.>
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Demonstragao. Seja G um grupo definido por:
G:=<m1,T2,  ,Tp1 | x;-xj=xj-0;paral <i<j<n—1lelj—i]>2

Xj " Tig1  Tip1 = T Tipp parat=1,--- . n—2>.

O Teorema 3.11 demonstra que o produto das trancas de Artin geram o grupo das
trancas B,. Dessa forma, define-se a funcio ¢ : {zy,zo---2,} — B, com a lei de
formacio ¢ (z;) = [oy].

Em consequéncia da definicdo de G podemos considerar a fun¢do ¢ : G — B, com
a mesma lei de formacio que ¢ (z;). Dessa forma, veja que ¢ é um homomorfismo. De
fato, note que ¢(x;)o(x;) = [o4]lo;] = [oi0;] = ¢(00;). Além disso, por sua vez, devido
as resultados discutidos anteriormente nessa secao segue que:

(i) Se |i — j| > 2 resulta:
P(zix;) = |oio;] = [oj0i] = P(z;z:).

(ii) Para todo 1 <i <n —1 temos:

¢(9Ei$i+1$i) = [0i0i+10i] = [U¢+10i0i+1] = ¢($i+1$i$i+1)

Agora mostraremos que ¢ ¢ um isomorfismo, isto ¢, um homomorfismo bijetivo. E
imediato que ¢ ¢é sobrejetiva, pois o conjunto das classes [¢1- - ¢,] = [5n] = 5 em
consequéncia do Teorema 3.11. Sendo assim, basta mostrar que ¢ é injetiva. Para provar
tal resultado, vamos demonstrar que Ker(¢) = {e} em que e é o elemento neutro de G.

P & representando

Logo, fixando um elemento g € Ker(¢) e uma palavra w = ;2 - - - ;¥
g. Portanto, ¢(g) = ¢([w]) = [oj}0i2 ---0;F] = [1B,], pois g € Ker(¢). Vamos definir um
€1 __€2

diagrama que represente a tranca ofo;’ - - - 0;F por meio dos seguintes passos:
Sejam os diagramas C;, para cada o; e, de forma semelhante, C,. ! para cada o;'. Os

diagramas estao representados na Figura 3.18.

1 2« i i#1 .« n1n 1 2 « i i#1 .« n1 n

Figura 3.18: Diagramas C,, e C,. ! respectivamente.

Nesse momento, consideraremos o diagrama D" formado pelo produto das trangas
Ci G2 - - CfF, assim como ilustra o Exemplo na Figura 3.19.

Note que os diagramas descritos sao estendidos para qualquer palavra w no dominio
de ¢.

Seja 5 a tranga representada pelo diagrama D". Logo, 8" representa ¢(g), desde
que [3¥] = [of}0f; -+ - 0;F]. Ademais, se dois diagramas sao idénticos, isto ¢ D" = D",
nao somente equivalentes, resulta que as palavras associadas a esses sdo idénticas. Sendo
assim, se ¢(g) = 1s,, segue que [B¥] = 15,, ou seja, ¥ ~ 1g,.

Portanto, nesse sentido temos como resultado a seguinte seguinte sequéncia:

OF OF OF
Y =0y — P — - —> 1g,
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X
e XL
X e | X

Figura 3.19: Exemplo do produto C;'CyCj

€3G,

De forma semelhante, podemos considerar a sequéncia dos diagramas associados a [v.

ot oF o*
D% = D% 25 D¥t 2= ... =5 DI
D' é o diagrama associado a tranca trivial. Contudo, para demonstrar a injetividade da

funcao ¢, faz-se necessario demonstrar o resultado que "Se D™! 2 D entdo [wy] =
[ws]”. Portanto, se os diagramas se diferem somente por um nimero finito de movimentos
elementares resulta que as palavras associadas por meio da funcao ¢ sao equivalentes.

Antes desta fase da prova, vale destacar que pela definicao de movimentos elementares,
dado um triangulo AABC no plano, a operagao consiste em substituir o segmento AB
pela unido dos segmentos AC' e BC' ou o inverso que é substituir AC' U BC por AB.
Assim, se %! ~ " que sao representados pelas trancas de Artin é possivel verificar esse
movimento por meio do diagrama ilutrado através da Figura 3.20.

N T N~ J
N AR [N A
N 1 Y
f o AN WA

~C —_ T\ 2 )C

ASe [ W D74
T =%
\31/,‘ 7z 1|
(o~ 1 7 BT

Figura 3.20: Movimentos elementares representados na particao [13]

Observe pela Figura 3.20 que, em geral, apds a aplicagao de um movimento elementar
a nova corda formada gerard novas interse¢oes com outras cordas, enquanto as intersecoes
anteriores nao necessariamente se manterao. Vale destacar que em cada parti¢ao o; admite
somente um ponto de intersecao.

Tendo em vista as informacoes destacadas no pardgrafo anterior, [13] acentua que
quando uma corda entra sobre (atrds) um lado do tridngulo ABC entdo esta corda,
sempre, ird sair sobre (atras) um outro lado ou até talvez o mesmo lado do tridngulo tal

qual a Figura 3.21.

A /// { AK

ATk D
NN\ L

Figura 3.21: Triangulos dos movimentos elementares. [13]

Logo, considerando as informagoes explicitadas, o trabalho desta etapa da demonstra-
¢ao, cabe em encontrar cada expressao das palavras w; e wy ( concluir que [w] = [wy)])
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apos aplicados os movimentos elementares evidenciados em cada caso no diagrama D™
de forma a obter D*2. Para isso, sejam wy = x31 92 - - 23 € wy = x)1x)? - - 27z, Assim,
considerando como d’ uma corda que passa pelo triangulo AABC' vamos aos casos.

Note que os casos desenvolvidos abaixo consideramos, sem perda de generalidade o
ponto C' do movimento elementar a direita do segmento AB, sendo o caso a esquerda
anéalogo.

Caso 1 - Tridngulo AABC é vazio (3.22).

Figura 3.22: Caso 1 - extraido de [16].

Neste caso a palavra w; possui exatamente o mesmo diagrama da palavra ws, pois nao
foram criadas e nem mesmo destruidas nenhuma corda. Portanto, [w;] = [ws].

Caso 2 - O tridngulo AABC contém parte de uma corda d que entra sobre AB
e volta sobre AB (3.23)

Figura 3.23: Caso 2. [16]

Diante disso, vamos considerar de forma individual o movimento direto (2!) e 0 mo-
vimento inverso (271). Logo, para o caso Q' temos que substituir AB por AC' U BC,
/ ~ . 1 e
com d na configuracdo representada na Figura 3.23, de forma a exibir a palavra que
. . /! ~
representa esse movimento. Sendo assim, note que a forma que as cordas AB e d estao
postas se assemelha com o diagrama C;C; ', isto é, as trancas ;- 0; *. Dessa forma, basta
remover o diagrama C;C; ! para que o movimento seja representado. Contudo, por meio
da funcao ¢, basta representar uma palavra em que um elemento é removido, a vista
. 1 (o7 (0% (671 — (e 7]
disso temos a palavra z9 292 - - a7/ an L an) [T - a0 em que 27 = a7t e a7 = 2, que
é equivalente a palavra wy (palavra resultante apds o movimento). Por sua vez, o caso
inverso é semelhante, basta adicionar 0 diagrama C;C ! e os elementos que retiramos na
1 1 Qi .02 —1,.Q5+41 Q542 ay , ival 1
palavra w,, logo temos x2!z32 - e Y TP D B D Bl -x2Y que € equivalente a palavra

wy. Portanto, [wq] = [wy].
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Caso 3 - O tridngulo AABC contém parte de uma corda d, onde d entra
no tridngulo AABC por AC e sai sobre BC' (3.24).

Figura 3.24: Caso 3 - extraido de [16]

Diante de tal caso, o raciocinio é semelhante ao Caso 2 sendo a principal diferenca
que quando o movimento for direto, adiciona-se o diagrama C;'C; de algum lugar no
nosso diagrama obtendo a mesma palavra do caso anterior. Ja em relacao ao caso inverso
removemos o diagrama C; 'C;. Portanto, [w;] = [w].

Caso 4 - O tridngulo AABC contém parte de uma corda d, onde d entra
por AB ou ABU AC e sai por outra (3.25).

Figura 3.25: Caso 4 - extraido de [16]

Independente da operagao 2 direta ou inversa) para representar a palavra, basta
deslocar o diagrama C:' por cima ou por baixo, no esquema representado na Figura
3.25, através de um algum nimero r de outros diagramas CF! com 7 # i — 1,4,i + 1, ou
seja, nao sendo antecessor consecutivo, ou igual a 7. Assim, se deslocado por cima temos

+1, &5+1 Qy—1 e Qyt1 @ ay, . .El o
a palavra z3!'w?? - o ma xfe-lpduil a2y onde 20 = 77 e |1, — 1| > 2
para todo ] + 1 < q < v—1. Por sua vez, se deslocado para baixo temos a palavra
a1 02, Q1 Ol o e L XL o [ p— —
2l L a e A T e x7v, onde z7v = ' e |r, — 1| > 2 para todo

v+1<qg< j Portanto, de qualquer forma a palavra resultante wy € equivalente a

wy, pois a diferenca entre as duas é somente o comuto dos termos zi-'zF e xixﬂxj para

j
li — 7] > 2 algum nimero de vezes em w;. Logo, [w;] = [ws].
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Caso 5 - O tridngulo AABC contém parte de duas cordas d e d que se
cruzam entre elas, onde as cordas entram por AC e saem por BC (3.26).

Figura 3.26: Caso 5 - extraido de [16]

Se o movimento for direto () entdo basta substituir o diagrama, para algum i, C;*

: —1,v—1 Z g .0 aj —1,.—1
pelc; dlagrama C; Ciy Cigi_l’_l Ci que é representado pela palavra w31 w2 - - - 17/ T, T, 1 T4
L7y o (tal que a7/ = x;). Assim, pelo resultado ;11 - 0y - 0441 = 04 - 0441 -

o; temos que as palavras w; e wy sao equivalentes. Agora, se o movimento for in-

verso basta substituir C;'C;;C; ' Ciy1C; pelo diagrama Ci'. Logo, temos a palavra

a1 paz %l Y2
le ng Lr; $i+1x7j+2 xTyy
o7t o =0 0;11 -0; ', Portanto, nesse caso as palavras w; e w; sdo equivalentes, ou

seja, [wq] = [wy].

em que z; 'z ;w2 resulta em x) desde que o7 -

A ABC contém parte de muitas cordas que tenham arbitrariamente inter-
segoOes entre elas.

Nesse caso, podemos reduzir os movimentos em uma série finita dos casos anteriores,
onde em cada estagio intermédiario da sequéncia as palavras sao equivalentes em . Dessa
forma, [wq] = [wy].

Por fim, para finalizar a demonstracdo que ¢ é injetiva temos que hipétese que DV ~
D', logo [w] = [1,]. Por fim, como g = [w] é um elemento arbitrério do Ker(¢), resulta
que ¢ é injetiva e por sua vez também é sobrejetiva. Logo, concluimos que ¢ é um
isomorfismo e (3, admite uma presentacao idéntica a G.

O

3.4 Propriedades do grupo

Proposicao 3.16. Para 1 <i1<n—1

(0102 T Un—l)nai = Ui(UIJQ T On—l)n
Além disso, (o109 -+ 0,-1)" pertence ao centro de [3,.

Demonstragcao. Vamos provar por inducao sobre n. Para n = 2 o resultado ¢ imediato,
pois 02 = 0,07.

Agora, supondo que o a proposicao seja valida para n — 1. Demonstraremos que a
mesma ¢é valida para n utilizando a Proposicao 3.12.

(01090 1)"0i = (0109 -+ 1) (0109 - 0y 1) 205 = (0109 -+ Op_1)0i(0109 -+ - 1) 2
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-2

= Ui(UIUZ tet Un—1)(0102 Tt Un—l)n = 0i<0102 Tt Un—l)n

]

Proposicao 3.17. Para 1 < m < n, a fungio ¢ : B, — B, definida por ¢(o;) = o; para
t=1,2---m —1 € um homomorfismo de 3,, — B,. Além disso, ¢ € injetiva e por isso é
possivel considerar [3,, um subgrupo de [3,.

Demonstracio. Vamos provar que a funcao ¢ é um homomorfismo injetor. De fato, ¢ é
um homomorfismo, pois dados o;0; € By, temos que ¢(0;0;) = 0,0; = ¢(0;)p(0;). Agora,
basta demonstrar a injetividade. Suponha que para algum g € B,,, temos que ¢(5) = 1,,.
A intencao nesta etapa é de verificar que o tinico elemento pertencente ao nicleo de ¢ é
o elemento neutro de B,,, ou seja, 5 ~ 1,,. Por enquanto temos a seguinte sequéncia:

S(8) =B L5 81 s 8 51,

Em que ;41 é obtido aplicando um ntmero finito de movimentos elementares em /3;.

Ademais a igualdade ¢(5) = 1,, pode ser representada pela Figura 3.27. O]
1 2 m 1 2 m m+l n
<[]
1 2 : m 1 2 m m+l n

Figura 3.27: Representagao da igualdade ¢(5) = 1,, [13].

Observe que, pela figura anterior, é possivel perceber que a fungao ¢ adiciona n —m
cordas nos elementos de B,,, ou seja, [ adicionado de n — m cordas é equivalente ao
elemento neutro 1,. Portanto, se removermos as n — m cordas finais de cada f;, nao
necessarimente na ordem, isto é, remover de (; e logo em seguida de [ em forma de
obter um f3; onde:

B=8"50 5 8 5,
Note que esta sequéncia acontece, pois «,, = 1,, a tranca trivial de n cordas. Em que 6;- 41
é obtido aplicando um ntimero finito de movimentos elementares em f3; ou 3, é idéntico
a B, . O tltimo ocorre se um movimento elementar for aplicado na corda na posicio [ de
B; tal que m < I < n.
Contudo, concluimos que § ~ 1,,.

3.5 Grupo das trancas em uma superficie compacta

Por meio da definicdo de trancas em superficies é possivel compreender o produto
de forma mais rigorosa, isto é, por meio de uma justaposicdo de caminhos. Para esta
segdo, considere a tranga § = (by,be---b,) definida na superficie compacta M e II,; :
M x [0,1] — M e assim IIj; a n-upla de caminhos ITy; () = (Ilp; © by, -« - I 0 by).
Salientamos que os resultados demonstrados até o momento também sao validos para o
grupo das trancas em superficies de modo geral.
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Definicao 3.18. Sejam a = (a1, az, -+ ,a,) e 8 = (b1, ba, - - - b,) duas n— trangas em uma
superficie compacta M. Considere a n— tranga (« - 8) = ((ab)1, (ab)a, - - - , (ab),) sendo,

(ab); 0,1 — M % [0,1]
t — (a0 a;) * ((Tag © bray)) (1), 1),

parai € {1,--- ,n}, onde 7(a)(i) = j(i) é o invariante permutagio e * denota a justapo-
sicao de caminhos.

Observacgao 3.19. A representacao geométrica do produto das trangas em uma superficie
é semelhante a apresentada no Capitulo 2. De fato, a imagem a seguir 3.28 corrobora esse
argumento.

Figura 3.28: Produto de trangas em um cubo unitario [22]

Exemplo 3.20. Sejam o = (ay,a3) e B = (b1, be) duas 2— trangas em uma superficie
compacta M. Dessa forma os caminhos (ab); sdo definidos (ab); = ((Ilx; 0 ay) * (I o
bator) (£):1) € (ab)s = (Tl © ) * (I © byay) (£),1) € entiio - 5 = ((ab)s, (ab)s).
Lembrando que,

(Ips 0 ay)(2t), 0<t<?
b - H H bﬂ'a t = 2
(Cl )1 (( M Oazl) * ( M © ( )(D)( ) { HM o (bﬂ(a)(l))(2t o 1)7 % S ¢ S 1
e
B | (I 0 a)(28), 0<t<3
(ab)e = ((IIas 0 az) * (Ips 0 bﬂ(a)(Q))<t) = { 11, o (bﬂ(a)(g))(% —1), % <t<1

Teorema 3.21. O conjunto B, (M) = {[f] : 5 € uma n- tranca em M} em que M é uma
superficie compacta, munido da operagao induzida pelo produto das trancas (3.18), é um
grupo, intitulado grupo das n— trancas de M.

A demonstragdo do Teorema 3.21 é andloga a prova que o conjunto das classes de
homotopia de lagos com ponto base fixado de um espago topoldgico ( ver Capitulo 1) é
um grupo. De fato, considerando P = { P, - - - P,,} a autora [12] ressalta o resultado ” Duas
trancas baseadas em P sao ditas equivalentes se existe uma homotopia que deforma uma
na outra obtendo outra tranga baseada em P"(pag.6). Sendo assim, é possivel enxergar
a relacao de equivaléncia entre trancas como uma relagao de homotopia de entre lagos,
logo como o Grupo fundamental é um grupo munido da operacgao justaposicao, resulta na
comprovagao que o grupo das trancas é um grupo na superficie M de modo anélogo.
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Observacao 3.22. Vale ressaltar que o elemento neutro de B,, é a classe de equivaléncia

da n— tranga 1 = (ki - k,, com k;(t) = (P;,t) para todo t € [0,1]. De mais, se § =

(b1,-+-b,) é um n— tranga de M entdo o elemento simétrico de § é uma n— tranca
L= (b1, sendo

m;* 0,1 = M x [0,1]
t — ((HMoai) * ((HMObW(ﬂ—l)(i))(l —t),t),

Ademais, para 1 < i < n satisfaz [7!] =[]~}

Por fim, os objetivos desta dissertagao foram atingidos. Por sua vez, a pesquisa nao se
encerra, tendo muito o que ser estudado neste campo. Uma sugestao para continuidade
desta pesquisa se baseia na seguinte pergunta “Quais sao as relagoes e implicagoes da
teoria de Homotopia e os grupos das trancas 7”
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