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FURTADO NETO, A. O potencial de pogo duplo e a molécula de amoénia.
2012. Dissertacao (Mestrado em Fisica) — Faculdade de Engenharia do Campus de

Guaratinguetd, Universidade Estadual Paulista, Guaratinguetd, 2012.

RESUMO

O foco deste trabalho é o espectro de inversao da molécula de amonia, resultado
do fenémeno do tunelamento quéntico. Para isso, usamos um modelo simplificado, uni-
dimensional, suscetivel a uma anélise tedrica rigorosa usando a mecénica quantica nao-
relativistica. Dentre as diversas func¢oes hamiltonianas ja estudadas para este modelo,
fizemos uma répida apreciagao dos trabalhos de Cohen, Dennison-Uhlenbeck, Manning,
Merzbacher e Rosen-Morse. Para um estudo mais profundo, usamos o potencial do pogo
duplo finito que, posteriormente, descobrimos j& fora analisado por Peacock-Lépez. Re-
fizemos a anédlise deste potencial usando um caminho diferente do realizado por aquele
autor. Analisamos os casos limites para este potencial e notamos que realmente, nesses
regimes, ele tende para um poco finito tinico ou dois pogos finitos separados. Entao, de-
senvolvemos um software gréfico centrado no pacote MINUIT, desenvolvido pelo CERN,
para analisar e ajustar os pardmetros aos dados experimentais da amonia e, ao final,
comparamos os resultados obtidos com aqueles encontrados na literatura. No ajuste dos
parametros & amonia, houve uma melhoria acentuada quando passamos de uma férmula
mais simples da massa reduzida para outra mais sofisticada. No caso especifico do po-
tencial de Peacock-Loépez, a comparacgao revela que os nossos resultados, de uma maneira
geral, sao mais precisos. Nossa andlise se soma aquelas que contém uma discussao quan-
titativa do potencial de poco duplo. Como parte integrante deste trabalho, uma versao
unidimensional simétrica do potencial de Morse foi exatamente resolvida em termos de
fungbes de Kummer e um par de equagoes transcendentes para as autoenergias. A ten-
tativa de ajustar este resultado a molécula de amoénia, porém, mostrou que os padroes
de poco duplo deste potencial sao irreconcilidveis com o espectro de energia da amonia:

pares estreitos separados por grandes intervalos.

PALAVRAS-CHAVE: amonia, tunelamento, poco duplo, MINUIT, funcao de Kum-

mer.
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Guaratinguetd, Universidade Estadual Paulista, Guaratinguetd, 2012.

ABSTRACT

The focus of this work is the inversion spectrum of the ammonia molecule, a result
of the phenomenon of quantum tunneling. For this, we use a simplified, one-dimensional
model, amenable to a rigorous theoretical analysis using the non-relativistic quantum me-
chanics. Among the various Hamiltonian functions previously studied for this model, we
made a quick appraisal of the work of Cohen, Dennison-Uhlenbeck, Manning, Merzbacher
and Rosen-Morse. For a deeper study, we used the finite double-well potential which, as
we later discovered, had been considered by Peacock-Lopez. We redid the analysis of this
potential using a different path made by that author. We analyze the limiting cases for
this potential and actually noticed that in these schemes, it tends to one finite well or two
separate finite wells. So, we developed a graphical software centered on the MINUIT pack-
age, developed by CERN, to analyze and adjust the parameters to the experimental data
of ammonia and at the end, we compared the results with those found in the literature.
In setting the parameters of ammonia, there was a marked improvement when we move
from a simpler formula for the reduced mass to a more sophisticated one. In the specific
case of the potential of Peacock-Lépez, the comparison shows that our results, in general,
are more accurate and precise. Our analysis adds to those that contain a quantitative
discussion of the double-well potential. As part of this work, a symmetric one-dimensional
version of the Morse potential is exactly solved in terms of the Kummer functions and a
pair of transcendental equations for the eigenenergies. Attempting to adjust this result
to the ammonia molecule, however, showed that the double-well patterns of this potential
well are irreconcilable with the energy spectrum of ammonia: Close pairs separated by

long intervals.

KEYWORDS: Ammonia, tunneling, double-well, MINUIT, Kummer function.
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1 Introducao

A amonia é uma das substancias mais importantes no mundo moderno, com produgao
de 109 milhoes de toneladas em 2004, de acordo com o United States Geological Survey,
sendo considerada o segundo mais importante composto na industria quimica americana'.
“O processo de sintese da amonia, descoberto em 2 de julho de 1909 por Fritz Haber e seu
assistente Robert Le Rossignol, em um laboratério da Universidade Técnica de Karlsruhe,
teve imensa repercussao sob o ponto de vista cientifico, técnico, social e outros, sendo
considerada por Vaclav Smil na abertura de seu extraordinério livro Enriching the FEarth
como a mais importante inven¢ao técnica do século XX” [1].

A amonia serve de matéria-prima para um numero elevado de aplicagoes [2]. Ela é
utilizada na fabricacao de fertilizantes agricolas, fibras e plasticos, de produtos de limpeza,

de explosivos, etc. Entre tantos empregos, podemos destacar:

Fertilizantes: sulfato de amonia, fosfato de amonia, nitrato de amonia e uréia.

Produtos quimicos: écido nitrico (utilizado na preparagao de explosivos).

Fibras e pldsticos: ndilon e outras poliamidas.

Produtos de limpeza: detergentes e amaciantes de roupa.

Ela possui o atrativo de ser uma das menores moléculas, porém apresentando uma
notdavel complexidade, particularmente porque manifesta de maneira eloquente o feno-
meno do tunelamento quantico, sendo a base para o estudo dos masers e lasers. Além
disso, o espectro de inversao torna a amoénia uma importante molécula interestelar. O géds
de amonia constitui um interessante objeto de investigacao porque é possivel estudar uma
de suas transicoes moleculares usando-se técnicas de radiofrequéncia. Em 1934, Cleeton e
Williams descobriram que o gds de amoénia produzia uma forte linha de absorcao em 0, 8
em™! (comprimento de onda de 1,25 cm ou 24 M Hz) [3].

Outrossim, em virtude do tunelamento, ela é o sistema ideal para ensinar a mecénica

quantica de sistemas de dois estados.

2 Objetivo

Neste estudo, o foco estara nas propriedades quanticas da molécula de amoénia, particular-
mente no fenémeno da inversao. Sendo um dos objetos mais estudados pela Quimica e pela
Fisica, existe naturalmente uma vasta literatura sobre o assunto cobrindo cada aspecto de
suas propriedades e emprego. Em tal cendrio, nosso escopo é um modelo simplificado que

ajustaremos aos dados experimentais. Embora existam muitos estudos [4, 5, 6, 7, 8, 9]

1O etileno ¢ considerado o mais importante.
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analisando potenciais adequados & amonia de forma qualitativa, é menos comum encon-
trar uma discussao quantitativa [10, 11], como no nosso caso. Vamos também investigar
um novo potencial, o potencial de Morse simétrico, e verificar se é adequado para modelar

a amonia.

3 Conceitos fundamentais

A equacao de Schrodinger foi formulada em 1926 pelo fisico austriaco Erwin Schrodinger.
Usada na mecanica quantica, ela é uma equagao que descreve como o estado quantico
de um sistema fisico, representado pela fungao de onda W, evolui no tempo, e seu papel
é similar ao da segunda lei de Newton na mecénica cldssica. A equacao de Schrodinger
dependente do tempo é escrita como [12]

LoV

ZFLE =H U,
onde 7 ¢ a unidade imaginéria, h é a constante de Planck h dividida por 27 e o hamiltoniano
H é um operador auto-adjunto. O hamiltoniano representa a energia total do sistema.
Assim como a forca na segunda lei de Newton, ele nao é definido pela equacgao e deve
ser determinado pelas propriedades fisicas do sistema. Em uma dimensao espacial, o
hamiltoniano padrao é

h? 0?

2m Ox? T

onde m é a massa da particula e V' é o potencial.

Se o potencial nao depende explicitamente do tempo, o método de separacao de
varidveis pode ser aplicado & equacao de Schrodinger e temos entao que resolver sua

versao mais simples conhecida como equac¢ao de Schriodinger independente do tempo:

Hy=Ey, W=ye P,

Neste caso, temos estados estaciondrios com energia definida. Aplicando o principio da

superposicao, a solucao geral é uma combinacao linear de solugoes separdveis 1):

U(z,t) = Z n 1), () e Ent/h,
n=1

Uma vez de posse da funcao de onda W, resolvendo-se a equacao de Schrodinger,
pode-se interpretar o médulo quadrado |¥|? como a densidade de probabilidade de se
encontrar a particula em determinada regiao do espaco. Para poder ser usada dessa

forma, a funcao de onda deve estar adequadamente normalizada, ou seja
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o0

/ dr [W[2 = 1.

— 0o
O assim chamado principio variacional é um teorema que afirma que o valor es-
perado de H no (possivelmente incorreto) estado 1 possui energia maior ou igual que a

energia do estado fundamental, qualquer que seja .

Ey < (Y[H|¢) = (H)

4 Caracteristicas da amoénia

Antes de partir para a construcao do modelo quantico pertinente, vamos revisar alguns
conceitos basicos sobre a molécula de amoénia, a fim de melhor contextualizar o restante
do nosso trabalho. A discussao a seguir se refere a molécula isolada, o que na prética
significa que ela pertence a uma amostra de moléculas na fase gasosa e em baixa pressao,
a temperatura ambiente (gds ideal). Um estudo considerando pressoes mais elevadas pode

ser visto em [13].

4.1 Dados gerais

e Formula: N Hs
e Peso molecular: 17,0305 (fonte: [14])
e Momento dipolo elétrico: 1,46 D (fonte: [14])

e Energia de dissociagao: 5,602022627 (fonte: [14])

4.2 Distribuicao espacial

Diversos estudos [3, 4, 15] indicam que a amonia possui uma distribui¢ao piramidal, onde
os trés dtomos de hidrogénio formam uma base triangular e o &tomo de nitrogénio ocupa a

posicao no topo. Na Tabela 1, temos as coordenadas cartesianas dos dtomos constituintes.

Atom | x (A) [y (A) |z (A)
N1 0,0000 | 0,0000 | 0,3816
H2 0,0000 | -0,9377 | 0,0000
H3 0,8121 | 0,4689 | 0,0000
H4 | -0,8121 | 0,4689 | 0,0000

Tabela 1: Coordenadas cartesianas dos dtomos na molécula de amonia.
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Os valores dos diversos parametros descrevendo a molécula de amoénia mostrados na
Figura 1 sao: a = 67,97°, § = 106,670°, d = 0,1012 nm e 2y = 0,038 nm, onde z; é
a distancia ao longo do eixo de simetria do dtomo de nitrogénio ao plano definido pelos
atomos de hidrogénio. Com zy ~ 0,4d, a molécula é consideravelmente mais achatada

que o mostrado [16].

H

Figura 1: Distribuicao espacial da molécula de amonia mostrando sua estrutura piramidal
e principais parametros geométricos.

4.3 Dipolo elétrico

Na molécula de amonia, os elétrons tendem a ficar mais préoximos do nticleo de nitrogénio.
Isso provoca o aparecimento de um momento de dipolo elétrico. O conhecimento exato
do momento de dipolo elétrico da amoénia é crucial para qualquer estudo espectroscépico
detalhado como, por exemplo, excitacao a laser dos estados moleculares rotacionais-
vibracionais ou observagoes de N Hjz nas atmosferas estelares e planetérias [17]. Quando
a molécula é imersa em um campo elétrico, seu dipolo elétrico gera um torque, que, no
caso do maser, é usado para separar um feixe de moléculas de amoénia em dois, com
moléculas rotacionando em posi¢oes opostas em cada feixe [5]. H4 de fato trés posigoes
de equilibrio para o atomo de nitrogénio: z = %0, 3816 A e z = 0. Obviamente z = 0 &
uma posicao de equilibrio instavel. Podemos entao pensar em um potencial com minimos
em z = j:0,3816/i e uma barreira de potencial na vizinhanca de z = 0. O espectro
de inversao corresponde as transi¢oes do dtomo de nitrogénio entre as duas posicoes de

equilibrio estavel.
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4.4 Estrutura rotacional

Para a molécula de amonia, existem diferentes tipos de excitacoes — rotacional, vibra-
cional, e eletronico, listados em ordem de energia crescente. O movimento rotacional pode
ser tratado aproximadamente supondo-se que os nicleos estao fixos em suas posigoes de
equilibrio, de forma que a molécula forme um corpo rigido.

Se a molécula de N Hj3 existisse num tnico estado, o espectro de inversao seria de
fato muito simplério, consistindo de uma tnica frequéncia. Felizmente, este espectro é
muito rico, contendo um grande niimero de linhas. Isto acontece porque, a temperatura
ambiente, uma elevada fragao das moléculas de amonia esta no estado vibracional funda-
mental, mas as moléculas ocupam muitos estados rotacionais (que possuem energias de
excitagdo muito menores que os estados vibracionais). O espagamento entre o dtomo de
nitrogénio e os dtomos de hidrogénio determina a forma da barreira de potencial, e este
espacamento depende do estado rotacional da molécula. Portanto, existe uma energia de
inversao diferente para cada estado rotacional da molécula, ji que a diferenca de energia
entre dois estados, par e impar, depende da forma da barreira de potencial.

O momento angular total da molécula, P, é quantizado e obedece a relagao

P*=J(J+1) R,

onde J é zero ou um inteiro positivo e é conhecido como o nimero qudntico do momento
angular total. O momento angular é também quantizado ao longo do eixo de simetria da
molécula, que para a molécula de N H3 é o eixo z previamente denotado. A componente

do momento angular ao longo deste eixo é

P, =K h,

onde K é um inteiro entre —J e +.J.

Vamos considerar qualitativamente o que acontece com a forma da molécula & me-
dida que J e K aumentam a partir de zero. Primeiro, considere um estado rotacional com
J>0e K =J,1ie., um estado onde o momento angular paralelo ao eixo de simetria (z)
¢ maximo. Neste caso, a rotacao tende a achatar a piramide e aumentar a distancia entre
os atomos de hidrogénio. Isto diminui a barreira de potencial, aumentando destarte a
frequéncia de inversao. Portanto, podemos esperar que a frequéncia de inversao aumente
com o aumento de |K| (na verdade a dependéncia aumenta com K?).

Agora considere um estado rotacional com J > 0 e K << J. Neste caso, existe
uma componente do momento angular significativa em torno de um eixo perpendicular ao
eixo de simetria. (Lembre-se, estamos considerando o momento angular total constante,
de forma que se houver menos ao longo do eixo z, existird mais ao longo de um eixo
perpendicular ao eixo z). O movimento rotacional tende agora a alongar a piramide e

diminuir a distancia entre os dtomos de hidrogénio. A altura da barreira de potencial
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ird entao aumentar e a frequéncia de inversao ird consequentemente decrescer. Entao,
podemos esperar que a frequéncia de inversao ird decrescer como [J (J + 1) — K?], ja
que esta quantidade representa o quadrado do momento angular perpendicular ao eixo de
simetria [4].

Combinando estes dois efeitos, temos

Vinversao — Vo — C1 [J (J+ 1) - K2] + Co K27

onde v, ¢; e ¢ sao constantes com ¢y e co ambas positivas.

Embora seja tentador pensar em vy como a frequéncia de inversao do estado fun-
damental, J = 0, K = 0, este estado, que resultaria numa linha no espectro de inversao,
nao é permitido. As linhas para todos os estados rotacionais com K = 0 sdo suprimidas
devido a consideragoes de simetria relacionadas ao fato de que os nicleos de H (prétons)
sao férmions, e como tais, a funcao de onda total descrevendo a molécula deve mudar de
sinal quando dois nicleos de H sdo trocados [12]. Esta condi¢ao ¢é verificada experimen-
talmente, ja que nenhuma linha para qualquer estado com K = 0 foi jamais observada
[4].

A férmula acima é um ponto de partida para o ajuste de vdrias linhas do espectro
de inversao como uma funcao de J e K e, como tal, nao fornece um bom ajuste para um
nimero elevado de linhas deste espectro. Férmulas empiricas usando poténcias maiores
de J(J + 1) e K? foram desenvolvidas para um melhor ajuste do espectro e uma dessas

férmulas é [18]:

Vinversao(MHz) = 23,787 —151,3 J (J + 1) +211,0 K* 40,5503 [J (J + 1)]?
1,531 J (J +1) K*+1,055 K*.
Esta férmula fornece um bom ajuste para valores menores de J e K (valores < 6)%.
Estas linhas, resultantes de diversos valores de J e K, sao chamadas de estrutura fina do

espectro de inversao.

4.5 Estrutura vibracional

A estrutura vibracional de uma molécula poliatémica pode ser discutida supondo que os
nicleos executam pequenas oscilagoes em torno de suas posigoes de equilibrio. Os modos
normais de vibragao podem ser determinados pelos métodos usuais da mecénica cléssica,
descritos por exemplo por Goldstein [20], podendo ser vistos como uma aproximagao de

primeira ordem na modelagem das vibragoes. Para moléculas com alguma simetria, a

2 Antes mesmo desse resultado, Badger & Cartwright, em 1929, num esforco pioneiro, j4 haviam obtido
a férmula seguinte para sete linhas espectrais por eles observadas: v = 19,957 m — 0,0050826 m?3, onde
m varia de 4 a 9 [19].
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teoria dos grupos pode ser usada para prever quantos modos vibracionais devem apare-
cer nos espectros vibracionais infravermelho e de Raman relativos & molécula. Moléculas
piramidais pertencem ao grupo Cl,, possuindo seis (3N-6) modos de vibragao. Os trés
primeiros sao modos de alongamento, os préximos dois sao modos de flexao e existe um
modo de deformagao (Tabela 2). Em outras palavras, as trés coordenadas translacionais
do centro de massa, os angulos de Euler 0, ¢ e 1, que dao a orientacao dos eixos molecu-
lares. H4 ainda um sétimo modo (« na Figura 2, que é o dngulo entre duas ligagoes N-H
adjacentes) ligado a inversao [21].

Os modos normais de vibragao sao importantes por varias razoes. Talvez a mais
importante delas seja que, para uma boa aproximacao, a luz que é absorvida por causa dos
movimentos vibracionais dos dtomos nas moléculas é aquela que tem a mesma frequéncia

dos modos normais de vibracao [5].

4.6 Inversao

Além de possuir as vibragoes de pequenas amplitudes caracteristicas de todas as molécu-
las, a amo6nia também possui um movimento de grande amplitude conhecido como inver-
sao. Este movimento ocorre porque a molécula pode ocupar duas posicoes de equilibrio

equivalentes como mostrado na Figura 2.

Figura 2: As duas configuracoes equivalentes da amonia.

O movimento de inversao pode ser descrito como o movimento do dtomo de ni-
trogénio perpendicular ao plano dos hidrogénios, ele pode ser considerado uma extensao
da vibracao do dtomo de nitrogénio perpendicular ao plano dos hidrogénios. Se o dtomo
de nitrogénio estiver inicialmente no lado direito do plano, seu movimento para a es-
querda e perpendicular a este plano pode continuar até que o nitrogénio penetre o plano
(uma posicao de equilibrio instével) e atinja uma nova posigao de equilibrio & esquerda.
Classicamente, a inversao somente pode ocorrer se a energia desta vibracao for maior do
que a barreira de potencial entre as duas posicoes de equilibrio. Se esta condi¢ao nao for
satisfeita, o 4tomo de nitrogénio ficard confinado a um dos lados da barreira. A energia

em ambos 0s casos serd a mesma e, portanto, duplamente degenerada [21].
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Contudo, o 4tomo de nitrogénio penetra no plano dos hidrogénios mesmo quando
a energia vibracional for menor que a energia da barreira de potencial. Portanto, este
movimento ¢ um bom exemplo do efeito de tunelamento quéntico. O efeito tinel levanta a
degenerescéncia dos niveis de energia a direita ou a esquerda. O desdobramento dos niveis
de energia devido & penetracao da barreira é um importante efeito mecanico quantico que
ocorre seja o potencial do po¢o duplo simétrico ou nao (caso do rotor de HyOy [22]).

No caso da amonia, como existe um plano de simetria perpendicular ao plano de
inversao, pode ser mostrado que as funcoes de onda que descrevem o sistema devem ser
simétricas ou antissimétricas com respeito a inversao [15]. Portanto, estas fungoes de
onda podem ser escritas como combinacoes lineares de Uy, e Ug, onde Uy, e Ui sao as
autofungoes que descrevem o nitrogénio a esquerda e & direita do plano dos hidrogénios
respectivamente. Seguindo este raciocinio, as duas primeiras autofungoes do hamiltoniano

podem ser escritas como

1
Yo = E(UL + Ur),

1
Yy = E(UL — Ur).

Se o dtomo de nitrogénio estiver no lado esquerdo do plano de simetria no tempo ¢ = 0,

a funcao de onda que descreve o sistema serd dada por

Up = \D(O) = %(wo +w1)-

Quando a dependéncia temporal for incluida, a funcao de onda pode ser escrita como

1 —i L —1 0
\Il(t) — E (¢0€ Est/h +¢1€ EAt/f)

efiES t/h ot
= 5 (o + e ™),
onde introduzimos a frequéncia de Bohr w = (E4— Eg)/h e E ¢ a energia do estado mais

baixo, neste caso, a autofuncao simétrica. No tempo ¢t = 7 /w, a fungao de onda se torna

1 A A
I <g> _ E(¢O . ¢1)€_2Est/ﬁ _ UR 624).

Portanto, o dtomo de nitrogénio moveu-se para o lado direito do plano. O ciclo é com-
pletado apds duas vezes o tempo acima, de forma que o periodo é 27/w. A frequéncia
de inversdao é entao dada por v = w/27. A diferenca entre os pares de energia estd
pois diretamente relacionada a frequéncia de inversao [15]. O movimento de inversao da

amonia é suposto ocorrer de tal maneira que as ligagoes N-H permanecem essencialmente
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constantes enquanto o angulo entre as ligacoes, «, aumenta até que a molécula esteja na
configuracao planar. Em suma, o que temos aqui, ¢ um estado dindmico resultante da

combinacao de dois autoestados espaciais. Este ciclo estd ilustrado na Figura 3.

Figura 3: Tunelamento através da barreira no poco duplo.

J& que existe uma pequena diferenca entre as energias de ¢, e 11, a transi¢ao entre
estes estados pode ser estimulada por um fé6ton de mesma energia que esta diferenca, cau-
sando a absor¢ao do féton. O maser de amoénia é baseado na transicao entre autoestados
de energia, que podem também ser descritos como oscilacoes de Rabi entre autoestados
espaciais. Contudo, a transicdo de inversio é vista somente & baixa pressdo. A medida
que a pressao do gds aumenta, a transicao se alarga, se desloca para uma frequéncia mais
baixa e entdo se extingue (a frequéncia vai a zero). A molécula de amonia parece sofrer
localizagao espacial como resultado da interagdo com o ambiente [13].

Outras moléculas apresentam o fendmeno de inversao, como por exemplo PHj3 e
AsH;. E importante salientar que o periodo de oscilacio ¢ fortemente dependente da

altura da barreira. Para a amonia, essa frequéncia estd na regiao de microondas. Para
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PH3 ASH3 NH3
Altura da barreira 0,75eV 1,39eV 0,25eV
Estado fundamental (inv.) | 0,14 M Hz | 1/2 ciclo por ano | 24 M Hz
Primeiro estado excitado | 7,2MHz | 1 ciclo por dia 1GHz

Tabela 3: Efeito da altura da barreira nas frequéncias de inversao em trés moléculas
piramidais.

outra molécula, com barreira de potencial maior, o periodo pode facilmente exceder a
idade do universo, ou seja, jamais ocorrer [8]. Para as duas moléculas citadas e a amonia
temos os resultados na Tabela 3 (Ref. [4]).

4.7 Interacao entre a inversao, vibracao e rotacao

Uma descrigao completa da molécula de amoénia isolada (nos liquidos, o movimento rota-
cional é suficientemente suprimido para passar despercebido) deve levar em conta a inte-
ragao entre os trés tipos de movimento considerados (a energia translacional nao contribui
para o espectro de inversao). As rotagoes tendem a mudar a forma piramidal da molécula,
efeito conhecido como distor¢ao centrifuga, afetando o espectro de vibragao da molécula
[23], produzindo uma estrutura fina no espectro. Um tratamento mais rigoroso deve levar
em conta o caminho dos dtomos durante a inversao, a forma e a altura da barreira de
potencial, o efeito das interagoes sobre todas as rotagoes da molécula, e o efeito das in-
teragoes da inversao com as outras vibragoes da molécula [21]. Os trabalhos de [4, 24, 25]
e outros produziram férmulas com a estrutura da equacdo (1), que envolvem os nimeros

quanticos J e K ligados ao momento angular.

Ay =A%+ (B, — BY) [T (J+1) — K +(C; - Cf) K2, (1)

onde B, — B} e C;; — C;F séo as constantes de rotagao-vibracao. Estas interagoes con-

tribuem para a estrutura fina do espectro da amonia.

4.8 Estrutura hiperfina

A energia do dipolo magnético dos micleos no campo magnético gerado pelos elétrons,
bem como o quadrupolo elétrico dos nicleos no gradiente do campo elétrico devido a
distribuicao de cargas no interior da molécula interferem na estrutura fina, resultando na

chamada estrutura hiperfina molecular [26].

5 Modelo simplificado para a inversao da amoénia

Esta molécula constitui um formidédvel sistema quéntico composto por dez particulas

(quatro ntcleos e seis elétrons livres). A equagao de Schrodinger independente do tempo
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que deve ser resolvida para se obter as energias e as fungoes de onda é uma equacao de
autovalor diferencial parcial em trinta varidveis — as coordenadas espacias dos elétrons
e dos nicleos. Analisar este sistema de maneira rigorosamente matemética é uma tarefa

sabidamente impossivel.

5.1 Meétodos ab tnitio

Métodos numéricos baseados no principio variacional (ver se¢ao 3) tém sido desenvolvi-
dos, principalmente no campo da Quimica, para o estudo das moléculas em geral e da
amoénia em particular. Impulsionado pelo poder crescente dos processadores e das grades
de computadores, estes sistemas tém produzido resultados impressionantes. Um destes
trabalhos estuda a molécula de amonia, nao como um potencial unidimensional, mas como

uma superficie potencial [27].

5.2 Modelos unidimensionais

Como estamos interessados no movimento de inversao, vamos utilizar a abordagem ado-

tada pela maioria dos autores, qual seja, uma particula de massa reduzida

3mH my
p= I 2)
mpg + my
num potencial unidimensional de poco duplo com um operador hamiltoniano
h? o
H(z)=———+V(x).
(@)= =55 + V(@)
Este operador hamiltoniano sera usado na montagem de uma equagao de Schrodinger

independente do tempo:

Hy=Eqy

Diversas fun¢oes hamiltonianas foram concebidas na tentativa de modelar este sis-
tema simplificado. Nesta subsecao, vamos fazer uma rapida revisao de algumas delas.
Contudo, uma coisa ¢ certa: nenhum modelo estudado faz jus a complexidade apresen-

tada pelo modelo tridimensional.

5.2.1 Barreira central num poco infinito

A andlise qualitativa de um modelo muito simples composto de um poco infinito com uma
barreira finita no centro (Figura 4) pode ser encontrada em alguns livros-texto ([15, 9, 6],

por exemplo).
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Figura 4: Barreira central num poco infinito.

(00 p/lz|>L

V=<¢ 0 p/a<|z| <L
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Neste modelo, é possivel destacar as principais propriedades quanticas da amonia,
tais como:

- uma barreira finita levanta a degenerescéncia das energias do caso onde a barreira
é infinita;

- a diferenca entre os niveis das energias dos dubletos aumenta conforme aumenta o
nimero quantico energético;

- a distancia entre os dubletos é muito maior que o espacamento dentro de cada

dubleto (no caso da amonia, esta razao é da ordem de mil).

5.2.2 O potencial de Dennison-Uhlenbeck

A forma de duas pardbolas iguais conectadas por um segmento constante (Figura 5), foi
proposto por Dennison-Uhlenbeck em 1932 (ver Ref. [10]) como um modelo simples para

a amonia:
(((z—x0)? dex=(190—a)a +o0

— =4 (r+z0)? dexz=(a—1z0)a —o0 ;

a de z = (29 — ) a (o — xp)
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onde h ¢é a constante de Planck e v é a separagao entre os dois primeiros pares de energia

obtidos experimentalmente.
Neste modelo, as ligagoes H-H permanecem constantes. Usando o método WKB

[12], eles conseguiram uma boa correlagao com alguns dados experimentais da molécula

de amonia.

I', V(X) {

-x0 z0

Figura 5: O potencial de Dennison-Uhlenbeck.

5.2.3 O potencial de Rosen-Morse

Também em 1932, Rosen e Morse (28], juntando duas curvas do potencial V,, descrito
pela equacao (3), de maneira simétrica, obtiveram o potencial V, descrito pela equagao

(4), que possui quatro parametros.

Vo(x) = B tanh(x/d) — C sech®(x/d) (3)

B tanh(z/d — k) — C sech®*(x/d —k) x>0
V(z) = . (4)
—B tanh(z/d + k) — C sech®(z/d+k) <0

A forma deste potencial para |B| < 2C pode ser vista na Figura 6. Ela é uma curva
continua que, para grandes valores de |z|, tende para um valor constante.

Em esséncia, o que Rosen e Morse fizeram foi ajustar os pardmetros do potencial
para trés valores experimentais disponiveis na época® coletados em [29] e deduziram o

valor correspondente para a distancia dos minimos ao centro, como 0,38 A, e aquele para

a altura da barreira como 1/4 eV'.

3Estes valores sdo a separacdo entre os dois primeiros pares de energia, 950 cm ™!, e as separacoes
inter-par, 0,8 em™! e 33 em™1L.
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—

X

Figura 6: O potencial de Rosen-Morse.

5.2.4 O potencial de Manning

Manning [11], em 1935, submeteu um paper no qual analisou o potencial abaixo

1 (3 1 5 T 5 T AT
V=—_|-ZC([Z24+= h2— —D h? — — gech? —
k p? { 2 (2 2) v 2p (sec 2p vee 20) |’

onde k = (8w ¢/h)u, sendo p a massa reduzida para o tipo de vibragao considerado. p,
[ e D sao constantes arbitrarias. A forma do potencial é suave e tende assintoticamente
para zero, quando r tende ao infinito (Figura 7). A energia de dissociagao foi estimada
como aproximadamente 5 eV e a altura da barreira como 0,25 eV. Uma andlise quan-
titativa deste tipo é bastante dificil e somente tratdvel numericamente. O espectro foi
solucionando em termos de fragoes continuadas, gerando valores muito préximos daqueles

obtidos experimentalmente.

Vi(r)

Figura 7: O potencial de Manning.

5.2.5 O potencial de Merzbacher

Em seu livro-texto, Quantum Mechanics [8], Merzbacher apresenta o seguinte potencial:

V ==k (x| —a)?.

1
2
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A forma do potencial é a de duas pardbolas separadas por uma distancia 2a formando
uma barreira central de altura Vj (Figura 8). As autofuncoes, exatamente calculadas, sdo
as funcoes parabdlicas cilindricas [30]. E as autoenergias sao geradas resolvendo-se um

par de equacoes transcendentais.

Vi(x)

—a a

Figura 8: O potencial de Merzbacher.

5.3 Interacgao simplificada entre a inversao-vibracao e inversao-
rotacao

A implementacao das interagoes descritas em (4.7) pode ser feita aproximadamente so-
mando-se um potencial de poco duplo a um sistema de osciladores harmonicos nas cinco
coordenadas de vibragao restantes. Esta abordagem foi adotada na Ref. [25] usando
o potencial (5) no qual ¢ é uma coordenada de inversdo e L uma constante. Este po-
tencial falhou em descrever completamente a interacao entre a coordenada de inversao e
as restantes coordenadas de vibragao associadas. Contudo, para as vibracoes-rotacoes-
inversoes de mais baixa ordem, os resultados concordam muito bem com os valores obser-

vados experimentalmente.

V(C) = —2F cos (%) 426 cos (%) , (5)

6 Revisitando o poco duplo finito

Nosso principal objetivo ¢ implementar o modelo simplificado acima usando o potencial
do poco duplo finito, descrito pelos quatro parametros mostrados na Figura 9. Durante
a realizagao deste estudo, constatamos que este potencial ja fora estudado por Peacock-
Lépez [31] usando uma abordagem diferente da nossa. Ao final, iremos comparar os nossos

resultados com os daquele e os de outros autores.
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Figura 9: O potencial do poco duplo finito e seus quatro pardmetros Vp, Vg, a e L.

Embora o potencial do poco duplo finito seja uma funcao descontinua da posigao,
ele permite uma descri¢ao apropriada e tratdvel do problema do poco duplo, com carac-
terfsticas que o tornam adequado a representar moléculas piramidais, como no caso da
amonia. Estados ligados situados abaixo da barreira tendem a se agrupar em pares, mo-
delando o espectro de inversao, resultado do fendomeno de tunelamento [15]. O parametro
Vp representa a energia de dissociacao da molécula, Vg é a altura da barreira central,
a ¢é a largura dos pocos, e o pardmetro L estd relacionado com a altura da pirdmide na

representagdo geométrica da molécula [21].

6.1 A solucao de Peacok-Lépez

Peacock-Lépez obteve equacoes transcendentes satisfeitas pelas energias quantizadas. So-
lugoes graficas ou numeéricas destas relagoes permitiram o cdlculo das seis primeiras
solucoes para Vp > FE da equacao de Schrodinger. Com estas solugoes, foi analisado
o tunelamento através da barreira e os resultados comparados com dados experimentais

para a amoénia. A concordéncia entre os valores calculados e observados nao é muito boa.

6.2 Solucao da equacao diferencial

O gréfico deste potencial pode ser dividido em seis regides, como mostrado na Figura
10. Naturalmente, os estados ligados ocorrem quando —Vp < E < (0. Vamos utilizar a
equagao de Schrodinger independente do tempo abaixo para analisar estes estados e suas

energias:

P+ k2 =0, (6)

onde
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Figura 10: As seis regioes usadas na andlise do potencial do poco duplo finito.

(

¢ =2 (E+Vp—Vg), p/RI
@3 =2 (E+Vp), p/ RII

G- 5 b/ RIII

Aqui estamos considerando somente as trés regioes para x > 0, o comportamento nas
demais regioes serd deduzido explorando-se a simetria do potencial sob reflexao espacial.

Prosseguindo, vamos analisar a natureza das varidveis ¢;, no caso de estados ligados:

g1 € R se Vp—Vp< E<O
G =il se =Vp<E<Vp—Vp
¢ €R

g3 = igs|

Os segmentos da funcao de onda, solugdes da equagao (6) para o caso x > 0, podem agora
ser construidos. Utilizando solugoes bem conhecidas da equagao de Schrodinger (ver Ref.

[12]), obtemos as expressoes abaixo:
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(A cosqix + B sinquz, p/ RI

bz > 0) = C' cosqr + D singex, p/ RII

F elaslr 1 G etlasle p/ RIII

\
Como este potencial é uma funcdo par da posigao, isto ¢, V(—z) = V(x), podemos
considerar as solu¢oes como tendo paridade definida [15]. Comegando com as solugoes

pares, temos para x < (

(A cosqrx — B sinqix, p/ RI

C cosqxr — D singex, p/ RIL
¢par = @Z)(ZL’ < 0) -

F etlasle L G e—lasle p/ RIII

\

Da mesma maneira, para as solucoes impares, obtemos

(A cosqx + B sinqiz, p/ RI

(< 0) = —C cosqexr + D singyz, p/RII

77Dimpar

_F etlaslz _ G e—lasle p/ RIIT

6.3 Calculo das energias

Para |z| — oo, a fungao de onda deve esvanescer-se para que seja quadrado-integréavel e
portanto poder ser normalizada [12]. Na origem, as funcoes de onda impar e as primeiras
derivadas das fungoes pares devem ser nulas. Estas condigoes de fronteira podem entao

assim ser expressas:

Y(|lz] — 00) =0 = G=0
¢ contimuaemz =0 = A=0p/ ¢ impar = (0)=0p/ 1 impar

Y continuaemz=0 = B=0p/¢Ypar = '(0)=0p/ ¢ par.

Aplicando estas condigdes as equagoes (9) e (10), obtemos
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A cosqix, p/ Rle par

B singiz, p/ Rl e impar
Wz >0) = (11)
H sin(gx —0), p/ RIL

| F elslz p/ RIIIL.

Na regiao II, a combinacao linear de uma senéide com uma cossendide foi substituida

por uma funcao seno dotada de uma fase 9. Vamos agora analisar a continuidade da fungao

de onda e de sua derivada no ponto %:

L+a

1 continua em x = % = H sin(QQ% —0) = F e o7

3 a a _ L+a
" continua em x = L% = @ H cos(qz% —0) = —|qs| F e lasl™z",
Combinando as duas equagoes acima, obtemos
L+a
q2 cot (QQ 5 — 5) = —|Q3‘ . (12)

Por outro lado, a continuidade no ponto £=¢ nos leva aos seguintes resultados:
) 2

Upee continua em z = 252 = A cos(q152) = H sin(g*5* —9)

[\

= —q Asin(gf5%) = ¢ H cos(gp5% —9)

Y continua em x = 5 5

par 2

P L— . L— . L—
wimpar continua em x = 2(1 = B Slﬂ(ql 2(1) = H Sln(QQTa B 6)

impar cONtua em 2 = £5¢° = ¢ B cos(qi5%) = ¢ H cos(qu5% —9)

Estas tltimas expressoes podem ser sintetizadas como

—qtan (1 5%)  p/ ¢ par
g2 cot (5% — 0) = : (13)
~+q1 cot (ql%) p/ ¥ fmpar

Podemos construir uma forma mais concisa das equagoes (12) e (13), definindo as varidveis

01, 09 € 03 da seguinte forma:
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o =qie ) (+)cot( —9) = —o03

—oytano;  p/ 1 par
ag_) cot(oy —0) =

| 4 +oycotoy  p/ ¢ fmpar

03 |Q3 y \
Simplificando um pouco a expressao acima usando a identidade trigonométrica tan(% £
0) = F cot 0, obtemos

ol tan(ol — 5+ 2 7)) = o3

+oytano;  p/ 1 par
oy tan(oy ) — 5+ 1) =
—ojcotoy  p/ 1 impar

Resolvendo para ¢ a primeira das equagoes acima, obtemos:

S T
0 =0, —arctan ——~ (+) (2K+1)2, KeZ

Finalmente, substituindo esta expressao para 0 na ultima equacao, obtemos o par de
equacgoes transcendentes abaixo, que podem ser resolvidas numericamente para se deter-

minar o espectro de energias:

(14)
75

o1 tan oq p/ ¢ par
aéf) tan (Ué ) _ aéﬂ + arctan 2) =

—oypcotoy  p/ ¢ impar

6.4 Casos limites
6.4.1 Barreira central colapsada

Se fizermos Vz = 0 e a = 0, entdao a curva do potencial se transforma na curva de um
poco finito com largura L e profundidade Vp. Levando estas condig¢oes para as equagoes
(7), obtemos

G =a¢=3E+Vp) e ¢g=20E.

Isto implica que 01 = Jg Substituindo este resultado na equacdo (14), as condicoes de

quantizacao ficam assim:

o1 tan o p/ ¥ par
03 = )

—oycotoy  p/ ¢ fmpar

que sao as expressoes para as autoenergias para o pogo finito calculadas em [32].
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6.4.2 Pocos duplos separados

Por outro lado, se fizermos Vg = Vp e L — o0, teremos a forma de dois pogos separados.
Comegando com Vg = Vp, deduzimos que, como ¢; = i|q1|, entdo |¢1| = |g3]. Usando a
identidade

tan(i6) = ¢ tanh 0

na equagao (14), obtemos

+ (15)

—|qu|55% tanh [q1|[25% p/ 4 par
0'2 > B

agf) tan (a() - agﬂ + arctan — 2

—|q1|L;“ coth|q1|% p/ ¥ fmpar
A medida em que L se torna muito maior que a, obtemos os seguintes limites

aé_) - a§+) — —aqo,

so L
2 927>

2

L—a | |L
—) —
9 q1 27

|CI1|

I —
tanh |q | ¢

_>]_,

— 1.

coth | ¢ |

Entao, podemos reescrever a equacao (15) como

tan (—a qo + arctan @) = —@
qz a2

ou

—a g2 + arctan m = —arctan m

q2 q2

e, portanto

que nos d&
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a %—Z@(E -+ VD)
V . (16)

Este resultado mostra que as energias sao degeneradas aos pares.

Em seguida, fazendo uso da identidade

2tand
tan20 = ———
an 1 —tan?@’
obtemos
2m (F 2F
cot [ a M _ +Vo (17)
h 2\/—E(E +Vp)

que ¢ o resultado da anélise na Ref. [33] para o caso limite de dois pogos finitos distantes,
traduzido para a nossa notacao.

Como 1, e 1, tém seus espectros degenerados e ambas sao constituidas de um seg-
mento senoidal envolvido por dois segmentos exponenciais, elas sao combinagoes lineares

pares e impares dos estados fundamentais dos dois pogos separados (Figura 11).

Figura 11: Funcoes de onda para pocos separados mostrando que elas sao combinagoes
lineares pares e impares dos estados fundamentais dos dois pogos separados.

7 Ajuste dos parametros do poco duplo finito & molécula

de amonia

Nosso préximo passo é ajustar os parametros do potencial do poco duplo finito aos da-
dos experimentais coletados sobre a molécula de amoénia. Para isso, fizemos um estudo
numérico culminando num software desenvolvido na linguagem de programacao Java,
como descrito a seguir. Dentro do possivel, os cdlculos foram verificados usando o pacote
Maple.
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7.1 Sistemas de unidades

Antes de entrar nos algoritmos numeéricos e dados experimentais, vamos discutir breve-

mente os sistemas de unidades.

7.1.1 Unidades atomicas

O sistema padrao de unidades (tais como o CGS e o SI) foram desenvolvidos para
mecanica, e nao para a mecanica quantica. Se alguém tentar calcular as coisas usando os
valores CGS da constante de Planck reduzida A ou a massa do elétron m., problemas com
a precisao numérica rapidamente comegam a aparecer. Para os cdlculos no computador é
portanto conveniente introduzir as assim chamadas unidades atomicas, nas quais a massa

do elétron, a constante de Planck reduzida h e a carga do elétron e sao todas unitérias:

me=h=e?=1.

Isto nos dard todo um novo conjunto de unidades para quase todas as quantidades fisicas.
Para o problema em tela, no entanto, somente as unidades de comprimento e de energia

sao relevantes (ver Tabela 4).

Unidades de | Nome Expressao | Valor em SI

comprimento | raio de Bohr | ag = mf'Qeg 0,529 A

energia hartree H = mh2a2 27,712 eV
e ag

Tabela 4: Principais unidades atomicas.

O hartree é definido alternativamente como duas vezes a energia de ionizacao do estado
fundamental 1s do hidrogénio, ou a energia de interagao coulombiana entre dois elétrons
separados pelo raio de Bohr, que por sua vez ¢é o raio classico da érbita do elétron naquele

mesmo estado [14].

7.1.2 Unidades de energia

Além das unidades tradicionais de energia (erg, no sistema CGS; joule (J), no sistema
SI), ¢ comum encontrar nos trabalhos de espectroscopia a energia expressa em cm ™. O
em~! é na verdade uma unidade especial de frequéncia, chamado nimero de onda, que é
tao somente um sobre o comprimento de onda. Quando multiplicada por hc, a medida em
em™! é convertida para energia em joules. O joule ¢ um nimero muito grande para tratar
as energias de atomos, elétrons e outros objetos pequenos, por esta razao o elétron-volt
(eV') & usado. Ele ¢é definido como a energia que um elétron adquire ao se mover através
de uma diferenca de potencial de 1 volt.

A Tabela 5 mostra os fatores de conversao entre unidades de energia mais impor-

tantes no contexto deste trabalho.
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hartree eV cm ! Hz
hartree | 1 27,2107 21947463 6,57966 x 10°
eV 0,0367502 1 8065, 73 2,41804 x 10*
cm! 4,55633 x 107° [ 1,23981 x 10~* |1 2,99793 x 1010
Hz 1,51983 x 10716 | 4,13558 x 1071 | 3,33565 x 107 | 1

Tabela 5: Conversao entre unidades de energia

7.2 Algoritmo para o cdlculo das energias

Todo o processo de ajuste de pardmetros gira em torno do algoritmo para calcular as
energias permitidas, que é uma aplicacao direta das equagoes (14). O problema de se
determinar as raizes de uma funcao é muito importante na andlise numérica. Para se
localizar uma raiz numa determinada regiao, diversos algoritmos foram desenvolvidos,
tais como os métodos da bissecao, de Newton-Raphson, da falsa posicao, etc. Quando a
funcao possui multiplos zeros, o problema fica ainda mais complexo, carecendo de uma
solugao ampla e geral. Um dos métodos mais simples é o de Newton-Raphson, que requer

o conhecimento da primeira derivada, além da multiplicidade m.

f'(@n)

No nosso caso, como nao é muito pratico aplicar esta férmula, partimos para uma

Tptl = Tp —M

versao modificada do método da bissecao. A listagem a seguir mostra um fragmento do

algoritmo usado, no caso a rotina para a determinacao da préxima energia par:

solucaoPar (Ef)
{
Ei =0
expo = 0
enquanto (expo < precisao)
{
dE = (Ei - Ef) * potencias[expo]
ultimoE = -100
i=20
E = Ef
sinall = signum(erroPar(Ef))
enquanto(E < Ei .E. E < 0)
{
erro = erroPar(E)
sinal2 = signum(erro);

if(i > 0 .E. (sinal2 <> sinall .0U. ultimoE == E) .E. abs(erro) < 0.1)
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quebra_o_loop
+
ultimoE = E
E=E + dE
i=1+1
+
expo = expo + 1
}
retorna Ei

}

Neste c6digo, a fungao erroPar() calcula o erro obtido da diferenga entre os membros da

equagao (14) para o caso par.

7.3 Analise grédfica dos parametros

Visando avaliar o efeito da variacao dos parametros sobre o espectro de energias, cons-
truimos uma série de graficos, um para cada parametro, onde a abscissa é o parametro
escolhido e a ordenada é o médulo da energia. Deste modo, a energia do estado funda-
mental corresponde ao mais alto valor de |E|. As curvas para as seis primeiras energias

foram plotadas em cada caso para valores selecionados dos demais parametros.

Figura 12: Variagao de |F| em fungao do parametro Vp, ligado a energia de dissociagao
da molécula. Ao se variar o parametro, as linhas espectrais se movem para cima ou para
baixo.



40
Na Figura 12, que estd ligada a energia de dissociagao, o efeito de se variar o

parametro é o de basicamente deslocar as linhas espectrais para cima ou para baixo.

Figura 13: Variagdo de |E| em fungao do parametro V. A medida que aumentamos o
valor de Vj, agrupamos os pares de energia e diminuimos o niimero de pares.

A medida que aumentamos o valor de Vz, mantendo os parametros Vp, a e L fixos
(Figura 13), agrupamos os pares de energia e diminuimos o nimero de pares de energia.

Para a variacao do pardmetro a, mantidos os demais parametros fixos, obtemos um
padrao mais complicado, como mostra a Figura 14 que, partindo de um padrao de poco
finito, termina em outro padrao de poco finito.

Por outro lado, a Figura 15 mostra que, a medida que o pardmetro L cresce, o

espectro tende suavemente para um poco finito.

7.4 Plotando as funcoes de onda

A consisténcia dos calculos feitos até aqui foi verificada plotando-se umas poucas fungoes
de onda (Figuras 16 e 17), onde pode-se notar a paridade definida de cada exemplo. As
funcoes de onda simétricas possuem uma energia menor que as fungoes de onda assimétri-
cas, e ambas apresentam um valor [¢|n.x em +L/2. Entao ambas as solugdes predizem

probabilidades iguais de se encontrar a particula nos dois lados da barreira.

7.5 Dados experimentais da amoénia

Os dados experimentais sobre a molécula de amonia de interesse para o nosso estudo
sao dados oriundos da espectroscopia. Desde os anos 30 esses dados tém sido coletados

com crescente grau de precisao [4, 29]. Os parametros de maior importancia referentes a
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Figura 14: Ao variarmos o parametro a, obtemos um padrao mais complicado para os
valores de |E|. Mas, ao final, quando a ¢é igual a L, obtemos o espectro do pogo finito.

inversao sao os seguintes: v, é a separagao entre os dois primeiros pares de energia; Ay, é
a separacao entre a energia do estado fundamental e o primeiro estado excitado, ou seja, a
primeira frequéncia de inversao, ela é a "impressao digital da amonia", que permite, por
exemplo, detectar a presenca desta molécula no meio interestelar [9]; Ay, é a separagao

entre as energias do segunda par, ou segunda frequéncia de inversao.

7.5.1 Dados basicos

A Tabela 6 resume os principais dados experimentais da amoénia coletados por diferentes

pesquisadores.

Vo Ag Ay Referéncia

0,1177 | 0,000099 | 0,003992 | Dennison-Uhlenbeck [10]
0,1175 | 0,000083 | 0,003967 | Manning [11]

0,1177 | 0,000198 | 0,004091 | Dennison-Hardy [29]

Tabela 6: Os trés dados experimentais mais importantes para a molécula de N Hj. As
energias sao dadas em eV'.

Para a amoénia deuterada N D3, obtivemos de [34] os valores (em eV') vy = 0,0921,
Ap=28,43 x 1075 e A; = 0,00042153.

A fim de ilustrar estes dados experimentais, os primeiros nove niveis de energia da
amonia e suas inter-relagoes foram plotadas fora de escala para maior clareza na Figura
18, sobrepostos a um potencial unidimensional genérico. Observe que as energias abaixo

da barreira estao agrupadas em trés dubletos.
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Figura 15: A medida que o parametro L cresce, os valores de |E| tendem suavemente para
um poco finito.

7.5.2 Espectro vibracional

Dados adicionais sobre o espectro vibracional coletados em [35] estdo mostrados na Tabela

7, nela os pares de energia estao nomeados de acordo com convencao usada na teoria dos

grupos.

Estado | Simetria | Par Impar
GS Ay 9,794 x 107°
Vs Ay 0,1155 | 0,1200

25 Ay 0,1980 | 0,2333

R Ay 0,2955 | 0,3589

4vy Ay 0,4274 | 0,5015

vy Ay 0,4136 | 0,4137

V3 E 0,4269 | 0,4269

V4 E 0,2016 | 0,2017

Tabela 7: Espectro de energia da amoénia em eV .

7.5.3 Estrutura fina

Como exemplo do espectro de estrutura fina da amoénia em torno da frequéncia funda-

mental de inversao, mostramos na Tabela 8 os dados coletados por Townes [18].
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Figura 16: Funcao de onda do estado fundamental da amonia para o seguinte conjunto
de parametros: Vp = 0,2057, Vg = 0,007, a = 0,6765 e L = 1,5236.

7.6 O pacote MINUIT

O MINUIT [36] & um pacote de software usado para minimizagao de fungao e andlise
de erros desenvolvido pelo CERN (Organizacao Européia para a Pesquisa Nuclear). O
MINUIT foi concebido como uma ferramenta para encontrar o valor minimo de uma funcao
de muiltiplos parametros e analisar a forma da fun¢ao em torno do minimo. A principal
aplicacao é a previsao em andlise estatistica, trabalhando com funcoes chi-quadrado ou
log-likehood, para computar os valores de ajuste dos parametros e incertezas, incluindo
correlagoes entre os parametros. Versoes em FORTRAN, C++ e Java deste software
podem ser obtidas na Internet.

O pacote MINUIT age sobre uma fungao para a qual nés damos o nome genérico de
FCN, embora o nome real possa ser escolhido pelo usudrio. Esta funcao deve ser definida
e suprida pelo usudrio, no caso o préprio programa hospedeiro por nés desenvolvido. O
valor de FCN ird depender de um ou mais pardmetros varidveis cujos valores de teste
serao gerados pelo préprio MINUIT. O programa hospedeiro deverd fornecer, além de
uma FCN a ser analisada, um conjunto de comandos a fim de instruir o MINUIT sobre
que anélise efetuar.

Neste trabalho, integramos o pacote MINUIT na versao Java ao nosso sistema de

software, adicionando uma interface grafica adequada (Figura 19).

7.6.1 Manipulagao de parametros

Cada parametro da FCN ¢ definido pelo usudrio como pertencente a um dos seguintes

tipos:
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Figura 17: Primeiro estado excitado da amonia para o seguinte conjunto de pardmetros:
Vp =0,2057, Vg = 0,007, a = 0,6765 e L = 1,5236.

Livremente varidvel: pode assumir qualquer valor

Varidvel com limites: permitido variar entre dois limites fornecidos pelo usudrio

Fixos: originalmente definido como varidvel, mas tomando somente o valor que

possuia quando foi fixado, ou um valor posterior definido pelo usuério.

Constante: assumindo somente um valor especificado pelo usudrio.

Indefinido: nunca definido pelo usuério

7.6.2 Estratégia do MINUIT

Em muitas ocasioes na andlise da funcao do usudrio, o MINUIT deve decidir entre ser
"prudente" e gastar algumas chamadas a mais de modo a determinar onde estd, ou ser
"rapido" e obter o resultado com um niimero minimo de chamadas, mas com um certo risco
de nao obter a precisao desejada pelo usudrio. De forma a permitir o usudrio influenciar
esta decisao, existe um parametro interno do MINUIT que pode ser definido pelo usuério,
a estratégia. Este pardmetro pode assumir os valores 0, 1 e 2, sendo 1 o valor padrao.
O valor 0 indica que o MINUIT deve economizar chamadas & funcao quando existem
muitos parametros varidveis e/ou a fungdo demora muito para calcular e/ou o usudrio
nao estd interessado em valores precisos para os erros; por outro lado, o valor 2 indica que

o MINUIT pode gastar chamadas a vontade para assegurar que os valores sejam precisos.
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Figura 18: Os nove primeiros niveis de energia da amoénia mostrando que, abaixo da
barreira, os niveis se agrupam em trés dubletos. Os elementos da figura estao fora de
escala para maior clareza.

Energia
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9,60879x10~°
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10,01041x10~°
10,28961x10~°
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Tabela 8: Dados obtidos por Townes para a estrutura fina (eV/).

7.6.3 Algoritmos de otimizacao e andlise de erros

O MINUIT engloba uma suite de algoritmos, que podem ser acionados pelo usudrio du-

rante o trabalho de otimizacao de um problema. Sao eles:

e SCAN: varre o valor da FCN variando um parametro, deixando os demais fixos. E

usado como uma primeira aproximacao ao minimo.

e SIMPLEX: nao tao preciso como o MIGRAD, mas muito 1til numa etapa inter-

medidria da busca do minimo.

e MIGRAD: o mais eficiente e completo método isolado, recomendado para fungoes

em geral.

e MINIMIZE: usa o MIGRAD para otimizagao mas migra para o SIMPLEX auto-

maticamente em caso de falha.



Figura 19: Interface grifica para o Minuit.
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Para a anélise de erros o pacote dispoe de:

e HESSE: gera uma matriz de erro (matriz de covariancia)

e MINOS: usado para calcular os erros dos parametros levando em consideracao tanto

as correlagoes entre os parametros como nao-linearidades.

e CONTOUR: usado para plotagem da FCN em funcao de dois pardmetros especifi-

cados pelo usudrio. Pode revelar inesperados vales na otimizacao.

7.7 Ajuste dos parametros & amonia

A tarefa de otimizacao parte de uma estimativa inicial para os valores dos pardmetros
e, aplicando as ferramentas de otimizacao e de andlise de erros de maneira interativa, ir
refinando a busca do minimo, evitando vales secundérios com a ferramenta CONTOUR.

Uma tipica FCN construida para a otimizacao da amonia pode ser descrita pelo

seguinte algoritmo:

e Calcular eq, e, e, e3 usando o algoritmo descrito na subsecao 7.2;

e (Calcular a primeira frequéncia de inversao

Ay = e1 — eo;

e (Calcular a segunda frequéncia de inversao

Ay = €3 — €2,

e Calcular a diferenca entre os dois primeiros pares de energia
_1 .
vy = 5(e2 +e3) — eo;
e (Calcular a diferenca entre os valores calculados e os dados experimentais da amoénia
deO = Vo(aménia) — V0,
deI - AO(aménia) - AO?
deS = A1(am(’)m’a) - A1
e Calcular o valor qui-quadrado, que serd usado pelo MINUIT como o erro a ser
minimizado
2 difg dif? dif2 dif2
X* =g+

onde o2 sdo as varidncias dos dados experimentais.

Apés a otimizacao usando o software integrado, obtivemos os seguintes valores para

0s parametros:
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i = 4533,401540717816
Vb = 0,205672973281959
Ve = 0,007007848830504601
a = 0,6764915337800834

L = 1,5236.

As primeiras energias calculadas sao (em eV)

ep = —9,953750711
er = —9,553633702
ea = —9,437914518
es = —5,43350083

E as diferencas de energia sao

Valor calculado Valor experimental Erro

Ay 0,000117009 0,000098443 20, 04%
Ay 0,004413688 0,004443596 —0,65%
v 0, 118043085 0,117834624 —0,17%

7.8 Analise dos resultados
7.8.1 Efeito da massa reduzida

Os célculos mostrados nas subsecoes anteriores foram realizados usando uma massa re-
duzida para a molécula de amonia expressa pela equagao (2). O efeito do uso de uma

férmula mais rigorosa [4] fol também investigado:

2

_ 3mpg(my + 3mpg sen’a)

: (18)

3myg +my

onde « é o angulo entre o plano dos dtomos de hidrogénio e a ligacao N-H. Esta massa

reduzida varia somente uma pequena quantidade com «, e seu valor pode ser assumido

como o do angulo de equilibrio de ay = 21°49’. No nosso estudo estes valores expressos
em unidades atdmicas sao respectivamente 4668, 60 e 4533, 40.

O resultado da otimizagao dos parametros usando a equacao (18) ao invés da equagao

(2) resultou em:

@ = 4668,600000962151
Vb = 0,205672973281959

Ve = 0,007011931439018785
a = 0,6570649393710732
L = 1,5236.

As energias calculadas para este caso sao (em eV):
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€0 = —9,052730283
er = —9,552632322
e = —9,434785208
es = —95,430357914

E as diferencas de energia sao

Valor calculado Valor experimental Erro
JAN 0,000097961 0,000098443 0,55%
Aq 0,004427294 0,004443596 —0,36%
Vo 0, 120159675 0,117834624 —1,97%

Analisando estes valores, verifica-se que houve uma melhoria na correlacao com os dados

experimentais.

7.8.2 Comparagao do espectro vibracional

Na Tabela 9, comparamos os resultados obtidos para as energias com os valores observados
em [25] e [35] com aqueles calculados por Manning [11]. Vemos que na regiao abaixo da
barreira central, onde ocorre o tunelamento, os resultados combinam com boa exatidao

com os valores observados.

Par. | Obs. Ref. [25] | Obs. Ref. [35] | Calc. Calc. Ref. [11]
T 10,00 0,00 0,00 0,00
- 0, 0000983195 0, 000097948 0, 00009898903 | 0,00010291
+ | 0,1156166 0,115603 0,1179462 0,1159
- 0, 1200564 0,120029 0,1223737 0,1191
+ | 0,13110343 0, 1980649 0,1913821 0,19961
- 0,23335821 0,2333632 0,2616688 0,23185
+ 10,29551152 0,2956033 0,3265373 0,2926
- 0, 35899394 0, 3590088 0,4024157 0,29508

Tabela 9: Comparacao das energias vibracionais em eV.

7.8.3 Comparagao do espectro de inversao

As duas primeiras frequéncias de inversao correspondentes foram entao adicionados aque-

las tabulados por Cress em [21] e mostrados na Tabela 10.

7.8.4 Comparagao com o trabalho de Peacock-Lépez

Como visto no inicio da segao 6, este potencial ja fora resolvido por Peacock-Lépez [31]
usando um método diferente do nosso. A Tabela 11 compara os dois trabalhos, onde d é

a distancia entre os minimos, Vj é a altura da barreira e AF 5 é a diferenca de energia



Estado fund. | 1° estado excit.

Observado 0,00009838151 | 0,0044436
Calculado 0,00009898903 | 0,00442748
Calculado Ref. [21] 0,00009896423 | 0,00448575
Calculado Ref. [11] 0,000103403 0,00322607
Calculado por Newton-Thomas 0,0000984435 | 0,00285412
Calculado por Dennison & Uhlenbeck | 0,00009838151 | 0,0037691
Calculado por Costain & Sutherland | 0,0000978236 | 0,0045378
Calculado Ref. [31] 0,000270038

Tabela 10: Comparacao do espectro de inversao em eV/.
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entre os dois niveis inferiores. Conclui-se que em todos os casos os resultados por nés

obtidos sao melhores que os obtidos pelo referido trabalho, nao perdendo de vista, no

entanto, que este potencial é apenas uma aproximacao de potenciais com curva suave

obtidos experimentalmente.

Peacock-Lépez | Calculado Observado
d (pm) 70,0 74,17 76,18
Vo (eV) 0,108 0,19094 0,25404
AFE s (eV) 0,000270038 | 0,00009898903 | 0,00009838151

Tabela 11: Comparacao com o trabalho de Peacock-Lépez.

7.8.5 Resultados para a amoénia deuterada N Dy

Usando os dados sobre a N D3 na secao 7.5, calculamos os seguintes parametros:

— 8153,427741946084

0,20587045957881248
= 0,00556307960867848
— 0,677043814532196
= 1,5236.

As energias calculadas para este caso sao (eV):

E as diferencas de energia sao

ep = —5,57648039
er = —95,076464063
ea = —9,503532079
es = —9,003047716
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Valor calculado Valor experimental Erro

Ay 0, 000015536 0, 000006599 135, 42%
Ay 0,000483315 0,000483873 —0,12%
Vo 0,073189268 0,09212029 —20,55%

8 O potencial de Morse simétrico

8.1 Motivacao

Potenciais como o poco quadrado infinito, o oscilador harménico, o pogo da funcao delta,
e 0 poco quadrado finito sao frequentemente discutidos em livros-texto como exemplos
que possuem estados ligados. O potencial de Morse [37], idealizado pelo fisico Philip M.
Morse, ¢ um modelo conveniente para descrever as vibracoes de uma molécula diatémica.
Ele ¢ comumente escrito como V' = D (1 — exp(—a(r — rg)))?, e tem sido largamente

estudado. A forma deste potencial é mostrada na Figura 20.

Vir)

Figura 20: A forma do potencial de Morse.

Nesta secao, nés analisamos uma versao modificada deste potencial, que apresenta
uma forma simétrica, mantendo o comportamento assintético do potencial de Morse
quando |x| — oo:

V(z) = Vi exp(—2alz|) + Vi exp(—alz]), (19)

onde o, V; e V5 sdo parametros constantes*. Em homenagem aquele cientista, chamaremos

*A tentativa de usar outros parametros nos expoentes da equacio (19), além de -2« e -, visando dar
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este de potencial de Morse simétrico. Diferentemente do potencial original, que é tridi-
mensional, este potencial é unidimensional. A motivacao para estuda-lo é que ele pode
apresentar uma forma de pogo duplo abaixo do nivel zero. Seria este potencial capaz de

modelar a molécula de amoénia como os demais ja considerados neste trabalho?

8.2 Pontos criticos

Nesta andlise, usaremos os vinculos @« > 0 e V; > 0, portanto, a soma V(0) = V; + V4
define se o ponto central estd acima ou abaixo de zero. O comportamento de z em o0
¢ ditado pelos termos exponenciais que tendem ambos a zero, ou seja, V(+oo) = 0. Em
adicao, o valor méximo de V' pode ser expresso como V., = max(0, Vi + V3).

A primeira derivada de (19) é

av
pr —2 a V; e 2l sgn(z) — a Vo el sgn(x),
x
onde sgn(x) é a fungao sinal. J4 que desejamos um eztremum em cada ponto critico +z.,
facamos
av 2V
— =0 2V el =1, = el = — 1 = sgn(1)) # sgn(1a),
dx Va
logo
1
7ol = ~1n(~2V; / Va). (20)

J& que e*®l > 1, temos —2V; / V, > 1. Mas, Vi > 0 de forma que V5 < 0 e Vi > |V5|/2.
A segunda derivada em z = z. ¢ V" (x.) = o?V} / (2V4). J4 que assumimos V; > 0,
esta derivada é positiva, portanto nés temos dois minima nos pontos +x. com um valor

comuin

vy

Vmin = - .
4y

(21)

8.3 A forma do potencial

Quando V5 > 0, o ponto central estd acima de zero e nao temos nenhum minimo. A
Figura 21 ilustra este caso.

Por outro lado, se V5 < 0, distinguimos trés casos:
. \% . . L . .
(i) para V; < ‘2—2|, o ponto central estd abaixo de zero e temos um minimo na origem;

(ii) para Vi > |V4|, o ponto central estd acima de zero e temos dois minimos;

(iii) para @ < V1 < |Vs], ponto central abaixo de zero e também dois minimos.
As Figuras 22, 23 e 24 ilustram estes trés casos.

mais flexibilidade ao modelo, resultou em equagoes diferenciais muito mais complicadas que as obtidas
neste estudo.
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Figura 21: Nao existe um minimo quando V5 > 0. Todo o potencial estd acima do nivel
zero e, portanto, sem a possibilidade de aparecerem estados ligados.

Por sua vez, o valor de « afeta a largura da curva do potencial: valores pequenos
correspondem a curvas largas e vice-versa, como pode ser imediatamente verificado para

os casos (ii) e (iii) através da equagao (20).

8.3.1 Existéncia de estados ligados para V., >0

A condigao para que o caso (ii) admita estados ligados pode ser analisado a luz do teorema

de Simon [38], que reza que, se

/(1 + |z|?) |V (2)] dz < oo, (22)

o operador hamiltoniano —d?/dz? + AV possui um estado ligado para todo A pequeno e

positivo se e somente se

o0

/ V(z)dz < 0. (23)

—0o0

Calculando a integral (22)°, obtemos

’Klaus [39] prova que a condigio (22) pode ser substituida pela condigdo mais fraca [(1 +
|z]) |V (x)] dz < .
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V|

Figura 22: Forma do potencial de Morse simétrico quando V; < 5-. Existe um tnico

minimo, podendo hospedar estados ligados.

[e.e] (o)

JslapV@lds = 2 [@4a?) Ve Ve ds -

—00 0
[

= 2/(1+x) e 2 dy — 2/1+x Voe " dr =
0 0
(20% + 1)Vi + 4(a® + 2)V5

203 ’

que claramente possui um valor sempre finito. Em seguida, a integral (23) nos fornece

/V(w)dx = 2/ T Vae ) dw =
—o0 0

67204:): d ez d
= 2 lim (—Vl ) + (—VQ ) =
d—00 2x 0 o o
_ Vi+21
= —a .

Donde obtemos que a condigao para a existéncia de estados ligados é dada por
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Figura 23: Forma do potencial de Morse simétrico quando V; > |V3|. A barreira se eleva
acima do nivel zero e dois minimos podem conter estados ligados. A existéncia de uma
barreira finita entre os dois pogos implica na possibilidade de ocorrer tunelamento.

Vi
2 <l

A Figura 25 mostra as curvas de potencial em fun¢éao do parametro V5, mostrando
como o teorema de Simon estende a zona proibida para estados ligados até o ponto —%,

no caso de acoplamento pequeno.

8.3.2 Existéncia de estados ligados para V., <0

O caso (iii) ¢ o mais interessante para o nosso estudo — estamos procurando estados
ligados abaixo da barreira central onde os dubletos de energia podem emergir.

8.3.3 O valor minimo do potencial

Podemos agora expressar o valor minimo do potencial para todos os casos impondo

condigbes para o uso da equagdo (21) da seguinte forma:

(

0, Vo >0
\ —%, (caso contrario)
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Figura 24: Forma do potencial de Morse simétrico quando “;—2| < Vi < |V;|. A barreira

central estd abaixo do nivel zero. Os dois minimos podem abrigar estados ligados e o
tunelamento pode ocorrer.

8.4 Estados ligados neste potencial

Agora vamos resolver a equacao de Schrodinger independente do tempo para este po-
tencial. Como estamos interessados apenas na obtencgao de estados ligados (E < 0),

consideraremos apenas o caso V5 < 0. Partindo de

R Pula)
2m  dx?

e fazendo uso de (19), escrevemos

+V ih(z) = E (),

_ 2 d*()
2m  dx?

onde m é a massa da particula e ¥(z) é a autofungdo. Observa-se que a paridade par

+ (Vi ekl 11, e7@) w(z) = E (), (25)

do potencial, i.e. V(—z) = +V(z), nos garante que a equagao (25) é invariante sob
inversao espacial (r — —z). Portanto, temos solu¢oes com paridade definida. Nestas
circunstancias, concentraremos nossa atencao no lado positivo do eixo x e imporemos
condigbes de contorno apropriadas sobre ¥ (z) em x = 0. Vamos entdo efetuar uma
mudancga de varidvel a fim de simplificar a equagao acima:
z= 2 om Vie el
h o

juntamente com as definicoes abaixo

p=—y/o22,  p>0
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pozziveisz estados ligados

Figura 25: Curvas de potencial em funcao do pardmetro V5 mostrando como o teorema

de Simon estende a zona proibida para estados ligados até o ponto —.

e
y=y=2nE B<0,v>0,
obtendo
d2 2
;/;(Qx) + <—%22 +apz — a2y2) Y(z) = 0.
Mas

& _ 2 5 ol o &% _ 2a
&= —pv2ZmVie € w2 =

pela regra da cadeia

2m Vie ol

&y

da?

_ (N, e

d2? \dx dz dx?
) [ 2 2

_ v _= —alz|
7.2 < h\/2mVIe )

2
2
= 8 mvle—%clw\ﬂ + 2 /vale—almlzl_zﬂ
z

h?2 dz? h
d*y dy
2.2 2
N i dz? ta dz’

Substituindo este resultado na equagao (26), temos

Vi

(26)

entao,

di 2
+ 002 i ieele
¥4



o8

d2 d 2.2
a222d—;§ + an—f + <_a4z + o’z — a2y2> Y = 0.

2

Dividindo por a?z e usando plicas (') para representar diferenciagdo, podemos agora

reescrever a equagao numa forma mais concisa:
1/ ! z V2
z +¢+(—Z—?+u)¢20. (27)

Fazemos entdao mais uma mudanga de varidvel para tornar (27) uma equagao conhecida:

Y =22, (28)

cujas derivadas sao

1
1/)/ _ _52_3/290 + 2—1/290/

"n_ §275/2

4

que, substituindo na equagao (27), nos fornecem

© — 273/290/ + 271/290//,

3 1 2
. <12_5/2g0 2y 2—1/2(’0//) i (_52—3/2(70 i Z_l/ch') I (_Z v i M) V24 =0

ou

-1/2, 1 21/290 2_-3/2

3 1
e —3/2¢ . 2—1/2S0/+21/2¢// - 52—3/2g0+z © T 2

z

4

—-1/2

o+ pz e =0,

a qual, dividindo por z'/? e simplificando resulta em

1 12
<p"—|—(——+ﬁ+4z2 >¢:0,

que é conhecida como a equagao diferencial de Whittaker [30], cujas solugbes sdo o par
de fungoes de Whittaker

1
M, (2) = e */? 2t M(v—p+ 3 1+ 2v,2)

1
W, (2) = e /2 AR Ulv—p+ 2’ 1+ 2v,2)
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onde M e U sao as fungoes de Kummer, solugoes da equagao de mesmo nome

W'+ (b—2) W' = 2W =0,

onde, 110 NOSSO caso

b=2v+1.

Mas como a funcao U diverge para grandes valores de z, ficamos com a solucao

=N 2+ em#/2 M(a,b, z), (29)

onde N é uma constante arbitréria. Em seguida, usando (28) na equacao (29), recupera-

mos a férmula para a autofungao

=N 2V e ?/? M(a,b, 2), (30)

onde a constante N serd determinada durante a normalizacao. Também, observamos que

w>v=
l<b<2u+1

E no ponto central vigora a equivaléncia seguinte:

2
r=0<=2=2=—+v2mVy,
ho

enquanto isso, z tende para zero quando x tende ao infinito.

8.5 Determinacao dos autovalores

Tendo em vista que o potencial é invariante sob reflexdo (z — —z), vamos assumir que
as autofuncoes possuem paridade definida, par ou fmpar. Em consequéncia da finitude
do potencial, devemos ter a continuidade da funcao e de sua derivada em = = 0.

Vamos agora derivar a autofungao (30) em relagao a z utilizando a regra da cadeia

di_ dzdv

— 277 1
dx dz dz (31)

Mas
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dz 24/2mV;

Al 2
dz h (32)
e
di N dM(a,b, z) 41
TN z/2 y AT A Yy ©) v—=1 _ — v M )
7 e [z 7 + (VZ 5% ) (a, b, z)]
Sabemos de [30] que
dM(a,b,z) a
—=-M 1 1, 2).
7 2 (a+1,b+1,2)
Entao,
d 1
W _ Ne22 |72 M(a+1,b+1,2)+ (v2"' — 22" ) M(a,b,2)|. (33)
dz b 2
Substituindo (32) e (33) na equagao (31), temos
dp — 22mVy o, g A z
%__TNQ z [ZZM(CL—Fl,b—Fl,Z)—F(V—g) M(a,b,z)}.
A condicao de contorno de Neumann homogénea
dip
Vpar = I . 0
nos leva entao a
2020 M(a+ 1,0+ 1,20) =b(1 — b+ z9) M(a,b, 2), (34)

que serd usada como a condi¢cdo de quantiza¢do para as autofuncoes pares. Por sua vez,

impondo a condicao de Dirichlet homogénea

zﬁimpcw — 2/)|m:0 =0

nos leva a

<= M(a,b, z) =0, (35)

,lvbz'mpar

que serd usada como a condicao de quantizacdo para as autofuncoes fmpares. Tricomi
(apud [40]) provou que se a, b, z s@o reais, z > 0 e b > 0, entdao M (a,b, z) possui zeros

reais e positivos somente se a < 0, donde

3 Ysmpar == a <0 <= p > 1/2.
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As expressoes (35) e (34) sao equagoes transcendentes, que somente podem ser re-
solvidas numericamente. Suas raizes podem ser usadas para se determinar os niveis de

energia da particula.

8.6 A solucao completa

Vamos completar a solugao da equagao diferencial estendendo a equagao (30) para valores

de = abrangendo todo o intervalo (—oo, 00) como

N 2 e #2 M(a,b,z), (z>0)
P = , (36)
+N ¥ e *2M(a,b,2), (x<0),

onde o sinal superior (inferior) serd usado se a energia for uma raiz de (34) ou [(35)].

8.7 Escalonamento de parametros

Se multiplicarmos a massa por algum valor K e simultaneamente multiplicarmos o valor
de a por VK na equacio (19), o espectro de energia ndo muda, j& que os parametros das
equagoes (35) e (34) permanecem constantes. O mesmo pode ser dito se multiplicarmos o
potencial (19) por K (o que implica multiplicar as energias E por K), o valor de « deve
ser ajustado de VK. Isto segue do fato de que os valores de p1 e v permanecem inalterados
e portanto os parametros a e b também permanecem inalterados.

Estes resultados sugerem seu emprego para ajustar um modelo contendo somente

valores relativos de energia aos dados experimentais.

8.8 Analise dos parametros

Um estudo numérico baseado em um sistema com massa unitdria foi conduzido e seus
resultados sao mostrados como uma série de trés graficos. Em todos eles, os seis primeiros
niveis de energia sao mostrados para um par de pardmetros fixos e um parametro vari-
davel. Novamente, como no caso do potencial do pogo duplo finito, a energia do estado
fundamental corresponde ao mais alto valor de |E].

A Figura 26 mostra como o pardmetro « afeta os niveis de energia. Nela notamos
que, quando « tende para zero, as energias convergem para o valor Vi, (equacdo 21).
Quando a aumenta, a quantidade de niveis de energia diminui. Além de determinado
ponto (no caso o valor aproximado de 1,4), somente é permitido o estado fundamental.

A Figura 27 mostra como o pardmetro V) afeta os niveis de energia. Para valores
baixos de Vi, o potencial assume a forma de um pogo afunilado, sem barreira central, e
portanto sem dubletos de energia, o que pode ser comprovado no grafico. A medida que

o valor do pardmetro aumenta, os niveis vao subindo de energia e agrupando-se em pares.
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Figura 26: Valores de |E| em fun¢do do parametros a. Quando « tende para zero, as
energias convergem para o valor Vi,.

E|

0,74
0,6
0,54
0,44
0,34
0,24

0,1

Figura 27: Valores de |F| em funcdo do parametro Vi. A medida que o parametro
aumenta, o valor dos niveis de energia aumentam e eles comecam a se agrupar em pares.

Em adigao, a Figura 28 mostra o comportamento em fungao do pardmetro V5. Para
valores elevados, novamente temos o poco afunilado, sem barreira central, e portanto sem
dubletos. Conforme V5, decresce, a energia dos niveis aumenta e menos niveis de energia
tornam-se visiveis.

Finalmente, o efeito do teorema de Simon estd ilustrado na Figura 29. Neste di-
agrama, cada curva representa o mdédulo da energia do estado fundamental para um
conjunto especifico de pardmetros, onde os pardmetros m = 1 e V; = 1 sao fixos e os
parametros a e Vs, varidveis (definimos neste caso A = 1). O gréfico revela que existem
estados ligados no intervalo [0,1/2] para valores de a« < 1. Para A = 0,1, o padrao é
semelhante. O teorema prediz, no entanto, que nao deveria existir estados ligados para

constantes de acoplamento pequenas (A < 1).
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E

f=8.3 W¥Wp-1.0 F / ’

Figura 28: Valores de |E| em fungao do parametro Va.

8.9 Tentativa de ajuste dos parametros a4 molécula de amoénia
Usando o aparato de software desenvolvido, tentaremos ajustar os parametros deste po-
tencial & molécula de amonia. Para isso, vamos definir os seguintes parametros

v v
kOZA_% e k’le—(i,

que chamaremos de energia relativa ou F,. Os pardmetros Ag, A; e vy foram definidos na
subsecao 7.5. Para os dados experimentais da amonia, calculamos as constantes Ky = 1196
e K; = 26,51. Ao se plotar os valores de kg e k; juntamente com os valores constantes
Ky e Ky, em funcao de «, para conjuntos de V; e V5 fixos, obtemos o primeiro padrao
mostrado na Figura 30. Ao se escolher valores diferentes para os parametros fixos, um
padrao semelhante se revela, porém deslocado para a direita ou a esquerda.

Para que o ajuste da molécula de amoénia fosse possivel, seria necessdrio que o ponto
de intercessao da linha kg com a linha constante de K| ficasse no mesmo alinhamento
vertical que o ponto de intersegao de k; com a linha constante K; (Figura 31). Como este
alinhamento nunca se verifica, isto mostra que os padroes de poco duplo deste potencial
sao irreconcilidveis com os padroes de energia da amodnia — pares estreitos separados por
grandes intervalos. A aplicacao deste potencial permanece, pois, uma questao em aberto.

A razao para que esse ajuste nao seja possivel pode ser atribuida a dificuldade de se
controlar a largura da barreira central neste potencial, enquanto que, no caso do potencial
do poco duplo finito, isto é facilmente obtido fazendo L + a = constante. A Figura 32
ilustra o efeito sobre a distancia relativa entre os dois primeiros pares ao se variar a largura

da barreira.
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[ 1EI a=0,01
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Figura 29: O teorema de Simon em acao para os parametros fixos m = 1e V) = 1

e diferentes valores dos parametros a e V5. No intervalo [0,1/2], o teorema exclui a
possibilidade de estados ligados. Os dados, porém, revelam que, para valores de alfa
menores, a existéncia de estados ligados, aparentemente, contradiz o teorema (podendo
ser interpretado como um valor de A elevado).

9 Conclusao

Neste estudo, foram inicialmente destacados os principais aspectos da molécula de amo-
nia, sua importancia no mundo moderno, principais aplicagdes e estrutura (espacial, rota-
cional, vibracional, inversao e interagdes). Fizemos uma breve revisdo dos conceitos fun-
damentais da mecénica quantica que embasam as andlises. Passamos entao a focalizar as
caracteristicas quanticas da molécula e em especial o fendémeno do tunelamento quantico,
que dd origem a um espectro adicional, conhecido como o espectro de inversao. Partindo
de uma estrutura quantica ampla, obtivemos um modelo simplificado, unidimensional,
suscetivel a uma andlise tedrica rigorosa usando a mecanica quantica nao-relativistica.
Dentre as diversas fungoes hamiltonianas ja estudadas para este modelo, fizemos uma
rapida apreciacao dos trabalhos de Dennison-Uhlenbeck, Manning, Merzbacher e Rosen-
Morse. Escolhemos como alvo principal do nosso trabalho o potencial do pogo duplo
finito, que, posteriormente descobrimos, ja havia sido analisado por Peacock-Lépez. Re-
fizemos a anédlise deste potencial usando um caminho diferente do realizado por aquele
autor. Analisamos os casos limites para este potencial e notamos que, realmente, nesses
regimes, ele tende para um poco finito tinico ou dois pogos finitos separados. Entao, de-
senvolvemos um software gréfico centrado no pacote MINUIT, desenvolvido pelo CERN,
para analisar e ajustar os pardmetros aos dados experimentais da amoénia e, ao final, com-
paramos os resultados obtidos com aqueles encontrados na literatura. No caso especifico

do potencial de Peacock-Lépez, a comparacao revela que os nossos resultados, de uma
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Figura 30: Energias relativas em funcao do pardmetro o para alguns conjuntos de
parametros fixos. A linha & direita é kg, a linha & esquerda ki, a linha acima é Kj e
a linha abaixo Kj.

Figura 31: Padrao esperado para que fosse possivel o ajuste dos parametros do potencial
de Morse simétrico & molécula de amonia.

Figura 32: Efeito da variagao da largura da barreira no potencial do poco duplo finito
sobre a distancia relativa entre os dois primeiros pares de energia.
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maneira geral, sao mais precisos, nao perdendo de vista, no entanto, que este tipo de
potencial é uma aproximagcao de potenciais com curva suave obtidos experimentalmente.
E importante salientar a melhoria acentuada obtida no ajuste dos parametros da amo-
nia quando passamos de uma férmula mais simples da massa reduzida para uma férmula
mais sofisticada (Sec¢ao 7.8.1). Nossa anilise se soma aquelas que contém uma discussao
quantitativa do potencial de pogo duplo. Finalmente, como parte integrante deste tra-
balho, uma versao simétrica do potencial de Morse foi exatamente resolvida em termos de
fungoes de Kummer, e equacoes transcendentes para as autoenergias foram desenvolvidas.
O comportamento dos pardmetros foi analisado, inclusive graficamente, e a existéncia de
estados ligados no caso em que a barreira central se eleva acima do nivel zero foi analisada
a luz do teorema de Simon. A tentativa de ajustar este resultado a molécula de aménia,
porém, mostrou que os padroes de poco duplo deste potencial sao irreconcilidveis com os

padroes de energia da amonia: pares estreitos separados por grandes intervalos.
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