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Resumo

Neste trabalho introduzimos uma classe de sistemas dinâmicos descontínuos com espaço
tempo contínuo e analisamos Teoremas que asseguram condições suficientes para a estabi-
lidade de Lyapunov utilizando funções de Lyapunov. Além disso, consideramos também
Teoremas de Recíproca, que sob algumas condições garantem uma determinada necessidade
para esses Teoremas de estabilidade de Lyapunov.

Palavras-chave: Sistemas dinâmicos descontínuos, estabilidade de Lyapunov, funções de
Lyapunov.
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Abstract

In this work we introduce a class of discontinuous dynamical systems with time space
continuous and we analyze Theorems that ensure sufficient conditions for the Lyapunov
stability using Lyapunov functions. Moreover, we also consider Converse Theorems, which
under some conditions guarantee a determined necessity for those Theorems of Lyapunov
stability .

Keywords: Discontinuous dynamical systems, Lyapunov stability, Lyapunov functions.
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Capítulo 1

Introdução e Pré-Requisitos

1.1 Introdução

Nesta dissertação introduzimos uma classe de sistemas dinâmicos descontínuos conside-
rada em [3], [4], [6], [8], [9], [10] e [18] e estudamos a estabilidade no sentido de Lyapunov de
conjuntos invariantes. Tais sistemas descontínuos surgem na modelagem de uma variedade de
sistemas, tais como sistemas dinâmicos híbridos, ou seja, sistemas que possuem mais de um
comportamento dinâmico no tempo, tais como a dinâmica em tempo contínuo e a dinâmica
em tempo discreto, sistemas com efeitos impulsivos, sistemas de controle inteligente, entre
outros.

A análise de estabilidade de sistemas descontínuos cujo espaço estado é um espaço mé-
trico genérico foi estabelecida em [6], [9], [10] e [18]. Essa análise é efetuada através de funções
de Lyapunov, o que constitui o chamado Método Direto de Lyapunov. Nesse método as pro-
priedades de estabilidade de conjuntos invariantes são deduzidas através do comportamento
das funções de Lyapunov nas trajetórias do sistema dinâmico sob estudo.

O Método Direto de Lyapunov possui uma grande vantagem, já que é possível analisar a
estabilidade sem o conhecimento prévio das trajetórias do sistema considerado, no entanto,
uma das principais dificuldades é encontrar tais funções de Lyapunov se o sistema a ser
analisado não for de fácil compreensão.

Inicialmente introduzido por A. M. Lyapunov em 1892 para estabelecer simples teoremas
de estabilidade, esse método é intensivamente utilizado em problemas de Física e Engenharia.
Para utilizar o Método Direto de Lyapunov em sistemas descontínuos, utilizaremos funções
generalizadas de Lyapunov em relação às usuais funções usadas em sistemas de equações
diferenciais, tais como em [1], [2], [7], [12], [13] e [14].

Consideramos também Teoremas de Recíproca, que sob algumas condições garantem uma
determinada suficiência para os Teoremas que determinam o Método Direto de Lyapunov,
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Introdução e Pré-Requisitos 2

garantindo a existência de funções de Lyapunov
Para fazer um pararelo com o caso contínuo, enunciamos e demonstramos também Teo-

remas que determinam o Método Direto de Lyapunov para sistemas dinâmicos contínuos.
Finalmente, utilizamos o Método Direto para estudar a estabilidade de sistemas descon-

tínuos determinados por: equações diferenciais ordinárias, equações diferenciais funcionais
retardadas e equações integrais de Volterra.

1.2 Pré-Requisitos

Nas seções a seguir introduzimos alguns conceitos e resultados básicos que são utilizados
ao longo de toda a dissertação.

Os conceitos e resultados das seções 1.4, 1.5 e 1.6 podem ser encontrados em [5]. En-
quanto os da seção 1.7 podem ser achados em [1] e [12] e os da seção 1.8 em [10] e [11].

1.3 Notação

Utilizaremos as seguintes notações:
(i) R+ = [0, +∞) ;
(ii) Rnxm será o conjunto das matrizes reais de ordem n por m ;
(iii) C[X,Y ] denotará o conjunto das funções contínuas com domínio X e contradomínio Y .
(iv) a notação p(., a, τ p

0 ) ∈ S é identificada com a função p(., a, τ0) : [τ0, +∞) → X univoca-
mente determinada pelas condições iniciais (a, τ0) ∈ A× R+

0 ⊂ X × R+;
(v) Dada a função v : (a, b) → R denotaremos a derivada superior a direita de Dini de v em
t0 ∈ (a, b) por

D+v(t0) := sup lim
h→0+

[
v(t0 + h) − v(t0)

]/
h .

1.4 Espaços Métricos

Definição 1.1 Uma métrica d em um conjunto X é uma função d : X × X → R+ que
satisfaz as seguintes condições para quaisquer x, y, z ∈ X:
(i) d(x, x) = 0;
(ii) x �= y ⇒ d(x, y) > 0;
(iii) d(x, y) = d(y, x);
(iv) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) .

Definição 1.2 Um espaço métrico é um par (X, d), sendo d uma métrica em X.
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Definição 1.3 Dado o espaço vetorial X, uma norma ‖.‖ em X é uma função ‖.‖ : X → R+

que satisfaz as seguintes condições para quaisquer x, y, z ∈ X e λ um escalar:
(i) x �= 0 ⇒ ‖x‖ �= 0;
(ii) ‖λx‖ = |λ|‖x‖;
(iii) ‖x + z‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ .

Definição 1.4 Um espaço vetorial normado é um par (X, ‖.‖), sendo ‖.‖ uma norma em
X.

Observação Todo espaço vetorial normado (X, ‖.‖) determina um espaço métrico (X, d)

com a métrica d(x, y) = ‖x − y‖.

1.5 Topologia Básica

Definição 1.5 Uma bola aberta de centro a e raio r é o conjunto B(a; r) dos pontos de
(X, d) definido como

B(a; r) = {x ∈ X : d(x, a) < r} .

Observação Dado M ⊂ X, utilizaremos a seguinte convenção B(M ; r) = {x ∈ X :

d(x,M) < r}.

Definição 1.6 Um ponto a ∈ U ⊂ (X, d) é um ponto interior a U quando é centro de uma
bola aberta contida em U .

Definição 1.7 Dizemos que U ⊂ (X, d) é um conjunto aberto quando todos os seus pontos
são interiores.

Definição 1.8 Um ponto a ∈ M ⊂ (X, d) é um ponto aderente de M quando d(a, M) = 0.

Definição 1.9 Um conjunto M ⊂ (X, d) é um conjunto fechado se contém todos os seus
pontos aderentes.

Definição 1.10 O conjunto de todos os pontos aderentes de M ⊂ (X, d) é o conjunto M ,
chamado o fecho de M .

Definição 1.11 Uma cisão de um espaço métrico X é uma decomposição X = A∪B de X

como reunião de dois subconjuntos abertos disjuntos A e B.

Definição 1.12 A cisão X = A ∪B é chamada de trivial quando um dos abertos, A ou B,
é vazio.

Definição 1.13 Diremos que o espaço métrico X é conexo se a única cisão possível em X

é a trivial.
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1.6 Funções Contínuas

Definição 1.14 Sejam os espaços métricos (X, d) e (Y, ρ). Diz-se que a aplicação f : X →
Y é contínua no ponto a ∈ X quando, para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que d(x, a) < δ

implica ρ(f(x), f(a)) < ε. Diremos que f é contínua se ela for contínua em todos os pontos
de X.

Teorema 1.1 A função f : (X, d) → (Y, ρ) é contínua em x0 ∈ X se, e somente se, para
cada sequência {xn} ⊂ X tal que d(xn, x0) → 0 tem-se ρ(f(xn), f(x0)) → 0.

Proposição 1.1 Se a função p : [a, b) → (X, ‖.‖) é contínua então ‖p‖ : [a, b) → R+, tal
que ‖p‖(t) = ‖p(t)‖, também é contínua.

1.7 Equações Diferenciais

Considere o seguinte problema de valor inicial descrito por uma equação diferencial
ordinária

{
ẋ(t) = f(t, x(t))

x(t0) = x0

(1.1)

sendo t ≥ t0, f ∈ C[I × Ω, Rn] e I × Ω ⊂ R × Rn .

Lema 1.1 Se a função f é contínua em I × Ω, o problema (1.1) é equivalente à equação
integral

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, x(τ))dτ .

Definição 1.15 A função f(t, x) definida em I ×Ω ⊂ Rn+1 satisfaz a condição de Lipschitz
em relação a segunda variável em um subconjunto C ⊂ I×Ω, se existe uma constante k = kC

tal que
‖f(t, x) − f(t, y)‖ ≤ k‖x − y‖

para (t, x), (t, y) ∈ C.

Teorema 1.2 Se f(t, x) é contínua em um conjunto aberto conexo I ×Ω ⊂ Rn+1 e satisfaz
a condição de Lipschitz em relação a segunda variável para qualquer conjunto compacto
C ⊂ I×Ω, então para qualquer (t0, x0) ∈ I×Ω, existe uma única solução x(t, x0, t0) contínua
de (1.1) em seu domínio máximo de existência [t0, t0 + ω+(t0, x0)), tal que x(t0, x0, t0) = x0.
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Corolário 1.1 Se f(t, 0) = 0, para todo t ∈ I, segue que x(t, 0, t0) = 0 para todo t ≥ t0 e
t ∈ I.

Corolário 1.2 Se f(t, x) ≡ Ax, então as soluções x(t, x0, t0) estão definidas em qualquer
t ∈ [t0, +∞).

Para o problema de valor inicial (1.1) seja f ∈ C[I ×Ω, R] tal que I ×Ω ⊂ R×R e considere
a desigualdade diferencial

D+x(t) ≤ f(t, x(t)) (1.2)

tal que x(t0) ≤ x0 e t ≥ t0 . Nestas condições temos o seguinte Lema.

Lema 1.2 Se x(t) é uma solução contínua de (1.2) e φM é a solução maximal de (1.1),
então x(t) ≤ φM(t) para t ≥ t0 tal que t esteja no domínio dessas funções.

1.8 Funções de Classe K, KR e L

Definição 1.16 Dizemos que a função φ ∈ C[[0, r], R+] (respectivamente φ ∈ C[R+, R+])
pertence à classe K (φ ∈ K), se φ(0) = 0 e se φ é estritamente crescente em [0, r] (respecti-
vamente em R+). E se φ ∈ K definida em R+ é tal que limr→+∞ φ(r) = +∞ , dizemos que
essa função pertence à classe KR.

Definição 1.17 Uma função contínua σ : [s1, +∞) → R+, para algum s1 ∈ R+, é de classe
L se σ é estritamente decrescente em [s1, +∞) e se lims→+∞ σ(s) = 0 .

Lema 1.3 Seja β ∈ L definida em R+. Então existe uma função α ∈ K definida em [0, β(0)]

tal que para qualquer subconjunto discreto {τ0, τ1, ... : τ0 < τ1 < ...} ⊂ R+ satisfazendo
infk≥0{τk+1 − τk} = l > 0, é válido

∑+∞
i=0 α(β(τi − τ0)) < +∞ .

Prova. Seja R+ = (0, +∞) e defina η ∈ C[R+, R+] como

η(t) =

{
β(t)/t, t ∈ (0, 1)

β(t), t ∈ [1, +∞).

Temos que η(t) é estritamente decrescente para todo t > 0, limt→0+ η(t) = +∞ e η(t) ≥ β(t)

para todo t > 0. Além disso, η é invertível, η−1 é estritamente decrescente e η−1(β(r)) ≥
η−1(η(r)) = r para todo r > 0.
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Seja agora α : R+ → R+ tal que α(0) = 0 e α(r) = e−η−1(r) para r > 0, logo α ∈ K e
α(β(r)) = e−η−1(β(r)) ≤ e−r. Dessa forma, como τi − τ1 ≥ (i− 1)l para todo i ≥ 1, segue que

+∞∑
i=0

α(β(τi − τ0)) ≤
+∞∑
i=0

eτ0−τi = 1 +
+∞∑
i=1

eτ0−τi <

1 +
+∞∑
i=1

eτ1−τi ≤ 1 +
+∞∑
i=1

e−(i−1)l = 1 +
1

1 − e−l
< +∞ . �



Capítulo 2

Sistemas Dinâmicos

2.1 Introdução

Neste capítulo introduzimos os conceitos básicos da teoria de sistemas dinâmicos e tam-
bém estabelecemos resultados de estabilidade para sistemas contínuos.

Os conceitos e resultados das seções 2.2 e 2.3 podem ser achados em [10] e os da seção
2.5 em [1], [2], [7], [10], [12] e [13]. Já os resultados da seção 2.6 podem ser encontrados em
[12].

2.2 Definição

Definição 2.1 Seja o espaço real R+ munido da distância e da ordem usual de números
reais. Considere agora (X, d) um espaço métrico, A ⊂ X e R+

0 ⊂ R+ . Para cada a ∈ A
e t0 ∈ R+

0 fixados, a aplicação p(., a, t0) : R+
a,t0 → X é chamada de uma trajetória se

p(t0, a, t0) = a, sendo R+
a,t0 = [t0, +∞).

Assim, definimos sistemas dinâmicos:

Definição 2.2 Seja S um conjunto de trajetórias, isto é,

S ⊂ {p(., a, t0) ∈ Λ : p(t0, a, t0) = a}

sendo Λ = ∪(a,t0)∈(A×R
+
0 ){ϕ : R+

a,t0 → X}. A quíntupla {R+, X,A, S, R+
0 } é chamada de

sistema dinâmico.

Observação Por simplicidade, dado o sistema dinâmico {R+, X,A, S, R+
0 }, denotaremos

este sistema apenas por S.

7



Sistemas Dinâmicos 8

2.3 Caracterizações Qualitativas

Definição 2.3 Diz-se que um sistema dinâmico {R+, (X, d),A, S, R+
0 }:

(a) é de dimensão finita se X é de dimensão finita;
(b) possui dimensão infinita se X tem dimensão infinita;
(c) é contínuo se todas as suas trajetórias são contínuas;
(d) é descontínuo se pelo menos uma de suas trajetórias é descontínua.

Observação Nesta dissertação estudaremos sistemas dinâmicos descontínuos cujas trajetó-
rias p(., a, τ0) ∈ S são unicamente determinadas pelas condições iniciais (a, τ0) ∈ A×R+

0 e são
contínuas em [τ0, +∞) exceto possivelmente nos pontos do conjunto ilimitado superiormente
Ep = {τ1, τ2, ..., τk, ... : τ0 < τ1 < τ2 < ... < τk < ...}.

Definição 2.4 Dado o sistema dinâmico {R+, X,A, S, R+
0 }, chamamos o conjunto M ⊂ A

de invariante em relação ao sistema S (isto é, (S,M) é invariante) se a ∈ M implica que
p(t, a, t0) ∈ M para todo t ∈ R+

a,t0 tal que p(., a, t0) ∈ S.

Definição 2.5 (Estabilidade de Lyapunov) Seja o sistema dinâmico {R+, X,A, S, R+
0 }

e M ⊂ A um conjunto invariante de S.
(i) Diz-se que (S, M) é estável se para todo ε > 0 existir um δ = δ(ε, t0) > 0 tal que, quando
d(a,M) < δ tem-se d(p(t, a, t0), M) < ε para t ∈ R+

a,t0 e p(., a, t0) ∈ S.
(ii) (S, M) é uniformemente estável se δ = δ(ε), independente de t0.
(iii) Se (S,M) é estável e para t0 ∈ R+

0 existir um η = η(t0) > 0 tal que, para todo ε > 0

existe um tε ∈ R+ de modo que d(p(t, a, t0),M) < ε para todo t ≥ tε, quando d(a,M) < η e
p(., a, t0) ∈ S, então (S,M) é dito assintoticamente estável.
(iv) Chamamos (S, M) de uniformemente assintoticamente estável se (S, M) é uniforme-
mente estável e se existe δ > 0 tal que, para qualquer ε > 0 existe τ = τ(ε) > 0 de modo que
d(p(t, a, t0),M) < ε para todo t ∈ R+

a,t0 tal que t−t0 ≥ τ , quando d(a,M) < δ e p(., a, t0) ∈ S.
(v) Diz-se que (S, M) é exponencialmente estável se existe α > 0 tal que, para cada ε > 0

existe δ = δ(ε) > 0 de modo que d(p(t, a, t0),M) < εe−α(t−t0) para todo t ∈ R+
a,t0, quando

d(a,M) < δ e p(., a, t0) ∈ S.

Definição 2.6 (Instabilidade) Diz-se que (S,M) é instável se não é estável. Dessa forma,
existe ε0 > 0 de modo que para cada δ > 0 existe a ∈ A com d(a,M) < δ e a �∈ M , tal que
d(p(t1, a, t0),M) ≥ ε0 para algum t1 ∈ R+

a,t0.

Em relação a definição de estabilidade de Lyapunov temos a seguinte proposição:
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Proposição 2.1 Vale as seguintes implicações

(v) ⇒ (iv) ⇒ (ii) ⇒ (i)

(v) ⇒ (iv) ⇒ (iii) ⇒ (i).

Lema 2.1 Dado o sistema dinâmico {R+, X,A, S, R+
0 } e M ⊂ A um conjunto invariante

de S, temos:
(i) (S,M) é uniformemente estável se, e somente se, existe ψ ∈ K definida em [0, r0], para
algum r0 > 0, tal que

d(p(t, a, t0), M) ≤ ψ(d(a,M))

para todo t ∈ R+
a,t0, quando d(a,M) < r0 e p(., a, t0) ∈ S;

(ii) (S, M) é uniformemente assintoticamente estável se, e somente se, existe σ ∈ L e ψ ∈ K

definida em [0, r0], r0 > 0, tal que

d(p(t, a, t0),M) ≤ ψ(d(a,M))σ(t − t0)

para todo t ∈ R+
a,t0, quando d(a,M) < r0 e p(., a, t0) ∈ S;

(iii) (S, M) é exponencialmente estável se, e somente se, existe α > 0 e ψ ∈ K definida em
[0, r0], r0 > 0, de modo que

d(p(t, a, t0),M) ≤ ψ(d(a,M))e−α(t−t0)

para todo t ∈ R+
a,t0, quando d(a,M) < r0 e p(., a, t0) ∈ S .

2.4 Exemplos

Exemplo 2.3.1 Seja o seguinte problema de valor inicial{
ẋ(t) = ax(t)

x(t0) = x0

(2.1)

para t ≥ t0, sendo x(t) ∈ R e a < 0. Dessa forma, seja A ⊂ R+ tal que 0 ∈ A o conjunto
dos estados iniciais x0, R+

0 ⊂ R+ o conjunto dos instantes iniciais t0 e S(2.1) = {p(., x0, t0) :

[t0, +∞) → R+} o conjunto das trajetórias p(t, x0, t0) = x0e
a(t−t0), então, obtemos o sistema

dinâmico contínuo {R+, R+,A, S(2.1), R
+
0 }. Temos os seguintes resultados:

(i) (S(2.1), {0}) é invariante, já que se x0 = 0, temos p(t, x0, t0) = 0ea(t−t0) = 0 ∈ {0} para
t ≥ t0.
(ii) Dado ε > 0, seja δ = ε, logo, se d(x0, {0}) = x0 < δ para t ≥ t0 temos

d(p(t, x0, t0), {0}) = x0e
a(t−t0) < δea(t−t0) = εea(t−t0).
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Assim, (S(2.1), {0}) é exponencialmente estável.
Exemplo 2.3.2 Considere agora o problema de valor inicial{

ẋ(t) = Ax(t)

x(t0) = x0

(2.2)

para t ≥ t0, x(t) ∈ Rn e A ∈ Rnxn. Assim , seja A ⊂ Rn tal que 0 ∈ A o conjunto dos estados
iniciais x0, R+

0 ⊂ R+ o conjunto dos instantes iniciais t0 e S(2.2) o conjunto das trajetórias
p(., x0, t0) : [t0, +∞) → Rn tais que p(t, x0, t0) = eA(t−t0)x0, logo, obtemos o sistema dinâmico
contínuo {R+, Rn,A, S(2.2), R

+
0 }.

Temos que (S(2.2), {0}) é invariante, já que p(t, 0, t0) = eA(t−t0)0 = 0 para t ≥ t0.
Observação Na seção 2.5 utilizaremos funções de Lyapunov para analisar a estabilidade do
sistema S(2.2) quando a matriz A for simétrica.
Exemplo 2.3.3 Considere agora o problema de valor inicial{

ẋ(t) = ax(t)

x(t0) = x0

(2.3)

para t ≥ t0, x(t) ∈ R e a > 0. Então, seja A ⊂ R+ tal que 0 ∈ A o conjunto dos estados
iniciais x0, R+

0 ⊂ R+ o conjunto dos instantes iniciais t0 e S(2.3) o conjunto das trajetórias
p(., x0, t0) : [t0, +∞) → R+ tais que p(t, x0, t0) = x0e

a(t−t0), logo, obtemos o sistema dinâmico
contínuo {R+, R+,A, S(2.3), R

+
0 }.

Temos que (S(2.3), {0}) é instável. De fato: para qualquer δ > 0, com δ < 1/2, seja x0 �= 0 tal
que d(x0, {0}) = x0 < δ e seja p(., x0, t0) ∈ S(2.3) para algum t0 ∈ R+

0 fixado aleatoriamente.
Então, se t1 = 1

a
ln 1

2x0
+ t0 > t0 segue que x0e

a(t1−t0) = 1
2
, isto é, d(p(t1, x0, t0), {0}) = 1

2
.

Exemplo 2.3.4 Seja o espaço métrico X = (C[[0, 1], Rn], d) munido da métrica d induzida
pela norma

‖f‖ = max
s∈[0,1]

‖f(s)‖, f ∈ C[[0, 1], Rn] .

Seja A ⊂ X o conjunto dos estados iniciais f0 de modo que 0 ∈ A, R+
0 ⊂ R+ o conjunto dos

instantes iniciais t0 e defina as trajetórias p(., f0, t0) : [t0, +∞) → X como{
p(t0, f0, t0) = f0

p(t, f0, t0) = ft, t > t0
(2.4)

tal que ft ∈ X é dada por ft(s) = f0(s)
t−t0+1

. Assim, se S(2.4) é o conjunto das trajetórias
p(., f0, t0) obtemos o sistema dinâmico {R+, X,A, S(2.4), R

+
0 }. Temos que:

(a) Para todo t′ ≥ t0, seja a sequência {tn} tal que tn → t′ , logo, para cada s ∈ [0, 1] temos

ftn(s) =
f0(s)

tn − t0 + 1
→ f0(s)

t′ − t0 + 1
= ft′(s) .
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Dessa forma ‖ftn − ft′‖ = maxs∈[0,1] ‖ftn(s) − ft′(s)‖ → 0 e portanto cada p(., f0, t0) ∈ S(2.4)

é contínua em todo t′ ≥ t0, isto é, o sistema S(2.4) é contínuo.
(b) Temos que (S(2.4), {0}) é invariante, uma vez que, se f0 = 0, para t ≥ t0 temos
p(t, f0, t0) = ft = 0, já que ft(s) = f0(s)

t−t0+1
= 0, s ∈ [0, 1].

(c) Dado ε > 0 tome δ = ε, logo, se d(f0, {0}) = ‖f0 − 0‖ = ‖f0‖ < δ então

d(p(t, f0, t0), {0}) = ‖ft‖ = max
s∈[0,1]

‖ft(s)‖ = max
s∈[0,1]

‖ f0(s)

t − t0 + 1
‖ =

1

t − t0 + 1
max
s∈[0,1]

‖f0(s)‖ =
1

t − t0 + 1
‖f0‖ ≤ ‖f0‖ < ε

para todo t ≥ t0, ou seja, (S(2.4), {0}) é uniformemente estável.
(d) Fixando δ > 0, se d(f0, {0}) = ‖f0‖ < δ segue que

lim
t→+∞

d(p(t, f0, t0), {0}) = lim
t→+∞

‖ft‖ =

lim
t→+∞

max
s∈[0,1]

‖ft(s)‖ = lim
t→+∞

max
s∈[0,1]

‖ f0(s)

t − t0 + 1
‖ = 0

e então (S(2.4), {0}) é uniformemente assintoticamente estável.
Exemplo 2.3.5 Considere o seguinte sistema de controle⎧⎪⎨

⎪⎩
ẋ(k)(t) = f(x(k)(t)) + Bu(k)(τk), τk ≤ t < τk+1

u(k+1)(τk+1) = Cu(k)(τk) + Dx(k)(τ−
k+1), u(0)(τ0) = u0

x(0)(τ0) = x0, x(k+1)(τk+1) = Ax(k)(τ−
k+1)

(2.5)

sendo x(k+1)(τ−
k+1) = lims→τ−

k+1
x(k)(s), τ0 ∈ R+

0 ⊂ R+ e {τ1, ..., τk, ... : τ0 = t0 < τ1 <

... < τk < ...} um conjunto fixado. Além disso, x(k)(t) ∈ Rn, u(k)(τk) ∈ Rm e as matrizes
A,B,C,D são tais que A ∈ Rnxn, B ∈ Rnxm, C ∈ Rmxm e D ∈ Rmxn. Temos também que
f ∈ C[Ω, Rn], com Ω ⊂ Rn.
Suponhamos que f seja contínua, Ω seja um conjunto conexo aberto e para cada conjunto
compacto C ⊂ Ω a função f satisfaz a condição de Lipschitz. Logo Fk(u0) ∈ C[Ω, Rn] tal
que Fk(u0)(x) = f(x) + Bu(τk) também satisfaz a condição de Lipschitz. De fato, dados
x, y ∈ C temos que

‖Fk(u0)(x) − Fk(u0)(y)‖ = ‖f(x) + Bu(τk) − f(y) − Bu(τk)‖ =

‖f(x) − f(y)‖ ≤ kC‖x − y‖ .

Logo, para qualquer xk ∈ Ω existe uma única solução x(k)(., xk, τk) : [τk, τk+1) → Rn. Dessa
forma, seja A ⊂ Ω o conjunto dos estados iniciais x0 tal que 0 ∈ A e R+

0 ⊂ R+ o conjunto
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dos instantes iniciais τ0. Então, para qualquer x0 ∈ A e τ0 ∈ R+
0 existe uma única função

φ(., x0, τ0) : [τ0, +∞) → Rn tal que

φ(t, x0, τ0) = x(k)(t, xk, τk), t ∈ [τk, τk+1).

Considere também que U ⊂ Rm seja o conjunto dos controles iniciais u0 de modo que 0 ∈ U .
Defina as trajetórias p(., a, t0) : R+

a,t0 → Rn × Rm no tempo t, τk ≤ t < τk+1, como{
p(t, a, t0) = [φ(t)T , u(τk)

T ]T ∈ Rn × Rm

p(t0, a, t0) = a = [φ(τ0)
T , u(τ0)

T ]T

então

p(τk+1, a, t0) =

(
φ(τk+1)

u(τk+1)

)
=

(
x(τk+1)

u(τk+1)

)
=

(
Ax(τ−

k+1)

Cu(τk) + Dx(τ−
k+1)

)
=

(
A 0

D C

)
.

(
x(τ−

k+1)

u(τk)

)
= G

(
φ(τ−

k+1)

u(τk)

)
= G.p(τ−

k+1, a, t0) .

Seja A× U o conjunto dos estados iniciais a = [xT
0 , uT

0 ]T e suponha que

G.p(τ−
k+1, a, t0) = p(τk+1, a, t0) �= p(τ−

k+1, a, t0)

para pelo menos um k ∈ N e algum a �= 0. Então p(t, a, t0) é descontínua no ponto τk+1 em
relação à métrica d induzida por uma norma ‖.‖ de Rn ×Rm. Assim, se S(2.5) é conjunto das
trajetórias p(., a, t0) definidas anteriormente, para todo a ∈ A× U e todo t0 ∈ R+

0 , obtemos
o sistema dinâmico descontínuo {R+, Rn × Rm,A × U , S(2.5), R

+
0 }, sendo {τk+1 : k ∈ N} o

conjunto dos possíveis pontos de descontinuidade das trajetórias p(., a, t0) ∈ S(2.5).
Observação Se f(0) = 0 então (S(2.5), {0}) é invariante. De fato:
Se a = [xT

0 , u(τ0)
T ]T = 0 temos x(r) = 0, r ∈ [τ0, τ1), logo x(τ1) = Ax(τ−

1 ) = 0. Por indução
verifica-se que x(τk) = 0 e u(τk) = 0 para todo k ≥ 0, então x(t) = 0 para t ∈ [τk, τk+1).
Assim

p(t, a, t0) = [φ(t)T , u(τk)
T ]T = [x(t)T , u(τk)

T ]T = 0

para todo t ∈ [τk, τk+1), isto é, (S(2.5), {0}) é invariante.

2.5 Funções de Lyapunov

Considere as trajetórias p(., x0, τ
p
0 ) ∈ S de um determinado sistema dinâmico contínuo.

Tomando M invariante em relação a S e U = B(M ; r) ⊂ A para algum r > 0, a seguir
definimos as usuais funções de Lyapunov para sistemas contínuos.
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Definição 2.7 A função V : U × R+ → R+ é uma função de Lyapunov se:
(i) para t ≥ 0 tem-se V (x, t) > 0 se x �∈ M e V (x, t) = 0 se x ∈ M ;
(ii) V (p(t, x0, τ

p
0 ), t) é continuamente diferenciável e d

dt
V (p(t, x0, τ

p
0 ), t) ≤ 0 para todo x0 ∈ U

e t ≥ τ p
0 .

Observe que a condição (i) é satisfeita se existirem funções ψ1, ψ2 ∈ K definidas em [0, r]

tais que
ψ1(d(x,M)) ≤ V (x, t) ≤ ψ2(d(x,M)) .

Na condição (ii) é usual considerar também D+V (p(t, a, τ p
0 ), t) ≤ 0.

Considere agora um sistema dinâmico descontínuo e sejam p(., x0, τ
p
0 ) ∈ S as trajetórias que

definem esse sistema, sendo {τ p
1 , τ p

2 , ... : τ p
1 < τ p

2 < ...} o conjunto de possíveis pontos de
descontinuidade de cada trajetória p(., x0, τ

p
0 ). Assim, se M é invariante em relação a S,

para sistema descontínuos utilizaremos a seguinte definição de funções de Lyapunov.

Definição 2.8 A função V : U × R+ → R+ é uma função de Lyapunov se:
(i) para t ≥ 0 tem-se V (x, t) > 0 se x �∈ M e V (x, t) = 0 se x ∈ M ;
(ii) se x0 ∈ U temos que {V (p(τ p

k , x0, τ
p
0 ), τ p

k )}k∈N é decrescente.

2.6 Resultados para Sistemas Dinâmicos Contínuos

A seguir enunciamos os usuais resultados que garantem condições suficientes para a estabi-
lidade de Lyapunov de sistema contínuos.

Teorema 2.1 Seja {R+, (X, d),A, S, R+
0 } um sistema dinâmico contínuo e M ⊂ A fechado.

Suponha que exista uma função V : U × R+ → R+ contínua e funções ψ1, ψ2 ∈ K definidas
em [0, r] tais que

ψ1(d(x,M)) ≤ V (x, t) ≤ ψ2(d(x,M))

para todo x ∈ U e t ∈ R+.
(a) Suponha que para todo a ∈ U = B(M ; r) ⊂ A e t ≥ τ p

0 se tenha d
dt

V (p(t, a, τ p
0 ), t) ≤ 0.

Então (S,M) é invariante e uniformemente estável.
(b) Se além disso existir uma função ψ3 ∈ K definida em [0, r] tal que

d

dt
V (p(t, a, τ p

0 ), t) ≤ −ψ3(d(p(t, a, τ p
0 ),M))

para todo a ∈ U e t ≥ τ p
0 , então (S, M) é uniformemente assintoticamente estável.
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Prova. (a) Como M ⊂ U , dado a ∈ M temos que V (p(t, a, τ p
0 ), t) é decrescente para todo

t ≥ τ p
0 . Então

V (p(t, a, τ p
0 ), t) ≤ V (p(τ p

0 , a, τ p
0 ), τ p

0 ) = V (a, τ p
0 ) ≤ ψ2(d(a, M)) = ψ2(0) = 0

e assim
d(p(t, a, τ p

0 ),M) ≤ ψ−1
1 (0) = 0.

Como M é fechado segue que (S, M) é invariante.
Agora, dado ε > 0 seja δ = ψ−1

2 (ψ1(ε)) tal que d(a,M) < δ e a ∈ U . Logo

ψ1

(
d(p(t, a, τ p

0 ),M)
) ≤ V (p(t, a, τ p

0 ), t) ≤ V (p(τ p
0 , a, τ p

0 ), τ p
0 ) =

V (a, τ p
0 ) ≤ ψ2(d(a,M)) < ψ2(δ) = ψ1(ε)

e portanto d(p(t, a, τ p
0 ),M) < ε para todo t ≥ τ p

0 , isto é, (S, M) é uniformemente estável.
(b) Fixe um δ1 > 0, δ1 ≤ r, tal que ψ2(δ1) < ψ1(r) e seja ε > 0 de modo que 0 < ε ≤ r. Seja
agora um δ2 = δ2(ε) > 0 tal que δ2 < δ1 e ψ2(δ2) < ψ1(ε).
Definindo T = ψ1(r)/ψ3(δ2), para algum a ∈ U tal que d(a,M) < δ1 afirmamos que
d(p(t∗, a, τ p

0 ),M) < δ2 para algum t∗ ∈ [τ p
0 , τ p

0 + T ]. Realmente, pois do contrário tería-
mos d(p(t, a, τ p

0 ), M) ≥ δ2 para todo t ∈ [τ p
0 , τ p

0 + T ], logo

0 < ψ1(δ2) ≤ ψ1(d(p(t, a, τ p
0 ),M)) ≤ V (p(t, a, τ p

0 ), t) =

V (p(τ p
0 , a, τ p

0 ), τ p
0 ) +

∫ t

τp
0

d

ds
V (p(s, a, τ p

0 ), s)ds ≤

V (a, τ p
0 ) −

∫ t

τp
0

ψ3(d(p(s, a, τ p
0 ),M))ds ≤ ψ2(d(a, M)) −

∫ t

τp
0

ψ3(δ2)ds <

ψ2(δ1) − (t − τ p
0 )ψ3(δ2).

Dessa forma, se t = τ p
0 + T temos

0 < ψ2(δ1) − Tψ3(δ2) = ψ2(δ1) − ψ1(r) < 0

o que é uma contradição e então t∗ existe. Para t ≥ t∗ temos

ψ1(d(p(t, a, τ p
0 ),M)) ≤ V (p(t, a, τ p

0 ), t) ≤ V (p(t∗, a, τ p
0 ), t∗) ≤

ψ2(d(p(t∗, a, τ p
0 ),M)) < ψ2(δ2) < ψ1(ε)

e então d(p(t, a, τ p
0 ),M) < ε para todo t ≥ t∗, logo para todo t ≥ t0 + T . Assim (S, M) é

uniformemente assintoticamente estável. �
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Exemplo 2.5.1 Considerando o sistema S(2.2), seja a função V : U × R+ → R+ definida
como V (x, t) = V (x) = ‖x‖, logo, se ψ1, ψ2 ∈ K definidas em [0, r] são tais que ψ1(s) = s/2

e ψ2(s) = 2s, temos que ψ1(‖x‖) ≤ V (x, t) ≤ ψ2(‖x‖) para todo x ∈ U . Além disso, para
x0 ∈ U = B(0; r) ⊂ A, x0 �= 0, segue que

d

dt
V (p(t, x0, t0)) =

d

dt
‖p(t, x0, t0)‖ =

p(t, x0, t0)
T

‖p(t, x0, t0)‖
d

dt
p(t, x0, t0) =

p(t, x0, t0)
T

‖p(t, x0, t0)‖ Ap(t, x0, t0) .

Dessa forma, supondo que A seja simétrica seus autovalores são reais, e se supormos que
seus autovalores não nulos são negativos segue que yT Ay ≤ 0 para todo y ∈ U e então do
Teorema 2.1 temos que (S(2.2), {0}) é uniformemente estável.
Exemplo 2.5.2 Considere o sistema de equações{

ẋ(t) = y(t) + cx(t)(x2(t) + y2(t))

ẏ(t) = −x(t) + cy(t)(x2(t) + y2(t))
(2.6)

sendo c < 0. Temos que f(x, y) = y + cx(x2 + y2) e g(x, y) = −x + cy(x2 + y2) são
continuamente diferenciáveis em R2, logo, dado A = B(0; δ1) ⊂ R2 um conjunto aberto
de estados iniciais a = (x0, y0), existe uma única solução contínua (x(t, x0, 0), y(t, y0, 0))

de (2.6) para todo t ∈ [0, ω+(a)) de modo que (x(0, x0, 0), y(0, y0, 0)) = (x0, y0). Dessa
forma, considerando R+

0 ⊂ R+ um conjunto de instantes iniciais t0 e S(2.6) = {p(., a, t0) :

[t0, +∞) → R2} o conjunto das trajetórias p(t, a, t0) = (x(t, x0, t0), y(t, y0, t0)), obtemos o
sistema dinâmico contínuo {R+, R2,A, S(2.6), R

+
0 }.

Observamos que, se a = (x0, y0) = (0, 0) então p(t, a, t0) = (x(t, 0, t0), y(t, 0, t0)) = (0, 0)

para todo t ≥ t0, isto é, (S(2.6), {0}) é invariante.
Para analisar a estabilidade deste sistema utilizaremos a função V : U ×R+ → R+ dada por

V ((x, y), t) = V (x, y) = x2 + y2 .

Considerando ψ1, ψ2 ∈ K de modo que ψ1(s) = s2/2 e ψ2(s) = 2s2 para s ∈ [0, r], temos
que ψ1(‖x‖) ≤ V (x) ≤ ψ2(‖x‖) para todo x ∈ U . Também, para a ∈ U = B(0; r) ⊂ A e
p(., a, t0) ∈ S(2.6) temos

d

dt
V (p(t, a, t0)) =

d

dt
V (x(t), y(t)) = 2c(x2(t) + y2(t))2 =

−2|c|‖p(t, a, t0)‖4 = −ψ3(‖p(t, a, t0)‖)
sendo ψ3 ∈ K tal que ψ3(s) = 2|c|(s)4. Logo, do Teorema 2.1 segue que (S(2.6), {0}) é
uniformemente assintoticamente estável.
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Teorema 2.2 Seja {R+, (X, d),A, S, R+
0 } um sistema dinâmico contínuo e seja M ⊂ A

fechado. Suponha que existem uma função V : U ×R+ → R+ contínua e constantes positivas
c1, c2, c3 e b tais que

c1(d(x,M))b ≤ V (x, t) ≤ c2(d(x,M))b

para todo x ∈ U e t ∈ R+.
Além disso, suponha que para todo a ∈ U = B(M ; r) ⊂ A e t ≥ τ p

0 se tenha

D+V (p(t, a, τ p
0 ), t) ≤ −c3

[
d(p(t, a, τ p

0 ),M)
]b

.

Então (S,M) é exponencialmente estável.

Prova. (a) Considerando ψ1, ψ2 ∈ K tal que ψ1(s) = c1(s)
b e ψ2(s) = c2(s)

b, s ∈ [0, r], do
Teorema 2.1 temos que (S, M) é invariante, já que para todo a ∈ M temos V (p(t, a, τ p

0 ), t)

decrescente para todo t ≥ τ p
0 , pois D+V (p(t, a, τ p

0 ), t) ≤ 0.
(b) Dado a ∈ U , seja p0(t) = p(t, a, τ p

0 ) e V (p0(t), t) = v(t). Então, para todo t ≥ τ p
0 temos

D+v(t) = D+V (p0(t), t) ≤ −c3

[
d(p0(t),M)

]b ≤

−(
c3

/
c2

)
V (p0(t), t) = −(

c3

/
c2

)
v(t)

e então a função v(t) satisfaz a desigualdade diferencial

D+v(t) ≤ −(
c3

/
c2

)
v(t) .

Além disso, v(τ p
0 ) = V (p0(τ

p
0 ), τ p

0 ) = V (p(τ p
0 , a, τ p

0 ), τ p
0 ) = V (a, τ p

0 ) ≤ c2(d(a,M))b e do Lema
1.2 segue que

v(t) ≤ c2(d(a,M))be−(c3/c2)(t−τp
0 )

logo
c1(d(p0(t),M))b ≤ v(t) ≤ c2(d(a,M))be−(c3/c2)(t−τp

0 )

e então

d(p0(t),M) ≤
(

c2

c1

)1/b

d(a,M)e−(c3/bc2)(t−τp
0 ) .

Assim, dado ε > 0 se δ = ε
(

c1
c2

)1/b é tal que d(a,M) < δ e a ∈ U segue que

d(p(t, a, τ p
0 ), M) < εe−α(t−τp

0 )

para todo t ≥ τ p
0 e α = c3/bc2, isto é, (S,M) é exponencialmente estável. �
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Exemplo 2.5.3 Considere o sistema descrito pelas equações{
ẋ(t) = −a(t)x(t) − by(t)

ẏ(t) = bx(t) − c(t)y(t)
(2.7)

sendo b ∈ R e a, c : I → R, tal que I ⊃ R+ é um intervalo aberto, funções continu-
amente deriváveis tais que a(t), c(t) ≥ δ > 0 para todo t ≥ 0. Temos que f(x, y, t) =

−a(t)x − by e g(x, y, t) = bx − c(t)y são continuamente diferenciáveis em R2 × I, logo,
dado A = B(0; δ1) ⊂ R2 um conjunto aberto de estados iniciais a = (x0, y0) e R+

0 ⊂ R+

um conjunto de instantes iniciais t0, para cada (a, t0) ∈ A × R+
0 existe uma única so-

lução contínua (x(t, x0, t0), y(t, y0, t0)) de (2.7) para todo t ∈ [t0, t0 + ω+(t0, a)) de modo
que (x(t0, x0, t0), y(t0, y0, t0)) = (x0, y0). Dessa forma, considerando S(2.7) = {p(., a, t0) :

[t0, +∞) → R2} o conjunto das trajetórias p(t, a, t0) = (x(t, x0, t0), y(t, y0, t0)), obtemos o
sistema dinâmico contínuo {R+, R2,A, S(2.7), R

+
0 }.

Observamos que, se a = (x0, y0) = (0, 0) então p(t, a, t0) = (x(t, 0, t0), y(t, 0, t0)) = (0, 0)

para todo t ≥ t0, isto é, (S(2.7), {0}) é invariante.
Seja a função V : U × R+ → R+ dada por

V ((x, y), t) = V (x, y) =
1

2
(x2 + y2) .

Dessa forma, para todo x ∈ U temos (1/4)‖x‖2 ≤ V (x) ≤ ‖x‖2 . Também, para a ∈ U =

B(0; r) ⊂ A e p(., a, t0) ∈ S(2.7) temos

d

dt
V (p(t, a, t0)) =

d

dt
V (x(t), y(t)) = −a(t)x2(t) − c(t)y2(t) ≤

−δ(x2(t) + y2(t)) = −δ‖p(t, a, t0)‖2

e do Teorema 2.2, considerando c1 = 1/4, c2 = 1, c3 = δ e b = 2 segue que (S(2.7), {0}) é
exponencialmente estável.

Teorema 2.3 (Instabilidade) Seja {R+, (X, d),A, S, R+
0 } um sistema dinâmico contínuo

tal que M ⊂ A é um conjunto fechado invariante. Se supormos a existência de uma função
V : X × R+ → R tal que:
(i) existe ψ ∈ KR tal que

V (x, t) ≤ ψ(d(x,M))

para todo (x, t) ∈ X × R+ ;
(ii) para algum r > 0, dado a ∈ U = B(M ; r) ⊂ A existe φ ∈ K definida em R+ de modo
que

d

dt
V (p(t, a, τ p

0 ), t) ≥ φ
(
d(p(t, a, τ p

0 ),M)
)
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para todo t ≥ τ p
0 ;

(iii) para a sequência de abertos {Uk = B(M ; 1/k)}k≥1, com Uk ⊂ U para todo k ≥ 1,
suponha que exista pelo menos um xk ∈ Uk de modo que V (xk, τ

p
0 ) > 0.

Então (S,M) é instável.

Prova. Da suposição (iii) existe uma sequência {xk}k≥1 de pontos em X, sendo xk ∈ Uk e
V (xk, τ

p
0 ) > 0, de modo que d(xk, M) > 0 para todo k e para k → +∞ temos d(xk,M) → 0.

Assim, considere ε0 > 0 tal que ε0 = r e sejam pk(t) = p(t, xk, τ
p
0 ) e vk(t) = V (pk(t), t).

Sabemos da condição (ii) que V (p(t, a, τ p
0 ), t) é crescente para todo t ≥ τ p

0 tal que a ∈ U ,
logo

ψ(d(pk(t),M)) ≥ V (pk(t), t) = vk(t) ≥ vk(τ
p
0 ) =

V (pk(τ
p
0 ), τ p

0 ) = V (xk, τ
p
0 ) > 0

isto é
d(pk(t),M) ≥ ψ−1(V (xk, τ

p
0 )) = αk > 0.

Assim,

ψ(d(pk(t),M)) ≥ vk(t) = vk(τ
p
0 ) +

∫ t

τp
0

d

ds
vk(s)ds =

vk(τ
p
0 ) +

∫ t

τp
0

d

ds
V (pk(s), s)ds ≥ vk(τ

p
0 ) +

∫ t

τp
0

φ
(
d(p(s, xk, τ

p
0 ),M)

)
ds =

vk(τ
p
0 ) +

∫ t

τp
0

φ
(
d(pk(s),M)

)
ds ≥ vk(τ

p
0 ) +

∫ t

τp
0

φ(αk)ds =

vk(τ
p
0 ) + φ(αk)(t − τ p

0 ) > φ(αk)(t − τ p
0 )

isto é,
d(pk(t),M) > ψ−1

(
φ(αk)(t − τ p

0 )
)

e então para t → +∞ temos d(pk(t),M) → +∞, ou seja, (S,M) é instável. �
Exemplo 2.5.4 Para o sistema S(2.2) considere a função V : R2 × R+ → R+ definida
como V (x, t) = V (x) = ‖x‖, logo, se ψ ∈ KR é definida como ψ(s) = 2s, temos que
V (x, t) ≤ ψ(‖x‖) para todo x ∈ R2. Além disso, para x0 ∈ U = B(0; r) ⊂ A, x0 �= 0, segue
que

d

dt
V (p(t, x0, t0)) =

d

dt
‖p(t, x0, t0)‖ =

p(t, x0, t0)
T

‖p(t, x0, t0)‖
d

dt
p(t, x0, t0) =

p(t, x0, t0)
T

‖p(t, x0, t0)‖ Ap(t, x0, t0) .
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Então, se A é simétrica e seus autovalores são todos positivos, considerando λm = min
1≤i≤n

λi,

sendo λi os autovalores de A, segue que

yT Ay ≥ λm‖y‖2

para todo y ∈ R2. Logo

d

dt
V (p(t, x0, t0)) =

p(t, x0, t0)
T

‖p(t, x0, t0)‖ Ap(t, x0, t0) ≥

λm‖p(t, x0, t0)‖ = φ(‖p(t, x0, t0)‖)
sendo φ ∈ K dada por φ(s) = λms. Além disso, para a sequência de abertos {Uk =

B(0; 1/k)}k≥1 temos que xk = (1/(k + 1), 0) ∈ Uk e V (xk, t0) = 1/(k + 1) > 0, portanto, do
Teorema 2.3 temos que (S(2.2), {0}) é instável.
Exemplo 2.5.5 Seja o sistema {

ẋ(t) = c1x(t) + x(t)y(t)

ẏ(t) = −c2y(t) + x2(t)
(2.8)

sendo c1, c2 > 0. Como f(x, y) = c1x + xy e g(x, y) = −c2y + x2 são continuamente
diferenciáveis em R2, dado A = B(0; δ1) ⊂ R2 um conjunto aberto de estados iniciais
a = (x0, y0), existe uma única solução contínua (x(t, x0, 0), y(t, y0, 0)) de (2.8) para todo
t ∈ [0, ω+(a)) de modo que (x(0, x0, 0), y(0, y0, 0)) = (x0, y0). Dessa forma, se R+

0 ⊂ R+

é um conjunto de instantes iniciais t0 e S(2.8) = {p(., a, t0) : [t0, +∞) → R2} é o conjunto
das trajetórias p(t, a, t0) = (x(t, x0, t0), y(t, y0, t0)), obtemos o sistema dinâmico contínuo
{R+, R2,A, S(2.8), R

+
0 }.

Temos que, se a = (x0, y0) = (0, 0) então p(t, a, t0) = (x(t, 0, t0), y(t, 0, t0)) = (0, 0) para todo
t ≥ t0, ou seja, (S(2.8), {0}) é invariante.
Considere a função V : R2 × R+ → R dada por

V ((x, y), t) = V (x, y) = x2 − y2 .

Considerando ψ ∈ KR de modo que ψ(s) = s2, temos V (x) ≤ ψ(‖x‖) para todo x ∈ R2.
Também, para a ∈ U = B(0; r) ⊂ A e p(., a, t0) ∈ S(2.8) temos

d

dt
V (p(t, a, t0)) =

d

dt
V (x(t), y(t)) = 2(c1x

2(t) + c2y
2(t)) ≥ 2 min{c1, c2}‖x‖2 = φ(‖x‖)

sendo φ ∈ K tal que φ(s) = 2 min{c1, c2}(s)2. Além disso, considerando a sequência {Uk =

B(0; 1/k)}k≥1 temos que xk = (1/(k + 1), 0) ∈ Uk e V (xk, t0) = (1/(k + 1))2 > 0. Então, do
Teorema 2.3 segue que (S(2.8), {0}) é instável.



Capítulo 3

Resultados para Sistemas Dinâmicos
Descontínuos

3.1 Introdução

Prova-se em [8] que se um sistema dinâmico contínuo satisfaz as hipóteses dos Teore-
mas que determinam o Método Direto de Lyapunov, então as hipóteses do correspondente
resultado da seção 3.2 para sistemas descontínuos também são satisfeitas, mostrando que
os resultados para sistemas descontínuos são consistentes com os resultados clássicos para
sistemas contínuos.

Tendo como referência [3], [4], [6], [9], [10] e [18], na seção 3.2 estabelecemos o Método
Direto de Lyapunov para sistemas descontínuos.

Agora, utilizando [10] e [18] na seção 3.3 estabelecemos Teoremas de Recíproca para os
Teoremas da seção 3.2 .

Finalmente, na seção 3.4 enunciamos e demonstramos um resultado que garante condi-
ções suficientes para a instabilidade de conjuntos invariantes, tendo como referência [3], [10]
e [18] .

3.2 Método Direto de Lyapunov

Teorema 3.1 Seja {R+, (X, d),A, S, R+
0 } um sistema dinâmico descontínuo e M ⊂ A um

conjunto fechado. Suponha que exista uma função V : U × R+ → R+ e funções ψ1, ψ2 ∈ K

definidas em [0, r] tais que

ψ1(d(x,M)) ≤ V (x, t) ≤ ψ2(d(x,M))

20
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para todo x ∈ U e t ∈ R+.
(a) Para todo p(., a, τ p

0 ) ∈ S tal que a ∈ U = B(M ; r) ⊂ A, seja V (p(t, a, τ p
0 ), t) contínua em

t ≥ τ p
0 exceto em um conjunto de descontinuidades EV (p) ⊂ Ep, sendo Ep = {τ p

0 , τ p
1 , ... : 0 ≤

τ p
0 < τ p

1 < ...} o conjunto ilimitado superiormente dos possíveis pontos de descontinuidade de
p(., a, τ p

0 ). Além disso, se a ∈ U seja {V (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k )}k∈N decrescente e suponha também

que exista uma função crescente h ∈ C[R+, R+], com h(0) = 0, tal que para t ∈ (τ p
k , τ p

k+1)

vale
V (p(t, a, τ p

0 ), t) ≤ h(V (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k )).

Então (S,M) é invariante e uniformemente estável.
(b) Se, além do mais, em (a) existir uma função ψ3 ∈ K definida em [0, r] tal que

DV (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k ) ≤ −ψ3(d(p(τ p

k , a, τ p
0 ), M))

para k ∈ N quando a ∈ U , sendo

DV (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k ) :=

[
V (p(τ p

k+1, a, τ p
0 ), τ p

k+1) − V (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k )

]
τ p
k+1 − τ p

k

então (S,M) é uniformemente assintoticamente estável.

Prova.
(a) Provemos que (S,M) é invariante. Se a ∈ M ⊂ U então V (p(τ p

0 , a, τ p
0 ), τ p

0 ) = 0, uma vez
que

V (p(τ p
0 , a, τ p

0 ), τ p
0 ) = V (a, τ p

0 ) ≤ ψ2(d(a,M)) = ψ2(0) = 0.

Logo V (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k ) = 0 para todo k ≥ 0, já que {V (p(τ p

k , a, τ p
0 ), τ p

k )} ⊂ R+ é decrescente.
Dessa forma ψ1(d(p(τ p

k , a, τ p
0 ),M)) ≤ V (p(τ p

k , a, τ p
0 ), τ p

k ) = 0 e então d(p(τ p
k , a, τ p

0 ),M) = 0,
isto é, p(τ p

k , a, τ p
0 ) ∈ M para todo k ∈ N, já que M é fechado.

Além disso V (p(t, a, τ p
0 ), t) = 0 para t ∈ (τ p

k , τ p
k+1), já que

V (p(t, a, τ p
0 ), t) ≤ h(V (p(τ p

k , a, τ p
0 ), τ p

k )) = h(0) = 0.

Então ψ1(d(p(t, a, τ p
0 ),M)) ≤ V (p(t, a, τ p

0 ), t) = 0, logo d(p(t, a, τ p
0 ),M) = 0 e portanto

p(t, a, τ p
0 ) ∈ M para todo t ∈ (τ p

k , τ p
k+1), pois M é fechado. Assim (S, M) é invariante.

Como h é contínua e h(0) = 0, para qualquer ε > 0 existe δ = δ(ε) > 0 tal que h(y) < ψ1(ε)

quando 0 ≤ y < δ. Suponha que δ < ψ1(ε), assim, para qualquer trajetória p(., a, τ p
0 ) ∈ S,

quando d(a,M) < ψ−1
2 (δ) e a ∈ U , segue que

V (p(τ p
0 , a, τ p

0 ), τ p
0 ) = V (a, τ p

0 ) ≤ ψ2(d(a,M)) < ψ2(ψ
−1
2 (δ)) = δ
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logo V (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k ) < δ para todo k, já que {V (p(τ p

k , a, τ p
0 ), τ p

k )} é decrescente e então

d(p(τ p
k , a, τ p

0 ),M) ≤ ψ−1
1 (V (p(τ p

k , a, τ p
0 ), τ p

k )) < ψ−1
1 (δ) < ε .

Além disso, para qualquer t ∈ (τ p
k , τ p

k+1) segue que

V (p(t, a, τ p
0 ), t) ≤ h(V (p(τ p

k , a, τ p
0 ), τ p

k )) < ψ1(ε)

e então
d(p(t, a, τ p

0 ), M) ≤ ψ−1
1 (V (p(t, a, τ p

0 ), t)) < ψ−1
1 (ψ1(ε)) = ε.

Assim (S, M) é uniformemente estável.
(b) Colocando zp

k = V (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k ), com a ∈ U , obtemos das suposições do teorema que

−(τ p
k+1 − τ p

k )ψ3(ψ
−1
2 (zp

k)) = −(τ p
k+1 − τ p

k )ψ3(ψ
−1
2 (V (p(τ p

k , a, τ p
0 ), τ p

k ))) ≥

−(τ p
k+1 − τ p

k )ψ3(d(p(τ p
k , a, τ p

0 ),M)) ≥
V (p(τ p

k+1, a, τ p
0 ), τ p

k+1) − V (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k ) = zp

k+1 − zp
k.

Se denotarmos ψ = ψ3 ◦ ψ−1
2 , a última desigualdade se torna

zp
k+1 − zp

k ≤ −(τ p
k+1 − τ p

k )ψ(zp
k).

Como {zp
k} é decrescente, para todo n ≤ k segue que

zp
n+1 − zp

n ≤ −ψ(zp
n)(τ p

n+1 − τ p
n) ≤ −ψ(zp

k)(τ
p
n+1 − τ p

n)

e então
zp

k+1 − zp
0 = (zp

k+1 − zp
k) + (zp

k − zp
k−1) + ... + (zp

1 − zp
0) ≤

−ψ(zp
k)(τ

p
k+1 − τ p

k ) − ψ(zp
k)(τ

p
k − τ p

k−1) − ... − ψ(zp
k)(τ

p
1 − τ p

0 ) =

−ψ(zp
k)

(
(τ p

k+1 − τ p
k ) + (τ p

k − τ p
k−1) + ... + (τ p

1 − τ p
0 )

)
=

−ψ(zp
k)(τ

p
k+1 − τ p

0 )

logo

ψ(zp
k) ≤

zp
0 − zp

k+1

τ p
k+1 − τ p

0

≤ zp
0

τ p
k+1 − τ p

0

. (3.1)

Considere um δ > 0 fixado. Dado ε > 0 escolha um τ = τ(ε) > 0 tal que

max{ψ−1
1 (ψ−1(

ψ2(δ)

τ
)), ψ−1

1 (h(ψ−1(
ψ2(δ)

τ
)))} < ε.
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Para qualquer a ∈ U ⊂ A tal que d(a,M) < δ e τ p
0 ∈ R+

0 , mostremos que d(p(t, a, τ p
0 ),M) < ε

quando t ≥ τ p
0 + τ .

Para todo t ≥ τ p
0 + τ , t deve pertencer à algum intervalo [τ p

k , τ p
k+1) para algum k, logo

τ p
k+1 − τ p

0 > τ . De (3.1) segue que

ψ(zp
k) ≤

zp
0

τ p
k+1 − τ p

0

=
V (p(τ p

0 , a, τ p
0 ), τ p

0 )

τ p
k+1 − τ p

0

=
V (a, τ p

0 )

τ p
k+1 − τ p

0

≤ V (a, τ p
0 )

τ
≤

ψ2(d(a,M))

τ
<

ψ2(δ)

τ
o que implica

zp
k = V (p(τ p

k , a, τ p
0 ), τ p

k ) < ψ−1(
ψ2(δ)

τ
) (3.2)

e
V (p(t, a, τ p

0 ), t) ≤ h(V (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k )) ≤ h(ψ−1(

ψ2(δ)

τ
)) (3.3)

se t ∈ (τ p
k , τ p

k+1). Quando t = τ p
k , de (3.2) temos

d(p(τ p
k , a, τ p

0 ),M) ≤ ψ−1
1 (V (p(τ p

k , a, τ p
0 ), τ p

k )) < ψ−1
1 (ψ−1(

ψ2(δ)

τ
)) < ε

e quando t ∈ (τ p
k , τ p

k+1), de (3.3) concluimos que

d(p(t, a, τ p
0 ),M) ≤ ψ−1

1 (V (p(t, a, τ p
0 ), t)) ≤ ψ−1

1 (h(ψ−1(
ψ2(δ)

τ
))) < ε.

Isto prova que (S, M) é uniformemente assintoticamente estável. �

Teorema 3.2 Seja {R+, (X, d),A, S, R+
0 } um sistema dinâmico descontínuo e seja M ⊂ A

fechado. Suponha que existe uma função V : U × R+ → R+ e constantes positivas c1, c2 e b

tais que
c1(d(x,M))b ≤ V (x, t) ≤ c2(d(x,M))b (3.4)

para todo x ∈ U e t ∈ R+.
(i) Para cada p(., a, τ p

0 ) ∈ S tal que a ∈ U = B(M ; r) ⊂ A, V (p(t, a, τ p
0 ), t) é contínua em

t ≥ τ p
0 exceto em um conjunto de descontinuidades EV (p) ⊂ Ep, sendo Ep = {τ p

0 , τ p
1 , ... : 0 ≤

τ p
0 < τ p

1 < ...} o conjunto ilimitado superiormente dos possíveis pontos de descontinuidade
de p(., a, τ p

0 ). Também, suponha exista uma função h ∈ C[R+, R+], com h(0) = 0, tal que

V (p(t, a, τ p
0 ), t) ≤ h(V (p(τ p

k , a, τ p
0 ), τ p

k )) (3.5)

para t ∈ (τ p
k , τ p

k+1), e para alguma constante positiva q, h satisfaz

lim
r→0+

h(r)

rq
= 0.
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(ii) Além disso, existe uma constante c3 > 0 tal que

DV (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k ) ≤ −c3

[
d(p(τ p

k , a, τ p
0 ),M)

]b

para todo k ∈ N quando a ∈ U , sendo DV (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k ) definido no Teorema anterior.

Então (S,M) é exponencialmente estável.

Prova. Dado a ∈ M ⊂ U , de (ii) temos DV (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k ) ≤ 0, logo {V (p(τ p

k , a, τ p
0 ), τ p

k )}
é decrescente, assim, do item (a) do Teorema anterior segue que (S,M) é invariante e uni-
formemente estável.
Para a ∈ U seja zp

k = V (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k ) e zp(t) = V (p(t, a, τ p

0 ), t). De (3.4) temos

d(p(τ p
k , a, τ p

0 ), M) ≥ (
zp

k/c2

)1/b

logo, de (ii) segue que

zp
k+1 − zp

k

τ p
k+1 − τ p

k

≤ −c3

[
d(p(τ p

k , a, τ p
0 ),M)

]b ≤ −c3

c2

zp
k

assim, se α = c3/c2 obtemos

zp
k+1 ≤

[
1 − α(τ p

k+1 − τ p
k )

]
zp

k. (3.6)

Se 1 − α(τ p
k+1 − τ p

k ) ≤ 0 é válido para algum k, segue que zp
k+1 ≤ 0 e então zp

k+1 = 0,
pois V (U × R+) ⊂ R+. Além disso, de (ii) temos que {zp

k} é decrescente e então zn =

V (p(τ p
n, a, τ p

0 ), τ p
n) = 0 para todo n > k . De (3.4) temos

d(p(τ p
n, a, τ p

0 ),M) ≤ (zn

c1

)1/b
= 0

logo d(p(τ p
n, a, τ p

0 ), M) = 0. Utilizando agora (3.5) segue que z(t) = V (p(t, a, τ p
0 ), t) ≤

h(zn) = 0, isto é, z(t) = 0 para todo t ∈ (τ p
n, τ p

n+1), então, usando novamente (3.4) obtemos

d(p(t, a, τ p
0 ),M) ≤ (z(t)

c1

)1/b
= 0.

Dessa forma, dado ε > 0 tome δ = ε, logo, para d(a,M) < δ e a ∈ U , fixando arbitrariamente
um α1 > 0 temos

d(p(t, a, τ p
0 ),M) = 0 < εe−α1(t−τp

0 )

para todo t ≥ τ p
k+1 . Se t = τ p

0 , para ε > 0 dado seja δ = ε tal que d(a, M) < δ , logo

d(p(τ p
0 , a, τ p

0 ),M) = d(a,M) < ε = εe−α1(τp
0−τp

0 ).
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Se t ∈ (τ p
0 , τ p

k+1), dado ε > 0 seja δ = ε , então, se d(p(t, a, τ p
0 ),M) = 0 temos

d(p(t, a, τ p
0 ),M) = 0 < εe−α1(t−τp

0 ).

No entanto, se d(p(t, a, τ p
0 ),M) �= 0, seja ε > 0 tal que d(p(t, a, τ p

0 ),M)/ε < 1 e tome um
α2 > 0 de modo que

α2 <
−1

t − τ p
0

ln

{
d(p(t, a, τ p

0 ),M)

ε

}
e então

d(p(t, a, τ p
0 ),M) < εe−α2(t−τp

0 )

quando d(a,M) < δ = ε. Portanto, dado ε > 0 tome δ = ε e então se β = min{α1, α2} segue
que

d(p(t, a, τ p
0 ),M) < εe−β(t−τp

0 )

quando d(a,M) < δ e t ≥ τ p
0 , isto é, (S,M) é exponencialmente estável.

Suponha agora que 1 − α(τ p
k+1 − τ p

k ) > 0 para todo k ≥ 0. Como e−αx ≥ 1 − αx, de (3.6)
temos

zp
k+1 ≤

[
1 − α(τ p

k+1 − τ p
k )

]
zp

k ≤ [
1 − α(τ p

k+1 − τ p
k )

][
1 − α(τ p

k − τ p
k−1)

]
zp

k−1 ≤ ..... ≤[
1 − α(τ p

k+1 − τ p
k )

][
1 − α(τ p

k − τ p
k−1)

]
...

[
1 − α(τ p

1 − τ p
0 )

]
zp
0 ≤

e−α(τp
k+1−τp

k )e−α(τp
k−τp

k−1)...e−α(τp
1−τp

0 )zp
0 = e−α(τp

k+1−τp
0 )zp

0

ou seja, zp
k+1 ≤ e−α(τp

k+1−τp
0 )zp

0 para todo k ≥ 0. Então, para todo k ≥ 1 temos

zp
k ≤ e−α(τp

k−τp
0 )zp

0 . (3.7)

Utilizando (3.4), para k ≥ 1 obtemos

d(p(τ p
k , a, τ p

0 ), M) ≤ (zp
k

c1

)1/b ≤ (zp
0

c1

)1/b
e−

α
b
(τp

k−τp
0 ) ≤ (c2

c1

)1/b
d(a,M)e−

α
b
(τp

k−τp
0 ).

Assim, dado ε > 0 seja δ1 = ε
(

c1
c2

)1/b tal que d(a,M) < δ1 e a ∈ U , logo

d(p(τ p
k , a, τ p

0 ),M) ≤ (c2

c1

)1/b
d(a,M)e−

α
b
(τp

k−τp
0 ) < εe−

α
b
(τp

k−τp
0 ) = εe−β1(τp

k−τp
0 )

para todo k ≥ 1. Se τ p
k = τ p

0 , para ε > 0 dado tome δ2 = ε de modo que d(a,M) < δ2 , então

d(p(τ p
0 , a, τ p

0 ),M) = d(a,M) < δ2 = ε = εe−β1(τp
0−τp

0 ).

Portanto, dado ε > 0, tome δ3 = min{δ1, δ2} e então

d(p(τ p
k , a, τ p

0 ),M) < εe−β1(τp
k−τp

0 )
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quando d(a,M) < δ3 e k ≥ 0.
Temos que h(s)/sq é contínua em (0, +∞), pois é um quociente de funções contínuas, além
disso lims→0+

h(s)
sq = 0. Considerando um δ > 0 fixado tal que d(a,M) < δ e a �∈ M , seja

sup
k∈N

{
c2

(
d(p(τ p

k , a, τ p
0 ),M)

)b
}

= θ > 0.

Dessa forma, se

Ψd(a,M) = sup
s∈

(
0,θ

]h(s)

sq

então h(s) ≤ sqΨd(a,M) para todo s ∈ [
0, θ

]
. Através de (3.4) sabemos que

zp
k ∈ [

0, c2

(
d(p(τ p

k , a, τ p
0 ),M)

)b] ⊂ [
0, θ

]
assim, para todo t ∈ (τ p

k , τ p
k+1) de (3.5) e de (3.7) temos que

zp(t) ≤ h(zp
k) ≤ (zp

k)
qΨd(a,M) ≤ Ψd(a,M)e

−αq(τp
k−τp

0 )(zp
0)

q =

Ψd(a,M)e
αq(t−τp

k )e−αq(t−τp
0 )(zp

0)
q ≤ Ψd(a,M)e

αq(τp
k+1−τp

k )e−αq(t−τp
0 )(zp

0)
q ≤

Ψd(a,M)e
αq(1/α)e−αq(t−τp

0 )(zp
0)

q = Ψd(a,M)e
qe−αq(t−τp

0 )(zp
0)

q.

Assim, se Ψd(a,M) = 0, dado ε > 0 seja δ4 = ε > 0 tal que d(a,M) < δ4 e a ∈ U , e então

zp(t) ≤ Ψd(a,M)e
qe−αq(t−τp

0 )(zp
0)

q = 0

para todo t ∈ (τ p
k , τ p

k+1), logo zp(t) = 0 e portanto

d(p(t, a, τ p
0 ),M) ≤

{
zp(t)

c1

}1/b

= 0 < εe−β1(t−τp
0 )

para todo t ∈ (τ p
k , τ p

k+1). Dessa forma, dado ε > 0 se tomarmos δ = min{δ3, δ4} segue que

d(p(t, a, τ p
0 ),M) < εe−β1(t−τp

0 )

para todo t ≥ τ p
0 quando d(a,M) < δ e então (S, M) seria exponencialmente estável.

Por outro lado, se Ψd(a,M) �= 0 dado ε > 0 seja δ5 = ε1/q

{{
c1

eqcq
2Ψd(a,M)

}1/b
}1/q

tal que

d(a,M) < δ5 e a ∈ U , então

d(p(t, a, τ p
0 ),M) ≤

{
zp(t)

c1

}1/b

≤
{

Ψd(a,M)e
qe−αq(t−τp

0 )(zp
0)

q

c1

}1/b

≤



Resultados para Sistemas Dinâmicos Descontínuos 27

{
Ψd(a,M)e

qe−αq(t−τp
0 )(c2)

q
(
d(a,M)

)bq

c1

}1/b

< εe−α q
b
(t−τp

0 ) = εe−β2(t−τp
0 )

para todo t ∈ (τ p
k , τ p

k+1). Portando, dado ε > 0 tomando δ = min{δ3, δ5} e β = min{β1, β2}
segue que

d(p(t, a, τ p
0 ),M) < εe−β(t−τp

0 )

para todo t ≥ τ p
0 quando d(a,M) < δ, isto é, (S, M) é exponencialmente estável. �

3.3 Teoremas de Recíproca

Em todos os Teoremas de Recíproca desta seção faremos as seguintes suposições para o
sistema dinâmico descontínuo {R+, X,A, S, R+

0 } considerado:
(i) R+

0 = R+;
(ii) para todo (a, t0) ∈ A× R+ existe um único p(., a, t0) ∈ S;
(iii) cada p(., a, τ p

0 ) ∈ S é contínua em [τ p
0 , +∞), exceto possivelmente em um conjunto

Ep = {τ p
0 , τ p

1 , ... : τ p
0 < τ p

1 < ...} ilimitado superiormente, sendo l = infk∈N{τ p
k+1 − τ p

k} > 0 e
L = supk∈N

{τ p
k+1 − τ p

k} < ∞.

3.3.1 Estabilidade uniforme

Teorema 3.3 Seja {R+, X,A, S, R+
0 } um sistema dinâmico descontínuo e M ⊂ A um con-

junto invariante fechado, sendo A = B(M ; r). Seja (S, M) uniformemente estável. Então,
existem abertos A1 e X1 de M tal que A1 ⊂ X1 ⊂ A e uma aplicação V : X1 × R+ → R+

que satisfaz:
(a)existem ψ1, ψ2 ∈ K tal que

ψ1(d(x,M)) ≤ V (x, t) ≤ ψ2(d(x,M))

para todo (x, t) ∈ X1 × R+.
(b) para cada p(., a, τ p

0 ) ∈ S, com a ∈ A1, V (p(t, a, τ p
0 ), t) é decrescente para t ≥ τ p

0 .

Prova. Como (S, M) é uniformemente estável, do Lema 2.1 existe φ ∈ K definida em [0, r0],
r0 > 0, tal que

d(p(t, a, τ p
0 ),M) ≤ φ(d(a,M)) (3.8)

para todo t ≥ τ p
0 quando d(a,M) < r0 .

Sendo A = B(M ; r) segue que X1 = {x ∈ A : d(x,M) < r0} também é um aberto de M .
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Assim, definimos V : X1 × R+ → R+ como

V (x, t) = sup
t′≥t

{d(p(t′, x, t),M)} .

Para todo (x, t) ∈ X1 × R+ temos

V (x, t) ≥ d(p(t, x, t),M) = d(x,M)

logo, tomando ψ1 ∈ K definida em R+ tal que ψ1(s) = s temos V (x, t) ≥ ψ1(d(x,M)). Além
disso, de (3.8) segue que

V (x, t) = sup
t′≥t

{d(p(t′, x, t),M)} ≤ sup
t′≥t

{φ(d(x,M))} = φ(d(x,M))

então, tomando ψ2 ∈ K definida como{
ψ2(t) = φ(t), t ∈ [0, r0]

ψ2(t) = ψ2(r0)
r0

t, t ≥ r0

o item (a) fica demonstrado.
Por outro lado, seja A1 = {a ∈ X1 : d(a,M) < φ−1(r0)} se φ−1(r0) < r0 e A1 = X1 se
r0 ≥ φ(r0).
Dado a ∈ A1, se φ−1(r0) < r0 temos que

d(p(t, a, τ p
0 ),M) ≤ φ(d(a,M)) < r0

e se r0 ≥ φ(r0) segue que

d(p(t, a, τ p
0 ),M) ≤ φ(d(a,M)) < φ(r0) ≤ r0

logo, se a ∈ A1 temos que p(t, a, τ p
0 ) ∈ X1 para todo t ≥ τ p

0 . Assim, se τ p
0 ∈ R+ e a ∈ A1,

para qualquer t2, t1 ∈ R+ tal que t2 ≥ t1 ≥ τ p
0 segue que

p(t′, p(t2, a, τ p
0 ), t2) = p(t′, p(t1, a, τ p

0 ), t1)

para todo t′ ≥ t2. Então

V (p(t2, a, τ p
0 ), t2) = sup

t′≥t2

{d(p(t′, p(t2, a, τ p
0 ), t2),M)} = sup

t′≥t2

{d(p(t′, p(t1, a, τ p
0 ), t1),M)} ≤

sup
t′≥t1

{d(p(t′, p(t1, a, τ p
0 ), t1),M)} = V (p(t1, a, τ p

0 ), t1)

e portanto V (p(t, a, τ p
0 ), t) é decrescente para todo a ∈ A1. �
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3.3.2 Estabilidade assintótica

Teorema 3.4 Seja {R+, (X, d),A, S, R+} um sistema dinâmico descontínuo e seja M ⊂ A
um conjunto invariante fechado, sendo A = B(M ; r). Suponha que (S,M) seja uniforme-
mente assintoticamente estável. Então, existem abertos A1 e X1 de M tal que A1 ⊂ X1 ⊂ A,
e uma aplicação V : X1 × R+ → R+ que satisfaz as seguintes condições:
(a) existem ψ1, ψ2 ∈ K tal que

ψ1(d(x,M)) ≤ V (x, t) ≤ ψ2(d(x,M))

para todo (x, t) ∈ X1 × R+.
(b) existe ψ3 ∈ K tal que para cada p(., a, τ p

0 ) ∈ S é válido

DV (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k ) ≤ −ψ3(d(p(τ p

k , a, τ p
0 ), M))

com a ∈ A1 e k ∈ N.
(c) existe uma função h ∈ C[R+, R+], com h(0) = 0, tal que

V (p(t, a, τ p
0 ), t) ≤ h(V (p(τ p

k , a, τ p
0 ), τ p

k ))

para cada p(., a, τ p
0 ) ∈ S, quando t ∈ (τ p

k , τ p
k+1), a ∈ A1 e τ p

0 ∈ R+.

Prova. Como (S, M) é uniformemente assintoticamente estável, (S, M) é uniformemente
estável, logo, do Teorema 3.3 existem abertos Ã1 e X̃1 de M tais que Ã1 ⊂ X̃1 ⊂ A e uma
aplicação Ṽ : X̃1 × R+ → R+ que satisfaz as seguintes condições:
(i) existem ψ̃1, ψ̃2 ∈ K tal que

ψ̃1(d(x,M)) ≤ Ṽ (x, t) ≤ ψ̃2(d(x,M))

para todo (x, t) ∈ X̃1 × R+.
(ii) para cada p(., a, τ p

0 ) ∈ S, com a ∈ Ã1, Ṽ (p(t, a, τ p
0 ), t) é decrescente para t ≥ τ p

0 .
De (i) e (ii) temos

ψ̃1(d(p(t, a, τ p
0 ),M)) ≤ Ṽ (p(t, a, τ p

0 ), t) ≤ Ṽ (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k ) ≤ ψ̃2(d(p(τ p

k , a, τ p
0 ),M))

o que implica em
d(p(t, a, τ p

0 ),M) ≤ ψ̃−1
1

[
ψ̃2(d(p(τ p

k , a, τ p
0 ),M))

]
(3.9)

para todo t ∈ [τ p
k , τ p

k+1) e a ∈ Ã1.
Do Lema 2.1, existe uma função ψ ∈ K definida em [0, h0], para algum h0 > 0, e uma função
σ ∈ L tal que

d(p(t, a, τ p
0 ),M) ≤ ψ(d(a,M))σ(t − τ p

0 ) (3.10)
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para todo p(., a, τ p
0 ) ∈ S e t ≥ τ p

0 , quando d(a,M) < h0.
Sendo Ã1 um aberto de M , segue que X1 = {x ∈ Ã1 : d(x,M) < h0} também é um aberto
de M . Seja também A1 = {a ∈ X1 : d(a,M) < ψ−1(h0)} se ψ−1(h0) < h0 e A1 = X1 se
ψ(h0) ≤ h0.
Como (S, M) é uniformemente estável, do Lema 2.1 existe φ ∈ K definida em [0, r0], r0 > 0,
tal que

d(p(t, a, τ p
0 ),M) ≤ φ(d(a,M))

para todo t ≥ τ p
0 quando d(a,M) < r0 e então os abertos Ã1 e X̃1 são definidos como

X̃1 = {x ∈ A : d(x,M) < r0} e Ã1 = {a ∈ X̃1 : d(a,M) < φ−1(r0)} se φ−1(r0) < r0 e
Ã1 = X̃1 se φ(r0) ≤ r0.
Dessa forma, considerando h0 tal que h0 ≤ min{φ−1(r0), (r0)}, dado a ∈ A1, se ψ−1(h0) < h0

temos que

d(p(t, a, τ p
0 ),M) ≤ ψ(d(a,M))σ(t − τ p

0 ) < h0σ(t − τ p
0 ) ≤ h0σ(0)

e se ψ(h0) ≤ h0 segue que

d(p(t, a, τ p
0 ),M) ≤ ψ(d(a,M))σ(t − τ p

0 ) <

ψ(h0)σ(t − τ p
0 ) ≤ h0σ(t − τ p

0 ) ≤ h0σ(0).

Logo, tomando σ de modo que σ(0) ≤ 1, se a ∈ A1 temos que p(t, a, τ p
0 ) ∈ X1 para todo

t ≥ τ p
0 .

Então, dado a ∈ A1, para τ p
0 ∈ R+ e qualquer t ∈ R+ tal que t ≥ τ p

0 segue que

p(t′, p(t, a, τ p
0 ), t) = p(t′, a, τ p

0 )

para todo t′ ≥ t.
Para cada (x, τ p

0 ) ∈ X1 × R+ defina V : X1 × R+ → R+ como

V (x, τ p
0 ) =

+∞∑
n=0

u(d(p(τ p
n, x, τ p

0 ),M)) (3.11)

sendo que u ∈ K será especificada no decorrer da demonstração.
Temos que V (x, τ p

0 ) ≥ u(d(p(τ p
0 , x, τ p

0 ), M)) = u(d(x,M)), logo, se definirmos ψ1 = u temos
V (x, τ p

0 ) ≥ ψ1(d(x,M)) para todo (x, τ p
0 ) ∈ X1 × R+.

Para a ∈ A1 seja p(., a, τ p
0 ) ∈ S e seu correspondente conjunto {τ p

1 , τ p
2 , ...} de descontinui-

dades. Denotando x̃ = p(τ p
k , a, τ p

0 ) ∈ X1 e τ̃ p
0 = τ p

k para algum k ≥ 1, existe uma única
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trajetória p̃(., x̃, τ̃ p
0 ) ∈ S contínua em t ≥ τ̃ p

0 exceto possivelmente em {τ̃ p
1 , τ̃ p

2 , ...}. Da pro-
priedade de unicidade segue τ̃ p

n = τ p
k+n para todo n ∈ N e então da definição da função V

temos

V (x̃, τ̃ p
0 ) =

+∞∑
n=0

u(d(p̃(τ̃ p
n, x̃, τ̃ p

0 ),M)) =
+∞∑
n=0

u(d(p̃(τ̃ p
n, p(τ p

k , a, τ p
0 ), τ̃ p

0 ),M)) =

+∞∑
n=0

u(d(p̃(τ p
k+n, p(τ p

k , a, τ p
0 ), τ p

k ),M)) =
+∞∑
n=0

u(d(p(τ p
k+n, a, τ p

0 ),M)) =

+∞∑
n=k

u(d(p(τ p
n, a, τ p

0 ), M))

isto é

V (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k ) =

+∞∑
n=k

u(d(p(τ p
n, a, τ p

0 ),M)) .

Logo, para a ∈ A1 ⊂ X1 tem-se

DV (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k ) =

[
V (p(τ p

k+1, a, τ p
0 ), τ p

k+1) − V (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k )

]
/(τ p

k+1 − τ p
k ) =

[ +∞∑
n=k+1

u(d(p(τ p
n, a, τ p

0 ),M)) −
+∞∑
n=k

u(d(p(τ p
n, a, τ p

0 ),M))
]
/(τ p

k+1 − τ p
k ) =

−u(d(p(τ p
k , a, τ p

0 ),M))/(τ p
k+1 − τ p

k )

para k = 0, 1, 2, ... . Como τ p
k+1 − τ p

k ≤ L, segue que

DV (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k ) ≤ −u(d(p(τ p

k , a, τ p
0 ),M))/L = −ψ3(d(p(τ p

k , a, τ p
0 ),M))

sendo ψ3 ∈ K definida como ψ3(s) = u(s)/L, s ∈ [0, h0].
A seguir mostramos como escolher u ∈ K de modo que a série em (3.11) seja convergente.
De (3.10), para qualquer (x, τ p

0 ) ∈ X1 × R+ tem-se

u(d(p(t, x, τ p
0 ),M)) ≤ u(ψ(d(x,M))σ(t − τ p

0 )) ≤

[u(ψ(d(x,M))σ(0))]1/2[u(ψ(h0)σ(t − τ p
0 ))]1/2. (3.12)

Definindo β : [0, +∞) → R+ como β(r) = ψ(h0)σ(r) segue que β ∈ L. Logo, do Lema 1.2
existe α ∈ K definida em [0, β(0)] de modo que

∑+∞
i=0 α(β(τ p

i+1 − τ p
0 )) < +∞.

Se definirmos u ∈ K como {
u(t) = [α(t)]2, t ∈ [0, β(0)]

u(t) = u(β(0))
β(0)

t, t ≥ β(0)
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segue que
[u(ψ(h0)σ(t − τ p

0 ))]1/2 = α(ψ(h0)σ(t − τ p
0 )) = α(β(t − τ p

0 )). (3.13)

Então, de (3.11)-(3.13) e do Lema 1.2 conluimos que

V (x, τ p
0 ) =

+∞∑
i=0

u(d(p(τ p
i , x, τ p

0 ),M)) ≤

+∞∑
i=0

[u(ψ(d(x,M))σ(0))]1/2[u(ψ(h0)σ(τ p
i − τ p

0 ))]1/2 =

[u(ψ(d(x,M))σ(0))]1/2

+∞∑
i=0

α(β(τ p
i − τ p

0 )) ≤ [u(ψ(d(x,M))σ(0))]1/2[1 + 1/(1 − e−l)].

Definindo ψ2 ∈ K como{
ψ2(t) = [u(ψ(t)σ(0))]1/2[1 + 1/(1 − e−l)], t ∈ [0, h0]

ψ2(t) = ψ2(h0)
h0

t, t ≥ h0

temos V (x, τ p
0 ) ≤ ψ2(d(x,M)) e provamos as partes (a) e (b) do Teorema.

Provemos agora a parte (c). Dado a ∈ A1 ⊂ Ã1 a relação (3.9) é satisfeita, então para
t ∈ (τ p

k , τ p
k+1) temos

V (p(t, a, τ p
0 ), t) ≤ ψ2(d(p(t, a, τ p

0 ),M)) ≤ (ψ2 ◦ ψ̃−1
1 ◦ ψ̃2)(d(p(τ p

k , a, τ p
0 ),M)). (3.14)

Por outro lado, como V (x, τ p
0 ) ≥ ψ1(d(x,M)) para todo (x, τ p

0 ) ∈ X1 × R+, segue que

V (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k ) ≥ ψ1(d(p(τ p

k , a, τ p
0 ),M))

o que implica em
(ψ−1

1 ◦ V )(p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k ) ≥ d(p(τ p

k , a, τ p
0 ),M). (3.15)

De (3.14) e (3.15) obtemos

V (p(t, a, τ p
0 ), t) ≤ (ψ2 ◦ ψ̃−1

1 ◦ ψ̃2 ◦ ψ−1
1 )(V (p(τ p

k , a, τ p
0 ), τ p

k ))

para todo t ∈ (τ p
k , τ p

k+1), k ∈ N e (a, τ p
0 ) ∈ A1 × R+ . Se definirmos h ∈ C[R+, R+] como

h(s) = (ψ2 ◦ ψ̃−1
1 ◦ ψ̃2 ◦ ψ−1

1 )(s) temos que h(0) = 0 e

V (p(t, a, τ p
0 ), t) ≤ h(V (p(τ p

k , a, τ p
0 ), τ p

k ))

e concluimos a demonstração. �
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3.3.3 Estabilidade exponencial

Teorema 3.5 Seja {R+, (X, d),A, S, R+
0 } um sistema dinâmico descontínuo e seja M ⊂ A

um conjunto invariante fechado, sendo A = B(M ; r). Suponha que (S, M) seja exponencial-
mente estável. Então, existem abertos A1 e X1 de M tal que A1 ⊂ X1 ⊂ A, e uma aplicação
V : X1 × R+ → R+ que satisfaz as seguintes condições:
(a) existem ψ1, ψ2 ∈ K tal que

ψ1(d(x,M)) ≤ V (x, t) ≤ ψ2(d(x,M))

para todo (x, t) ∈ X1 × R+;
(b) existe uma constante c > 0 de modo que

DV (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k ) ≤ −c.d(p(τ p

k , a, τ p
0 ),M)

para k ∈ N e a ∈ A1 ;
(c) existe uma função h ∈ C[R+, R+], com h(0) = 0 e limθ→0+

h(θ)
θq = 0 para alguma constante

q > 0, satisfazendo
V (p(t, a, τ p

0 ), t) ≤ h(V (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k ))

para t ∈ (τ p
k , τ p

k+1), a ∈ A1 e τ p
0 ∈ R+.

Prova. Como (S, M) é exponencialmente estável, do Lema 2.1 existe uma função ψ2 ∈ K

definida em [0, r0] e uma constante α > 0 tal que

d(p(t, a, τ p
0 ),M) ≤ ψ2(d(a,M))e−α(t−τp

0 ) (3.16)

para todo t ≥ τ p
0 , quando d(a,M) < r0. Seja X1 = {x ∈ A : d(x, M) < r0} e seja

A1 = {a ∈ X1 : d(a,M) < ψ−1
2 (r0)} se ψ−1

2 (r0) < r0 e A1 = X1 se ψ2(r0) ≤ r0.
Para (x, t) ∈ X1 × R+, defina

V (x, t) = sup
t′≥t

{d(p(t′, x, t), M).eα(t′−t)}.

Assim, temos que V (x, t) ≥ d(p(t, x, t),M) = d(x,M), logo, tomando ψ1 ∈ K definida em
[0, r0] tal que ψ1(s) = s temos V (x, t) ≥ ψ1(d(x,M)). Além disso, de (3.16) segue que

V (x, t) = sup
t′≥t

{d(p(t′, x, t),M).eα(t′−t)} ≤

sup
t′≥t

{ψ2(d(x,M)).e−α(t′−t).eα(t′−t)} = ψ2(d(x,M))
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e o item (a) fica demonstrado.
Dado a ∈ A1, se ψ−1

2 (r0) < r0 temos que

d(p(t, a, τ p
0 ), M) ≤ ψ2(d(a,M))e−α(t−τp

0 ) < r0e
−α(t−τp

0 ) ≤ r0

e se ψ2(r0) ≤ r0 obtemos

d(p(t, a, τ p
0 ),M) ≤ ψ2(d(a,M))e−α(t−τp

0 ) < ψ2(r0)e
−α(t−τp

0 ) ≤ r0e
−α(t−τp

0 ) ≤ r0.

Logo, se a ∈ A1 temos que p(t, a, τ p
0 ) ∈ X1 para todo t ≥ τ p

0 . Dessa forma, se a ∈ A1 e
t ≥ τ p

0 ∈ R+, temos

V (p(t, a, τ p
0 ), t) = sup

t′≥t
{d(p(t′, p(t, a, τ p

0 ), t),M).eα(t′−t)} =

sup
t′≥t

{d(p(t′, a, τ p
0 ),M).eα(t′−t)} (3.17)

e então
V (p(τ p

k+1, a, τ p
0 ), τ p

k+1) = sup
t′≥τp

k+1

{d(p(t′, a, τ p
0 ),M)eα(t′−τp

k+1)} =

sup
t′≥τp

k+1

{d(p(t′, a, τ p
0 ), M)eα(t′−τp

k )e−α(τp
k+1−τp

k )} =

e−α(τp
k+1−τp

k ) sup
t′≥τp

k+1

{d(p(t′, a, τ p
0 ),M)eα(t′−τp

k )} ≤ e−αl sup
t′≥τp

k+1

{d(p(t′, a, τ p
0 ),M)eα(t′−τp

k )} ≤

e−αl sup
t′≥τp

k

{d(p(t′, a, τ p
0 ), M)eα(t′−τp

k )} = e−αlV (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k ).

Colocando c = (1/L)(1 − e−αl), obtemos

DV (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k ) =

V (p(τ p
k+1, a, τ p

0 ), τ p
k+1) − V (p(τ p

k , a, τ p
0 ), τ p

k )

τ p
k+1 − τ p

k

≤

− 1

τ p
k+1 − τ p

k

(
1 − e−αl

)
V (p(τ p

k , a, τ p
0 ), τ p

k ) ≤

− 1

L

(
1 − e−αl

)
V (p(τ p

k , a, τ p
0 ), τ p

k ) ≤ − 1

L

(
1 − e−αl

)
d(p(τ p

k , a, τ p
0 ),M) =

−c.d(p(τ p
k , a, τ p

0 ),M)

e provamos o item (b). De (3.17), para cada a ∈ A1, τ p
0 ∈ R+ e t ∈ (τ p

k , τ p
k+1) temos

V (p(t, a, τ p
0 ), t) = sup

t′≥t
{d(p(t′, a, τ p

0 ), M)eα(t′−t)} =

sup
t′≥t

{d(p(t′, a, τ p
0 ),M)eα(t′−τp

k )e−α(t−τp
k )} ≤
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sup
t′≥t

{d(p(t′, a, τ p
0 ),M)eα(t′−τp

k )} ≤ sup
t′≥τp

k

{d(p(t′, a, τ p
0 ),M)eα(t′−τp

k )} = V (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k ).

Assim, se h ∈ C[R+, R+] é tal que h(r) = r e q = 1
2
, temos que limθ→0+

h(θ)
θq = θ

θ1/2 = 0 e

V (p(t, a, τ p
0 ), t) ≤ V (p(τ p

k , a, τ p
0 ), τ p

k ) = h(V (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k ))

e então o item (c) também é demonstrado. �

3.4 Instabilidade

Teorema 3.6 Seja {R+, (X, d),A, S, R+
0 } um sistema dinâmico descontínuo e M ⊂ A um

conjunto fechado invariante. Suponha que existe uma função V : X×R+ → R e uma função
φ ∈ KR tal que

φ(d(x,M)) ≥ V (x, t)

para todo x ∈ X e t ∈ R+.
(a) Suponha que para todo p(., a, τ p

0 ) ∈ S, V (p(t, a, τ p
0 ), t) é contínua em t ∈ [τ p

0 , +∞) exceto
em um conjunto de descontinuidades EV (p) ⊂ Ep, sendo Ep = {τ p

0 , τ p
1 , ... : 0 ≤ τ p

0 < τ p
1 < ...}

o conjunto ilimitado superiormente dos possíveis pontos de descontinuidade de p(., a, τ p
0 ).

Também, suponha que inf
k∈N

{τ p
k+1 − τ p

k} = β > 0 e que exista uma função ψ ∈ K definida em

R+ tal que
DV (p(τ p

k , a, τ p
0 ), τ p

k ) ≥ ψ(d(p(τ p
k , a, τ p

0 ), M))

para todo k ∈ N e a ∈ U = B(M ; r).
(b) Para a sequência de abertos {Uk = B(M ; 1/k)}k≥1, com Uk ⊂ U para todo k ≥ 1,
suponha que exista pelo menos um xk ∈ Uk de modo que V (xk, τ

p
0 ) > 0.

Então (S,M) é instável.

Prova. Para cada δ > 0 e τ p
0 ∈ R+

0 seja k ≥ 1 tal que δ ≥ 1/k e 1/k = max{1/n : δ ≥ 1/n},
logo, da suposição (b) existe a = aδ ∈ Uk de modo que d(a,M) < δ e V (a, τ p

0 ) > 0. Também,
sendo ψ(s) ≥ 0, s ∈ R+, de (a) temos[

V (p(τ p
k+1, a, τ p

0 ), τ p
k+1) − V (p(τ p

k , a, τ p
0 ), τ p

k )
]

τ p
k+1 − τ p

k

≥ 0

logo
V (p(τ p

k+1, a, τ p
0 ), τ p

k+1) ≥ V (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k )

isto é, {V (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k )}k∈N é crescente.

Além disso, para k ≥ 1 segue que

V (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k ) ≥ V (p(τ p

k−1, a, τ p
0 ), τ p

k−1) + (τ p
k − τ p

k−1)ψ(d(p(τ p
k−1, a, τ p

0 ),M)) ≥
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V (p(τ p
k−1, a, τ p

0 ), τ p
k−1) + (τ p

k − τ p
k−1)ψ(φ−1(V (p(τ p

k−1, a, τ p
0 ), τ p

k−1))) ≥
V (p(τ p

0 , a, τ p
0 ), τ p

0 ) + (τ p
k − τ p

k−1)ψ(φ−1(V (p(τ p
0 , a, τ p

0 ), τ p
0 ))) =

V (a, τ p
0 ) + (τ p

k − τ p
k−1)ψ(φ−1(V (a, τ p

0 ))) > (τ p
k − τ p

k−1)ψ(φ−1(V (a, τ p
0 ))) ≥ βψ(φ−1(V (a, τ p

0 ))).

Dessa forma, sendo

d(p(τ p
k , a, τ p

0 ),M) ≥ φ−1(V (p(τ p
k , a, τ p

0 ), τ p
k )) ≥ φ−1(βψ(φ−1(V (a, τ p

0 )))) > 0

tome ε0 = φ−1(βψ(φ−1(V (a, τ p
0 )))) e então para τ p

k ∈ R+
a,τp

0
temos d(p(τ p

k , a, τ p
0 ),M) ≥ ε0, isto

é, (S, M) é instável. �



Capítulo 4

Aplicações

4.1 Introdução

No presente capítulo aplicamos os resultados da seção 3.2 em três casos específicos.
Dessa forma, com base nas referências [10] e [15] na seção 4.2 introduzimos os conceitos

e resultados para sistemas determinados por equações diferenciais funcionais retardadas .
Agora, os resultados para os sistemas determinados por equações diferenciais ordinárias

da seção 4.3 podem ser achados em [10].
Quanto ao resultado básico de existência e unicidade de solução para equações integrais

de Volterra de segunda espécie da seção 4.4, este pode ser achado em [16]. Já o resultado
de estabilidade de sistemas determinados por equações integrais de Volterra é estabelecido
com base no resultado para os sistemas determinados por equações diferenciais funcionais
retardadas.

4.2 Sistemas com Retardamento

Suponha que Cn
r denota o conjunto C[[−r, 0], Rn], com norma definida por

‖φ‖Cn
r

= ‖φ‖ = max{‖φ(t)‖ : −r ≤ t ≤ 0}, φ ∈ Cn
r

e métrica d induzida por esta norma. Para x ∈ C[[t0 − r, t0 + tf ), R
n], defina xt ∈ Cn

r para
t ∈ [t0, t0 + tf ), tf > 0, através da relação xt(s) = x(t + s), −r ≤ s ≤ 0.

Definição 4.1 Se IΩ × Ω ⊂ R × Cn
r , F : IΩ × Ω → Rn é uma função dada e “.” representa

a derivada à direita, dizemos que a relação

ẋ(t) = F (t, xt) (4.1)

37
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é uma equação diferencial funcional retardada com atraso r em IΩ × Ω.

Uma função x é uma solução da equação (4.1) em [t0−r, t0 + tf ) se x ∈ C[[t0−r, t0 + tf ), R
n],

(t, xt) ∈ IΩ × Ω e x(t) satisfaz a equação (4.1) para t ∈ [t0, t0 + tf ).
Dado (t0, ψ) ∈ IΩ × Ω, associado com a equação (4.1) temos o problema de valor inicial{

ẋ(t) = F (t, xt)

xt0 = ψ
(4.2)

sendo t ≥ t0 .

Lema 4.1 Se para (4.1) a função F : IΩ × Ω → Rn é contínua, então o problema (4.2) é
equivalente a {

x(t) = ψ(t − t0), t ∈ [t0 − r, t0]

x(t) = ψ(0) +
∫ t

t0
F (s, xs)ds, t > t0 .

Denotaremos uma solução contínua de (4.2) sobre um intervalo [t0, t0 + tf ), tf > 0, por
x(t, ψ, t0), ou equivalentemente, por xt(ψ, t0) ∈ Cn

r .

Lema 4.2 Se x ∈ C[[t0 − r, t0 + tf ], R
n], então xt é uma função contínua de t no intervalo

t ∈ [t0, t0 + tf ].

Teorema 4.1 Se F : IΩ×Ω → Rn é contínua em um conjunto aberto conexo IΩ×Ω ⊂ R×Cn
r

e para cada conjunto compacto K ⊂ IΩ × Ω, F satisfaz a condição de Lipschitz em relação
a segunda variável

‖F (t, x) − F (t, y)‖ ≤ LK‖x − y‖Cn
r

para todo (t, x), (t, y) ∈ K, sendo LK uma constante que depende apenas de K, ‖.‖ é uma
norma em Rn e ‖.‖Cn

r
é a norma definida em Cn

r .
Então para qualquer (t0, ψ) ∈ IΩ × Ω, existe uma única solução x(t, ψ, t0) de (4.2) contínua
em seu domínio máximo de existência t ∈ [t0, t0 + ω+(t0, ψ0)) , tal que xt0(ψ, t0) = ψ.

Corolário 4.1 Nas condições do Teorema anterior, se F (t, 0) = 0 então x(t, 0, t0) = 0 para
todo t ≥ t0 e t ∈ IΩ.

Exemplo 4.1.1 Se em (4.2) tivermos F (t, φ) = Aφ(0) + Bφ(−r) + u(t), sendo A,B ∈ Rnxn

e u ∈ C[R, Rn], obtemos {
ẋ(t) = Ax(t) + Bx(t − r) + u(t)

xt0 = ψ
(4.3)

para t ≥ t0.
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Teorema 4.2 Dada a função ψ ∈ Cn
r , existe uma única solução x(t, ψ, t0) contínua de (4.3)

definida em todo t ∈ [t0, +∞) tal que xt0(ψ, t0) = ψ. Além disso

x(t) = eA(t−t0)ψ(0) +

∫ t

t0

eA(t−s)[Bx(s − r) + u(s)]ds, t ≥ t0 .

Assim, supondo que R+ � IΩ, A ⊂ Cn
r é o conjunto dos estados iniciais ψ tal que 0 ∈ A,

R+
0 ⊂ R+ é o conjunto dos instantes iniciais t0 e S(4.3) = {x(.)(ψ, t0) : [t0, +∞) → Cn

r }, sendo
x(t, ψ, t0) as soluções de (4.3) para toda ψ ∈ A e todo t0 ∈ R+

0 , obtemos o sistema dinâmico
contínuo {R+, Cn

r ,A, S(4.3), R
+
0 }.

4.2.1 Sistema dinâmico descontínuo

Consideramos agora a seguinte família de problemas de valores iniciais de equações diferen-
ciais funcionais retardadas⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
ẋ(k)(t) = Fk(t, x

(k)
t ), t ∈ [τk, τk+1)

x
(k+1)
τk+1 = gk(x

(k)

τ−
k+1

)

x
(0)
τ0 = ψ0

(4.4)

sendo gk : Cn
r → Cn

r , Fk ∈ C[IΩ × Cn
r , Rn] e para cada τ0 ∈ R+

0 ⊂ R+ um conjunto
{τ1, ..., τk, .... : t0 = τ0 < τ1 < ... < τk < ...} ⊂ R+ é fixado. Também, suponha que
IΩ ⊃ [−r, +∞) e para cada k se tenha τk < τk+1 − r, sendo r o atraso das equações
ẋ(t) = Fk(t, xt) .
Se IΩ×Cn

r ⊂ R×Cn
r é um conjunto aberto conexo tal que Fk satisfaz a condição de Lipschitz

em relação a segunda variável para cada conjunto compacto Ck ⊂ IΩ×Cn
r , segue do Teorema

4.1 que para qualquer (τk, ψk) ∈ IΩ×Cn
r existe uma única solução x(k)(t, ψk, τk) contínua em

[τk, τk+1) tal que x
(k)
τk (ψk, τk) = ψk.

Dessa forma, seja A ⊂ Cn
r o conjunto dos estados iniciais ψ0 tal que 0 ∈ A, R+

0 ⊂ R+ o
conjunto dos instantes iniciais t0 e S(4.4) = {φ(.)(ψ0, t0) : [t0, +∞) → Cn

r } para toda ψ0 ∈ A
e todo t0 ∈ R+

0 , sendo φt(ψ0, t0) = x
(k)
t (ψk, τk), t ∈ [τk, τk+1), k ∈ N. Suponha também que

gk(x
(k)

τ−
k+1

) = x(k+1)
τk+1

(ψk+1, τk+1) �= x
(k)

τ−
k+1

(ψk, τk)

para pelo menos um k ∈ N e alguma ψ0 �= 0, logo a trajetória φ(.)(ψ0, t0) é descontínua
em τk+1 com relação à métrica d de Cn

r . Então obtemos o sistema dinâmico descontínuo
{R+, Cn

r ,A, S(4.4), R
+
0 }, sendo {τk+1(t0) : k ∈ N} o conjunto de possíveis pontos de desconti-

nuidade das trajetórias φ(.)(ψ0, t0) ∈ S(4.4) com relação à métrica d.



Aplicações 40

Observe que S(4.4) é um sistema dinâmico de dimensão infinita, visto que Cn
r possui dimensão

infinita.
Observação. Se Fk(t, 0) = 0 e gk(0) = 0 então (S(4.4), {0}) é invariante.
Exemplo 4.1.2 Considere o seguinte sistema de controle com atrasos⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
ẋ(k)(t) = Akx

(k)(t) + Bkx
(k)(t − r) + Ckū

(k)(t) , t ∈ [τk, τk+1)

x
(k+1)
τk+1 = gk(x

(k)

τ−
k+1

) , u(τk+1) = Dku(τk) + Ekx
(k)(τ−

k+1)

x
(0)
τ0 = ψ0 , u(τ0) = u0

(4.5)

sendo x(t) ∈ Rn, ū(t) ∈ Rm, Ak, Bk ∈ Rnxn, Ck ∈ Rnxm, Dk ∈ Rmxm e Ek ∈ Rmxn. Também,
para cada τ0 ∈ R+

0 fixe um conjunto {τ1, τ2, ... : t0 = τ0 < τ1 < τ2 < ...} de modo que
τk+1 − r > τk para todo k ∈ N, além disso, seja

ū(k)(t) = u(τk) , t ∈ [τk, τk+1)

e
ū(k+1)(τk+1 + s) = Dkū

(k)(τ−
k+1 + s) + Ekx

(k)(τ−
k+1 + s), s ∈ [−r, 0].

Seja também gk : Cn
r → Cn

r tal que para y ∈ Cn
r tem-se gk(y)(s) = Gk.y(s), s ∈ [−r, 0],

sendo Gk ∈ Rnxn.
Do Teorema 4.2 , para cada ψk ∈ Cn

r existe uma única solução x(k)(t, ψk, τk) contínua em
t ≥ τk tal que x

(k)
τk (ψk, τk) = ψk.

Assim, seja A ⊂ Cn
r o conjunto dos estados iniciais ψ0 tal que 0 ∈ A e R+

0 ⊂ R o conjunto
dos instantes iniciais t0, logo, para cada ψ0 ∈ A e t0 ∈ R+

0 existe uma única aplicação
φ(.)(ψ0, t0) : [t0, +∞) → Cn

r tal que φt(ψ0, t0) = x
(k)
t (ψk, τk), t ∈ [τk, τk+1) .

Seja agora U ⊂ Cm
r o conjunto das funções de controle u(0) tal que 0 ∈ U e u(0)(s) =

ū(0)(t0 + s), s ∈ [−r, 0], e defina as trajetórias p como⎧⎪⎨
⎪⎩

p(t, a, t0) = [φ(t, ψ0, t0)
T , ū(k)(t)T ]T ∈ Rn+m , t ∈ [τk, τk+1)

pt0(a, t0) = a =

(
φt0(ψ0, t0)

ū
(0)
t0

)
=

(
ψ0

u(0)

)
∈ Cn+m

r .

Assim, seja A× U o conjunto dos estados iniciais a =

(
ψ0

u(0)

)
∈ Cn+m

r , S(4.5) o conjunto

das trajetórias p(.)(a, t0) =

(
φ(.)(ψ0, t0)

ū
(k)
(.)

)
∈ Cn+m

r , t ∈ [τk, τk+1), para todo a ∈ A × U e

t0 ∈ R+
0 . Dessa forma, para s ∈ [−r, 0] temos

pτk+1
(a, t0)(s) =

(
φτk+1

(ψ0, t0)(s)

ū
(k+1)
τk+1 (s)

)
=

(
x

(k+1)
τk+1 (s)

ū
(k+1)
τk+1 (s)

)
=

(
x(k+1)(τk+1 + s)

ū(k+1)(τk+1 + s)

)
=
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(
Gkx

(k)(τ−
k+1 + s)

Dkū
(k)(τ−

k+1 + s) + Ekx
(k)(τ−

k+1 + s)

)
=

(
Gk 0

Ek Dk

)
.

(
x(k)(τ−

k+1 + s)

ū(k)(τ−
k+1 + s)

)
=

(
Gk 0

Ek Dk

)
.

⎛
⎝ x

(k)

τ−
k+1

(s)

ū
(k)

τ−
k+1

(s)

⎞
⎠ =

(
Gk 0

Ek Dk

)
.

⎛
⎝ φτ−

k+1
(ψ0, t0)(s)

ū
(k)

τ−
k+1

(s)

⎞
⎠ = Hk pτ−

k+1
(a, t0)(s)

Considere agora hk : Cn+m
r → Cn+m

r tal que hk(z)(s) = Hkz(s), s ∈ [−r, 0]. Então, suponha
que para pelo menos um k ≥ 0 se tenha

pτk+1
(a, t0) = hk(pτ−

k+1
(a, t0)) �= pτ−

k+1
(a, t0)

para algum a �= 0, logo p(.)(a, t0) é descontínua no ponto τk+1 em relação a métrica de
Cn+m

r e portanto obtemos o sistema dinâmico descontínuo {R+, Cn+m
r ,A × U , S(4.5), R

+
0 },

sendo {τk+1(t0) : k ∈ N} o conjunto dos possíveis pontos de descontinuidade das trajetórias
p(.)(a, t0) ∈ S(4.5).
Observação Temos que (S(4.5), {0}) é invariante. De fato:

Se a =

(
ψ0

u(0)

)
= 0 ∈ Cn+m

r , para t ∈ [t0, τ1) temos ū(0)(t) = u(t0) = u(0)(0) = 0 e

ū(0)(t0 + s) = u(0)(s) = 0, s ∈ [−r, 0], logo ū
(0)
t = 0.

Além disso, sendo x(t0 + s) = ψ0(s) = 0, s ∈ [−r, 0], para t ∈ [t0, τ1) temos

x(t) = eA0(t−t0)x(t0) +

∫ t

t0

eA0(t−s)
[
B0x(s − r) + C0ū

(0)(s)
]
ds =

∫ t

t0

eA0(t−s)B0x(s − r)ds.

Para s ∈ [t0, t0 +r] temos que x(s−r) = ψ0(s− t0−r) = 0, logo x(t) = 0 para t ∈ [t0, t0 + r],
isto é, xt = 0 . Sendo τ1 > t0 + r, tome n ∈ N tal que t0 + nr ≥ τ1, então, repetindo o
raciocínio anterior para s ∈ [t0 + (i − 1)r, t0 + ir], i = 2, ..., n, como x(s − r) = 0 segue que
x(t) = 0 para t ∈ [t0 + (i − 1)r, t0 + ir], ou seja, xt = 0 .

Dessa forma p(t, a, t0) =

(
x(0)(t)

ū(0)(t)

)
= 0 para t ∈ [t0, τ1) e pt0(a, t0) = a = 0, segue então

que pt(a, t0) = 0 . Suponha agora que p(t, a, t0) =

(
x(k)(t)

ū(k)(t)

)
= 0 para t ∈ [τk, τk+1) e

pτk
(a, t0) =

(
x

(k)
τk

ū
(k)
τk

)
= 0 e mostremos que pt(a, t0) = 0 para t ∈ [τk+1, τk+2).

Tomando t ∈ [τk+1, τk+2) temos ū(k+1)(t) = u(τk+1) = Dku(τk) + Ekx
(k)(τ−

k+1) = 0 e

ū(k+1)(τk+1 + s) = Dkū
(k)(τ−

k+1 + s) + Ekx
(k)(τ−

k+1 + s) =
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Dku(τk) + Ekx
(k)(τ−

k+1 + s) = 0, s ∈ [−r, 0],

então ū
(k+1)
t = 0. Além disso

x(t) = eAk+1(t−τk+1)x(τk+1) +

∫ t

τk+1

eAk+1(t−s)
[
Bk+1x(s − r) + Ck+1ū

(k+1)(s)
]
ds

e sendo x(k+1)(τk+1 + s) = Gkx
(k)(τ−

k+1 + s) = 0, s ∈ [−r, 0], segue que

x(t) =

∫ t

τk+1

eAk+1(t−s)Bk+1x(s − r)ds.

Temos também que x(s − r) = 0 para s ∈ [τk+1, τk+1 + r] e de modo análogo ao caso
s ∈ [t0, t0 + r] podemos concluir que x(t) = 0 para t ∈ [τk+1, τk+2). Então pt(a, t0) = 0

no intervalo [τk+1, τk+2) e por indução segue que pt(a, t0) = 0 para todo t ≥ t0, ou seja,
(S(4.5), {0}) é invariante.

4.2.2 Análise de estabilidade

Para o sistema S(4.4) suponha que as funções Fk ∈ C[IΩ × Cn
r , Rn] são tais que Fk(t, xt) ≡

Fk(xt), logo, (4.4) toma a forma⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ẋ(k)(t) = Fk(x
(k)
t ), t ∈ [τk, τk+1)

x
(k+1)
τk+1 = gk(x

(k)

τ−
k+1

)

x
(0)
τ0 = ψ0.

(4.6)

Dessa forma, denotaremos as trajetórias do sistema assim obtido por S(4.6) ao invés de S(4.4).
Suponha que para todo k ∈ N as funções Fk satisfazem a condição de Lipschitz

‖Fk(ξ) − Fk(η)‖ ≤ Ck‖ξ − η‖

para todo ξ, η ∈ Cn
r , logo, obtemos a seguinte limitação superior

‖x(k)
t (ψk, τk)‖ ≤ eCk(t−τk)‖ψk‖ (4.7)

para todo t ∈ [τk, τk+1) e ψk ∈ Cn
r . Suporemos que

sup
k∈N

Ck = C < +∞. (4.8)

Também, para cada k ∈ N seja
‖gk(η)‖ ≤ γk‖η‖ (4.9)
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para todo η ∈ Cn
r , sendo

sup
k∈N

γk = Γ < +∞. (4.10)

Além disso, colocando τk+1 − τk = λk, suponha que

inf
k∈N

λk = λ ≥ r, sup
k∈N

λk = Λ < +∞. (4.11)

Teorema 4.3 Sejam Ck, γk, λk, C, Γ e Λ os parâmetros enumerados acima de (4.7) a (4.11).
(a) Se para todo k ∈ N, γke

Ckλk ≤ 1, então (S(4.6), {0}) é invariante e uniformemente estável.
(b) Se para todo k ∈ N, γke

Ckλk ≤ α < 1, então:
(i) (S(4.6), {0}) é uniformemente assintoticamente estável;
(ii) (S(4.6), {0}) é exponencialmente estável.

Prova. (a) Seja a função V : Cn
r ×R+ → R+ definida como V (ψ, t) = ‖ψ‖, ψ ∈ Cn

r , t ∈ R+.
Logo, considerando as trajetórias φ(.)(ψ0, t0) ∈ S(4.6), temos

V (φt(ψ0, t0), t) = ‖φt(ψ0, t0)‖ = ‖x(k)
t (ψk, τk)‖ , t ∈ [τk, τk+1) .

Tomando as funções ψ1, ψ2 ∈ KR tal que ψ1(s) = s/2 e ψ2(s) = 2s, s ∈ R+, temos

ψ1(‖x‖) ≤ V (x, t) ≤ ψ2(‖x‖)

para todo x ∈ Cn
r e t ∈ R+. Também, se φ(.)(ψ0, t0) ∈ S(4.6) temos V (φt(ψ0, t0), t) =

‖φt(ψ0, t0)‖ e então da Proposição 1.1 temos que V (φt(ψ0, t0), t) é contínua em [t0, +∞)

exceto possivelmente em um subconjunto EV (φ) ⊂ Eφ = {t0 < τ1 < τ2 < ...} do conjunto das
descontinuidades de φ(.)(ψ0, t0).
De (4.7) segue que

‖x(k)
t (ψk, τk)‖ ≤ eCk(t−τk)‖ψk‖ = eCk(t−τk)‖x(k)

τk
(ψk, τk)‖ (4.12)

para t ∈ [τk, τk+1). Se t = τk+1, de (4.9) temos

‖x(k+1)
τk+1

(ψk+1, τk+1)‖ = gk

(
x

(k)

τ−
k+1

(ψk, τk)
) ≤ γk‖x(k)

τ−
k+1

(ψk, τk)‖. (4.13)

Como de (4.12) temos

‖x(k)

τ−
k+1

(ψk, τk)‖ ≤ eCk(τ−
k+1−τk)‖x(k)

τk
(ψk, τk)‖ =

eCk(τk+1−τk)‖x(k)
τk

(ψk, τk)‖ = eCkλk‖x(k)
τk

(ψk, τk)‖
segue que

‖x(k+1)
τk+1

(ψk+1, τk+1)‖ ≤ γke
Ckλk‖x(k)

τk
(ψk, τk)‖. (4.14)
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Logo, utilizando a suposição γke
Ckλk ≤ 1 obtemos

V (x(k+1)
τk+1

(ψk+1, τk+1), τk+1) ≤ V (x(k)
τk

(ψk, τk), τk)

e então V (φτk
(ψ0, t0), τk) é decrescente para todo k ∈ N. Além disso, sendo supk∈N

λk = Λ e
supk∈N

Ck = C de (4.12) tem-se

V (x
(k)
t (ψk, τk), t) = ‖x(k)

t (ψk, τk)‖ ≤ eCk(t−τk)‖x(k)
τk

(ψk, τk)‖ ≤

eCλk‖x(k)
τk

(ψk, τk)‖ ≤ eCΛ‖x(k)
τk

(ψk, τk)‖ = eCΛV (x(k)
τk

(ψk, τk), τk)

para t ∈ [τk, τk+1), logo, considerando a função h ∈ C[R+, R+] tal que h(s) = eCΛs, s ∈ R+,
temos

V (φt(ψ0, t0), t) ≤ h
(
V (φτk

(ψ0, t0), τk)
)

e portanto do Teorema 3.1 segue que (S(4.6), {0}) é invariante e uniformemente estável.
(b) Se supormos que γke

Ckλk ≤ α < 1 de (4.14) temos

V (x(k+1)
τk+1

(ψk+1, τk+1), τk+1) ≤ αV (x(k)
τk

(ψk, τk), τk)

e então

V (x
(k+1)
τk+1 (ψk+1, τk+1), τk+1) − V (x

(k)
τk (ψk, τk), τk)

τk+1 − τk

≤ (α − 1)V (x
(k)
τk (ψk, τk), τk)

τk+1 − τk

≤ (α − 1)V (x
(k)
τk (ψk, τk), τk)

Λ
.

Logo, tomando ψ3 ∈ KR tal que ψ3(s) = (1−α)
Λ

(s), s ∈ R+, obtemos

DV (φτk
(ψ0, t0), τk) ≤ −ψ3(‖φτk

(ψ0, t0)‖) (4.15)

e então do Teorema 3.1 segue que (S(4.6), {0}) é uniformemente assintoticamente estável.
Considerando agora o Teorema 3.2, tome c1 = 1/2 , c2 = 2 e b = 1, então

c1‖x‖ ≤ V (x, t) ≤ c2‖x‖

para todo x ∈ Cn
r e t ∈ R+. Também, colocando c3 = (1−α)

Λ
a relação (4.15) é válida

considerando c3 ao invés de ψ3, além disso,

lim
s→0+

h(s)

s1/2
= lim

s→0+

eCΛs

s1/2
= lim

s→0+
eCΛs1/2 = 0

e obtemos do Teorema 3.2 que (S(4.6), {0}) é exponencialmente estável. �
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4.3 Sistemas de Equações Diferenciais Ordinárias

Seja a seguinte família de problemas de valores iniciais de equações diferenciais ordinárias⎧⎪⎨
⎪⎩

ẋ(k)(t) = fk(t, x
(k)(t)), t ∈ [τk, τk+1)

x(k+1)(τk+1) = gk(x
(k)(τ−

k+1))

x(0)(τ0) = x0

(4.16)

sendo gk : Rn → Rn e para cada τ0 ∈ R+
0 ⊂ R+ um conjunto {τ1, ..., τk, .... : t0 = τ0 < τ1 <

... < τk < ...} ⊂ R+ é fixado. Seja também fk ∈ C[IΩ × Rn, Rn] e R+ � IΩ .
Suponha que IΩ×Rn ⊂ R×Rn seja um conjunto aberto conexo e para cada k ∈ N as funções
fk satisfazem a condição de Lipschitz em relação a segunda variável para cada conjunto
compacto Ck ⊂ IΩ × Rn. Do Teorema 1.2 segue que para qualquer (τk, xk) ∈ IΩ × Rn existe
uma única solução x(k)(t, xk, τk) contínua em [τk, τk+1) tal que x(k)(τk, xk, τk) = xk.
Dessa forma, seja A ⊂ Rn o conjunto dos estados iniciais x0 tal que 0 ∈ A, R+

0 ⊂ R+ o
conjunto dos instantes iniciais t0 e S(4.16) = {p(., x0, t0) : [t0, +∞) → Rn} para todo x0 ∈ A
e todo t0 ∈ R+

0 , sendo p(t, x0, t0) = x(k)(t, xk, τk), t ∈ [τk, τk+1), k ∈ N. Suponha também que

gk(x
(k)(τ−

k+1)) = x(k+1)(τk+1) �= x(k)(τ−
k+1)

para pelo menos um k ∈ N e algum x0 �= 0, logo a trajetória p(., x0, t0) é descontínua
em τk+1. Dessa forma, obtemos o sistema dinâmico descontínuo {R+, Rn,A, S(4.16), R

+
0 },

sendo {τk+1(t0) : k ∈ N} o conjunto de possíveis pontos de descontinuidade das trajetórias
p(., x0, t0) ∈ S(4.16).
Observação Se gk(0) = 0 e fk(t, 0) = 0 então (S(4.16), {0}) é invariante.
Para o sistema S(4.16) suponha que as funções fk ∈ C[IΩ × Rn, Rn] são tais que fk(t, x(t)) ≡
fk(x(t)), então (4.16) toma a forma⎧⎪⎨

⎪⎩
ẋ(k)(t) = fk(x

(k)(t)), t ∈ [τk, τk+1)

x(k+1)(τk+1) = gk(x
(k)(τ−

k+1))

x(0)(τ0) = x0.

(4.17)

Assim, denotaremos as trajetórias do sistema obtido por S(4.17) ao invés de S(4.16).
Suponha que para todo k ∈ N as funções fk satisfazem a condição de Lipschitz

‖fk(ξ) − fk(η)‖ ≤ Ck‖ξ − η‖

para todo ξ, η ∈ Rn, logo, obtemos a seguinte estimativa

‖x(k)(t, xk, τk)‖ ≤ eCk(t−τk)‖xk‖ (4.18)



Aplicações 46

para todo t ∈ [τk, τk+1) e xk ∈ Rn. Suporemos que

sup
k∈N

Ck = C < +∞. (4.19)

Também, para cada k ∈ N seja
‖gk(η)‖ ≤ γk‖η‖ (4.20)

para todo η ∈ Rn, sendo
sup
k∈N

γk = Γ < +∞. (4.21)

Além disso, colocando τk+1 − τk = λk, suponha que

inf
k∈N

λk = λ > 0, sup
k∈N

λk = Λ < +∞. (4.22)

Teorema 4.4 Sejam Ck, γk, λk, C, Γ e Λ os parâmetros enumerados anteriormente.
(a) Se para todo k ∈ N, γke

Ckλk ≤ 1, então (S(4.17), {0}) é invariante e uniformemente
estável.
(b) Se para todo k ∈ N, γke

Ckλk ≤ α < 1, então:
(i) (S(4.17), {0}) é uniformemente assintoticamente estável;
(ii) (S(4.17), {0}) é exponencialmente estável.

Prova. A demostração deste resultado é análoga ao Teorema 4.3 .
Exemplo 4.2.1 Se em (4.17) tivermos fk(x(t)) = Akx(t) e gk(x(τ−

k+1)) = Bkx(τ−
k+1), sendo

Ak, Bk ∈ Rnxn, então (4.17) se reduz a⎧⎪⎨
⎪⎩

ẋ(t) = Akx(t), t ∈ [τk, τk+1)

x(t) = Bkx(t−), t = τk+1

x(τ0) = x0

(4.23)

e denotaremos o sistema assim obtido por S(4.23). Neste caso as trajetórias p(., x0, t0) serão
dadas por p(t, x0, t0) = eAk(t−τk)x(τk), t ∈ [τk, τk+1).
Além disso,

‖x(k)(t, xk, τk)‖ = ‖eAk(t−τk)xk‖ ≤ e‖Ak‖(t−τk)‖xk‖ , t ≥ τk

e ‖gk(η)‖ = ‖Bkη‖ ≤ ‖Bk‖‖η‖, η ∈ Rn. Logo, do Teorema 4.4 temos o seguinte resultado:

Corolário 4.2 Suponha que S(4.23) satisfaça as seguintes condições:
(a) Se para todo k ∈ N, ‖Bk‖e‖Ak‖λk ≤ 1, então (S(4.23), {0}) é uniformemente estável.
(b) Se para todo k ∈ N, ‖Bk‖e‖Ak‖λk ≤ α < 1, então:
(i) (S(4.23), {0}) é uniformemente assintoticamente estável;
(ii) (S(4.23), {0}) é exponencialmente estável.
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Proposição 4.1 Para o sistema S(4.23) suponha que Bk é inversível e ‖B−1
k ‖e‖Ak‖Λ ≤ β < 1,

para algum β > 0. Então (S(4.23), {0}) é instável.

Prova. Tomando V : Rn × R+ → R+ definida como V (x, t) = ‖x‖, seja φ ∈ KR tal que
φ(s) = 2s, s ∈ R+, logo

φ(‖x‖) ≥ V (x, t)

para todo x ∈ Rn e t ∈ R+. Também, se p(., x0, t0) ∈ S(4.23) da Proposição 1.1 temos
V (p(t, x0, t0), t) contínua em [t0, +∞) exceto possivelmente no subconjunto EV (p) ⊂ Ep =

{t0 < τ1 < τ2 < ...}.
Se k ∈ N e x0 ∈ A segue que

DV (p(τk, x0, t0), τk) =
‖p(τk+1, x0, t0)‖ − ‖p(τk, x0, t0)‖

τk+1 − τk

=

‖x(τk+1)‖ − ‖x(τk)‖
τk+1 − τk

=
‖Bkx(τ−

k+1)‖ − ‖x(τk)‖
τk+1 − τk

=
‖Bke

Ak(τ−
k+1−τk)x(τk)‖ − ‖x(τk)‖

τk+1 − τk

=

‖Bke
Ak(τk+1−τk)x(τk)‖ − ‖x(τk)‖

τk+1 − τk

≥
‖x(τk)‖

‖
(

BkeAk(τk+1−τk)
)−1

‖
− ‖x(τk)‖

τk+1 − τk

=

‖x(τk)‖
‖e−Ak(τk+1−τk)B−1

k ‖ − ‖x(τk)‖
τk+1 − τk

≥
‖x(τk)‖

e‖Ak‖(τk+1−τk)‖B−1
k ‖ − ‖x(τk)‖

τk+1 − τk

=

1

e‖Ak‖(τk+1−τk)‖B−1
k ‖ − 1

τk+1 − τk

‖x(τk)‖ ≥
1

e‖Ak‖Λ‖B−1
k ‖ − 1

Λ
‖x(τk)‖ ≥

1
β
− 1

Λ
‖x(τk)‖ =

1
β
− 1

Λ
‖p(τk, x0, t0)‖.

Logo, tomando ψ ∈ K definida em R+ de modo que ψ(s) =
1
β
−1

Λ
s, s ∈ R+, temos

DV (p(τk, x0, t0), τk) ≥ ψ(‖p(τk, x0, t0)‖).
Além disso, para os abertos B(0; 1/k) = Uk ⊂ Rn existe xk ∈ Uk, xk �= 0, tal que V (xk, t0) =

‖xk‖ > 0. Portanto, do Teorema 3.6 temos que (S(4.23), {0}) é instável. �

4.4 Sistemas Determinados por Equações Integrais de
Volterra

Definição 4.2 Dadas as funções reais N(t, s) e f : [a, b] → R, tal que N está definida no
plano ts para t ∈ [a, b] e s ∈ [a, t]. Para λ ∈ R, a equação

x(t) − λ

∫ t

a

N(t, s)x(s)ds = f(t)
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é chamada de equação integral de Volterra de segunda espécie. Dizemos que N é o núcleo
desta equação integral.

Teorema 4.5 A equação integral de Volterra de segunda espécie

x(t) − λ

∫ t

a

N(t, s)x(s)ds = f(t)

tal que o núcleo N e a função f são funções contínuas, tem uma única solução contínua.
Esta solução é dada pela fórmula

x(t) = f(t) − λ

∫ t

a

H(t, s; λ)f(s)ds

sendo o núcleo resolvente H(t, s; λ) dado pela série de núcleos iterados

−H(t, s; λ) =
+∞∑
n=0

λnNn+1(t, s)

tal que

Nn+1(t, s) =

∫ t

s

N(t, z)Nn(z, s)dz n = 1, 2, ...

e N1(t, s) ≡ N(t, s).

A seguir introduzimos um sistema descontínuo de equações integrais. Para tal, considere
uma família de equações integrais de Volterra de segunda espécie da forma

x(k)(t) − λk

∫ t

τk

N (k)(t, s)x(k)(s)ds = f (k)(t) (4.24)

para t ∈ [τk, τk+1], tal que para cada τ0 ∈ R+
0 um conjunto {τ1, ..., τk, .... : τ0 = t0 < τ1 <

... < τk < ...} ⊂ R+ é fixado . Suponhamos que N (k) seja contínua em seu domínio e
f (0)(t) = x0 ∈ R, t ∈ [τ0, τ1], logo f (0) é contínua e então do Teorema 4.5 temos que a solução
x(0) é contínua.
Considerando as funções gk−1 : R → R, k ≥ 1, tal que gk−1(0) = 0, seja

f (k)(t) = gk−1(x
(k−1)(τ−

k ))

para k ≥ 1 e t ∈ [τk, τk+1], logo, f (1) é contínua e então a solução x(1) é contínua. Assim,
por indução conclui-se que f (k) é contínua e do Teorema 4.5 as soluções x(k) são contínuas e
dadas por

x(k)(t) = f (k)(t) − λk

∫ t

τk

H(k)(t, s; λk)f
(k)(s)ds
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para t ∈ [τk, τk+1].
Seja A ⊂ R o conjunto dos estados iniciais x0 tal que 0 ∈ A, R+

0 ⊂ R+ o conjunto dos
instantes iniciais τ0 e seja S(4.24) o conjunto das trajetórias p(., x0, τ0) : [τ0, +∞) → R, sendo
p(t, x0, τ0) = x(k)(t), t ∈ [τk, τk+1), k ∈ N, para todo x0 ∈ A e para todo τ0 ∈ R+

0 .
Observamos que p(., x0, τ0) ∈ S(4.24) é unicamente determinada pelas condições iniciais
(x0, τ0), já que é constituída em cada intervalo [τk, τk+1] por funções x(k) unicamente de-
terminadas pelas funções f (k) e N (k). Assim, se para algum x0 ∈ A tal que x0 = x(0)(τ0) �= 0

para τ0 ∈ R+
0 fixado arbitrariamente, supormos que exista pelo menos um k ≥ 1 tal que

gk−1(x
(k−1)(τ−

k )) �= x(k−1)(τ−
k )

segue que
x(k)(τk) = f (k)(τk) = gk−1(x

(k−1)(τ−
k )) �= x(k−1)(τ−

k )

e então pelo menos uma trajetória p(., x0, τ0) é descontínua e obtemos o sistema dinâmico
descontínuo {R+, R,A, S(4.24), R

+
0 }, sendo {τk+1(τ0) : k ∈ N} o conjunto de possíveis pontos

de descontinuidade das trajetórias p(., x0, τ0) ∈ S(4.24).
Observação Temos que (S(4.24), {0}) é invariante. Realmente:
Se x0 = 0, f (0)(t) = x0 = 0 para t ∈ [τ0, τ1] e então

x(0)(t) = f (0)(t) − λ0

∫ t

τ0

H(0)(t, s; λ0)f
(0)(s)ds = 0 − λ0

∫ t

τ0

H(0)(t, s; λ0)0ds = 0 .

De modo análogo, sendo f (1)(t) = g0(x
(0)(τ−

1 )) = g0(0) = 0 para t ∈ [τ1, τ2], temos

x(1)(t) = 0 − λ1

∫ t

τ1

H(1)(t, s; λ1)0ds = 0 .

Por indução segue que x(k)(t) = 0, t ∈ [τk, τk+1], para todo k ∈ N. Portanto p(t, 0, τ0) =

x(k)(t) = 0 para t ∈ [τk, τk+1), logo, p(t, 0, τ0) = 0 para todo t ≥ τ0, isto é, (S(4.24), {0}) é
invariante.
A seguir determinamos um resultado de estabilidade para S(4.24). Assim, para p(., x0, τ0) ∈
S(4.24) e t ∈ [τk, τk+1) temos que

|p(t, x0, τ0)| = |x(k)(t)| = |f (k)(t) − λk

∫ t

τk

H(k)(t, s; λk)f
(k)(s)ds| ≤

|f (k)(t)| + |λk

∫ t

τk

H(k)(t, s; λk)f
(k)(s)ds| = |f (k)(t)| + |λk||

∫ t

τk

H(k)(t, s; λk)f
(k)(s)ds| ≤

|f (k)(t)| + |λk|
∫ t

τk

|H(k)(t, s; λk)f
(k)(s)|ds = |f (k)(t)| + |λk|

∫ t

τk

|H(k)(t, s; λk)||f (k)(s)|ds =
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|x(k)(τk)| + |λk|
∫ t

τk

|H(k)(t, s; λk)||x(k)(τk)|ds =

|x(k)(τk)| + |λk||x(k)(τk)|
∫ t

τk

|H(k)(t, s; λk)|ds ≤ |x(k)(τk)| + |λk||x(k)(τk)|Ak =

|x(k)(τk)|
(
1 + |λk|Ak

) ≤ |x(k)(τk)|eCk(τk+1−τk)

sendo Ck = ln(1 + |λk|Ak)/λ.
Para cada k ∈ N seja

|gk(η)| ≤ γk|η| (4.25)

para todo η ∈ R, sendo
sup
k∈N

γk = Γ < +∞. (4.26)

Além disso, colocando τk+1 − τk = λk, suponha que

inf
k∈N

λk = λ > 0, sup
k∈N

λk = Λ < +∞ (4.27)

e
sup
k∈N

Ck = C < +∞ . (4.28)

Proposição 4.2 Sejam Ck, γk, λk, C, Γ e Λ os parâmetros enumerados acima de (4.25) a
(4.28).
(a) Se para todo k ∈ N, γke

Ckλk ≤ 1, então (S(4.24), {0}) é uniformemente estável.
(b) Se para todo k ∈ N, γke

Ckλk ≤ α < 1, então:
(i) (S(4.24), {0}) é uniformemente assintoticamente estável;
(ii) (S(4.24), {0}) é exponencialmente estável.

Prova. A demonstração deste resultado segue nas mesmas linhas do Teorema 4.3 .
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