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Resumo

Neste trabalho introduzimos uma classe de sistemas dindmicos descontinuos com espaco
tempo continuo e analisamos Teoremas que asseguram condigoes suficientes para a estabi-
lidade de Lyapunov utilizando fungoes de Lyapunov. Além disso, consideramos também
Teoremas de Reciproca, que sob algumas condi¢oes garantem uma determinada necessidade

para esses Teoremas de estabilidade de Lyapunov.

Palavras-chave: Sistemas dindmicos descontinuos, estabilidade de Lyapunov, funcoes de
Lyapunov.
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Abstract

In this work we introduce a class of discontinuous dynamical systems with time space
continuous and we analyze Theorems that ensure sufficient conditions for the Lyapunov
stability using Lyapunov functions. Moreover, we also consider Converse Theorems, which
under some conditions guarantee a determined necessity for those Theorems of Lyapunov
stability .

Keywords: Discontinuous dynamical systems, Lyapunov stability, Lyapunov functions.
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Capitulo 1

Introducao e Pré-Requisitos

1.1 Introducao

Nesta dissertagao introduzimos uma classe de sistemas dinamicos descontinuos conside-
rada em [3], [4], [6], [8], [9], [10] e [18] e estudamos a estabilidade no sentido de Lyapunov de
conjuntos invariantes. Tais sistemas descontinuos surgem na modelagem de uma variedade de
sistemas, tais como sistemas dinamicos hibridos, ou seja, sistemas que possuem mais de um
comportamento dindmico no tempo, tais como a dindmica em tempo continuo e a dindmica
em tempo discreto, sistemas com efeitos impulsivos, sistemas de controle inteligente, entre
outros.

A anélise de estabilidade de sistemas descontinuos cujo espago estado é um espago mé-
trico genérico foi estabelecida em [6], [9], [10] e [18]. Essa anélise é efetuada através de fungdes
de Lyapunov, o que constitui o chamado Método Direto de Lyapunov. Nesse método as pro-
priedades de estabilidade de conjuntos invariantes sao deduzidas através do comportamento
das fungoes de Lyapunov nas trajetorias do sistema dinamico sob estudo.

O Método Direto de Lyapunov possui uma grande vantagem, ja que é possivel analisar a
estabilidade sem o conhecimento prévio das trajetérias do sistema considerado, no entanto,
uma das principais dificuldades é encontrar tais fungoes de Lyapunov se o sistema a ser
analisado nao for de facil compreensao.

Inicialmente introduzido por A. M. Lyapunov em 1892 para estabelecer simples teoremas
de estabilidade, esse método ¢é intensivamente utilizado em problemas de Fisica e Engenharia.
Para utilizar o Método Direto de Lyapunov em sistemas descontinuos, utilizaremos fungoes
generalizadas de Lyapunov em relagao as usuais fungoes usadas em sistemas de equacgoes
diferenciais, tais como em [1], [2], [7], [12], [13] e [14].

Consideramos também Teoremas de Reciproca, que sob algumas condigoes garantem uma

determinada suficiéncia para os Teoremas que determinam o Método Direto de Lyapunov,
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garantindo a existéncia de func¢oes de Lyapunov
Para fazer um pararelo com o caso continuo, enunciamos e demonstramos também Teo-
remas que determinam o Método Direto de Lyapunov para sistemas dinamicos continuos.
Finalmente, utilizamos o Método Direto para estudar a estabilidade de sistemas descon-
tinuos determinados por: equacoes diferenciais ordinarias, equacoes diferenciais funcionais

retardadas e equacoes integrais de Volterra.

1.2 Pré-Requisitos

Nas segoes a seguir introduzimos alguns conceitos e resultados basicos que sao utilizados
ao longo de toda a dissertacao.
Os conceitos e resultados das se¢oes 1.4, 1.5 e 1.6 podem ser encontrados em [5]. En-

quanto os da segao 1.7 podem ser achados em [1] e [12] e os da se¢ao 1.8 em [10] e [11].

1.3 Notacao

Utilizaremos as seguintes notagoes:
(1) R* = [0, +00) ;
(17) R™™ sera o conjunto das matrizes reais de ordem n por m ;
(17i) C[X,Y] denotara o conjunto das fungées continuas com dominio X e contradominio Y.
(iv) a notagdo p(.,a,75) € S é identificada com a fun¢ao p(.,a, 1) : [0, +00) — X univoca-
mente determinada pelas condigoes iniciais (a,79) € A x Ry C X x RT;
(v) Dada a fungao v : (a,b) — R denotaremos a derivada superior a direita de Dini de v em
to € (a,b) por

D*u(tg) :=sup lim [v(to + h) — v(ty)] /h .

h—0t

1.4 Espacos Meétricos

Definicao 1.1 Uma métrica d em um conjunto X € uma fungio d : X x X — R que
satisfaz as sequintes condi¢oes para quaisquer x,y,z € X:
(1) d(z,x) = 0;

(17) © £y = d(z,y) >0;
(#i1) d(z,y) = d(y, x);
(iv) d(z,z) < d(z,y) +d(y, z) .

Definigao 1.2 Um espago métrico é um par (X,d), sendo d uma métrica em X.
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Definicao 1.3 Dado o espago vetorial X, uma norma ||.|| em X é uma fungao ||| : X — RT

que satisfaz as sequintes condi¢oes para quaisquer x,y,z € X e A um escalar:

(i) # # 0= =] #0;

(i2) [[Az]] = [Alfl]l;

(iid) f|lo + 2] < |||l + [yl -

Definigao 1.4 Um espago vetorial normado é um par (X, ||.||), sendo ||.|| uma norma em

X.

Observagao Todo espago vetorial normado (X, ||.||) determina um espago métrico (X, d)

com a métrica d(x,y) = ||z — y||.

1.5 Topologia Basica

Defini¢ao 1.5 Uma bola aberta de centro a e raio r € o conjunto B(a;r) dos pontos de
(X,d) definido como

B(a;r) ={x € X : d(z,a) <7} .
Observagao Dado M C X, utilizaremos a seguinte convengao B(M;r) = {z € X :
d(xz, M) < r}.

Definigao 1.6 Um ponto a € U C (X,d) é um ponto interior a U quando é centro de uma

bola aberta contida em U.

Definigao 1.7 Dizemos que U C (X, d) € um conjunto aberto quando todos os seus pontos

5a0 interiores.
Definicao 1.8 Um ponto a € M C (X,d) é um ponto aderente de M quando d(a, M) = 0.

Definicao 1.9 Um conjunto M C (X,d) € um conjunto fechado se contém todos os seus

pontos aderentes.

Definicao 1.10 O congjunto de todos os pontos aderentes de M C (X, d) é o conjunto M,
chamado o fecho de M.

Definicao 1.11 Uma cisao de um espaco métrico X é uma decomposicao X = AUB de X

como reuniao de dois subconjuntos abertos disjuntos A e B.

Definigao 1.12 A cisiao X = AU B é chamada de trivial quando um dos abertos, A ou B,

€ vazio.

Definicao 1.13 Diremos que o espaco métrico X € conexo se a unica cisao possivel em X

€ a trivial.
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1.6 Funcoes Continuas

Defini¢ao 1.14 Sejam os espagos métricos (X, d) e (Y, p). Diz-se que a aplicagio f: X —
Y € continua no ponto a € X quando, para todo € > 0 existe § > 0 tal que d(x,a) < 0

implica p(f(z), f(a)) < €. Diremos que f é continua se ela for continua em todos os pontos
de X.

Teorema 1.1 A funcgao f : (X,d) — (Y,p) € continua em xo € X se, e somente se, para

cada sequéncia {x,} C X tal que d(x,,xo) — 0 tem-se p(f(x,), f(zo)) — 0.

Proposigao 1.1 Se a fungao p : [a,b) — (X, ].||) € continua entao ||p|| : [a,b) — R, tal
que ||p||(t) = ||p(t)]|, também é continua.

1.7 Equacoes Diferenciais

Considere o seguinte problema de valor inicial descrito por uma equagao diferencial

ordinéria

{ i(t) = f(t,z(t)) (1.1)

Z’(to) = 29

sendot >tg, fECI X QR el xQCRXxR".

Lema 1.1 Se a fungdo f € continua em I x €, o problema (1.1) € equivalente & equagao

integral

z(t) = xo +/t f(r,z(r))dr .

Definigao 1.15 A funcgao f(t,z) definida em I x Q C R™"! satisfaz a condi¢io de Lipschitz
em relagcao a seqgunda varidvel em um subconjunto C' C I X1, se existe uma constante k = k¢

tal que
1f(t,x) = ft&, )l < kllz -yl
para (t,x),(t,y) € C.

Teorema 1.2 Se f(t,x) é continua em um conjunto aberto conexo I x Q@ C R"™ e satisfaz
a condicao de Lipschitz em relagao a seqgunda varidvel para qualquer conjunto compacto
C' C IxQ, entao para qualquer (to, zo) € I xS, existe uma unica solugao x(t, xg,tg) continua

de (1.1) em seu dominio mdximo de existéncia [to,to + w4 (to, o)), tal que x(to, xo,to) = To.
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Corolario 1.1 Se f(t,0) = 0, para todo t € I, seque que x(t,0,ty) = 0 para todo t >ty e
tel.

Corolario 1.2 Se f(t,z) = Az, entao as solugoes x(t,xg,to) estao definidas em qualquer
t € [to, +00).

Para o problema de valor inicial (1.1) seja f € C[I x Q,R] tal que I x Q2 C R xR e considere

a desigualdade diferencial
DTx(t) < f(t, x(t)) (1.2)

tal que x(tg) < xg e t >ty . Nestas condigbes temos o seguinte Lema.

Lema 1.2 Se z(t) é uma solugio continua de (1.2) e ¢y € a solugao maximal de (1.1),

entio x(t) < ¢ur(t) para t > to tal que t esteja no dominio dessas fungoes.

1.8 Funcoes de Classe K, KR e L

Definicao 1.16 Dizemos que a fung¢io ¢ € CI[0,r],RT] (respectivamente ¢ € C[RT R*])
pertence a classe K (¢ € K ), se p(0) =0 e se ¢ € estritamente crescente em [0,7] (respecti-
vamente em R™ ). E se ¢ € K definida em R* € tal que lim, ., ¢(r) = +oo , dizemos que

essa fungao pertence a classe KR.

Defini¢ao 1.17 Uma fungao continua o : [s1,+00) — R, para algum s; € RT, é de classe

L se o € estritamente decrescente em [s1,+00) e se lim,_ o 0(s) =0 .

Lema 1.3 Seja 3 € L definida em R™. Entao existe uma fun¢io o € K definida em [0, 3(0)]
tal que para qualquer subconjunto discreto {19, 71,... : 79 < 11 < ...} C RY satisfazendo
infrso{The1 — 7} =1 >0, € vdlido > a(B(1; — 7)) < +00 .

Prova. Seja R, = (0,400) e defina n € C[R;,R,] como

o (e) = { B)/t, te(0.1)

B(t), te[l,+00).

Temos que 7(t) é estritamente decrescente para todo t > 0, lim; .o+ 1(t) = +o00 e n(t) > B(t)
L >

)
para todo ¢ > 0. Além disso, n é invertivel, n~! ¢ estritamente decrescente e n~!(3(r))

n~1(n(r)) = r para todo r > 0.
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Seja agora « : RT — RT tal que a(0) = 0 e a(r) = e (") para r > 0, logo o € K ¢

a(B(r)) = e B0 < e Dessa forma, como 7; — 7y > (i — 1) para todo i > 1, segue que

+o0 +oo too
E 04(5(7'1' — 7'0)) S Ze‘l’o—n =1+ Z 70T
=0 i=0 i=1

< +oco. O

+o0 +o0
1+Z6T1_Ti S 1+Z€—(i—l)l =14+ -

i=1 =1

— el



Capitulo 2

Sistemas Dinamicos

2.1 Introducao

Neste capitulo introduzimos os conceitos basicos da teoria de sistemas dinamicos e tam-
bém estabelecemos resultados de estabilidade para sistemas continuos.

Os conceitos e resultados das segoes 2.2 e 2.3 podem ser achados em [10] e os da se¢ao
2.5 em [1], [2], |7], [10], [12] e [13]. J& os resultados da se¢ao 2.6 podem ser encontrados em
[12].

2.2 Definicao

Definicao 2.1 Seja o espaco real RT munido da distancia e da ordem usual de mimeros
reais. Considere agora (X,d) um espago métrico, A C X e Ri C R* . Para cada a € A

e to € Ry fizados, a aplicagio p(.,a,ty) : Rf, — X € chamada de uma trajetoria se

p(to, a, to) = a, sendo RS, = [to, +00). "
Assim, definimos sistemas dinamicos:
Definicao 2.2 Seja S um conjunto de trajetorias, isto €,
S CA{p(.,a,ty) € A: p(to,a,ty) =a}

sendo A = U, caxrn e Ry, — X} A quintupla {RT, X, A, S,Ry} ¢ chamada de

sistema dindmico.

Observagao Por simplicidade, dado o sistema dinamico {R*, X, A, SR}, denotaremos

este sistema apenas por 5.
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2.3 Caracterizacoes Qualitativas

Definigao 2.3 Diz-se que um sistema dindmico {R™,(X,d), A, S, R} }:
(a) é de dimensao finita se X é de dimensao finita;

(b) possui dimensao infinita se X tem dimensao infinita;

(c) € continuo se todas as suas trajetdrias sao continuas;

(d) € descontinuo se pelo menos uma de suas trajetorias € descontinua.

Observacgao Nesta dissertagao estudaremos sistemas dinamicos descontinuos cujas trajeto-
rias p(., a, 7p) € S sdo unicamente determinadas pelas condigoes iniciais (a, 79) € AXR{ e sdo
continuas em |79, +00) exceto possivelmente nos pontos do conjunto ilimitado superiormente

E,={m,m Ty 1o <71 <T2<..<T < ..}

Definigao 2.4 Dado o sistema dindmico {R™, X, A, S,R{}, chamamos o conjunto M C A
de invariante em relagao ao sistema S (isto €, (S, M) é invariante) se a € M implica que

p(t,a,ty) € M para todo t € R}, tal que p(.,a,ty) € S.

a,to

Definigao 2.5 (Estabilidade de Lyapunov) Seja o sistema dindmico {R™, X, A, S, R}
e M C A um conjunto invariante de S.

(1) Diz-se que (S, M) € estdvel se para todo € > 0 existir um 6 = d(€,ty) > 0 tal que, quando
d(a, M) < 6 tem-se d(p(t,a,ty), M) < e parat € RY, ep(.,ato) €S,

(17) (S, M) € uniformemente estavel se § = §(¢), independente de t.

(i17) Se (S, M) € estdvel e para ty € Ry existir um n = n(ty) > 0 tal que, para todo € > 0
existe um t. € RT de modo que d(p(t,a,ty), M) < € para todo t > t., quando d(a, M) < n e
p(.,a,tg) €S, entao (S, M) € dito assintoticamente estdvel.

(tv) Chamamos (S, M) de uniformemente assintoticamente estdvel se (S, M) é uniforme-
mente estavel e se existe 6 > 0 tal que, para qualquer € > 0 existe T = 7(€) > 0 de modo que
d(p(t,a,ty), M) < € para todo t € Ry, tal quet—to > 7, quando d(a, M) < é ep(.,a,ty) € S.
(v) Diz-se que (S, M) € exponencialmente estdvel se existe a > 0 tal que, para cada € > 0
existe 6 = 8(¢) > 0 de modo que d(p(t,a,ty), M) < ee %) para todo t € tho, quando
d(a, M) <0 ep(.,a,ty) €S.

Definigao 2.6 (Instabilidade) Diz-se que (S,M) € instdvel se nao € estdvel. Dessa forma,
existe €g > 0 de modo que para cada 6 > 0 existe a € A com d(a, M) <6 e a & M, tal que
d(p(t1,a,to), M) > € para algum t; € RS, .

Em relagao a definicao de estabilidade de Lyapunov temos a seguinte proposi¢ao:
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Proposicao 2.1 Vale as sequintes tmplicagoes
(v) = (iv) = (11) = (3)
(v) = () = (iii) = (7).

Lema 2.1 Dado o sistema dindmico {RT, X, A, SRS} e M C A um conjunto invariante
de S, temos:
(i) (S, M) € uniformemente estdvel se, e somente se, existe 1 € K definida em [0,7¢], para
algum rq > 0, tal que

d(p(t, a, tO)? M) < w(d<a7 M))

para todo t € Ry, . quando d(a, M) <1 e p(.,a,ty) € S;
(11) (S, M) € uniformemente assintoticamente estdvel se, e somente se, existeo € L e € K

definida em [0,ro], ro > 0, tal que
d(p(t, a,to), M) < ¢(d(a, M))o(t — to)

para todo t € Ry, . quando d(a, M) <o e p(.,a,ty) € S;
i11) (.S, ¢ exponencialmente estdvel se, e somente se, existe « > 0 e ) € efinida em
i) (S, M) ¢ almente estdvel t st 0 e e K definid

[0, 0], 7o > 0, de modo que
d(p(t,a,to), M) < b(d(a, M))e =)

para todo t € R}, . quando d(a, M) <1y e p(.,a,ts) € S .

a,to”’

2.4 Exemplos

Exemplo 2.3.1 Seja o seguinte problema de valor inicial

{ #(t) = az(t) 1)

l‘(to) =T

para t > tg, sendo z(t) € R e a < 0. Dessa forma, seja A C RT tal que 0 € A o conjunto
dos estados iniciais zo, Rf C RT o conjunto dos instantes iniciais ty e S(2.1) = {p(., zo, to)
[to, +00) — R*} o conjunto das trajetorias p(t, zo,ty) = 1oe?*~%), entdo, obtemos o sistema
dindmico continuo {R*,R*, A, Si1), R$}. Temos os seguintes resultados:

(i) (S21), {0}) ¢ invariante, ja que se zo = 0, temos p(t, o, o) = 0e?*~*) = 0 € {0} para
> to.

(i7) Dado € > 0, seja 0 = ¢, logo, se d(xg, {0}) = ¢y < 0 para t > t, temos

d(p<t7 Zo, tO)v {0}) = xoea(tito) < 6ea(t*t0) = ee“(t*to).
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Assim, (S(2.1),{0}) é exponencialmente estavel.

Exemplo 2.3.2 Considere agora o problema de valor inicial

{ (t) = Az(t) 22)

l’(to) = 29

parat > tg, x(t) € R" e A € R™. Assim , seja A C R™ tal que 0 € A o conjunto dos estados
iniciais xg, RS“ C R™ o conjunto dos instantes iniciais t, e S(2.2) 0 conjunto das trajetorias

Alt=t0) ;. logo, obtemos o sistema dindmico

p(., zo, to) : [to, +00) — R™ tais que p(t, zg,t9) = €
continuo {R*,R", A, S(2.9), Ry }.

Temos que (S(2.2), {0}) é invariante, ja que p(t,0,ty) = eA=0)0 = 0 para t > t,.
Observacgao Na secao 2.5 utilizaremos fungoes de Lyapunov para analisar a estabilidade do
sistema S(2.9) quando a matriz A for simétrica.

Exemplo 2.3.3 Considere agora o problema de valor inicial

{ i(t) = ax(t) 23)

fE(to) = 29

para t > to, z(t) € R e a > 0. Entao, seja A C RT tal que 0 € A o conjunto dos estados
iniciais xg, Ra“ C R™ o conjunto dos instantes iniciais ¢, e S(2.3) 0 conjunto das trajetorias
p(., 20, t0) : [to, +00) — RY tais que p(t, 29, ty) = zoe®*), logo, obtemos o sistema dinamico
continuo {R*,R*, A, S2.3), Rj }.

Temos que (S(2.3), {0}) ¢ instavel. De fato: para qualquer 6 > 0, com § < 1/2, seja ¢ # 0 tal
que d(zo, {0}) = z¢ < & e seja p(., zg, to) € S(2.3) para algum ¢, € Ry fixado aleatoriamente.
Entao, se t; = %lnﬁ + to > to segue que zoe® 70 =1 tigto &, d(p(ty, zo, to),{0}) = 1 .
Exemplo 2.3.4 Seja o espago métrico X = (C[[0, 1], R"], d) munido da métrica d induzida

pela norma

171 = max |I£(s)ll. f € 101, R .

Seja A C X o conjunto dos estados iniciais fy de modo que 0 € A, RS C RT o conjunto dos

instantes iniciais ¢y e defina as trajetorias p(., fo, to) : [to, +00) — X como

p(to, fo, to) = fo (2.4)
p(t, fo,to) = fi, t > to '
fo(s)

tal que f; € X é dada por fi(s) = Tt Assim, se S24) ¢ 0 conjunto das trajetérias

p(., fo, to) obtemos o sistema dinamico {R", X, A, S5.4), R} }. Temos que:

(a) Para todo t' > ty, seja a sequéncia {t,} tal que t,, — t’ , logo, para cada s € [0, 1] temos

funls) = 20, )

Tt —to+ 1 t'—t0+1:ft’(8)'
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Dessa forma || f;, — fr|| = max.ejo,y || fe.. (8) — fe(s)[| — O e portanto cada p(., fo,t0) € S(2.4)
¢ continua em todo ¢’ > ¢y, isto é, o sistema S(24) é continuo.

(b) Temos que (S(2.4),{0}) ¢ invariante, uma vez que, se fo = 0, para ¢t > t; temos
p(t7 antO) = ft = 07 ‘]é“ que ft(s) = % = O) LS [Oa 1]

(c) Dado € > 0 tome ¢ = ¢, logo, se d(fo,{0}) = || fo — 0|l = || foll < J entdo

fo(s)
t fo.to), 10V) = ||Ifs] = _ _Jols)
Aot S 1) 01) = 1) = o 1(s)] = ms |22
—— mas [fo(s)| = = llfoll < 1ol <
_ = €
t—tg+ 1 sefon O t—|—1 ol =1J0
para todo t > tg, ou seja, (S(2.4),{0}) ¢ uniformemente estével.
(d) Fixando ¢ > 0, se d(fo,{0}) = || fol| < 0 segue que
Jim_d(p(t, fo.10). {0}) = lim_ 7] =
fo(s)
li =1 =
Jim maxc [ fe(s)]| = lim - max |2 - =0

e entao (S(2.4),{0}) € uniformemente assintoticamente estavel.

Exemplo 2.3.5 Considere o seguinte sistema de controle

i® () = f(a® (1) + Bu®) (3), 7, <t < T
w D (700) = Cul®) (r) + Da® (7 ), u(70) = uo (2:5)
2O(19) = o, a*D(701) = Ax® (1)

sendo x(k“)(Tk_ﬂ) = limSHka+1 z®(s), 7o € R C RY e {m,.c;Tpy.o. : 70 =1 < 7 <
.. < T < ..} um conjunto fixado. Além disso, z*) () € R, u®)(7;,) € R™ e as matrizes
A, B,C, D sao tais que A € R™ B € R™™ (C € R™™ e D € R™". Temos também que
f € C[Q,R"], com Q C R™.

Suponhamos que f seja continua, {2 seja um conjunto conexo aberto e para cada conjunto
compacto C' C Q a funcado f satisfaz a condi¢ao de Lipschitz. Logo Fi(ug) € C[Q,R"] tal
que Fy(uo)(x) = f(x) + Bu(7) também satisfaz a condi¢ao de Lipschitz. De fato, dados
x,y € C' temos que

[£%(uo) () = Fie(uo) ()| = I[f(x) + Bu(7i) — f(y) — Bu(m)l| =
1 (z) = fFW)l < kelle =yl -

Logo, para qualquer z; €  existe uma tinica solucdo 2®) (., zy, 7)) : [Tk, Tes1) — R™. Dessa

forma, seja A C Q o conjunto dos estados iniciais z( tal que 0 € A e R C R o conjunto
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dos instantes iniciais 79. Entao, para qualquer zo € A e 79 € R existe uma tnica fungao

&(., w0, 0) : [T0, +00) — R™ tal que

é(t, o, 10) = x(k)(twkﬁk), t € [T, Tht1)-

Considere também que U C R™ seja o conjunto dos controles iniciais uy de modo que 0 € Y.

Defina as trajetoérias p(.,a,tp) : R

ato = R™ x R™ no tempo ¢, 7, <t < Tgy1, COMO

{ p(t,a,to) = [6(t)7, u(re)T]” € R™ x R™
p(t()’ a, tO) =a= [(b(TO)Ta U(TO)T]T

entao

B (Thea) | Az (744) _
P(Ths1, G, to) = < W(Tit1) ) o ( Cu(ty) + Dx(7, ) ) B
A 0 JJ(Tk__,_l) - ¢(Tk_+1) _ o a
(5 e) () =o (%% ) -onnnm.

Seja A x U o conjunto dos estados iniciais a = [z, ul]”

=5
S
+ ¥
= =
~__—
I
N
&

e suponha que

G.p(7'k_+1, a,to) = p(Tes1, @, to) 7 p(Tk_Jrlv a,to)

para pelo menos um k € N e algum a # 0. Entao p(t,a,ty) é descontinua no ponto 74,1 em
relagao a métrica d induzida por uma norma ||.|| de R x R™. Assim, se S5 é conjunto das
trajetorias p(., a, ty) definidas anteriormente, para todo a € A x U e todo ty € Ry, obtemos
o sistema dinamico descontinuo {R™,R™ x R™, A x U, S(25), R}, sendo {7441 : k € N} o
conjunto dos possiveis pontos de descontinuidade das trajetorias p(.,a,ty) € Sia.5).
Observacao Se f(0) = 0 entdo (S(2.5),{0}) é invariante. De fato:

Se a = [z}, u(79)"]" = 0 temos z(r) = 0, r € [19,71), logo z(r1) = Az(r; ) = 0. Por indugao
verifica-se que z(7;) = 0 e u(1;) = 0 para todo k > 0, entdo z(t) = 0 para t € [7x, Tkt+1)-
Assim

p(t,a,to) = [o(t)", u(m)"]" = [=(t)", u(m)"]" =0

para todo t € [Ty, Tiy1), isto €, (S(25), {0}) ¢ invariante.

2.5 Funcoes de Lyapunov

Considere as trajetorias p(.,zo, 7)) € S de um determinado sistema dindmico continuo.
Tomando M invariante em relagdo a S e U = B(M;r) C A para algum r > 0, a seguir

definimos as usuais fungoes de Lyapunov para sistemas continuos.
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Definicao 2.7 A funcioV : U x Rt — R € uma funcdo de Lyapunov se:

(i) para t > 0 tem-se V(z,t) >0 sex ¢ M e V(z,t) =0 sex € M ;

(it) V(p(t, zo,78), t) € continuamente diferencidvel e LV (p(t,zo,75),t) < 0 para todo xo € U
et>1 .

Observe que a condigao (i) é satisfeita se existirem fungoes 11,1y € K definidas em [0, 7]
tais que

¢1(d(x’ M)) < V(x7t) < ¢2(d($7M)) :

Na condigao (i) é usual considerar também DTV (p(t,a,7(),t) < 0.

Considere agora um sistema dindmico descontinuo e sejam p(., xg, 75) € S as trajetorias que
definem esse sistema, sendo {77, 75,... : 77 < 74 < ...} o conjunto de possiveis pontos de
descontinuidade de cada trajetoria p(.,xo,7)). Assim, se M ¢ invariante em relagao a S,

para sistema descontinuos utilizaremos a seguinte defini¢ao de fungoes de Lyapunov.

Definigao 2.8 A fun¢ao V : U x Rt — Rt € uma funcao de Lyapunov se:
(i) para t > 0 tem-se V(x,t) >0 sex & M e V(z,t) =0 sex € M ;

i1) se xg € U temos que {V (p(7f, 2o, ), 78) }ren € decrescente.
k 0)s Tk

2.6 Resultados para Sistemas Dinamicos Continuos

A seguir enunciamos os usuais resultados que garantem condigoes suficientes para a estabi-

lidade de Lyapunov de sistema continuos.

Teorema 2.1 Seja {RT,(X,d), A, S, RS} um sistema dindmico continuo e M C A fechado.
Suponha que exista uma fung¢io V : U x RT — RY continua e fungoes U,y € K definidas
em [0,7] tais que

Un(d(z, M)) < V(x,t) < o(d(z, M))

para todo x € U et € RT.

(a) Suponha que para todo a € U = B(M;r) C A et > 78 se tenha LV (p(t,a,75),t) < 0.
Entao (S, M) € invariante e uniformemente estdvel.

(b) Se além disso existir uma fun¢do 13 € K definida em [0,r] tal que

d

%V(p(t, a, 7‘5), t) < _¢3(d(p(t7 a, Tg)? M))

para todo a € U et > 1(, entao (S, M) é uniformemente assintoticamente estdvel.
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Prova. (a) Como M C U, dado a € M temos que V(p(t,a,7d),t) é decrescente para todo

t > 75. Entéao
Vp(t,a,75),t) < V(p(15,a,75),75) = V(a,75) < ¥2(d(a, M)) = ¢2(0) = 0
e assim
d(p(t, a,75), M) < (0) = 0.
Como M é fechado segue que (S, M) ¢é invariante.
Agora, dado € > 0 seja § = 1y ' (1(€)) tal que d(a, M) < § e a € U. Logo
i (d(p(t, a,75), M)) < V(p(t,a,15),t) < V(p(15,a,75),75) =

Vi(a,75) < to(d(a, M)) < ¢2(8) = ¢n(e)

e portanto d(p(t,a, 1), M) < € para todo t > 7, isto &, (S, M) ¢ uniformemente estavel.
(b) Fixe um 6; > 0, §; < r, tal que ¥5(d;) < 11(r) e seja € > 0 de modo que 0 < € < r. Seja
agora um dy = da(€) > 0 tal que dy < d1 e Pa(da) < 11 (€).

Definindo 7" = 41(r)/13(d2), para algum a € U tal que d(a, M) < ¢; afirmamos que
d(p(t*,a, 7)), M) < 0y para algum t* € [78,75 + T]. Realmente, pois do contrario terfa-
mos d(p(t,a,78), M) > §; para todo t € [7f, 75 + T, logo

0< ¢1(52) < wl(d(p(t7av7-g)’ M)) < V(p(t’a>7-g)vt) =

d
V(p(ry,a,78),75) +/ £V(p(s,a,75),s)ds <

Viard) — [ sdlpls,a, 7). M) < valata, )~ [ wilonias <
I s
a2(01) — (t = 70)13(2).
Dessa forma, se t = 7 + T temos
0 < 1ha(01) = Tifs(02) = ¥2(d1) — Y (r) <0
o que é uma contradi¢ao e entao t* existe. Para t > t* temos
Un(d(p(t, a,75), M)) < V(p(t, a,75),t) < V(p(t",a,77),1") <

Ua(d(p(t™, a,75), M)) < 12(d2) < th1(e)
e entao d(p(t,a, 7)), M) < € para todo t > t*, logo para todo t > to + T. Assim (S, M) é

uniformemente assintoticamente estavel. O
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Exemplo 2.5.1 Considerando o sistema S(2.9), seja a fungdo V : U x Rt — R* definida
como V(x,t) = V(z) = ||z||, logo, se 11, 1s € K definidas em [0, 7] s@o tais que 11(s) = s/2
e Pa(s) = 2s, temos que Yy (||z]]) < V(z,t) < ¥o(||z||) para todo z € U. Além disso, para
xg € U= B(0;r) C A, z9 # 0, segue que

d d

%V(p(t,xo,to)) - EHp(t’xO?to)“ =
p(t7x07t0)T d p(t,]}o,to)T
P00 Dt m, to) = Y Ap(t a0, L)
100 to)]] @270 1) = ez, g0 P 700 10)

Dessa forma, supondo que A seja simétrica seus autovalores sao reais, e se supormos que
seus autovalores nao nulos sao negativos segue que y? Ay < 0 para todo y € U e entdo do
Teorema 2.1 temos que (S(2.2),{0}) é uniformemente estavel.

Exemplo 2.5.2 Considere o sistema de equacoes

{ #() = y(t) + eo(t) (22(t) + (1) (26)
gt) = —a(t) + cy(t)(2*(t) + y2(t))
sendo ¢ < 0. Temos que f(z,y) = y + cx(x® + y?) e g(z,y) = —x + cy(z? + y?) sdo

continuamente diferenciaveis em R?, logo, dado A = B(0;0;) C R? um conjunto aberto
de estados iniciais a = (z¢,yo), existe uma tunica solugdo continua (z(t,xo,0),y(t, yo,0))
de (2.6) para todo t € [0,w;(a)) de modo que (z(0,z0,0),y(0,40,0)) = (xo,yo). Dessa
forma, considerando Rj C R* um conjunto de instantes iniciais ty e S = {p(.,a,to) :
[to, +00) — R?*} o conjunto das trajetorias p(t,a,ty) = (x(t, o, o), y(t, yo, to)), obtemos o
sistema dinamico continuo {R*,R? A, S6), Ry}

Observamos que, se a = (zg,y0) = (0,0) entao p(t,a,ty) = (x(t,0,%),y(t,0,t9)) = (0,0)
para todo t > ty, isto €, (S2.6),{0}) é invariante.

Para analisar a estabilidade deste sistema utilizaremos a funcao V : U x Rt — R* dada por
V((z,y),t) = V(z,y) =" +y*.

Considerando 11,75 € K de modo que 1;(s) = s*/2 e 15(s) = 2s* para s € [0, r], temos
que ¥1(]|z]]) < V(x) < o(||x]|) para todo x € U. Também, para a € U = B(0;7) C A e
p(.,a,ty) € S(2.6) temos

SV p(t,a,10)) = V(). 4(1)) = 2e(2(1) + (1) =

=2|elllp(t, a, to)I* = =5 (|lp(t, a, to) )

sendo 13 € K tal que ¢3(s) = 2|c[(s)*. Logo, do Teorema 2.1 segue que (S(2.6),{0}) ¢

uniformemente assintoticamente estavel.
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Teorema 2.2 Seja {R',(X,d), A, S,Ri} um sistema dindmico continuo e seja M C A
fechado. Suponha que existem uma funcao V : U x Rt — R continua e constantes positivas
c1,Co,c3 € b tais que

c1(d(z, M))b < V(z,t) < co(d(z, M))b

para todo x € U et € RT,
Além disso, suponha que para todo a € U = B(M;r) C A et > 18 se tenha

DV (p(t,a,75),t) < —c3 [d(P(t7 a,75), M)] '

Entao (S, M) € exponencialmente estdvel.

Prova. (a) Considerando 11,1, € K tal que 11(s) = ¢1(s)° e 1a(s) = ca(s)?, s € [0,7], do
Teorema 2.1 temos que (S, M) é invariante, ja que para todo a € M temos V (p(t,a, 7)), t)
decrescente para todo t > 70, pois DTV (p(t,a,78),t) <O0.

(b) Dado a € U, seja po(t) = p(t,a,75) e V(po(t),t) = v(t). Entdo, para todo t > 7§ temos

D*u(t) = DYV (po(t),t) < —es[d(po(t), M)]" <

—(e3/ca)V(po(t),t) = —(c3/ca)v(t)
e entdo a funcao v(t) satisfaz a desigualdade diferencial
D+U<t) < —(Cg/CQ)U(t) .

Além disso, v(75) = V(po(15), 70) = V(p(75, a,75),75) = V(a,75) < ez(d(a, M))" e do Lema
1.2 segue que
U(t) < Cz(d(a, M))b@—(03/02)(t—rg)

logo
e (d(po(t), M))" < o(t) < ea(d(a, M))’e (/070

e entao

1

1/b
d(po(t), M) < (9) d(a, M)e~(e/be)(t=70)
Assim, dado € > 0 se 6 = e(z_;>1/b ¢ tal que d(a, M) < § e a € U segue que
d(p<t7 a, 7_(;)0)’ M) < ee_a(t_TfIJ))

para todo t > 7 e a = ¢3/bcy, isto &, (S, M) é exponencialmente estavel. O
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Exemplo 2.5.3 Considere o sistema descrito pelas equagoes

{ () = —a(t)z(t) — by(t) (2.7)

sendo b € Rea,c: I — R, tal que I D R ¢ um intervalo aberto, fun¢oes continu-
amente derivaveis tais que a(t),c(t) > § > 0 para todo t > 0. Temos que f(z,y,t) =
—a(t)r — by e g(z,y,t) = bx — c(t)y sao continuamente diferenciaveis em R? x I, logo,
dado A = B(0;6;) C R? um conjunto aberto de estados iniciais a = (zo, o) ¢ Ry C RT
um conjunto de instantes iniciais ¢y, para cada (a,ty) € A X R existe uma tnica so-
lugdo continua (x(t,xo,to), y(t, yo, to)) de (2.7) para todo t € [tg,tg + w(ty,a)) de modo
que (z(to, zo,%0), ¥(to, Yo, to)) = (Z0,¥0). Dessa forma, considerando Si7y = {p(.,a,to) :
[to, +00) — R?} o conjunto das trajetorias p(t,a,to) = (x(t, xo,to), y(t, yo, 1)), obtemos o
sistema dinamico continuo {R*, R?, A, Si2.7), R{ }.

Observamos que, se a = (zg,y0) = (0,0) entao p(t,a,ty) = ((t,0,%0),y(t,0,t9)) = (0,0)
para todo ¢ > tg, isto ¢, (S(2.7y,{0}) é invariante.

Seja a funcao V : U x RT — R* dada por

V((z.5),6) = V() = 5 +7)

Dessa forma, para todo z € U temos (1/4)||z]]*> < V(z) < ||z]|* . Também, para a € U =
B(0;7) C Aep(.,a,ty) € Sy temos

SV plt,a,t0)) = V(D) y(1) = —a(e(1) — (1) <

—0(z*(t) + y*(t)) = =dllp(t, a, to)|”
¢ do Teorema 2.2, considerando ¢; = 1/4,c5 = 1,¢3 = § e b = 2 segue que (Si2.7),{0}) ¢

exponencialmente estavel.

Teorema 2.3 (Instabilidade) Seja {RT, (X, d), A, S, Ry} um sistema dindmico continuo
tal que M C A € um conjunto fechado invariante. Se supormos a existéncia de uma fung¢dao
V:X xR — R tal que:
(i) existe ¢ € KR tal que

V(z,t) < (d(x, M))
para todo (x,t) € X x Rt ;
(1) para algum r > 0, dado a € U = B(M;r) C A existe ¢ € K definida em RT de modo

que

%V(p(t,a, ),t) > ¢(d(p(t,a,15), M))
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para todo t > 7;

(i7i) para a sequéncia de abertos {Uy, = B(M;1/k)}x>1, com Uy C U para todo k > 1,

suponha que exista pelo menos um xy € Uy de modo que V(xy, 75) > 0.
Entao (S, M) € instdvel.

Prova. Da suposicao (iii) existe uma sequéncia {xzy}r>1 de pontos em X, sendo zy € Uy, e

V(zg, 75) > 0, de modo que d(zg, M) > 0 para todo k e para k — 400 temos d(zy, M) — 0.

Assim, considere ¢y > 0 tal que ¢y = 7 e sejam pi(t) = p(t, g, 75) € v (t) = V(pi(t), t).

Sabemos da condigao (ii) que V(p(t,a,7)),t) é crescente para todo t > 7¢ tal que a € U,

logo
U(d(px(t), M)) = V(pi(t), 1) = vi(t) = vi(7g) =
Vipe(19),76) = Vg, 75) > 0

isto é

d(pr(t), M) > (V(zp,78)) = g > 0
Assim, .

Y(d(pr(t), M)) > vi(t) = vi(7g) + /p % vg(s)ds =
ve(18) + /p % V(pr(s), s)ds > vi(18) + /p o(d(p(s, zy, 78), M))ds
wlm) + [ (el M)ds = u() + [ olan)ds =

uk(75) + dlaw) (t — 79) > d(ow)(t — 77)

isto é,

d(pi(t), M) > o~ ($au) (t — 7))

e ent@o para t — 400 temos d(pg(t), M) — +o00, ou seja, (S, M) ¢ instavel.

O

Exemplo 2.5.4 Para o sistema S considere a funcdo V : R? x Rt — R" definida
como V(z,t) = V(z) = ||z|, logo, se ¥ € KR ¢é definida como #(s) = 2s, temos que
V(x,t) < (]|z||) para todo z € R% Além disso, para xg € U = B(0;r) C A, xo # 0, segue

que

d d
%V(p(ta%:to)) = EHp(thOatO)H =

p(t7x07t0)T d
[p(t, o, to)|| dt

p(ta Zo, tO)T

lp(t o, to)

(t, 2o, t0) = 57— — 7 Ap(t, 2o, to) -
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Entao, se A é simétrica e seus autovalores sao todos positivos, considerando A, = min A;,
1<i<n

sendo \; os autovalores de A, segue que
y' Ay > Ayl

para todo y € R2. Logo

p(t, o, o)
[p(t, 2o, to) ||

Amllp(t, 2o, to) || = &([Ip(t; 2o, to)l])

sendo ¢ € K dada por ¢(s) = A,s. Além disso, para a sequéncia de abertos {Uy =
B(0;1/k)}k>1 temos que z = (1/(k+1),0) € Uy e V (g, to) = 1/(k+ 1) > 0, portanto, do
Teorema 2.3 temos que (S2.2),{0}) é instavel.

iV(p(t To, 1)) =

dt Ap(tax07t0) Z

Exemplo 2.5.5 Seja o sistema

:z'c(‘t) = crz(t) + z(t)y(t) (2.8)
y(t) = —coy(t) + 2%(t)

sendo ci,¢co > 0. Como f(z,y) = ciz + ay e g(z,y) = —coy + 2 sdo continuamente
diferenciaveis em R?, dado A = B(0;6;) C R? um conjunto aberto de estados iniciais
a = (o,Y0), existe uma tnica solugdo continua (x(t,xo,0),y(t, yo,0)) de (2.8) para todo
t € [0,wy(a)) de modo que (x(0,x0,0),y(0,90,0)) = (x0,y0). Dessa forma, se R C RF
¢ um conjunto de instantes iniciais ¢y ¢ Sps) = {p(.,a,t) : [to, +00) — R?} é o conjunto
das trajetorias p(t,a,tg) = (x(t,xo,t0),y(t, vo,t0)), obtemos o sistema dindmico continuo
{R*,R2, A, Sn.g), R{

Temos que, se a = (zg,yo) = (0,0) entdo p(t, a,ty) = (z(¢,0,t),y(t,0,t)) = (0,0) para todo
t > to, ou seja, (S(2.8), {0}) ¢ invariante.

Considere a funcao V : R? x Rt — R dada por

V((@,y),t) =V(z,y) =" -y
Considerando 1 € KR de modo que v(s) = s?, temos V(z) < v(||z]|) para todo z € R2.
Também, para a € U = B(0;r) C A e p(.,a,ty) € S8 temos

SV plt,a,10)) = TV((0)y(1)) = 2ers?(1) + (1)) > 2minges, e} ] = 6]

sendo ¢ € K tal que ¢(s) = 2min{cy, c2}(s)? Além disso, considerando a sequéncia {Uj, =
B(0;1/k)}x>1 temos que x3, = (1/(k +1),0) € U e V(xp,t0) = (1/(k + 1))? > 0. Entao, do
Teorema 2.3 segue que (S(25), {0}) ¢ instavel.



Capitulo 3

Resultados para Sistemas Dinamicos

Descontinuos

3.1 Introducao

Prova-se em [8] que se um sistema dindmico continuo satisfaz as hipoteses dos Teore-
mas que determinam o Método Direto de Lyapunov, entao as hipdteses do correspondente
resultado da secao 3.2 para sistemas descontinuos também sao satisfeitas, mostrando que
os resultados para sistemas descontinuos sao consistentes com os resultados classicos para
sistemas continuos.

Tendo como referéncia 3], [4], [6], [9], [10] e [18], na segao 3.2 estabelecemos o Método
Direto de Lyapunov para sistemas descontinuos.

Agora, utilizando [10] e [18] na se¢@o 3.3 estabelecemos Teoremas de Reciproca para os
Teoremas da se¢ao 3.2 .

Finalmente, na secao 3.4 enunciamos e demonstramos um resultado que garante condi-
¢oes suficientes para a instabilidade de conjuntos invariantes, tendo como referéncia [3], [10]
e [18] .

3.2 Meétodo Direto de Lyapunov

Teorema 3.1 Seja {R",(X,d), A, S, RS} um sistema dindmico descontinuo e M C A um
conjunto fechado. Suponha que exista uma funcao V : U x RT — R e funcoes 11,1, € K

definidas em [0,7] tais que

i(d(z, M)) < V(x,t) < o(d(x, M))

20
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para todo x € U et € RT,

(a) Para todo p(.,a,7§) € S tal que a € U = B(M;r) C A, seja V(p(t,a, 7)), t) continua em
t > 715 exceto em um conjunto de descontinuidades Ev ) C E,, sendo E, = {7§,7{,...: 0 <
15 <11 < ..} o conjunto ilimitado superiormente dos possiveis pontos de descontinuidade de
p(.,a,70). Além disso, se a € U seja {V(p(14,a,75), 7% ) tren decrescente e suponha também
que exista uma fungao crescente h € C[R*,R*], com h(0) = 0, tal que para t € (77,7],4)
vale

V(p(t, a,),1) < AV (p(rE, 0, ), L)),

Entao (S, M) € invariante e uniformemente estdvel.

(b) Se, além do mais, em (a) existir uma funcgao 3 € K definida em [0,r] tal que
Dv(p(Tlf7 a, Té)), 7—1];) < _¢3(d(p(7—lf> a, Tg)? M))

para k € N quando a € U, sendo

V(p(ks1,0:70), i) = VI(0(, 0, 75), 7))

p p
Tr1 — Tk

DV (p(7¢, a,75), 7)) =

entdo (S, M) € uniformemente assintoticamente estdvel.

Prova.
(a) Provemos que (S, M) é invariante. Se a € M C U entao V(p(7y,a,75),75) = 0, uma vez
que

Vp(rda,78),78) = V(@) < $ald(a, M)) = $(0) = 0.

Logo V(p(7}, a,75), 1) = 0 para todo k > 0, ja que {V(p(7¢,a,75), 1)} C RT & decrescente.
Dessa forma ¢ (d(p(1¢,a,75), M)) < V(p(1},a,75),7) = 0 e entdo d(p(ry,a, 7)), M) = 0,
isto é, p(77,a,7) € M para todo k € N, ja que M é fechado.

Além disso V(p(t,a,75),t) = 0 para t € (7}, 77,,), j& que

Vi(p(t,a,79),t) < h(V(p(7¢, a,75), 7)) = h(0) = 0.

Entao ¢1(d(p(t,a,15), M)) < V(p(t,a,75),t) = 0, logo d(p(t,a, ), M) = 0 e portanto
p(t,a,7§) € M para todo t € (77, 77,,), pois M ¢é fechado. Assim (S, M) ¢é invariante.
Como h é continua e h(0) = 0, para qualquer € > 0 existe 6 = d(e) > 0 tal que h(y) < ¥ (e)
quando 0 < y < 0. Suponha que ¢ < 1;(€), assim, para qualquer trajetoria p(.,a, 7)) € S,
quando d(a, M) < ¥y (8) e a € U, segue que

V(p(Tg,CL,Té)),Tg) = V(CL,T5> S Q/JQ(d(a? M)) < ¢2(¢51(5>) =0
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logo V(p(7¢,a,78), 7)) < ¢ para todo k, ja que {V(p(14,a,75), )} é decrescente e entao
d(p(r{, a,70), M) < o (V(p(ri, a,75), 7)) < ¥y ' (6) <.
Além disso, para qualquer ¢ € (77,7, ) segue que
Vi(p(t, a,79),t) < W(V(p(7i, a,79), 7)) < ta(e)

e entao
d(p(t,a,15), M) <7 (V(p(t, a,75), 1)) < P1 't (¢a(e) = e

Assim (S, M) é uniformemente estavel.

(b) Colocando z; = V(p(7},,a,7)), 1), com a € U, obtemos das suposi¢oes do teorema que
—(0 = (3 (7)) = —( 1y — s (v (V(p(7, @, 75), 7)) =
—(Thr1 — T)Ws(d(p(7F, a, 75), M) >
V(p<Tlf+1v a,7q), Tlf-s—l) =Vl a,75),7) = Z£+1 - 2
Se denotarmos ¢ = 13 015 ', a tltima desigualdade se torna
Zom — 2 < — (T — V().

Como {z}} ¢ decrescente, para todo n < k segue que

e entao
T — 20 = (G —2) + (3 —Z) + o+ (A —2) <
() (T4 — 7)) = V() (7 — 1) — - — () (T — 1) =
—VE((R = 7) + (7 = 7)o+ (1 = 70) =
—9(20) (Te — 70)

logo o )

2y — % Z

vla) < Tl%—i—l _k:(% N Tif+1 0_ i (3.1)

Considere um § > 0 fixado. Dado € > 0 escolha um 7 = 7(¢) > 0 tal que

¥a(9) ¥a(9)

T

max{¢y ' (V7 (=), ¥ (WY (=)} <e
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Para qualquer a € U C A tal que d(a, M) < § e 7 € R, mostremos que d(p(t,a,75), M) < €
quando ¢ > 75 + 7.
Para todo t > 73 4+ 7, t deve pertencer a algum intervalo [}, 7/ ;) para algum k, logo

Th1 — T > 7. De (3.1) segue que

2 Vp(rd,a,18), 75 V(a, 78 Via, 1y
sy B Volbedid)_ Ved) Vied)
k+1 — 70 k+1 70 k1~ 70
vald(a, M) _ a(0)
T T
o que implica
_1, ¥2(0
2= Viod.ad).g) < v () (32)
e
P P P\ P -1 ¢2<5)
V(p(t>a’70)7t) < h(v(p(TwavTO)?Tk)) < h(?,b (T)) (3'3)
set € (1),77,,). Quando t = 77, de (3.2) temos
P P -1 P P\ P —1¢,—-1 1/’2(5)
d(p(ry, a,75), M) < ¢y (V(p(ry, a,79), 7)) <y (¥ (T)) <
e quando t € (77, 7¢,,), de (3.3) concluimos que
¥2(0)

d(p(t,a,5), M) < b7 (V(p(t,a,75), 1)) < ¥7 (v~ ) <e.

Isto prova que (S, M) é uniformemente assintoticamente estéavel. 0J

T

Teorema 3.2 Seja {RT, (X,d), A, S,R{} um sistema dindmico descontinuo e seja M C A
fechado. Suponha que existe uma funcao V : U x RT — R™ e constantes positivas ci,cs € b
tais que

cr(d(z, M) < V(z,t) < cyd(x, M))" (3.4)

para todo x € U et € RT.

(i) Para cada p(.,a,75) € S tal que a € U = B(M;r) C A, V(p(t,a,18),t) € continua em
t > 715 exceto em um conjunto de descontinuidades Ev ) C E,, sendo E, = {7§,7{,...: 0 <
0 < 10 < ...} o conjunto ilimitado superiormente dos possiveis pontos de descontinuidade

de p(.,a,75). Também, suponha exista uma fung¢ao h € C[RT, RY], com h(0) =0, tal que
Vip(t,a,19),t) < MV (p(7g, a,79), 7)) (3.5)

para t € (13, Tp, ), € para alguma constante positiva q, h satisfaz

lim hr)

r—0+ 14

=0.
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(i1) Além disso, existe uma constante c3 > 0 tal que
DV (p(rl, a,78),7) < —es [d(p(rl, a, 7)), M)]"

para todo k € N quando a € U, sendo DV (p(1¢,a,75),m¢) definido no Teorema anterior.

Entao (S, M) é exponencialmente estdvel.

Prova. Dado a € M C U, de (ii) temos DV (p(7},a,7),7) < 0, logo {V (p(7},a,7), 1)}
¢ decrescente, assim, do item (a) do Teorema anterior segue que (S, M) ¢é invariante e uni-
formemente estavel.

Para a € U seja 2 = V(p(1i,a,75),7,) e 2P(t) = V(p(t,a,7§),t). De (3.4) temos

d(p(r?, a,70), M) > (0 /cy) "

logo, de (i7) segue que

i1 — % p p b € p
D D S —C3 [d<p(Tk7a7T0)7M)} S __Zk
Thr1 — Tk C2
assim, se o = c3/co Obtemos
P P P\].P
2o < [1 —a(m,, — Tk)] 2. (3.6)
Se 1 —a(r),, — ;) < 0 & valido para algum k, segue que z,,, < 0 e entao z,, = 0,

pois V(U x R*) c R*. Além disso, de (i) temos que {2} ¢ decrescente e entdo z, =
V(p(tP,a, 7)), ) = 0 para todo n > k . De (3.4) temos

ﬂﬂﬂmm@ﬂ@é(%fwzo

logo d(p(72,a,78), M) = 0. Utilizando agora (3.5) segue que z(t) = V(p(t,a,78),t) <

h(z,) =0, isto é, z(t) = 0 para todo t € (72, 7,,,,), entdo, usando novamente (3.4) obtemos

ﬂﬂtmﬁmkﬁg(%?fﬁza

Dessa forma, dado € > 0 tome ¢ = ¢, logo, para d(a, M) < § e a € U, fixando arbitrariamente
um o7 > 0 temos
d(p(t,a,75), M) =0< ce1(t=7)

para todo t > 77, . Se t = 74, para ¢ > 0 dado seja § = ¢ tal que d(a, M) < 6 , logo

d<p(Tg7a’>T(I)))7M) = d(a, M) < €= 6670{1(75775)_
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Se t € (15, 751), dado € > 0 seja 6 = € , entdo, se d(p(t,a, 7)), M) = 0 temos
d(p(t,a,78), M) = 0 < ee*1=70).
No entanto, se d(p(t,a,7(), M) # 0, seja € > 0 tal que d(p(t,a, 7)), M)/e < 1 e tome um

ay > 0 de modo que
—1 d(p(t ", M
ay < 5 ln{ (p(t, @, 79). )}
t—7g €

e entao
d(p(t,a,75), M) < ce~2(t=79)

quando d(a, M) < § = e. Portanto, dado € > 0 tome 0 = € e entao se f = min{ay, as} segue
que
d(p(t,a, ), M) < e Pt=76)

quando d(a, M) < d et > 73, isto &, (S, M) é exponencialmente estavel.
Suponha agora que 1 — a7y, ; — 77) > 0 para todo & > 0. Como e™** > 1 — ax, de (3.6)

temos
2o < [1 —a(r), — T,f)}zi < [1 — o1l — T,f)] [1 —a(r) — T,f_l)]z],j_l < .. <

(1= =1 = el =7 )] [1 = alr = )] <

e—oa(rf+1—T,f)e—a(T,f—T,f_l) “'efa(Tfng)zg _ E_Q(T}S‘H_Tg)zg
ou seja, 2, < e_o‘(T’erl_Tg)zg para todo k > 0. Entao, para todo k > 1 temos
2 < ek (3.7)

Utilizando (3.4), para k > 1 obtemos

p P
ol 7). ) < ()7 < (By et

Co 1/b 7g(TP77_P)
< (= dla. M b \Tk~T0)
< (e < (2)"d(a, M)
Assim, dado € > 0 seja 6; = e(i—;)l/b tal que d(a, M) < 61 e a € U, logo
Ap(r, 0, 72), M) < (2)"d(a, M)e~ 3 < comFE ) = e int =)
€1

para todo k > 1. Se 77 = 7, para € > 0 dado tome J, = € de modo que d(a, M) < J5 , entao
d(p(r2,a,78), M) = d(a, M) < 6, = € = e (070
Portanto, dado € > 0, tome d3 = min{d;, d»} e entdo

d(p(rF,a,70), M) < ee”P1x=0)
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/s? é continua em (0, +00), pois € um quociente de fungdes continuas, além

quando d(a, M) < d3 e k > 0.
Temos que h(s)
h(

disso lim,_,g+ S—S) = 0. Considerando um ¢ > 0 fixado tal que d(a, M) < § e a & M, seja

q

sup {cz(d(p(T,f,a,Tg), M))b} =60>0.

keN
Dessa forma, se
h(s
‘Ifd(a,M) = Ssup %
s€ (0,9]

entao h(s) < s9Wy, 1) para todo s € [0,60]. Através de (3.4) sabemos que
4 € [0 co(dlp(rt, 0, 7). M))'] < [0,6]
assim, para todo t € (77, 7;,,) de (3.5) e de (3.7) temos que
2P(t) < h(z)) < (20)"Waan) < ‘I’d(a,M)e_aq(T’f_Tg)(Zg)q =

\I/d(%M)eaQ(t—T,f)e—aQ(t—Tg)(Zg)q < \I,d((LM)eaq(T,foT,f)e_aq(t_Tg)(Zg)q <

eaq(l/a)e_aq(t_Tg) (Zg)q — \IJd eqe—aQ(t—Tg) (Zg)q

V(a0 (a,M)

Assim, se Wyq,) = 0, dado € > 0 seja dy = € > 0 tal que d(a, M) < ds e a € U, e entao
() < Wygaanele ) (20)7 = 0

para todo t € (13,7, ,), logo 2P(t) = 0 e portanto

p(¢ 1/b )
d(p(t,a,78), M) < {Z ( )} =0 < eeA=T0)
C1

para todo t € (13, 7,,,). Dessa forma, dado € > 0 se tomarmos 6 = min{ds,d,} segue que
d(p(t,a,75), M) < ee” (=70

para todo ¢t > 7§ quando d(a, M) < 6 e entdo (S, M) seria exponencialmente estéavel.

1/b 1/q
Por outro lado, se W44y # 0 dado € > 0 seja o5 = el/a {{C—l} } tal que

e1cqV giq, )
d(a, M) < 05 e a € U, entao

<

1/b
2P (t) }l/b < { \I/d(a,M)eqefaq(t*Tg)(zg)q } /

C1 C1

A(p(t, a, 78), M) < {
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—aq(t—78) bg ) 1/b
{\de(a?M)eqe (o) (dla, M) } < e~ 2tt=T0) — e B2(t=77)
C1

para todo t € (77, 7/,,). Portando, dado € > 0 tomando ¢ = min{ds,ds} e 3 = min{Fy, G2}
segue que
d(p(t, a,78), M) < ee”?1770)

para todo t > 7§’ quando d(a, M) < §, isto &, (S, M) é exponencialmente estével. O

3.3 Teoremas de Reciproca

Em todos os Teoremas de Reciproca desta secao faremos as seguintes suposi¢oes para o
sistema dinAmico descontinuo {R*, X, A, S, R} considerado:

(i) R =R

(i7) para todo (a,ty) € A x R existe um tnico p(.,a,ty) € S;

(i71) cada p(.,a,7)) € S é continua em [7§,4+00), exceto possivelmente em um conjunto
E, ={7§,7{,... : 75 < 7{ < ...} ilimitado superiormente, sendo I = infyen{7;,, — 74} >0 e

L= supkeN{T,fJrl — 1} < 0.

3.3.1 Estabilidade uniforme

Teorema 3.3 Seja {RT, X, A, S, R} um sistema dindmico descontinuo e M C A um con-
gunto invariante fechado, sendo A = B(M;r). Seja (S, M) uniformemente estdvel. Entao,
existem abertos Ay e X, de M tal que Ay C X1 C A e uma aplicacao V : X1 x Rt — R*
que satisfaz:

(a)existem 11,1y € K tal que

P (d(z, M) < V(x,t) < o(d(z, M))

para todo (x,t) € X; x RT.
(b) para cada p(.,a,75) € S, com a € Ay, V(p(t,a,78),t) € decrescente para t > 7¢.

Prova. Como (S, M) é uniformemente estével, do Lema 2.1 existe ¢ € K definida em [0, 7],
ro > 0, tal que
d(p(t,a,75), M) < ¢(d(a, M)) (3.8)

para todo t > 7¢ quando d(a, M) < g .
Sendo A = B(M;r) segue que X; = {z € A:d(x,M) < ro} também é um aberto de M.
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Assim, definimos V : X; x RT — R* como

V(z,t) = sup{d(p(t',x,t), M)} .

t'>t

Para todo (x,t) € X; x RT temos
V(e,t) > d(p(t, z, 1), M) = d(z, M)

logo, tomando ¢, € K definida em R* tal que ¥4 (s) = s temos V(z,t) > 11 (d(z, M)). Além
disso, de (3.8) segue que

V(x,t) =sup{d(p(t', z,t), M)} < f}ilz{fﬁ(d(% M))} = ¢(d(x, M))

/>t

entao, tomando ¥y € K definida como

{ Ua(t) = (1), t € [0, 7]

P(t) = L200) ¢ ¢ > g

o

o item (a) fica demonstrado.
Por outro lado, seja A; = {a € X; : d(a, M) < ¢ (ro)} se ¢~ (ry) < rg e A = X se

To = ¢(ro).
Dado a € Ay, se ¢~ '(rg) < 1o temos que

d(p(t,a,75), M) < ¢(d(a, M)) < 1o
e se g > ¢(rg) segue que
d(p(t, a, Té)), M) < ¢<d(a7 M)) < ¢(T0) < 7o

logo, se a € Ay temos que p(t,a,7)) € X; para todo t > 7. Assim, se 77 € RT e a € Ay,
para qualquer to,t; € R tal que to > t; > 1) segue que

p(t/7p<t27 a, Tg)a t2) - p(t/)p<t17 a, Tg); tl)

para todo t' > t,. Entao

V(p(ta,a,78),t2) = sup{d(p(t’, p(ta, a,78),t2), M)} = sup{d(p(t',p(t1,a, 1), t1), M)} <

t'>to t'>to
Sup{d(p(tlvp(th a, Tg), tl)) M)} - V(p(tla a, Té))a tl)
t'>t

e portanto V(p(t,a, 7)), t) é decrescente para todo a € Aj. O

28
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3.3.2 Estabilidade assinto6tica

Teorema 3.4 Seja {R",(X,d), A, S,RT} um sistema dindmico descontinuo e seja M C A
um conjunto invariante fechado, sendo A = B(M;r). Suponha que (S, M) seja uniforme-
mente assintoticamente estdvel. Entao, existem abertos A; e X1 de M tal que A1 C X1 C A,
e uma aplicacao V : X1 x RT — R que satisfaz as sequintes condigoes:

(a) existem 1,19 € K tal que

r(d(z, M)) < V(x,t) < od(z, M))

para todo (x,t) € X; x RT.
(b) existe 3 € K tal que para cada p(.,a,75) € S € vdlido

DV (p(r¢, a,75), %) < —s(d(p(F, a, 75), M)

coma¢€ Ay ek e N.
(c) existe uma fung¢io h € C[RT,R*], com h(0) =0, tal que

V(p(t, a, 1), t) < W(V(p(7, @, 75), 7))
para cada p(.,a,75) € S, quando t € (13, 7;,,), a € Ay e 7§ € R,

Prova. Como (S, M) é uniformemente assintoticamente estavel, (S, M) é uniformemente
estavel, logo, do Teorema 3.3 existem abertos 1211 e )~(1 de M tais que 1211 - f(l C A e uma
aplicacao V:X; xRt - Rt que satisfaz as seguintes condigoes:

(1) existem 1,10 € K tal que

Yi(d(z, M)) < V(x,t) < do(d(x, M))
para todo (z,t) € X; x Rt
(i1) para cada p(.,a,7%) € S, com a € Ay, V(p(t,a,7t),t) é decrescente para t > 70

De (i) e (i7) temos
Gi(d(p(t, a,75), M) < V(p(t,a,75),t) < V(p(f,a,70),78) < da(d(p(rf, a,75), M)

o que implica em

d(p(t,a,75), M) < Oy [ (d(p(rf, 0, 78), M))] (3.9)
para todo t € [}, 7, ,) e a € Aj.
Do Lema 2.1, existe uma fungao i) € K definida em [0, hy], para algum hy > 0, ¢ uma fungao

o € L tal que
d(p(t, a,75), M) < ¢(d(a, M))o(t — 735) (3.10)
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para todo p(.,a,75) € S et > 1), quando d(a, M) < hy.
Sendo A; um aberto de M, segue que X; = {x € Ay : d(x, M) < hy} também é um aberto
de M. Seja também A; = {a € X; : d(a, M) < ¥ (ho)} se v~ (hg) < hg e A; = X; se
¥(ho) < ho.
Como (S, M) é uniformemente estavel, do Lema 2.1 existe ¢ € K definida em [0, r¢], 79 > 0,
tal que

d(p(t, a,79), M) < ¢(d(a, M))

para todo t > 7§ quando d(a, M) < 1 e entdo os abertos Ay e X, sdo definidos como
Xi={zeA:dxzM) <rjyeA = {a e X, :da,M) < ¢ (rg)} se ¢~ (ro) < 70 €
A, =X, se o(ro) < 1p.

Dessa forma, considerando hy tal que hy < min{¢~'(ro), (ro)}, dado a € Ay, se = (ho) < hg

temos que
d(p(t, a,78), M) < (d(a, M))o(t — 8) < hoo(t — 78) < hoo(0)
e se (ho) < ho segue que
d(p(t, a,78), M) < v(d(a, M))o(t — 78) <

Y(ho)o(t —18) < hoo(t — 78) < hoo(0).

Logo, tomando ¢ de modo que o(0) < 1, se a € A; temos que p(t,a,7) € X; para todo
t> 1.
Entéao, dado a € A;, para 70 € Rt e qualquer ¢t € R tal que t > 7{ segue que

p(t', p(t,a,75),t) = p(t' a,73)

para todo t' > t.
Para cada (z,75) € X; x RT defina V : X; x RT — R* como

V(va(])D) :Zu(d(p(Tg?xaT(?)?M)) (3'11>

sendo que u € K sera especificada no decorrer da demonstracao.

Temos que V(z, 7)) > u(d(p(r{, x,78), M)) = u(d(xz, M)), logo, se definirmos 1; = u temos
V(z, 1) > ¥1(d(z, M)) para todo (z,78) € X7 x RT.

Para a € A seja p(.,a,75) € S e seu correspondente conjunto {71, 75, ...} de descontinui-

dades. Denotando & = p(77,a,7}) € X, e 75 = 7# para algum k > 1, existe uma tnica
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trajetoria p(., &, 75) € S continua em t > 7 exceto possivelmente em {77,775, ...}. Da pro-

priedade de unicidade segue 77 = 77 +,, Dara todo n € N e entao da definigao da fungao V'

temos
400 +oo
V(#,7) =Y u(d(p(ir, #,7), M) = > _uldB(FE, p(r), a,78),7), M) =
n=0 n=0
—+o0 —+o0
Z u(d(ﬁ(T,ern,p(T]f, a, 7-(]))>7 Tlf)v M)) = Z U(d(p(Tlerm a, 7‘5), M)) =
n=0 n=0
+oo
> uld(p(rh, a,78), M))
n=~k
isto é .
V(p(rt,a,78),78) = > _u(d(p(r},a,78), M)) .
n==k

Logo, para a € A; C X; tem-se

DV(p(T]f, a, Tg)? Tlf) = [V(p(Tlerl? a, Tg)’ Tl€+1) - V(p(T,f, a, Tg)a Tlf)] /(Tlerl - Tl?) =

+oo +00
[ D wldp(r,a,78), M) = u(d(p(r8, a,78), M))] /(7L — 70) =
n=k+1 n=~k
—u(d(p(7y, a,75), M)/ (Ti 1 — 7)
para k =0,1,2,... . Como 77, — 7} < L, segue que

DV (p(7,a,75), 7)) < —uld(p(7i, a,75), M)/ L = =ibs(d(p(7y, a, 79), M)

sendo 3 € K definida como v¥3(s) = u(s)/L, s € [0, ho).
A seguir mostramos como escolher u € K de modo que a série em (3.11) seja convergente.

De (3.10), para qualquer (z, 7)) € X7 x RT tem-se
u(d(p(t, z,75), M)) < u((d(z, M))o(t — 77)) <

[u(w(d(z, M))o (0))]2[u(e(ho)a(t — 7§))]'/. (3.12)
Definindo 3 : [0, +00) — R* como S(r) = ¥ (ho)o(r) segue que § € L. Logo, do Lema 1.2
existe aw € K definida em [0, 3(0)] de modo que >/ % a(B(7F,; — 7)) < +o0.

Se definirmos © € K como

0
u(t) = 485 ¢, ¢ > B(0)

{ u(t) = [a(®)]?, t € [0, 3(0)]
) =
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segue que
[u(@(ho)a(t —))]"? = a((ho)o(t — 7)) = a(B(t — 7). (3.13)
Entao, de (3.11)-(3.13) e do Lema 1.2 conluimos que

Viw, ) =Y uldp(r!,o,7), M)) <

1=0

Z[u(w(d(% M)a (O)]"2[u(t(ho)o (7} — 5))]"* =

[u(w(d(a, M))a (]2 (B — 7)) < [u(w(d(z, M) (0))][L+1/(1 —e)].

=0
Definindo ¥y € K como

ba(t) = [u((t)o (0)]*[1+1/(1 — e )], t € [0, hol
a(t) = 200 ¢ ¢ > hy

temos V(z, 7)) < a(d(x, M)) e provamos as partes (a) e (b) do Teorema.
Provemos agora a parte (¢). Dado a € A; C A; a relagio (3.9) ¢ satisfeita, entdo para

t € (17, 75,,) temos
V(p(t, a,75),t) < ¢a(d(p(t,a,78), M)) < (5 0 7" 0 tho) (d(p(7f, a,78), M), (3.14)
Por outro lado, como V(z, 7)) > 11 (d(x, M)) para todo (x, 7)) € X; x R, segue que
V(p(ri,a,75), 70) = u(d(p(ry, a,75), M))

o que implica em
(W' o V)(p(rf, a, 7). 7f) = d(p(}, a, 75), M). (3.15)

De (3.14) e (3.15) obtemos
V(p(t,a,78),t) < (a0 drt ohy 0 gy )(V(p(rf, a,75), 7))

para todo t € (73,7,,,), k € Ne (a,77) € Ay x RT . Se definirmos h € C[R*,R*] como
h(s) = (13 0 b7 0 by 0 7 1)(s) temos que h(0) =0 e

Vip(t,a,75), 1) < h(V(p(7i, a, 7). 7))

e concluimos a demonstragao. O

32
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3.3.3 Estabilidade exponencial

Teorema 3.5 Seja {RT,(X,d), A, S,R$} um sistema dindmico descontinuo e seja M C A
um conjunto invariante fechado, sendo A = B(M;r). Suponha que (S, M) seja exponencial-
mente estavel. Entao, existem abertos Ay e X1 de M tal que Ay C X1 C A, e uma aplicagio
V: X x Rt — R" que satisfaz as sequintes condicoes:

(a) existem 1,19 € K tal que

i(d(z, M)) <V (x,t) < o(d(x, M))

para todo (x,t) € X7 x RT;

(b) existe uma constante ¢ > 0 de modo que
DV (p(r,a,78), ) < —cd(p(rh,a,78), M)

para k € N ea € Ay ;
(c) existe uma fungao h € C[RT,RT], com h(0) = 0 elimg_o+ % = 0 para alguma constante
q > 0, satisfazendo

Vp(t,a,79),t) < MV (p(7y, a,75), 7))

parat € (17,70,,), a € Ay e 7§ € RT.

Prova. Como (S, M) é exponencialmente estavel, do Lema 2.1 existe uma fungao ¢, € K

definida em [0, ry] e uma constante a > 0 tal que
d(p(t, a,78), M) < ¢p(d(a, M))e= ) (3.16)

para todo t > 7¢, quando d(a, M) < ro. Seja X; = {x € A : d(z,M) < ry} e seja
Ay ={a e Xy :d(a, M) <y (r)} se by (rg) <o e Ay = Xy se hy(ry) < 7o.
Para (z,t) € X; x R, defina

V(e t) = sup{d(p(t', x, ), M).ex" ).

>t
Assim, temos que V(x,t) > d(p(t,z,t), M) = d(x, M), logo, tomando 1; € K definida em
[0, 70] tal que ¥4 (s) = s temos V(z,t) > 11 (d(x, M)). Além disso, de (3.16) segue que

V(x,t) = sup{d(p(t', z, 1), M).e®¥ D} <

t'>t

sup{vz(d(z, M)).e 0.} =y (d(w, M)

>t
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e o item (a) fica demonstrado.
Dado a € Ay, se ¥, ' (ry) < ro temos que

d(p(t, a, 7‘5), M) S @Z}Q(d(a, M))e_a(t_Tg) < roe_a(t_Tg) S ro
e se Uy(rg) < ro obtemos
d(p(t,a, ), M) < y(d(a, M))e > 8) < hy(rg)e ) < gm0 < gy,

Logo, se a € A; temos que p(t,a,75) € X; para todo t > 7f. Dessa forma, se a € A; e
t > 75 € R, temos

V(p(t,a,75),t) = sup{d(p(, plt, a, 78), 1), M).e*" D}y =

>t
sup{d(p(t',a,7t), M).e2* =1} (3.17)
>t
e entao
V(p(risa,70), m41) = sup {d(p(t', a, Tg)aM)ea(t/_T’f“)} =

! p
t ZTk+1

sup {d(p(t’7 a, 7_(})7)7 M)ea(t/_rf)e—a(75+l—rlf)} _

/P
t27k+1

e~ sup {d(p(t',a, L), M)W=} < e= sup {d(p(t',a,7L), M)e =)} <

Ly Iy
e sup a0, 8), M) =V (7). ).
>rF
Colocando ¢ = (1/L)(1 — e~*!), obtemos
V(p(T;f_,_l, a,Té)), Tlf—l—l) - V@(ﬂfﬂ a, 7—5)7 Tlf) <

p p —

DV (p(7y, a,75), 7,) =

1 —a
—p p(l_e l)V(p(T,f,a,Tg),'r,f)g
Te+1 — Tk
1 . 1 »
—+ (L= eV (s a,78), 78) < = (1= ™) d(p(7f, 0, 7), M) =

—c.d(p(r,a,78), M)

e provamos o item (b). De (3.17), para cada a € Ay, 7§y € R* e t € (7, 7/,,) temos

V(p(t,a,75),t) = sup{d(p(t', a, 7§), M)} =

/>t

sup{d(p(t’, a, ), M)ea(t’ff,f)e—a(tﬂ,f)} <

>t
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sup{d(p(', a.78), M)e™ "0} < sup {d(p(t', a, 78), M)e™ "0} = V(p(r{, a, 78), 7).

t'>t tIZTIf

Assim, se h € C[R*,R*] ¢ tal que h(r) =r e ¢ = 3, temos que limg_o+ % = 0{% =0e

Vip(t a,79),t) <V(p(7y, a,79), 7)) = bV (p(7, 0, 7). 75))

e entdo o item (c) também é demonstrado. 0J

3.4 Instabilidade

Teorema 3.6 Seja {RT,(X,d), A, S,Ry} um sistema dindmico descontinuo e M C A um
conjunto fechado invariante. Suponha que existe uma fun¢ao V : X X Rt — R e uma fungao
¢ € KR tal que

¢(d(x, M)) = V(x,t)

para todo x € X et € RT.
(a) Suponha que para todo p(.,a,7§) € S, V(p(t,a,7(),t) é continua em t € |15, +00) exceto
em um conjunto de descontinuidades Ev ) C E,, sendo E, = {75, 71,...: 0 <15 <70 < ..}
o conjunto ilimitado superiormente dos possiveis pontos de descontinuidade de p(.,a, 7).
Também, suponha que ]icrelg{ﬂfﬂ — 710} = 0> 0 e que exista uma fungio ¢ € K definida em
R* tal que

DV(p(T,f, a,7g), Tlf) 2 w(d(p<7—lfv a,7y), M))
para todo k € N ea € U= B(M;r).
(b) Para a sequéncia de abertos {Uy, = B(M;1/k)}i>1, com Uy C U para todo k > 1,
suponha que exista pelo menos um xy € Uy de modo que V(xy, 75) > 0.
Entao (S, M) € instdvel.

Prova. Paracada d > 0e ) € Rf sejak > 1talque § > 1/ke 1/k = max{1/n:6 > 1/n},
logo, da suposigao (b) existe a = as € Uy, de modo que d(a, M) < d e V(a,7) > 0. Também,
sendo ¥(s) > 0, s € R*, de (a) temos

V(p(k1,0:70), i) = VI(0(E, 0, 75), 7))

p p
Ter1 — Tk

>0

logo
V(s 0 70), Ti) = VIp(7, a,70), 75)
isto &, {V(p(1¢,a,78), 74 ) }ren € crescente.

Além disso, para k > 1 segue que

Vip(rsa,16), 1) 2 V(p(7i_y, 0, 70), 70) + (70 = ) (d(p(7y, @, 79), M) >
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Vp(ri_y,a,78), 7_0) + (7 = i )v(o (Vip(rf_y, 0, 75), 7)) =
V(p(r§,a,78),7) + (7 = i) (¢ (V(p(r, 0, 7). 70))) =
V(a,75) + (7 = _)e(o " (V(a, ) > (7 = 7)o (V(a, 7)) = Be(¢™ (V(a, 70)))-
Dessa forma, sendo
Ap(rf . 79). M) > 67 (V(p(rl 0. 78).70)) = 67 (3(6™ (V(a, 7)) > 0

tome ey = ¢~ (B (¢~(V(a,73)))) e entdo para 7, € RY , temos d(p(7y,a,73), M) > €, isto
7o
é, (S, M) é instavel. O



Capitulo 4

Aplicacoes

4.1 Introducao

No presente capitulo aplicamos os resultados da sec¢ao 3.2 em trés casos especificos.

Dessa forma, com base nas referéncias [10] e [15] na se¢ao 4.2 introduzimos os conceitos
e resultados para sistemas determinados por equagoes diferenciais funcionais retardadas .

Agora, os resultados para os sistemas determinados por equagoes diferenciais ordinérias
da sec¢ao 4.3 podem ser achados em [10].

Quanto ao resultado basico de existéncia e unicidade de solugao para equagoes integrais
de Volterra de segunda espécie da se¢ao 4.4, este pode ser achado em [16]. Ja o resultado
de estabilidade de sistemas determinados por equacoes integrais de Volterra é estabelecido
com base no resultado para os sistemas determinados por equacoes diferenciais funcionais

retardadas.

4.2 Sistemas com Retardamento
Suponha que C" denota o conjunto C[[—r, 0], R"], com norma definida por

[@lley = [0l = max{llp(t)[| : —r <t <0}, ¢ € CF

e métrica d induzida por esta norma. Para x € Cl[tg — 1, to + tf),R"], defina x; € C* para
t € [to,to+tyr), ty > 0, através da relacao z4(s) = z(t +s), —r < s <0.

Definicao 4.1 Se [ x Q C R x C, F : Ig x Q — R"™ € uma funcao dada e “.” representa

a derivada a direita, dizemos que a relacao
x(t) = F(t,x) (4.1)

37
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€ uma equacgao diferencial funcional retardada com atraso r em Ig X €.

Uma fungao x é uma solugdo da equagdo (4.1) em [tg—7,to+1s) se x € Cto—r,to+1s), R"],
(t,2;) € Ig x Q e x(t) satisfaz a equacao (4.1) para t € [to, to + tf).

Dado (tg, ¥) € Ig x Q, associado com a equagao (4.1) temos o problema de valor inicial
(4.2)

sendo t > tg .

Lema 4.1 Se para (4.1) a fungao F : Ig X Q — R™ € continua, entiao o problema (4.2) é
equivalente a
z(t) =yt —to), t€[to—r o]
{x@p:wm+J;F@wgw,t>%.

Denotaremos uma solugdo continua de (4.2) sobre um intervalo [to,to + tf), ty > 0, por

x(t, 1, t), ou equivalentemente, por x;(1,ty) € C™ .

Lema 4.2 Se z € Cl[to — r,to + t7],R"], entdo z; € uma fungao continua de t no intervalo
te [to,to + tf]

Teorema 4.1 Se F': Igx) — R" € continua em um conjunto aberto conexo Igx €} C RxC!
e para cada conjunto compacto K C Iq x ), F satisfaz a condi¢cao de Lipschitz em relac¢do

a sequnda varidvel
[1F(t,x) = F(t,y)l| < Lillz — yllep

para todo (t,x),(t,y) € K, sendo Ly uma constante que depende apenas de K, ||.|| é uma
norma em R™ e ||.|c» € a norma definida em C'.
Entao para qualquer (tg, ) € Ig X Q, existe uma unica solu¢io z(t,1,ty) de (4.2) continua

em seu dominio mdzximo de existéncia t € [to,to + wy(to, o)) , tal que xy, (Y, ty) = 1.

Corolario 4.1 Nas condi¢oes do Teorema anterior, se F(t,0) = 0 entdo x(t,0,ty) = 0 para
todot >ty et € Ig.

Exemplo 4.1.1 Se em (4.2) tivermos F(t,¢) = Ap(0) + Bop(—r) + u(t), sendo A, B € R™"
e u € C[R,R"], obtemos

(4.3)

#(t) = Az(t) + Bx(t — ) + u(t)
$t0:¢

para t > 1.
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Teorema 4.2 Dada a fungao i € CI, existe uma unica solugao x(t, 1, ty) continua de (4.3)
definida em todo t € [ty, +00) tal que x4, (Y, t9) = . Além disso

() = A0 + [ A Bals ) ulds, 2t

Assim, supondo que R* C Ig, A C C" é o conjunto dos estados iniciais ¢ tal que 0 € A,
RS C R* é o conjunto dos instantes iniciais ¢, e Swusy = {x) (¥, o) : [to, +00) — C'}, sendo
x(t, 1, to) as solugoes de (4.3) para toda 1 € A e todo ty € Ry, obtemos o sistema dindmico
continuo {R*, C”, A, S(1.3), Rj }.

4.2.1 Sistema dinamico descontinuo

Consideramos agora a seguinte familia de problemas de valores iniciais de equagcoes diferen-

ciais funcionais retardadas

W) = Fy(t, 2?), t € [m, Tirn)

k+1 k
x‘("kjr_l) = gk(x(T—) ) (4'4)
(0) k+1
:[1’7_0 = 1/}0

sendo g : C" — C", F, € C[lg x C",R"] e para cada 79 € Rf C RT um conjunto
{T, s Thyee 1o =70 <71 < ... <7 < ..} CRT & fixado. Também, suponha que
Ig D [—r,+00) e para cada k se tenha 7, < 7441 — 7, sendo 7 o atraso das equagoes
(t) = Fi(t, =) .

Se Igx C' C Rx C' ¢ um conjunto aberto conexo tal que F}, satisfaz a condicao de Lipschitz
em relacao a segunda variavel para cada conjunto compacto Cy C Igx C, segue do Teorema
4.1 que para qualquer (g, ¢) € I x C7 existe uma tnica solucao 2 (¢, 1, 73,) continua em
[Tk Trs1) tal que ) (g, 7)) = .

Dessa forma, seja A C C" o conjunto dos estados iniciais 1y tal que 0 € A, R C RT o
conjunto dos instantes iniciais o € Siaay = {¢¢)(¥o,%0) : [to, +00) — C'} para toda 1y € A
e todo ty € Ry, sendo ¢y (1o, to) = xgk) (Y, Tk), t € [Tk, Tkt1), K € N. Suponha também que

gr(z” ) = xgiill)wkﬂﬁkﬂ) #* 33:];—) (Vr, k)

+1

para pelo menos um k € N e alguma vy # 0, logo a trajetoria ¢(1o,to) ¢ descontinua
em T4 com relacao & métrica d de C'. Entao obtemos o sistema dindmico descontinuo
{R*,Cr, A, Saa), Ry }, sendo {741(ty) : k € N} o conjunto de possiveis pontos de desconti-

nuidade das trajetorias ¢( (¢, %) € S(s.4) com relacdo a métrica d.
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Observe que S(4.4) ¢ um sistema dinamico de dimensao infinita, visto que C}' possui dimensao
infinita.

Observagao. Se Fj,(t,0) = 0 e g;(0) = 0 entdo (S(.4y, {0}) ¢ invariante.

Exemplo 4.1.2 Considere o seguinte sistema de controle com atrasos

2®(t) = Apz® (t) + Bpa®(t — r) + Cra®(t) , t € [T, Toy1)

ol = gk(f(@ )5 u(ther) = Dyul(me) + Epz®™ (7, (4.5)

Tht1

:Cig) S U(To) = Uo

sendo z(t) € R", u(t) € R™, Ag, By € R™ () € R™™ Dy € R™™ ¢ Ej € R™". Também,
para cada 7y € RJ fixe um conjunto {1y, 7,... 1 tp = 70 < 71 < T» < ...} de modo que

Tra1 — T > T para todo k£ € N, além disso, seja

ﬂ(k)(t) =u(m) , t € [Tk, Tha1)

ﬂ(k+1)(7k+1 +3s) = Dkﬂ(k) (Tk_+1 +s)+ Ek$(k) (Tk_Jrl +s), s€[-r0].

Seja também gy : C' — C7 tal que para y € C tem-se gx(y)(s) = Gr.y(s), s € [-r,0],
sendo G € R™",

Do Teorema 4.2 , para cada v, € C" existe uma tnica solugdo =¥ (¢, )y, ) continua em
t > 7 tal que x&’;)(@/}k, k) = Y.

Assim, seja A C C" o conjunto dos estados iniciais ¢ tal que 0 € A e R C R o conjunto
dos instantes iniciais ty, logo, para cada ¥y € A e t, € R} existe uma tnica aplicagao
() (Yo, to) : [to, +00) — C tal que ¢y(vo, to) = 21" (g, 7i), t € [T, Ts1) -

Seja agora U C C™ o conjunto das funcdes de controle u® tal que 0 € U e u®(s) =

a9 (ty + s), s € [-r,0], e defina as trajetorias p como

p(ta a, tO) = [(b(tu w(b tO)Tu a(k) (t)T]T € Rn-{-m ) te [Tka TkJrl)

prola, to) = a = ( gbtogg)’ fo) ) = < jé’) > ey,

Yo

e C"™ S5 0 conjunto
u(o) ) r (4.5) ]

Assim, seja A x U o conjunto dos estados iniciais a = (

b (o, to)
(k)

()
to € Ry. Dessa forma, para s € [—r, 0] temos

S x£k+1) s c® ) (1 + s
prk+1(&,to)(8) — ( ngktl(gf/:(l))’tO)( ) ) _ ( _(Zill)E ; ) _ ( ( k+ + ) > _

Uryy, () T (8 a* ) (141 + 5)

das trajetorias p()(a,to) = ( ) € Crt™ t € [1x, Tka1), para todo a € A XU e
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Gra® (1, + 5) [ Ge O W (ry +s) ) _
D™ (14 + 8) + Ea™ (1, + s) Ey Dy | (71 + 5)

(k)
Lo (S> ¢7—_ ¢07t0 S
(gk zg) 'y | = ( gk z;)) u<(> <S>)( | ) = Hi P, (@ 00)(s)
[

Th+1

que para pelo menos um k > 0 se tenha

Pria (a7 tU) = hk (p7'1;+1 (CL, to)) 7é p71;+1 (CL, tO)

para algum a # 0, logo p()(a,tp) é descontinua no ponto 7441 em relacdo a métrica de
Ct™ e portanto obtemos o sistema dinamico descontinuo {RT,C"™ A x U, S(u5), R},
sendo {7x41(to) : k € N} o conjunto dos possiveis pontos de descontinuidade das trajetorias
py(a,to) € Sus).

Observacao Temos que (S5, {0}) é invariante. De fato:

Se a = ( lfg) =0 € C™™, parat € [ty, ) temos uO(t) = u(ty) = u®(0) = 0 e
u

a1 (ty +5) =u@(s) =0, s € [-r,0], logo @!” = 0.
Além disso, sendo z(ty + s) = ¥o(s) =0, s € [-r,0], para t € [ty, 71) temos

t
x(t) = eAO(t’tO)a:(to) + / eAo(t=s) [Box(s —r)+ Coﬂ(o)(s)}ds =

to

t
/ M=) By (s — r)ds.

to
Para s € [to, o+ 7] temos que z(s —1) = ¢o(s —to—1) = 0, logo x(t) = 0 para t € [ty,to+ 7],
isto é, xy = 0. Sendo 7 > ty + r, tome n € N tal que ty + nr > 7, entao, repetindo o
raciocinio anterior para s € [to+ (i — 1)r, tg +ir|, i = 2,...,n, como x(s — r) = 0 segue que
x(t) = 0 para t € [to + (i — 1)r,to + ir], ou seja, z; =0 .
Q;(O)(t)

_ = 0 para t € [tg,T1) e py,(a,ty) = a = 0, segue entao

Dessa forma p(t,a,ty) =
) (t)

= 0 para t € |7y, T e

que p(a,to) = 0 . Suponha agora que p(t,a,ty) = (

(k)
x
P (a,to) = ( JZ,) ) = 0 e mostremos que p;(a,ty) = 0 para t € [Tpy1, Thi2)-

Tk

Tomando ¢ € [Ty1, Thyo) temos ¢+ (t) = u(7p1) = Dyu(re) + Ekx(k)(Tk_H) =0e

ﬂ(/lwrl)(ﬂ€+1 +s)= D,a® (Thay +8) + Epz® (Thp1 +5) =
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Diu(r) + Epa™ (1, +5) = 0,5 € [-r,0],
entao aﬁ’f*” = 0. Além disso
t
x(t) = eA’““(t_T’““)x(TkH) + / g1 (t=s) [Bkﬂx(s —r)+ Ck+1ﬂ(k+1)(s)}ds
Tk+1
e sendo 2" (11 4 5) = G (., +5) =0, s € [-r, 0], segue que
¢
x(t) = / M= B, a(s —r)ds.
Tk+1

Temos também que z(s —r) = 0 para s € [Tki1,Tkr1 + 7] € de modo andlogo ao caso
s € l[to,to + r] podemos concluir que z(t) = 0 para t € [Tgy1, Thi2). Entdo pi(a,ty) = 0
no intervalo [7x41,7k12) € por indugao segue que p(a,ty) = 0 para todo t > ty, ou seja,
(Sta5),{0}) é invariante.

4.2.2 Analise de estabilidade

Para o sistema S .4) suponha que as funcoes Fj, € C[lo x CF',R"] sao tais que Fi(t,z;) =

Fi(z¢), logo, (4.4) toma a forma

W (t) = Fo(z™), t € [m, mer1)

k k
Tty = gr(a) ) (4.6)
l‘gg) = 1o

Dessa forma, denotaremos as trajetorias do sistema assim obtido por S(4¢) a0 invés de S4.4).

Suponha que para todo k € N as funcoes F}, satisfazem a condigao de Lipschitz

1£5:(8) = Fe()ll < Ckll€ =7l

para todo £, € C', logo, obtemos a seguinte limitagao superior

28 (g, i) [| < €CEE ||y | (4.7)

para todo t € |1y, Tk11) € Yy € C'. Suporemos que

sup C, = C < +00. (4.8)
keN

Também, para cada k € N seja
lgr(mll < yxlinll (4.9)
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para todo n € C', sendo

r

supye = [ < 400. (4.10)
keN

Além disso, colocando 711 — Tz = Ag, suponha que

inf \y =A>r, sup A\, = A < 4o00. (4.11)
keN keN

Teorema 4.3 Sejam Cy, vk, Mg, C, T € A 0s pardmetros enumerados acima de (4.7) a (4.11).
(a) Se para todo k € N, 7,e%* < 1, entdao (S(s6),{0}) € invariante e uniformemente estdvel.
(b) Se para todo k € N, v, < o < 1, entdo:

(i) (S(a6),{0}) € uniformemente assintoticamente estdvel;

(i) (Ss6),10}) € exponencialmente estdvel.

Prova. (a) Seja a fun¢ao V : C" x R — RT definida como V (¢, t) = ||[¢]|, v € C*, t € R,

Logo, considerando as trajetorias ¢ (o, to) € Sia¢), temos

V(01(to, to), 1) = [l6 (o, to)ll = 1t s il ¢ € [ ) -

Tomando as fungoes 91,1, € KR tal que ¢1(s) = s/2 e Ys(s) = 2s, s € RT, temos

Vi(llz]]) < Vi, t) < o(|lz])

para todo x € CF et € RT. Também, se ¢()(Yo,t0) € Suwe temos V(¢ (o, t0),t) =
|d¢ (o, t0)|| e entdo da Proposigao 1.1 temos que V(¢ (o, to),t) é continua em [tg, +00)
exceto possivelmente em um subconjunto Fy g C Eg = {tg <7 < 7o < ...} do conjunto das
descontinuidades de ¢ (1o, to).

De (4.7) segue que

2™ (e T | < €O ]| = €Tl (g, 7)) | (4.12)

para t € [Tk, Tky1). Se t = Tpy1, de (4.9) temos

D (g, o) || = gk(xigl(lbkﬁk)) < 7k||37 (%,Tk)H (4.13)

2
Como de (4.12) temos
I T (@/)k 7| < eF T |2l (g, )| =

R [ (g, 7 )| = €| 8D (o, ) |
segue que
25D W, Ty )| < e (|28 (0, 7). (4.14)
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Logo, utilizando a suposicao 7,e“** < 1 obtemos

V(@) (g, 1) Terr) < V(@ (W, 70), 7

e entao V(¢r, (1o, to), 7x) ¢ decrescente para todo k& € N. Além disso, sendo supey A\x = A e
supgeny Cr = C de (4.12) tem-se

V(@ (o, ), 1) = [t (hr, )| < €2 (4, 1| <

GC)\k ||CC'S_Z) (¢ka Tk)” < eCA”xS']Z)(wlﬂ Tk)” = €CAV('IS']Z)(77Z)]€7 Tk)) Tk)

para t € [7y, Tks1), logo, considerando a funcdo h € C[R*,R*] tal que h(s) = e“s, s € R,
temos

V(¢¢(Yo,t0), 1) < h(V (¢dr, (v, t0), Tk))

e portanto do Teorema 3.1 segue que (S(1¢),{0}) ¢ invariante e uniformemente estavel.

(b) Se supormos que Y% < o < 1 de (4.14) temos

V(@) (s, i), Terr) < aV (@) (o, 70), 70

e entao
V(@5 (Wit M) i) — V@) (€, 1), ) < la- DV (2% (r, 1), 70)
Th+l — Tk N Th+1 — Tk
_ (a =)V (@5 (e, m),m)
— A .
Logo, tomando 3 € KR tal que 93(s) = (IXQ)(S), s € R, obtemos
DV (¢r, (¢o,t0), i) < —3([[¢r7, (¢, t0)]]) (4.15)

e entdo do Teorema 3.1 segue que (S(16), {0}) ¢ uniformemente assintoticamente estavel.

Considerando agora o Teorema 3.2, tome ¢; =1/2 , co =2 e b= 1, entao

allz]| < V(z,t) < ez

para todo x € C" e t € RT. Também, colocando c3 = (IXO‘) a relagao (4.15) é valida

considerando c3 ao invés de 13, além disso,

. h(s . e%hg .
lim Q = lim = lim %52 =
s—0t 81/2 s—0t 81/2 s—0t

e obtemos do Teorema 3.2 que (S1¢),{0}) é exponencialmente estavel. O
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4.3 Sistemas de Equacoes Diferenciais Ordinarias

Seja a seguinte familia de problemas de valores iniciais de equacoes diferenciais ordinarias

#W(t) = fu(t,a®(t)), t € [mh, Tir1)
e (741) = gr(@® (1)) (4.16)
2O (79) =z

sendo g : R" — R™ e para cada 7y € Ra“ C RT um conjunto {71, ..., 7p, ... :tg =79 <11 <
o < T < ...} CRT ¢ fixado. Seja também fi € C[lg x R",R"] e RT C I, .

Suponha que I x R™ C R xR™ seja um conjunto aberto conexo e para cada k € N as funcgoes
fr satisfazem a condicao de Lipschitz em relagao a segunda variavel para cada conjunto
compacto Cy C Ig X R". Do Teorema 1.2 segue que para qualquer (73, zx) € Ig X R" existe
uma tnica solucdo ¥ (t, 21, 7,) continua em |73, Tpy1) tal que 2 (73, 24, 70) = .

Dessa forma, seja A C R" o conjunto dos estados iniciais zq tal que 0 € A, Rf € R* o
conjunto dos instantes iniciais ¢y e Sa.16) = {p(., %0, o) : [to, +00) — R"} para todo zy € A
e todo to € Ry, sendo p(t, zo, to) = ¥ (¢, 2, 74), t € [Tk, Tes1), & € N. Suponha também que

gk(x(k) (Tk_—i-l)) = f(kﬂ)(TkJrl) #* m(k)(Tk_H)

para pelo menos um k € N e algum zy # 0, logo a trajetoria p(.,zg,to) é descontinua
em Tyy1. Dessa forma, obtemos o sistema dinamico descontinuo {R*,R", A, S(416), Ry},
sendo {7;41(to) : k € N} o conjunto de possiveis pontos de descontinuidade das trajetorias
p(., o, to) € Sa.16)-

Observagao Se g;(0) = 0 e fi(t,0) = 0 entao (S.16),{0}) ¢ invariante.

Para o sistema S(4.16) suponha que as fungées f; € Cllg x R",R"] sdo tais que fi(t,z(t)) =
fr(x(t)), entao (4.16) toma a forma

#0(0) = fa®(1), € [ m)
2® ) (1) = ge(a® (17,,)) (4.17)
2O (79) = x.

Assim, denotaremos as trajetorias do sistema obtido por S(4.17) ao invés de Sy 16).

Suponha que para todo k£ € N as funcgoes f; satisfazem a condicao de Lipschitz

175(€) = Sl < Crll€ = nll

para todo &, € R”, logo, obtemos a seguinte estimativa

2@t 2p, )| < O | (4.18)
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para todo t € |1y, Tk11) € x € R™. Suporemos que

sup C, = C' < +00. (4.19)
keN
Também, para cada k € N seja
[lgr (I < el (4.20)
para todo n € R", sendo
supye = I < +00. (4.21)
keN

Além disso, colocando 711 — T = Ak, suponha que

inf \p =\ >0, sup A\, = A < 4o00. (422)
keN keN

Teorema 4.4 Sejam Cy, Vi, A\, C, ' e A os parametros enumerados anteriormente.

(a) Se para todo k € N, ~e% M < 1, entdo (Suir),{0}) € invariante e uniformemente
estdvel.

(b) Se para todo k € N, v,e“* < a < 1, entdo:

(1) (S(a17),{0}) € uniformemente assintoticamente estdvel;

(i) (Sa17),{0}) € exponencialmente estavel.

Prova. A demostragao deste resultado ¢ analoga ao Teorema 4.3 .
Exemplo 4.2.1 Se em (4.17) tivermos fi(x(t)) = Apx(t) e gr(z(7, 1)) = Br2(7,,4), sendo
Ay, B, € R™™ entao (4.17) se reduz a

B(t) = Apx(t), t€ [Tk, Thi1)
SC(t) = Bkl'(t_), t = Tit1 (423)

x(10) = xo

e denotaremos o sistema assim obtido por S(s.23). Neste caso as trajetorias p(., zo,ty) serao
dadas por p(t, zo, o) = e Va(r,), t € [, Tors).
Além disso,

Ha:(k)(t,xk,Tk)H _ HeAk(t—Tk)ka < €||Ak||(t_7'k)ka” L t> T

e llgr(m)|| = |Brnll < [|Bklllnll, n € R™. Logo, do Teorema 4.4 temos o seguinte resultado:

Corolario 4.2 Suponha que Sy.23) satisfaca as sequintes condigoes:

(a) Se para todo k € N, || By||ellIA < 1. entio (S(1.23),{0}) € uniformemente estdvel.
(b) Se para todo k € N, || By||el4¥™ < o < 1, entdo:

(1) (S(1.23),{0}) € uniformemente assintoticamente estdvel;

(i) (S(a.23),{0}) € exponencialmente estavel.
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Proposicao 4.1 Para o sistema S(4.23) suponha que By, € inversivel e | B, el4lA < 3 < 1,

para algum (3 > 0. Entdo (S(a.23),{0}) € instavel.

Prova. Tomando V : R" x Rt — R* definida como V(z,t) = |||, seja ¢ € KR tal que
o(s) = 2s, s € Rt logo

o([|zl]) = V(z,1)
para todo x € R" e t € RT. Também, se p(.,xq,ty) € S(a.23) da Proposicao 1.1 temos
V(p(t,x0,t0),t) continua em [tg, +-00) exceto possivelmente no subconjunto Ey,) C E, =
{to<n <m<..}
Se k € N e xy € A segue que

t — t
DV(p(Tk,xO,tO),Tk> _ ||p(7—k+17‘r0a O)” ||p(7'k7130, 0)” _
Tk+1 — Tk
[l (mee )| = (@)l _ I1Bra ()l = llz(m)ll | Bres Tk () || — [|z(7) | _
Ti+1 — Tk Th4+1 — Tk Th+1 — Tk
[l (7s)
- — || T\Tg
||Bk€Ak(7k+1*Tk)gj(Tk)|| — ||:L‘(Tk)|| > H(Bke“‘k(‘rkJrlﬂrk)) 1” || ( )” B
Tkl — Tk - Tk+1 — Tk
[l (7s) llz(7s)
||e_Ak(T:+71—k_Tk)B;1|| o Hx(Tk)H S 6IIAkII(7kj1T—ka)”BI;1” - ||x(7—k)|| _
Th+1 — Tk o Th+1 — Tk
AR . ) FAT I ”1 —1,, 1
ENTk+177Tk) || B~ AN B~
: T O] [ TEAY
Tht1 — Tk A
1 1

B

el = S lp(m, 2o, o)

1y

Logo, tomando ¢ € K definida em R* de modo que ¢(s) = %5, s € R*, temos

DV(p(Tk, Zo, tO)y Tk) > ¢(|’p(7—k7 Zo, tO)H)

Além disso, para os abertos B(0;1/k) = Uy C R"™ existe xy € Uy, xx # 0, tal que V(xy, ty) =
|zx|l > 0. Portanto, do Teorema 3.6 temos que (S(4.23),{0}) ¢ instavel. O

4.4 Sistemas Determinados por Equacoes Integrais de

Volterra

Defini¢ao 4.2 Dadas as fungoes reais N(t,s) e f : [a,b] — R, tal que N estd definida no
plano ts para t € [a,b] e s € [a,t]. Para A € R, a equagao

2(8) = A / N(t, s)a(s)ds = (1)
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€ chamada de equagao integral de Volterra de sequnda espécie. Dizemos que N € o nicleo

desta equacao integral.

Teorema 4.5 A equacao integral de Volterra de sequnda espécie

x(t) — )\/ N(t,s)x(s)ds = f(t)

tal que o nicleo N e a funcao f sao funcoes continuas, tem uma unica solu¢do continua.

Esta solucao é dada pela formula

0= 10~ [ Bt )5

sendo o nicleo resolvente H(t,s; ) dado pela série de nicleos iterados
+oo
—H(t,50) =Y X"Nypa(t, s)
n=0

tal que
¢
Npsa(t,s) = / N(t,z)Ny(z,8)dz n=1,2,...
e Ni(t,s) = N(t,s).

A seguir introduzimos um sistema descontinuo de equacoOes integrais. Para tal, considere

uma familia de equagoes integrais de Volterra de segunda espécie da forma

t
2 ®) (1) — )\k/ N® (¢, 5)z®) (s)ds = fF)(t) (4.24)

Tk
para t € 11, Te11], tal que para cada 7y € Ry um conjunto {7y, ..., 7, ... : 7o = to < 7 <

. < 7 < ..} C Rt & fixado . Suponhamos que N® seja continua em seu dominio e
fO@) =z € Rt € [19,71], logo f©) é continua e entdo do Teorema 4.5 temos que a solugio
z© & continua.

Considerando as fungdes gx_1 : R — R, k > 1, tal que gx_1(0) = 0, seja

FE) = gror (2 (7))

para k > 1 et € [1g, Tri1], logo, fM ¢ continua e entdo a solucdo (M) é continua. Assim,
por inducdo conclui-se que f* é continua e do Teorema 4.5 as solucoes z¥) sdo continuas e

dadas por
t
2 ® () = FE ) — A H® (¢t s:0) F P (s)ds
(t) = () — Ak (85 0) 7 (s)
Tk
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para t € [Tk, Tgy1)-

Seja A C R o conjunto dos estados iniciais xy tal que 0 € A, R C R* o conjunto dos
instantes iniciais 7y e seja S(.24) 0 conjunto das trajetorias p(., zo, 70) : [0, +00) — R, sendo
p(t,w0,70) = 2¥(t), t € [Th, Tky1), k € N, para todo zy € A e para todo 7 € R
Observamos que p(.,%o,70) € S(a.24) ¢ unicamente determinada pelas condigoes iniciais
(20, 7o), j& que é constituida em cada intervalo [ry, Ty41] por funcdes z¥) unicamente de-
terminadas pelas funcdes f*) e N®). Assim, se para algum zy € A tal que 2o = (0 (79) # 0

para 7y € R{ fixado arbitrariamente, supormos que exista pelo menos um k > 1 tal que

g1 (2D (7)) # 2D (7))
segue que
2 (7)) = fP(7) = geoa (@70 (7)) # 20 ()

e entao pelo menos uma trajetoria p(., zo, 79) ¢ descontinua e obtemos o sistema dindmico
descontinuo {R*, R, A, Si4.24, R$}, sendo {7.11(70) : k € N} o conjunto de possiveis pontos
de descontinuidade das trajetorias p(.,zo, 7o) € Si.24)-

Observacao Temos que (S(s.24), {0}) é invariante. Realmente:

Se z9 =0, fO(t) = 29 = 0 para t € [y, 71] e entdo

t t

2O ) = fO®t) = Ao / HOt,5;00) fO(s)ds =0 — Ao / HO(t,5;00)0ds =0 .

70 70

De modo analogo, sendo fM(t) = go(z?(7;)) = go(0) = 0 para t € [y, 7], temos
t
zW(t)=0— )\1/ HW(t, 5 0)0ds =0 .

Por inducdo segue que *)(t) = 0, t € [, 741, para todo & € N. Portanto p(t,0, 7)) =
") (t) = 0 para t € [y, Tre1), logo, p(t,0,79) = 0 para todo t > 79, isto &, (Sta20),{0}) €
invariante.

A seguir determinamos um resultado de estabilidade para S(s.24y. Assim, para p(., zo, 7o) €

5(4,24) et € [T, The1) temos que

t
Ip(t, 20, 70)] = [2®()] = [F9(8) — A / HO(t, 5 00) £ (5)ds] <

PO+ e [ OG5 0070 as] = O]+ el [ HO 5200 79 5)is| <

PO+ el [ T30 £ ) ds = 101+l [ 195530150 )] ds =
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t
)|+ Il [ 1O 15500 o ) s =
Tk
t
™ (1) + IAkllx(k)(Tk)\/ [H® (¢, 53 0)[ds < o™ ()] + [ A |2® (1) [ Ag =
Tk
|$(k)<7_k:)|(1 + |)\k|Ak) < |CE(k) (Tk)|eck(7'k+l_7'k)
sendo Cj, = In(1 + [Ag|Ak)/A.
Para cada k € N seja
gk ()| < k7l (4.25)
para todo n € R, sendo
supve =I' < 400. (4.26)
keN
Além disso, colocando 711 — 7 = Ak, suponha que
inf A\, =\ >0, sup Ay = A < 400 (4.27)
keN kEN
e
supCr = C < 400 . (4.28)

keN

50

Proposicao 4.2 Sejam Cy, v, A\, C,T' e A os pardametros enumerados acima de (4.25) a

(4.28).

(a) Se para todo k € N, v, * < 1, entdo (S(a.24), {0}) € uniformemente estdvel.
(b) Se para todo k € N, v,e“** < o < 1, entdo:

(i) (S(a.24),{0}) € uniformemente assintoticamente estdvel;

(ii) (S(a.24),{0}) € exponencialmente estdvel.

Prova. A demonstragao deste resultado segue nas mesmas linhas do Teorema 4.3 .
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