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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é realizar um estudo sobre polindémios
algébricos e trigonométricos que possuem somente zeros reais. O Teorema de
Hermite nos da condicoes necessérias e suficientes para que isto aconteca. Sao
discutidas questoes relacionadas a localizacao dos zeros, onde a Regra de Sinais de
Descartes teve grande importancia. Além disso, alguns teoremas classicos sobre

zeros de polindmios algébricos e trigonométricos sao apresentados.

Palavras-chave: polinomios algébricos e trigonométricos, zeros reais, Regra de

Sinais de Descartes.
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Abstract

The main purpose of this work is to study algebraic and trigonometric poly-
nomials that have only real zeros. The Hermite Theorem gives necessary and
sufficient conditions for this to be true. Questions concerning the locations of
the zeros are discussed, where the Descarte’s Rule of Signs is of great impor-
tance. Furthermore, some classical theorems concerning zeros of algebraic and

trigonometric polynomials are presented.

Keywords: algebraic and trigonometric polynomials, real zeros, Descarte’s Rule

of Signs.
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Introducao

O comportamento dos zeros dos polinémios algébricos e trigonométricos ¢
uma das subéreas classicas da Anéalise. Varias celebridades como Gauss, Cauchy,
Hermite, Jensen, Dieudonné, Pélya e Obrechkoff contribuiram nesta area. Na
teoria das funcoes inteiras da classe de Laguerre-Polya, existem vérios proble-
mas sobre a localizacao dos zeros dos polinomios algébricos que ainda estao em
aberto. Um dos mais importantes esta relacionado aos polindmios que possuem
somente zeros reais, pois a solucao deste problema fornecera uma caracterizacao

das funcoes inteiras da classe de Laguerre-Polya que sao representadas por

o(x) = cxMe o H <1 + i) e,

k=1 Tk
onde ¢, B,z € IR, a > 0, m & um namero inteiro nao negativo e > x,f < 00.
Existem algumas condigoes necessarias e suficientes para que um polinémio
tenha somente zeros reais. Uma delas, obtida por Hermite, nos diz que um po-

n
linomio P(x) = g akxk, cujos zeros sao dados por xy, T, ..., x,, tem somente
. k::O .
zeros reais se, e somente se, a matriz de Hankel

So ST ... Sha
Sy Sy ... S,
Hn(507 Sla R SQn—Q) -
Sn—l Sn s SQTL—Q

k
n?

é nao negativa definida, onde Sy, = ¥ +a5+...+2% k =0,1,... n, representam
as somas de Newton. Além disso, P(z) tem somente zeros reais e distintos se,
e somente se, H,(Sy, S1,...,5n_2) é positiva definida. Na demonstracdo deste
resultado utiliza-se o critério de Silvester, que afirma que uma matriz é definida
positiva se, e somente se, 0s menores principais sao positivos. Com relagao aos

polindémios trigonométricos, uma condicao necessaria e suficiente para que o po-
n

linomio P(0) = ag + E ay, cos kO tenha somente zeros reais é que a seqiiéncia de
k=1



Introducao

seus coeficientes {ag, a1, ..., a,} seja crescente.

Portanto, o principal objetivo deste trabalho é estudar algumas condicoes
necessarias e suficientes para que polinémios algébricos e trigonométricos tenham
somente zeros reais.

Para o desenvolvimento deste trabalho, foi necessario o estudo de conceitos e
resultados basicos sobre mudancas de sinal de seqiiéncia e localizacao de zeros de
funcoes. Dentre esses resultados, estao importantes teoremas como os Teoremas
Fundamental da Algebra e de Rolle. Esses conceitos e resultados basicos foram
organizados no primeiro capitulo.

No segundo capitulo, estudamos resultados classicos sobre zeros de polind-
mios algébricos e trigonométricos, entre os quais podemos destacar os teoremas
de Cauchy, de Lagrange e de Enestrém-Kakeya, que determinam regioes onde se
localizam os zeros de polindmios algébricos. J& a Regra de Sinais de Descartes,
que teve grande importancia neste trabalho, avalia a quantidade de zeros positivos
de um polinémio através do nimero de mudancas de sinal da seqiiéncia de seus
coeficientes.

No Capitulo 3, demonstramos o resultado dado por Hermite para que um po-
linomio tenha somente zeros reais, como citamos anteriormente. Apresentamos,
também, seqiiéncias de fungoes que satisfazem & Regra de Sinais de Descartes.
Uma caracterizacao importante de fungoes que satisfazem a Regra de Sinais de
Descartes, obtida por Polya e Szegd, também foi estudada neste capitulo.

No final, relacionamos as referéncias bibliograficas que foram utilizadas na

pesquisa deste trabalho.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Os resultados e definicbes apresentados neste capitulo, importantes para o
desenvolvimento deste trabalho, basearam-se, principalmente, nos textos de Poélya

e Szeg6 [12], Milovanovic [9] e Birkhoff [1].

1.1 Mudancas de Sinal de Seqiiéncias

Sejam ag, aq, asg, . . ., a, nimeros reais. A notacao S~ (ag, a1, as,. .., a,) sera
utilizada para designar o nimero de mudancas fortes de sinal da seqiiéncia
{ap,a1,a9,...,a,}, ou seja, o nimero de pares da forma (+,—) ou (—,+) na
seqiiéncia obtida de {ag, a1, as, ..., a,} substituindo-se todo nimero positivo a;
por +, todo nimero negativo por — e descartando-se os zeros da seqiiéncia .

Como conseqiiéncia imediata desta definigao, temos
S (ag,ay,a9,...,a,) =S (an, Gp_1,0n_2,...,a00), (1.1.1)

isto é, as seqiiéncias {ag, a1, a9,...,a,} € {an,apn_1,0n-2,...,a00} tém o mesmo
numero de mudancas de sinal.
Seja {bo,b1,...,b,}, p < n, a seqiiéncia obtida de {ag,as,as,...,a,} ao

eliminarmos os elementos nulos. Entdo, {b,,b,_1,...,b} ¢ a seqiiéncia obtida



1.1 Mudancgas de Sinal de Seqiiéncias

de {an, an_1,...,a0} eliminando-se os elementos nulos. Logo,
S_(CL(), ce ,an) = S_(b(), bl, ce ,bp) = S_(b[), bl) +...+ S_(bp_l, bp)

Seja by, | < m, o elemento correspondente a a,, # 0.

Omitindo-se a,,, obtemos

S*(ao,...,am,l,amﬂ,...,an) = Si(bg,...,bl,hlerl,...,bp)
- S_(bo,bl)+...+S_(bl_1,bl+1)

+.. 4+ 5 (bp-1,bp).
Analisemos os seguintes casos:

° S_(blfl,bl+1) =1. Entéo, S_(blfl,&m) + S‘(am,blH) =1.

Portanto, neste caso,

ST(ag, 1y -y 1, Aty - - -5 Qn) = S (ag,as, ..., a,).

o S (bi—1,bi41) = 0. Logo, S™(bi-1,am) + S™(am;biy1) = 0 ou
S_(blfl, CLm) + S_(Clm, bl+1> = 2. EIl)CZNLO7

ST(a0, A1y -y 1, Qs 1y - -5 Q) < S7(ag, a1,y - . ., Gp).

Portanto, de ambos os casos acima, concluimos que
ST(a0, A1y« vy A1y A1y - - 5 ) < S (ag, Q1 - ., Gp), (1.1.2)

isto é, omitindo-se termos de uma seqiiéncia nao ha aumento no nimero de mu-

dancas de sinal.

Analisemos, agora, as seqiiéncias{ag, ai,...,a,} e {ao, ..., ar, b, ar1,...,a,}.
e Se b=0, entdo S~ (ag,b) + S (b, art+1) = S~ (ag, ag+1).

e Se S™(ag,arr1) = 1 e sinal(ax) = sinal(b) ou sinal(ayy1) = sinal(b), entao

S_(Clk,b> -+ S_(b, ak+1> =1.



1.1 Mudancgas de Sinal de Seqiiéncias

e Se S (ag,ag+1) = 0, temos que S~ (ax,b) + S~ (b,ar+1) = 0 quando

sinal(ay) = sinal(agy1) = sinal(b).

Portanto, desses trés casos, concluimos que nao ha alteracao no nimero de
mudancas de sinal quando inserimos um novo termo na seqiiéncia cujo sinal é o
mesmo de um dos termos vizinhos.

Mostremos, agora, que
S (ag,ap + ay,a1 + azg, ..., an_1 + an,a,) < S (ag,ay,...,a,). (1.1.3)
Consideremos os termos genéricosa_1, ay, ai.1 € as seguintes possibilidades:

o sinal(ag_1) = sinal(ay) = sinal(ag11) > 0 (< 0).

Entao, sinal(ag—1 + ax) = sinal(ay + ax+1) > 0 (< 0).

e sinal(ag_1) = sinal(ag) > 0 e sinal(ag11) < 0.

Logo, sinal(ax_1 + ax) > 0 e sinal(ay + axr1) > 0 ou < 0.

o sinal(ag—1) = sinal(ag+1) > 0 e sinal(ay) < 0.

Assim, sinal(ag—1 + ax) > 0 ou < 0 e sinal(ay + ary1) > 0 ou < 0.

e sinal(ai—1) < 0 e sinal(ay) = sinal(ags+1) > 0.

Entao, sinal(ag—1 + ax) > 0 ou < 0 e sinal(ay + ag1) > 0.

e sinal(ai_1) > 0 e sinal(ay) = sinal(agy1) < 0.

Logo, sinal(ax_1 + a;) > 0 ou < 0 e sinal(ag + ax1) < 0.
Portanto, de todos os casos acima,
S™(ak—1+ ar, ap + ary1) < S (agp—1,ax) + 5™ (ak, api1),

o que demonstra (1.1.3).

De (1.1.3), temos, imediatamente, que

S™(ag, ap+ay, a1 +ag, ..., q_1+a, atagy,...) < S (ag,a,...,a;...). (1.1.4)



1.2 Polinémios Algébricos e Trigonométricos

Sejam os nimeros p; > 0 parat=0,1,... . Entao, claramente,

Si(aopo, aip1, agspPa, . . ) = Si(ao, ai, ag, . . ) (]_]_5)

De (1.1.3), segue que as seqiiéncias {ao, ag + a1, ag, as, a4, ...}, {ag, ap + as,

ap + ay + ag, as, ag, . ..}, {ao, ap + ar,ap + a1 + ag, ap + a1 + ag +as, asg, ...}, ...,

{ag,ap + a1, ap + a1 + as,ap + a1 + as + as,...,ap +a; + ...+ a,, ...} possuem,
no maximo, S~ (ag, ay, ..., a,) mudangas de sinal.
Portanto,
S™(ag,ap + a1, a0 + a1 +as, ... ,a9+ar+...+ap,...)

< S (ap, @ty ..y p, ). (1.1.6)

1.2 Polinémios Algébricos e Trigonométricos
Um polindémio algébrico de graun é um polinémio da forma
P(z) =ao+ a1z + ...+ a,z”,

cujos coeficientes a;, ¢ = 0,1,...,n, sdo reais ou complexos e a,, # 0.
Um teorema de grande importancia no estudo dos zeros de polindmios al-
gébricos é o Teorema Fundamental da Algebra, que enunciaremos a seguir e cuja

demonstragao é encontrada em [1].

Teorema 1.1 (Teorema Fundamental da Algebra). Qualquer polinomio nao
nulo P(x) de grau n com coeficientes complexos a;, i = 0,1,...,n, tem erata-
mente n zeros complexos z1,za, ..., zn. Além disso, P(z) pode ser unicamente

representado por P(x) = a,(x — z1)(x — 22) ... (z — 2,).

Como conseqiiéncia deste teorema, temos que se o polinémio P(z) € IP, tem

n + 1 zeros complexos, entao P(x) = 0. Aqui, [P, denota o conjunto de todos os

6



1.2 Polinémios Algébricos e Trigonométricos

polindmios algébricos de grau menor ou igual an.

Chamamos de polinémio trigonométrico de ordemn uma expressao da forma

tn(0) = ag + Z(ak cos k@ + by, sen k6).

k=1
Quando ar = 0, k = 0,...,n, t,(0) passa a chamar-se polinémio seno de
ordem n e, se by = 0, k = 1,...,n, t,(0) torna-se um polinémio cosseno de
ordem n.
Os polinémios trigonométricos sao funcoes periddicas de periodo2m.
A seguir, introduzimos uma representacao dos polindémios trigonométricos de

ordem n com coeficientes reais.

Teorema 1.2. O polindmio trigonométrico de ordemn com coeficientes reais

tn(0) = ag + Z(ak cos kO + by, sen k),
k=1

0 € IR, pode ser escrito da forma

tn(ﬁ) — 6_in9F(6i9),

onde F(z) =up+uiz+ ...+ U 2?", 2z = €, € um polindmio de grau 2n tal que

F<Z) = Ugp + Ugp—12+ ... —|—ﬂ022” = 22"F(z*1)_

Demonstracao: Considerando a mudanca de variavel z = e, obtemos

k0 | —iko ko .~k
cos(kf) = ‘ +2€ == —;Z ;
ik0 _ —ik0 k _ ok
e — e
sen(kf) = 5 =~

Logo,
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Mas,
- ap — lbk a + Zbk
ntn 0 — n n+k n—k
s et | () ()
. an + an anp—1 + Z'bn,1 a + Zbl n_1
B 2 2 2
b n — by,
+apz" + (a1 2@ 1) A+ (a 5 ' ) 22" (1.2.7)
Portanto, t,(0) = e ™ F(e?), onde F(z) € IPy,.
Comparando os coeficientes de F(z) e de (1.2.7), obtemos u, = ag e
n—j .bn—' .
Uj:ﬂgnj:%,jzo,l,...,n—l. |

O resultado a seguir fornece um limite para o nimero de zeros de um polino-

mio trigonométrico em um intervalo de comprimento 27.

Corolario 1.1. Todo polinémio trigonométrico nao nulo de ordemn tem, no

mdzximo, 2n zeros distintos num intervalo de comprimento 2.

Demonstragao: Suponhamos que o polinomio trigonométrico nao nulo ¢,(0)
tenha 2n + 1 zeros distintos em [0, 27].

Mas, os zeros de t,(0), de acordo com a representacao do Teorema 1.2, sdo
também os zeros de F'(z). Logo, F(z) possui 2n + 1 zeros em [0, 27].

Do Teorema Fundamental da Algebra, F(z) = 0 e, entdo, t,(f) = 0 e

chegamos a uma contradigao.

Portanto, t,,(0) tem, no maximo, 2n zeros distintos em [0, 27]. ]
O determinante de Vandermonde correspondente aos pontosxg, Ti,..., T, &
) ) )
definido por
2 n
1 2y xj T
1z 22 Ty
V(l’o,ﬂfl,...,xn): .
2 n
1 z, z x,




1.3 Localizacao de Zeros de Fungoes

O valor desse determinante, que serd muito util em algumas demonstragoes,
n
é dado por V(zg, 21, ...,2,) = H (x; — xj). Observe que se z; # x; para i # j,
i,j=0
i>j

i,7=0,1,...,n, obtemos V(zg, x1,...,2,) # 0. A demonstracao deste fato pode

ser encontrada em |5].

1.3 Localizacao de Zeros de Funcoes

Nesta secao, apresentaremos resultados béasicos sobre a localizacao de zeros
e, também, sobre mudancas de sinal de fungoes. As func¢oes citadas no decorrer

do texto serao continuas e derivaveis num intervalo dado.

1.3.1 Zeros e Mudancas de Sinal de Funcoes

Estudaremos, agora, alguns resultados interessantes sobre o niimero de zeros

de fungoes reais em uma variavel real. O primeiro deles é o seguinte.

Teorema 1.3. Seja f(x) wma fungao real continua com f(a) # 0 e
f(b) # 0. Entao, o intervalo (a,b) contém um nimero par (ou impar) de ze-

ros de f(x) se f(a) e f(b) tém o mesmo sinal (ou sinais opostos).

Demonstragao: Suponhamos que existe x; € (a,b) tal que f(zx) = 0.
Consideremos, primeiramente, sinal(f(a)) = sinal(f(b)).
Se f(x) nao muda de sinal em f(xy), 2 € um zero de multiplicidade par.
Se, em f(xy), f(z) muda de sinal, deve existir ; # x;, onde f(x) muda
novamente de sinal.
Portanto, f(z) possui um nimero par de zeros em (a, b).
Suponhamos, agora, que sinal(f(a)) # sinal(f(D)).
Se f(x) muda de sinal em f(xy), entdo zx é um zero de multiplicidade impar.
Se, em f(xy), f(x) ndo muda de sinal, entdo deve existir z; # x onde f(z)

muda de sinal. Como f(x) nao muda de sinal em zy, ele tem multiplicidade par
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que, junto com z;, nos di um ndimero impar de zeros.

Portanto, f(z) possui um ntmero impar de zeros em (a, b). u

O resultado a seguir é uma conseqiiéncia imediata do teorema anterior.

Corolario 1.2. Sejam a; e ap diferentes de zero. Entao, a subsegiéncia
{aj,aj41,...,a5-1,a;} tem um nidmero par (ou impar) de mudangas de sinal se

a; e ap tém o mesmo sinal (ou sinais opostos).

Consideremos j + 1 e k + 1 indices sucessivos de mudancas de sinal da se-

qiiéncia {ao, ai, as, ...}. Entdo,
sinal(ajy1) = sinal(aji1 —aj) e sinal(apyr) = sinal(aps1 — ag).
De sinal(aji1) = —sinal(ag41) # 0, obtemos
sinal(ajs+1 — a;) # sinal(ags1 — ax) # 0.

Como a;y1 — a; € ag—1 — a; possuem sinais opostos, do Corolario 1.2 segue
que a seqiiéncia {ajﬂ =, Qi — Ajgl, -y Qg — A1, Qfog] — ar} tem um nimero
impar de mudancas de sinal.

Consideremos, agora, 0 < j; < jo < ... < Jjo < n indices sucessivos de

mudancas de sinal da seqiiéncia {ag, a1, ..., a,}. Entao,
sinal(a;, — aj,) # sinal(aj, — a;,) # ... # sinal(aj, — aj._,)-

Utilizando o fato da seqiiéncia das diferencas ter um nimero impar de mu-

dancas de sinal, obtemos
S7 (a1 —ag,as — ay, ..., a, — an_1) > S (ag,a,...,a,) — 1. (1.3.8)

Mas, sinal(a;,) # sinal(aj, —a;,) e sinal(aj. — aj._,) # sinal(—a;.).

Portanto,
S~ (ag,a1 — ag, ..., ay — Gp_1,—ay) > S (ag,a1,...,a,) + 1. (1.3.9)

10



1.3 Localizacao de Zeros de Fungoes

Como conseqiiéncia imediata de (1.1.5) e (1.3.8), sea > 0 temos que
S (aag, aay — ag, ag — ay,...) > S~ (ag, a1, as, .. .). (1.3.10)
O resultado a seguir decorre do Teorema 1.3.

Corolario 1.3. Seja f(z) # 0 e com sinal constante numa vizinhanca dos pontos
a e b. Entao, o intervalo (a,b) contém um nimero par (ou impar) de mudancas

de sinal de f(x) se f(a) e f(b) tém o mesmo sinal (ou sinais opostos).

Teorema 1.4. Se R € o nimero de mudancas de sinal e Z o nimero de zeros de

f(z) num mesmo intervalo aberto, entdo Z — R é um nimero par nao negativo.

Demonstragao: Do Teorema 1.3 e do Corolario 1.3, concluimos que sef(a) e f(b)
tém o mesmo sinal, entdo f(x) possui um numero par de zeros e muda de sinal
um nimero par de vezes em (a,b). Como o nimero de mudangas de sinal nao
excede o ntumero de zeros de f(z), entdo Z — R > 0. Assim, como a diferenca de
nimeros pares & um nimero par, Z — R é par.

Utilizando novamente o Teorema 1.3 e o Corolario 1.3, temos que sef(a) e f(b)
tém sinais opostos, entao f(x) possui um ntmero impar de zeros e muda de sinal
um nuimero impar de vezes em (a,b). Usando os mesmos argumentos do caso
acima, temos que Z — R > 0 e, como a diferenca de dois niimeros impares é um
nimero par, segue que Z — R é par.

Portanto, Z — R > 0 e Z — R é par. |

1.3.2 Zeros e Mudancas de Sinal da Derivada

Aqui estudaremos a localizacdo dos zeros de derivadas de diversas funcoes,
tendo como ponto de partida o Teorema de Rolle, que sera enunciado a seguir
e cuja demonstagao encontra~se em [12], vol. II. Tal teorema, obra do famoso
matematico francés Michel Rolle, avalia a quantidade de zeros reais da derivada

de uma func¢ao continua.

11



1.3 Localizacao de Zeros de Fungoes

Teorema 1.5 (Teorema de Rolle). Sejam a e b tais que f(a) = 0,
f(b) =0¢e€ f(x) #0, YVa < x <b Entio, a derivada f'(x) tem um nimero

impar de zeros no intervalo a < x < b, ou seja, tem pelo menos um zero.

Teorema 1.6. Se f(z) possui n zeros distintos no intervalo |a,b|, entao f'(z)

possut pelo menosn — 1 zeros.

Demonstragao: Sejam a < 1 < 23 < ... < z,, < b os zeros de f(z) em [a,b].
Como x; e z;41, 1 < i <n—1,sao dois zeros consecutivos de f(z), entao f(x)
nao muda de sinal em (z;, ;1 1).

Mas f(z;) = f(xi1) = 0. Logo, do Teorema 1.5, segue que f'(z) tem um
numero impar de zeros em (x;, T;11).

Considerando cada um dosn — 1 intervalos (x1, x2), (z2,23), ..., (Tn_1,Zn),

concluimos que existe pelo menosn — 1 zeros de f'(x) em [a, b]. ]

O teorema acima também ¢é valido se f(z) possui zeros multiplos. De fato,
sejam x; e x;41 dois zeros consecutivos de f(x) e & um zero de f'(z) tal que
x; < & < xiy1. Observe que se z;11 — x; entao & — x;. Logo, se z; € um zero

multiplo de f(z), entdao z; é também um zero de f'(x).

Teorema 1.7. Se f(x) tem n zeros em (a,b) e se uma das duas condigies
e sinal(f(a)) = sinal(f'(a)) #0
o sinal(f(b)) = —sinal(f'(b)) # 0

for satisfeita, entdo f'(x) tem pelo menosn zeros em (a,b). Se ambas as condigoes

forem satisfeitas, entao f'(x) temn+ 1 zeros em (a,b).

Demonstragao: Suponhamos que sinal(f(a)) = sinal(f'(a)) # 0 (a
demonstragao é andloga para o caso em que sinal(f(b)) = —sinal(f'(b)) # 0).
Sejam x1,Ts,...,x, os zeros de f(x) em ordem crescente em (a,b), isto é,

A< T <Tog<...<xp,<b.
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1.3 Localizacao de Zeros de Fungoes

Consideremos os (n — 1) subintervalos a < x < zy, 1 < © < Ty, ...,
Tpo1 < T < Ty

Para € > 0, € suficientemente pequeno, temos

—f(r1—€) = f(z1) — flwr—€) =€f'(x1 —n), 0<n<e

Entao,

sinal (f'(a)) = sinal (f(a)) = sinal (f(x1 —€)) = —sinal (f'(x1 —n)) # 0.

Pelo Teorema 1.3, f'(z) possui pelo menos um zero em (a,z; — n). Mas, do
Teorema 1.6, f'(x) possui pelo menos n — 1 zeros em (xy,z,). Portanto, f'(z)
possui pelo menos n zeros em (a, b).

Caso as duas condigoes sejam satisfeitas, f'(z) possui pelo menos um zero
em (a,z; — 1), pelo menos um zero em (x,, +,b) e pelo menos n — 1 zeros em

(71, ,). Portanto, f'(z) possui pelo menos n + 1 zeros em (a, b). ]

Como conseqiiéncia do Teorema 1.6, temos o seguinte resultado.

Corolario 1.4. Se lim f(z) =0, entao f'(x) tem pelo menos o mesmo nimero

de zeros que f(x) em (a,00). (Resultado andlogo para - o).

Demonstragao: Suponhamos que f(x) tem n zeros em (a,00) para algum
a € IR. Seja z, o maior zero de f(x). Pelo Teorema 1.6, f'(z) possui pelo
menos n — 1 zeros em (a, x,].

Como

lim f(x) = /OO f'(t)dt =0,

rT—00
segue que f'(x) muda de sinal em z,, < x < co. Portanto, f'(z) tem pelo menos

n zeros em (a, 00). u

Considerando lim a,, = 0, de (1.3.8) temos que

n—oo

S*(ao,al — Qg, Q9 — ay, .. ) > S*(ao,al,ag, .. ) (1311)

13



1.3 Localizacao de Zeros de Fungoes

Como conseqiiéncia dos Teoremas 1.4 e 1.5, podemos demonstrar o seguinte

coroléario.

Corolario 1.5. Sejam f(a) = f(b) =0 e f(x) # 0,V = € (a,b). Entdo, existe

um numero impar de mudancas de sinal de f'(x) em (a,b).

O resultado a seguir da condigoes para que fungoes racionais tenham somente

7Zeros reais.

Teorema 1.8. Sejam A; #0, i =0,1,...,nea; < ay < ... < a, numeros reais.
A funcao racional

A A A,
fla)=——+ 24+  +
Tr— a T — Q9 T — ap

tem somente zeros reais particularmente nos sequintes casos:
1. A1 >0, A2 >O,..., An,1 >O,’

2. Al > 0, AQ > 0,..., Ak—l > 0, Ak—i—l > O,...,An > 0 e
A+ A +...+A,<0, 1 <k<n.

Demonstragao: Observe que

UC a:illa +a:il2a +'“+xi1na
_ Aif(z —ag)...(x—ap)+ ...+ Ap(x —ay)(x — ap_1) _ P(x)
(z —ar)(x —ag) ... (x — an) Q(z)’

onde P(z) € P,y e Q(z) = (z —a1)(x —az2) ... (x — ay) € P,.
Provemos o primeiro caso. Parae > 0, € suficientemente pequeno, temos que
sinal(f(a; +€)) = +1 e sinal(f(az —€)) = —1, pois
Ay Ag As A,

f<a1+€):—+ — T + — T —|—+_—+>0
€ aq a9 € aq as € aq Qp, €
e
A A A A,
f(a2—€):— ﬁ—i-l‘i‘_—g_i_—}—...—i-_—_i_ < 0.
1 a9 € € as a9 € (07% a9 €

14



1.3 Localizacao de Zeros de Fungoes

Isto implica que f(z) e, conseqiientemente, P(z) tém um zero em (ay, as).
Continuando com este processo nos demais intervalos, teremos a existéncia de
n — 2 zeros de P(z), um em cada um dos intervalos (ai,as), (a2,as), ...,
(@p_9,a,-1). No intervalo (a,_1,a,) nao podemos fazer tal andlise, pois nao
sabemos se A, > 0. Como P(z) tem n — 1 zeros, o zero restante nao pode ser
complexo, pois seu conjugado também seria zero de P(x). Logo, f(x) tem so-
mente zeros reais.

Provemos, agora, a segunda condigao. Como no item anterior, temos quef(x)
tem um zero em cada um dosn — 3 intervalos (a1, as), (az,as), ..., (ax_2,ar_1),
(@kt1, Agr2), - -y (an_1,ay,). Tal analise ndo pode ser feita nos intervalos (ay_1, ax)
e (ay, agy1), pois nao sabemos se Ay > 0. Sejam e > 0 suficientemente pequeno e

w > 0 suficientemente grande. Entao, como A; + As + ...+ A, <0,

A A A,
flw) = - 2 4+ }
|lw+a  w+a w+ ap
B _Al(w—i—ag)...(w—i—an)+...+An(w—|—a1)...(w—|—an1)]

(wW+a)(w+as)... (w+ay)

(A + A+ ..+ A" 4L
= > 0,
| @ra)@ta)...@+a
(A A A A,
flag—e¢) = — | =+ 2 + > o+ ———| <0,
| € a,—a;+€ as—ap+e€ a, — a1 + €
A A A A,
flan+e€) = L ZEEEE S b4+
a, —a+€¢ a,—a+e€ a,—as+e€ €
e
A A A,
flw) = e
w—a w — ag W — Qp
 Aw—a) . (w—an)+ o FAg(w—ar) . (W= ape)
(w—a1))(w—a3)...(w—ay,)
(A + Ay + ...+ A W™+ ...
= < 0.
(w—a)(w—az)...(w—ay)
Logo,

sinal(f(—w)) = —sinal(f((a1 — €)) = sinal(f(a, + €)) = —sinal(f(w)) = +1.
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1.3 Localizacao de Zeros de Fungoes

Existe, pois, um zero de f(z) em cada um dos intervalos (—o00, a1) e (a,, +00).

Como f(z) € IP,_1, f(z) tem somente zeros reais. n

1.3.3 Aplicacoes do Teorema de Rolle

Consideremos, agora, P(x) € IP,. Seja Z o ntimero de zeros reais en — Z o
namero de zeros nao reais de P(z).

Do Teorema de Rolle, sabemos que P'(x) possui pelo menos Z — 1 zeros reais
no intervalo. Entao, o nimero de zeros nao reais de P’(z) é menor ou igual a
n—-1-(Z-1)=n-"2.

Com isso, demonstramos o seguinte resultado.

Teorema 1.9. Seja P(x) € IP,. Entao, P'(x) possui, no mdzimo, o mesmo

nidmero de zeros nao reais que P(x).

Seja P(x) um polinémio que possui somente zeros reais dado por
P(z) = (z — ax) Qu-j(x), j = 0.

Supondo que P’(z) tenha zeros miltiplos, entao P'(z) = (z — ) R,_i(z),
i > 2. Por outro lado, P'(z) = (z — x)7 ™ (jQn—j(x) + (z — ) Ql_,(2)).

Entao, devemos ter j — 1 =1 e, assim, j =i + 1.

Portanto,

P(2) = (¢ — 21Y Qu_y(z), j =3,

ou seja, zeros multiplos da derivada de um polinomio P(z) que possui somente

zeros reais sao também zeros multiplos do préprio polinémio P(z).

Teorema 1.10. Se um polinémio tem somente zeros reais e simples, entao as
derivadas de ordem superior tém a mesma propriedade e, além disso, todo zero

da (j+ 1)-ésima derivada fica entre dois zeros consecutivos daj-ésima derivada.

Demonstragao: Suponhamos que P(x) tenha n zeros reais e simples.

Do Teorema 1.9, P’(x) tem, no maximo, o mesmo nimero de zeros nao reais
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1.3 Localizacao de Zeros de Fungoes

que P(x). Como P(z) tem somente zeros reais e simples, P'(x) tem somente
zeros reais e simples e, assim por diante. Entao, as derivadas de ordem superior
tém somente zeros reais e simples.

Como P(zx) tem n zeros, segue, do Teorema de Rolle, que existe pelo menos
um zero de P’(x) entre dois zeros de P(x). Como P'(z) € IP,_, entao existe
exatamente um zero de P’(x) entre dois zeros consecutivos de P(z).

Aplicando o Teorema de Rolle sobre P'(x), obtemos que P”(x) possui pelo
menos um zero entre dois zeros consecutivos de P'(z). Como P"(z) € P, o,
entdo existe exatamente um zero de P”(z) entre dois zeros consecutivos de P'(x).

Continuando este processo, chegamos que P(j“)(m) possui pelo menos um
zero entre dois zeros consecutivos de PY)(z). Como PU*Y(z) € IP, ; ;, entdo

PUHY (1) possui exatamente um zero entre dois zeros consecutivos de PY)(z). m

Como aplicacao do Teorema 1.10, consideremos o exemplo a seguir.

Exemplo 1.1. As derivadas de ordem superior da funcdo f(z) = (1 + x2)~1/2
tem somente zeros reais e simples. Além disso, todo zero dak-ésima derivada

encontra-se entre dois zeros consecutivos da (k + 1)-ésima derivada.

De fato, temos que

o) = —a(l+a?)

f(x) = (222 —1)(1+2H) 22,

@) = Qua)(1+2%) 2 Qulx) € By,
FED (@) = (=(2k+ 1)2Qu() + (1 +2%)Q(x) (1 +2%) FFD712
= Qrp(@)(1+27) B2 Qi (2) € Py
Suponhamos que f%*)(z), ou seja, Q(x), tenha k zeros reais distintos. Pelo

Teorema de Rolle, f**+1(z), isto é, Qrs1(x), tem pelo menos um zero entre dois

zeros de Qg (z), um zero entre — oo e o menor zero de Qx(x) e outro zero entre
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1.3 Localizacao de Zeros de Fungoes

o maior zero de Qp(x) e + oo. Isto segue do Corolario 1.4, pois lim f®(z) = 0.

Com excessao desses (k — 1) + 2 = k + 1 zeros, ndo ha outros. n

Uma outra interessante aplicacao do Teorema de Rolle envolve alguns poli-

nomios ortogonais classicos.

Exemplo 1.2. Os polinomios de Legendre, Laguerre e Hermite sao dados,
respectivamente, por

1 d" e* dn

— 2 _1\n _ —x,.n
x2/2 dm
€ 2
Ho(r) = &2 (o212,
n(?) n! dxm™ (e )

A partir dessas defini¢oes, podemos concluir que esses polindmios tém somente ze-
ros reais e simples que estao localizados no interior dos intervalos(—1,1), (0,+00)
e (—o0, +00), respectivamente.

L

De fato, consideremos, primeiramente, P, (z) =
2mn! dzn

Seja f(z) = (2% — 1)" € IP»,. Entao,

(2% —1)").

fl(x) = 2na(x® —1)" = (2 — 1)"'Q,(n),
f"(x) = 2[(2n* —3)2® — 2n](2* — 1)" 2 = (2° — 1)"?Qy(2),

fO @) = (2® = DQu(2),

n

) = Qula) = o (@~ 1))
Observe que —1 e 1 sdo zeros de f"Y(x) e suponhamos que @Q,_1(z) tenha
n — 1 zeros reais e distintos em (—1,1).
Do Teorema 1.5, temos que f™ () tem pelo menos um zero entre dois zeros
consecutivos de f™Y(z). Como f™(z) = % ((z> = 1)") € IP,, entdo existe
exatamente um zero de f(™(z) entre dois zeros consecutivos de "~V (x). Portan-

1 a
tO, Pn([E) = 2nn'w

((z* —1)") tem somente zeros reais e distintos em (—1,1).
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1.3 Localizacao de Zeros de Fungoes

De maneira analoga, demonstramos o resultado para os polinomios L, (x) e

H,(z). n

Considerando ay), 1 = 1,...,n, j = 0,...,17, os coeficientes da equagao

a(()i) + agi)x +. o+ al(-i)xi = 0, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.11. Suponhamos que a equacao ag+ayx+...+a,x™ = 0 tem somente
raizes reais. Entio, o polinomio agP(x) + a1 P'(z) + ... + a, P™(x) possui, no
mdximo, a mesma quantidade de zeros nao reais que P(x).

(%)

Demonstragao: Sejama;’, 1 =1,...,n, j =0,...,1, os coeficientes da equagao

algébrica que tem —x1, ..., —x; como raizes, isto é,
(i) (i) ()i _ (9 A
ay’ +ayx+ ... +a 'z =a; (x+ 1) (x4 22) ... (T + 35).

Logo, parat=1,2,...,n,

= T1T2...%4,

= {L’l...Ii_l+I11’3...[Ei+...+I2...l‘i,

6) = $1l’2+$1l’3+... +ZEZ'_1ZEZ‘,
%

= .CL'1+.’L‘2+—|—JZ’1

d d d
F.(z) = a%”)e_x"z% {e(z"_x”‘l)x% {e“”‘““”"‘zn el {ez”"P@)}}} .

Paran =1,

) = aflem L (enmp(a)) = oo Pla) + P@)

(1)
Qa
cﬁ(%WM+P@>:$@w+#@w»

a,
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1.3 Localizacao de Zeros de Fungoes

Observe que Fy(z) € IP, se P(x) € IP,. Dai, e"*F|(x) = agl)% {e"*P(z)}.

Os zeros reais de e"?Fj(x) sao os zeros reais de Fj(x) e os zeros reais de
e"*P(z) sdo os de P(x). Pelo Teorema de Rolle, entre dois zeros reais consecu-
tivos de e P(x), existe um zero de e”'* Fy(x). Logo, se P(x) tem m zeros reais
(n — m complexos), Fi(x) tem, pelo menos, m — 1 zeros reais. Logo, Fi(z) € P,
pode ter, no méaximo, n — m zeros complexos.

Para n = 2,

—T2T d To—T1)T d 1T
Fy(z) = aéQ)e %{e( )ﬁ{e P(x)}}

= aP[r122P(x) + (21 + 22) P () + P"(z)]
(2) (2)
2 Qa a,
= o (ﬁ (x) + WP/( ) + P”(x))
2 as

= aP(z) +dPP'(x) + ol P"(x).

Pelo mesmo argumento utilizado paran = 1, Fy(z) possui, no maximo, o
mesmo numero de zeros nao reais que P(z).

Suponhamos que

_ d d
Foq(z) = aq(ﬁll)e_m"*z% {e(% 1-2n-2) d_{ Tn—2~n-3) { TPz )}}}
= a VP@) +a" VP () + ... +al VP (2)

possui, no maximo, o mesmo nimero de zeros nao reais que P(z).

Para n, temos, através da hipotese de inducao,

d d d
F.(x) = ag")e*m”m% {e(“wnl)w% {6(‘”"1””"2)‘” e {ezlzP(x)}}}

d ex'nflfﬂ
— (n) X (In—iﬂn, )x
= a,’e . {e 1 an_l(x)}

p—1

an
O Fua(e) + Fy(0)
a1
agﬂ) (n—1) (n—1) (n 1N\ pr
o P(e) + (0" + 0l )P ) +
Ap—1

oS e + a5 )P @) + 05 PO (@)



1.3 Localizacao de Zeros de Fungoes

(n=1) (n) (n—1) (n—1)
a an a Tn +aq "
— O(n—_l)xnp($) + ( 1 s 0 )agl )PI(IL‘) + ...
Ap_1 Ap_1
(n—1) (n—1)
n + n— n n— n n
+(an71 x(n_l)a 2 >a£L I P (2) + oM PO ().
n—1
Mas,
(n—1) (n) (n—1) (n)
- (n__(f)n T = a(()n—l) )y = 212y Ty 120l = a(()n) al!) = ag”,
an—l an—l Qn
(n—1) (n—1) (n—1) (n—1)
(n—1) n (n—1) n (n—1) " m
ap—1 ap—1 Ap—1
+To%3 .. Ty 1) Ty + T1To . .xn_l]ag‘)
(n)

W O

o
(n—1) (n—1) (n—1)
Qy, Tn + an— n a’n— n n
(a, )y — Tp+ 2 0l = (2 + 21+ 2 g)al
(n—1) n (n—1) n n
Ap—1 A1

a’nril (n) (n)

= a,’ =a,_
a '

Logo,

possui, no maximo, o0 mesmo nimero de zeros nao reais que F,_1(z) e, conseqiien-

temente, possui, no maximo, a mesma quantidade de zeros nao reais que P(x).m

Sob as mesmas hipoteses do Teorema 1.11, temos o seguinte resultado.

Corolario 1.6. Suponhamos que ag # 0 e consideremos a série de poténcias

1

=by+b boz? + ... = B(z).
ag + a1 + ...+ ax" 0+ 01T + 22" + (z)

Entao, o polinomio boyP(x) + by P'(z) + bo P"(x) + ... tem, pelo menos, o mesmo

nimero de zeros nao reais que P(x).

- . : . d .
Demonstracao: Consideremos o operador diferencial D = — e seja

dz
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1.3 Localizacao de Zeros de Fungoes

Observe que

1

=b byD+byD?+ ... .
wtaDt. . taDn 0T

Assim,

1
P(x) = (byg +bD +byD?*>+ .. )P

ou seja,
(ap+a1D+ ...+ a,D")(bg + b1 D+ ...)P(x) = P(x). (1.3.12)
Aplicando o resultado do Teorema 1.11 em Q(z), temos que

(ap+a1D+...+a,D")Q(x) = (ag+aD+...+a,D")
X(bo + le + b2D2 + .. )P([L‘)

(1.3.12)

P(z)

possui, no maximo, o mesmo nimero de zeros nao reais que Q(z).
Logo, Q(x) possui pelo menos o mesmo nimero de zeros nao reais que P(z),

onde Q(x) = byP(x) + by P'(x) + bo P"(z) + . .. . ]

Sejam P(z) € IP, e a & [—n,0], « inteiro.

Suponhamos que P(x) tenha Z zeros reais e n — Z zeros nao reais.

Seja Q(z) = x*P(z). Observe que Q(z) € IP, 14, onde x = 0 é zero de Q(x)
com multiplicidade « e os zeros restantes sao os zeros de P(x).

Temos que

Q'(x) = 2" aP(x) + 2P'(2)] € Prpas

possui x = 0 como raiz, cuja multiplicidade é « — 1. Através do Teorema 1.9,
segue que Q'(z) possui, no maximo, o mesmo nimero de zeros nao reais queQ(z).
Como Q(z) possui n — Z zeros nao reais, segue que Q'(x) possui, no maximo,
n — Z zeros nao reais. Mas os zeros nao reais de '(x) sdo os zeros nao reais de
aP(z)+xP'(x). Logo, aP(x)+ xP'(z) possui, no maximo, n — Z zeros nao reais.

Portanto, acabamos de provar o seguinte resultado.
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1.3 Localizacao de Zeros de Fungoes

Corolario 1.7. O polindmio aP(x)+xP'(x) possui, no mdximo, o mesmo nimero

de zeros nao reais que P(x).

Consideremos uma curva y = f(z) € C'la,b]. Se f(z) cruza uma reta em
trés pontos distintos de [a, b], entdo, entre as intersec¢oes, existe pelo menos um
ponto de inflexao.

De fato, sejam ¢(x) = f(z) — (cx + d) e a < 21 < 23 < x3 < b 0s pontos de
intersecgao entre a curva f(x) e a reta cz+d. Entao, p(r1) = ¢(x2) = p(x3) = 0.
Logo, ¢'(z) tem pelo menos um zero no interior de cada intervalo(zq, x2) e (22, z3)
e, entdao, ¢”(z) = f"(zr) tem uma mudanca de sinal entre x; e x3, ou seja, existe
pelo menos um ponto de inflexao entre x; e x3.

De maneira geral,

Teorema 1.12. Se uma funcio f € C"a,b] coincide com um polinémio de
graun —1 emn+1 pontos a < x1 < 9 < ... < Tpr1 < b, entao a n-ésima

derivada se anula em um ponto do intervalo (x1,Tpy1)-

Demonstragao: Sejam o(z) = f(z) — (ap + a17 + ... + ap_12™ )

er < Xy
< ... < xpy1 08 pontos de interseccao, ou seja, (1) = p(r2) = ... = @(xy11)
=0.

Aplicando o Teorema 1.5, temos que ¢'(z) contém pelo menos um zero no
interior de cada intervalo (z1, xs), (%9,22), ..., (Tn,Zns1). Aplicando o Teorema
1.5 mais n — 1 vezes, temos que o™ = (™ tem pelo menos um zero entre z; e
Tpil-

Portanto, existe & € (21, 2,41) tal que ™ (€) = fM(¢£) = 0. n

Teorema 1.13. Seja 0 < a < b. Se f(x) € C"a,b] se anula em n + 1 pontos

de [a,b] e se todos os zeros do polindmio com coeficientes reais

P(z)=ay+a1x+ ...+ a,z”
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1.3 Localizacao de Zeros de Fungoes

sGo reais, entao existe um ponto & € |a,b] tal que

aof(&) +arf' (&) + ...+ a, f™ (&) =0.

Demonstragao: Seja a fungao

d d d
F(QT) _ ane—xnz% {e(zn—xn_l)x% {e(xn_1—xn_2)a: o % {€x1xf(l’)}}} :

onde x1, s, ..., T, sdo os zeros de P(x).

Do Teorema 1.11, concluimos que
F(z) = aof(z) + arf'(x) + ... + anf™(z).

Como f(z) e €™ f(x) possuem os mesmos zeros (se anulam emn + 1 pontos

d
de [a, b]), segue, do Teorema 1.6, que — (e™* f(x)) possui pelo menos n zeros em

dz
la, b].
d o d -
Como o (e f(x)) e el $2)xd— (€1* f(x)) possuem os mesmos zeros, entao
x T
d d
e {e(“_“)x% (ex””f(x))} possui pelo menos n — 1 zeros em |[a, b].

Continuando este processo, como

d d d
(ﬁnflfzn72)x (1‘”*27x”*3)x —_— Tz
da {6 dx {e dx te f@j)}}}

d d d
(Tn—Tn-1)T (Zn—1—Tn_2)x (Tn—2—Tn_3)z 1T
e o {e o {e S {e f(a:)}}}

possuem os mesmos zeros (possuem pelo menos dois zeros em |[a, b]), segue que

d d d
—TnT (Tn—Tn—1)x (Tn—1—Tn—2)x 1T _
ane” " {e e {e e {e f(x)}}} F(z)

possui pelo menos um zero em [a,b]. Portanto, existe & € [a,b] tal que

F(§) = aof(§) + arf'(§) + ... + anf™(€) = 0. n
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Capitulo 2

Resultados Classicos sobre Zeros de
Polinémios Algébricos e

Trigonométricos

Neste capitulo, estudaremos importantes resultados que nos indicam regioes

onde estao localizados os zeros de polinémios.

2.1 Limitantes para as Raizes

A regra de Cauchy é um importante resultado para se determinar um disco

que contém todas as raizes de um polind6mio com coeficientes complexos.

Teorema 2.1 (Cauchy). Seja P(z) = ag+ a1z +...+a, 12"+ 2" um polino-
mio algébrico com coeficientes complexos eayg # 0, e seja r a unica raiz positiva
da equacao

" — |an_1|t" ™t — ... = |ay|t — |ag| = 0. (2.1.1)
Entao, todos os zeros da equacao P(z) = 0 encontram-se no disco |z| <.

Demonstragao: Primeiramente, demonstremos que a equagao (2.1.1) tem um

inico zero positivo.
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2.1 Limitantes para as Raizes

Observe que, parat > 0, (2.1.1) passa a ser
tn = |6Ln_1|tn_1 + e + \a1|t + |(lo|

olu, equivalentemente,

1

tnfl

1 1
1= |an_1|¥+...+]&1] +|a0|t—n (212)

A funcao do lado direito de (2.1.2) é estritamente decrescente em (0, 00), tem
valores arbitrariamente grandes quandot esta proximo de zero e converge para ()
quando t — oo. Logo, o gréfico desta funcao cruza o grafico da fungaoy(t) = 1
uma unica vez em um ponto r de (0, 00).

Consideremos f(t) = t"—|an_1|t" ' —...—|ai|t —|ao|. Pela observagio acima,
f(t) tem uma tnica raiz positiva, que é o pontor. Como tliglo f(t) = oo, entao,
se f(t) <0 para algum z > 0, temos = < 7.

Supondo que P(z) = 0 para algum z, entdo

2= —ay 12V = — a1z — ag

e, conseqiientemente,
|2|" = |an_12" 4. a1z + ao] < Jan_1||2]"t + ...+ |aa]|2] + aol.

A ultima desigualdade mostra que f(|z]) < 0 e, de acordo com o que ja

demonstramos acima, |z| < r. u

O teorema a seguir determina um anel que contém todas as raizes de um

polinémio complexo.

Teorema 2.2. Sejam P(z) = ag+ a1z + ... + 2" (ag, a, # 0) um polindémio

com coeficientes compleros, M = max |a;| e M' = max |a;|. Entdo, todos os
0<i<n—1 1<i<n

zeros de P(z) satisfazem

|ao|

M
m<|2|<1+—

|an
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2.1 Limitantes para as Raizes

Demonstracgao: Consideremos |z| > 1. Entao,

|P(2)] = l|ag+arz+...4+ap2"| = |anz" — (—an_12""" — ... —a12 — ap)|
> an2"| = |an_12""" ..+ arz + ag
> anll2"] = (lan-all2" 7 + .. + la]|2] + |ao])

v

n n— n M g —
lan|[2]™ — M(|2]" 7+ 4 |2 + 1) = |an||2| (1—— || k)

M & M 1
o alle (1= 2L ST ) = gl |- A 1
]aﬂg || _\71|
| |r|( M ) anllo | 2=
= Jap|lz|" (1 - ——— ) = |a.||z|"
PAI(EE

M
Se |z| > 1+ —, entdo |P(z)| > 0, ou seja, P(z) # 0 para todo z tal que
a

|an

|z] > 1+ Tl Logo, um limitante superior para o modulo das raizes de P(z) é
Qn
M
2] <14+ —.
|ax|
Vamos determinar, agora, um limitante inferior.
1
Seja Q(z) = 2"P (—) = a, + Gp_12 + ... + apz™. Aplicando o resultado
z
!
obtido acima, temos que os zeros de Q(z) encontram-se em |z| < 1 + Taol Mas,
Qo

: 1 .
considerando z; um zero de Q(z), temos que — é zero de P(z) e, entao,

2k
1 M’
<l
|2k | |aol
ou seja,
o]
2| > .
Logo, todos os zeros de P(z) encontram-se no  disco
M
ﬂ, <|z| <14 —. ]
|aol + M |an

Considerando um polinémio com coeficientes reais cuja seqiiéncia dos coefi-
cientes é decrescente, o resultado a seguir determina um disco que contém todos

os zeros desse polinémio.
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2.1 Limitantes para as Raizes

Teorema 2.3. Seja P(z) = ap+ar1z+. . .4+a,2" um polinémio de grau exatamente
n, tal que ag < ay < ... <a,1 <a, eag, a, #0. Entao, todos os zeros de P(z)

encontram-se no disco
an — ap + |ag|

z| <
|| N

1
Demonstragao: Seja R(z) = z"Q <—), onde
z

Q(2) = a2 + (1= 2)P(2) = ap + »_(ar — ax_1)2".

Entao, para |z| < 1,

1 . _
R = @ (3)] = et + Dl - e
k=1
< aol |2 + Y (ak — ar1)2" | < laol + Y (ar — ax-1)
k=1 k=1
= lao| + an — ao.
1 n - .
Logo, ‘Q —> < 2] +|CT %o e, assim, obtemos que |Q(z)]
z z|"

< (lao| + an — ap)|z]", onde |z| > 1.
Observe que, para |z| > 1,
(2 = DP(2)] = Janz" = Q(2)] 2 lanl|2"™" = Q(2)]

|anll2]" " = (laol + an — ao)|2["

Vv

2" [lanl|z] = (laol + an — ao)]

" lag| + a, — ag
12" |an| |2] = { ——— | | -
‘an|

Como a,, — ag = |a, — ag|, entao r = 2] +|an‘ — > 1. Observe que para
an
|z| > 7, |(z —1)P(z)| > 0. Portanto, P(z) nao possui zeros em |z| > r. ]

Veremos, a seguir, uma regra proposta por Lagrange para determinar um
limitante superior para as raizes positivas de uma equacao algébrica com coe-
ficientes reais. Tal regra pode ser utilizada para determinar, por exemplo, um

limitante superior para a raiz r do Teorema 2.1.
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2.1 Limitantes para as Raizes

Teorema 2.4. Sejam P(x) = ag+a1z+. ..+ a,z"™ um polinémio com coeficientes

reais, a, # 0, a, > 0, k o indice do primeiro coeficiente negativo e A o valor abso-

luto do coeficiente negativo de maior valor absoluto da seqiiéncia{ag, ay,...,a,}.

Entao, qualquer raiz positivax de P(t) = 0 satisfaz a desigualdade

/A
r <1+ "4 —.
(7%

[ A
Demonstracgao: Suponhamos que z > 1+ "/ — := p. Entdo,
G,

P(x)

AV VA

>

ao+ ax+ ... +ap® + ..+ a,z"

ap+ arx ...+ apx® + apaz™ (a; > 0parai=4hk—1,...

anr™ — A(xF + .+ + 1)

E+1
o — A (x_1>
x—1

k+1 1
apx’t — A v ( > 0)

r—1 \z—-1
Lkt -
. 1[anxn_( D (z — 1) — A
k1 .
x_l[an(x—l) b Al

Mas, por hipotese,

$21+ n—k é’
V an

A
e, entdo, (x — 1)"* > —. Logo, a,(x — 1)"* — A > 0. Portanto, para z > p,
a

n

temos P(x) > 0. Assim, todas as raizes positivas da equagdo P(z) = 0 sdo

menores que p.

Observe que, tendo disponivel um método para se determinar um limitante

superior para as raizes positivas, podemos achar um limitante inferior para as

raizes negativas e, entao, localizar em um intervalo [m, M| todas as raizes reais

de uma equacao algébrica. Isto pode ser feito através da mudanca de variaveis

x = —t. De fato, sejam —z; < ... < —x; < 0 as raizes negativas de P(x) = 0.
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2.1 Limitantes para as Raizes

Consideremos o polinémio Q(t) = P(—t). E claro que 0 < z; < ... < x1 serdo os
zeros positivos da equagao Q(t) = 0. Pela regra de Lagrange, podemos calcular
p > 0tal que z; < ... < x; < p. Portanto, —p < —21 < ... < —x; < O e,
conseqiientemente, —p serd um limite inferior para as raizes negativas de P.

De maneira analoga, através das mudangas x = % e r= et obtemos um
limitante inferior para as raizes positivas e um limitante superior para as raizes
negativas da equacao P(x) = 0.

A seguir, vamos ver mais um resultado classico sobre a localizagdo de raizes

de um polinémio, que é o Teorema de Enestrom-Kakeya.

Teorema 2.5 (Enestrom-Kakeya). Seja P(2) = ag+ a1z + ...+ a,2™ um po-
linomio cujos coeficientes a;, © = 0,1,...,n, satisfazem ag > ay; > ... > a, > 0.

Entao, P(z) nao possui zeros no circulo unitdrio |z| < 1.

Demonstragao: Observe que, para |z| < 1, z # 1,

(1—=2)P(z)] = [(1—=2)(ag+a1z+ ...+ a,z")|
= lag — a,z"t — Z(ak_l —az)2"
k=1

> ao| — [(ap — a1)z + ... + (@n_1 — a,)2" + a,z"™|. (2.1.3)

Mas, (ap — a1)z, (a; — a2)z?,..., a,2z"™' nao podem todos ter o mesmo

argumento. De fato, se z = a +ib e 6, é o argumento de z, entao tg 6) = —.
a

Temos, também, 2% = a? — b? + 2abi e tg Oy = onde 6, é o argumento de

a
a2_b2’

2%, Se z e z? tiverem o mesmo argumento, entdo

b 2ab
a a—0b?’
e chegamos que a? = —b%, 0 que é um absurdo. Logo, 6; # 0 e, assim, de (2.1.3)
obtemos
(1 —=2)P(2)] >ag— (ag —ay) — ... — (ap—1 — a,) — a, = 0.
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2.1 Limitantes para as Raizes

Portanto, (1 — 2)P(z) # 0 para todo z tal que |z| < 1 e z # 1, ou seja, P(z)

nao possui zeros no circulo unitario |z| < 1. u

Através desse teorema, podemos determinar um polindémio que possui somente

zeros no circulo unitario. De fato, consideremos

1
Q(z)=z"P (;) =y + ap_12+ ...+ agz",

onde a, > a,—1 > ... > a9 > 0e P(z) é dado como no teorema anterior. Pelo
Teorema de Enestrom-Kakeya, Q(z) nao tem zeros no circulo unitario. Como zy
é zero de QQ(z) tal que |zx| > 1, entao n = zik é zero de P(z). Mas |nx| < 1. Logo,
quando a, > a,_1 > ... > ag > 0, os zeros do polindémio P(z) encontram-se no
circulo unitéario |z| < 1.

Vamos, agora, tratar de problemas relacionados & determinagao do ntimero de
zeros reais de um polinomio algébrico num intervalo [a,b]. O lema a seguir, que
afirma que, se ¢ é qualquer raiz da equacao f(x) = 0, a fungao f e sua derivada
tém sinais opostos antes e o mesmo sinal depois dessa raiz, tem um importante

papel no calculo de limitantes para este ntimero.

Lema 2.1. Seja f uma funcao que possui derivadas continuas até a ordemk em

uma vizinhanca U do ponto c. Consideremos

fley=r()=...=f* =0 e fP(c)#0.
Entao, para todo € > 0 suficientemente pequeno, temos

fle+e)f(c+e) > 0
flc=e)f'(c—e€) < 0.

Demonstracao: Pela formula de Taylor temos que, para todo h suficientemente

pequeno tal que ¢+ h e ¢ — h pertencem a U,

! " (k—1) (k)
f(6+h)=f(c)+fl(!c)h+f2<!c)h2+...+—{;_11()c!)h’“—l+—fk(Cl;eh)h’“,
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2.1 Limitantes para as Raizes

com 6 € (0,1).

Da mesma forma,

Pl =)+ L p s Iy S0 | Dt 0By

1! ol (k —2)! (k — 1) ’

onde 0, € (0,1).
Como fU(c) =0 para j=0,1,...,k— 1, entdo

fle+h)  f®(c+6h)
file+h)  f®(c+0:h)

h
=

Mas f®(t) # 0. Desde que f*)(¢) & uma funcio continua, existe uma
vizinhanca U; de ¢ tal que f®(t) # 0 para todo t € U;. Além disso,
sinal(f*®)(t)) = sinal(f®)(c)), para todo t € U;. BEm particular, para h sufi-
cientemente pequeno, sinal(f* (c + 0h)) = sinal(f*(c + 6,h)). Logo,

sinal (%) — sinal(h).

Assim, fazendo h = e e h = —¢, € > 0, obtemos a afirmacao do lema. |

Seja P(z) = ag + a1z + ... + a,x™. Aplicando o algoritmo de Euclides para

encontrar o maior fator comum entre P(x) e P'(z), obtemos
Plx) = P(x)Qo(r) — Ri(x)

P'(z) = Ri(z)Q:i(z) — Ra(x)
Ri(z) = Ra(z)Q2(r) — Rs(z)

Ryo(x) = Rp1(2)Qr-1(z) — Ri(x).

Neste processo, tomamos o resto da divisao com sinal negativo. Observe que
os graus dos polinémios R;(x), i = 1,2,...,k, sdo estritamente decrescentes.
A divisao é repetida até obtermos o resto Ri(z) de grau zero, ou seja, uma

constante. Se esta constante é nula, entdo Ry_1(z) é o fator comum entre P(z)
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2.1 Limitantes para as Raizes

e P'(x). Se Ry(x) # 0, entao P(x) e P'(x) nao tém fatores em comum diferentes
de constante e, conseqiientemente, o algoritmo de Euclides produz a seqiiéncia
{P(z), P'(x), Ry(z), ..., Ri(x)} com Rg(z) # 0.

Seja [a, b] um intervalo qualquer e suponhamos que Ri(z) é um fator comum
entre P(x) e P'(x) e, também, que Ri(z) # 0 em (a, b). Por outro lado, Ri(z) # 0
em [a,b] se, e somente se, P(z) ndo tem zeros multiplos em [a,b]. De fato, se
¢ é um zero de P(z) com multiplicidade m, entao £ é um zero de P'(x) com
multiplicidade m — 1. Entao, P(z) e P'(z) tém um fator comum (x — &)™ com
¢ € [a,b]. Reciprocamente, se P(z) ndo tem zeros multiplos em |[a, b], entdo o
fator comum entre P(z) e P'(x) ndo tem zeros em [a, b|.

Dizemos que {P(x), P'(z), Ri(z),..., Ri(z)} é a seqiiéncia de Sturm gerada
pelo algoritmo de Euclides aplicado a P(x) e P'(x).

Lema 2.2. Quando P(x) nao tem zeros maltiplos em [a,b], a seqiéncia

{P(x), P'(x), Ri(x),...,Ri(x)} satisfaz as sequintes propriedades:

1. Se P(c) = 0, entao P(c —€) e P'(c — €) tém sinais opostos e P(c +¢€) e

P'(c+€) tém o mesmo sinal para todo € > 0 suficientemente pequeno;

2. Se R;(c) = 0 para algum i, i =0,1,...,k—1, entdo R;_1(c) e Ri11(c) nao se

anulam e possuem sinais opostos, onde R_i(z) := P(x) e Ry(z) := P'(x);
3. Ri(x) #0 em [a,b].

Demonstragao: A primeira condigao segue do Lema 2.1.

A segunda afirmacdo é conseqiiéncia imediata da  relacao
Ri_1(x) = Ri(2)Qi(x) — Riy1(x) para x = c¢. Como R;(c) = 0, obtemos
R, 1(z) = —R;y1(x). Se um desses dois nimeros é zero, entdao, pela relagdo
de recorréncia, R;_1(c) = R;_2(c) = ... = Ri(c) = P'(c) = P(c) = 0. Assim, ¢
seria zero miltiplo de P(z), o que leva a uma contradi¢ao. A terceira condigao

segue do fato de P(z) nao ter zeros multiplos em [a, b]. ]
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2.1 Limitantes para as Raizes

Teorema 2.6 (Sturm). Sejam P(z) um polinémio algébrico de graun que ndo

possui zeros maltiplos em [a,b] e Z o nimero de zeros de P(x). Entao,
Z =S7(P(a),P'(a),Ri(a),...,Ri(a)) — ST(P(b), P'(b), Ri(D), ..., Ri(b)).

Demonstracao: Quando z se move de a até b, vamos acompanhar a variacao do
nimero S~ (P(x), P'(x), Ri(z), ..., Ri(x)). Como todas as funcoes dessa seqiién-
cia sao polinomios algébricos e, portanto, fungoes continuas, entao a mudanca do
namero S~ (P(x), P'(z), Ri(x), ..., Rix(x)) pode ocorrer somente quando x passa
por uma raiz de uma das fung¢des P(z), P'(x), Ri(x), ..., Rp_1(x).

Vamos supor que exista ¢ € [a,b] tal que P(c) = 0. Entao, para ¢ > 0 sufi-
cientemente pequeno, P(c—e¢) e P'(c—¢€) tém sinais opostos e P(c+¢) e P'(c+e)
tém o mesmo sinal. Conseqiientemente, entre P(x) e P'(z) existe uma mudanca
de sinal antes de ¢ e esta mudanca desaparece depois de c. Portanto, o nimero
S™(P(x), P'(z), Ri(z), ..., Ri(z)) diminui de uma unidade quando x passa pela
raiz de P.

Observe agora o que acontece quando x passa por uma raiz de R;(z) para
algum i = 0,1,...,k — 1. Seja, entao, R;(c) = 0. Pela propriedade 2. do
Lema 2.2, R;_1(c) # 0, Rix1(c) # 0 e Ri_1(c)R;i11(c) < 0. Isto significa que
R;_1(z)Riy1(x) < 0 para todo  numa vizinhanga suficientemente pequena de
¢ e, portanto, S™(R;_1(x), Ri(x), Riy1(x)) = 1 para todo x desta vizinhanga.
Isto mostra que quando x passa por um zero de uma funcao intermediaria da
seqiiéncia de Sturm, o nimero de mudancas S~ (P(x), P'(z), Ry (x), ..., Rx(z))
nao muda. Portanto, S~ (P(z), P'(x), Ri(x),. .., Rg(z)) diminui de uma unidade
somente quando = passa por um zero de P(z). Conseqiientemente, o nimero
de mudangas de sinal perdidas quando x percorre o intervalo [a, b] é exatamente

igual ao nimero de zeros de P(x) em |a, b]. ]

Observe que a demonstragao do Teorema de Sturm é baseada somente nas

propriedades 1., 2., e 3. da seqiiéncia { P(x), P'(z), Ry (x), ..., Rx(z)}. Portanto,
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2.1 Limitantes para as Raizes

o mesmo resultado pode ser obtido sobre o nimero de zeros de P se considerarmos
uma outra seqiiéncia { P(z), Py(z), Pi(x), ..., P.(x)} que satisfaz as exigéncias do
Lema 2.2. Tal seqiiéncia é chamada de seqiiéncia de Sturm generalizada. Entao,
se {P(x), Py(x), P(z),..., P.(z)} é uma seqiiéncia de Sturm generalizada e P(z)
nao possui zeros multiplos em [a, b], o niimero de zeros de P(z) em [a, b] é exata-
mente igual a S™(P(a), Py(a), ..., P(a)) — ST (P(b), Py(b), ..., Pi(b)).

Aplicando esta observagao vamos mostrar que para qualquer polinomioP(z),
independente de ter ou mnao =zeros miltiplos em [a,b], o numero
S™(P(a), Py(a),...,Pr(a)) — ST(P(b), Po(b),..., Ps(b)) é exatamente igual ao
numero de pontos distintos de [a, b] onde P(x) se anula. De fato, se P(x) ndo tem
zeros miltiplos, o resultado segue do Teorema de Sturm, ja que esta é a afirmacao
de tal teorema. Suponhamos, agora, que P(x) possui zeros miultiplos em [a, b].

Entdo, P(x) e P'(z) tém um fator comum Ry (x) que ndo é constante e também

é fator de Ry(x),..., Rg(z). Por isto, as fun¢oes da seqiiéncia
P(x) P'(x) Ri_1(z) Rg(x)
: e : (2.1.4)

sao definidas em [a, b] e satisfazem as propriedades do Lema 2.2. Entao, (2.1.4)
P(z)
Ry,(x)

_ o ( Pla) Pa) o (P Pb)
5i=5 (Rk<a>’Rk<a>"“’1) 5 (Rkw)’Rk(b)’“”)

é uma seqiiéncia de Sturm para f)(x) = e, pelo Teorema de Sturm,

é o numero de raizes simples de em [a, b], isto é, o nimero de zeros de P(z)

em [a,b]. Desde que o niimero djikr(rizdangas de sinal na seqiiéncia (2.1.4) é igual
ao numero de mudancas de sinal na seqiiéncia { P(z), P'(z), Ry(x), ..., Ri(z)},
entdo S = S™(P(a), P'(a), Ri(a),...,Re(a)) — ST(P(b), P'(b), R (D), ..., Re(D)).
Conseqiientemente, o Teorema de Sturm, aplicado a qualquer polinémioP’ fornece
o nimero de raizes de P em [a, b] sem contar suas multiplicidades.

Uma das desvantagens do Teorema de Sturm é a construcao da seqiiéncia,

pois exige divisao de polinomios algébricos.
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2.2 Regra de Sinais de Descartes

2.2 Regra de Sinais de Descartes

Faremos, a seguir, algumas consideracoes sobre mudancas de sinal de se-
qliéncias, importantes para demonstrarmos, mais adiante, a Regra de Sinais de
Descartes.

Tal regra, apresentada ha mais de 350 anos pelo famoso matemaético e filosofo
francés Renet Descartes, estima o nimero de zeros positivos de um polinémio
através do nimero de mudancas de sinal da seqiiéncia de seus coeficientes.

Sejam, entao, P(z) =ag+ a1z + ...+ a2 e a> 0.

E claro que as seqiiéncias dos coeficientes dos polinémios P(z) e P(ax) tém

o mesmo nimero de mudancas de sinal uma vez que
S~ (ag,ay,...,a,) =S (ag, aar,’as, ..., a"ay,). (2.2.5)
Como P(—z) =ap — a1z + ...+ (—1)"a,2™, entdo
S~ (ag,a1,-..,an) + S (ag, —ay,...,(—1)"a,) < n. (2.2.6)

De fato, sejam Z* o namero de zeros positivos de P(x) e Z~ o namero de
zeros positivos de P(—x). Como os zeros positivos de P(—x) sdo os zeros nega-
tivos de P(z), segue que Z+ + Z~ < n.

Mas, pelo Teorema 1.4, concluimos que Z* — S~ (ag,aq,...,a,) > 0 e

Z- — S (ag, —ay,...,(—1)"a,) > 0. Somando essas duas inequagoes, obtemos
Zt+ 7 — [S_(ag, ai,...,a,) + S (ap,—as,. .., (—1)”’@,1)} >0,

ou
n— [S‘(ag, a,...,a,) + S (ap,—as,. .., (—1)”%)} > 0.
Logo, S~ (ag, a1, . ..,a,) + S~ (ap, —a,...,(—1)"a,) < n e, aplicando (1.3.9)
sobre os coeficientes de P(ax), obtemos
S~ (ag, vay — ag, a(aay — ar), ..., —a"a,) > S (ag, aay,a’ay, ..., a"a,)

= S*(ao,al,ag, T ,an).
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2.2 Regra de Sinais de Descartes

Como a > 0, de (1.1.5) e (2.2.5), concluimos que

S™ (ag, vay — ag, a(aag — aq), ..., —a"a,) = S~ (aag, aay — ag, aas — ay, . .., —ay).
Logo,
S™(aag, cay — ag, aag — ay, ..., —a,) > S (ag,ay, ..., a,). (2.2.7)

Consideremos, agora, P(r) uma série de poténcias representada por
Pz) = ay + iz + ax® + ... . Seja. Q(z) = (a — z)P(x)
= aag + (aa; — ag)r + (aay — ay)z? + .... Entdo, para as séries de poténcias

P(z) e Q(x) segue, imediatamente de (2.2.7), que
S™(aag, aay — ag, aas — ay, ..., —a,) > S (ag,aq,...,a,). (2.2.8)
Mostremos, agora, que
S~ (aag, aay + ag, as + ay,...) < S (ag, a1, as, .. .). (2.2.9)
Para a = 1, temos
(14 z)(ap + a1 + agx® +...) = ag + (a1 + ag)w + (az + ay)z* + . ..
o que, de (1.1.3), nos da
S™ (ap, a1 + ag, ag + ay,...) < S (ag,ay,as,...).

Como a > 0, S™(ag, aay, d?ay,...) = S (ag, a1, as, .. .).
Entdo, novamente por (1.1.3), S (ag,aa; + ag,a(aay + a1),...)

< S~ (ag, aay, a?as, . . .).

Mas, de (1.1.5), S~ (ap,a; + ag,a(as + a1),...) = S~ (aap, aa; + ao,

aay + ay, . ..). Logo,

S~ (aag, aay + ag, aay + ay,...) < S (ag, aay, a’ay,...) = S (ag, a1, as,...).

Considerando a série de poténcias

ap + a1x + asx® + . ..
1—2z

= ag + (ag + a1)z + (ag + ay + az)x® + ...
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2.2 Regra de Sinais de Descartes

concluimos, de (1.1.6), que

Si<ao, ag + aig, Qo +ap + as, . . ) S Si(ao, ai, ag, . . ) (2210)
Sejam p1, pa, . .., P, NUMeros positivos e a série de poténcias
n ai1x n ay1? . L a,x"
ap .
(p1—7) (P —2)(p2 — ) (p1 —z)(p2 — ) ... (P — )

= Ay+Ax+ Asx®+ ...

convergente para x suficientemente pequeno.
Suponhamos que apenas um dos coeficientes de{ag, ay, ..., a,}, por exemplo

aq, € nao nulo. Entao,

Ao x” r  z? r 2
= (S S S
P1-.-Pa n n Pa

= Ajx“+....
Observe que este produto nao possui mudancas de sinal, pois
D1, P2, - - - » Do SA0 positivos. Entao, S~ (as) = S~ (A, Aatt, - - -)-

Suponhamos, agora, que o resultado seja valido para todas as seqiiéncias que

contém um nimero menor de termos nao nulos que{ag, ai,...,a,}.
Seja ay, 0 < a < n, o primeiro termo nao nulo de {ag, ay, ..., a,}. Entao,
A1 T Y apx™
0+ + ...+
(Pa+1 =) (Pat1 — ) (Pat2 — @) (Pav1 =) .. (pn — )

== O+Bl$+BQI2+

Mas,
Si(Bl, Bg, .. ) S Si(anrl,CLaJrQ, Ce ,an).
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2.2 Regra de Sinais de Descartes

Se ag é o primeiro termo nao nulo da seqiiéncia {aa+1, Ga+2, - - -, Gy}, €ntao

1 — sinal(aqap)
5 :

ST (ag, a1,y Qay vy Gn) =S (Aasg1y Gat2s - -y n)

O primeiro termo nao nulo da seqiiéncia { By, Bs, ...} tem o mesmo sinal de

ag. Considerando a seqiiéncia {a,, By, Ba, . ..}, obtemos

1 — sinal(ayag)

Sf(aa,BhBQ, .. ) = Si(Bl,BQ, .. ) +

2
Observe que
aq T a,T"
= + ...+ - = Ao+ Az +....
(p1—2)...(pa — ) (p1—x)...(pn — )
Logo,
aa+1xa+1
(Ao + A+ )(pr—2) ... (pa —2) = @u2° + <+ ...
(pa—H - JU)
" a,x"
(Pat1 — @) ... (pn — @)
= a,z®+ Byz®t! + Box®t? 4
e, entao,

(Ag+ Az +..)(p1 —2)...(pa — 2) = 2%(aq + B1x + Byz® +...).
De (2.2.8),

S_(AO,A1,...) < S_(Bl,Bg,,_,)+ 1 —Slnal<aaaﬁ)

2
1 — sinal(a,a
< S_(aa+17aa+27"'7an)+ 9 ( ﬁ)
= S (ag,a1,...,00,...,0a,).
Portanto,
S_(ao,al,...,an) Z S_(A(),Al,AQ,...). (2211)

Estamos, agora, em condicoes de demonstrar o teorema a seguir.
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2.2 Regra de Sinais de Descartes

Teorema 2.7 (Regra de Sinais de Descartes). Seja Z o nimero de zeros

positivos do polinomio P(x) = ag+ayz+. . .+a,x™. Entao, S~ (ag,a1,...,a,)—2Z7"
€ um numero par nao negativo.
Demonstragao: Demonstremos, primeiramente, que S~ (ag, a1, ...,a,) — Z7 >

0. Sejam xy, 3, ..., xz+ 0s zeros positivos de P(x). Entao,

P(z) = r(z)(zx—z)(x—za)...(x —x.+)
= r(@)(~1)7 (z; — 2)(zy — 2) ... (X7 — T)

= q@)(z1 —x)(xe — ) ... (¥z+ — T),

onde ¢(z) é um polinémio de graun — Z* com coeficientes reais.

De acordo com (2.2.7), como

(@ —2)(ag+ a1z + ... + apa™) = aay + (aay — ag)r + ... — az™t,

temos que o numero de mudangas de sinal de ¢(x) é maior ou igual a zero, o
de g(x)(x; — x) € maior ou igual a um, o de ¢(z)(x; — x)(zs — z) € maior ou
igual a dois e, assim por diante, chegamos que o nimero de mudancas de sinal de

q(z)(z1 — ) ... (xz+ —x) = P(x) é maior ou igual a Z. Portanto,

S~ (ag,ai,...,a,) — ZT >0.

Demonstremos, agora, que S~ (ag, a1, ...,a,) — Z* & um nimero par. Sejam
a, O primeiro e a, o ultimo coeficiente nao nulo de P(z), a <we 0 < & < 14
<y <. . <az+ < X <oo.

Considerando ¢ suficientemente proximo de 0 e X tendendo a infinito, temos
que

sinal (P(§)) = sinal(a,) # 0, sinal (P(X)) = sinal(a,) # 0.

Pelo Teorema 1.3 e Corolario 1.2, Z* é par (ou impar) se P(£) e P(X) tém o
mesmo sinal (ou sinais opostos) e S~ (ao, ay, ..., a,) € par (ou impar) se a, e a,

tém o mesmo sinal (ou sinais opostos).
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2.2 Regra de Sinais de Descartes

Como a diferenca entre nimeros pares é par e a diferenca entre nimeros

impares é também par, segue que S~ (ag, ay, ..., a,) — ZT é um namero par. ®

O resultado a seguir é mais geral que o teorema anterior e nos da a Regra de

Sinais de Descartes para séries de poténcias.

Teorema 2.8. Sejam p o raio de convergéncia da série de poténcias
P(z) = ap + a1 + agx® + ... e ZT o mimero de zeros de P(x) em 0 < z < p.
Entao,

S_<a07a17 az, . . ) — Z+ Z 0.
Demonstragao: Sejam 1, 2o, ..., 2+ 0s zeros de P(x) em 0 < z < p. Entdo,
P(z) = q(z)(x1 — 2)(ws — @) ... (12+ — ),

onde q(x) = qo + 1z + @z + . . ..

De (2.2.8), o numero de mudangas de sinal de ¢(x) é maior ou igual a zero,
o de ¢(x)(x; — x) é maior ou igual a um, o de ¢(x)(x; — x)(zs — x) € maior ou
igual a dois e, entdo, o nimero de mudancas de sinal deq(z)(z; — ) ... (zz+ — x)

= P(x) ¢ maior ou igual a Z*. Portanto, S~ (ag, a1, as,...) — Z+ > 0. u

A série a seguir é um exemplo onde S~ (ag, a1,az,...) — Z* é wm ntmero
impar. Devemos, entao, ter algumas condigoes adicionais para que o Teorema 2.7

possa ser estendido para série de poténcias.

Exemplo 2.1. A série de poténcias

T IQ .133

2 — — — - ...
1x2 2x3 3x4

nao possui zeros no circulo de convergéncia.

De fato, sabemos que
2 3 00 i

xXr xr xXr xXr
2 — - - —=2-5 T~ P
1x2 2x3 3x4 Zi(i—i—l) (z)
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2.2 Regra de Sinais de Descartes

n

Considerando k, = x—, obtemos
n(n+1)
ke , n(n+ 1)z"+ nx ,
lim = lim = ——| = lim |——| = |=|.
n—oo | k, n—oo | (n 4+ 1)(n + 2)z™ n—oo | (n + 2) n—oo |1+ =

Portanto, pelo Teste da Razao, segue que a série P(z) converge se || < p = 1.
Observe que P(0) = 2 > 0e P(1) > 0. Pelo Teorema 1.3, temos que o
namero de zeros de P(z) no intervalo 0 < x < 1 é par. Como, neste caso,

1 1
S™ (2, T 2,—m,...> = 1, do Teorema 2.8 obtemos que Z* < 1. Mas,
Z* & um namero par. Logo, Z1T = 0, ou seja, P(x) nao possui zeros em0 < z < 1.

1 1
a -2, —— ...
Entao, S (, T2 %3

— Z7 & um ntmero fmpar. n
Sob as mesmas hipoteses do Teorema 2.8, o proximo teorema estabelece al-
gumas condigoes para que S~ (ag, ay,as,...) — ZT seja um nimero par.

Teorema 2.9. Seja p = 0o ou p finito e P(p) = ag + a1p+ azp® + . .. divergente.

Entao, se S~ (ag,ay,as,...) € finito, S~ (ag, a1, as,...) — ZT € um nidmero par.
) 05 ) ) ’ 05 ) ) p

Demonstragao: Sejam a, o primeiro coeficiente nao nulo de {ag,a;,...} e w o
altimo indice de mudanga de sinal. Quandox — 0, o termo dominante em P(z)
é a, e, quando x — 00, o termo dominante é a,. Logo, sinal (P(0)) = sinal(a,)

e sinal (P(p)) = sinal(a,). Podem, entao, ocorrer as seguintes situagoes:

o se S™(ay,a,) = 0, a seqiiéncia {aq, Goi1,-- -, 0y, ...} tem um nimero par

de mudancas de sinal;

o se S (ay,a,) = 1, entdo {aqa, @as1;s---,0u, ...} tem um nimero impar de

mudancas de sinal.
Fazendo uma anélise idéntica & feita no Teorema 2.7, concluimos que
S~ (ag,ai,as,...) — Z* & um nitumero par. n
A seguir, apresentamos uma aplicacao deste resultado.
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2.2 Regra de Sinais de Descartes

Exemplo 2.2. Sejam \ uma fracao propria positiva e n um nimero inteiro

positivo. A equacdo
2 "

r T .
1+ﬁ+§+...+mz>\€
tem somente uma raiz positiva.
De fato, sabemos que
* 1+x+x2+ +x”+ o +
e’ = -+ =+.. =+ —+....
12! n! (n+1)!

Entao,

x " x " 2Tt
fulz) = 1+—+...+n——A(1+—+...+—+—+...)

1 ' 1 2l )
(1—2X) (1—=2X) A )
= (1—-A " — mHl
s VR s el P VT
Mas,
1—A 1—A A
11— — .. =1
S ( A I O N (1 )

Entao, pelo Teorema 2.8, segue que Z+ < 1.

:L,TL
Seja k, = —. Logo,
n!
TL![E”JFI

(n+ 1)lzn -

kn-ﬁ-l

1;
11m kn

n—oo

= 111m
n—00

x
i |

Portanto, pelo Teste da Razao, a série f,,(x) converge para todos os valores
de z, ou seja, seu raio de convergéncia é p = oo. Logo, pelo Teorema 2.9,1 — Z*
¢ um naumero par. Como Z* < 1, segue que Z1 = 1.

Portanto, f,(z) possui somente uma raiz positiva. n

O resultado a seguir ¢ uma versao da Regra de Sinais de Descartes diferente

daquela dada pelo Teorema 2.7.

Teorema 2.10. Sejam ay,as,...,an, A, Ao, ..., N\, constantes reais, A\ < A

< ... < \,. Considerando Z o numero de zeros reais da funcao inteira
F(2) = a1eM” + a2e™™ 4 ... 4 ape™”,
temos que S™(ay, az,...,a,) — Z € um nimero par nao negativo.
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2.2 Regra de Sinais de Descartes

Demonstragiao: Mostremos, primeiramente, que S~ (ay,as,...,a,) — Z é um
nimero par. Vamos supor, sem perda de generalidade, queay, as, ..., a, sao to-
dos nao nulos.

Quando z — oo, 0 termo dominante em F(x) é a;e*® e quando x — —00, 0

termo dominante é a,e*.

Entao, sinal(F(R_)) = sinal(ay) # 0 e sinal(F(Ry)) = sinal(a,) # 0, onde
R_ < 0 é um numero suficientemente pequeno e R, > 0 é um nimero suficiente-
mente grande. Do Teorema 1.3 e do Corolario 1.2, temos que Z é par (ou impar)
e S~ (ay,as,...,a,) também é par (ou impar) se a; e a, tém o mesmo sinal (ou
sinais opostos).

Como a diferenca entre ntimeros pares ou impares ¢ um nimero par, segue
que S~ (ay,as9,...,a,) — Z é par.

Demonstremos, agora, que S~ (ay, as, ..., a,) — Z > 0, por indugao.

Se nao ha mudancgas de sinal, ou seja, se S~ (aq,as,...,a,) = 0, evidente-
mente Z = 0. Portanto, S~ (ay,as,...,a,) — Z = 0.

Vamos supor que o resultado seja valido paran — 1 e demonstremos, agora,
que S~ (ay,ag,...,a,) — Z > 0.

Seja a + 1 um indice de mudanca de sinal da seqiiéncia {a;,as, ..., a,},

1 < a < n,ou seja, ayaqr1 < 0. Seja F* definida por

F(x) = e’\x%[e_’\zF(x)]

= a1\ = NN+ aa(Aa — N L an (N, — N)eM”

com A um nuamero no intervalo (Ay, Aat1).
Seja Z* o namero de zeros reais de F™*(z).

d
Como F(x) e e F(x) possuem 0s mesmos zeros, segue que . [e ™ F(z)]
T

d
tem pelo menos Z — 1 zeros reais. Mas, e [e ™ F(z)] e F*(z) possuem os
x

mesmos zeros. Logo,

7" > 7 -1 (2.2.12)
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e, mais ainda,
ST (a1(A1 = A),aa( Ao = A), .o oyan( Ay — A) = S (a1, a9, .. .,a,) — 1. (2.2.13)
Da hipotese de inducao,
ST (ar(M — A),ae(Aa — A), .. an(Ay — X)) —ZF >0 (2.2.14)
Portanto, de (2.2.12), (2.2.13) e (2.2.14), obtemos

S7(a1,...,an) —Z = S (ay,...,a,) —1—(Z—1)
> S_(al()\l_A)a'--aan()‘n_)‘))_Z*ZO-

Teorema 2.11. Sejam Ay < Ao < ... tais que lim A, = co. No interior de sua

n—oo

regiao de convergéncia, a série de Dirichlet
F(z) = a1e™M” 4 a0e™™ + ... + ape™™ + ...

possui, no mdrimo, a mesma quantidade de zeros reais que o numero de mudancas

de sinal da seqiiéncia de seus coeficientesay, as, ..., ap, .. ..

Demonstragao: Seja Z o ntimero de zeros reais de F'(x). Queremos mostrar
que S~ (a1, ag,...,Gp,...) — Z > 0. Provemos por indugao.

Se S™(ay,a,...) =0, entdo Z = 0. Portanto, S~ (a1, as,...) — Z = 0.

Vamos supor que o resultado seja valido parak < n —1 e demonstremos para
k=n.

Sabemos que F(z) tem S~ (ai,as,...,a,,...) mudangas de sinal e
S™(a1,a9,. .. Gpn,...) > 1.

Sejam « + 1 um indice de mudanga de sinal, @« > 1, e A € (Mg, Aay1)-

[e.e]
Como a série de Dirichlet F'(z) = Zaje_)‘jx pode ser diferenciada termo a
7=1

45



2.2 Regra de Sinais de Descartes

termo no interior de sua regiao de convergéncia, consideremos a fun¢ao

F*(z) = e_)‘mdi[e”F(@] =ar(A=A)e M4
T

Fag(A = Aa)e e 4 an (A= Ap)e T

Seja Z* o ntimero de zeros reais de F*(x). Mas, F(z) e e’ F(x) possuem

0s mesmos zeros. Logo e* F(z)] tem pelo menos Z — 1 zeros reais. Como

7%[
d

d—[e’\xF(:c)} e F*(x) possuem os mesmos zeros, obtemos
T

Z" > 7 — 1. (2.2.15)
Temos, também,
ST (A=), .. an(A—= Ay, . .0)) =S (a1,a9,. .. Gp,...) — 1. (2.2.16)
Pela hipotese de inducao,
ST (A=), o yan(A=A,),...) = Z" > 0. (2.2.17)
Portanto, de (2.2.15), (2.2.16) e (2.2.17),

S7(a1,a9,...,an,...)—Z = S (a1,...,apn,...) —1—=(Z—1)

> S~ (al()\—Al),...,an()\—)\n),...)—Z* 20

2.2.1 Aplicagoes da Regra de Sinais de Descartes

Como conseqiiéncia dos importantes teoremas que demonstramos na secao
anterior, apresentaremos algumas interessantes proposicoes onde analisaremos os

zeros de diversas funcoes reais.

Proposicao 2.1. Se o polinomio P(x) = ag+a1x+. ..+ a,x" tem somente zeros

reais, entao ZT = S (ag, a1, ..., ay,).
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2.2 Regra de Sinais de Descartes

Demonstragio: Sejam Z~ o ntumero de zeros negativos e Z* o ntimero de zeros
positivos de P(z). Sabemos que Z* + Z~ = n.

De (2.2.6), temos que S~ (ag, a1, ...,a,) + S~ (ap, —as,...,(—=1)"a,) < n.

Entao, n — [S™(ag,ay,...,a,) + S~ (ag, —ay,...,(—1)"a,)] > 0, ou seja,
[ZT — S~ (ag,a1,...,a,)] + [Z27 — S (ap, —aq,...,(—1)"a,)] > 0.

Como os zeros negativos de P(z) sdo os zeros positivos de P(—z), o Teorema

2.7 nos garante que
Zt — S (ag,a1,...,a,) <0 e Z —S (ap,—ay,...,(—=1)"a,) <0.

Mas, 0 < Z+ — S~ (ag, a1, ...,a,) < 0. Entao, ZT — S~ (ag, a4, ...,a,) = 0,

ou seja, ZT = S~ (ag,ay, ..., a,). n

Proposicao 2.2. Sejam ag # 0, a, # 0 e consideremos que 2m coeficientes
consecutivos do polinémio P(x) = ag + a1z + ... + a,x™ sao nulos, onde m > 1

¢ um numero inteiro. Entao, P(x) tem pelo menos 2m zeros nao reais.

Demonstracao: Como P(z) = ag+a1r+...apx" +ap 125 +. . +a,2™, onde
ar # 0 e agy1 = ... = agro2m = 0, entdo a seqiiéncia {ag, ay, ..., a,} possui, no
maximo, n — 2m mudancgas de sinal.

Consideremos Z* o ntimero de zeros positivos de P(x) e Z~ o ntmero de
zeros positivos de P(—z).

Por (2.2.6), obtemos que
S (ap, a1, ... a,) + S (ag, —ay,...,(—1)"a,) <n—2m.
Do Teorema 2.7,
Zt+ 77 <8 (ag,ai,...,a,) + S (ag, —a,...,(=1)"a,) <n—2m,

ou seja, P(z) tem, no maximo, n — 2m zeros reais.

Portanto, P(z) deve ter, no minimo, 2m zeros nao reais. n
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Proposicao 2.3. Sejam m e n niumeros inteiros positivos e ay,as, ..., 0,, A,

A2y« ooy Ay nUMeros reais que satisfazem as condigoes
m>1,n>2 a;#0, i =1,2,....neld < A<...<A\.
Seja o polinémio nao identicamente nulo
P(z) =ai(x — M) +az(z — )"+ ...+ ay(z — A\,)™.

Entao, o nimero de zeros reais Z de P(x) nao pode exceder o nimero de mu-

dangas de sinal da seqiiéncia dos coeficientesay, as, . .., ay, (—1)"ay.

Demonstracao: Se aj,as,...,a, tém o mesmo sinal e m ¢é par, entao
S7(ar,ag,...,a,, (=1)ma;) =0e (=)™ >0, (x—X)™ >0,..., (z—\,)"™ > 0.
Como A\; < Ay < ... < A, entdo os monomios (z — A;)™, j = 1,2,....n, ndo
se anulam simultaneamente. Logo, P(z) > 0 ou P(z) < 0, V = € IR. Portanto,
Z = 0. Assim, encontramos que S~ (ay, ag, ..., ap,, (—1)™ay) — Z = 0.

Outra possibilidade é se aq, as, . . ., a, tém o mesmo sinal e m é impar. Entao,

S~ (a1, ag,...,an, (—1)"a;) = 1. Observe que
P'(z) = may(x — A\)™  +ag(z — )™+ an(z— A)"

nunca se anula, pois aj,as,...,a, tém o mesmo sinal e m — 1 é par (segue do
caso anterior). Entdo, Z < 1. Portanto, S~ (a1, as, ..., an, (—1)"a;) — Z > 0.

Seja, agora, a,aq1+1 < 0, 1 < a < n, e vamos supor que a afirmacao seja ver-
dadeira para um certo ntmero de mudancas de sinal inferior a
S~ (a1, a9, ..., an, (—1)™ay).

Considere P(z) = boa™ +biz™ 1 +. ..+ by e XA € (Ao, Aay1) tal que P(N) # 0.
Logo, se by # 0, teremos by + Amby # 0.

Seja P(x)(z — A)~™ = F(z). Entéo,

(x ="M F(2) = (z = X" P (z)(x =) = mP(z)(x — X"
= (x—\N)P'(x) —mP(z)
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= m(z = Na(e = )™+ .+ anle — A)™ Y

—mlag(x — A1)+ ag(x — X))+ ..+ an(x— A"

= m = Nai(z — M)+ m(N = Nan(r— A"

= al(z— )" Hai(z— )" 4 al (- A"

= P(),

onde af = m(N — Na;, i =1,2,...,n.

Temos que

S~ (af,a3,...,a},(—1)

) n?

m—1 %

ai) =S (a1, as,...,a,,(—1)"a;) — 1. (2.2.18)

Considerando Z* o numero de zeros reais de P*(x), pela hipotese de indugao

obtemos que

5™ (

Observe que

1.

lim F(z)
z— oo JZQF’(J?)

aj,ay,...,an, (=1)""a}) — Z* > 0. (2.2.19)

'

- P(z)(x —X)™™
o= oo 22[P'(z)(x — \)~™ — mP(z)(z — X))~
lim | P(z)(x —\)

o= Bl 2 [Pz — A) — mP(2)]
. boSL’m —+ blxm_l + ...+ bm
lim
z— oo | —Ambox™ — bix™ + ... + mb,,x
box™ + byx™ 4+ .+ by

=X i
z—}r:rtloo —Amboﬁjm"'l + e
bo
—_ b .
Nbo 0, #£0, seby#0

Como F(z) = (zr — A\)"™P(x), entao sinal(F(z)) = sinal(P(z)) quan-

do m é par (r — +o0) e quando m é impar e + — oo. Temos ainda

sinal(F(z)) = —sinal(P(x)) quando m é impar e z — —o0.

Logo, como x?F'(z) = 2*[P'(z)(z — A\)™™ — mP(z)(x — A\)"™"!], obtemos

(a) para x — —o0 e m par,

sinal(x*F'(z)) = sinal(F'(x)) = sinal(P(z)) = sinal(F(x))
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2.2 Regra de Sinais de Descartes

e, se m é impar,
sinal(z2F'(x)) = sinal(F'(z)) = —sinal(P(z)) = sinal(F(z));
(b) para  — oo e m par,
sinal(z2F'(x)) = sinal(F'(z)) = —sinal(P(z)) = —sinal (F(z))
e, para m {mpar,
sinal (v2F'(z)) = sinal(F'(x)) = —sinal(P(z)) = —sinal(F(z)).

Portanto, sinal(F(R-)) = sinal(F'(R_)) para R_ < 0 suficientemente
pequeno ou sinal(F(Ry)) = sinal(F'(R,)) para Ry > 0 suficientemente
grande.

Aplicando o Teorema 1.7 para (R_,\) e o Teorema 1.6 para (A, R;) ou,
aplicando o Teorema 1.6 para (R_,\) e o Teorema 1.7 para (A, R, ), temos
que F'(x) tem pelo menos Z zeros em (R_,R;) (Z é o ntimero de zeros
reais de P(z), mas P(z) e F'(x) possuem os mesmos zeros).

Como P*(x) possui mais zeros que F’(x) (pelo menos um, sendo
xr = \), temos que

7 41>2=2">7—1. (2.2.20)
Entdo, de (2.2.18), (2.2.19) e (2.2.20), obtemos

ST (a1, ..y an, (=1)"a1) —Z = S (a1,...,a,,(=1)"a1) —1—(Z —1)

> S (aj,a},...,a, (=1)""'a}) — Z* > 0.

s U

. Considerando by = by = ... =b,_1 =0, b, # 0, entao
. F(x) , T(bsx™ 4+ .. 4 by) — Absz™ T 4.+ byy)
lim = lim
z—oo 1 F' (1) z—o0 —(x — N)(sbsx™ 5 4+ ...+ (m — 1)by,_122) — mb,,x
y box™ st 4. 1
= lim = ——,
T—00 —sbsl‘m75+1 4+ ... S

o F(x) \ o L )
Assim, sinal (a:F’(x)) = —1, ou seja, sinal(F(x)) = —sinal(zF'(x)).

Logo,
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2.3 Zeros de Polinémios Trigonométricos

(a) quando x — —oo, sinal(F(x)) = sinal(F'(x));

(b) quando x — oo, sinal(F(x)) = —sinal(F'(x)).

Entao, sinal(F(R_)) = sinal(F'(R_)) para R_ < 0 suficientemente pe-
queno ou sinal(F(R;)) = sinal(F'(Ry)) para Ry > 0 suficientemente
grande.

Aplicando o Teorema 1.7 para (R_,\) e (R4, \), temos que F'(x) possui
pelo menos Z + 1 zeros em (R_, Ry).

Como P*(x) tem mais zeros que F'(x) (pelo menos o A), segue que
41> Z+1=2">2>0-1=2">7—1. (2.2.21)

Portanto, de (2.2.18), (2.2.19) e (2.2.21), obtemos que

S7(ay,...,an, (=1)"a1) —Z = S (a1,...,an, (=1)"ay) —1—(Z —1)

> S (a},a},...,a, (—1)""'a}) — Z* > 0.

’'n)

2.3 Zeros de Polindmios Trigonométricos

Veremos, aqui, um importante resultado sobre zeros de polindmios
trigonométricos e que é conseqiiéncia do Teorema de Enestrom-Kakeya. Uti-
lizando o Teorema 1.3 mostraremos, primeiramente, um resultado sobre zeros do

polinémio cosseno.

Teorema 2.12. O polindmio trigonométrico
P(x) =ag+ ai;cosx + ascos2x + ... + a, cosnx,
ondea; € R, i =0,1,...,n, tem somente zeros reais se
lag| + |ar| + ... + |an_1] < an. (2.3.22)
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2.3 Zeros de Polinémios Trigonométricos

Demonstragao: De (2.3.22), temos que
PO)=ap+a1+...+a,>ap+...+an_1+ |ao| + |as| + ... + |an_1| > 0.

Assim, P(0) > 0. Temos, também, que

p(ﬁ) :aoJralcos(z) + .. .—a,=ag+ ka +...—a,.
n n
Mas, de (2.3.22),
ap+ kiay + ... —a, < ag+ kiay + ...+ kp_1an_1 — [|ao| + |a1]| + . .. + |an—1]] <O,

onde -1 <k; <1, i=1,...,n—1.
Logo, p(ﬁ) < 0. Como
n

2 2
P(—W) = ag + aj cos (—W>—|—...+ancos(27r):ao—f—llal—i—...—l—an
n n

temos, por hipotese, que
ao—l—l1a1+...—|—an >a0—|—l1a1+...—|—ln_1an_1+|a0|+|a1|+...+|an_1| >0,

2
e,entéo,P(—W) >0, pois —1<l;<1,t=1,...,n—1.
n

Continuando este processo, obtemos, de (2.3.22), que

P (2n77r> = ap+a;cos(2m) + ...+ apcos(2nm) =ap+a; + ...+ a,
> ap+ay+ ...+ an_1+ |ag| +|ar|+ ...+ |an_1| >0
e, portanto, P (%TW) > 0.
Logo, pelo Teorema 1.3, P(x) possui pelo menos um zero em cada um dos
intervalos (0, E) , (E, 2—7T> .o (Q(n — 1)7T, 2n7r>. Do Corolério 1.1, segue
n n n n n

que P(z) tem exatamente um zero em cada intervalo citado. Portanto, P(z) tem

2n zeros reais no intervalo (0, 27). ]

Consideremos, agora, uma curva fechada, continua e orientada do plano com-

plexo, com excessao da origem. Se, partindo de um ponto arbitrario, z descreve
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2.3 Zeros de Polinémios Trigonométricos

uma curva inteira em uma dada diregao (retornando ao ponto de partida), o argu-
mento de z muda continuamente e o total de variacoes é um miltiplo de2m, por
exemplo 2nm. O namero inteiro n é chamado de nimero de voltas da curva. Todo
raio que parte da origem intercepta a curva em questao pelo menos|n| vezes.

Sejam L uma curva fechada e continua sem pontos duplos e D o interior
fechado de L. Suponha que a funcdo f(z) é regular em D exceto, possivelmente,
em finitos polos, finita e nao nula em L. Quando z se move ao longo de L no
sentido positivo, o ponto w = f(z) descreve uma certa curva continua e fechada,
sendo que o ntumero de voltas desta curva é igual ao nimero de zeros de f(z) no
interior de L menos o numeros de polos dentro de L. A proposicao também é
verdadeira quando f(z) é somente continua e nao nula em L.

Estamos, agora, em condi¢oes de demonstrar o teorema a seguir, que nos

mostra o comportamento dos zeros de um polinémio trigonométrico.

Teorema 2.13. Sejam 0 < a1 < as < ... < a,. Entdo, o polinémio trigonométri-
co F(0) = ag + a1 cos0 + ascos20 + ... + a,cosnd tem 2n zeros distintos no

intervalo 0 < 6 < 2.

Demonstracao: Através do Teorema de Enestrom-Kakeya, temos que o polino-
mio P(z) = ag+ a1z + ...+ a,z" tem n zeros dentro do circulo unitério |z| = 1.
Considerando n,, o nimero de voltas da curva que representa a imagem do
circulo unitario sob w = P(z), n, o nimero de pélos de P(z) e n, o namero de
zeros de P(z), obtemos n, =n, —n, =n, — 0 =n.
Seja z = cosf +i1senf, 0 € IR. Entdao, como cosf = —— e
0 _ it

sen 6 = — obtemos facilmente que
i

P(z) = ay+az+...+a,z"
= g+ ai(cosf +i sen 0) + ax(cosf + i sen 0)* + ... + a,(cosd + i sen 0)"

= ap+ajcosf+ ...+ a,cosnb +i(a; sen 6 + as sen 20 + ... + a, sen nb).

Utilizando o fato de que todo raio que parte da origem intercepta a curvaP(z)

33



2.3 Zeros de Polinémios Trigonométricos

pelo menos n vezes, entao o eixo imaginério corta pelo menos n vezes a curva
P(z) na parte positiva e na parte negativa e, portanto, pelo menos2n vezes. Mas,

em tal eixo, ou seja, sobre os pelo menos 2n pontos,
P(z) =i(a; sen 0 + ay sen 20 + ... + a,, sen nf),

isto é,
F(0) =ap+ ajcosf+ascos20+ ...+ a,cosnfd =0

em pelo menos 2n pontos, onde § € IR. Mas F(6) possui 2n zeros (segue do

Corolario 1.1). Logo, tais zeros sdo reais e distintos. n
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Capitulo 3

Outros Resultados sobre Zeros de

Polinémios Algébricos

Estudaremos, neste capitulo, condi¢oes necessarias e suficientes para que uma
seqiiéncia de polinomios satisfaca & Regra de Sinais de Descartes. Além disso,
apresentaremos condicoes necessarias e suficientes para que um polinémio tenha
somente zeros reais. Em virtude dessas condigoes, introduziremos alguns novos

conceitos, que podem ser encontrados em (3], [4], [9] e [12].

3.1 Polinbmios com Zeros Reais

Sejam 1,23, . .., T, os zeros do polinomio P(z) = apz" + a12™ ' + ... + a,,
onde ag # 0. Podemos escrever P(x) = ag(x — x1) ... (x — x,). Comparando os

coeficientes, obtemos

Qn,

rTy...t, = (=1)"— =0,
Qo
Ay
n—1%n—1
T1To . Tp1+ ...+ xox3...¢, = (=1) a—:an_l
0
ai
r1+2r0+...+2, = ——=0].
Qo
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3.1 Polinémios com Zeros Reais

Esta tltima igualdade é um caso especial do teorema a seguir.

Teorema 3.1 (Newton). Sejam x1, s, ..., x, 0s zeros do polinémio
P(z)=a2"+a2" ' +... +a,

e S, =af +x5 + ...+ 2P as somas de Newton dos zeros de P(x). Entao, para

todo inteiro positivo k, k =1,2,...,n, temos
Sk = —CZlSk_l — CLQSk_Q — ... G,]{;_lsl — kzak
e
SnJrj = —&1Sn+j,1 — GQSnJrj,Q — ... CLnSj, j = 1, 2, R

Demonstragao: Derivando P(z), obtemos
P(z)=na""'+(n—1Daz" >+ ...+ an_1. (3.1.1)

Seja o um dos zeros de P(x). Entao,

P(z) _ Pz)—Pa)
r—a r—
a4 +a, - —a v — . —a,

r—

= 2" T+ar" P+t !

Fay(x" P ar" P Q") L apa (T Q) F .

Utilizaremos, agora, o seguinte resultado que decorre facilmente do Teorema

do Valor Médio:

Para os n zeros de P(z), temos, entao, que

P(x P

(z) +...+ (:L’)

T — T T — T,

= na" '+ (S) +na)z™ 2+ (So 4+ ay St + nay)x™ P 4L

P'(z) =

+(Sn71 + alsn—Q + ..+ nan,l). (312)
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3.1 Polinémios com Zeros Reais

Comparando os coeficientes de (3.1.1) e de (3.1.2), obtemos

51+6L1 =0

SQ +a151 +2CL2 =0

Sp-1+a1Spo+...+(n—1a,—; = 0.

Substituindo 1, xs,...,2, na equagdo de P(x) e somando, facilmente

chegamos que

S, +a1S,-1+...+na, =0.

Portanto, para k =1,...,n,
Sk = —alSk_l — agsk_g — ... ak_lSl — k:ak.

Para i > n, note que

0 = Z 2P (xj) = Z oM@ a4 4 ap)
j=1

Jj=1

n n n
= g x}—l—alg x;_1+...+aTL§ zi "
j=1 j=1 j=1

= Si+a1Si-1+ ...+ an_1Si—(n-1) + anSi—n.
LOgO7 Sz = —(1151;1 — CLQSi,Q — ... (]JnSi,n. |
Podemos representar, também, as somas de Newton através dos coeficientes
de P(x). Observe que, no Teorema de Newton, ap = 1. Entao,

Si=—-a1 = S1=o01
SQI—C'LlSl—QCLQ = SQZO-%_QO-Q

53 = —a152 — agsl —3a3 = 55 = U? — 30105 + 303.
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3.1 Polinémios com Zeros Reais

Por inducao, obtemos que

1 0 0 o1
o1 1 ... 0 209
Sp = (—1)"
Op—o Ok—3 ... 1 (k—1)op_y
Op—1 Ok_o ... O] koy,

Uma matriz quadrada A é chamada de positiva-definida se (x, Ax) > 0 para
todo vetor x # 0. Dizemos que A é nao-negativa definida se (x, Ax) > 0 para
todo vetor . E comum vermos nos livros de Algebra Linear algumas condicoes
necessarias e suficientes para que uma matriz seja positiva-definida, sendo tais
condicoes dadas em funcao dos autovalores da matriz ou em funcao dos seus
menores principais. Para cada k = 1,...,n, o menor principal de ordem k£ da
matriz A é o determinante da submatriz principal Ay, = (a;;), 1 <14, j < k. Uma
condicao necessaria e suficiente para que uma matriz seja positiva-definida é que
0s seus menores principais sejam positivos (Critério de Silvester).

O teorema a seguir nos da uma condigao necessaria e suficiente para que um

polinémio tenha somente zeros reais.

Teorema 3.2 (Hermite). Sejam x1,29,...,2, o0s zeros do polindémio
P(z) = ap+a1x+...+a,a". Entao, P(x) tem somente zeros reais se, e somente
se, a matriz de Hankel

So S1 ... Sha

Sy Sy ... S,

Hn = Hn(507 517 R SQn—2> -
Sn—l Sn o S2n—2

é nao negativa definida. Além disso, P(x) tem somente zeros reais e distintos se,

e somente se, H, € positiva definida.

Demonstragao: Mostremos, primeiramente, que P(x) tem somente zeros reais

se, e somente se, H, ¢ nao negativa definida.
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3.1 Polinémios com Zeros Reais

Supondo que P(z) tem somente zeros reais, devemos mostrar que

(y, Hyy) > 0, para todo vetor y.

Sejam 1, Tg, ..., T, 0s zeros de P(x) com suas respectivas multiplicidades
Q1,Q9, ..., 0y, onde a; + as + ... + o, = n. Entao,
So Sn—1 (0
<y, Hy> = ytHny=<y1 Yo ... yn> o 5 v
Sp—1 ... Sop—a Yn
= i Sitk—2YiYk = Z (Z 33j+k 2) YiYk
k=1 k=1

- Su|(Sw) (S|
CSa(Sa) o

Como (y, H,y) > 0 para todo y, segue que H,, é ndo negativa definida.
Agora, vamos supor que H, é nao negativa definida. Logo, os menores prin-

cipais de H,, sao nao negativos. Assim,

So S "
0 S 0 ! = S()SQ — S% = Z (iL‘j — l'k)z.
Sl S2 7,k=1
i<k

n
Se E (z; — 71)* = 0, vamos ter x; — z = 0, ou seja, ; = Ty, para todo j
Ji.k=1
j<k
e k.

n
Se E (z; — xx)? > 0, entdo, para algum j e k, (z; — x3)
jk=1
j<k
xj # xp. Suponhamos que esses dois zeros sejam complexos conjugados, isto é,

2 > 0, ou seja,

z; = a+1b, a,b € IR e, conseqiientemente, x,, = a — 1b. Logo,

0 < (zj —xp) = (2bi)* = —4b°
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3.1 Polinémios com Zeros Reais

e chegamos a um absurdo. Logo, todos os zeros de P(z) sdo reais.

Vamos mostrar, agora, que P(z) tem somente zeros reais e distintos se, e
somente se, H,, é positiva definida.

Consideremos que P(z) possua somente zeros reais e distintos. Neste caso,
as multiplicidades das n raizes sao todas iguais a um.

Logo,

(v, Hpy) = Z(Zﬂf%) > 0.

=1 p=1

n n 2
Suponhamos que Z (Z xf_lyp> = 0. Entéo,

=1 p=1

(

i+ vy 2y, =0
Yi+Toyo + ...+ a5 'y, =0

y1+$ny2+"-+xzilyn :O

ou
1 oo 22 ... 2t Y1 0
2 n—1
Ay = 1 2z x5 ... Yo B 0
1 z, 22 -t Yn 0
Observe que A é a matriz de Vandermonde. Como xq, xs, ..., z, sao distin-

tos, segue que det(A) # 0. Portanto, A é nao singular. Entao, existe uma tnica

0
N . . 0
solugdo para o sistema acima, que ¢y = |  |. Logo, (y, H,y) > 0 para todo

0
vetor y # 0, ou seja, H,, é positiva definida.

Suponhamos, agora, que H,, seja positiva definida.
Usando o mesmo argumento da demonstracao do caso em que H, é nao

negativa definida, provamos que os zeros de P(z) sdo reais.
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3.2 Seqiiéncias de Polinémios que satisfazem a Regra de Sinais de Descartes

Mostremos, agora, que esses zeros sao distintos. Como H,, é positiva defini-
da, temos que existe um ntumerol, 1 < [ < n, tal que y; + ;9o + ... + :U;‘_lyn
# 0, para todo y # 0. Se existir x; = z;, entdo det(A) = 0. Logo, o sis-
tema linear Az = 0 tem solucao diferente da solucao trivial, isto é, existe um

vetor y nao nulo tal que Ay = 0, isto &, fo_lyp =0,1=1,...,n. Mas,
p=1

2
Yy Hy = >, (ZZ:1 xfﬁlyp> > 0. Portanto, x; # x; para i # j. m

3.2 Seqiiéncias de Polindmios que satisfazem a Re-
gra de Sinais de Descartes

Dizemos que uma seqiiéncia finita de func¢oes{ fo(x), f1(x), ..., fu(x)} satisfaz
a regra de sinais de Descartes no intervalo (a, b) se o nimero de zeros em (a, b)

de qualquer combinagao linear nao-trivial

aofo(x) + a1 fi(x) + ... + anfu(®)

é menor ou igual ao nimero de mudancas de sinal da seqiiéncia{ag, ay,...,a,}.
Uma caracterizacao para as seqiiéncias de funcoes que satisfazem a regra de

sinais de Descartes, apresentada por Polya e Szegd [12], pode ser vista a seguir.

O determinante Wronskiano do sistema de funcoes fi(z), fo(z), ..., fu(z) é
dado por
fi(z) fo() fa(z)

W[fl(x)7f2(x)’ i 7fn<x)} =

A7) V@) o Y ()

Teorema 3.3. A seqiéncia de fungoes {hi(x), ho(z), ..., hy(x)} satisfaz & Regra

de Sinais de Descartes em (a,b) se, e somente se, as sequintes propriedades se

verificam:
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3.2 Seqiiéncias de Polinémios que satisfazem a Regra de Sinais de Descartes

® se iy, lg,...,1 denotam numeros inteiros com 1 < iy < ip < ... < 1 < n,
entdo o determinante Wronskiano W [h;, (x), hi,(z), ..., h;(x)] ndo se anula
em (a,b);

o quaisquer dois determinantes Wronskianos com o mesmo niumerol de linhas

tém o mesmo sinal paral =1,2,...,n— 1.

Demonstragao: Suponhamos que a Regra de Sinais de Descartes seja vélida
para a seqiiéncia {hy(x), ha(x), ..., hp(x)}

Queremos mostrar que se 1 < iy < ip < ... <4 < n, entao

hll (x) hi2 (SL’) hlz (I)
hiy (z)  hiy(x) hi, ()
W[hll(x)vhlz(x)v7hlz(x)] = 1. 2. l. 7é 0.
(1-1) (1-1) (1-1)
hy (x) hy, C(x) ... Ry (x)
Suponhamos, contrariamente, que Wh; (), hi,(z),...,h;y(x)] = 0 para al-
gum o em (a,b). Entdo, existem constantes ci,ca, ..., ¢, nao todas nulas, tais
que
hil (mo) hig (l’o) Ce hil (l'o) C1 0
h;l (ZL‘()) héz (l’o) e h;l (ZEo) Co _ 0
WV (@) B (o) oo ATV (o) ¢ 0
ou seja,
Clhil(ﬂﬁo) + CzhiQ(xg) + ... 4+ Clhil(l’o) =0
caihi (o)  +  chi(xo) + +  ahj(re) = 0
\ clhg_l)(xo) + Cghl(-i_l)(x[)) + ... + clhg_l)(xo) = 0

Entao, zg ¢ zero de c1h;, (z) + cohi,(z) + . .. + ¢hy, () com multiplicidade [.
Mas, S~ (¢y,c¢o,...,¢) < 1 — 1. Logo, da hipotese, [ < [ — 1, o que é um
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3.2 Seqiiéncias de Polinémios que satisfazem a Regra de Sinais de Descartes

absurdo.
Portanto, Wlh;, (), hiy(x), ..., hi(z)] #0, V x € (a,b).
Demonstremos, agora, que quaisquer dois determinantes Wronskianos com o

mesmo numero de linhas tém o mesmo sinal.

Sejam xg € (a,b) e ay,aq,...,aq tais que
(
alhil (.To) -+ GzhiQ (l‘o) 4+ ... 4+ alhil(xg) =0
arhi (vo) +  aghi,(xe) + ... +  ahj(xe) = 0
a1h§i_2) ([L’()) + G,th(-i_Q)(l‘Q) + ... + alhz(ll_Q) ([L‘O) = 0
L Glhgiil) (1'0) -+ &thil) (l’o) + ... + alhl(llil) (1‘0) = 1
Neste caso, W[h;, (zo), hi,(z0), . . ., hi(z0)] # 0.

A funcao f(z) = arh;, () + thiQ(x) + ...+ ah;,(z) possui x = xy como zero
de multiplicidade n — 1. Como tal funcao obedece a Regra de Sinais de Descartes,
se ZT & o nimero de zeros positivos de f(x), entao S~ (ay, ag, ..., a;) > 1—1. Mas,

S~ (a1, as,...,a) <1—1. Logo,
S*(al,ag,...,al) =[—-1. (323)
Desenvolvendo o determinante Wronskiano pela tltima linha, encontramos

Wk, (), hio(0), - b ()] = (=) Wlhiy (@), - b (@) (@)
(=)W hiy (), hig (), - ., iy (2)] D ()

12

oA Wh (), -y ()R ().

i
Como Wh;, (z¢), hi,(z0), ..., hiy(x0)] =c # 0, V2 € (a,b), temos
Db (o) + boh Y (o) + .+ BB () = ¢,

Oﬂde b] = <_1)Z+JW[hll ('I())? R h‘ij—l(‘TO)7 hij+1 ('TO)a tty hln ('IO)]? ] = 17 27 R l
Logo,

b by
iy o)+ Zhiy (o) o+ T o) = 1
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3.2 Seqiiéncias de Polinémios que satisfazem a Regra de Sinais de Descartes

b
Considerando a; = 2, j=1,2,...,1, de (3.2.3) obtemos
c

S*(al,ag,...,al) =1[— 1,

s—(ﬁ,@,...ﬁ):z_L
¢’ c c

Entao, para j = 1,2,...,[, temos que

b; b;
sinal (—J) = —sinal (J—H) ,
c c

sinal (W lhs, (x0), ..., hi,_, (o), hi; (o), - ., by, (20)])
= sinal (Wlhs, (x0), . .., hi;(20), hi, oy (20), - - -, By (20)]) -

ou seja,

isto é,

Portanto, quaisquer dois determinantes Wronskianos com o mesmo ntimerol
de linhas, [ =1,2,...,n — 1, tém o mesmo sinal.
Para demonstrarmos a outra implicagao, utilizaremos o fato que segue.

Sejam 1 <a<ne

Supondo que {hy(z), ho(z), ..., h,(z)} satisfaz & Regra de Sinais de Descartes
em (a,b) e, conseqiientemente, as propriedades citadas no teorema se verificam,
entdo a seqiiéncia de funcoes {H;(z), j =1,...,a,...,n—1} também as satisfaz.

De fato, sejam [ <n —1, 1 <43 <ip < ... < <a<ijp <...<9y <n.

Entao,
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hh (33) hl; (33) ha hij+1 hlz (:B)
1 hi, (x) hi(z)  hg  hi hi ()

T () : : . .
he @) o e @) RS RS RV (@)

Wit (@), . b (@), ha(@), B (@), i),

: 7Hiz (.T)] = (hloj_l(x))_lw[hh (l‘), hlz(x) T hlz<x>]

e hi(x),ho(x),..., hy(z) satisfazem as condi¢oes do Teorema 3.3, entdo

Hy(z),Hy(x), ..., H,(x) as satisfazem também.
Provemos agora a outra implicacao por inducao.
Sejam F(x) = ajhi(x) + ashs(x) + ... 4+ ayh,() e Z o nimero de zeros de

F(z) em (a,b).

Para n = 1, F(z) = ahi(z) e Wlhi(x)] = hi(z) # 0. Entao,
S7(a1) =0e Z =0. Portanto, S~ (ay) — Z = 0.

Suponhamos que a Regra de Sinais de Descartes seja valida para qualquer

sistema de n — 1 funcoes que satisfazem as condicoes do Teorema 3.3.

Provemos para n. Seja o + 1 um indice de mudanca de sinal.
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3.2 Seqiiéncias de Polinémios que satisfazem a Regra de Sinais de Descartes

Temos que
F(z) ) ha-1(2) hat1(z) ha ()
ha(@) ~ “hale) T T ) T T ) T @)
e, entao

(x)

(x)
= —a1H(z) — —aq-1Ho1(2) + aor1Ho(x) + ...+ anHp1(2)
= F*(x).

Seja Z* o numero de zeros reais de F*(z) em (a,b). Observe que
ST(=a1, . oy —Ua—1, 0041y, 0n) = S (a1, ..., —Qa—1, —Qay Qoi1y - - - p)-

Temos, ainda, que

ST(=ay, ..., —Qa—1, =y Qoi1, - - -, 0n) = S (—ay,az,...,a,) — 1. (3.2.4)
F(z)\' : .
Como F*(x) = h() e considerando que F'(z) possui Z zeros em (a, b),
oz
obtemos
75> 7 1. (3.2.5)
Pela hipotese de inducao,
7" < ST(=ay, ..., —Qa-1, =y Qoily - -+ Qp). (3.2.6)

Portanto, de (3.2.4), (3.2.5) e (3.2.6), obtemos

S™(a1,a9,...,a,) —Z = (S (a1,as2,...,a,) —1)—(Z —1)

v

— *
S (—Cll, vy 701, —0q, Qat1y - - - 7an> -7 > 0.

O problema apresentado a seguir aparece no rodapé de um importante artigo
de Schoenberg [13] e ele o atribui a Pélya. Apresentaremos o problema em forma

de conjectura.

66



3.2 Seqiiéncias de Polinémios que satisfazem a Regra de Sinais de Descartes

Conjectura 3.1 (Polya). Seja P(x) um polinémio de grau precisamenten com
zeros reais e distintos x; < xo < ... < x,. Entdo, a seqiéncia {P(x), P'(z),...,

P™(z)} satisfaz o Regra de Sinais de Descartes em (z,,00).

Observe que a seqiiéncia {1, z, ..., 2"} satisfaz & Regra de Sinais de Descartes
em (0, 00), de acordo com o Teorema 2.7. A seguir, vamos mostrar que a seqiiéncia
{1, (z—mz), (z—21)(x—22),...,(x—21)(x—22) ... (T —2,)}, Onde 1, 2o, ..., 2,
sao nameros reais arbitrarios, também satisfaz & Regra de Sinais de Descartes
para r > gl;ag);{xz} A seqiiéncia de polinoémios ortogonais { P (z)},_, também

satisfaz a regra de sinais de Descartes paraz > z,,,, onde z,, ¢ o maior zero de

P,(z). Este resultado ser& apresentado mais adiante.

Teorema 3.4 (Runge). Sejam z, e x,,, respectivamente o minimo e o mdzimo
entre 0s numeros reais xri,xs,...,T,. Considerando Z o numero de zeros do

polinomio
F(x)=ap+ai(z — 1) +as(x —21)(x —23) + ... +an(x —x1) ... (x — )

entao, no intervalo r, < x < 00, S~ (ag, ay,...,a,)—Z € um nimero nao negativo
e no intervalo —oo < x < x4, S (ag, —a1, ..., (—1)"a,)—Z também é um nimero

nao neqativo.

Demonstracao: Vamos provar o resultado parax, < z < oo. Para demonstrar

o outro caso, basta considerar x = —z no primeiro caso.
F
Considere G(x) = (z) . Logo,
(x—z)(x —29) ... (T — )
F(x)

G(z) =

(x—z)(x —22) ... (v — )
ata(x—z)+...ta(z—21)... (2 —x)
(x —z)(x —23) ... (T — xp)

4 Gn-1 i Gn-1 NI o

= a, .

(x —x,) (v—xh-1)(x—2) (x—x1)...(x —xy)
Qp—1 1 Qo 1 1
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Ap—1 & T k Qo & T k Tn k
= o+ I () Y ()Y ()
v k=0 v t k=0 v k=0 t
1
= an+an—1_+(an—1xn+a7L—2)_2+~~
X i
A A
= A+—+=+
i

A série anterior converge para x > x,. Pelo Teorema 2.8, temos que
S™(Ag, A1, Ay, ..)—Zg > 0, onde Zg é o ntimero de zeros de G(z). Mas Zg = Z
e, através de (2.2.11), temos que S~ (Ag, A1, Aa,...) < S (ag, a1, ..., a,). Logo,

Z =Zg <8 (Ao, A1, Ay, ...) < S (ao, a1, ..., an),

ou seja, S~ (ag, a,...,a,) — Z > 0. m

Vamos relembrar, agora, alguns conceitos que serao tteis para demonstrar-
mos que uma seqiiéncia de polinomios ortogonais satisfaz 4 Regra de Sinais de
Descartes. Um bom estudo sobre os polinémios ortogonais e suas propriedades
pode ser encontrado em Chihara [2].

Sejam {p, }oo ) uma seqiiéncia de nimeros complexos e seja £ uma fungao de

valores complexos definida no espaco vetorial de todos os polinomios por
(i) £[z"] = pn, n=10,1,..;

(ii) Lla1Ryi(z) + agRo(x)] = ay £]R1(z)] + o £[Re(x)], para todo namero com-

plexo «; e todo polinémio R;(x), 1 = 1, 2.

Entao, £ é chamado de funcional de momento determinado pela seqiiéncia de
momentos {i, foey. O nimero p,, ¢ chamado de momento de ordem n.

Dizemos que {P,(x)}:2, é uma seqiiéncia de polindmios ortogonais em re-
lagao ao funcional de momento £ se, considerando m e n ntimeros inteiros nao

negativos, tivermos

(i) P,(x) é um polindémio de grau n;
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(ii) L[Pn(z)P,(x)] =0 para m # n;

(iii) £]Py(x)?] % 0.

O funcional de momento £ é chamado de definido positivo se £[P(z)] > 0
para todo polinomio P(z) nao identicamente nulo e nao negativo para todo x
real.

O préximo teorema, apresentado em 1935 por J. Favard, nos traz condicoes
para que qualquer seqiiéncia de polindmios que satisfaz a uma dada férmula de

recorréncia seja uma seqiiéncia de polindbmios ortogonais.

Teorema 3.5 (Favard). Sejam {c,}02, e {\.}o, seqiéncias arbitrdrias de

numeros complezos e {P,(x)}o2, definida pela formula de recorréncia

Po(r) = (z—cp)Poa(®) = MuProa(2), n=1,2,...

P_l(ﬂf) = O, Po(l’) =1.
Entao, exriste um unico funcional de momento £ tal que
L[] = N1, £[Pn(x)P,(2)] =0 param #n, m,n=0,1,2,....

Além disso, {P,(x)}o2, € uma seqiiéncia de polindmios ortogonais se, e somente
se, A, # 0, enquanto que £ € definido positivo se, e somente se, ¢, € real e A\, > 0

(n>1).

A seguir, veremos alguns resultados que mostram o comportamento dos zeros
dos polindmios que compoe uma seqiiéncia de polind6mios ortogonais.

Seja £ C (—o00,00). O funcional de momento £ ¢ dito definido positivo em £
se, e somente se, £[P(z)] > 0 para todo polinémio real P(z) nao identicamente
nulo e nao negativo em E. O conjunto E é chamado de conjunto suporte para £.

Seja £ um funcional de momento definido positivo e {P,(z)}°, a correspon-

dente seqiiéncia de polindmios ortogonais.

Teorema 3.6. Seja o intervalo I um conjunto suporte para £. Os zeros de P,(x)

sao todos reais, simples e estao localizados no interior del.

69



3.2 Seqiiéncias de Polinémios que satisfazem a Regra de Sinais de Descartes

No préximo teorema, que analisa o comportamento dos zeros dos polino-
mios ortogonais, vamos considerar z; ; 0 j-ésimo zero do polinomio P;(z), onde

Ti1 < Zio<...<ZTjn, N > 1.

Teorema 3.7. Os zeros de P, i1(x) e P,(r) se entrelagam, ou seja,

T < Tn-1,5 < Tnj+1, j=1,...,n—1.

A seguir, apresentaremos trés lemas que serao uteis para demonstrarmos que

uma seqiiéncia de polinomios ortogonais satisfaz a Regra de Sinais de Descartes.

Lema 3.1. Sejam a seqiéncia {a1,qq,...,an} (0q, «, F# 0) tal que

S™(oq,ag,...,0n) =0 e B, dado por

By = aq0g—1 + byag + cpagyr, ¢ =1,2,... 0, (3.2.7)
onde ag,cq > 0 para q=1,...,n ec; = ¢, = 0. Suponha que os determinantes
by Cp
apt1 bpp1 Cpa
Apg =

Uptg—1 bprg—1 Cpig—1

Uptq bpiq

satisfacam (—1)4A,, > 0, ¢ = 0,1,...,s, onde s = min{n — p,n —v — 1}
ep=1,2,....,n. Entdo, a seqiéncia {a, 01,52, ..,Pn, 0n} possui pelo menos

v+ 2 mudangas de sinal (ou um ndmero par a mais).

Demonstracao: Consideremos a seqiiéncia {ag,@9,...,a,} da forma
ar >0, ap >0, ..., ap—1 >0, oy, <0, ..., ap1 <0, op 20, ...,
a1 >0, ..., g >0, ..., a, > 0. Provaremos que pelo menos um do
nimeros B, Bpt+1, --., Br—1 € negativo. De maneira andloga, ao considerarmos,
por exemplo, a subseqiiéncia {0, Bm+1, - - -, Bp—1} correspondente a subseqiiéncia
{@m; i1, ..., p_1}, onde o, <0, ..., a,1 < 0, podemos provar que existe
pelo menos um elemento da subseqiiéncia {5, Bm+1, - - -5 Bp—1} que é positivo.
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Sejam p fixo e §; = A,,. Vamos supor que todos os nimeros By, Bpy1, - .., Br-1
sao nao negativos.

Como (,, Bp41 > 0, de (3.2.7) obtemos

0 < Bp = apoyp—1 = bpayp + Cpaps1 = 1 2 —byay (3:2.8)

Ap10p + Cpy1Qpya 2 —bpr10pia. (3.2.9)
Multiplicando (3.2.8) por api1 (a,+1 > 0) e (3.2.9) por —b, (=b, > 0) e, em
seguida, somando-as, obtemos
—bpcpr10p12 > (Dpbpr1 — apiacp)apia,
ou seja,
—00Cp+10pta > 01041 (3.2.10)

Agora, provemos por inducao sobre ¢ que
(_1)q725qflcp+qap+q+1 2 <_1)q716qap+q (3211)

parap+q <r —1.

Observe que (3.2.11) é, de fato, a desigualdade (3.2.11) parag = 1.

Como hipoétese de indugdo, consideremos que (3.2.11) se verifica para um
valor de ¢ tal que p+q <r — 1.

Desde que Bp44+1 > 0, temos, por defini¢ao, que

Uptq+10%tq + Cprgt1Qprgr2 = —Dpigi1Qpigit.
Multiplicando esta desigualdade por (—1)?714, e a desigualdade (3.2.11) por
Uptq+1 € Somando-as, encontramos
(=D 0gCprqt1prgra 2> (=1 (Dprgi10g = Apigi1CpigOg-1)0pigrr-  (3.2.12)

Desenvolvendo d,41 com respeito aos elementos da tltima coluna, obtemos
que

Og+1 = bptq+10q — Gptq+1Cp1qOg—1,
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0 que nos permite reescrever (3.2.12) da seguinte forma

(_1)q_15qcp+q+1ap+q+2 > (_ 1)q6q+1ap+q+1>

que é a desigualdade (3.2.11) com ¢ substituido por ¢ + 1. Portanto, (3.2.7) esta
provada por inducao.

Desde quer —p <n—w, ¢ =0,1,...,7 —p — 1 (pelas condigdes impostas
pela propria afirmagio), entao (—1)7714, > 0.

Portanto, colocando p +¢q =r — 1 em (3.2.11), obtemos
(_1)r7p726r7p7105r71 S (_1)r7p73(5r7p720r,1&r S 0,

o que é impossivel, pois (—1)"?725,_, 1a,_; > 0. Entao, pelo menos um ele-
mento da subseqiiéncia {3y, Bp+1, ..., Gr—1} € negativo.

Logo, de maneira analoga, podemos provar que entre 3, ..., (,,_1 existe
pelo menos um nimero negativo 3], entre 3,,, ..., [,-1 existe pelo menos um
niamero positivo G5, entre 3,, ..., [,_1 existe pelo menos um nimero negativo
G5, ..., entre 3, ..., (3, existe pelo menos um nimero negativo 3, ;.

Portanto, S~ (ou,0},...,0 1, 00n) = v + 2. Conseqiientemente,

ST (a1, By oy Pryan) = v+ 2. n

Lema 3.2. Seja {aq,aq,...,an} (1 #0) uma seqiiéncia de nimeros reais com
v mudangas de sinal. Consideremos 3, = aqoyq—1 + byag + cpaqi1, g =1,...,n,

com ag,cq >0, a1 =¢,=0c¢e

Dy, =
ag—1 b1 cr—1
ap by
satisfazendo (—=1)*Dy, > 0, k = 1,...,n. Entdo, a seqiiéncia {ay,B1,...,B,} tem

pelo menos v+ 1 mudancas de sinal.
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Demonstragao: A afirmacgao deste lema segue do lema anterior se provarmos
que os determinantes
by Cq

Qg+1 bg+1 Cg+1

Sk =
ag—1 br—1 cr—1
ak by
satisfazem (—1)*=9t15, > O parag=1,...,k, k= 1,...,n. A demonstragio é

feita por inducao com respeito a dimensao de dgy.

Desenvolvendo D, pela tultima coluna, obtemos
Dy, = bpDy—1 — apcr—1Dyp—o
ou, equivalentemente,
(b)) (=1)* Dy = apep1 (=) 2Dy _o + (= 1)* Dy,

Entao, —by > 0, ou seja, —dxz = —by > 0. Portanto, quando dg; possui
dimensdo 1, temos (—1)*79715, > 0.

Desenvolvendo Dy pela regra de Laplace com respeito as primeiras g — 1
colunas, obtemos

Dy = Dy10gr, — Dy—2a4C5—10g+41,k

ou

(1) Dyr (=1)* 79415y, = (1) Dy + (=1)72 Do (=1)"96g41,4a4¢01-

(3.2.13)

Como hipotese de indugio, suponhamos que (—1)*79§,,1; > 0. Entdo, de
(3.2.13), segue que (—1)*9t15,, > 0.

Agora, podemos aplicar o lema anterior e concluir que a seqiiéncia

{a1, B, ..., Bn,an} tem pelo menos v+ 2 mudangas de sinal. Conseqiientemente,

S_(Oélvﬁl’ﬁ%"'uﬁnu)Zv—i_l' u
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Lema 3.3. Sejam o(z) = Zkak(:zz) um polinémio de graun com coeficientes
k=0

reais, A um nuimero tal que X > Typi1n11 (Tntint1 € @ maior raiz de Poq(x)) e

n+1

p(@)(@—=A) =) cxPe(x). (3.2.14)
k=0
Entdo, Sf(CQ, Cly... ,Cn+1) >1+ Sf(b(b bl, e bn)

Demonstragao: Comparando os coeficientes de (3.2.14) e utilizando a férmula

de recorréncia, obtemos
cr = 10 + bp(wrir — A) + bey1 Bre,
onde k=0,1,....n+1eb1 =byy1 =bro=0.
w1 — A (0751
B2 wa— A
Seja A, =
6#—1 Wy—1 — A a1

By Wy — A
Desenvolvendo A, pela tltima coluna, obtemos

A,u = (wu - )\)Aﬂ_l - aﬂ_lﬁﬂAﬂ_Q' (3215)
Mostremos agora, por inducao, que
A, =arag. ..o, (—1)"P,(N). (3.2.16)

De fato, de (3.2.15) temos que A; = w; — A = —a P (N).
Como hipétese de inducgdo, suponhamos que Ay = ajas. .. a(—=1)FP(N),
E=1,...,u—1.
Logo,
g ..., (=1)"P,N) = (=D ajan. .o i[(wy — A)Puci(N) + BuPu—a(N)]
= s (SR (V) (w — )
—on@y .. o (—1) 2Py o (M) Buay

= (W = AN)Dyu1 — a1 B2 = Ay,
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o que demonstra (3.2.16).
Desde que A é maior que todas as raizes de todos os polinémios P,(z),
p=0,1,...,n+1, de (3.2.16) temos que (—1)*A, = s ..., P,(x) > 0.
Fazendo Dy = A, no Lema 3.2 e considerando as seqiiéncias {b;} e {ci}
correspondentes as seqiiéncias {ax} e {0k}, respectivamente, concluimos que

S_(Co,Cl,...,CnJrl)21+S_(b0,bl,...,bn). |

Estamos em condicoes de demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 3.8 (Obrechkoff). Seja a seqiiéncia de polinomios{ Py(z)}i_, defini-

da através da formula de recorréncia

Oékpk(lb“) = (l’ - Wk>Pk71($) - ﬁkpk72(x)

Pi(z) = 0, Po(x)=1, k=0,...,n,

onde oy, PBr e wy sdo reais e, além disso, ay e By sao positivos parak =1,...,n.

Consideremos F' um polindomio de graun da forma
F(z) = agPy(z) + a1 P (z) + ... + a, Py (2)
e Z o numero de zeros reais de F(x). Entao, S~ (ag,ay,...,a,) — Z > 0.

Demonstracao: Pelo Teorema de Favard, temos que existe um funcional de
momento £ com relagao a qual a seqiiéncia de polinomios{ P (z)}_, é ortogonal.
Pelo Teorema 3.6, todos os zeros de P,(z) sdo reais, distintos e pertencem ao
suporte de £. Além disso, os zeros de P,_1(z) e P,(z) se entrelacam.

Pelo fato dos oy serem positivos, segue que os coeficientes dos maiores graus
de Py(z) sdo positivos.

Consideremos, agora, 1, xs,...,Z, as raizes reais de F'(z) que s@o maiores
que Z,,. Queremos provar que S~ (ag, a1, ..., a,) > Z.

Pelo Lema 3.3 e pelo fato de que 1 > z,,,, concluimos que

S~ (ag,dy, ... al, 1) < S (ag,ay,...,a,) — 1,

) n—1

75
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—1
F(x <
onde _Fle) = E ay, Py(x).
(x — 1)
k=0 .
Da mesma maneira, usando ainda o Lema 3.3 e quexs > x,,_1 ,,—1, Obtemos

S~ (ag, a7, ... al_5) < S (ag,a1,...,a,) — 2,

F(x
d
one(x_x1 Y& =) Za

Continuando este processo vamos obter

S_(aéz), agz), o ,CL,(@Z_)Z) < S7(ag,as,...,a,) — Z,
F(z)
d Pr(
on e(x—xl)(x—xg) (x —xy) Zak k(
Desde que, obviamente, S~ (a, (2) a§Z>, e EL_Z) > 0, entao
S™(ag, a1, ..., a,) > S_(agz), agz)’ e ;Z)Z) +7Z>Z,
como querfamos demonstrar. n
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