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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é realizar um estudo sobre polinômios
algébricos e trigonométricos que possuem somente zeros reais. O Teorema de
Hermite nos dá condições necessárias e su�cientes para que isto aconteça. São
discutidas questões relacionadas à localização dos zeros, onde a Regra de Sinais de
Descartes teve grande importância. Além disso, alguns teoremas clássicos sobre
zeros de polinômios algébricos e trigonométricos são apresentados.

Palavras-chave: polinômios algébricos e trigonométricos, zeros reais, Regra de
Sinais de Descartes.
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Abstract

The main purpose of this work is to study algebraic and trigonometric poly-
nomials that have only real zeros. The Hermite Theorem gives necessary and
su�cient conditions for this to be true. Questions concerning the locations of
the zeros are discussed, where the Descarte's Rule of Signs is of great impor-
tance. Furthermore, some classical theorems concerning zeros of algebraic and
trigonometric polynomials are presented.

Keywords: algebraic and trigonometric polynomials, real zeros, Descarte's Rule
of Signs.
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Introdução

O comportamento dos zeros dos polinômios algébricos e trigonométricos é
uma das subáreas clássicas da Análise. Várias celebridades como Gauss, Cauchy,
Hermite, Jensen, Dieudonné, Pólya e Obrechko� contribuíram nesta área. Na
teoria das funções inteiras da classe de Laguerre-Pólya, existem vários proble-
mas sobre a localização dos zeros dos polinômios algébricos que ainda estão em
aberto. Um dos mais importantes está relacionado aos polinômios que possuem
somente zeros reais, pois a solução deste problema fornecerá uma caracterização
das funções inteiras da classe de Laguerre-Pólya que são representadas por

ϕ(x) = cxme−αx2+βx

∞∏

k=1

(
1 +

x

xk

)
e
− x

xk ,

onde c, β, xk ∈ IR, α ≥ 0, m é um número inteiro não negativo e
∑

x−2
k < ∞.

Existem algumas condições necessárias e su�cientes para que um polinômio
tenha somente zeros reais. Uma delas, obtida por Hermite, nos diz que um po-

linômio P (x) =
n∑

k=0

akx
k, cujos zeros são dados por x1, x2, . . . , xn, tem somente

zeros reais se, e somente se, a matriz de Hankel

Hn(S0, S1, . . . , S2n−2) =




S0 S1 . . . Sn−1

S1 S2 . . . Sn

... ... ... ...
Sn−1 Sn . . . S2n−2




é não negativa de�nida, ondeSk = xk
1 +xk

2 + . . .+xk
n, k = 0, 1, . . . , n, representam

as somas de Newton. Além disso, P (x) tem somente zeros reais e distintos se,
e somente se, Hn(S0, S1, . . . , S2n−2) é positiva de�nida. Na demonstração deste
resultado utiliza-se o critério de Silvester, que a�rma que uma matriz é de�nida
positiva se, e somente se, os menores principais são positivos. Com relação aos
polinômios trigonométricos, uma condição necessária e su�ciente para que o po-

linômio P (θ) = a0 +
n∑

k=1

ak cos kθ tenha somente zeros reais é que a seqüência de
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Introdução

seus coe�cientes {a0, a1, . . . , an} seja crescente.
Portanto, o principal objetivo deste trabalho é estudar algumas condições

necessárias e su�cientes para que polinômios algébricos e trigonométricos tenham
somente zeros reais.

Para o desenvolvimento deste trabalho, foi necessário o estudo de conceitos e
resultados básicos sobre mudanças de sinal de seqüência e localização de zeros de
funções. Dentre esses resultados, estão importantes teoremas como os Teoremas
Fundamental da Álgebra e de Rolle. Esses conceitos e resultados básicos foram
organizados no primeiro capítulo.

No segundo capítulo, estudamos resultados clássicos sobre zeros de polinô-
mios algébricos e trigonométricos, entre os quais podemos destacar os teoremas
de Cauchy, de Lagrange e de Eneström-Kakeya, que determinam regiões onde se
localizam os zeros de polinômios algébricos. Já a Regra de Sinais de Descartes,
que teve grande importância neste trabalho, avalia a quantidade de zeros positivos
de um polinômio através do número de mudanças de sinal da seqüência de seus
coe�cientes.

No Capítulo 3, demonstramos o resultado dado por Hermite para que um po-
linômio tenha somente zeros reais, como citamos anteriormente. Apresentamos,
também, seqüências de funções que satisfazem à Regra de Sinais de Descartes.
Uma caracterização importante de funções que satisfazem à Regra de Sinais de
Descartes, obtida por Pólya e Szeg®, também foi estudada neste capítulo.

No �nal, relacionamos as referências bibliográ�cas que foram utilizadas na
pesquisa deste trabalho.
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Capítulo 1

Resultados Preliminares

Os resultados e de�nições apresentados neste capítulo, importantes para o
desenvolvimento deste trabalho, basearam-se, principalmente, nos textos de Pólya
e Szeg® [12], Milovanovic [9] e Birkho� [1].

1.1 Mudanças de Sinal de Seqüências

Sejam a0, a1, a2, . . . , an números reais. A notação S−(a0, a1, a2, . . . , an) será
utilizada para designar o número de mudanças fortes de sinal da seqüência
{a0, a1, a2, . . . , an}, ou seja, o número de pares da forma (+,−) ou (−, +) na
seqüência obtida de {a0, a1, a2, . . . , an} substituindo-se todo número positivo ai

por +, todo número negativo por− e descartando-se os zeros da seqüência .
Como conseqüência imediata desta de�nição, temos

S−(a0, a1, a2, . . . , an) = S−(an, an−1, an−2, . . . , a0), (1.1.1)

isto é, as seqüências {a0, a1, a2, . . . , an} e {an, an−1, an−2, . . . , a0} têm o mesmo
número de mudanças de sinal.

Seja {b0, b1, . . . , bp}, p ≤ n, a seqüência obtida de {a0, a1, a2, ..., an} ao
eliminarmos os elementos nulos. Então, {bp, bp−1, . . . , b0} é a seqüência obtida

3



1.1 Mudanças de Sinal de Seqüências

de {an, an−1, . . . , a0} eliminando-se os elementos nulos. Logo,

S−(a0, . . . , an) = S−(b0, b1, . . . , bp) = S−(b0, b1) + . . . + S−(bp−1, bp).

Seja bl, l ≤ m, o elemento correspondente a am 6= 0.
Omitindo-se am, obtemos

S−(a0, . . . , am−1, am+1, . . . , an) = S−(b0, . . . , bl−1, bl+1, . . . , bp)

= S−(b0, b1) + . . . + S−(bl−1, bl+1)

+ . . . + S−(bp−1, bp).

Analisemos os seguintes casos:

• S−(bl−1, bl+1) = 1. Então, S−(bl−1, am) + S−(am, bl+1) = 1.
Portanto, neste caso,

S−(a0, a1, . . . , am−1, am+1, . . . , an) = S−(a0, a1, . . . , an).

• S−(bl−1, bl+1) = 0. Logo, S−(bl−1, am) + S−(am, bl+1) = 0 ou
S−(bl−1, am) + S−(am, bl+1) = 2. Então,

S−(a0, a1, . . . , am−1, am+1, . . . , an) ≤ S−(a0, a1, . . . , an).

Portanto, de ambos os casos acima, concluímos que

S−(a0, a1, . . . , am−1, am+1, . . . , an) ≤ S−(a0, a1, . . . , an), (1.1.2)

isto é, omitindo-se termos de uma seqüência não há aumento no número de mu-
danças de sinal.

Analisemos, agora, as seqüências{a0, a1, . . . , an} e {a0, . . . , ak, b, ak+1, . . . , an}.

• Se b = 0, então S−(ak, b) + S−(b, ak+1) = S−(ak, ak+1).

• Se S−(ak, ak+1) = 1 e sinal(ak) = sinal(b) ou sinal(ak+1) = sinal(b), então
S−(ak, b) + S−(b, ak+1) = 1.

4



1.1 Mudanças de Sinal de Seqüências

• Se S−(ak, ak+1) = 0, temos que S−(ak, b) + S−(b, ak+1) = 0 quando
sinal(ak) = sinal(ak+1) = sinal(b).

Portanto, desses três casos, concluímos que não há alteração no número de
mudanças de sinal quando inserimos um novo termo na seqüência cujo sinal é o
mesmo de um dos termos vizinhos.

Mostremos, agora, que

S−(a0, a0 + a1, a1 + a2, . . . , an−1 + an, an) ≤ S−(a0, a1, . . . , an). (1.1.3)

Consideremos os termos genéricosak−1, ak, ak+1 e as seguintes possibilidades:

• sinal(ak−1) = sinal(ak) = sinal(ak+1) > 0 (< 0).
Então, sinal(ak−1 + ak) = sinal(ak + ak+1) > 0 (< 0).

• sinal(ak−1) = sinal(ak) > 0 e sinal(ak+1) < 0.
Logo, sinal(ak−1 + ak) > 0 e sinal(ak + ak+1) > 0 ou < 0.

• sinal(ak−1) = sinal(ak+1) > 0 e sinal(ak) < 0.

Assim, sinal(ak−1 + ak) > 0 ou < 0 e sinal(ak + ak+1) > 0 ou < 0.

• sinal(ak−1) < 0 e sinal(ak) = sinal(ak+1) > 0.
Então, sinal(ak−1 + ak) > 0 ou < 0 e sinal(ak + ak+1) > 0.

• sinal(ak−1) > 0 e sinal(ak) = sinal(ak+1) < 0.
Logo, sinal(ak−1 + ak) > 0 ou < 0 e sinal(ak + ak+1) < 0.

Portanto, de todos os casos acima,

S−(ak−1 + ak, ak + ak+1) ≤ S−(ak−1, ak) + S−(ak, ak+1),

o que demonstra (1.1.3).
De (1.1.3), temos, imediatamente, que

S−(a0, a0+a1, a1+a2, . . . , al−1+al, al+al+1, . . .) ≤ S−(a0, a1, . . . , al, . . .). (1.1.4)

5



1.2 Polinômios Algébricos e Trigonométricos

Sejam os números pi > 0 para i = 0, 1, . . . . Então, claramente,

S−(a0p0, a1p1, a2p2, . . .) = S−(a0, a1, a2, . . .). (1.1.5)

De (1.1.3), segue que as seqüências {a0, a0 + a1, a2, a3, a4, . . .}, {a0, a0 + a1,

a0 + a1 + a2, a3, a4, . . .}, {a0, a0 + a1, a0 + a1 + a2, a0 + a1 + a2 + a3, a4, . . .}, . . .,
{a0, a0 + a1, a0 + a1 + a2, a0 + a1 + a2 + a3, . . . , a0 + a1 + . . . + an, . . .} possuem,
no máximo, S−(a0, a1, . . . , an) mudanças de sinal.

Portanto,

S−(a0, a0 + a1, a0 + a1 + a2, . . . , a0 + a1 + . . . + an, . . .)

≤ S−(a0, a1, . . . , an, . . .). (1.1.6)

1.2 Polinômios Algébricos e Trigonométricos

Um polinômio algébrico de grau n é um polinômio da forma

P (x) = a0 + a1x + . . . + anx
n,

cujos coe�cientes ai, i = 0, 1, . . . , n, são reais ou complexos e an 6= 0.
Um teorema de grande importância no estudo dos zeros de polinômios al-

gébricos é o Teorema Fundamental da Álgebra, que enunciaremos a seguir e cuja
demonstração é encontrada em [1].

Teorema 1.1 (Teorema Fundamental da Álgebra).Qualquer polinômio não
nulo P (x) de grau n com coe�cientes complexos ai, i = 0, 1, . . . , n, tem exata-
mente n zeros complexos z1, z2, . . . , zn. Além disso, P (x) pode ser unicamente
representado por P (x) = an(x− z1)(x− z2) . . . (x− zn).

Como conseqüência deste teorema, temos que se o polinômioP (x) ∈ IPn tem
n + 1 zeros complexos, então P (x) ≡ 0. Aqui, IPn denota o conjunto de todos os
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1.2 Polinômios Algébricos e Trigonométricos

polinômios algébricos de grau menor ou igual an.
Chamamos de polinômio trigonométrico de ordemn uma expressão da forma

tn(θ) = a0 +
n∑

k=1

(ak cos kθ + bk sen kθ).

Quando ak = 0, k = 0, . . . , n, tn(θ) passa a chamar-se polinômio seno de
ordem n e, se bk = 0, k = 1, . . . , n, tn(θ) torna-se um polinômio cosseno de
ordem n.

Os polinômios trigonométricos são funções periódicas de período2π.
A seguir, introduzimos uma representação dos polinômios trigonométricos de

ordem n com coe�cientes reais.

Teorema 1.2. O polinômio trigonométrico de ordem n com coe�cientes reais

tn(θ) = a0 +
n∑

k=1

(ak cos kθ + bk sen kθ),

θ ∈ IR, pode ser escrito da forma

tn(θ) = e−inθF (eiθ),

onde F (z) = u0 + u1z + . . . + u2nz
2n, z = eiθ, é um polinômio de grau 2n tal que

F (z) = u2n + u2n−1z + . . . + u0z
2n = z2nF (z−1).

Demonstração: Considerando a mudança de variável z = eiθ, obtemos

cos(kθ) =
eikθ + e−ikθ

2
=

zk + z−k

2
,

sen(kθ) =
eikθ − e−ikθ

2i
=

zk − z−k

2i
.

Logo,

tn(θ) = a0 +
n∑

k=1

[(
ak − ibk

2

)
zk +

(
ak + ibk

2

)
z−k

]
.

7



1.2 Polinômios Algébricos e Trigonométricos

Mas,

zntn(θ) = a0z
n +

n∑

k=1

[(
ak − ibk

2

)
zn+k +

(
ak + ibk

2

)
zn−k

]

=

(
an + ibn

2

)
+

(
an−1 + ibn−1

2

)
z + . . . +

(
a1 + ib1

2

)
zn−1

+a0z
n +

(
a1 − ib1

2

)
zn+1 + . . . +

(
an − ibn

2

)
z2n. (1.2.7)

Portanto, tn(θ) = e−inθF (eiθ), onde F (z) ∈ IP2n.
Comparando os coe�cientes de F (z) e de (1.2.7), obtemos un = a0 e

uj = u2n−j =
an−j + ibn−j

2
, j = 0, 1, . . . , n− 1.

O resultado a seguir fornece um limite para o número de zeros de um polinô-
mio trigonométrico em um intervalo de comprimento2π.

Corolário 1.1. Todo polinômio trigonométrico não nulo de ordem n tem, no
máximo, 2n zeros distintos num intervalo de comprimento 2π.

Demonstração: Suponhamos que o polinômio trigonométrico não nulo tn(θ)

tenha 2n + 1 zeros distintos em [0, 2π].
Mas, os zeros de tn(θ), de acordo com a representação do Teorema 1.2, são

também os zeros de F (z). Logo, F (z) possui 2n + 1 zeros em [0, 2π].
Do Teorema Fundamental da Álgebra, F (z) ≡ 0 e, então, tn(θ) ≡ 0 e

chegamos a uma contradição.
Portanto, tn(θ) tem, no máximo, 2n zeros distintos em [0, 2π].

O determinante de Vandermonde correspondente aos pontosx0, x1, . . . , xn é
de�nido por

V (x0, x1, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x0 x2
0 . . . xn

0

1 x1 x2
1 . . . xn

1

... ... ... ... ...
1 xn x2

n . . . xn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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1.3 Localização de Zeros de Funções

O valor desse determinante, que será muito útil em algumas demonstrações,

é dado por V (x0, x1, . . . , xn) =
n∏

i,j=0
i>j

(xi − xj). Observe que se xi 6= xj para i 6= j,

i, j = 0, 1, . . . , n, obtemos V (x0, x1, . . . , xn) 6= 0. A demonstração deste fato pode
ser encontrada em [5].

1.3 Localização de Zeros de Funções

Nesta seção, apresentaremos resultados básicos sobre a localização de zeros
e, também, sobre mudanças de sinal de funções. As funções citadas no decorrer
do texto serão contínuas e deriváveis num intervalo dado.

1.3.1 Zeros e Mudanças de Sinal de Funções

Estudaremos, agora, alguns resultados interessantes sobre o número de zeros
de funções reais em uma variável real. O primeiro deles é o seguinte.

Teorema 1.3. Seja f(x) uma função real contínua com f(a) 6= 0 e
f(b) 6= 0. Então, o intervalo (a, b) contém um número par (ou ímpar) de ze-
ros de f(x) se f(a) e f(b) têm o mesmo sinal (ou sinais opostos).

Demonstração: Suponhamos que existe xk ∈ (a, b) tal que f(xk) = 0.
Consideremos, primeiramente, sinal(f(a)) = sinal(f(b)).
Se f(x) não muda de sinal em f(xk), xk é um zero de multiplicidade par.
Se, em f(xk), f(x) muda de sinal, deve existir xj 6= xk onde f(x) muda

novamente de sinal.
Portanto, f(x) possui um número par de zeros em (a, b).
Suponhamos, agora, que sinal(f(a)) 6= sinal(f(b)).
Se f(x) muda de sinal em f(xk), então xk é um zero de multiplicidade ímpar.
Se, em f(xk), f(x) não muda de sinal, então deve existir xj 6= xk onde f(x)

muda de sinal. Como f(x) não muda de sinal em xk, ele tem multiplicidade par

9



1.3 Localização de Zeros de Funções

que, junto com xj, nos dá um número ímpar de zeros.
Portanto, f(x) possui um número ímpar de zeros em (a, b).

O resultado a seguir é uma conseqüência imediata do teorema anterior.

Corolário 1.2. Sejam aj e ak diferentes de zero. Então, a subseqüência
{aj, aj+1, . . . , ak−1, ak} tem um número par (ou ímpar) de mudanças de sinal se
aj e ak têm o mesmo sinal (ou sinais opostos).

Consideremos j + 1 e k + 1 índices sucessivos de mudanças de sinal da se-
qüência {a0, a1, a2, . . .}. Então,

sinal(aj+1) = sinal(aj+1 − aj) e sinal(ak+1) = sinal(ak+1 − ak).

De sinal(aj+1) = −sinal(ak+1) 6= 0, obtemos

sinal(aj+1 − aj) 6= sinal(ak+1 − ak) 6= 0.

Como aj+1 − aj e ak−1 − ak possuem sinais opostos, do Corolário 1.2 segue
que a seqüência {aj+1− aj, aj+2− aj+1, . . . , ak− ak−1, ak+1− ak} tem um número
ímpar de mudanças de sinal.

Consideremos, agora, 0 ≤ j1 < j2 < . . . < jC ≤ n índices sucessivos de
mudanças de sinal da seqüência {a0, a1, . . . , an}. Então,

sinal(aj2 − aj1) 6= sinal(aj3 − aj2) 6= . . . 6= sinal(ajC
− ajC−1

).

Utilizando o fato da seqüência das diferenças ter um número ímpar de mu-
danças de sinal, obtemos

S−(a1 − a0, a2 − a1, . . . , an − an−1) ≥ S−(a0, a1, . . . , an)− 1. (1.3.8)

Mas, sinal(aj1) 6= sinal(aj2 − aj1) e sinal(ajC
− ajC−1

) 6= sinal(−ajC
).

Portanto,

S−(a0, a1 − a0, . . . , an − an−1,−an) ≥ S−(a0, a1, . . . , an) + 1. (1.3.9)

10



1.3 Localização de Zeros de Funções

Como conseqüência imediata de (1.1.5) e (1.3.8), seα > 0 temos que

S−(αa0, αa1 − a0, αa2 − a1, . . .) ≥ S−(a0, a1, a2, . . .). (1.3.10)

O resultado a seguir decorre do Teorema 1.3.

Corolário 1.3. Seja f(x) 6= 0 e com sinal constante numa vizinhança dos pontos
a e b. Então, o intervalo (a, b) contém um número par (ou ímpar) de mudanças
de sinal de f(x) se f(a) e f(b) têm o mesmo sinal (ou sinais opostos).

Teorema 1.4. Se R é o número de mudanças de sinal eZ o número de zeros de
f(x) num mesmo intervalo aberto, então Z −R é um número par não negativo.

Demonstração: Do Teorema 1.3 e do Corolário 1.3, concluímos que sef(a) e f(b)

têm o mesmo sinal, então f(x) possui um número par de zeros e muda de sinal
um número par de vezes em (a, b). Como o número de mudanças de sinal não
excede o número de zeros de f(x), então Z −R ≥ 0. Assim, como a diferença de
números pares é um número par, Z −R é par.

Utilizando novamente o Teorema 1.3 e o Corolário 1.3, temos que sef(a) e f(b)

têm sinais opostos, então f(x) possui um número ímpar de zeros e muda de sinal
um número ímpar de vezes em (a, b). Usando os mesmos argumentos do caso
acima, temos que Z − R ≥ 0 e, como a diferença de dois números ímpares é um
número par, segue que Z −R é par.

Portanto, Z −R ≥ 0 e Z −R é par.

1.3.2 Zeros e Mudanças de Sinal da Derivada

Aqui estudaremos a localização dos zeros de derivadas de diversas funções,
tendo como ponto de partida o Teorema de Rolle, que será enunciado a seguir
e cuja demonstação encontra-se em [12], vol. II. Tal teorema, obra do famoso
matemático francês Michel Rolle, avalia a quantidade de zeros reais da derivada
de uma função contínua.

11



1.3 Localização de Zeros de Funções

Teorema 1.5 (Teorema de Rolle). Sejam a e b tais que f(a) = 0,
f(b) = 0 e f(x) 6= 0, ∀ a < x < b. Então, a derivada f ′(x) tem um número
ímpar de zeros no intervalo a < x < b, ou seja, tem pelo menos um zero.

Teorema 1.6. Se f(x) possui n zeros distintos no intervalo [a, b], então f ′(x)

possui pelo menos n− 1 zeros.

Demonstração: Sejam a ≤ x1 < x2 < . . . < xn ≤ b os zeros de f(x) em [a, b].
Como xi e xi+1, 1 ≤ i ≤ n − 1, são dois zeros consecutivos de f(x), então f(x)

não muda de sinal em (xi, xi+1).
Mas f(xi) = f(xi+1) = 0. Logo, do Teorema 1.5, segue que f ′(x) tem um

número ímpar de zeros em (xi, xi+1).
Considerando cada um dos n− 1 intervalos (x1, x2), (x2, x3), . . . , (xn−1, xn),

concluímos que existe pelo menos n− 1 zeros de f ′(x) em [a, b].

O teorema acima também é válido se f(x) possui zeros múltiplos. De fato,
sejam xi e xi+1 dois zeros consecutivos de f(x) e ξi um zero de f ′(x) tal que
xi < ξi < xi+1. Observe que se xi+1 → xi então ξi → xi. Logo, se xi é um zero
múltiplo de f(x), então xi é também um zero de f ′(x).

Teorema 1.7. Se f(x) tem n zeros em (a, b) e se uma das duas condições

• sinal(f(a)) = sinal(f ′(a)) 6= 0

• sinal(f(b)) = −sinal(f ′(b)) 6= 0

for satisfeita, então f ′(x) tem pelo menos n zeros em (a, b). Se ambas as condições
forem satisfeitas, então f ′(x) tem n + 1 zeros em (a, b).

Demonstração: Suponhamos que sinal(f(a)) = sinal(f ′(a)) 6= 0 (a
demonstração é análoga para o caso em que sinal(f(b)) = −sinal(f ′(b)) 6= 0).

Sejam x1, x2, . . . , xn os zeros de f(x) em ordem crescente em (a, b), isto é,
a < x1 < x2 < . . . < xn < b.

12



1.3 Localização de Zeros de Funções

Consideremos os (n − 1) subintervalos a < x ≤ x1, x1 < x ≤ x2, . . . ,

xn−1 < x ≤ xn.
Para ε > 0, ε su�cientemente pequeno, temos

−f(x1 − ε) = f(x1)− f(x1 − ε) = εf ′(x1 − η), 0 < η < ε.

Então,

sinal (f ′(a)) = sinal (f(a)) = sinal (f(x1 − ε)) = −sinal (f ′(x1 − η)) 6= 0.

Pelo Teorema 1.3, f ′(x) possui pelo menos um zero em (a, x1 − η). Mas, do
Teorema 1.6, f ′(x) possui pelo menos n − 1 zeros em (x1, xn). Portanto, f ′(x)

possui pelo menos n zeros em (a, b).
Caso as duas condições sejam satisfeitas, f ′(x) possui pelo menos um zero

em (a, x1 − η), pelo menos um zero em (xn + γ, b) e pelo menos n − 1 zeros em
(x1, xn). Portanto, f ′(x) possui pelo menos n + 1 zeros em (a, b).

Como conseqüência do Teorema 1.6, temos o seguinte resultado.

Corolário 1.4. Se lim
x→∞

f(x) = 0, então f ′(x) tem pelo menos o mesmo número
de zeros que f(x) em (a,∞). (Resultado análogo para -∞).

Demonstração: Suponhamos que f(x) tem n zeros em (a,∞) para algum
a ∈ IR. Seja xn o maior zero de f(x). Pelo Teorema 1.6, f ′(x) possui pelo
menos n− 1 zeros em (a, xn].

Como
lim

x→∞
f(x) =

∫ ∞

xn

f ′(t)dt = 0,

segue que f ′(x) muda de sinal em xn < x < ∞. Portanto, f ′(x) tem pelo menos
n zeros em (a,∞).

Considerando lim
n→∞

an = 0, de (1.3.8) temos que

S−(a0, a1 − a0, a2 − a1, . . .) ≥ S−(a0, a1, a2, . . .). (1.3.11)
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1.3 Localização de Zeros de Funções

Como conseqüência dos Teoremas 1.4 e 1.5, podemos demonstrar o seguinte
corolário.

Corolário 1.5. Sejam f(a) = f(b) = 0 e f(x) 6= 0, ∀ x ∈ (a, b). Então, existe
um número ímpar de mudanças de sinal de f ′(x) em (a, b).

O resultado a seguir dá condições para que funções racionais tenham somente
zeros reais.

Teorema 1.8. Sejam Ai 6= 0, i = 0, 1, . . . , n e a1 < a2 < . . . < an números reais.
A função racional

f(x) =
A1

x− a1

+
A2

x− a2

+ . . . +
An

x− an

tem somente zeros reais particularmente nos seguintes casos:

1. A1 > 0, A2 > 0, . . . , An−1 > 0;

2. A1 > 0, A2 > 0, . . . , Ak−1 > 0, Ak+1 > 0, . . . , An > 0 e
A1 + A2 + . . . + An < 0, 1 < k < n.

Demonstração: Observe que

f(x) =
A1

x− a1

+
A2

x− a2

+ . . . +
An

x− an

=
A1(x− a2) . . . (x− an) + . . . + An(x− a1)(x− an−1)

(x− a1)(x− a2) . . . (x− an)
=

P (x)

Q(x)
,

onde P (x) ∈ IPn−1 e Q(x) = (x− a1)(x− a2) . . . (x− an) ∈ IPn.
Provemos o primeiro caso. Para ε > 0, ε su�cientemente pequeno, temos que

sinal(f(a1 + ε)) = +1 e sinal(f(a2 − ε)) = −1, pois

f(a1 + ε) =
A1

ε︸︷︷︸
→∞

+
A2

a1 − a2 + ε
+

A3

a1 − a3 + ε
+ . . . +

An

a1 − an + ε
> 0

e

f(a2 − ε) = −


 A1

a1 − a2 + ε
+

A2

ε︸︷︷︸
→∞

+
A3

a3 − a2 + ε
+ . . . +

An

an − a2 + ε


 < 0.
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1.3 Localização de Zeros de Funções

Isto implica que f(x) e, conseqüentemente, P (x) têm um zero em (a1, a2).
Continuando com este processo nos demais intervalos, teremos a existência de
n − 2 zeros de P (x), um em cada um dos intervalos (a1, a2), (a2, a3), . . . ,

(an−2, an−1). No intervalo (an−1, an) não podemos fazer tal análise, pois não
sabemos se An > 0. Como P (x) tem n − 1 zeros, o zero restante não pode ser
complexo, pois seu conjugado também seria zero de P (x). Logo, f(x) tem so-
mente zeros reais.

Provemos, agora, a segunda condição. Como no item anterior, temos quef(x)

tem um zero em cada um dos n− 3 intervalos (a1, a2), (a2, a3), . . . , (ak−2, ak−1),

(ak+1, ak+2), . . . , (an−1, an). Tal análise não pode ser feita nos intervalos(ak−1, ak)

e (ak, ak+1), pois não sabemos se Ak > 0. Sejam ε > 0 su�cientemente pequeno e
ω > 0 su�cientemente grande. Então, comoA1 + A2 + . . . + An < 0,

f(−ω) = −
[

A1

ω + a1

+
A2

ω + a2

+ . . . +
An

ω + an

]

= −
[
A1(ω + a2) . . . (ω + an) + . . . + An(ω + a1) . . . (ω + an−1)

(ω + a1)(ω + a2) . . . (ω + an)

]

= −
[
(A1 + A2 + . . . + An)ωn−1 + . . .

(ω + a1)(ω + a2) . . . (ω + an)

]
> 0,

f(a1 − ε) = −
[
A1

ε
+

A2

a2 − a1 + ε
+

A3

a3 − a1 + ε
+ . . . +

An

an − a1 + ε

]
< 0,

f(an + ε) =
A1

an − a1 + ε
+

A2

an − a2 + ε
+

A3

an − a3 + ε
+ . . . +

An

ε
> 0

e

f(ω) =
A1

ω − a1

+
A2

ω − a2

+ . . . +
An

ω − an

=
A1(ω − a2) . . . (ω − an) + . . . + An(ω − a1) . . . (ω − an−1)

(ω − a1)(ω − a2) . . . (ω − an)

=
(A1 + A2 + . . . + An)ωn−1 + . . .

(ω − a1)(ω − a2) . . . (ω − an)
< 0.

Logo,

sinal(f(−ω)) = −sinal(f((a1 − ε)) = sinal(f(an + ε)) = −sinal(f(ω)) = +1.
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1.3 Localização de Zeros de Funções

Existe, pois, um zero def(x) em cada um dos intervalos (−∞, a1) e (an, +∞).
Como f(x) ∈ IPn−1, f(x) tem somente zeros reais.

1.3.3 Aplicações do Teorema de Rolle

Consideremos, agora, P (x) ∈ IPn. Seja Z o número de zeros reais e n − Z o
número de zeros não reais de P (x).

Do Teorema de Rolle, sabemos queP ′(x) possui pelo menos Z− 1 zeros reais
no intervalo. Então, o número de zeros não reais de P ′(x) é menor ou igual a
n− 1− (Z − 1) = n− Z.

Com isso, demonstramos o seguinte resultado.

Teorema 1.9. Seja P (x) ∈ IPn. Então, P ′(x) possui, no máximo, o mesmo
número de zeros não reais que P (x).

Seja P (x) um polinômio que possui somente zeros reais dado por
P (x) = (x− xk)

jQn−j(x), j ≥ 0.
Supondo que P ′(x) tenha zeros múltiplos, então P ′(x) = (x − xk)

iRn−i(x),

i ≥ 2. Por outro lado, P ′(x) = (x− xk)
j−1

(
jQn−j(x) + (x− xk)Q

′
n−j(x)

)
.

Então, devemos ter j − 1 = i e, assim, j = i + 1.
Portanto,

P (x) = (x− xk)
jQn−j(x), j ≥ 3,

ou seja, zeros múltiplos da derivada de um polinômioP (x) que possui somente
zeros reais são também zeros múltiplos do próprio polinômioP (x).

Teorema 1.10. Se um polinômio tem somente zeros reais e simples, então as
derivadas de ordem superior têm a mesma propriedade e, além disso, todo zero
da (j + 1)-ésima derivada �ca entre dois zeros consecutivos da j-ésima derivada.

Demonstração: Suponhamos que P (x) tenha n zeros reais e simples.
Do Teorema 1.9, P ′(x) tem, no máximo, o mesmo número de zeros não reais
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1.3 Localização de Zeros de Funções

que P (x). Como P (x) tem somente zeros reais e simples, P ′(x) tem somente
zeros reais e simples e, assim por diante. Então, as derivadas de ordem superior
têm somente zeros reais e simples.

Como P (x) tem n zeros, segue, do Teorema de Rolle, que existe pelo menos
um zero de P ′(x) entre dois zeros de P (x). Como P ′(x) ∈ IPn−1, então existe
exatamente um zero de P ′(x) entre dois zeros consecutivos de P (x).

Aplicando o Teorema de Rolle sobre P ′(x), obtemos que P ′′(x) possui pelo
menos um zero entre dois zeros consecutivos de P ′(x). Como P ′′(x) ∈ IPn−2,
então existe exatamente um zero deP ′′(x) entre dois zeros consecutivos deP ′(x).

Continuando este processo, chegamos que P (j+1)(x) possui pelo menos um
zero entre dois zeros consecutivos de P (j)(x). Como P (j+1)(x) ∈ IPn−j−1, então
P (j+1)(x) possui exatamente um zero entre dois zeros consecutivos deP (j)(x).

Como aplicação do Teorema 1.10, consideremos o exemplo a seguir.

Exemplo 1.1. As derivadas de ordem superior da função f(x) = (1 + x2)−1/2

tem somente zeros reais e simples. Além disso, todo zero da k-ésima derivada
encontra-se entre dois zeros consecutivos da (k + 1)-ésima derivada.

De fato, temos que

f ′(x) = −x(1 + x2)−1−1/2,

f ′′(x) = (2x2 − 1)(1 + x2)−2−1/2,

...

f (k)(x) = Qk(x)(1 + x2)−k−1/2, Qk(x) ∈ IPk,

f (k+1)(x) =
(−(2k + 1)xQk(x) + (1 + x2)Q′

k(x)
)
(1 + x2)−(k+1)−1/2

= Qk+1(x)(1 + x2)−(k+1)−1/2, Qk+1(x) ∈ IPk+1.

Suponhamos que f (k)(x), ou seja, Qk(x), tenha k zeros reais distintos. Pelo
Teorema de Rolle, f (k+1)(x), isto é, Qk+1(x), tem pelo menos um zero entre dois
zeros de Qk(x), um zero entre − ∞ e o menor zero de Qk(x) e outro zero entre
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1.3 Localização de Zeros de Funções

o maior zero de Qk(x) e + ∞. Isto segue do Corolário 1.4, pois lim
x→∞

f (k)(x) = 0.
Com excessão desses (k − 1) + 2 = k + 1 zeros, não há outros.

Uma outra interessante aplicação do Teorema de Rolle envolve alguns poli-
nômios ortogonais clássicos.

Exemplo 1.2. Os polinômios de Legendre, Laguerre e Hermite são dados,
respectivamente, por

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn

(
(x2 − 1)n

)
, Ln(x) =

ex

n!

dn

dxn
(e−xxn) e

Hn(x) =
ex2/2

n!

dn

dxn
(e−x2/2).

A partir dessas de�nições, podemos concluir que esses polinômios têm somente ze-
ros reais e simples que estão localizados no interior dos intervalos(−1, 1), (0, +∞)

e (−∞, +∞), respectivamente.

De fato, consideremos, primeiramente, Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn

(
(x2 − 1)n

)
.

Seja f(x) = (x2 − 1)n ∈ IP2n. Então,

f ′(x) = 2nx(x2 − 1)n−1 = (x2 − 1)n−1Q1(x),

f ′′(x) = 2[(2n2 − 3)x2 − 2n](x2 − 1)n−2 = (x2 − 1)n−2Q2(x),

...

f (n−1)(x) = (x2 − 1)Qn−1(x),

f (n)(x) = Qn(x) =
dn

dxn

(
(x2 − 1)n

)
.

Observe que −1 e 1 são zeros de f (n−1)(x) e suponhamos que Qn−1(x) tenha
n− 1 zeros reais e distintos em (−1, 1).

Do Teorema 1.5, temos que f (n)(x) tem pelo menos um zero entre dois zeros
consecutivos de f (n−1)(x). Como f (n)(x) =

dn

dxn

(
(x2 − 1)n

) ∈ IPn, então existe
exatamente um zero de f (n)(x) entre dois zeros consecutivos def (n−1)(x). Portan-
to, Pn(x) =

1

2nn!

dn

dxn

(
(x2 − 1)n

)
tem somente zeros reais e distintos em (−1, 1).
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De maneira análoga, demonstramos o resultado para os polinômiosLn(x) e
Hn(x).

Considerando a
(i)
j , i = 1, . . . , n, j = 0, . . . , i, os coe�cientes da equação

a
(i)
0 + a

(i)
1 x + . . . + a

(i)
i xi = 0, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.11. Suponhamos que a equação a0+a1x+. . .+anx
n = 0 tem somente

raízes reais. Então, o polinômio a0P (x) + a1P
′(x) + . . . + anP

(n)(x) possui, no
máximo, a mesma quantidade de zeros não reais queP (x).

Demonstração: Sejam a
(i)
j , i = 1, . . . , n, j = 0, . . . , i, os coe�cientes da equação

algébrica que tem −x1, . . . ,−xi como raízes, isto é,

a
(i)
0 + a

(i)
1 x + . . . + a

(i)
i xi = a

(i)
i (x + x1)(x + x2) . . . (x + xi).

Logo, para i = 1, 2, . . . , n,

a
(i)
0

a
(i)
i

= x1x2 . . . xi,

a
(i)
1

a
(i)
i

= x1 . . . xi−1 + x1x3 . . . xi + . . . + x2 . . . xi,

...
a

(i)
i−2

a
(i)
i

= x1x2 + x1x3 + . . . + xi−1xi,

a
(i)
i−1

a
(i)
i

= x1 + x2 + . . . + xi.

Consideremos

Fn(x) = a(n)
n e−xnx d

dx

{
e(xn−xn−1)x d

dx

{
e(xn−1−xn−2)x . . .

d

dx
{ex1xP (x)}

}}
.

Para n = 1,

F1(x) = a
(1)
1 e−x1x d

dx
{ex1xP (x)} = a

(1)
1 [x1P (x) + P ′(x)]

= a
(1)
1

(
a

(1)
0

a
(1)
1

P (x) + P ′(x)

)
= a

(1)
0 P (x) + a

(1)
1 P ′(x).
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Observe que F1(x) ∈ IPn se P (x) ∈ IPn. Daí, ex1xF1(x) = a
(1)
1

d

dx
{ex1xP (x)}.

Os zeros reais de ex1xF1(x) são os zeros reais de F1(x) e os zeros reais de
ex1xP (x) são os de P (x). Pelo Teorema de Rolle, entre dois zeros reais consecu-
tivos de ex1xP (x), existe um zero de ex1xF1(x). Logo, se P (x) tem m zeros reais
(n−m complexos), F1(x) tem, pelo menos, m− 1 zeros reais. Logo, F1(x) ∈ IPn

pode ter, no máximo, n−m zeros complexos.
Para n = 2,

F2(x) = a
(2)
2 e−x2x d

dx

{
e(x2−x1)x d

dx
{ex1xP (x)}

}

= a
(2)
2 [x1x2P (x) + (x1 + x2)P

′(x) + P ′′(x)]

= a
(2)
2

(
a

(2)
0

a
(2)
2

P (x) +
a

(2)
1

a
(2)
2

P ′(x) + P ′′(x)

)

= a
(2)
0 P (x) + a

(2)
1 P ′(x) + a

(2)
2 P ′′(x).

Pelo mesmo argumento utilizado para n = 1, F2(x) possui, no máximo, o
mesmo número de zeros não reais queP (x).

Suponhamos que

Fn−1(x) = a
(n−1)
n−1 e−xn−1x d

dx

{
e(xn−1−xn−2)x d

dx

{
e(xn−2−xn−3)x . . .

d

dx
{ex1xP (x)}

}}

= a
(n−1)
0 P (x) + a

(n−1)
1 P ′(x) + . . . + a(n−1)

n P (n)(x)

possui, no máximo, o mesmo número de zeros não reais queP (x).
Para n, temos, através da hipótese de indução,

Fn(x) = a(n)
n e−xnx d

dx

{
e(xn−xn−1)x d

dx

{
e(xn−1−xn−2)x . . .

d

dx
{ex1xP (x)}

}}

= a(n)
n e−xnx d

dx

{
e(xn−xn−1)x exn−1x

a
(n−1)
n−1

Fn−1(x)

}

=
a

(n)
n

a
(n−1)
n−1

[xnFn−1(x) + F ′
n−1(x)]

=
a

(n)
n

a
(n−1)
n−1

[a
(n−1)
0 xnP (x) + (a

(n−1)
1 xn + a

(n−1)
0 )P ′(x) + . . .

+(a
(n−1)
n−1 xn + a

(n−1)
n−2 )P (n−1)(x) + a

(n−1)
n−1 P (n)(x)]
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1.3 Localização de Zeros de Funções

=
a

(n−1)
0 a

(n)
n

a
(n−1)
n−1

xnP (x) +
(a

(n−1)
1 xn + a

(n−1)
0 )

a
(n−1)
n−1

a(n)
n P ′(x) + . . .

+
(a

(n−1)
n−1 xn + a

(n−1)
n−2 )

a
(n−1)
n−1

a(n)
n P (n−1)(x) + a(n)

n P (n)(x).

Mas,

a
(n−1)
0 a

(n)
n

a
(n−1)
n−1

xn =
a

(n−1)
0

a
(n−1)
n−1

a(n)
n xn = x1x2 . . . xn−1xna

(n)
n =

a
(n)
0

a
(n)
n

a(n)
n = a

(n)
0 ,

(a
(n−1)
1 xn + a

(n−1)
0 )

a
(n−1)
n−1

a(n)
n =

a
(n−1)
1

a
(n−1)
n−1

xna(n)
n +

a
(n−1)
0

a
(n−1)
n−1

a(n)
n = [(x1x2 . . . xn−2 + . . .

+x2x3 . . . xn−1)xn + x1x2 . . . xn−1]a
(n)
n

=
a

(n)
1

a
(n)
n

a(n)
n = a

(n)
1 ,

...
(a

(n−1)
n−1 xn + a

(n−1)
n−2 )

a
(n−1)
n−1

a(n)
n =

[
xn +

a
(n−1)
n−2

a
(n−1)
n−1

]
a(n)

n = (xn + x1 + . . . + xn−1)a
(n)
n

=
a

(n)
n−1

a
(n)
n

a(n)
n = a

(n)
n−1.

Logo,
Fn(x) = a

(n)
0 P (x) + a

(n)
1 P ′(x) + . . . + a(n)

n P (n)(x)

possui, no máximo, o mesmo número de zeros não reais queFn−1(x) e, conseqüen-
temente, possui, no máximo, a mesma quantidade de zeros não reais queP (x).

Sob as mesmas hipóteses do Teorema 1.11, temos o seguinte resultado.

Corolário 1.6. Suponhamos que a0 6= 0 e consideremos a série de potências
1

a0 + a1x + . . . + anxn
= b0 + b1x + b2x

2 + . . . = B(x).

Então, o polinômio b0P (x) + b1P
′(x) + b2P

′′(x) + . . . tem, pelo menos, o mesmo
número de zeros não reais que P (x).

Demonstração: Consideremos o operador diferencialD =
d

dx
e seja

(b0 + b1D + b2D
2 + . . .)P (x) = Q(x).
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1.3 Localização de Zeros de Funções

Observe que
1

a0 + a1D + . . . + anDn
= b0 + b1D + b2D

2 + . . . .

Assim,
(

1

a0 + a1D + . . . + anDn

)
P (x) = (b0 + b1D + b2D

2 + . . .)P (x),

ou seja,

(a0 + a1D + . . . + anDn)(b0 + b1D + . . .)P (x) = P (x). (1.3.12)

Aplicando o resultado do Teorema 1.11 emQ(x), temos que

(a0 + a1D + . . . + anD
n)Q(x) = (a0 + a1D + . . . + anDn)

×(b0 + b1D + b2D
2 + . . .)P (x)

(1.3.12)
= P (x)

possui, no máximo, o mesmo número de zeros não reais queQ(x).
Logo, Q(x) possui pelo menos o mesmo número de zeros não reais queP (x),

onde Q(x) = b0P (x) + b1P
′(x) + b2P

′′(x) + . . . .

Sejam P (x) ∈ IPn e α 6∈ [−n, 0], α inteiro.
Suponhamos que P (x) tenha Z zeros reais e n− Z zeros não reais.
Seja Q(x) = xαP (x). Observe que Q(x) ∈ IPn+α, onde x = 0 é zero de Q(x)

com multiplicidade α e os zeros restantes são os zeros de P (x).
Temos que

Q′(x) = xα−1[αP (x) + xP ′(x)] ∈ IPn+α−1

possui x = 0 como raiz, cuja multiplicidade é α − 1. Através do Teorema 1.9,
segue que Q′(x) possui, no máximo, o mesmo número de zeros não reais queQ(x).
Como Q(x) possui n − Z zeros não reais, segue que Q′(x) possui, no máximo,
n− Z zeros não reais. Mas os zeros não reais deQ′(x) são os zeros não reais de
αP (x)+xP ′(x). Logo, αP (x)+xP ′(x) possui, no máximo, n−Z zeros não reais.

Portanto, acabamos de provar o seguinte resultado.
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1.3 Localização de Zeros de Funções

Corolário 1.7. O polinômio αP (x)+xP ′(x) possui, no máximo, o mesmo número
de zeros não reais que P (x).

Consideremos uma curva y = f(x) ∈ Ci[a, b]. Se f(x) cruza uma reta em
três pontos distintos de [a, b], então, entre as intersecções, existe pelo menos um
ponto de in�exão.

De fato, sejam ϕ(x) = f(x) − (cx + d) e a ≤ x1 < x2 < x3 ≤ b os pontos de
intersecção entre a curva f(x) e a reta cx+d. Então, ϕ(x1) = ϕ(x2) = ϕ(x3) = 0.
Logo, ϕ′(x) tem pelo menos um zero no interior de cada intervalo(x1, x2) e (x2, x3)

e, então, ϕ′′(x) = f ′′(x) tem uma mudança de sinal entre x1 e x3, ou seja, existe
pelo menos um ponto de in�exão entre x1 e x3.

De maneira geral,

Teorema 1.12. Se uma função f ∈ Cn+1[a, b] coincide com um polinômio de
grau n − 1 em n + 1 pontos a ≤ x1 < x2 < . . . < xn+1 ≤ b, então a n-ésima
derivada se anula em um ponto do intervalo (x1, xn+1).

Demonstração: Sejam ϕ(x) = f(x) − (a0 + a1x + . . . + an−1x
n−1) e x1 < x2

< . . . < xn+1 os pontos de intersecção, ou seja, ϕ(x1) = ϕ(x2) = . . . = ϕ(xn+1)

= 0.
Aplicando o Teorema 1.5, temos que ϕ′(x) contém pelo menos um zero no

interior de cada intervalo (x1, x2), (x2, x2), . . . , (xn, xn+1). Aplicando o Teorema
1.5 mais n − 1 vezes, temos que ϕ(n) = f (n) tem pelo menos um zero entre x1 e
xn+1.

Portanto, existe ξ ∈ (x1, xn+1) tal que ϕ(n)(ξ) = f (n)(ξ) = 0.

Teorema 1.13. Seja 0 < a < b. Se f(x) ∈ Cn+1[a, b] se anula em n + 1 pontos
de [a, b] e se todos os zeros do polinômio com coe�cientes reais

P (x) = a0 + a1x + . . . + anxn
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1.3 Localização de Zeros de Funções

são reais, então existe um ponto ξ ∈ [a, b] tal que

a0f(ξ) + a1f
′(ξ) + . . . + anf (n)(ξ) = 0.

Demonstração: Seja a função

F (x) = ane
−xnx d

dx

{
e(xn−xn−1)x d

dx

{
e(xn−1−xn−2)x . . .

d

dx
{ex1xf(x)}

}}
,

onde x1, x2, . . . , xn são os zeros de P (x).
Do Teorema 1.11, concluímos que

F (x) = a0f(x) + a1f
′(x) + . . . + anf

(n)(x).

Como f(x) e ex1xf(x) possuem os mesmos zeros (se anulam emn+1 pontos
de [a, b]), segue, do Teorema 1.6, que d

dx
(ex1xf(x)) possui pelo menos n zeros em

[a, b].
Como d

dx
(ex1xf(x)) e e(x1−x2)x d

dx
(ex1xf(x)) possuem os mesmos zeros, então

d

dx

{
e(x1−x2)x d

dx
(ex1xf(x))

}
possui pelo menos n− 1 zeros em [a, b].

Continuando este processo, como

d

dx

{
e(xn−1−xn−2)x d

dx

{
e(xn−2−xn−3)x . . .

d

dx
{ex1xf(x)}

}}

e
e(xn−xn−1)x d

dx

{
e(xn−1−xn−2)x d

dx

{
e(xn−2−xn−3)x . . .

d

dx
{ex1xf(x)}

}}

possuem os mesmos zeros (possuem pelo menos dois zeros em [a, b]), segue que

ane−xnx d

dx

{
e(xn−xn−1)x d

dx

{
e(xn−1−xn−2)x . . .

d

dx
{ex1xf(x)}

}}
= F (x)

possui pelo menos um zero em [a, b]. Portanto, existe ξ ∈ [a, b] tal que
F (ξ) = a0f(ξ) + a1f

′(ξ) + . . . + anf
(n)(ξ) = 0.
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Capítulo 2

Resultados Clássicos sobre Zeros de
Polinômios Algébricos e
Trigonométricos

Neste capítulo, estudaremos importantes resultados que nos indicam regiões
onde estão localizados os zeros de polinômios.

2.1 Limitantes para as Raízes

A regra de Cauchy é um importante resultado para se determinar um disco
que contém todas as raízes de um polinômio com coe�cientes complexos.

Teorema 2.1 (Cauchy). Seja P (z) = a0 + a1z + . . .+ an−1z
n−1 + zn um polinô-

mio algébrico com coe�cientes complexos e a0 6= 0, e seja r a única raiz positiva
da equação

tn − |an−1|tn−1 − . . .− |a1|t− |a0| = 0. (2.1.1)

Então, todos os zeros da equação P (z) = 0 encontram-se no disco |z| ≤ r.

Demonstração: Primeiramente, demonstremos que a equação (2.1.1) tem um
único zero positivo.
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2.1 Limitantes para as Raízes

Observe que, para t > 0, (2.1.1) passa a ser

tn = |an−1|tn−1 + . . . + |a1|t + |a0|

ou, equivalentemente,

1 = |an−1|1
t

+ . . . + |a1| 1

tn−1
+ |a0| 1

tn
. (2.1.2)

A função do lado direito de (2.1.2) é estritamente decrescente em(0,∞), tem
valores arbitrariamente grandes quando t está próximo de zero e converge para 0

quando t → ∞. Logo, o grá�co desta função cruza o grá�co da função y(t) = 1

uma única vez em um ponto r de (0,∞).
Consideremos f(t) = tn−|an−1|tn−1−. . .−|a1|t−|a0|. Pela observação acima,

f(t) tem uma única raiz positiva, que é o ponto r. Como lim
t→∞

f(t) = ∞, então,
se f(t) ≤ 0 para algum x > 0, temos x ≤ r.

Supondo que P (z) = 0 para algum z, então

zn = −an−1z
n−1 − . . .− a1z − a0

e, conseqüentemente,

|z|n = |an−1z
n−1 + . . . + a1z + a0| ≤ |an−1||z|n−1 + . . . + |a1||z|+ |a0|.

A última desigualdade mostra que f(|z|) ≤ 0 e, de acordo com o que já
demonstramos acima, |z| ≤ r.

O teorema a seguir determina um anel que contém todas as raízes de um
polinômio complexo.

Teorema 2.2. Sejam P (z) = a0 + a1z + . . . + anzn (a0, an 6= 0) um polinômio
com coe�cientes complexos, M = max

0≤i≤n−1
|ai| e M ′ = max

1≤i≤n
|ai|. Então, todos os

zeros de P (z) satisfazem

|a0|
|a0|+ M ′ < |z| < 1 +

M

|an| .
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Demonstração: Consideremos |z| > 1. Então,

|P (z)| = |a0 + a1z + . . . + anz
n| = |anzn − (−an−1z

n−1 − . . .− a1z − a0)|
≥ |anzn| − |an−1z

n−1 + . . . + a1z + a0|
≥ |an||zn| − (|an−1||zn−1|+ . . . + |a1||z|+ |a0|)

≥ |an||z|n −M(|z|n−1 + . . . + |z|+ 1) = |an||z|n
(

1− M

|an|
n∑

k=1

|z|−k

)

> |an||z|n
(

1− M

|an|
∞∑

k=1

|z|−k

)
= |an||z|n

[
1− M

|an|

(
1

1− 1
|z|
− 1

)]

= |an||z|n
(

1− M

|an|(|z| − 1)

)
= |an||z|n

[ |z| − (1 + M
|an|)

|z| − 1

]
.

Se |z| > 1 +
M

|an| , então |P (z)| > 0, ou seja, P (z) 6= 0 para todo z tal que

|z| > 1 +
M

|an| . Logo, um limitante superior para o módulo das raízes deP (z) é

|z| < 1 +
M

|an| .
Vamos determinar, agora, um limitante inferior.
Seja Q(z) = znP

(
1

z

)
= an + an−1z + . . . + a0z

n. Aplicando o resultado

obtido acima, temos que os zeros de Q(z) encontram-se em |z| < 1 +
M ′

|a0| . Mas,

considerando zk um zero de Q(z), temos que 1

zk

é zero de P (z) e, então,

1

|zk| < 1 +
M ′

|a0| ,

ou seja,
|zk| > |a0|

|a0|+ M ′ .

Logo, todos os zeros de P (z) encontram-se no disco
|a0|

|a0|+ M ′ < |z| < 1 +
M

|an| .

Considerando um polinômio com coe�cientes reais cuja seqüência dos coe�-
cientes é decrescente, o resultado a seguir determina um disco que contém todos
os zeros desse polinômio.
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Teorema 2.3. Seja P (z) = a0+a1z+. . .+anzn um polinômio de grau exatamente
n, tal que a0 ≤ a1 ≤ . . . ≤ an−1 ≤ an e a0, an 6= 0. Então, todos os zeros de P (z)

encontram-se no disco
|z| ≤ an − a0 + |a0|

|an| .

Demonstração: Seja R(z) = znQ

(
1

z

)
, onde

Q(z) = anzn+1 + (1− z)P (z) = a0 +
n∑

k=1

(ak − ak−1)z
k.

Então, para |z| ≤ 1,

|R(z)| =

∣∣∣∣znQ

(
1

z

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣a0z
n +

n∑

k=1

(ak − ak−1)z
n−k

∣∣∣∣∣

≤ |a0||z|n +

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

(ak − ak−1)z
n−k

∣∣∣∣∣ ≤ |a0|+
n∑

k=1

(ak − ak−1)

= |a0|+ an − a0.

Logo,
∣∣∣∣Q

(
1

z

)∣∣∣∣ ≤
|a0|+ an − a0

|z|n e, assim, obtemos que |Q(z)|

≤ (|a0|+ an − a0)|z|n, onde |z| ≥ 1.
Observe que, para |z| ≥ 1,

|(z − 1)P (z)| = |anzn+1 −Q(z)| ≥ |an||z|n+1 − |Q(z)|
≥ |an||z|n+1 − (|a0|+ an − a0)|z|n

= |z|n[|an||z| − (|a0|+ an − a0)]

= |z|n|an|
[
|z| −

( |a0|+ an − a0

|an|
)]

.

Como an − a0 = |an − a0|, então r =
|a0|+ an − a0

|an| ≥ 1. Observe que para
|z| > r, |(z − 1)P (z)| > 0. Portanto, P (z) não possui zeros em |z| > r.

Veremos, a seguir, uma regra proposta por Lagrange para determinar um
limitante superior para as raízes positivas de uma equação algébrica com coe-
�cientes reais. Tal regra pode ser utilizada para determinar, por exemplo, um
limitante superior para a raiz r do Teorema 2.1.
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Teorema 2.4. Sejam P (x) = a0+a1x+ . . .+anxn um polinômio com coe�cientes
reais, an 6= 0, an > 0, k o índice do primeiro coe�ciente negativo eA o valor abso-
luto do coe�ciente negativo de maior valor absoluto da seqüência{a0, a1, . . . , an}.
Então, qualquer raiz positiva x de P (t) = 0 satisfaz à desigualdade

x < 1 + n−k

√
A

an

.

Demonstração: Suponhamos que x ≥ 1 + n−k

√
A

an

:= ρ. Então,

P (x) = a0 + a1x + . . . + akx
k + . . . + anxn

≥ a0 + a1x . . . + akx
k + anx

n (ai ≥ 0 para i = k − 1, . . . , n)

≥ anxn − A(xk + . . . + x + 1)

= anxn − A

(
xk+1 − 1

x− 1

)

> anxn − A
xk+1

x− 1

(
1

x− 1
> 0

)

=
xk+1

x− 1
[anxn−(k+1)(x− 1)− A]

>
xk+1

x− 1
[an(x− 1)n−k − A].

Mas, por hipótese,
x ≥ 1 + n−k

√
A

an

,

e, então, (x − 1)n−k ≥ A

an

. Logo, an(x − 1)n−k − A ≥ 0. Portanto, para x ≥ ρ,
temos P (x) > 0. Assim, todas as raízes positivas da equação P (x) = 0 são
menores que ρ.

Observe que, tendo disponível um método para se determinar um limitante
superior para as raízes positivas, podemos achar um limitante inferior para as
raízes negativas e, então, localizar em um intervalo [m,M ] todas as raízes reais
de uma equação algébrica. Isto pode ser feito através da mudança de variáveis
x = −t. De fato, sejam −x1 < . . . < −xj < 0 as raízes negativas de P (x) = 0.
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Consideremos o polinômioQ(t) = P (−t). É claro que 0 < xj < . . . < x1 serão os
zeros positivos da equação Q(t) = 0. Pela regra de Lagrange, podemos calcular
ρ > 0 tal que xj < . . . < x1 < ρ. Portanto, −ρ < −x1 < . . . < −xj < 0 e,
conseqüentemente, −ρ será um limite inferior para as raízes negativas deP .

De maneira análoga, através das mudanças x =
1

t
e x = −1

t
, obtemos um

limitante inferior para as raízes positivas e um limitante superior para as raízes
negativas da equação P (x) = 0.

A seguir, vamos ver mais um resultado clássico sobre a localização de raízes
de um polinômio, que é o Teorema de Eneström-Kakeya.

Teorema 2.5 (Eneström-Kakeya). Seja P (z) = a0 + a1z + . . . + anz
n um po-

linômio cujos coe�cientes ai, i = 0, 1, . . . , n, satisfazem a0 > a1 > . . . > an > 0.
Então, P (z) não possui zeros no círculo unitário |z| ≤ 1.

Demonstração: Observe que, para |z| ≤ 1, z 6= 1,

|(1− z)P (z)| = |(1− z)(a0 + a1z + . . . + anzn)|

=

∣∣∣∣∣a0 − anzn+1 −
n∑

k=1

(ak−1 − ak)z
k

∣∣∣∣∣
≥ |a0| − |(a0 − a1)z + . . . + (an−1 − an)zn + anz

n+1|. (2.1.3)

Mas, (a0 − a1)z, (a1 − a2)z
2, . . . , anzn+1 não podem todos ter o mesmo

argumento. De fato, se z = a + ib e θ1 é o argumento de z, então tg θ1 =
b

a
.

Temos, também, z2 = a2− b2 + 2abi e tg θ2 =
2ab

a2 − b2
, onde θ2 é o argumento de

z2. Se z e z2 tiverem o mesmo argumento, então

b

a
=

2ab

a2 − b2
,

e chegamos que a2 = −b2, o que é um absurdo. Logo, θ1 6= θ2 e, assim, de (2.1.3)
obtemos

|(1− z)P (z)| > a0 − (a0 − a1)− . . .− (an−1 − an)− an = 0.
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Portanto, (1− z)P (z) 6= 0 para todo z tal que |z| ≤ 1 e z 6= 1, ou seja, P (z)

não possui zeros no círculo unitário |z| ≤ 1.

Através desse teorema, podemos determinar um polinômio que possui somente
zeros no círculo unitário. De fato, consideremos

Q(z) = znP

(
1

z

)
= an + an−1z + . . . + a0z

n,

onde an > an−1 > . . . > a0 > 0 e P (z) é dado como no teorema anterior. Pelo
Teorema de Eneström-Kakeya,Q(z) não tem zeros no círculo unitário. Como zk

é zero de Q(z) tal que |zk| ≥ 1, então ηk =
1

zk

é zero de P (z). Mas |ηk| < 1. Logo,
quando an > an−1 > . . . > a0 > 0, os zeros do polinômio P (z) encontram-se no
círculo unitário |z| < 1.

Vamos, agora, tratar de problemas relacionados à determinação do número de
zeros reais de um polinômio algébrico num intervalo [a, b]. O lema a seguir, que
a�rma que, se c é qualquer raiz da equação f(x) = 0, a função f e sua derivada
têm sinais opostos antes e o mesmo sinal depois dessa raiz, tem um importante
papel no cálculo de limitantes para este número.

Lema 2.1. Seja f uma função que possui derivadas contínuas até a ordemk em
uma vizinhança U do ponto c. Consideremos

f(c) = f ′(c) = . . . = f (k−1)(c) = 0 e f (k)(c) 6= 0.

Então, para todo ε > 0 su�cientemente pequeno, temos

f(c + ε)f ′(c + ε) > 0

f(c− ε)f ′(c− ε) < 0.

Demonstração: Pela fórmula de Taylor temos que, para todoh su�cientemente
pequeno tal que c + h e c− h pertencem a U ,

f(c + h) = f(c) +
f ′(c)
1!

h +
f ′′(c)

2!
h2 + . . . +

f (k−1)(c)

(k − 1)!
hk−1 +

f (k)(c + θh)

k!
hk,
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com θ ∈ (0, 1).
Da mesma forma,

f ′(c + h) = f ′(c) +
f ′′(c)

1!
h +

f ′′′(c)
2!

h2 + . . . +
f (k−2)(c)

(k − 2)!
hk−2 +

f (k)(c + θ1h)

(k − 1)!
hk−1,

onde θ1 ∈ (0, 1).
Como f (j)(c) = 0 para j = 0, 1, . . . , k − 1, então

f(c + h)

f ′(c + h)
=

f (k)(c + θh)

f (k)(c + θ1h)

h

k
.

Mas f (k)(t) 6= 0. Desde que f (k)(t) é uma função contínua, existe uma
vizinhança U1 de c tal que f (k)(t) 6= 0 para todo t ∈ U1. Além disso,
sinal(f (k)(t)) = sinal(f (k)(c)), para todo t ∈ U1. Em particular, para h su�-
cientemente pequeno, sinal(f (k)(c + θh)) = sinal(f (k)(c + θ1h)). Logo,

sinal

(
f(c + h)

f ′(c + h)

)
= sinal(h).

Assim, fazendo h = ε e h = −ε, ε > 0, obtemos a a�rmação do lema.

Seja P (x) = a0 + a1x + . . . + anxn. Aplicando o algoritmo de Euclides para
encontrar o maior fator comum entreP (x) e P ′(x), obtemos

P (x) = P ′(x)Q0(x)−R1(x)

P ′(x) = R1(x)Q1(x)−R2(x)

R1(x) = R2(x)Q2(x)−R3(x)

...

Rk−2(x) = Rk−1(x)Qk−1(x)−Rk(x).

Neste processo, tomamos o resto da divisão com sinal negativo. Observe que
os graus dos polinômios Ri(x), i = 1, 2, . . . , k, são estritamente decrescentes.
A divisão é repetida até obtermos o resto Rk(x) de grau zero, ou seja, uma
constante. Se esta constante é nula, entãoRk−1(x) é o fator comum entre P (x)
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e P ′(x). Se Rk(x) 6= 0, então P (x) e P ′(x) não têm fatores em comum diferentes
de constante e, conseqüentemente, o algoritmo de Euclides produz a seqüência
{P (x), P ′(x), R1(x), . . . , Rk(x)} com Rk(x) 6= 0.

Seja [a, b] um intervalo qualquer e suponhamos queRk(x) é um fator comum
entre P (x) e P ′(x) e, também, queRk(x) 6= 0 em (a, b). Por outro lado,Rk(x) 6= 0

em [a, b] se, e somente se, P (x) não tem zeros múltiplos em [a, b]. De fato, se
ξ é um zero de P (x) com multiplicidade m, então ξ é um zero de P ′(x) com
multiplicidade m− 1. Então, P (x) e P ′(x) têm um fator comum (x− ξ)m−1, com
ξ ∈ [a, b]. Reciprocamente, se P (x) não tem zeros múltiplos em [a, b], então o
fator comum entre P (x) e P ′(x) não tem zeros em [a, b].

Dizemos que {P (x), P ′(x), R1(x), . . . , Rk(x)} é a seqüência de Sturm gerada
pelo algoritmo de Euclides aplicado aP (x) e P ′(x).

Lema 2.2. Quando P (x) não tem zeros múltiplos em [a, b], a seqüência
{P (x), P ′(x), R1(x), . . . , Rk(x)} satisfaz às seguintes propriedades:

1. Se P (c) = 0, então P (c − ε) e P ′(c − ε) têm sinais opostos e P (c + ε) e
P ′(c + ε) têm o mesmo sinal para todo ε > 0 su�cientemente pequeno;

2. Se Ri(c) = 0 para algum i, i = 0, 1, . . . , k−1, então Ri−1(c) e Ri+1(c) não se
anulam e possuem sinais opostos, ondeR−1(x) := P (x) e R0(x) := P ′(x);

3. Rk(x) 6= 0 em [a, b].

Demonstração: A primeira condição segue do Lema 2.1.
A segunda a�rmação é conseqüência imediata da relação

Ri−1(x) = Ri(x)Qi(x) − Ri+1(x) para x = c. Como Ri(c) = 0, obtemos
Ri−1(x) = −Ri+1(x). Se um desses dois números é zero, então, pela relação
de recorrência, Ri−1(c) = Ri−2(c) = . . . = R1(c) = P ′(c) = P (c) = 0. Assim, c

seria zero múltiplo de P (x), o que leva a uma contradição. A terceira condição
segue do fato de P (x) não ter zeros múltiplos em [a, b].
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Teorema 2.6 (Sturm). Sejam P (x) um polinômio algébrico de grau n que não
possui zeros múltiplos em [a, b] e Z o número de zeros de P (x). Então,

Z = S−(P (a), P ′(a), R1(a), . . . , Rk(a))− S−(P (b), P ′(b), R1(b), . . . , Rk(b)).

Demonstração: Quando x se move de a até b, vamos acompanhar a variação do
número S−(P (x), P ′(x), R1(x), . . . , Rk(x)). Como todas as funções dessa seqüên-
cia são polinômios algébricos e, portanto, funções contínuas, então a mudança do
número S−(P (x), P ′(x), R1(x), . . . , Rk(x)) pode ocorrer somente quando x passa
por uma raiz de uma das funções P (x), P ′(x), R1(x), . . . , Rk−1(x).

Vamos supor que exista c ∈ [a, b] tal que P (c) = 0. Então, para ε > 0 su�-
cientemente pequeno, P (c− ε) e P ′(c− ε) têm sinais opostos e P (c+ ε) e P ′(c+ ε)

têm o mesmo sinal. Conseqüentemente, entreP (x) e P ′(x) existe uma mudança
de sinal antes de c e esta mudança desaparece depois de c. Portanto, o número
S−(P (x), P ′(x), R1(x), . . . , Rk(x)) diminui de uma unidade quando x passa pela
raiz de P .

Observe agora o que acontece quando x passa por uma raiz de Ri(x) para
algum i = 0, 1, . . . , k − 1. Seja, então, Ri(c) = 0. Pela propriedade 2. do
Lema 2.2, Ri−1(c) 6= 0, Ri+1(c) 6= 0 e Ri−1(c)Ri+1(c) < 0. Isto signi�ca que
Ri−1(x)Ri+1(x) < 0 para todo x numa vizinhança su�cientemente pequena de
c e, portanto, S−(Ri−1(x), Ri(x), Ri+1(x)) = 1 para todo x desta vizinhança.
Isto mostra que quando x passa por um zero de uma função intermediária da
seqüência de Sturm, o número de mudanças S−(P (x), P ′(x), R1(x), . . . , Rk(x))

não muda. Portanto, S−(P (x), P ′(x), R1(x), . . . , Rk(x)) diminui de uma unidade
somente quando x passa por um zero de P (x). Conseqüentemente, o número
de mudanças de sinal perdidas quando x percorre o intervalo [a, b] é exatamente
igual ao número de zeros de P (x) em [a, b].

Observe que a demonstração do Teorema de Sturm é baseada somente nas
propriedades 1., 2., e 3. da seqüência {P (x), P ′(x), R1(x), . . . , Rk(x)}. Portanto,
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o mesmo resultado pode ser obtido sobre o número de zeros deP se considerarmos
uma outra seqüência {P (x), P0(x), P1(x), . . . , Pk(x)} que satisfaz às exigências do
Lema 2.2. Tal seqüência é chamada de seqüência de Sturm generalizada. Então,
se {P (x), P0(x), P1(x), . . . , Pk(x)} é uma seqüência de Sturm generalizada eP (x)

não possui zeros múltiplos em [a, b], o número de zeros de P (x) em [a, b] é exata-
mente igual a S−(P (a), P0(a), . . . , Pk(a))− S−(P (b), P0(b), . . . , Pk(b)).

Aplicando esta observação vamos mostrar que para qualquer polinômioP (x),
independente de ter ou não zeros múltiplos em [a, b], o número
S−(P (a), P0(a), . . . , Pk(a)) − S−(P (b), P0(b), . . . , Pk(b)) é exatamente igual ao
número de pontos distintos de [a, b] onde P (x) se anula. De fato, se P (x) não tem
zeros múltiplos, o resultado segue do Teorema de Sturm, já que esta é a a�rmação
de tal teorema. Suponhamos, agora, que P (x) possui zeros múltiplos em [a, b].
Então, P (x) e P ′(x) têm um fator comum Rk(x) que não é constante e também
é fator de R1(x), . . . , Rk(x). Por isto, as funções da seqüência

{
P (x)

Rk(x)
,
P ′(x)

Rk(x)
, . . . ,

Rk−1(x)

Rk(x)
,
Rk(x)

Rk(x)

}
(2.1.4)

são de�nidas em [a, b] e satisfazem às propriedades do Lema 2.2. Então, (2.1.4)
é uma seqüência de Sturm para P̃ (x) :=

P (x)

Rk(x)
e, pelo Teorema de Sturm,

S := S−
(

P (a)

Rk(a)
,
P ′(a)

Rk(a)
, . . . , 1

)
− S−

(
P (b)

Rk(b)
,
P ′(b)
Rk(b)

, . . . , 1

)

é o número de raízes simples de P (x)

Rk(x)
em [a, b], isto é, o número de zeros deP (x)

em [a, b]. Desde que o número de mudanças de sinal na seqüência (2.1.4) é igual
ao número de mudanças de sinal na seqüência {P (x), P ′(x), R1(x), . . . , Rk(x)},
então S = S−(P (a), P ′(a), R1(a), . . . , Rk(a)) − S−(P (b), P ′(b), R1(b), . . . , Rk(b)).
Conseqüentemente, o Teorema de Sturm, aplicado a qualquer polinômioP fornece
o número de raízes de P em [a, b] sem contar suas multiplicidades.

Uma das desvantagens do Teorema de Sturm é a construção da seqüência,
pois exige divisão de polinômios algébricos.
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2.2 Regra de Sinais de Descartes

2.2 Regra de Sinais de Descartes

Faremos, a seguir, algumas considerações sobre mudanças de sinal de se-
qüências, importantes para demonstrarmos, mais adiante, a Regra de Sinais de
Descartes.

Tal regra, apresentada há mais de 350 anos pelo famoso matemático e �lósofo
francês Renet Descartes, estima o número de zeros positivos de um polinômio
através do número de mudanças de sinal da seqüência de seus coe�cientes.

Sejam, então, P (x) = a0 + a1x + . . . + anx
n e α > 0.

É claro que as seqüências dos coe�cientes dos polinômiosP (x) e P (αx) têm
o mesmo número de mudanças de sinal uma vez que

S−(a0, a1, . . . , an) = S−(a0, αa1, α
2a2, . . . , α

nan). (2.2.5)

Como P (−x) = a0 − a1x + . . . + (−1)nanxn, então

S−(a0, a1, . . . , an) + S−(a0,−a1, . . . , (−1)nan) ≤ n. (2.2.6)

De fato, sejam Z+ o número de zeros positivos de P (x) e Z− o número de
zeros positivos de P (−x). Como os zeros positivos de P (−x) são os zeros nega-
tivos de P (x), segue que Z+ + Z− ≤ n.

Mas, pelo Teorema 1.4, concluímos que Z+ − S−(a0, a1, . . . , an) ≥ 0 e
Z− − S−(a0,−a1, . . . , (−1)nan) ≥ 0. Somando essas duas inequações, obtemos

Z+ + Z− − [
S−(a0, a1, . . . , an) + S−(a0,−a1, . . . , (−1)nan)

] ≥ 0,

ou
n− [

S−(a0, a1, . . . , an) + S−(a0,−a1, . . . , (−1)nan)
] ≥ 0.

Logo, S−(a0, a1, . . . , an) + S−(a0,−a1, . . . , (−1)nan) ≤ n e, aplicando (1.3.9)
sobre os coe�cientes de P (αx), obtemos

S−(a0, αa1 − a0, α(αa2 − a1), . . . ,−αnan) > S−(a0, αa1, α
2a2, . . . , α

nan)

= S−(a0, a1, a2, . . . , an).
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Como α > 0, de (1.1.5) e (2.2.5), concluímos que

S−(a0, αa1− a0, α(αa2− a1), . . . ,−αnan) = S−(αa0, αa1− a0, αa2− a1, . . . ,−an).

Logo,

S−(αa0, αa1 − a0, αa2 − a1, . . . ,−an) > S−(a0, a1, . . . , an). (2.2.7)

Consideremos, agora, P (x) uma série de potências representada por
P (x) = a0 + a1x + a2x

2 + . . . . Seja Q(x) = (α − x)P (x)

= αa0 + (αa1 − a0)x + (αa2 − a1)x
2 + . . .. Então, para as séries de potências

P (x) e Q(x) segue, imediatamente de (2.2.7), que

S−(αa0, αa1 − a0, αa2 − a1, . . . ,−an) ≥ S−(a0, a1, . . . , an). (2.2.8)

Mostremos, agora, que

S−(αa0, αa1 + a0, αa2 + a1, . . .) ≤ S−(a0, a1, a2, . . .). (2.2.9)

Para α = 1, temos

(1 + x)(a0 + a1x + a2x
2 + . . .) = a0 + (a1 + a0)x + (a2 + a1)x

2 + . . . ,

o que, de (1.1.3), nos dá

S−(a0, a1 + a0, a2 + a1, . . .) ≤ S−(a0, a1, a2, . . .).

Como α > 0, S−(a0, αa1, α
2a2, . . .) = S−(a0, a1, a2, . . .).

Então, novamente por (1.1.3), S−(a0, αa1 + a0, α(αa2 + a1), . . .)

≤ S−(a0, αa1, α
2a2, . . .).

Mas, de (1.1.5), S−(a0, αa1 + a0, α(αa2 + a1), . . .) = S−(αa0, αa1 + a0,

αa2 + a1, . . .). Logo,

S−(αa0, αa1 + a0, αa2 + a1, . . .) ≤ S−(a0, αa1, α
2a2, . . .) = S−(a0, a1, a2, . . .).

Considerando a série de potências
a0 + a1x + a2x

2 + . . .

1− x
= a0 + (a0 + a1)x + (a0 + a1 + a2)x

2 + . . . ,
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concluímos, de (1.1.6), que

S−(a0, a0 + a1, a0 + a1 + a2, . . .) ≤ S−(a0, a1, a2, . . .). (2.2.10)

Sejam p1, p2, . . . , pn números positivos e a série de potências

a0 +
a1x

(p1 − x)
+

a2x
2

(p1 − x)(p2 − x)
+ . . . +

anxn

(p1 − x)(p2 − x) . . . (pn − x)

= A0 + A1x + A2x
2 + . . .

convergente para x su�cientemente pequeno.
Suponhamos que apenas um dos coe�cientes de{a0, a1, . . . , an}, por exemplo

aα, é não nulo. Então,

aαxα

(p1 − x) . . . (pα − x)
= aαxα 1

(p1 − x)

1

(p2 − x)
. . .

1

(pα − x)

= aαxα 1

p1

(
1− x

p1

) 1

p2

(
1− x

p2

) . . .
1

pα

(
1− x

pα

)

=
aαxα

p1 . . . pα

( ∞∑
i=0

(
x

p1

)i
)( ∞∑

i=0

(
x

p2

)i
)

. . .

( ∞∑
i=0

(
x

pα

)i
)

=
aαxα

p1 . . . pα

(
1 +

x

p1

+
x2

p2
1

+ . . .

)
. . .

(
1 +

x

pα

+
x2

p2
α

+ . . .

)

= Aαxα + . . . .

Observe que este produto não possui mudanças de sinal, pois
p1, p2, . . . , pα são positivos. Então, S−(aα) = S−(Aα, Aα+1, . . .).

Suponhamos, agora, que o resultado seja válido para todas as seqüências que
contêm um número menor de termos não nulos que{a0, a1, . . . , an}.

Seja aα, 0 ≤ α < n, o primeiro termo não nulo de {a0, a1, . . . , an}. Então,

0 +
aα+1x

(pα+1 − x)
+

aα+2x
2

(pα+1 − x)(pα+2 − x)
+ . . . +

anxn−α

(pα+1 − x) . . . (pn − x)

= 0 + B1x + B2x
2 + . . . .

Mas,
S−(B1, B2, . . .) ≤ S−(aα+1, aα+2, . . . , an).
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Se aβ é o primeiro termo não nulo da seqüência {aα+1, aα+2, . . . , an}, então

S−(a0, a1, . . . , aα, . . . , an) = S−(aα+1, aα+2, . . . , an) +
1− sinal(aαaβ)

2
.

O primeiro termo não nulo da seqüência {B1, B2, . . .} tem o mesmo sinal de
aβ. Considerando a seqüência {aα, B1, B2, . . .}, obtemos

S−(aα, B1, B2, . . .) = S−(B1, B2, . . .) +
1− sinal(aαaβ)

2
.

Observe que

aαxα

(p1 − x) . . . (pα − x)
+ . . . +

anxn

(p1 − x) . . . (pn − x)
= A0 + A1x + . . . .

Logo,

(A0 + A1x + . . .)(p1 − x) . . . (pα − x) = aαxα +
aα+1x

α+1

(pα+1 − x)
+ . . .

+
anxn

(pα+1 − x) . . . (pn − x)

= aαxα + B1x
α+1 + B2x

α+2 + . . .

e, então,

(A0 + A1x + . . .)(p1 − x) . . . (pα − x) = xα(aα + B1x + B2x
2 + . . .).

De (2.2.8),

S−(A0, A1, . . .) ≤ S−(B1, B2, . . .) +
1− sinal(aαaβ)

2

≤ S−(aα+1, aα+2, . . . , an) +
1− sinal(aαaβ)

2

= S−(a0, a1, . . . , aα, . . . , an).

Portanto,
S−(a0, a1, . . . , an) ≥ S−(A0, A1, A2, . . .). (2.2.11)

Estamos, agora, em condições de demonstrar o teorema a seguir.
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Teorema 2.7 (Regra de Sinais de Descartes). Seja Z+ o número de zeros
positivos do polinômioP (x) = a0+a1x+. . .+anxn. Então, S−(a0, a1, . . . , an)−Z+

é um número par não negativo.

Demonstração: Demonstremos, primeiramente, que S−(a0, a1, . . . , an)− Z+ ≥
0. Sejam x1, x2, . . . , xZ+ os zeros positivos de P (x). Então,

P (x) = r(x)(x− x1)(x− x2) . . . (x− xz+)

= r(x)(−1)Z+

(x1 − x)(x2 − x) . . . (xZ+ − x)

= q(x)(x1 − x)(x2 − x) . . . (xZ+ − x),

onde q(x) é um polinômio de grau n− Z+ com coe�cientes reais.
De acordo com (2.2.7), como

(α− x)(a0 + a1x + . . . + anx
n) = αa0 + (αa1 − a0)x + . . .− anx

n+1,

temos que o número de mudanças de sinal de q(x) é maior ou igual a zero, o
de q(x)(x1 − x) é maior ou igual a um, o de q(x)(x1 − x)(x2 − x) é maior ou
igual a dois e, assim por diante, chegamos que o número de mudanças de sinal de
q(x)(x1 − x) . . . (xZ+ − x) = P (x) é maior ou igual a Z+. Portanto,

S−(a0, a1, . . . , an)− Z+ ≥ 0.

Demonstremos, agora, que S−(a0, a1, . . . , an)− Z+ é um número par. Sejam
aα o primeiro e aω o último coe�ciente não nulo de P (x), α < ω e 0 < ξ < x1

≤ x2 ≤ . . . ≤ xZ+ < X < ∞.
Considerando ξ su�cientemente próximo de 0 e X tendendo a in�nito, temos

que
sinal (P (ξ)) = sinal(aα) 6= 0, sinal (P (X)) = sinal(aω) 6= 0.

Pelo Teorema 1.3 e Corolário 1.2,Z+ é par (ou ímpar) se P (ξ) e P (X) têm o
mesmo sinal (ou sinais opostos) e S−(a0, a1, . . . , an) é par (ou ímpar) se aα e aω

têm o mesmo sinal (ou sinais opostos).
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Como a diferença entre números pares é par e a diferença entre números
ímpares é também par, segue que S−(a0, a1, . . . , an)− Z+ é um número par.

O resultado a seguir é mais geral que o teorema anterior e nos dá a Regra de
Sinais de Descartes para séries de potências.

Teorema 2.8. Sejam ρ o raio de convergência da série de potências
P (x) = a0 + a1x + a2x

2 + . . . e Z+ o número de zeros de P (x) em 0 < x < ρ.
Então,

S−(a0, a1, a2, . . .)− Z+ ≥ 0.

Demonstração: Sejam x1, x2, . . . , xZ+ os zeros de P (x) em 0 < x < ρ. Então,

P (x) = q(x)(x1 − x)(x2 − x) . . . (xZ+ − x),

onde q(x) = q0 + q1x + q2x
2 + . . ..

De (2.2.8), o número de mudanças de sinal de q(x) é maior ou igual a zero,
o de q(x)(x1 − x) é maior ou igual a um, o de q(x)(x1 − x)(x2 − x) é maior ou
igual a dois e, então, o número de mudanças de sinal deq(x)(x1−x) . . . (xZ+−x)

= P (x) é maior ou igual a Z+. Portanto, S−(a0, a1, a2, . . .)− Z+ ≥ 0.

A série a seguir é um exemplo onde S−(a0, a1, a2, . . .) − Z+ é um número
ímpar. Devemos, então, ter algumas condições adicionais para que o Teorema 2.7
possa ser estendido para série de potências.

Exemplo 2.1. A série de potências

2− x

1× 2
− x2

2× 3
− x3

3× 4
− . . .

não possui zeros no círculo de convergência.

De fato, sabemos que

2− x

1× 2
− x2

2× 3
− x3

3× 4
− . . . = 2−

∞∑
i=1

xi

i(i + 1)
= P (x).
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2.2 Regra de Sinais de Descartes

Considerando kn =
xn

n(n + 1)
, obtemos

lim
n→∞

∣∣∣∣
kn+1

kn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣
n(n + 1)xn+1

(n + 1)(n + 2)xn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣
nx

(n + 2)

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣
x

1 + 2
n

∣∣∣∣ = |x|.

Portanto, pelo Teste da Razão, segue que a sérieP (x) converge se |x| < ρ = 1.
Observe que P (0) = 2 > 0 e P (1) > 0. Pelo Teorema 1.3, temos que o

número de zeros de P (x) no intervalo 0 < x < 1 é par. Como, neste caso,
S−

(
2,− 1

1× 2
,− 1

2× 3
, . . .

)
= 1, do Teorema 2.8 obtemos que Z+ ≤ 1. Mas,

Z+ é um número par. Logo,Z+ = 0, ou seja, P (x) não possui zeros em 0 < x < 1.
Então, S−

(
2,− 1

1× 2
,− 1

2× 3
, . . .

)
− Z+ é um número ímpar.

Sob as mesmas hipóteses do Teorema 2.8, o próximo teorema estabelece al-
gumas condições para que S−(a0, a1, a2, . . .)− Z+ seja um número par.

Teorema 2.9. Seja ρ = ∞ ou ρ �nito e P (ρ) = a0 + a1ρ + a2ρ
2 + . . . divergente.

Então, se S−(a0, a1, a2, . . .) é �nito, S−(a0, a1, a2, . . .)− Z+ é um número par.

Demonstração: Sejam aα o primeiro coe�ciente não nulo de {a0, a1, . . .} e ω o
último índice de mudança de sinal. Quandox → 0, o termo dominante em P (x)

é aα e, quando x →∞, o termo dominante é aω. Logo, sinal (P (0)) = sinal(aα)

e sinal (P (ρ)) = sinal(aω). Podem, então, ocorrer as seguintes situações:

• se S−(aα, aω) = 0, a seqüência {aα, aα+1, . . . , aω, . . .} tem um número par
de mudanças de sinal;

• se S−(aα, aω) = 1, então {aα, aα+1, . . . , aω, . . .} tem um número ímpar de
mudanças de sinal.

Fazendo uma análise idêntica à feita no Teorema 2.7, concluímos que
S−(a0, a1, a2, . . .)− Z+ é um número par.

A seguir, apresentamos uma aplicação deste resultado.
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2.2 Regra de Sinais de Descartes

Exemplo 2.2. Sejam λ uma fração própria positiva e n um número inteiro
positivo. A equação

1 +
x

1!
+

x2

2!
+ . . . +

xn

n!
= λex

tem somente uma raiz positiva.

De fato, sabemos que

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ . . . +

xn

n!
+

xn+1

(n + 1)!
+ . . . .

Então,

fn(x) = 1 +
x

1!
+ . . . +

xn

n!
− λ

(
1 +

x

1!
+ . . . +

xn

n!
+

xn+1

(n + 1)!
+ . . .

)

= (1− λ) +
(1− λ)

1!
x + . . . +

(1− λ)

n!
xn − λ

(n + 1)!
xn+1 − . . . .

Mas,
S−

(
1− λ,

1− λ

1!
, . . . ,

1− λ

n!
,− λ

(n + 1)!
, . . .

)
= 1.

Então, pelo Teorema 2.8, segue queZ+ ≤ 1.
Seja kn =

xn

n!
. Logo,

lim
n→∞

∣∣∣∣
kn+1

kn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣
n!xn+1

(n + 1)!xn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣
x

(n + 1)

∣∣∣∣ = 0.

Portanto, pelo Teste da Razão, a série fn(x) converge para todos os valores
de x, ou seja, seu raio de convergência é ρ = ∞. Logo, pelo Teorema 2.9, 1−Z+

é um número par. Como Z+ ≤ 1, segue que Z+ = 1.
Portanto, fn(x) possui somente uma raiz positiva.

O resultado a seguir é uma versão da Regra de Sinais de Descartes diferente
daquela dada pelo Teorema 2.7.

Teorema 2.10. Sejam a1, a2, . . . , an, λ1, λ2, . . . , λn constantes reais, λ1 < λ2

< . . . < λn. Considerando Z o número de zeros reais da função inteira

F (x) = a1e
λ1x + a2e

λ2x + . . . + ane
λnx,

temos que S−(a1, a2, . . . , an)− Z é um número par não negativo.
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2.2 Regra de Sinais de Descartes

Demonstração: Mostremos, primeiramente, que S−(a1, a2, . . . , an) − Z é um
número par. Vamos supor, sem perda de generalidade, quea1, a2, . . . , an são to-
dos não nulos.

Quando x →∞, o termo dominante em F (x) é a1e
λ1x e quando x → −∞, o

termo dominante é aneλnx.
Então, sinal(F (R−)) = sinal(a1) 6= 0 e sinal(F (R+)) = sinal(an) 6= 0, onde

R− < 0 é um número su�cientemente pequeno eR+ > 0 é um número su�ciente-
mente grande. Do Teorema 1.3 e do Corolário 1.2, temos queZ é par (ou ímpar)
e S−(a1, a2, . . . , an) também é par (ou ímpar) se a1 e an têm o mesmo sinal (ou
sinais opostos).

Como a diferença entre números pares ou ímpares é um número par, segue
que S−(a1, a2, . . . , an)− Z é par.

Demonstremos, agora, que S−(a1, a2, . . . , an)− Z ≥ 0, por indução.
Se não há mudanças de sinal, ou seja, se S−(a1, a2, . . . , an) = 0, evidente-

mente Z = 0. Portanto, S−(a1, a2, . . . , an)− Z = 0.
Vamos supor que o resultado seja válido para n − 1 e demonstremos, agora,

que S−(a1, a2, . . . , an)− Z ≥ 0.
Seja α + 1 um índice de mudança de sinal da seqüência {a1, a2, . . . , an},

1 ≤ α < n, ou seja, aαaα+1 < 0. Seja F ∗ de�nida por

F ∗(x) = eλx d

dx
[e−λxF (x)]

= a1(λ1 − λ)eλ1x + . . . + aα(λα − λ)eλαx + . . . + an(λn − λ)eλnx

com λ um número no intervalo (λα, λα+1).
Seja Z∗ o número de zeros reais de F ∗(x).
Como F (x) e e−λxF (x) possuem os mesmos zeros, segue que d

dx

[
e−λxF (x)

]

tem pelo menos Z − 1 zeros reais. Mas, d

dx

[
e−λxF (x)

]
e F ∗(x) possuem os

mesmos zeros. Logo,
Z∗ ≥ Z − 1 (2.2.12)
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2.2 Regra de Sinais de Descartes

e, mais ainda,

S− (a1(λ1 − λ), a2(λ2 − λ), . . . , an(λn − λ)) = S−(a1, a2, . . . , an)− 1. (2.2.13)

Da hipótese de indução,

S− (a1(λ1 − λ), a2(λ2 − λ), . . . , an(λn − λ))− Z∗ ≥ 0 (2.2.14)

Portanto, de (2.2.12), (2.2.13) e (2.2.14), obtemos

S−(a1, . . . , an)− Z = S−(a1, . . . , an)− 1− (Z − 1)

≥ S− (a1(λ1 − λ), . . . , an(λn − λ))− Z∗ ≥ 0.

Teorema 2.11. Sejam λ1 < λ2 < . . . tais que lim
n→∞

λn = ∞. No interior de sua
região de convergência, a série de Dirichlet

F (x) = a1e
λ1x + a2e

λ2x + . . . + ane
λnx + . . .

possui, no máximo, a mesma quantidade de zeros reais que o número de mudanças
de sinal da seqüência de seus coe�cientes a1, a2, . . . , an, . . ..

Demonstração: Seja Z o número de zeros reais de F (x). Queremos mostrar
que S−(a1, a2, . . . , an, . . .)− Z ≥ 0. Provemos por indução.

Se S−(a1, a2, . . .) = 0, então Z = 0. Portanto, S−(a1, a2, . . .)− Z = 0.
Vamos supor que o resultado seja válido parak ≤ n−1 e demonstremos para

k = n.
Sabemos que F (x) tem S−(a1, a2, . . . , an, . . .) mudanças de sinal e

S−(a1, a2, . . . , an, . . .) ≥ 1.
Sejam α + 1 um índice de mudança de sinal, α ≥ 1, e λ ∈ (λα, λα+1).

Como a série de Dirichlet F (x) =
∞∑

j=1

aje
−λjx pode ser diferenciada termo a
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2.2 Regra de Sinais de Descartes

termo no interior de sua região de convergência, consideremos a função

F ∗(x) = e−λx d

dx
[eλxF (x)] = a1(λ− λ1)e

−λ1x + . . .

+aα(λ− λα)e−λαx + . . . + an(λ− λn)e−λnx + . . . .

Seja Z∗ o número de zeros reais de F ∗(x). Mas, F (x) e eλxF (x) possuem
os mesmos zeros. Logo, d

dx
[eλxF (x)] tem pelo menos Z − 1 zeros reais. Como

d

dx
[eλxF (x)] e F ∗(x) possuem os mesmos zeros, obtemos

Z∗ ≥ Z − 1. (2.2.15)

Temos, também,

S− (a1(λ− λ1), . . . , an(λ− λn, . . .)) = S−(a1, a2, . . . , an, . . .)− 1. (2.2.16)

Pela hipótese de indução,

S− (a1(λ− λ1), . . . , an(λ− λn), . . .)− Z∗ ≥ 0. (2.2.17)

Portanto, de (2.2.15), (2.2.16) e (2.2.17),

S−(a1, a2, . . . , an, . . .)− Z = S−(a1, . . . , an, . . .)− 1− (Z − 1)

≥ S− (a1(λ− λ1), . . . , an(λ− λn), . . .)− Z∗ ≥ 0.

2.2.1 Aplicações da Regra de Sinais de Descartes

Como conseqüência dos importantes teoremas que demonstramos na seção
anterior, apresentaremos algumas interessantes proposições onde analisaremos os
zeros de diversas funções reais.

Proposição 2.1. Se o polinômio P (x) = a0 +a1x+ . . .+anxn tem somente zeros
reais, então Z+ = S−(a0, a1, . . . , an).
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2.2 Regra de Sinais de Descartes

Demonstração: Sejam Z− o número de zeros negativos eZ+ o número de zeros
positivos de P (x). Sabemos que Z+ + Z− = n.

De (2.2.6), temos que S−(a0, a1, . . . , an) + S−(a0,−a1, . . . , (−1)nan) ≤ n.
Então, n − [S−(a0, a1, . . . , an) + S−(a0,−a1, . . . , (−1)nan)] ≥ 0, ou seja,

[Z+ − S−(a0, a1, . . . , an)] + [Z− − S−(a0,−a1, . . . , (−1)nan)] ≥ 0.
Como os zeros negativos deP (x) são os zeros positivos de P (−x), o Teorema

2.7 nos garante que

Z+ − S−(a0, a1, . . . , an) ≤ 0 e Z− − S−(a0,−a1, . . . , (−1)nan) ≤ 0.

Mas, 0 ≤ Z+ − S−(a0, a1, . . . , an) ≤ 0. Então, Z+ − S−(a0, a1, . . . , an) = 0,

ou seja, Z+ = S−(a0, a1, . . . , an).

Proposição 2.2. Sejam a0 6= 0, an 6= 0 e consideremos que 2m coe�cientes
consecutivos do polinômio P (x) = a0 + a1x + . . . + anx

n são nulos, onde m ≥ 1

é um número inteiro. Então, P (x) tem pelo menos 2m zeros não reais.

Demonstração: Como P (x) = a0 +a1x+ . . . akx
k +ak+1x

k+1 + . . .+anx
n, onde

ak 6= 0 e ak+1 = . . . = ak+2m = 0, então a seqüência {a0, a1, . . . , an} possui, no
máximo, n− 2m mudanças de sinal.

Consideremos Z+ o número de zeros positivos de P (x) e Z− o número de
zeros positivos de P (−x).

Por (2.2.6), obtemos que

S−(a0, a1, . . . , an) + S−(a0,−a1, . . . , (−1)nan) ≤ n− 2m.

Do Teorema 2.7,

Z+ + Z− ≤ S−(a0, a1, . . . , an) + S−(a0,−a1, . . . , (−1)nan) ≤ n− 2m,

ou seja, P (x) tem, no máximo, n− 2m zeros reais.
Portanto, P (x) deve ter, no mínimo, 2m zeros não reais.
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Proposição 2.3. Sejam m e n números inteiros positivos e a1, a2, . . . , an, λ1,

λ2, . . . , λn números reais que satisfazem às condições

m ≥ 1, n ≥ 2, ai 6= 0, i = 1, 2, . . . , n e λ1 < λ2 < . . . < λn.

Seja o polinômio não identicamente nulo

P (x) = a1(x− λ1)
m + a2(x− λ2)

m + . . . + an(x− λn)m.

Então, o número de zeros reais Z de P (x) não pode exceder o número de mu-
danças de sinal da seqüência dos coe�cientes a1, a2, . . . , an, (−1)ma1.

Demonstração: Se a1, a2, . . . , an têm o mesmo sinal e m é par, então
S−(a1, a2, . . . , an, (−1)ma1) = 0 e (x−λ1)

m ≥ 0, (x−λ2)
m ≥ 0, . . . , (x−λn)m ≥ 0.

Como λ1 < λ2 < . . . < λn, então os monômios (x − λj)
m, j = 1, 2, . . . , n, não

se anulam simultaneamente. Logo, P (x) > 0 ou P (x) < 0, ∀ x ∈ IR. Portanto,
Z = 0. Assim, encontramos que S−(a1, a2, . . . , an, (−1)ma1)− Z = 0.

Outra possibilidade é se a1, a2, . . . , an têm o mesmo sinal em é ímpar. Então,
S−(a1, a2, . . . , an, (−1)ma1) = 1. Observe que

P ′(x) = m[a1(x− λ1)
m−1 + a2(x− λ2)

m−1 + . . . + an(x− λn)m−1]

nunca se anula, pois a1, a2, . . . , an têm o mesmo sinal e m − 1 é par (segue do
caso anterior). Então, Z ≤ 1. Portanto, S−(a1, a2, . . . , an, (−1)ma1)− Z ≥ 0.

Seja, agora, aαaα+1 < 0, 1 ≤ α < n, e vamos supor que a a�rmação seja ver-
dadeira para um certo número de mudanças de sinal inferior a
S−(a1, a2, . . . , an, (−1)ma1).

Considere P (x) = b0x
m +b1x

m−1 + . . .+bm e λ ∈ (λα, λα+1) tal que P (λ) 6= 0.
Logo, se b0 6= 0, teremos b1 + λmb0 6= 0.

Seja P (x)(x− λ)−m = F (x). Então,

(x− λ)m+1F ′(x) = (x− λ)m+1[P ′(x)(x− λ)−m −mP (x)(x− λ)−m−1]

= (x− λ)P ′(x)−mP (x)
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= m(x− λ)[a1(x− λ1)
m−1 + . . . + an(x− λn)m−1]

−m[a1(x− λ1)
m + a2(x− λ2)

m + . . . + an(x− λn)m]

= m(λ1 − λ)a1(x− λ1)
m−1 + . . . + m(λn − λ)an(x− λn)m−1

= a∗1(x− λ1)
m−1 + a∗2(x− λ2)

m−1 + . . . + a∗n(x− λn)m−1

= P ∗(x),

onde a∗i = m(λi − λ)ai, i = 1, 2, . . . , n.
Temos que

S−
(
a∗1, a

∗
2, . . . , a

∗
n, (−1)m−1a∗1

)
= S−(a1, a2, . . . , an, (−1)ma1)− 1. (2.2.18)

Considerando Z∗ o número de zeros reais de P ∗(x), pela hipótese de indução
obtemos que

S−
(
a∗1, a

∗
2, . . . , a

∗
n, (−1)m−1a∗1

)− Z∗ ≥ 0. (2.2.19)

Observe que

1.

lim
x→ ±∞

F (x)

x2F ′(x)
= lim

x→ ±∞
P (x)(x− λ)−m

x2[P ′(x)(x− λ)−m −mP (x)(x− λ)−m−1]

= lim
x→ ±∞

[
P (x)(x− λ)

x2[P ′(x)(x− λ)−mP (x)]

= lim
x→ ±∞

[
b0x

m + b1x
m−1 + . . . + bm

−λmb0xm − b1xm + . . . + mbmx

]

−λ lim
x→ ±∞

b0x
m + b1x

m−1 + . . . + bm

−λmb0xm+1 + . . .

= − b0

λmb0 + b1

6= 0, se b0 6= 0.

Como F (x) = (x − λ)−mP (x), então sinal(F (x)) = sinal(P (x)) quan-
do m é par (x → ±∞) e quando m é ímpar e x → ∞. Temos ainda
sinal(F (x)) = −sinal(P (x)) quando m é ímpar e x → −∞.
Logo, como x2F ′(x) = x2[P ′(x)(x− λ)−m −mP (x)(x− λ)−m−1], obtemos

(a) para x → −∞ e m par,

sinal(x2F ′(x)) = sinal(F ′(x)) = sinal(P (x)) = sinal(F (x))

49



2.2 Regra de Sinais de Descartes

e, se m é ímpar,

sinal(x2F ′(x)) = sinal(F ′(x)) = −sinal(P (x)) = sinal(F (x));

(b) para x →∞ e m par,

sinal(x2F ′(x)) = sinal(F ′(x)) = −sinal(P (x)) = −sinal(F (x))

e, para m ímpar,

sinal(x2F ′(x)) = sinal(F ′(x)) = −sinal(P (x)) = −sinal(F (x)).

Portanto, sinal(F (R−)) = sinal(F ′(R−)) para R− < 0 su�cientemente
pequeno ou sinal(F (R+)) = sinal(F ′(R+)) para R+ > 0 su�cientemente
grande.
Aplicando o Teorema 1.7 para (R−, λ) e o Teorema 1.6 para (λ,R+) ou,
aplicando o Teorema 1.6 para (R−, λ) e o Teorema 1.7 para (λ,R+), temos
que F ′(x) tem pelo menos Z zeros em (R−, R+) (Z é o número de zeros
reais de P (x), mas P (x) e F (x) possuem os mesmos zeros).
Como P ∗(x) possui mais zeros que F ′(x) (pelo menos um, sendo
x = λ), temos que

Z∗ + 1 ≥ Z ⇒ Z∗ ≥ Z − 1. (2.2.20)

Então, de (2.2.18), (2.2.19) e (2.2.20), obtemos

S−(a1, . . . , an, (−1)ma1)− Z = S−(a1, . . . , an, (−1)ma1)− 1− (Z − 1)

≥ S−
(
a∗1, a

∗
2, . . . , a

∗
n, (−1)m−1a∗1

)− Z∗ ≥ 0.

2. Considerando b0 = b1 = . . . = bs−1 = 0, bs 6= 0, então

lim
x→∞

F (x)

xF ′(x)
= lim

x→∞
x(bsx

m−s + . . . + bm)− λ(bsx
m−s + . . . + bm)

−(x− λ)(sbsxm−s + . . . + (m− 1)bm−1x2)−mbmx

= lim
x→∞

bsx
m−s+1 + . . .

−sbsxm−s+1 + . . .
= −1

s
.

Assim, sinal

(
F (x)

xF ′(x)

)
= −1, ou seja, sinal(F (x)) = −sinal(xF ′(x)).

Logo,
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(a) quando x → −∞, sinal(F (x)) = sinal(F ′(x));

(b) quando x →∞, sinal(F (x)) = −sinal(F ′(x)).

Então, sinal(F (R−)) = sinal(F ′(R−)) para R− < 0 su�cientemente pe-
queno ou sinal(F (R+)) = sinal(F ′(R+)) para R+ > 0 su�cientemente
grande.
Aplicando o Teorema 1.7 para (R−, λ) e (R+, λ), temos que F ′(x) possui
pelo menos Z + 1 zeros em (R−, R+).
Como P ∗(x) tem mais zeros que F ′(x) (pelo menos o λ), segue que

Z∗ + 1 ≥ Z + 1 ⇒ Z∗ ≥ Z ≥ Z − 1 ⇒ Z∗ ≥ Z − 1. (2.2.21)

Portanto, de (2.2.18), (2.2.19) e (2.2.21), obtemos que

S−(a1, . . . , an, (−1)ma1)− Z = S−(a1, . . . , an, (−1)ma1)− 1− (Z − 1)

≥ S−
(
a∗1, a

∗
2, . . . , a

∗
n, (−1)m−1a∗1

)− Z∗ ≥ 0.

2.3 Zeros de Polinômios Trigonométricos

Veremos, aqui, um importante resultado sobre zeros de polinômios
trigonométricos e que é conseqüência do Teorema de Eneström-Kakeya. Uti-
lizando o Teorema 1.3 mostraremos, primeiramente, um resultado sobre zeros do
polinômio cosseno.

Teorema 2.12. O polinômio trigonométrico

P (x) = a0 + a1 cos x + a2 cos 2x + . . . + an cos nx,

onde ai ∈ IR, i = 0, 1, . . . , n, tem somente zeros reais se

|a0|+ |a1|+ . . . + |an−1| < an. (2.3.22)
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Demonstração: De (2.3.22), temos que

P (0) = a0 + a1 + . . . + an > a0 + . . . + an−1 + |a0|+ |a1|+ . . . + |an−1| ≥ 0.

Assim, P (0) > 0. Temos, também, que

P
(π

n

)
= a0 + a1 cos

(π

n

)
+ . . .− an = a0 + k1a1 + . . .− an.

Mas, de (2.3.22),

a0 + k1a1 + . . .− an < a0 + k1a1 + . . . + kn−1an−1− [|a0|+ |a1|+ . . . + |an−1|] < 0,

onde −1 < ki < 1, i = 1, . . . , n− 1.
Logo, P

(π

n

)
< 0. Como

P

(
2π

n

)
= a0 + a1 cos

(
2π

n

)
+ . . . + an cos(2π) = a0 + l1a1 + . . . + an

temos, por hipótese, que

a0 + l1a1 + . . . + an > a0 + l1a1 + . . . + ln−1an−1 + |a0|+ |a1|+ . . . + |an−1| > 0,

e, então, P

(
2π

n

)
> 0, pois − 1 < li < 1, i = 1, . . . , n− 1.

Continuando este processo, obtemos, de (2.3.22), que

P

(
2nπ

n

)
= a0 + a1 cos(2π) + . . . + an cos(2nπ) = a0 + a1 + . . . + an

> a0 + a1 + . . . + an−1 + |a0|+ |a1|+ . . . + |an−1| > 0

e, portanto, P

(
2nπ

n

)
> 0.

Logo, pelo Teorema 1.3, P (x) possui pelo menos um zero em cada um dos
intervalos

(
0,

π

n

)
,

(
π

n
,
2π

n

)
, . . . ,

(
2(n− 1)π

n
,
2nπ

n

)
. Do Corolário 1.1, segue

que P (x) tem exatamente um zero em cada intervalo citado. Portanto,P (x) tem
2n zeros reais no intervalo (0, 2π).

Consideremos, agora, uma curva fechada, contínua e orientada do plano com-
plexo, com excessão da origem. Se, partindo de um ponto arbitrário,z descreve
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2.3 Zeros de Polinômios Trigonométricos

uma curva inteira em uma dada direção (retornando ao ponto de partida), o argu-
mento de z muda continuamente e o total de variações é um múltiplo de2π, por
exemplo 2nπ. O número inteiro n é chamado de número de voltas da curva. Todo
raio que parte da origem intercepta a curva em questão pelo menos|n| vezes.

Sejam L uma curva fechada e contínua sem pontos duplos e D o interior
fechado de L. Suponha que a função f(z) é regular em D exceto, possivelmente,
em �nitos pólos, �nita e não nula em L. Quando z se move ao longo de L no
sentido positivo, o ponto w = f(z) descreve uma certa curva contínua e fechada,
sendo que o número de voltas desta curva é igual ao número de zeros def(z) no
interior de L menos o números de pólos dentro de L. A proposição também é
verdadeira quando f(z) é somente contínua e não nula em L.

Estamos, agora, em condições de demonstrar o teorema a seguir, que nos
mostra o comportamento dos zeros de um polinômio trigonométrico.

Teorema 2.13. Sejam 0 < a1 < a2 < . . . < an. Então, o polinômio trigonométri-
co F (θ) = a0 + a1 cos θ + a2 cos 2θ + . . . + an cos nθ tem 2n zeros distintos no
intervalo 0 ≤ θ < 2π.

Demonstração: Através do Teorema de Eneström-Kakeya, temos que o polinô-
mio P (z) = a0 + a1z + . . . + anz

n tem n zeros dentro do círculo unitário |z| = 1.
Considerando nw o número de voltas da curva que representa a imagem do

círculo unitário sob w = P (z), np o número de pólos de P (z) e nz o número de
zeros de P (z), obtemos nw = nz − np = nz − 0 = n.

Seja z = cos θ + i sen θ, θ ∈ IR. Então, como cos θ =
eiθ + e−iθ

2
e

sen θ =
eiθ − e−iθ

2i
, obtemos facilmente que

P (z) = a0 + a1z + . . . + anz
n

= a0 + a1(cos θ + i sen θ) + a2(cos θ + i sen θ)2 + . . . + an(cos θ + i sen θ)n

= a0 + a1 cos θ + . . . + an cos nθ + i(a1 sen θ + a2 sen 2θ + . . . + an sen nθ).

Utilizando o fato de que todo raio que parte da origem intercepta a curvaP (z)
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2.3 Zeros de Polinômios Trigonométricos

pelo menos n vezes, então o eixo imaginário corta pelo menos n vezes a curva
P (z) na parte positiva e na parte negativa e, portanto, pelo menos2n vezes. Mas,
em tal eixo, ou seja, sobre os pelo menos 2n pontos,

P (z) = i(a1 sen θ + a2 sen 2θ + . . . + an sen nθ),

isto é,
F (θ) = a0 + a1 cos θ + a2 cos 2θ + . . . + an cos nθ = 0

em pelo menos 2n pontos, onde θ ∈ IR. Mas F (θ) possui 2n zeros (segue do
Corolário 1.1). Logo, tais zeros são reais e distintos.
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Capítulo 3

Outros Resultados sobre Zeros de
Polinômios Algébricos

Estudaremos, neste capítulo, condições necessárias e su�cientes para que uma
seqüência de polinômios satisfaça à Regra de Sinais de Descartes. Além disso,
apresentaremos condições necessárias e su�cientes para que um polinômio tenha
somente zeros reais. Em virtude dessas condições, introduziremos alguns novos
conceitos, que podem ser encontrados em [3], [4], [9] e [12].

3.1 Polinômios com Zeros Reais

Sejam x1, x2, . . . , xn os zeros do polinômio P (x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an,
onde a0 6= 0. Podemos escrever P (x) = a0(x − x1) . . . (x − xn). Comparando os
coe�cientes, obtemos

x1x2 . . . xn = (−1)n an

a0

= σn

x1x2 . . . xn−1 + . . . + x2x3 . . . xn = (−1)n−1an−1

a0

= σn−1

...

x1 + x2 + . . . + xn = −a1

a0

= σ1.
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3.1 Polinômios com Zeros Reais

Esta última igualdade é um caso especial do teorema a seguir.

Teorema 3.1 (Newton). Sejam x1, x2, . . . , xn os zeros do polinômio

P (x) = xn + a1x
n−1 + . . . + an

e Sp = xp
1 + xp

2 + . . . + xp
n as somas de Newton dos zeros de P (x). Então, para

todo inteiro positivo k, k = 1, 2, . . . , n, temos

Sk = −a1Sk−1 − a2Sk−2 − . . .− ak−1S1 − kak

e
Sn+j = −a1Sn+j−1 − a2Sn+j−2 − . . .− anSj, j = 1, 2, . . . .

Demonstração: Derivando P (x), obtemos

P ′(x) = nxn−1 + (n− 1)a1x
n−2 + . . . + an−1. (3.1.1)

Seja α um dos zeros de P (x). Então,

P (x)

x− α
=

P (x)− P (α)

x− α

=
xn + a1x

n−1 + . . . + an − αn − a1α
n−1 − . . .− an

x− α

= xn−1 + αxn−2 + α2xn−3 + . . . + αn−1

+a1(x
n−2 + αxn−3 + . . . + αn−2) + . . . + an−2(x + α) + an−1.

Utilizaremos, agora, o seguinte resultado que decorre facilmente do Teorema
do Valor Médio:

P ′(x) =
P (x)

x− x1

+ . . . +
P (x)

x− xn

.

Para os n zeros de P (x), temos, então, que

P ′(x) =
P (x)

x− x1

+ . . . +
P (x)

x− xn

= nxn−1 + (S1 + na1)x
n−2 + (S2 + a1S1 + na2)x

n−3 + . . .

+(Sn−1 + a1Sn−2 + . . . + nan−1). (3.1.2)
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3.1 Polinômios com Zeros Reais

Comparando os coe�cientes de (3.1.1) e de (3.1.2), obtemos

S1 + a1 = 0

S2 + a1S1 + 2a2 = 0

...

Sn−1 + a1Sn−2 + . . . + (n− 1)an−1 = 0.

Substituindo x1, x2, . . . , xn na equação de P (x) e somando, facilmente
chegamos que

Sn + a1Sn−1 + . . . + nan = 0.

Portanto, para k = 1, . . . , n,

Sk = −a1Sk−1 − a2Sk−2 − . . .− ak−1S1 − kak.

Para i > n, note que

0 =
n∑

j=1

xi−n
j P (xj) =

n∑
j=1

xi−n
j (xn

j + a1x
n−1
j + . . . + an)

=
n∑

j=1

xi
j + a1

n∑
j=1

xi−1
j + . . . + an

n∑
j=1

xi−n
j

= Si + a1Si−1 + . . . + an−1Si−(n−1) + anSi−n.

Logo, Si = −a1Si−1 − a2Si−2 − . . .− anSi−n.

Podemos representar, também, as somas de Newton através dos coe�cientes
de P (x). Observe que, no Teorema de Newton, a0 = 1. Então,

S1 = −a1 ⇒ S1 = σ1

S2 = −a1S1 − 2a2 ⇒ S2 = σ2
1 − 2σ2

S3 = −a1S2 − a2S1 − 3a3 ⇒ S3 = σ3
1 − 3σ1σ2 + 3σ3.
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3.1 Polinômios com Zeros Reais

Por indução, obtemos que

Sk = (−1)k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0 σ1

σ1 1 . . . 0 2σ2

... ... ... ... ...
σk−2 σk−3 . . . 1 (k − 1)σk−1

σk−1 σk−2 . . . σ1 kσk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Uma matriz quadrada A é chamada de positiva-de�nida se 〈x,Ax〉 > 0 para
todo vetor x 6= 0. Dizemos que A é não-negativa de�nida se 〈x,Ax〉 ≥ 0 para
todo vetor x. É comum vermos nos livros de Álgebra Linear algumas condições
necessárias e su�cientes para que uma matriz seja positiva-de�nida, sendo tais
condições dadas em função dos autovalores da matriz ou em função dos seus
menores principais. Para cada k = 1, . . . , n, o menor principal de ordem k da
matriz A é o determinante da submatriz principalAk = (aij), 1 ≤ i, j ≤ k. Uma
condição necessária e su�ciente para que uma matriz seja positiva-de�nida é que
os seus menores principais sejam positivos (Critério de Silvester).

O teorema a seguir nos dá uma condição necessária e su�ciente para que um
polinômio tenha somente zeros reais.

Teorema 3.2 (Hermite). Sejam x1, x2, . . . , xn os zeros do polinômio
P (x) = a0 +a1x+ . . .+anxn. Então, P (x) tem somente zeros reais se, e somente
se, a matriz de Hankel

Hn ≡ Hn(S0, S1, . . . , S2n−2) =




S0 S1 . . . Sn−1

S1 S2 . . . Sn

... ... ... ...
Sn−1 Sn . . . S2n−2




é não negativa de�nida. Além disso,P (x) tem somente zeros reais e distintos se,
e somente se, Hn é positiva de�nida.

Demonstração: Mostremos, primeiramente, que P (x) tem somente zeros reais
se, e somente se, Hn é não negativa de�nida.
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3.1 Polinômios com Zeros Reais

Supondo que P (x) tem somente zeros reais, devemos mostrar que
〈y,Hny〉 ≥ 0, para todo vetor y.

Sejam x1, x2, . . . , xm os zeros de P (x) com suas respectivas multiplicidades
α1, α2, . . . , αm, onde α1 + α2 + . . . + αm = n. Então,

< y,Hny > = ytHny =
(

y1 y2 . . . yn

)




S0 . . . Sn−1

S1 . . . Sn

... ... ...
Sn−1 . . . S2n−2







y1

y2

...
yn




=
n∑

j,k=1

Sj+k−2yjyk =
n∑

j,k=1

(
m∑

l=1

xj+k−2
l

)
yjyk

=
m∑

l=1

αl

[(
n∑

j=1

xj−1
l yj

)(
n∑

k=1

xk−1
l yk

)]

=
m∑

l=1

αl

(
n∑

p=1

xp−1
l yp

)2

≥ 0.

Como 〈y, Hny〉 ≥ 0 para todo y, segue que Hn é não negativa de�nida.
Agora, vamos supor que Hn é não negativa de�nida. Logo, os menores prin-

cipais de Hn são não negativos. Assim,

0 ≤
∣∣∣∣∣∣

S0 S1

S1 S2

∣∣∣∣∣∣
= S0S2 − S2

1 =
n∑

j,k=1
j<k

(xj − xk)
2.

Se
n∑

j,k=1
j<k

(xj − xk)
2 = 0, vamos ter xj − xk = 0, ou seja, xj = xk, para todo j

e k.
Se

n∑

j,k=1
j<k

(xj − xk)
2 > 0, então, para algum j e k, (xj − xk)

2 > 0, ou seja,

xj 6= xk. Suponhamos que esses dois zeros sejam complexos conjugados, isto é,
xj = a + ib, a, b ∈ IR e, conseqüentemente, xk = a− ib. Logo,

0 < (xj − xk)
2 = (2bi)2 = −4b2
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3.1 Polinômios com Zeros Reais

e chegamos a um absurdo. Logo, todos os zeros deP (x) são reais.
Vamos mostrar, agora, que P (x) tem somente zeros reais e distintos se, e

somente se, Hn é positiva de�nida.
Consideremos que P (x) possua somente zeros reais e distintos. Neste caso,

as multiplicidades das n raízes são todas iguais a um.
Logo,

〈y, Hny〉 =
n∑

l=1

(
n∑

p=1

xp−1
l yp

)2

≥ 0.

Suponhamos que
n∑

l=1

(
n∑

p=1

xp−1
l yp

)2

= 0. Então,





y1 + x1y2 + . . . + xn−1
1 yn = 0

y1 + x2y2 + . . . + xn−1
2 yn = 0

... ...
y1 + xny2 + . . . + xn−1

n yn = 0

ou

Ay =




1 x1 x2
1 . . . xn−1

1

1 x2 x2
2 . . . xn−1

2

... ... ... ... ...
1 xn x2

n . . . xn−1
n







y1

y2

...
yn




=




0

0
...
0




.

Observe que A é a matriz de Vandermonde. Como x1, x2, . . . , xn são distin-
tos, segue que det(A) 6= 0. Portanto, A é não singular. Então, existe uma única

solução para o sistema acima, que é y =




0

0
...
0



. Logo, 〈y,Hny〉 > 0 para todo

vetor y 6= 0, ou seja, Hn é positiva de�nida.
Suponhamos, agora, que Hn seja positiva de�nida.
Usando o mesmo argumento da demonstração do caso em que Hn é não

negativa de�nida, provamos que os zeros deP (x) são reais.
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Mostremos, agora, que esses zeros são distintos. ComoHn é positiva de�ni-
da, temos que existe um número l, 1 ≤ l ≤ n, tal que y1 + xly2 + . . . + xn−1

l yn

6= 0, para todo y 6= 0. Se existir xi = xj, então det(A) = 0. Logo, o sis-
tema linear Ax = 0 tem solução diferente da solução trivial, isto é, existe um

vetor y não nulo tal que Ay = 0, isto é,
n∑

p=1

xp−1
l yp = 0, l = 1, . . . , n. Mas,

ytHny =
∑n

l=1

(∑n
p=1 xp−1

l yp

)2

> 0. Portanto, xi 6= xi para i 6= j.

3.2 Seqüências de Polinômios que satisfazem à Re-
gra de Sinais de Descartes

Dizemos que uma seqüência �nita de funções{f0(x), f1(x), . . . , fn(x)} satisfaz
à regra de sinais de Descartes no intervalo (a, b) se o número de zeros em (a, b)

de qualquer combinação linear não-trivial

a0f0(x) + a1f1(x) + . . . + anfn(x)

é menor ou igual ao número de mudanças de sinal da seqüência{a0, a1, . . . , an}.
Uma caracterização para as seqüências de funções que satisfazem à regra de

sinais de Descartes, apresentada por Pólya e Szeg® [12], pode ser vista a seguir.
O determinante Wronskiano do sistema de funções f1(x), f2(x), . . . , fn(x) é

dado por

W [f1(x), f2(x), . . . , fn(x)] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1(x) f2(x) . . . fn(x)

f ′1(x) f ′2(x) . . . f ′n(x)
... ... ... ...

f
(n−1)
1 (x) f

(n−1)
2 (x) . . . f

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Teorema 3.3. A seqüência de funções {h1(x), h2(x), . . . , hn(x)} satisfaz à Regra
de Sinais de Descartes em (a, b) se, e somente se, as seguintes propriedades se
veri�cam:
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3.2 Seqüências de Polinômios que satisfazem à Regra de Sinais de Descartes

• se i1, i2, . . . , il denotam números inteiros com 1 ≤ i1 < i2 < . . . < il ≤ n,
então o determinante WronskianoW [hi1(x), hi2(x), . . . , hil(x)] não se anula
em (a, b);

• quaisquer dois determinantes Wronskianos com o mesmo númerol de linhas
têm o mesmo sinal para l = 1, 2, . . . , n− 1.

Demonstração: Suponhamos que a Regra de Sinais de Descartes seja válida
para a seqüência {h1(x), h2(x), . . . , hn(x)}

Queremos mostrar que se 1 ≤ i1 < i2 < . . . < il ≤ n, então

W [hi1(x), hi2(x), . . . , hil(x)] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

hi1(x) hi2(x) . . . hil(x)

h′i1(x) h′i2(x) . . . h′il(x)
... ... ... ...

h
(l−1)
i1

(x) h
(l−1)
i2

(x) . . . h
(l−1)
il

(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6= 0.

Suponhamos, contrariamente, que W [hi1(x), hi2(x), . . . , hil(x)] = 0 para al-
gum x0 em (a, b). Então, existem constantes c1, c2, . . . , cl, não todas nulas, tais
que




hi1(x0) hi2(x0) . . . hil(x0)

h′i1(x0) h′i2(x0) . . . h′il(x0)
... ... ... ...

h
(l−1)
i1

(x0) h
(l−1)
i2

(x0) . . . h
(l−1)
il

(x0)







c1

c2

...
cl




=




0

0
...
0




,

ou seja,




c1hi1(x0) + c2hi2(x0) + . . . + clhil(x0) = 0

c1h
′
i1
(x0) + c2h

′
i2
(x0) + . . . + clh

′
il
(x0) = 0

... ... ... ... ... ... ... ...
c1h

(l−1)
i1

(x0) + c2h
(l−1)
i2

(x0) + . . . + clh
(l−1)
il

(x0) = 0

.

Então, x0 é zero de c1hi1(x) + c2hi2(x) + . . . + clhil(x) com multiplicidade l.
Mas, S−(c1, c2, . . . , cl) ≤ l − 1. Logo, da hipótese, l ≤ l − 1, o que é um
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absurdo.
Portanto, W [hi1(x), hi2(x), . . . , hil(x)] 6= 0, ∀ x ∈ (a, b).
Demonstremos, agora, que quaisquer dois determinantes Wronskianos com o

mesmo número de linhas têm o mesmo sinal.
Sejam x0 ∈ (a, b) e a1, a2, . . . , al tais que





a1hi1(x0) + a2hi2(x0) + . . . + alhil(x0) = 0

a1h
′
i1
(x0) + a2h

′
i2
(x0) + . . . + alh

′
il
(x0) = 0

... ... ... ... ... ... ... ...
a1h

(l−2)
i1

(x0) + a2h
(l−2)
i2

(x0) + . . . + alh
(l−2)
il

(x0) = 0

a1h
(l−1)
i1

(x0) + a2h
(l−1)
i2

(x0) + . . . + alh
(l−1)
il

(x0) = 1

.

Neste caso, W [hi1(x0), hi2(x0), . . . , hil(x0)] 6= 0.
A função f(x) = a1hi1(x) + a2hi2(x) + . . . + alhil(x) possui x = x0 como zero

de multiplicidade n−1. Como tal função obedece à Regra de Sinais de Descartes,
se Z+ é o número de zeros positivos def(x), então S−(a1, a2, . . . , al) ≥ l−1. Mas,
S−(a1, a2, . . . , al) ≤ l − 1. Logo,

S−(a1, a2, . . . , al) = l − 1. (3.2.3)

Desenvolvendo o determinante Wronskiano pela última linha, encontramos

W [hi1(x), hi2(x), . . . , hil(x)] = (−1)l+1W [hi2(x), . . . , hil(x)]h
(l−1)
i1

(x)

+(−1)lW [hi1(x), hi3(x), . . . , hil(x)]h
(l−1)
i2

(x)

+ . . . + W [hi1(x), . . . , hil−1
(x)]h

(l−1)
il

(x).

Como W [hi1(x0), hi2(x0), . . . , hil(x0)] = c 6= 0, ∀ x ∈ (a, b), temos

b1h
(l−1)
i1

(x0) + b2h
(l−1)
i2

(x0) + . . . + blh
(l−1)
l (x0) = c,

onde bj = (−1)l+jW [hi1(x0), . . . , hij−1
(x0), hij+1

(x0), . . . , hin(x0)], j = 1, 2, . . . , l.
Logo,

b1

c
h

(l−1)
i1

(x0) +
b2

c
h

(l−1)
i2

(x0) + . . . +
bl

c
h

(l−1)
il

(x0) = 1.
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Considerando aj =
bj

c
, j = 1, 2, . . . , l, de (3.2.3) obtemos

S−(a1, a2, . . . , al) = l − 1,

ou seja,
S−

(
b1

c
,
b2

c
, . . . ,

bl

c

)
= l − 1.

Então, para j = 1, 2, . . . , l, temos que

sinal

(
bj

c

)
= −sinal

(
bj+1

c

)
,

isto é,

sinal
(
W [hi1(x0), . . . , hij−1

(x0), hij+1
(x0), . . . , hil(x0)]

)

= sinal
(
W [hi1(x0), . . . , hij(x0), hij+2

(x0), . . . , hil(x0)]
)
.

Portanto, quaisquer dois determinantes Wronskianos com o mesmo númerol
de linhas, l = 1, 2, . . . , n− 1, têm o mesmo sinal.

Para demonstrarmos a outra implicação, utilizaremos o fato que segue.
Sejam 1 ≤ α ≤ n e

H1(x) = −
(

h1(x)

hα(x)

)′
, . . . , Hα−1(x) = −

(
hα−1(x)

hα(x)

)′
,

Hα(x) =

(
hα+1(x)

hα(x)

)′
, . . . , Hn−1(x) =

(
hn(x)

hα(x)

)′
.

Supondo que {h1(x), h2(x), . . . , hn(x)} satisfaz à Regra de Sinais de Descartes
em (a, b) e, conseqüentemente, as propriedades citadas no teorema se veri�cam,
então a seqüência de funções {Hj(x), j = 1, . . . , α, . . . , n−1} também as satisfaz.

De fato, sejam l ≤ n − 1, 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ij < α < ij+1 < . . . < il ≤ n.
Então,

W [Hi1(x), Hi2(x), . . . , Hil(x)]

= W

[
−

(
hi1(x)

hα(x)

)′
, . . . ,−

(
hij(x)

hα(x)

)′
,

(
hij+1

(x)

hα(x)

)′
, . . . ,

(
hil(x)

hα(x)

)′]
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−
(

hi1

hα

)′
. . . −

(
hij

hα

)′ (
hij+1

hα

)′
. . .

(
hil

hα

)′

−
(

hi1

hα

)′′
. . . −

(
hij

hα

)′′ (
hij+1

hα

)′′
. . .

(
hil

hα

)′′

... ... ... ... ... ...

−
(

hi1

hα

)(l−2)

. . . −
(

hij

hα

)(l−2) (
hij+1

hα

)(l−2)

. . .
(

hil

hα

)(l−2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

hi1

hα
. . .

hij

hα
1

hij+1

hα
. . .

hil

hα(
hi1

hα

)′
. . .

(
hij

hα

)′
0

(
hij+1

hα

)′
. . .

(
hil

hα

)′
(

hi1

hα

)′′
. . .

(
hij

hα

)′′
0

(
hij+1

hα

)′′
. . .

(
hil

hα

)′′

... ... ... ... ... ... ...(
hi1

hα

)(l−1)

. . .
(

hij

hα

)(l−1)

0
(

hij+1

hα

)(l−1)

. . .
(

hil

hα

)(l−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
1

hl+1
α (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

hi1(x) . . . hij(x) hα hij+1
. . . hil(x)

h′i1(x) . . . h′ij(x) h′α h′ij+1
. . . h′il(x)

... ... ... ... ... ... ...
h

(l−1)
i1

(x) . . . h
(l−1)
ij

(x) h
(l−1)
α h

(l−1)
ij+1

. . . h
(l−1)
il

(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
1

hl+1
α (x)

W [hi1(x), . . . , hij(x), hα(x), hij+1
(x), . . . , hil(x)].

Como

W [Hi1(x), Hi2(x), . . . , Hil(x)] = (hl+1
α (x))−1W [hi1(x), hi2(x) . . . , hil(x)]

e h1(x), h2(x), . . . , hn(x) satisfazem às condições do Teorema 3.3, então
H1(x), H2(x), . . . , Hn(x) as satisfazem também.

Provemos agora a outra implicação por indução.
Sejam F (x) = a1h1(x) + a2h2(x) + . . . + anhn(x) e Z o número de zeros de

F (x) em (a, b).
Para n = 1, F (x) = a1h1(x) e W [h1(x)] = h1(x) 6= 0. Então,

S−(a1) = 0 e Z = 0. Portanto, S−(a1)− Z = 0.
Suponhamos que a Regra de Sinais de Descartes seja válida para qualquer

sistema de n− 1 funções que satisfazem às condições do Teorema 3.3.
Provemos para n. Seja α + 1 um índice de mudança de sinal.
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Temos que
F (x)

hα(x)
= a1

h1(x)

hα(x)
+ . . . + aα−1

hα−1(x)

hα(x)
+ aα + aα+1

hα+1(x)

hα(x)
+ . . . + an

hn(x)

hα(x)

e, então,
(

F (x)

hα(x)

)′
= a1

(
h1(x)

hα(x)

)′
+ . . . + aα−1

(
hα−1(x)

hα(x)

)′
+ aα+1

(
hα+1(x)

hα(x)

)′

+ . . . + an

(
hn(x)

hα(x)

)′

= −a1H1(x)− . . .− aα−1Hα−1(x) + aα+1Hα(x) + . . . + anHn−1(x)

= F ∗(x).

Seja Z∗ o número de zeros reais de F ∗(x) em (a, b). Observe que

S−(−a1, . . . ,−aα−1, aα+1, . . . , an) = S−(−a1, . . . ,−aα−1,−aα, aα+1, . . . , an).

Temos, ainda, que

S−(−a1, . . . ,−aα−1,−aα, aα+1, . . . , an) = S−(−a1, a2, . . . , an)− 1. (3.2.4)

Como F ∗(x) =

(
F (x)

hα(x)

)′
e considerando que F (x) possui Z zeros em (a, b),

obtemos
Z∗ ≥ Z − 1. (3.2.5)

Pela hipótese de indução,

Z∗ ≤ S−(−a1, . . . ,−aα−1,−aα, aα+1, . . . , an). (3.2.6)

Portanto, de (3.2.4), (3.2.5) e (3.2.6), obtemos

S−(a1, a2, . . . , an)− Z = (S−(a1, a2, . . . , an)− 1)− (Z − 1)

≥ S−(−a1, . . . ,−aα−1,−aα, aα+1, . . . , an)− Z∗ ≥ 0.

O problema apresentado a seguir aparece no rodapé de um importante artigo
de Schoenberg [13] e ele o atribui a Pólya. Apresentaremos o problema em forma
de conjectura.
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Conjectura 3.1 (Pólya). Seja P (x) um polinômio de grau precisamente n com
zeros reais e distintos x1 < x2 < . . . < xn. Então, a seqüência {P (x), P ′(x), . . . ,

P (n)(x)} satisfaz à Regra de Sinais de Descartes em (xn,∞).

Observe que a seqüência {1, x, . . . , xn} satisfaz à Regra de Sinais de Descartes
em (0,∞), de acordo com o Teorema 2.7. A seguir, vamos mostrar que a seqüência
{1, (x−x1), (x−x1)(x−x2), . . . , (x−x1)(x−x2) . . . (x−xn)}, onde x1, x2, . . . , xn

são números reais arbitrários, também satisfaz à Regra de Sinais de Descartes
para x > max

1≤i≤n
{xi}. A seqüência de polinômios ortogonais {Pk(x)}n

k=0 também
satisfaz à regra de sinais de Descartes parax > xn,n, onde xn,n é o maior zero de
Pn(x). Este resultado será apresentado mais adiante.

Teorema 3.4 (Runge). Sejam xα e xω, respectivamente o mínimo e o máximo
entre os números reais x1, x2, . . . , xn. Considerando Z o número de zeros do
polinômio

F (x) = a0 + a1(x− x1) + a2(x− x1)(x− x2) + . . . + an(x− x1) . . . (x− xn)

então, no intervalo xω < x < ∞, S−(a0, a1, . . . , an)−Z é um número não negativo
e no intervalo−∞ < x < xα, S−(a0,−a1, . . . , (−1)nan)−Z também é um número
não negativo.

Demonstração: Vamos provar o resultado para xω < x < ∞. Para demonstrar
o outro caso, basta considerar x = −x no primeiro caso.

Considere G(x) =
F (x)

(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn)
. Logo,

G(x) =
F (x)

(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn)

=
a0 + a1(x− x1) + . . . + an(x− x1) . . . (x− xn)

(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn)

= an +
an−1

(x− xn)
+

an−1

(x− xn−1)(x− xn)
+ . . . +

a0

(x− x1) . . . (x− xn)

= an +
an−1

x

1(
1− xn

x

) + . . . +
a0

xn

1(
1− x1

x

) . . .
1(

1− xn

x

)
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= an +
an−1

x

∞∑

k=0

(xn

x

)k

+ . . . +
a0

xn

∞∑

k=0

(x1

x

)k

. . .

∞∑

k=0

(xn

x

)k

= an + an−1
1

x
+ (an−1xn + an−2)

1

x2
+ . . .

= A0 +
A1

x
+

A2

x2
+ . . . .

A série anterior converge para x > xω. Pelo Teorema 2.8, temos que
S−(A0, A1, A2, . . .)−ZG ≥ 0, onde ZG é o número de zeros deG(x). Mas ZG = Z

e, através de (2.2.11), temos que S−(A0, A1, A2, . . .) ≤ S−(a0, a1, . . . , an). Logo,

Z = ZG ≤ S−(A0, A1, A2, . . .) ≤ S−(a0, a1, . . . , an),

ou seja, S−(a0, a1, . . . , an)− Z ≥ 0.

Vamos relembrar, agora, alguns conceitos que serão úteis para demonstrar-
mos que uma seqüência de polinômios ortogonais satisfaz à Regra de Sinais de
Descartes. Um bom estudo sobre os polinômios ortogonais e suas propriedades
pode ser encontrado em Chihara [2].

Sejam {µn}∞n=0 uma seqüência de números complexos e seja£ uma função de
valores complexos de�nida no espaço vetorial de todos os polinômios por

(i) £[xn] = µn, n = 0, 1, . . .;

(ii) £[α1R1(x) + α2R2(x)] = α1£[R1(x)] + α2£[R2(x)], para todo número com-
plexo αi e todo polinômio Ri(x), i = 1, 2.

Então, £ é chamado de funcional de momento determinado pela seqüência de
momentos {µn}∞n=0. O número µn é chamado de momento de ordem n.

Dizemos que {Pn(x)}∞n=0 é uma seqüência de polinômios ortogonais em re-
lação ao funcional de momento £ se, considerando m e n números inteiros não
negativos, tivermos

(i) Pn(x) é um polinômio de grau n;
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(ii) £[Pm(x)Pn(x)] = 0 para m 6= n;

(iii) £[Pn(x)2] 6= 0.

O funcional de momento £ é chamado de de�nido positivo se £[P (x)] > 0

para todo polinômio P (x) não identicamente nulo e não negativo para todo x

real.
O próximo teorema, apresentado em 1935 por J. Favard, nos traz condições

para que qualquer seqüência de polinômios que satisfaz a uma dada fórmula de
recorrência seja uma seqüência de polinômios ortogonais.

Teorema 3.5 (Favard). Sejam {cn}∞n=1 e {λn}∞n=1 seqüências arbitrárias de
números complexos e {Pn(x)}∞n=0 de�nida pela fórmula de recorrência

Pn(x) = (x− cn)Pn−1(x)− λnPn−2(x), n = 1, 2, . . .

P−1(x) = 0, P0(x) = 1.

Então, existe um único funcional de momento£ tal que

£[1] = λ1, £[Pm(x)Pn(x)] = 0 para m 6= n, m, n = 0, 1, 2, . . . .

Além disso, {Pn(x)}∞n=0 é uma seqüência de polinômios ortogonais se, e somente
se, λn 6= 0, enquanto que £ é de�nido positivo se, e somente se, cn é real e λn > 0

(n ≥ 1).

A seguir, veremos alguns resultados que mostram o comportamento dos zeros
dos polinômios que compõe uma seqüência de polinômios ortogonais.

Seja E ⊂ (−∞,∞). O funcional de momento£ é dito de�nido positivo emE

se, e somente se, £[P (x)] > 0 para todo polinômio real P (x) não identicamente
nulo e não negativo emE. O conjunto E é chamado de conjunto suporte para£.

Seja £ um funcional de momento de�nido positivo e{Pn(x)}∞n=0 a correspon-
dente seqüência de polinômios ortogonais.

Teorema 3.6. Seja o intervalo I um conjunto suporte para£. Os zeros de Pn(x)

são todos reais, simples e estão localizados no interior de I.
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No próximo teorema, que analisa o comportamento dos zeros dos polinô-
mios ortogonais, vamos considerar xi,j o j-ésimo zero do polinômio Pi(x), onde
xi,1 < xi,2 < . . . < xi,n, n ≥ 1.

Teorema 3.7. Os zeros de Pn−1(x) e Pn(x) se entrelaçam, ou seja,
xn,j < xn−1,j < xn,j+1, j = 1, . . . , n− 1.

A seguir, apresentaremos três lemas que serão úteis para demonstrarmos que
uma seqüência de polinômios ortogonais satisfaz à Regra de Sinais de Descartes.

Lema 3.1. Sejam a seqüência {α1, α2, . . . , αn} (α1, αn 6= 0) tal que
S−(α1, α2, . . . , αn) = v e βq dado por

βq = aqαq−1 + bqαq + cqαq+1, q = 1, 2, . . . , n, (3.2.7)

onde aq, cq ≥ 0 para q = 1, . . . , n e c1 = cn = 0. Suponha que os determinantes

∆pq =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

bp cp

ap+1 bp+1 cp+1

. . . . . . . . .

ap+q−1 bp+q−1 cp+q−1

ap+q bp+q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

satisfaçam (−1)q+1∆pq > 0, q = 0, 1, . . . , s, onde s = min{n − p, n − v − 1}
e p = 1, 2, . . . , n. Então, a seqüência {α1, β1, β2, . . . , βn, αn} possui pelo menos
v + 2 mudanças de sinal (ou um número par a mais).

Demonstração: Consideremos a seqüência {α1, α2, . . . , αn} da forma
α1 > 0, α2 ≥ 0, . . . , αm−1 > 0, αm ≤ 0, . . . , αp−1 < 0, αp ≥ 0, . . . ,

αr−1 > 0, . . . , αl > 0, . . . , αn > 0. Provaremos que pelo menos um do
números βp, βp+1, . . . , βr−1 é negativo. De maneira análoga, ao considerarmos,
por exemplo, a subseqüência {βm, βm+1, . . . , βp−1} correspondente à subseqüência
{αm, αm+1, . . . , αp−1}, onde αm ≤ 0, . . . , αp−1 < 0, podemos provar que existe
pelo menos um elemento da subseqüência {βm, βm+1, . . . , βp−1} que é positivo.
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Sejam p �xo e δq = ∆pq. Vamos supor que todos os númerosβp, βp+1, . . . , βr−1

são não negativos.
Como βp, βp+1 ≥ 0, de (3.2.7) obtemos

0 ≤ βp − apαp−1 = bpαp + cpαp+1 ⇒ cpαp+1 ≥ −bpαp (3.2.8)

e
ap+1αp + cp+1αp+2 ≥ −bp+1αp+1. (3.2.9)

Multiplicando (3.2.8) por ap+1 (ap+1 ≥ 0) e (3.2.9) por −bp (−bp ≥ 0) e, em
seguida, somando-as, obtemos

−bpcp+1αp+2 ≥ (bpbp+1 − ap+1cp)αp+1,

ou seja,
−δ0cp+1αp+2 ≥ δ1αp+1. (3.2.10)

Agora, provemos por indução sobre q que

(−1)q−2δq−1cp+qαp+q+1 ≥ (−1)q−1δqαp+q (3.2.11)

para p + q ≤ r − 1.
Observe que (3.2.11) é, de fato, a desigualdade (3.2.11) paraq = 1.
Como hipótese de indução, consideremos que (3.2.11) se veri�ca para um

valor de q tal que p + q < r − 1.
Desde que βp+q+1 ≥ 0, temos, por de�nição, que

ap+q+1αp+q + cp+q+1αp+q+2 ≥ −bp+q+1αp+q+1.

Multiplicando esta desigualdade por (−1)q−1δq e a desigualdade (3.2.11) por
ap+q+1 e somando-as, encontramos

(−1)q−1δqcp+q+1αp+q+2 ≥ (−1)q(bp+q+1δq − ap+q+1cp+qδq−1)αp+q+1. (3.2.12)

Desenvolvendo δq+1 com respeito aos elementos da última coluna, obtemos
que

δq+1 = bp+q+1δq − ap+q+1cp+qδq−1,
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o que nos permite reescrever (3.2.12) da seguinte forma

(−1)q−1δqcp+q+1αp+q+2 ≥ (−1)qδq+1αp+q+1,

que é a desigualdade (3.2.11) com q substituído por q + 1. Portanto, (3.2.7) está
provada por indução.

Desde que r − p ≤ n − v, q = 0, 1, . . . , r − p − 1 (pelas condições impostas
pela própria a�rmação), então (−1)q−1δq > 0.

Portanto, colocando p + q = r − 1 em (3.2.11), obtemos

(−1)r−p−2δr−p−1αr−1 ≤ (−1)r−p−3δr−p−2cr−1αr ≤ 0,

o que é impossível, pois (−1)r−p−2δr−p−1αr−1 ≥ 0. Então, pelo menos um ele-
mento da subseqüência {βp, βp+1, . . . , βr−1} é negativo.

Logo, de maneira análoga, podemos provar que entre β1, . . . , βm−1 existe
pelo menos um número negativo β′1, entre βm, . . . , βp−1 existe pelo menos um
número positivo β′2, entre βp, . . . , βr−1 existe pelo menos um número negativo
β′3, . . ., entre βl, . . . , βn existe pelo menos um número negativo β′v+1.

Portanto, S−(α1, β
′
1, . . . , β

′
v+1, αn) = v + 2. Conseqüentemente,

S−(α1, β1, . . . , βn, αn) ≥ v + 2.

Lema 3.2. Seja {α1, α2, . . . , αn} (α1 6= 0) uma seqüência de números reais com
v mudanças de sinal. Consideremos βq = aqαq−1 + bqαq + cqαq+1, q = 1, . . . , n,
com aq, cq ≥ 0, a1 = cn = 0 e

Dk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b1 c1

a2 b2 c2

. . . . . . . . .

ak−1 bk−1 ck−1

ak bk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

satisfazendo (−1)kDk > 0, k = 1, . . . , n. Então, a seqüência {α1, β1, . . . , βn} tem
pelo menos v + 1 mudanças de sinal.
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Demonstração: A a�rmação deste lema segue do lema anterior se provarmos
que os determinantes

δgk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

bg cg

ag+1 bg+1 cg+1

. . . . . . . . .

ak−1 bk−1 ck−1

ak bk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
satisfazem (−1)k−g+1δgk > 0 para g = 1, . . . , k, k = 1, . . . , n. A demonstração é
feita por indução com respeito à dimensão de δgk.

Desenvolvendo Dk pela última coluna, obtemos

Dk = bkDk−1 − akck−1Dk−2

ou, equivalentemente,

(−bk)(−1)k−1Dk−1 = akck−1(−1)k−2Dk−2 + (−1)kDk.

Então, −bk > 0, ou seja, −δkk = −bk > 0. Portanto, quando δgk possui
dimensão 1, temos (−1)k−g+1δgk > 0.

Desenvolvendo Dk pela regra de Laplace com respeito às primeiras g − 1

colunas, obtemos
Dk = Dg−1δgk −Dg−2agcg−1δg+1,k

ou

(−1)g−1Dg−1(−1)k−g+1δgk = (−1)kDk + (−1)g−2Dg−2(−1)k−gδg+1,kagcg−1.

(3.2.13)
Como hipótese de indução, suponhamos que (−1)k−gδg+1,k > 0. Então, de

(3.2.13), segue que (−1)k−g+1δg,k > 0.
Agora, podemos aplicar o lema anterior e concluir que a seqüência

{α1, β1, . . . , βn, αn} tem pelo menos v +2 mudanças de sinal. Conseqüentemente,
S−(α1, β1, β2, . . . , βn, ) ≥ v + 1.
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Lema 3.3. Sejam ϕ(x) =
n∑

k=0

bkPk(x) um polinômio de grau n com coe�cientes

reais, λ um número tal que λ > xn+1,n+1 (xn+1,n+1 é a maior raiz de Pn+1(x)) e

ϕ(x)(x− λ) =
n+1∑

k=0

ckPk(x). (3.2.14)

Então, S−(c0, c1, . . . , cn+1) ≥ 1 + S−(b0, b1, . . . , bn).

Demonstração: Comparando os coe�cientes de (3.2.14) e utilizando a fórmula
de recorrência, obtemos

ck = bk−1αk + bk(ωk+1 − λ) + bk+1βk+2,

onde k = 0, 1, . . . , n + 1 e b−1 = bn+1 = bn+2 = 0.

Seja ∆µ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ω1 − λ α1

β2 ω2 − λ α2

. . . . . . . . .

βµ−1 ωµ−1 − λ αµ−1

βµ ωµ − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Desenvolvendo ∆µ pela última coluna, obtemos

∆µ = (ωµ − λ)∆µ−1 − αµ−1βµ∆µ−2. (3.2.15)

Mostremos agora, por indução, que

∆µ = α1α2 . . . αµ(−1)µPµ(λ). (3.2.16)

De fato, de (3.2.15) temos que ∆1 = ω1 − λ = −α1P1(λ).
Como hipótese de indução, suponhamos que ∆k = α1α2 . . . αk(−1)kPk(λ),

k = 1, . . . , µ− 1.
Logo,

α1α2 . . . αµ(−1)µPµ(λ) = (−1)µ−1α1α2 . . . αµ−1[(ωµ − λ)Pµ−1(λ) + βµPµ−2(λ)]

= α1α2 . . . αµ−1(−1)µ−1Pµ−1(λ)(ωµ − λ)

−α1α2 . . . αµ−2(−1)µ−2Pµ−2(λ)βµαµ−1

= (ωµ − λ)∆µ−1 − αµ−1βµ∆µ−2 = ∆µ,
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o que demonstra (3.2.16).
Desde que λ é maior que todas as raízes de todos os polinômios Pµ(x),

µ = 0, 1, . . . , n + 1, de (3.2.16) temos que (−1)µ∆µ = α1α2 . . . αµPµ(x) > 0.
Fazendo Dk ≡ ∆µ no Lema 3.2 e considerando as seqüências {bk} e {ck}

correspondentes às seqüências {αk} e {βk}, respectivamente, concluímos que
S−(c0, c1, . . . , cn+1) ≥ 1 + S−(b0, b1, . . . , bn).

Estamos em condições de demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 3.8 (Obrechko�). Seja a seqüência de polinômios {Pk(x)}n
k=0 de�ni-

da através da fórmula de recorrência

αkPk(x) = (x− ωk)Pk−1(x)− βkPk−2(x)

P−1(x) = 0, P0(x) = 1, k = 0, . . . , n,

onde αk, βk e ωk são reais e, além disso, αk e βk são positivos para k = 1, . . . , n.
Consideremos F um polinômio de grau n da forma

F (x) = a0P0(x) + a1P1(x) + . . . + anPn(x)

e Z o número de zeros reais de F (x). Então, S−(a0, a1, . . . , an)− Z ≥ 0.

Demonstração: Pelo Teorema de Favard, temos que existe um funcional de
momento £ com relação a qual a seqüência de polinômios{Pk(x)}n

k=0 é ortogonal.
Pelo Teorema 3.6, todos os zeros de Pn(x) são reais, distintos e pertencem ao
suporte de £. Além disso, os zeros de Pn−1(x) e Pn(x) se entrelaçam.

Pelo fato dos αk serem positivos, segue que os coe�cientes dos maiores graus
de Pk(x) são positivos.

Consideremos, agora, x1, x2, . . . , xz as raízes reais de F (x) que são maiores
que xn,n. Queremos provar que S−(a0, a1, . . . , an) ≥ Z.

Pelo Lema 3.3 e pelo fato de que x1 > xn,n, concluímos que

S−(a′0, a
′
1, . . . , a

′
n−1) ≤ S−(a0, a1, . . . , an)− 1,
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onde F (x)

(x− x1)
=

n−1∑

k=0

a′kPk(x).

Da mesma maneira, usando ainda o Lema 3.3 e quex2 > xn−1,n−1, obtemos

S−(a′′0, a
′′
1, . . . , a

′′
n−2) ≤ S−(a0, a1, . . . , an)− 2,

onde F (x)

(x− x1)(x− x2)
=

n−2∑

k=0

a′′kPk(x).

Continuando este processo, vamos obter

S−(a
(Z)
0 , a

(Z)
1 , . . . , a

(Z)
n−Z) ≤ S−(a0, a1, . . . , an)− Z,

onde F (x)

(x− x1)(x− x2) . . . (x− xZ)
=

n−Z∑

k=0

a
(Z)
k Pk(x).

Desde que, obviamente, S−(a
(Z)
0 , a

(Z)
1 , . . . , a

(Z)
n−Z) ≥ 0, então

S−(a0, a1, . . . , an) ≥ S−(a
(Z)
0 , a

(Z)
1 , . . . , a

(Z)
n−Z) + Z ≥ Z,

como queríamos demonstrar.
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