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Resumo

Sejam X um espaco de Banach, & um ndmero complexo tal que Rea > 0 e A :
D(A) € X — X um operador linear fechado e nao negativo. O objetivo deste trabalho é
definir o objeto A“ de modo que as propriedades de poténcia de niimeros complexos sejam

preservadas, ou seja,
(i) A%AP = A°FB; (aditividade)
(ii) A! = A;
(iii) (A%)? = A% (quando o primeiro membro faz sentido).

Como aplicacao da teoria, caracterizamos o dominio da poténcia fracionaria de um
operador definido matricialmente a partir da seguinte Equacgao Diferencial Parcial abstrata
em espaco de Hilbert, protétipo utilizado para modelar sistemas eldsticos com forte (ou

estrutural) amortecimento:

T4+ A% +Ar =0, 0<a<l,

com A sendo um operador positivo e autoadjunto.

Palavras-chave: Operadores nao negativos, Potencias Fracionarias, Dominios do

Operador Poténcia Fracionaria, Teorema de Baiocchi.



Abstract

Let X be a Banach space, a a complex number such that Re a > 0 and A : D(A) C
X — X a non-negative closed linear operator. The purpose of this work is to define the

object A% in a way that the properties of powers of complex numbers be preserved, i.e,
(i) A%AP = A°+P; (additivity)
(ii) Al = A;
(iii) (A%)? = A% (when the first member makes sense).

As an application of theory, we characterized the domain of fractional power of a
matrix-valued operator from the abstract Partial Differential Equation in Hilbert space,

prototype used to model elastic systems with strong/structural damping:
T+ A% +Arx =0, 0<a<l,

with A being a positive self-adjoint operator.

Keywords: Non-negative Operators, Fractional Powers, Domains of Fractional Powers,

Baiocchi’s Theorem.
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Introducao

A teoria de poténcias fracionarias de operadores fechados foi introduzida na tese de doutorado do
matemético americano A. V. Balakrishnan! (ver [1]), escrita na Universidade do Sul da California,
Los Angeles, em 1954, sob a orientacdao de Ralph Phillips?2. Em particular, Balakrishnan trouxe uma
férmula para calcular a poténcia fracionaria A%, 0 < a < 1 de um operador fechado A definido num

espaco de Banach X através de uma integral expressa em termos do operador resolvente:

sin o

A% = /OO M TTAN+ A)7lodN, ¢ € D(A) C D(AY),0< a < 1. (1)

m 0

Esta férmula pode ser encontrada em livros bésicos sobre semigrupos (ver, por exemplo, [26], p. 70),
no entanto, um tratamento mais formal e recente pode ser encontrado em [4], a principal referéncia
para este trabalho. Esta teoria tem impacto direto e incisivo no estudo de equactes diferenciais,
pois nos permite obter melhores propriedades de regularidade para equactes diferenciais de diversas
dinamicas, como pode ser visto nos artigos [10], [12] e no livro [15], sobre reqularidade mazimal.

Ainda sobre regularidade, o estudo e a caracterizacdo dos dominios de definicao dos operadores
poténcia fracionéria sdao de vital importancia. Nesse sentido a professora Irena Lasiecka® introduziu
um método (o qual também também utilizaremos neste trabalho) para caracterizar o dominio das
poténcias fraciondrias de operadores elipticos (ver [20]) encontrando coincidéncias que permite o
estudo e regularizacao de Equactes Diferenciais Parciais, nao apenas elipticas, mas também com
outras dindmicas. Por exemplo, se (—A) denota o operador Laplaciano com condigoes de fronteira de
Dirichlet, entao

s
2

D(Ai_ ) = H%_(S(Q), 0 > 0 pequeno,

ou seja, o dominio da poténcia i — g do Laplaciano coincide com o espaco de Sobolev de ordem % — 4.

Uma férmula geral para operadores elipticos de ordem 2m com varias condigoes de fronteira pode ser
encontrada em [21], p. 283-4, e em [18].
Nosso objetivo, no decorrer deste trabalho, foi estudar uma maneira em que fizesse sentido associar

um operador fechado A, com dominio e imagem num espaco de Banach X, e um nimero complexo «,

!Matematico americano. Sem informacdes sobre o nascimento, veio a falecer em marco de 2015.
2Matemético americano, 1913 - 1998.
3Matemaética polonesa-americana, 1948.

10
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com Re a > 0, a outro operador A® de modo que as propriedades de poténcia de ntimeros complexos
fossem preservadas, ou seja,

(i) A®AP = A°FB; (aditividade)

(ii) At = 4;

(iii) (A%)8 = A*P (quando o primeiro membro faz sentido).

Em seguida, nos baseamos no artigo dos professores Irena Lasiecka e Roberto Triggiani* para
estudar brevemente a técnica apresentada por Lasiecka em [20] e a aplicagdo da mesma na
caracterizacao de um operador definido matricialmente a partir de uma Equacao Diferencial Parcial
abstrata em espaco de Hilbert, que é o protdtipo utilizado para modelar sistemas eldsticos com forte

(ou estrutural) amortecimento:
P4 A%+ Az =0, 0<a<l,

com A sendo um operador positivo e autoadjunto.

Para isso organizamos este trabalho em 3 capitulos.

No primeiro capitulo, nés conceituamos e estudamos as principais propriedades dos operadores nao
negativos, base para o desenvolvimento de toda teoria de poténcia fracionaria, do ponto de vista que
escolhemos estudar. Neste capitulo, também estudamos brevemente suas subclasses dos operadores
nao negativos: os operadores setoriais e os operadores m-acretivos e suas equivaléncias.

No segundo capitulo, estudamos a teoria basica de poténcias fracionarias de operadores para os
trés casos possiveis (A limitado, A ilimitado com 0 € p(A) e A ilimitado com 0 € o(A)). Para isso,
iniciamos o capitulo estudando o operador de Balakrishnan, que é o ponto de partida do estudo. Em
seguida, falamos brevemente sobre o Célculo Funcional que subsidia parte importante da teoria e
das propriedades do operador poténcia fracionaria e terminamos estudando as resultados importantes
como o Teorema da Aplicagao Espectral (para poténcia fraciondria) e verificando em que condigoes o
operador poténcia fraciondria preserva a setorialidade do operador A.

O terceiro e ultimo capitulo traz uma apresentagdo breve acerca dos operadores elasticos
amortecidos, a definicdo do operador matricial no qual tivemos interesse e, por fim, a caracterizacao
detalhada do dominio da poténcia fracionaria do operador matricial que definimos.

Os apéndices trazem resultados béasicos de Andlise Funcional e de Interpolagao de espacos de

Banach que constituem o alicerce sobre o qual o trabalho foi desenvolvido.

4Matemaético italiano-americano, 1942.



CAPITULO

Operadores nao negativos

Sejam X um espago de Banach e A: D(A) C X — X um operador linear.

Definigao 1.1. Dizemos que A é nao negativo se é fechado, (—o0,0) C p(A), e
M = sup{|A(A + A) 7Y} < 0. (1.1)
A>0

A constante M € chamada de constante de nao-negatividade de A. Denotamos o conjunto de

operadores nao negativos definidos em X por M(X).

Da identidade
()\—FA)(/\—i-A)*1 =1, (1.2)

onde 1 é o operador identidade de X em X, obtemos A(A+ A)~! =1 — A(A\ + A)~L. Logo,

sup | AA +A) 7Y = sup |1 = A(A+A)7Y|
A>0 A>0

<l4sup|AA+A) 7 =1+ M,
A>0
assim, se A é nao negativo, A(\A + A)~! é uniformemente limitado. Além disso,

supHA(/\+A)_1|| —sup||/\()\+A)_1|| < 1. (1.3)
A>0 A>0

De fato, como ||A(A+A)7Y| < 1+ |A(A+A) 7Y, temos sup [[AA+ A) || < T+sup [AA+A4)7Y,
A>0 A>0
ou seja,
sup AN+ A)7Y —sup [AA+ A) 7Y < 1.
A>0 A>0

12
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Por outro lado, o fato de que A(A + A)~! =1 — A(\ + A)~!, garante que

—1 < sup|AA+A) 7 = sup AN + A) 7.
A>0 A>0

Defini¢ao 1.2. Um operador linear fechado € dito positivo se é nao negativo e 0 € p(A). Denotamos

o conjunto dos operadores positivos por P(X).

A préxima proposicao caracteriza os operadores positivos e sua demonstracao resumida pode ser

encontrada em ([4], p. 2). A demonstragao com detalhes vem a seguir.

Proposicao 1.3. Um operador linear fechado € positivo se, e somente se, (—o0,0) C p(A) e

sup(A + D)[[(A + A) 7| < . (1.4)
A>0
Demonstragao. Primeiramente suponhamos A positivo. Como A é nao negativo segue que A(X +
A)~! ¢ uniformemente limitado com respeito a A > 0. Além disso, como 0 € p(A), A~! ¢ limitado.

Assim,

sup [|(A +A) 7| = sup AT AN + A) 7
A>0 A>0

<A™ [ sup AN+ A) 7| < oo
A>0
Logo,

sup(A + D)|(A + A) 71 = sup [|(A + 1A+ A) 71|
A>0 A>0

=sup AN+ A) L+ A+ A7
A>0

<sup A+ A) 7 4 sup (A + A) 7| < oo,
A>0 A>0

donde segue (1.4).
Reciprocamente, suponhamos que (—o0,0) € p(A) e (1.4) é vélida. Entao, A é ndo negativo, pois
temos ainda que

sup A[J(A + A) 7| <sup(A + D[|(A+ 4) 7! < o0
A>0 A>0

o que implica que A(A + A)~! é uniformemente limitado com relacdo a A > 0 e ainda

sup [|(A + A) 7| <sup(A 4+ 1[[(A+ A) 7| < o0
A>0 A>0

o que implica que (A + A)~! é também uniformemente limitado com relacio a A > 0.

Resta mostrar, entao, que 0 € p(A). Para isso considere ()\,,) uma sequéncia em (0, +00) tal que
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An — 0 quando n — oco. Pela identidade do resolvente (Proposi¢ao A.14) temos

1 + A7 = O+ A)7TH = 1O = ) A + A)7H O + A) 7|
< An = Al (1 + AT O+ A)7H = 0, m,n — oo

Logo, {(A, + A)~'} é uma sequéncia de Cauchy no espaco dos operadores limitados de X em X,
L(X), e é, portanto, convergente, digamos, para T € £(X). Além disso, como lim \,(\, + A)~! =
n—oo
0.7 = 0, pela equagao (1.2) temos

AT = lim A\, + Ao

= lim [¢p— A A +A) 9] =¢, VpeX

n—oo

e ainda
TAp = lim (\, + A)"1A¢
n—oo
= lim [ — XA+ A) '] = ¢, Vo € D(A).
Logo, T = A~!, o que implica que A~ € £(X) e portanto 0 € p(A) e A é positivo. O

De agora em diante, salvo sob mengao do contrario, A é um operador nao negativo e M sua
respectiva constante de nao-negatividade. Se B é um operador injetivo e n € IN, entao, por B~" nds
entendemos (B~1)".

No seguinte resultado, provamos que a nao-negatividade é uma propriedade estavel sobre as

operagoes inversa e adjunta. Um comentédrio sobre a demonstragao pode ser encontrado em ([4],

p. 3.)
Proposicao 1.4. Seja A € M(X). Entao,

(i) Se A € injetor e A™! € o inverso de A, entdo,
AMA+FAHTT=A0TT+ A (A >0).

Portanto, A~ € nao negativo.
(ii) Se A € densamente definido e A* € o adjunto de A, entao,

*

[(HA)—l} A+ 4971 (A>0).

Consequentemente, A* é nado negativo no espago dual X'.

Demonstracao. (i) Como A é nio negativo, é fechado, entdo segue da injetividade que A~! é

fechado. Sabemos, ainda, que A(A~™! + A)~! é uniformemente limitado com respeito a A > 0. Além
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disso,

AN AT = (A e = [ e ]

= AT )T = AT = a0 A

o que implica que A(A + A~1)~! ¢ uniformemente limitado com respeito a A > 0. Por tltimo, note
também que (A + A71)~! é limitado para todo A > 0, o que implica que (—oc0,0) C p(A).

Portanto, A~! é ndo negativo.

E possivel mostrar, ainda, utilizando a igualdade que acabamos de mostrar e a desigualdade (1.3),
que se M é a constante de nio negatividade de A e M’ é a constante de ndo negatividade de A™1,
entao |[M — M'| < 1.

(ii) Note que

(7] = [0+ ay] o
=(A+A497"

Logo A* é nao negativo no espaco dual X’.

Da igualdade mostrada acima segue ainda que a constante de nao negatividade de A é igual a
constante de nao negatividade de A*, uma vez que a norma de operadores limitados coincidem com
as normas de seus respectivos adjuntos. O

Existem exemplos de operadores nao negativos com dominio ou imagem nao densos. A
caracterizacdo a seguir serd muito usada neste trabalho; sua demonstracao foi retirada de ([4], p.

3) e trazida para este trabalho com todos os detalhes e contas nao explicitos 4.

Proposicao 1.5. Seja A € M(X),n €N e ¢ € X. Entao,
(i) ¢ € D(A) <= lim A\*(A+ A) "¢ = ¢ «= lim A"\ + A) "¢ = 0.
A—00 A—00

(ii) ¢ € R(A) <= lim A"(A+A) 76 = ¢ <= lim X"(A+ A) "6 = 0.
(iii) D(A") = D(A), R(A") = R(A) ¢

D(A)NR(A) = D(A") N R(A™) (n,m € N).

Demonstragao. Dividiremos a demonstragdo de cada item em afirmagoes que facilitarao sua

compreensao.

(i) Afirmagao 1: ¢ € D(A) = /\lim AP A+ AT = ¢.
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Lembremos da conhecida relagao

n—1
" —y" = (Z m”lkyk> (x —y). (1.5)
k=0

Utilizando (1.5) e o item (i) da Proposigao A.22, temos

¢ — A" A+ A) "= (1 -\ A+ A)~ (Z)\k A+ A)” ) (1-xA+4) e
n—1
= <Z Ak(A+A)—k> AN+ A) g = (Z AN+ A)™ ) (A + A)"tAg.
k=0
Logo,

o = A"(A+A) "ol =

<Z)\’“ A+ A)" ) A+ A)14¢

- M | A¢|| <
111k k
S(};)HA(AJrA) H)AHMHSAE M 5 0 se A —> oo.

Sejam ¢ € D(A), £ > 0 arbitrério e 1) € D(A) tal que ||¢ — ¢|| < & min{e, 15-}. Assim,

[¢ = A"(A+ A)7"l = [[¢ = A"(A+ A) "+ A" (A + A) 7" = A"(A+ A) "¢
< ¢ = A"(A+A) 7" 4+ A" (A + A) " llo —
=llo=v+v=A"(A+A) 7"+ [[A"(A+A) "l — 2
<o =l + 1l = A"(A+ A" + [[A"(A+ A)7"[|[|¢ — o
<SHIN O+ AT + o
Desta tltima desigualdade segue que /\11_)120 AMA+ A" = ¢.
Afirmagao 2: )\ILH;O NN+ A) ") =¢p = )\lijgo AN+ A)""p = 0.

Seja ¢ € X e observe que

1A (A + A) 7" = |A* A+ A)"CTVAN+ A) 7| < (AN + ATl — AN+ A) Mg
< (M +1)""¢ = AA+ A) 1| — 0se A — 0.

Se )\lim A"(A 4+ A)""¢ = ¢ para todo n € IN, em particular, também vale para n = 1, entao
— 00

lim A"(A+ A)™"¢ = 0.
A—00

Afirmagao 3:>\lim A"AN+A) "o =0= ¢ € D(A).
—00
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Lembremos a identidade conhecida por Binémio de Newton

@ty = ( Z ) gy, (1.6)

k=0

Seja ¢ € X tal que /\lim A"(A 4+ A)" "¢ = 0. Utilizando 1.6 temos
—00

AN+ A)7" AN

5
¢

A)”

1"E A+ A) 7D

ol

s |l

[en]

e
) AR+ A)Fg
=

k=0
=¢- ) DFIARA+ 4) .
=1
Fazendo A — oo temos "
= lim DFHXE 4+ A) 7.
)\~>oo

Agora, como (A + A)~*¢ € D(A) para todo 1 < k < n, segue que
Z k+1)\k)\—|—A) k¢ED( )
k=1

Portanto, ¢ é o limite de elementos de D(A), ou seja, ¢ € D(A).

(i) Afirmagao 1: ¢ € R(A) = /l\in% AN+ A)""¢ = ¢.

%

Suponha primeiramente que ¢ € R(A), entao, ¢ = Au, para algum u € D(A). Assim, utilizando
(1.5) temos

n—1
p—A"A+A) "o =(1-A"A+A) )¢ = (Z AR+ A)"“) (1-AXN+ Ao

k=0

n—1 n—1
= (Z AR+ A)’“) AMA+A)7tp = (Z AF(X + A)k> AN+ A
k=0

k=0

Assim

¢ — A"(A+ A) || < (Z |AN+ A)~ Hk> AN+ A) " H[|Jul = 0 se A — 0.

Suponha agora que ¢ € R(A) e seja e > 0. Considere ¢ € R(A) tal que ||¢—¢|| < 3 min{e, /(M +
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1)"}. Assim temos

6 = A" A+ A)7"¢| = [lo = A"A+ A)7" + A" (A + A)"p — AN(A+ A) 79|
<o —A"A+ A7+ [[A"(A+ A" [ll¢ = 4]
=ll¢—¢+¢— AN+ A7 + A" A+ A)7lll¢ — ¥l
<o =+ A" A+ A) 7" = + (M +1)"|¢ —
<e+ [N+ AT -y,

Portanto, lim A"(\+ A) "¢ = ¢.
A—0
Afirmagao 2: lim A"(A+ A)7"¢p = ¢ = lim A"(A+ A) "¢ = 0.
A—0 A—0

Seja ¢ € X tal que /l\irr(l] A"(A+ A)""¢ = ¢ e observe que
—
IX* O+ A7) = A+ AT A+ A) gl

<A+ AT e — A+ )71
<M"Y — AN+ A)1p| — 0 seX — 0.

Portanto, lim A"(A+ A)™"¢ = 0.
A—=0

Afirmagdo 3: )l\in%) ANMA+A)™p=0= ¢ € R(A).
_)
Seja ¢ € X tal que
lim A"(A+ A) "¢ = 0.
A—0

Entao, utilizando mais uma vez (1.6) temos

A+ A) o= (1-AA+A) )"

Assim, fazendo A — oo temos

6= m; ( : ) (~D)FAP A+ A4) 770,
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Portanto ¢ € R(A), pois é o limite de termos de R(A).

(iii) Afirmagao 1: D(A™) = D(A)

Note primeiramente que D(A™) C D(A), logo, D(A") C D(A). Vamos mostrar a inclusao

contraria.

Seja ¢ € D(A), entao, pelo item (i) segue que )\lim AM(A+A)""p = ¢, ouseja, como N (A\+A) "¢ €
— 00

D(A™), ¢ pode ser escrito como um limite de termos em D(A™), donde ¢ € D(A").
Portanto, D(A) = D(A").

Afirmagao 2: R(A) = R(A").

Primeiramente observe que R(A"™) C R(A), assim, R(A") C R(A). Mostremos a inclusao contraria.

Seja ¢ € R(A), entao, pelo item (ii) temos /l\in%] A" A+ A)""¢p = ¢ e uma vez que A"(A\+ A)""¢ €
—

R(A™) segue que ¢ € R(A™) pois é o limite de termos em R(A").

Portanto, R(A™) = R(A).

Afirmagao 3: D(A) N R(A) = D(A") N R(A™) (n,m € IN).

Observe que D(A™) N R(A™) C D(A™) € D(A) e D(A") N R(A™) C R(A™) C R(A). Logo,
D(A™) N R(A™) C D(A) e D(A™) N R(A™) C R(A), ou seja, D(A™) N R(A™) C D(A) N R(A).

Vamos mostrar a inclusao contraria.

Seja k = max{n,m}. Observe que D(A¥) C D(A") e R(A*) C R(A™), assim, D(A*) N R(AF) c
D(A™) N R(A™) e, consequentemente, D(A*) N R(A¥) € D(A™) N R(A™). Logo, é suficiente mostrar
que D(A) N R(A) C D(A*) N R(AF).

De fato, seja ¢ € D(A) N R(A). Assim, ¢ € D(A) = D(AF), entéo, existe uma sequéncia (¢y) C
D(AF) tal que /1\13% O\ = 0.

Vamos mostrar que )lgno AF(N4 A)7Fpy = ¢. Para isso note que, como ¢ € R(A) segue do item (ii)
que )1\1_% AF(N 4+ A)7Fp = ¢ ou seja, ||¢ — A¥(A + A)7F¢|| — 0 quando A — 0. Por outro lado, como
AF(X+ A)~F ¢ uniformemente limitado e ¢y — ¢ quando A — 0 segue também que || AF(A+ A)Fpy —
AF(N+ A)7F¢|| — 0 quando A — 0. Assim,

IAF A+ A)F gy — o]l = [AF A+ A)Fpr — AF(A+ A)Fo+ AF(A+ A)Fg — ¢
AR 4 A) gy — AR+ A)TFg|| 4 | AR+ A)Fp — @] — 0 se A — 0.

Logo, /{11)1(1) AP+ A)Fpy = ¢.

Agora, note que A¥(A\+A)7F¢, € R(A¥). Por outro lado, como ¢y € D(A*) para cada X segue que
AR+ A)Fpy = (AN + A)"FARpy € D(AF), o que implica que ) = A¥(A+ A)~F¢, € D(A*) N R(AF)
e /l\lir(l] ¥y = ¢, donde, D(A) N R(A) C D(A*) N R(A¥) € D(A™) N R(A™).

Portanto, D(A) N R(A) = D(A") N R(A™) (n,m € ). O

Para o proximo resultado, que é um corolario da proposicao anterior, iremos precisar de um

conhecido resultado que enunciaremos no Lema a seguir.
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Lema 1.6. Seja X um espago de Banach e considere a topologia fraca o(X,X*) em X. Entao valem
as sequintes propriedades:

(i) Se C é um subconjunto convero de X, entdo C € fechado na topologia o(X, X*) se, e somente
se, C' € fechado em X.

(i) Se X € reflexivo, entdo para toda sequéncia limitada (x,) C X, existe uma subsequéncia (xy,)

que converge na topologia o(X, X™).
Demonstracao. Ver [2], p. 60, para o item (i) e p. 69 para o item (ii). O

A demonstragao do Coroldrio abaixo pode ser encontrada em ([4], p.4).

Corolario 1.7. Seja A € M(X). Entdo,

(i) sup AN+ A)7 Y > 1.

A>0

(ii) Se R(A) é denso, entao A é injetivo. Em particular, A € positivo se, e somente se, é sobrejetivo.

(iii) Se A € continuo, entdo, D(A) = X, isto €, A € limitado. Consequentemente nao existem
operadores nao negativos com dominio fechado estritamente contido em X.

(iv) Se D(A) € X ou se R(A) € X, entdo, para todo n € N, R(A™) ¢ D(A) ou D(A™) ¢ R(A),
respectivamente.

(v) Se X € reflexivo, entao D(A) € denso e A € injetivo se, e somente se, R(A) € denso.

Demonstragao. (i) Seja ¢ € D(A) nao nulo, entéo, pelo item (i) da proposigao anterior segue que
¢ = lim A"(\+ A)""¢, assim,
A—00

1ol =

< ol sup A" (A + A)~"|,
A>0

lim A"(A+ A)""¢|| = lim [[A\"(A+ A)""¢||
A—00 A—00

ou seja, 1 < sup |[A\*(A+ A)7".
A>0

(ii) Suponhamos que R(A) = X e seja ¢ € D(A) C R(A) tal que Ap = 0. Assim, pelo item (ii)
da proposicao anterior segue que
¢=1lim(\+A)"TAp =0,
A—=0

ou seja, A é injetora.

Agora, se A é positivo, 0 € p(A), ou seja, A~ € L(X) e, consequentemente, A é sobrejetor. Por
outro lado se A é sobrejetor, pela primeira parte da demonstracio, segue que A é bijetor. Entéo
A7l X — X existe e, uma vez que A é fechado, A~ também o é. E entfo, pelo Teorema do Gréafico
fechado segue que A~! € £(X), o que implica que 0 € p(A) e, portanto, A é positivo.

(iii) Suponhamos que A é continuo, entao, por defini¢ao existe K > 0 tal que |A¢|| < K||z||,Vz €
D(A).
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Vamos mostrar que D(A) é fechado. De fato, para todo £ > 0, da continuidade de A segue que
existe 6 > 0 de maneira que dado ¢ € D(A) com ||¢|| < § teremos ||A¢p| < e.

Seja (¢) uma sequéncia em D(A) tal que ¢, — ¢ € X, assim, compete a nds mostrarmos que
¢ € D(A). Como ¢, — ¢, existe N € IN tal que ||, — dn|| < J, para todo m,n > N. Da continuidade
de A segue que ||Agy, — Ady|| = ||A(¢m — ¢n)|| < € para todo m,n > N, o que implica que (A¢y,) é
sequéncia de Cauchy em X, que é Banach, logo, existe y € X tal que A¢, — y em X. Por fim, como
A é fechado, por definigao, segue que ¢ € D(A), ou seja, D(A) é fechado.

Mostremos agora que X C D(A) para concluirmos que D(A) = X. De fato, seja ¢ € X, mais uma

vez da continuidade de A segue que
A +A) 71 < KA+ A) 7 ]| < *Hqﬁ\k

Fazendo A — oo temos /\ILIEO AN+ A)"1p = 0, V¢ € X. Logo, pelo ftem (i) da Proposicio 1.5,
¢ € D(A) = D(A), pois D(A) é fechado. Portanto D(A) = X.

Agora, se D(A) C X é fechado, entdao D(A) é uma espago de Banach com a mesma norma. Assim,
como A é fechado segue que o grafico de A é fechado e portanto, pelo Teorema do Gréfico Fechado
segue que A é continuo, logo, pela primeira parte da demonstragao, segue que D(A) = X.

(iv) Suponha primeiramente que D(A) nao é denso e sejam ¢ ¢ D(A), —p € p(A) en € IN. Assim,

A'(p+A) e =1 - p(u+ A"

—¢+Z< ) Dk [(u + )™ ¢ ¢ D(A),

logo, A™[(p+ A)7Y"¢ ¢ D(A), mas A™[(u+ A)~"¢ € R(A™), o que implica que R(A"™) ¢ D(A)
De modo anélogo, suponhamos que R(A) é nao denso e sejam ¢ ¢ R(A), —u € p(A) e

Entao, como antes,

logo, ™ [(p+ A)~1"¢ ¢ R(A), mas p"[(n + A)~'|"¢ € D(A™), o que implica que D(A™) ¢ R(A)

(v) Mostremos inicialmente que A é (X, X*)—fechado. Como Graf (A4) é um subconjunto fechado
e convexo (pois A é operador linear) de X x X segue do item (i) do Lema 1.6 que Graf (4) =
GrT(A)U(X’X*), ou seja, A é (X, X*)—fechado.

Suponhamos que X seja reflexivo e R(A) seja denso. Mostremos que A é densamente definido e
injetor. A injetividade ja foi mostrada no item (ii) deste resultado. Para a densidade considere ¢ € X;

Uma vez que a sequéncia (n(n + A)~1¢) é limitada, o ftem (ii) do Lema 1.6 garante a existéncia de
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uma subsequéncia (nj(n; + A)~'¢) que converge na topologia o(X, X*) para um elemento 1) € X.

Assim,
Anj+A) "o =0 —nj(nj+A) "¢ = ¢ —,

e além disso, como ||(n; + A)71¢| < %quH — 0, segue que (n; + A)"t¢ — 0, e entdo, como A é
o(X, X*)—fechado, temos A(n; + A)~t¢ — 0, ou seja ¢ — 1) = 0. Logo, ¢ € D(A) o(hX)
item (i) do Lema 1.6, D(A) = D(A) o(&X ), ou seja, ¢ € D(A). Portanto D(A) = X.

Reciprocamente, suponha X reflexivo, densamente definido e injetor. Vamos mostrar que R(A) é

e entao pelo

denso. De fato, como A é injetor a Proposicao 1.4 garante que A~! é nio negativo, o que implica que
D(A=1) = X, ou seja, R(A) = X. O

A seguir definimos a parte de um operador A : D(A) C X — X em um subespaco vetorial Y C X.

Definicao 1.8. Sejam Y C X wum subespago vetorial e A : D(A) C X — X um operador linear.
Defina Ay : D(Ay) CY =Y por Ay¢ = A, Vo € D(Ay), onde

D(Ay)={p € D(A)NY : Ap € Y}.

Ay € chamado parte de A em Y.

O Lema a seguir estabelece uma condicao para que a parte de um operador nao negativo A seja

nao negativo. Seu enunciado pode ser encontrado, sem a demonstracao, em ([4], p.5).

Lema 1.9. Se Y € fechado em X e A € ndo negativo, entdo Ay €é nao negativo se, e somente se,

A+ A)(Y)CY

Demonstragao. Suponhamos que Ay é nao negativo, entao, por definigao, (0, +00) C p(Ay). Assim,
pela Proposicio A.21, (A + Ay)™1¢ € D(Ay) C Y, pra todo ¢ € Y, ou seja, (A + Ay) (V) C
Como (A + A)"Y(A 4+ Ay)¢ = ¢, V¢ € D(Ay), segue que (A + Ay)~1(Y) = (A + A)~(Y). Logo
A+ A)~YY) Y.

Reciprocamente, suponha que (A + Ay ) 1(Y) C Y e vamos mostrar que Ay : D(Ay) CY = Y
é nao negativo. Primeiramente, mostremos que Ay é fechado. De fato, seja (x,) uma sequéncia em
D(Ay) talque z,, >z €Y e Ayx,, > yem Y. Como A é fechado e (x,,) C D(A), entao z € D(A)NY
e Ar =y €Y. Logo, da definigdo de D(Ay), x € D(Ay), o que implica que Ay é fechado.

Entdo, para todo A > 0, o operador (A + Ay)~!: Y — Y ¢é fechado, pois A + Ay o é. Portanto,
segue do Teorema do Grafico Fechado que (A + Ay)~! € L(Y), ou seja, (0, +00) C p(Ay). Além disso

IMNA+Ay) T lly = IMA + A) T ollx < Mdllx = Ml|glly,

ou seja, ||A(A+ Ay)7 |y < M e por consequéncia sup IAA + Ay) 7ty < M, que era o que faltava

para concluirmos que Ay é nao negativo. ]
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Proposigao 1.10 ([4], p. 6). Sejam A um operador nao negativo e Ap, Ar e Ay as partes de A nos

subespacos Xp = D(A), Xp = R(A) e Xg = D(A) N R(A). Entio esses operadores sao nio negativos
e

(i) Ap tem dominio denso em Xp;

(ii) Agr tem imagem densa em Xpg;

(iii) Ao tem dominio e imagem densos em Xj.

Demonstragao. Primeiramente vamos mostrar a nao negatividade dos operadores. Observe que
valem as inclusdes (A + A)~1(D(A)) € D(A), (A + A)"HR(A)) C R(A) e (A + A)"H(D(A)N R(A)) C
D(A) N R(A). A primeira segue da Proposicao A.24. Para a segunda, seja 1) € R(A), entdo, existe
¢ € D(A) tal que Ap = 9, assim, (A + A)"1p = (A + A)"1Ap = AN+ A)"Lp € R(A). A terceira
segue imediatamente das anteriores.

Agora, como (A + A)~! é limitado, podemos estendé-lo continuamente para m, m
D(A)NR(A). Assim irdo valer as inclusdes (A + A)~'(D(A)) ¢ D(A), (A + A)"YR(A) C R
e (A +A)"YD(A) N R(A)) C D(A)N R(A).

Logo, do Lema 1.9 segue que Ap, AR, Ap s@o nao negativos.

A

(i) Considere o operador Ap : D(Ap) C Xp — Xp. Como (0,4+00) C p(Ap), segue que se ¢ €
D(A), entdao (\+A)"'¢ € D(Ap). Além disso, pela Proposicao 1.5, temos ¢ = im A — coA(A+A4) "1 ¢.
Segue que ¢ € D(Ap). Logo Xp = D(Ap), ou seja, Ap é densamente definido.

(ii) Considere agora o operador Ar : D(ARr) C Xr — Xpg. Sabemos que Ar é nao negativo, e
por isso (0,00) C p(Ag). Entdo para todo ¢ € R(A), temos (A + A)™'¢ € D(Ag), o que implica
AN+ A)71¢p € R(AR). Temos pela Proposicao ¢ = limy_,0 A(A + A)71¢, i.e, ¢ € R(AR). Portanto
Xr = R(AR).

(iii) Ja sabemos que D(Ayp), R(Ap) C Xo. Resta mostrar as inclusoes contrarias. Para isso observe
primeiramente que D(A?) N R(A) C D(A4p). De fato, seja ¢ € D(A2%) N R(A, entdo, ¢ € D(A)
e ¢ € R(A), assim, ¢ € XoN D(A). Agora, como ¢ € D(A?), segue que Ap € D(A), ou seja,
Ap € D(A) N R(A) C Xp. Portanto, por definigao, ¢ € D(Ay).

Além disso, D(A) N R(A?) C R(Ap). De fato, se ¢ € D(A) N R(A?) entdo ¢ = A% (para algum
Y € D(A)) e ¢ € D(A), assim AyY € D(A) N R(A) e A(Ay) € D(A) N R(A), o que implica que
Ay € D(Ap) e A%p = ¢ € R(Ap), o que mostra a inclusio.

Finalmente, pelo {tem (iii) da Proposi¢do 1.5 segue que D(A)NR(A) = D(A%2)NR(A) e
D(A)N R(A) = D(A) N R(A?).

Portanto, D(A) N R(A) C D(Aop) e D(A) N R(A) C R(Ap), o que implica que o dominio e a imagem

de Ap sao densos em Xj. O

O Corolario a seguir diz respeito ao Corolario 1.7 e a Proposicao anterior.

Corolario 1.11 ([4], p.6). kerA™ = kerA, Vn € IN.

Demonstragao. Ja sabemos kerA C kerA™. Vamos mostrar a inclusdo contréria. Seja ¢ € ker A™,
n > 1, entdo ¢ € D(A") e A"¢ = 0. No entanto, se ¢ € D(A"), entdo A" ¢ € D(A)NR(A) C D(AR)
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e Apr tem imagem densa em Xp, pela Proposicao anterior, logo pelo Corolario 1.7, Ar é injetora,
donde A" '¢p = 0. Repetindo este argumento n — 1 vezes obtemos A"¢ = A" 1¢p = ... = Ap = 0.
Portanto, ¢ € kerA. O

Nas préximas segoes nos dedicaremos a estudar exemplos de operadores nao negativos. No que
segue trataremos de uma classe de operadores nao negativos cujas muitas propriedades a torna

importante para o estudo de Equagoes Diferenciais Parciais.

1.1 Operadores Setoriais

Definigao 1.12. Um operador fechado A : D(A) C X — X € chamado de operador setorial do tipo
w, comw € (0,m), se
(i) o(A) C S, onde S, = {z € C\ {0} : |argz| < w};

(ii) para todo W' € (w,T),
sup {[|z(z = A7 : 2 € C\ S/} < .

A classe de operadores setoriais é, quase que por defini¢do, uma subclasse dos operadores nao
negativos. Para garantirmos isso, seja A um operador setorial do tipo w e vamos mostrar que A é nao
negativo.

Precisamos mostrar que A é fechado (o que ja segue por definigao), (—o0,0) C p(A) e que
ili% {H)\()\ + A)_IH} < 0.

Seja z € (—00,0), entao, arg(z) = —m o que implica que z ¢ S, ou seja, z ¢ o(A), assim, z € p(A),
logo, (—00,0) C p(A).

Agora seja A > 0, entdao —\ € C\S,, para todo w’ € (w, 7). E ainda

NN+ A7 = = A=A —A) 7Y <sup {ll2(z = A :zeC \S} < oo,

logo, sup {[A(A + A) 7|} < occ.
A>0
Portanto, A é nao negativo.
Usaremos a notagao $,,(X) para representar o conjunto de operadores setoriais do tipo w definidos

em X e entao

we(0,m)
serd usado para denotar o conjunto de todos os operadores setoriais definidos em X.
Além disso, se A € $(X) entao o nimero wy := inf{w € (0,7) : A € $,(X)} serd chamado de
angulo espectral de A e $(X,w) serd o conjunto de todos os operadores setoriais cujo angulo espectral
é igual a w.

Os quatro Lemas a seguir trazem algumas operagoes que preservam a setorialidade de um operador.
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Em ([4], p. 7) o autor comenta a respeito deles, mas as demonstragoes que vem a seguir foram feitas

por nos.

Lema 1.13. Se A € $,,(X) entdo A+ X € $,(X), VA > 0.

Demonstragao. Primeiramente observe que A + A é fechado uma vez que A o é. Note ainda que

n € p(A) é equivalente (n — A)~! € £(X) ou ainda [n+ X — (A+X)] " € L(X). Ou seja,
neplAd)<=n+recp(A+])

0 que é equivalente a dizer também que

neo(Ad)<=n+Aco(A+N),
logo, 0(A + A\) é o mesmo que o(A) transladado de A > 0. Portanto, se o0(A) C S, segue que
o(A+ ) CS,.

Agora sejam W’ € (w,m) e z € C\S,/ e vamos mostrar que
sup {|lz[z — (A+ X)) 7Yl : 2 € C\ 5 } < 0.

De fato,
z

etz — o+ 4) 7 = | =

\ Iz = Nz — A+ 47

Agora, note que

z _
sup{‘z_)\ .zE(D\Sw/}<oo,

pois, se nio fosse existiria uma sequéncia z, € C\ S,/ tal que 2, — ), o que é absurdo, j4 que A\ > 0 é
um ponto interior de S,/. Além disso, como A > 0 é real segue que z—\ € C\ S, para todo z € C\ S,
o que implica que

sup{[|(z = N)(z = A= A)7:2€C\S,} < .

Essas informagoes eram as que precisdvamos para concluir que
sup{[l(z = (A + A4)) 7| : 2 € €\ S} < o.

Portanto, A + A é setorial do tipo w. O

Lema 1.14. Se A € S,,(X) e € injetor, entio A~! € §,(X).

Demonstragao. Como A é fechado e injetor segue que A~! é fechado. Sabemos ainda que A(\ +
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A D7 = A\ 4+ A)7L, para todo A > 0, entdo,

ANep(Ad) = AN+ A) e LX) =TT+ aHteL(x)
— A+ A Y T eLX) = xtepAa™).
Além disso, como A > 0, arg A = arg A~ o que implica que o(A™1) C S,
Agora, observe que z(z + ANl =1- A z4+ A ) =1—-271(271 + A)7L, assim
sup{[[z(z =A™ :2€C\ Sy} =sup{|[1 -z Lz + A7 : 2 € C\ S}

<sup{||1]|: 2 € C\ Su} —l—sup{||z_1(z_1 —|—A)_1|| :2€C\ Sy}

< o0, w e (w,m).

Portanto, A~! é setorial do tipo w. d

Lema 1.15. Se A € S,,(X) e € densamente definido, entao A* € $,(X™*)

Demonstragao. Como A é densamente definido, segue que A* é fechado. De fato seja ¢, € D(A*)

tal que ¢, — ¢ e A*¢,, — 1),assim, para todo ¢ € D(A) temos

(A%, ) = (¢, Ap) = nh_)rgo(gi)na Ap)
= lim (A"¢n, 0) = (¢, ),
logo, ¢ € D(A*) e A*¢p = 1.
Agora , seja z € p(A), entdo, (z — A)~! € L(X), assim [(z — A)7!]* = (z — 4*)~! € L(X*). Logo
o(A*) C {z: 2z € a(A)}, o que implica que o(A*) C S,.
Considere agora w’ € (w,7) e suponha z € C\ S/, assim, como |z| = |Z| temos,
l2(z =A%) M = 1Iz[(z = A)*] 7l = [1Z[(z = )"l
— 5 — 4.

Logo,
sup{||z(z — A*)_1|| :2€C\ Sy} =sup{|[z(z — A)_1|| c2€C\ Sy} < 0.

Portanto, A* é setorial do tipo w. O

Lema 1.16. Se A € $,(X) e U € L(X) € bijetor, entdo B =U"1AU € $,(X).

Demonstracao. Como U € L(X) e bijetor segue que R(U) é fechado em X e portanto, do Teorema
do Gréfico Fechado segue que U~! € £(X). Além disso, como A é fechado, segue que B é fechado.

Vamos mostrar que o(A) = o(B).
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De fato, dizer que & € p(A) é equivalente a dizer que (£ — A)~! € L(X), ou ainda, como U, U~ €
L(X), U1 (¢ - A)~U € L(X). Mas, observe que

Ul e- AU =U"Y - AU = U U —Ut AU
=(-UTAU) T = (¢ - B)7Y,

assim, & € p(A) é equivalente a & € p(B), logo, p(A) = p(B), o que implica o(B) C S,,.
Agora, seja z € p(B) e observe que

l2(z = B)7Hl = ll2(= = U AU) Y| = [|2[U™" (= = U]
= [2U(z = A)TU| = |U[2(z = A) U]
< lz(z = A7,

assim, para w’ € (w, ) temos
sup{|[z2(z = B) Y| : 2 € C\ Sy} < 00, W € (w,).

Portanto, B € $,,(X) O

J& mostramos que todo operador setorial é nao negativo. Na Proposicao a seguir mostraremos que
a reciproca também é verdadeira. Trouxemos aqui, com todos os detalhes, a demonstragao encontrada
em (4], p. 7).

Proposigao 1.17. Seja A € M(X) com constante de nao-negatividade M. Se § = arcsin(4;), entdo
AeF(X) ewy <m—34.

Demonstragao. Seja &' > ¢ tal que |§' — 0| < & para € > 0 pequeno. Vamos mostrar primeiramente

que o(A) C Sp_s.
2|
cos@*

De fato, considere z € S,_s. Represente z pela formula de Euler z = \z!ew e tome = —

™

Lembremos que a funcdo sin(z) é bijetiva quando tem dominio em [—%, 5] e imagem em [—1, 1],

logo, a fungdo arcsin(z) estd bem definida com domifnio [—1,1] e imagem em [—%,5]. Como M ¢é

sempre positivo e maior do que ou igual a 1, nesse caso em especifico estamos considerando a funcao
arcsin(x) definida com dominio (0, 1] e imagem (0, %], o que implica que 0 < § < § e, em consequéncia

disso, T < m—¢" < 7. Assim, se z ¢ S;_5 entdo § = argz é tal que § < m—0' < 6 <, logo, cosf < 0

_ 12l
cos 0

> 0.

e entao p =

Agora, como A € M(X) segue que (—o0,0) C p(A), assim, 0 € p(u+A) e ainda ||u(u+4)"1| < M.
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Note agora que

2|

— +]z\ei9
2l = | —cost = |1 — (cos @ + isinf) cos 0|
I It
cos
=[1- (cos20+isin0c086)’ =|1- cos® 6 — isinf cosd|

= |sin?6 — isinf cos @] = V/sin® 0 + sin? 0 cos2

= y/sin? 0(sin? 0 + cos? ) = Vsin? 0

= |sinf| = sinf, pois sinf > 0.

Em posse dessa informacao, do fato de que 0 < J < 5, o que implica que sin @ < sind temos

_ + 2 _ .
Nt )+ A)7 = '“M lu(u+ A1) < Msino
< M sind = M sin | arcsin i —Mi—l
B M)) M 7

entao, pela Proposicao A.15 a série de Neumann

D ()" e+ A7

n=0

converge em L(X) para [1 — (4 2)(u+ A)~1~L

Multiplicando a série de Neumann acima pelo operador limitado —(u+ A)~! temos uma nova série
o0
Do () (n+ AT
n=0

que continua convergente em £(X) com o acréscimo de que agora o limite é a inversa de z — A. De

fato,

—(p+ AT = (p+ D)+ AT =+ A= (p+2)(p+ AT
=l ) k)] = AT = - A

Assim, (z—A)~! € L(X), o que garante que z € p(A), logo, (S,r,(;/)c C p(A), ouseja, 0(A) C Sr_g.
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Além disso,

lz(z = A7 = > —2(u+ 2)"[(u+ A"
n=0
< Do+ 2)(m+ A 2+ A7
n=0
i a2 _
< [Z(Msmf)) | g+ 71
n=0
1 |2|
<
11— Msin6 B |2 M
cos b
TR T
~ 1— Msiné cos S 1— Msin#’

Agora, lembrando que § < m — ¢’ < 6 < 7 e que a fungao sin(z) é decrescente em [%, 7r] temos

sin@ < sin(m — §') = sinwcos§’ — sind’ cos 7 = sind’ = sin(d — ¢),

assim,

M M
— < ;
1— Msin® =~ 1— M sin(arcsin (45) —€)

l2(z = A)7HI <

logo,
sup{||z(z — A) 7!} 2 & Sr—5} < o0,

o que implica que A é setorial do tipo m — ¢ = m — § + . Fazendo € — 0 segue que wa < 7 — 0.
Portanto, A € $(X) e wa <7 — 0. O

Na demonstracao da Proposicdo anterior, observe que se olharmos ¢ como uma funcdo na varidvel
M, ou seja, § = §(M), § é decrescente, logo, m — & é crescente. Além disso, se M =1, wq < 7.

A proposicao a seguir nos fornece uma condicao necessaria e suficiente para que um operador seja
setorial do tipo w quando ja sabemos de antemao que o(A) C S,,. Isso mostra que a limitacao uniforme
exigida no conceito de setorialidade pode ser reduzida a limitagao uniforme sobre cada raio exterior
a S, que comeca na origem. Sendo assim, podemos verificar a setorialidade de operadores de uma

maneira mais facil. A demonstragao a seguir pode ser encontrada, sem muitos detalhes, em ([4], p. 8).

Proposicao 1.18. Seja A: D(A) C X — X um operador fechado tal que o(A) C S, com 0 < w < 7.

Entao A € setorial do tipo w se, e semente se, para todo 0 tal que w < |6 < ,
M(9) = sup{[IA(? — 4) 7} < oo.
A>0

Demonstragao. Suponha que A é setorial do tipo w e sejam 6 tal que w < |8] < e W' € (w,7) tal
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que w < ' < |0], assim, \e?® € C\ S, para todo A > 0. logo, por definicao segue que
M(6) = sup{|[x(\e” — A)7"1}
A>0
= sup{H/\eie(/\eie - A7} < .
A>0
T e

Reciprocamente, suponha M (0) = sup{|[A(Xe? — A)7!||} < oo para todo 6 tal que w < 0] <
A>0

vamos mostrar que A é setorial do tipo w.
Primeiramente vamos verificar que M = M () é uma fungao continua.

Sejam 6y tal que w < Oy < 7 e Ry(6) = (Ae?? — A)~!. Pela Identidade do Resolvente, temos
Rx(0) = Ra(6o) = (Ae™™ — Ae'”) RA(0) R (6)-
Multiplicando por A > 0, temos

ARA(0) = ARx(00) + ARx(60) (€' — e )AR\(0),
= ARx(00)[1 + (" — e )AR\(0)].

Tomando a norma, temos

IARA(O)]| = [IARA(B0)[1 + (¢ — ) ARA ()]
< M(00)(1 + [e” — e[ M (6))
= M(60) + M(6p)|e? — €| M (6).

Tomando o supremo em A > 0, obtemos
M(0) < M(6p) + M(0o)[e” — ™| M (6),

ou ainda,

M(@o)
M(0) < - —,
() 1 — M(60g)|e? — etto]

Agora, lembrando da conhecida identidade trigonométrica

. 2(35) 1—coszx
sin - =
2 2
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temos
e — %2 = (cos @ — cos Bp)? + (sin § — sin 6p)?
= cos? 0 — 2cos 0 cos by + cos? 0y + sin® @ — 2sin 0 sin Oy + sin? 6
1— 0—0
=2—2cos(0 —6y) =4 <COS§0)>
0 — 0
= 4sin? | ——
it (150),
ou seja,
. . 0—0
e — et =2 sin( 5 0)‘.
Como estamos verificando continuidade, podemos supor ‘9_200 < /2, assim
|6i0 o 6i90| — 9gin |0 - 90’ < 2‘9 B 90| — ‘9_ 90|
2 2
Logo,
M (6o)
M(0) < . 1.7
©) 1 =0 — 6| M (6o) (L7)
Subtraindo My, obtemos
M(6) — M(6y) < — 20y,
1 — 16 — 60| M(6o)
_ Mg|o — 6|
11— |0 — 6| My’

Agora, reescrevendo a identidade do resolvente da forma
Rx(60) = RA(0)[1 + (€ — e)AR(60)]

e seguindo praticamente o mesmo raciocinio, obtemos

M(6)

M < ,
o) < 775 g0 1(9)

ou ainda,

M (o) — M () < M(0)[6 — 60| M (6),
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e entao, usando 1.7, temos

M (6o) — M () < M (6)[6 — 00| M (6o)
M (6o)
=1 — 160 — 60| M (6o)
_ M(60)*10 — 6o
1 =10 — 60| M (o)’

|0 — 60| M (60)

0 que implica que
M (60)°|6 — 6o

17(8) = M(Bo)| < 1 — 10 — 60| M(6o)

Assim, fazendo 6 — 6, obtemos M () — M (6y), o que mostra que M () é continua uma vez que
0y é arbitrério.
Finalmente, seja w’ € (w, 7). Como M () é continua em 6 para w < |0| < 7, segue que M(6)
/

assume valor maximo em {0 : w’ < |0| < 7}, ou seja,
sup{||2(z — A)7!| : 2 € C\ Sy} < o0.

Portanto, A é setorial do tipo w. ]

O Teorema A.37 estabelece uma relagao entre operadores densamente definidos cujo angulo
espectral ¢ menor que 5 e o negativo de geradores infinitesimais de semigrupos analiticos equilimitados.
Esse critério pode ser mais facilmente usado do que o Teorema de Hille-Yosida (Teorema A.34) quando
queremos caracterizar tais geradores.

Na préxima secao vamos introduzir uma nova classe de operadores nao negativos muito uteis
para o estudo de Equagoes Diferenciais Parciais pois é caracteristica intrinseca de uma classe de
operadores que descrevem fenomenos da natureza. Esta classe de operadores também serd ttil para

caracterizarmos o dominio do operador poténcia fraciondria na tltima parte deste trabalho.

1.2 Operadores m-acretivos

Considere o operador
A:D(A)c X =X

onde X é um espaco de Hilbert.

Dizemos que A é acretivo se para todo ¢ € D(A), Re(¢, Ap) > 0. Se, além disso, R(A+ A) = X
para algum A real positivo, dizemos que A é maximal acretivo ou simplesmente m-acretivo. Fora
de tecnicalidades, A é um operador maximal acretivo no sentido de que nao admite nenhuma extensao
acretiva propria.

Muitas vezes na literatura encontramos os termos dissipativo e maximal dissipativo, por isso

faz sentido a definicao seguinte.

Defini¢ao 1.19. Seja A: D(A) C X — X um operador linear, X espago de Hilbert. Dizemos que A
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é dissipativo (resp. mazimal dissipativo) se —A € acretivo (resp. mazximal acretivo).

Com o interesse em estender o conceito de operador m-acretivo para um espaco de Banach X,

definimos, para cada ¢ € X, o conjunto de dualidade F'(¢) por
F(¢) = {¢" € X": (¢",9) = |9l = lo*[I”}.

Este conjunto goza de algumas propriedades quase imediatas, que sao contempladas na Proposicao

a seguir e que foram demonstradas seguindo os comentarios feitos em ([4], p. 9).

Proposigao 1.20. (i) F(¢) # 0.
(ii) F(¢) € convexo.
(iii) Se X for um espaco de Hilbert, F(¢) possui um tnico elemento ao qual denotamos ¢, isto ¢,

F(¢) = {¢}.

Demonstracao. (i) Segue diretamente do Corolario A.12.
(ii) Sejam &,¢ € F(¢) e t € [0, 1]. Entao, para ¢ = (1 — )€ + t1, temos,

(0, 0) = {1 =1)§ + 1, ¢)
= (1= 0)lglI* + tllgll”

= lloll* = llo"11%,

logo, ¢ € F(¢). Portanto F(¢) é convexo.
(iii) Suponhamos que existam ¢, € F(¢). Da definicdo e convexidade de F(¢) temos ||¢| =

€Il = ’ % . Logo, como X é espaco de Hilbert, pelo Teorema A.8, X é estritamente convexo e,
portanto, 1 = £. O

Observe que no terceiro item da Proposigao 1.20 nao utilizamos propriedades especificas dos espagos
de Hilbert, mas apenas sua convexidade estrita. E interessante pontuar, entao, que este resultado vale
também espagos estritamente convexos e uniformemente convexos no geral.

Um exemplo deste fato s@o os espagos LP, 1 < p < oo. Sabemos que para p # 2 o espago LP nao
¢é de Hilbert, mas é um espaco de Banach estritamente convexo e, portanto, dado f € LP, o conjunto
de dualidade F'(f) também é unitério.

Generalizando, dado A : D(A) € X — X onde X ¢é um espago de Banach, dizemos que A é
acretivo se para cada ¢ € D(A) com ||¢|| = 1, existe ¢* € F(¢) tal que

Re(¢p*, Ap) > 0.

Se, além disso, R(A + A) = X para algum A real positivo, dizemos que A é m-acretivo.
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A seguir definimos imagem ntumerica, um conceito bastante utilizado em andlise espectral, como

veremos brevemente nos resultados seguintes.

Definigao 1.21. Dado A: D(A) C X — X, a imagem numérica de A é dada por

W(A) = {(¢%,A¢),¢ € D(A), ||l9]| = 1,¢" € F(¢)} .

Proposicao 1.22 ([4], p. 9 e 10). Seja A um operador fechado e T = C\W(A). Se A € T, entao
A — A € injetivo e tem imagem fechada. Além disso, se Ty € um subconjunto conexo de T tal que

p(A)NTy # 0, entao Ty C p(A) e para todo X € Ty,

1

— -1 —
0= )7 < e

Demonstracao. Seja A € T fixo. Para ¢ € D(A),||¢|| =1 e ¢* € F(¢), temos

0 < d(X, W(A)) < A~ (¢", Ag)]
= [A¢%, ¢) — (¢", A9)| = [(¢", (A — A)9)|
< [l9(II[(A = Aol = [[(A = A)ll,

assim, ||[(A — A)¢|| > 0 para todo ¢ € D(A),||¢|| = 1. Logo, A — A é injetivo, pois, dado ¢ € D(A), se

6 # 0 segue que [|(A — A)g] = ”‘“'HA Am (= 4| > dn ), para

todo ¢ € D(A), assim, [|[(A — A)¢| = d(A\,W(A))||¢]|, o que implica que R(\ — A) é fechado, como

mostraremos a seguir.

> 0. Além disso,

Seja (yn) C R(A — A) uma sequéncia tal que y, — y em X. Note que para cada n existe z;, tal
que yp, = (A — A)x,, assim, uma vez que (y,) ¢ de Cauchy (pois converge) e temos ||y, — Ym| =
(A = A)(zy — 20 || = d(N, W(A))|| 2, — Z]|, segue que (x,) C D(A) é uma sequéncia de Cauchy que
converge para um ponto z € X e tal que (A — A)x,, converge para y € X, logo, como A — A é fechado
segue que z € D(A) ey = (A — A)z, isto é, y € R(A — A). Portanto, R(\ — A) é fechado.

Logo, o operador (A — A)~!: R(A— A) — D(A) estd bem definido e, se A € p(A), é limitado e vale
ainda que,

1 1
A =A)7 < ATV A)

Mostremos agora que Ty C p(A). Observe que, como Ty é conexo e p(A) N Ty # 0, basta mostrar
que p(A)NTp é fechado em Tp, pois, assim sendo, uma vez que o resolvente é sempre aberto, p(A) N1y
é aberto em Ty e, portanto, aberto e fechado, dai p(4) NTy = Ty donde Ty C p(A).

Seja { A\, }new uma sequéncia em p(A) N Ty convergindo para A € Ty. Assim, existe ng € IN tal que
para n = ng temos
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assim, [|(An — A) (A — A7 < A = Al[[(An — A)7Y| < 1, logo, pela Proposicio A.15 segue que
1 — (A —A) (A — A)7! tem inversa limitada. Entdo, observando que (A — A) = (A, — A)[1 — (A, —
A) (A — A)71] segue que (A — A)~1 é limitado e portanto A € p(A). Logo A € p(A) N Ty e, portanto,

p(A) NTy é fechado em Tp, como queriamos. O

Corolario 1.23 ([4], p. 10 e 11). Seja A : D(A) C X — X fechado tal que W(A) C S,, para algum
0 <w<m, eassuma que p(A) € Sw. Entdo A ¢ setorial do tipo w. Em particular A é ndo negativo.

Se w < 7, entao sua constante de nao-negatividade € igual a 1.

Demonstragao. Mostremos que A é setorial do tipo w. Seja Ty = C\S,. Segue da Proposigao 1.22
que Ty C p(A) o que implica que o(4) € S,. Como C\ S,y C Tp, 0 < € < T — w, segue que se

z ¢ Sw+87
I(z = )7 <

< —. (1.8)

Agora note que se |arg z| —w < 7, entao
d(z,8,) = |z|sin(arg z — w) > |z|sine.

Agora, se |arg z| —w > 7, entdo d(z, S,) = |z].Logo, de (1.8) obtemos

1

|z| sine

Itz = A)~HI <

Assim,

[ 1
sup{||z(z — A)7|| : z € C\S <— <
pllls(z = )7 sz € OB} < —
e isso implica que A é setorial do tipo w e wy < w.

Suponhamos agora que w < § e que z < 0, entao,

A<t -t
I(z = 4) ”Sd(z,m ]

o que implica que a constante de ndo-negatividade de A é igual a 1. O

O Teorema a seguir relaciona a nao-negatividade de um operador A com sua m—acretividade.

Com ele encerramos este capitulo.

Teorema 1.24. Seja A : D(A) C X — X um operador linear fechado. Entio A € nao negativo (e

sua constante de nao negatividade € igual a 1) se, e somente se, A é m-acretivo.

Demonstragao. Ver [4], p. 11. O



CAPITULO

Potencias Fracionarias de Operadores

Neste capitulo, o principal do trabalho, vamos estudar a defini¢ao e as principais propriedades das
poténcias fracionarias de operadores fechados. Primeiramente, desenvolveremos as ferramentas para

tal.

2.1 O Operador de Balakrishnan

Nesta secao, vamos estudar o operador por meio do qual definiremos poténcia fracionaria.
Para isso, fixamos que C; = {z € C;Re(z) > 0 }, X é um espago de Banach, A: D(4) C X — X

é um operador linear nao-negativo e M ¢é sua constante de nao-negatividade.

Definigao 2.1. Seja o € C4. Entao,
(i) Se0 <Re a < 1,D(J% = D(A) e para todo ¢ € D(J%),

sin(ar)

J%¢ = /Oo AH N+ A) T AgdA.

™ 0

(ii) Se Re a = 1, D(J%) = D(A?) e para todo ¢ € D(J%),

J% = sln(om)/ooo P [(A+ A7t -

o J A¢d) + sin (%)A(p.

(iii) Sen < Re a < n+1,n € N, D(J%) = D(A™Y) e para todo ¢ € D(J?),

T = JOTm ARG,

36
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(iv) SeRe a =n+1,n € N, D(J%*) = D(A"2) e para todo ¢ € D(J%),

Jop = JO A",

Neste trabalho estaremos considerando as integrais impréprias de fungoes continuas de [0, 00) e
que toma valores no espago de Banach X, no sentido de Riemann.

Denotaremos o operador de Balakrishnan referente ao operador A por J4. Quando nao houver
possibilidade de confusao, usaremos apenas J<.

Observe que, se A € L(X) en €N, J"p = A"¢.

De fato, se n = 1, entao, por defini¢dao, dado ¢ € X,

_osin(m) [0, _ A (T _ _
o= /0)\ 1[(A+A)1—M}A¢dA+s1n(2>A¢—O+A¢—A¢. (2.1)

Para n € IN,n > 1, novamente por defini¢do, e por (2.1), dado ¢ € X,
J”¢ _ Jn—(n—l)An—1¢ _ JAn_1¢ _ AAn—1¢ _ An(b

Vamos mostrar, agora, que o operador de Balakrishnan estd bem definido. Para isso, precisamos
apenas analisar os casos 0 < Rea < 1 e Rea = 1, uma vez que os casos n < Rea < n+1e
Re o = n + 1 sao reduzidos aos casos anteriores.

Para 0 < Re a@ < 1, observe que —2 < Re v — 2 < —1, assim,

sin(ar)

7%l =

/OO AL+ A)lAqu)\H

sin(ar) [/ AL\ 4 A)” 1A¢dA+/OOA“(HA>1A¢dA}H

m 1
1 ! a—1 -1 1 > a—1 -1
<[ AT+ A) T Agdn]| + - AL+ A) L Agd
T lJo T /1
1t I
<o [ AR@ oA ) olldn+ [T AR () Agf
0 1
e > M
<; |t plgn+ 1 [ are@1 g ax
0 1

_ +1 ”(b”/ )\Re(a) 1d)\+ M”A(b”/ )\Re o) Qd)\

(M + 1)H¢H ARe()
T Re (@)
(M +1)

= TRe(a) ||¢H

' Mg Nl
0 7  Re(a)—1h

M
T Reqay Al < o (2.2)
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Agora, para Re a = 1 temos,

R e A (S

sin(ar) [ .1 _1 A
7['/0 A [()\ + A — /\24-1} A(ﬁd)\H + || Aol

} Agd) + sin (O;T)Aqu

N2+ 1

1 * a—1 -1 A
< W/O ’)\ [()\+A) - ]A¢Hd)\+||A¢||
== N 1[(>\+A) A } ngdA

i/ [A%—A A ]AqﬁHdAJrHAQSH

1 a—1 1

<2 [Vt ar A¢>\+]A2+1A¢H]

1 T4 DA+ A

w1 [T e[RRI g o+

1 a— 1

/ [HA — MM+ A)” ]¢|+')\2+1A¢H]d)\

1 a1 [(T=XA) N+ AL

A R e e e

]‘ )\Rea ld)\ A )\Rea

<+ [or+ el [ #lol [ 2

1 a1 A+ A)7! 1 w1l AN+ A)71A2
B B e e I

1 ! D
<|oreviel [ aveaol [ ]

1 >~ 1
w2 {(0r+ lol+ a1l [ i) + 1ol
L0 LAd) [ de | OCDIOLE ML) 0 g
1

T 2 m™ J1 u T

2 T ow

- QI DO LA, ) (L DIGIF MIATOI (7 _ 1) g
N 2

_ (LDl +(DIA0l | LI MIAS

(7 +In(v2))

(m+4)(M +1)

= ST ) +

M
1461 + —14%6]| < oo

Portanto, o operador de Balakrishnan é bem definido.
A proposicio a seguir garante a continuidade da fungdo o — J% que pode ser encontrada, sem

tantos detalhes, em [[4], p. 58]. Em sua demonstragao, faremos uso do seguinte lema.

Lema 2.2 ([4], p. 59). Se —1 < Re (w) < 1, vale a identidade:

)\ T
d\ = . (2.3)
/0 A2 +1 2 cos (%)
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Demonstracao. A demonstracao dessa identidade é o resultado da integragao da fungao f(z) =

w
——— sobre as curvas com orientacao positiva:
22+1

Iy ={re?;—m4+e<O<m—¢c} To={pe?/ —m+e<O<m—¢}
Dy ={pe?/ —m+e<h<m—e} Ty={Xe "9 p< A<},
com g, p,r > 0, e tomando os limites quando €,p — 0 e r — c0. ]

Proposicao 2.3 ([4], p. 58 € 59). Sejam a € C4 en € N tais que n > Re a. Se ¢ € D(A™), entao

lim J%¢ = J%.
B—a

Demonstragao. Suponhamos que 0 < Re a < 1, logo, se 5 — «a, podemos considerar 0 < Re (5) < 1,

assim, .
JBp = Sm(ﬂ”)/ AL+ A) L Agd.
T 0
Agora,
lim J8¢ = Smw”)/ N1+ A) " Agdr
B—a 6—)04 s 0
_ sin(a) I / N1 4 A) " AgdA
™ ,8~>a
(

Suponhamos, entdo, Re (o) = 1. Note que, pelo Lema 2.2, se 0 < Re (8) < 1 e ¢ € D(A?),

Si“Sf”) /OOO A1 [()\ LA

TN+ A)”

Afﬁ*
0

_ sin(Bm) /Oo MO+ 4)
T 0

(

sin(ar)

(A + A)~

T+ A

lim M1\ + A) "L AgdA

B—a

/ AN 4+ A) T AgdN = JY.

™ 0

L[ T8
T 2 cos (%)

LApdA.

- ]A¢dx+sin Cayr (2.4)
o [t ()0
A — sm(ﬁw) — (75) A¢+Sm( )A¢

“Lggda— 2sin () cos () Aé 4 sin (%ﬂ)m
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Portanto, seguindo o mesmo raciocinio anterior, como o integrando 2.4 é continuo, segue que

lim J%¢ = lim Sm(’g”)/ AL+ A) L AgdA

B—a~ B—a~ ™ 0
T sin(Bm) [ B—1 -1 _ A : @
= Jim ST /0 N ) = 57| AddA +sin () Ag
_ Sin(aﬂ-) > a—1 -1 A : @ _ Jx
e /O A [()\JrA) i A(;Sd/\+sm<2)A¢_J o.

Agora, seja 1 < Re(B) < 2 e ¢ € D(A?%) e observe que sin(f7) = sin (8 —1)7. Além disso,
—1 < Re(B) —2 <0, entao pelo lema 2.2 segue que

8 _Sin(ﬁﬂ) > 8—1 -1 _ A . ﬁl
I =22 /O A [(A+A) )\2+1]A¢d)\+81n<2)14¢ (2.5)

_sin(Bm) [ 54 1 sin(Br) [ A8 . (BT
_W/O MU+ A) T AgdA - = /0 )\2+1A¢d)\+sm(7)14¢

_sin(Bm) [ 50 _1 sin(Br) [ N . /BT
_W/O NN+ A) T Agdr — = /0 /\2+1Ad>d)\—|—sm<?>A¢>

_sin(Bm) [ 5 _ sin(Br) [ N . (P
_F/O M1 — (A + A) L AJApd — - /0 A2+1A¢dx+sm<7)A¢

_sin(B) [ [ 5 e _ W . (P
W[/O A 2A¢d/\—/0 A2\ + A) 1A2¢d)\—/0 AR —|—sm(7>A¢

_ sin () [/oo A\B—2 Addh — /oo )\572()\ + A)1A2<;5d>\} + sin (%T)fhb
0 0

T A2+1
sin(fr) [ A2
/ X2+ 1
sin(p) T

_ sin(B =D / M2+ A) L A%pd + S dNA + sin (7)A¢.
m 0 us 2
= Sm(ﬂ_l)ﬂ-/ N2+ A)LAZpdN + ( = +sin (@

B

)10

+ sin <%T)A¢

- Sin(ﬂﬂ_l)ﬂ /Ooo N2+ A) T APpdA — - (6220% (%ﬂ> 2 cos (%“)
_sin(8— D / TN+ ) A%,

™ 0

Finalmente, como o integrando em 2.5 é continuo, segue que

lim J% = lim J? 1A
im, 0= Jlim, TG

B—at

g SRB =D /Oo MN72(A 4+ A)7LA2pdN

B—at ™ 0

= lim Sm(ﬁﬂ)/oooﬁ—l [()\+A)—1_

B—at T

B
2

o 1] Agdx+sin () Ag

sin(ar)

_ * a1 A A _ ja
_W/OA [()\+A) )\2+1}A¢d>\+sm<2)A¢_J¢
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Portanto, como para cada ¢ € D(A?), lim J%¢, lim J%¢ existem e lim J%¢ = lim JP¢ =
B—at B—a— B—at B—a—
J% segue que lim JP¢ existe e
B—a
lim J%¢ = J%.
B—a

Agora, suponha n < Re a < n + 1, entdo, 0 < Re a — n < 1. Logo, para cada ¢ € D(A"H1),

lim J%¢ = ma JBTANG = JOMA Y = J%.
—a

B—a

Por dltimo, suponha Re o = n + 1, assim, se n < Re (8) < n + 1 temos

lim J%¢ = ma JPmANG = JOAYG = TV
—a

B—a~

enquanto que se n+ 1 < Re (8) < n+ 2,

lim J%¢ = lim J0 A" = J*"A"p = J%.
B—at

B—at

Portanto,
lim JP¢ = J%.
B—a

O

A proposigdo a seguir mostra que o operador J% pode ser definido por uma tunica férmula.

Essa maneira de definir sera muito util quando estivermos interessados no dominio das poténcias
fracionarias.

Antes disso, lembremos que a funcdo Gamma é uma extensao do conceito de fatorial para nimeros

reais e complexos e é definida da seguinte forma: se n é um nimero inteiro definimos
I'(n+1)=n! (2.6)

Para ntimeros complexos com parte real positiva a funcao Gamma ¢é definida através de uma

integral impropria convergente. Se t € C definimos

o0
I'(t) :/ i le % dr.
0
A propriedade mais importante da funcdo Gamma é que para cada complexo z,
2I(z) =T'(z 4+ 1). (2.7)

Outra propriedade é dada no Lema a seguir, conhecida como a Férmula dos Complementos

de Euler, e sera usada na demonstracao do préximo resultado.
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Lema 2.4 ([4], p. 60). Seja o € C tal que 0 < Re oo < 1, entao

™

T(a)I(1 - a) = (2.8)

sinam’

Proposicao 2.5 ([4], p. 59). Sejam o € C4 en € N tal quen > Re a. Se p € D(A™) e sem >=n €

um inteiro positivo, entao,

J% = /Oo ATHAN 4+ A) 7™ pd . (2.9)

[(a)l'(m — ) Jo

~ - . d
Demonstragao. Suponha primeiramente que n — 1 < Re @ < n. Note que se p € IN, entao, ﬁ()\ +
A)P = —p(A+ A)"P7L e ainda,

AP A)TPATG = XTIN (A + A) 7P A
= XA+ A) T (A A)tAaa g
= AT A+ A) TP (1 - A+ 4) ) A7 g,

0 que implica que

lim A* " P(\ + A)"PA"¢ = 0. (2.10)
A—0

De fato, como 0 < Re a — n+ 1 < 1 temos,

H)\a—n—i-p()\_’_A)—pAnng _ H)\a—n—i-l [)\()\—f- A)—l]pfl (1 . )\()\+ A)—l) An—1¢||
< AReamnH L AP=L (A1 4 1) A" g — 0 quando A — 0.

Agora, se 1 < p <n—1 temos

ATFP(N + A)TPATG = AT MM+ A) TP A%
= A1 = (A4 A)TTA)" A,

0 que implica que
lim A* " *P(A 4+ A)PA"p = 0. (2.11)

A—00

De fato, como —1 < Re o« — n < 0 segue que

AP+ A)PAR|| = |[]A*T" [1— (A + A)71A])P A||
< AR (A 4+ 1)P||A"¢|| — 0 quando A — oo.
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Entao, integrando por partes a definicdo do operador de Balakrishnan paran —1 < Rea <n e
utilizando (2.10) e (2.11) temos

Ja(b _ Ja7n+1An71¢

o 1 s
:sm(a n+ )7r/ AT+ A) LA A

d 0
_sin(a—n+ 1) [ Ao 1 oan @ oo yamntl —9 m
N 7'(' {oz—n—i—l()\_'—A) A(z)o +/0 m()\—'_A) A"pdA
B 1 /oo AafnJrl ()\ N A)—QAngbd)\
CTla—n+1DI(n—a) )y a—n+1

B 1 > a—n+1 —2 aAn
_F(a—n+1)(a—n+1)F(n—a)/O A (A+A)"A"pdA

_ 1 > a—n -2 An
_r(a—n+2)r(n—a)/0 AL O A) T2 A A (2.12)

Fazendo u = (A\+A) 724" e dv = \* 14, integrando 2.12 por partes e usando 2.10 e 2.11 temos,

T =

1 > a—n—+1 —2 An
F(a—n+2)F(n—o¢)/0 A (A+A)7A%gdA

1 /\a—n+2
MNa—n+2)I'(n—«) [a—n—i—Q
1.2

= oo a—n+2 —3 4n
_F(a—n+2)(a—n+2)F(n—a)/o A (A+A)"A"pdA

A+ A)2A"%

00 o) a—n+2
2 L (A A)T3A AN
0 * /0 a—n+2( +4) ¢

1.2 & .
= AT (N A) TP A
F(a—n—i—S)F(n—a)/O A+ 4) ¢

Integrando por partes novamente até a n — 1—ésima vez e utilizando repetidamente 2.10, 2.11, o

Lema 2.4 e a definigdo da fungdo Gamma temos,

1.2. nﬁlz .
— |+ )t argan
, 0
IMNa—n+3) ‘1;[1<a —n+9)l'n—a)

- OO a—1 1 A1n
_F(a)F(n_a)/O AT+ A) A" gdA

T =

Obteremos (2.9) por inducao sobre m. Pelos célculos que fizemos acima, ja concluimos que (2.9)
vale para m = n, que é a primeira exigéncia da prova por inducao.

Suponhamos que a igualdade seja valida para m € N, ou seja, se n € IN é tal que n > Rea e
m = n entao

Qg F(m) o a—1 -1 41m
J ¢_F(a)F(ma)/0 ACL[(A + A) LA™, (2.13)

e vamos mostrar que também ¢é valida para m + 1.
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De fato, note que, integrando por partes a integral que aparece em (2.13) e observando que o fato

de que

n

AT TG+ A1 6= 32 A+ A1 A+ 4) "

garante que A% [A()\ + A)_l]m ¢ — 0 tanto quando A — 0 quanto quando A\ — oo, temos,
oo )\Oc 00 oo
/ A+ A)7TA AN = (4 + A)*mAqu‘ + = / AS(A+ A)"m AN
0 « 0 o Jo
m > a —1ym+1 gm
—a/ N+ A) 1 AT g
0

7@ > a Am —1ym+1
_a/o AT AT+ A) 7 gdA

Assim, como

XA+ A) TG = AT+ HTTA+ 4) 7
=N AN+ A) (1 — AN+ A) e
= AL AN+ A7 — [A+ A) T g

segue que

/OO AN + A) LA N = /oo AA™ (A + A) 7 gdA
@ Jo

0
_m o a—lA A—lm _T > a—lA A—l m+1 )
/0/\[()\+)]q§d)\ a/o)\[(/\Jr)]qﬁd/\

(07

Logo,

ma/oo)\al[A(/\—i-A)1]m¢dA:T;L/OOOAO‘1[A()\+A)1]m+1¢d/\,

« 0

assim, utilizando a hipétese de indugao e as propriedades da fungdo Gamma, temos,

/MV”M0+M*W“MA:am_a/wV*M@+m*WwA
0

m « 0
~m—al(a)l'(m-a) _,
oom I'(m) J7e

Fa)’'m+1—-a)

B I'(m+1) J70.
Portanto,
a, I'(m+1) a1 —1ym—+1
J ¢_F(a)r(m+1_a)/0 AUA + A) 1 g,

que era o que faltava para concluirmos (2.9).
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Observacao 2.6. Se z € C\R_ e n > Re a, entdo a férmula

20 — > a—1r, 2)~hn .
6 F(Q)F(n_a)/o XU+ 2) 7" gdA (2.14)

é um caso particular de (2.9).

A Observacao acima serd util para a demonstracao da Proposicao que vem a seguir.

Proposigao 2.7 ([4], p. 59). Seja a € C. Entao:

(i) D(J*) = D(A).
(ii) R(J®) c D(A) N R(A) = D(A) N R(A).

(iii) J® comuta com (u+ A)~Y, u € p(A). Em geral J* comuta com qualquer operador limitado
que comuta com o resolvente.

(iv) Se ¢ € um autovetor de A associado ao autovalor p € C — R_, entdo ¢ também é autovetor
de J% associado ao autovalor u®. Se 0 é um autovalor de A, entdo ele é também um autovalor de J

e, além disso, os autovetores associados a 0 em ambos os operadores, saGo iguais.

Demonstracao. (i) Observe que, independente de o € Cy., existe n € IN tal que D(J%) = D(A™).
Entao, segue diretamente do item (iii) da Proposi¢ao 1.5 que D(J%) = D(A") = D(A).

(ii) Basta que analisemos os casos 0 < Re (o) <1 e Re(a) = 1.
Suponha primeiramente que 0 < Re () < 1 e seja ¢ € R(JY), entdo, existe ¢ € D(J*) = D(A)

tal que J%¢p = v, ou seja,
sin(a)

Y = /oo A TH N+ A) T Aga),

™ 0

e entdo, uma vez que (A + A)"tA¢ € D(A) e AN+ A)"1p € R(A) segue que 1 € D(A) N R(A) =
D(A) N R(A), pelo item (iii) da Proposigao 1.5.
Agora, se Re (o) = 1, entdo, existe ¢ € D(J) = D(A?) tal que J%p = 1, ou seja,

sin(ar) [ -1 1 A . [am
= o A - A (7)14 ’
0 - /0 A [()\—i— ) C ¢d\ + sin 5 o
e entdo, uma vez que ¢ € D(A?) segue que Ap € D(A)NR(A) e assim, utilizando o mesmo argumento
do caso anterior, segue que ¥ € D(A) N R(A).

(iii) Seja p € p(A). J4 sabemos, pela identidade do resolvente, que se p, A € p(A), entao (u-+A)~1
e (A + A)~! comutam. Assim, como (p+ A)~! é limitado, se 0 < Re (o) < 1 temos,
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(n+A)"'T% = Sm(m)/m A+ A) T+ A) T AgdA
™ 0
_ sinfam) [* 1o - -
— 2o /0 XA+ A) T (e + A) T AgdA
= SO [N 0 A A+ A) A = I+ 4)
™ 0

ou seja, (+A)~! comuta com o operador de Balakrishnan. Um argumento totalmente andlogo mostra
que o operador de Balakrishnan comuta com qualquer operador limitado.

(iv) Observe que

A+ ) A+ A) 7 A = XA+ A) 7 Ag + u(\ + A) L Ag
= (1= AN+ A) DA+ p(A + A) " Ad
= Ap+ (A + A) T A(p - A)p = Ad = pg,

assim, (A + A) 7 A¢p = (A + p) " tuo

Seja n € IN tal que n > Re «, entao, utilizando nossos célculos acima e (2.14) temos

_ > a—1 1 11n
" T(@)D(n —a) /0 XA+ A) A gdA
(

e S * a—1 -1, 1n _ L«
- T [ A O e = .

O
Corolério 2.8. Seja0 < Rea<Re f<m, meN e¢pec D(A™). Entao
o F(B) > a—1 18
0= TG Jy X
Demonstragao. Ver [4], p. 61. O

Lema 2.9 (Desigualdade do Momento). Seja a € Cy e n > Re o, n € IN. Entao existe uma

fungao positiva C(a,n, M) (que é crescente em relagdo a M) tal que

Re a (n—Re a)

1790l < Cla,n, M)|[A"g|| =gl ¢ € D(A"). (2.15)

Demonstragao. A demonstragdo deste lema consiste em minimizar uma fungdo em uma varidvel e

pode ser encontrada em detalhes em [4], p. 61. O
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O resultado a seguir garante a analiticidade da fungdo o +— J¢.

Teorema 2.10 (Analiticidade). Sejam n € N e ¢ € D(A™). A fungdo
a— JY%

é analitica em {a € C: 0 < Re o < n}.

Demonstracao. Ver [4], p. 61. O

E interessante observar que o Lema 2.9 garante que J§ ¢ limitado quando A ¢ limitado.

Teorema 2.11 ([4], p. 64). J* € fechdvel.

Demonstragao. Sejam n € IN tal que n —1 < Re v < n e (¢m)men C D(A™) uma sequéncia tal que
lim ¢, =0e lim J%,, = 9.
m—r0o0 m—ro0
Precisamos mostrar que 1) = 0. De fato, como A(u+ A)~! é um operador uniformemente limitado,
a Desigualdade do Momento garante que J[(u + A)~!]" é limitado. Entdo, como (u+ A)~%, >0

comuta com J¢, temos
o+ 47 = Tim [+ 4) 6 = T A7 lim G =0

Portanto, v = 0 j& que (1 + A)~! é um operador injetivo. O

Como J é fechavel, podemos definir a extensdo J* como G(J*) = G(J%). O dominio do operador

Jo é dado por
D(J*) = {¢ € X;3(pn)3>, C D(J) t.q le Gn=0e ILm J% by, existe}.

Assim, se ¢ € D(J®), define-se
Jogp = lim J%,.
n—oo
Proposicao 2.12 ([4], p. 64). Seja o € Cy. Entio, ¢ € D(J*) se, e somente se, existe n € N e
—u € p(A) tal que
[A(p+ A)~"¢ € D(J?).

Demonstragao. Seja n € IN tal que n > Re («). Suponha que ¢ € D(J%), entao, existe (¢x)5,; C
D(J?%) tal que lim ¢ = ¢ e lim J%py existe. Seja —u € (—00,0) C p(A), assim, pu > 0 e segue que
k—o0 k—o0
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A(p+ A)~1 ¢ limitado. Além disso, A comuta com (u + A)~!, entdo,
[A(p+ A) 71" = [A(u+ A" lim g
— lim [A(u+ A) "6
k—o00
= lim (p+ A) " A"y,
k—o0
e como (p+ A) " (A"¢py) € D(A™) C D(J%), fazendo ¢, = (u+ A)""(A"¢x) segue que
[A(p+ A) 71" = lim oy (2.16)
k—o00
E ainda, pela parte (iii) da proposigao 2.7 segue que
lim JY = lim J*(u+ A) " "A"¢ = lim (u+ A) " A" ¢
k—o00 k—o00 k—o00
=(u+A)""A" lim J%y
k—o00
= (u+ A)"AM T, (2.17)
ou seja, o limite existe. Logo, de (2.16) e (2.17) segue que
A+ A) "¢ € D(T%).
Reciprocamente, na demonstracao do Corolario 1.7 vimos identidade
[w(p+ A "o =6+ > (—1)p< ) [Alp+ A)~'Po,
1<p<n p
ou seja,
¢=[un+ A" Y (—1)”( ) [A(p+ A) P,
1<p<n p
e como cada termo da da soma estd em D(Ja), o resultado segue. U

O 1ltimo resultado sobre operador de Balakrishnan estabelece um critério para que ¢ € X pertenca

a D(J?).

Teorema 2.13. Sejam oo € C4 e ¢ € X. Se o limite

N
lim ATHAN 4 A) 7N = ¢

N—oo 0

(2.18)
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eziste apara algum inteiro positivo n > Re («), entdo ¢ € D(J*) e
Jop= ot
Demonstragao. Ver [4] p. 65. O

2.2 (Calculo Funcional

Nesta secao vamos apresentar o que chamamos de Cdlculo Funcional, termo que também é
conhecido na literatura por Cdlculo Simbdlico ou Cdlculo Operacional. Vamos comecgar definindo

o termo.

Definigcao 2.14. Sejam £ o conjunto de todos os operadores lineares sobre o espago de Banach X e
Q C C. Para uma classe R C £ que contenha os operadores da forma zI, z € 2, e para uma classe H

de funcoes definidas em €2 com valores em C diremos que uma aplicagdo

HxR — £
(f,4) = f(4)

€ um Cdlculo Funcional sobre SR se para toda funcdo f € H se verifica
f(zI) = f(2)I, VzeQ.

A seguir descreveremos brevemente a classe de fungdes sobre as quais definiremos nosso Calculo

Funcional.
2.2.1 As Classes de Funcoes T, 7o, So, Ho € H1

Definigao 2.15. Seja M o conjunto das medidas de Radon complexas p sobre Ry satisfazendo

/]R+ DD < oo, (2.19)

onde |u| representa a variagdo total da medida p como na defini¢ao A.39.

Denotamos por T o conjunto das fungoes f: C\ R_ — C tais que

£(2) :a+/R 1jztdu(t), (2.20)

onde p e M eae€C.

Mostremos que a integral (2.19) implica na existéncia da integral em (2.20).
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De fato,

d| | (2)

.

z |2|
du(t)| <
1+ 2t “()‘ / Tt |/ 1+tz
t(1—2) 1
g (1—|—tz + >1—|—t’ 1I()

Ry
()
IRC 0 <) [ D <o

R, [+1
Na passagem (x) utilizamos o fato de que tlggo t(llﬁ? =

ser majorado por um nimero que sé depende de z e ao qual chamamos M(z).

1—2

(t(llgt? + 1) pode

Denotamos por M, o subconjunto de M composto de medidas positivas e por T, o subconjunto
de T tal quea >0e € M.

Definigao 2.16. Dizemos que a funcao f: C\ R_ — C pertence a Sy se existe uma medida p € M
tal que

onde . satisfaz que
1
p(0p =0 e [ Gdl) <o
R}

Se f € Sy, entdo, para z € C\ R_, f pode ser escrita como
£y =br [ avto),
R+
onde, para s € R* |

o) = =) e b=at [ Sdul) <%0 (({0h =0

o que implica que f € T, logo, So C T.
Um subconjunto de 7 muito 1til é o conjunto composto pelas fungoes analiticas definidas em
C \ R_ que satisfazem as condigdes:

(i) lim z7'F(z) =0, e os seguintes limites

|z|—o0
lim F(z), lim F(Ae®), lim F(Ae®) (A > 0)
z—0 0—m 0——m
existem.
(ii) A fungao
1 . .
Fr(\) = — <lim F(Xe'?) — lim F(Ae’0)> (A>0). (2.21)

21 \ -~ 0——m

satisfaz que
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A UE € LY0,1])) e AT2F, € L'(]1, 00]).
F(u)

Denotaremos esse conjunto por Hg. Aplicando a férmula integral de Cauchy em =~ no caminho

considerado na demonstracao do Lema 2.2 obtemos

2z
F(z)=lmF AT L (A)dA
@)=l FE)+ [ R
*© oz
= lim F du(t 2.22
tim P+ [ 1) (222

onde p(t) = Fr(1)dt. Disto concluimos que de fato Ho C 7.
Denotaremos também por H; o conjunto das fungdes analiticas F' : C\ R- — C tais que

lim zF'(z) = 0, e os seguintes limites
z—0

lim F(z), lim F(Ae), lim F(Xe?) (A > 0)

|z|—o00 0—m 0——m

existem, com a condi¢do adicional de que A™'F € L'(R%). Utilizando um raciocinio andlogo (a

aplicagao da férmula de Cauchy), concluimos que

1
A+ 2z

F(z) = lim F(z) - /0 h

|z]—o0

Fr(N\)dA,

eque H1 C Sy C 7.

Exemplo 2.17 ([4], p. 75). Se 0 < Re(a) < 1, entdo F(z) = 2 pertence a Hy e

Se 0 < a <1, entao z% pertence a T;.

Solugao. Mostremos que F' € Hg. De fato,
(i) lim z7'F(2) = lim 2% ! =0. Além disso, lin% F(z)=0,
z—r

|z|—o0 |z]—o0

. ) i lim 6 )
lim F(Ae'?) = lim (Ae?)* = A% " 05 = \@ioT

O0—m 00— ’

e por 1ultimo,
: 0 : 0\« a @ lim ¢ a —iam
lim F(Xe') = lim (Ae") =A% 27 = )\% ,
0——m 0——m

ou seja, todos os limites pedidos existem.
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(ii) Note que, para A > 0,

FW()‘> - i <hm F(/\eze) — eli)mﬂ—F(AezG)>

T, \O—>m

1 o _tam o —iam A [1e%8 —iam
= %()\ e — A e ) = %(6 — € )

2\

%[cos(om) + isin(an) — (cos(—am) + isin(—an))]

= ﬁai[cos(om) + isin(am) — cos(am) + isin(an))]

57 isin(am) -

sin(ar) \o

Observe que A" F, € L1(]0, 1[), pois

1 1
/ IANTLE(\)]dA = / A1) ol gy
0 0 T

- 1

Sln(aﬂ-) / )\Re (Oz)—ld)\

m 0
sin(ar)
Re (a)m

Observe ainda que A2F, € L(]1, [), pois

/ IN2E(\)]dA = / p2snam) ol oy
1 1 n
sin(onr) /00 )\Re (Oc)—?d)\
m 1
B sin(ar)
| (1 =Re(a))r|’

Portanto, por (i) e (i), F € Ho C T. E ainda nesse caso, por (2.22), temos

zo‘:limzo‘—l—/oO © du(t):/oo - du(t)
2z—0 0 1+tZ 0 ]."‘tZ ’

onde

u(t) = SINOT . 4 4,
T

Com isso, é evidente que se 0 < a < 1 teremos que F' € T, pois, nesse caso, teriamos 0 < ar < 1

e portanto pu(t) = 0 para todo ¢t > 0, ou seja u seria uma medida positiva. ]

Exemplo 2.18. Seja 0 < a < % eveCr, |argv| <3 —am. A fungio F(z) =e %" € HoNHy e

1 a
F:(\) = —;e‘“)‘ oS gin(vA* sin ar)
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Solugao. Veja [4], p. 76. dJ
Exemplo 2.19 ([4], p. 77). Dado a € C4 tal que Re(a) < 1, as fungoes

Fi(z) = (z+€)™" e Fa(z) =[2(2+2)7 1]
pertencem a Sg.

Solugao. Basta observar que

R =a+ [P0 =12,

t+z
onde .
. oo pa-
alzo’@:smaﬂ/ .
v 0 t + 1
0, t €0,¢]
d,u1 = )
SROT(t —e)"Ydt, t€le, 00|
e
—samge(p _ g)y=odt, ¢ e [0,€]
d,ug =

0, t €]e, oo,

O
O préximo resultado garante a unicidade da medida p € M que aparece na defini¢ao 2.15, por isso

no caso de f € T denotamos simplesmente f = (a, ).

Proposigao 2.20. Sejam 1, o € M. Se

/lwm/lwmmw,

T+t T+t
entao py = Wa.

Demonstracao. Ver [4], Proposigao 4.1.1, pagina 77.

2.2.2 Calculo de Hirch

No decorrer desta secdo, A serd um operador nao negativo sobre o espago de Banach X.

Definigao 2.21. Seja f = (a,u) € T. Considere os operadores limitados

T:/ (L4+tA) () e S= [ A1 +tA) " du(t).
0,1] 11,00[

Definimos

f(A)=a+ AT+ S
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no dominio
D[f(A)]={¢pe X:T¢ e D(A)}.

Como A ¢ fechado, f(A) é fechado. Se A é limitado, entao f(A) ¢é limitado. Se A tem inversa
limitada entao o operador
V=aA"1+ /(1 +tA) " Ldu(t)

é limitado. Além disso, f(A) = AV.

Se
1
f(z) = a+/}R+ z—i—tdu(t) € So,

nao é dificil mostrar que f(A) é um operador limitado que pode ser escrito como

f(A):a+/ (t + A) " rdu(t).

R
Teorema 2.22. Seja f = (a,p) € T. Entao
(i) D[f(A)] = D[f(A +¢)], Ve >0,

(i) £(4) = lim F(A+2).
(iii) f(A) = (1+ A)"W (14 A)~™ para todo n € N, onde

W=a+TA+S.

(iv) Se D(A) é denso, entdio
[f(A)]" = f(A").

Demonstracao. Ver [4], Teorema 4.2.1, pigina 85. O

O proximo exemplo nos serd muito Util no préximo capitulo.

Exemplo 2.23 ([4], p. 108). Considere 0 < Re av < 1,

flz)=2% g(z)=lz+e) % e h(z)=[2(z+¢)71]"

Entéo, f(A) =J3, 9(A) = Ty 0-10 MA) = T4 4401

Solugao. Pelos Exemplos 2.17 e 2.19, f,g,h € T (a propésito g,h € Sp). Seja A um operador
nao-negativo limitado. Mostremos que f(A) = J§.

De fato, pelo Exemplo 2.17, f = (0, ), onde dpu(t) = S29T¢=oq¢. Assim, fazendo a mudanca de
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variaveis % = A temos,
f(A)=AT+S=A (1+tA) " Ndu(t) + A1 +tA) rdu(t)
[0,1] ]1,00][
- / AL +tA4) 12T gy - BRAT / AL+ tA) Lt
0 n ™ 0
— Ao / ACTLA A+ A)LdN = JS.
™ 0
Analogamente,
g(A) = J(aA_i_a)_l € h(A) = JX(A+£)_1.

]

Teorema 2.24 (Férmula do Produto). Seja f,g € T tal que h = fg € T. Se ¢ € D(A?), entdo
g(A)p € D(A) e

f(A)g(A)¢ = h(A)¢. (2.23)

Consequentemente,
f(A)g(A) C h(A).
Se A ¢ densamente definido entdo f(A)g(A) = h(A).
Se DIh(A)] € Dlg(A)] (em particular, se g(A) é limitado ou g € Sp), entao, f(A)g(A) = h(A).

Demonstracgao. Ver [4], Teorema 4.2.3, pagina 89. O

2.3 Poténcia Fracionaria de Operadores

Nesta se¢ao queremos definir o objeto A%, com « € C4 nas trés situagoes possiveis para A. Para

isso, A sera um operador nao negativo sobre um espaco de Banach localmente convexo.

2.3.1 Definigao e propriedades basicas: Aditividade

Os trés casos possiveis que abordaremos serao:
(i) A é um operador limitado.
(ii) A é um operador ilimitado e 0 € p(A).
(iii) A é um operador ilimitado e 0 € o(A).
Seja A: D(A) C X — X um operador limitado. Entao, para o € C., definimos

A% = J°, (2.24)

onde J“ é o operador de Balakrishnan.
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Quando estudamos as propriedades do operador de Balakrishnan vimos que se A € £L(X) entao
J4 € L(X) e, como consequéncia de (2.24) segue que A é limitado. Além disso, se 0 < Re a < 1,
entdao A% coincide com o operador z%(A) associado & fungao f(z) = z* € T (ver exemplos 2.17 e 2.23).

Sen > Rea >n—1, entdo D(A%) = D(A") € D(A). E interessante observar, também, que o
Teorema 2.10 garante que a funcao o +— A% (¢ € X) é analitica.

Um comentdrio sobre a demonstragao da Proposicao a seguir pode ser encontrado em ([4], p. 105).

Proposigao 2.25. Se A ¢ limitado e o € C, entdo

A% = lim (A+¢)?,

e—0t

com tal limite sendo calculado com respeito a norma de X.

Demonstragao. Seja M a constante de nao-negatividade de A, assim
IAA+A)7H < M, VA>0.
Como vale para todo A > 0, em particular, dado € > 0 temos
A +e)[(A+e)+ A7 <M, VA>0,

entao, multiplicando a desigualdade acima por A > 0 segue que

A
A N2 M< M.
MO+ A+ < oM <

Como A + ¢ ¢ limitado, segue por definicdo que (A +¢)* = J¢,_, ou seja,

(A4 o) = /OO N L(A 4 )M+ A+ )~ 1mdn, (2.25)

Ha)'(n—a) Jy

onden >Rea>n—1.

Observe que a integral que aparece em (2.25) converge absolutamente uma vez que,

00 1 o] M™
/ INTHA+ ) (A+e+ A dN < (M +1)" / ARea=lgn 1+ |A + sun/ ARe ‘chu
0 0 1
(M +1)"  M"|A+e|”
— , 2.26
Re « + n — Re « ( )

Considere, agora, uma sequéncia (e,,) C R%,m € IN tal que &,, — 0 quando m — co. Pelo item



2.3 Poténcia Fracionaria de Operadores 57

(ii) da Proposicao 1.5, e pela identidade do resolvente, para cada ¢ € X e A > 0 temos,

[ A+em+ N0 —(A+X) ' = lem(A+ ) (A+em+ )19
<NA+X) " llem(A+ A +em) ol — 0.

Denote Ty,¢ = (A + A+ &) "1 ¢ e observe que, para cada A > 0,
_ M
| Tl = [[(A+ A+ &) 0| < 19l = Co.

Entdo pelo Principio da Limitacao Uniforme, sup |[(A + A + &,,)7!|| < oo. Assim,
nelN

1A+ em+ 20 = A+ 0T <emll(A+X)THIA+em +X)7H = 0.
Considere a sequéncia (®,,) de operadores dada por
() = A H(A+ em) A+ A+en) ']

e note que ®,,, — A A\ + A)~1" quando m — oo.

Agora, defina

U: [0,00] - R
(M + 1) \Rea=1 A€ 0,1]

JA+1[PARe @=1M -\ ¢ [1, oc

A = U\ =

Observe que o fato de que €, — 0 quando m — oo garante que a partir de um certo indice,
| P (N)]] < ||¥(N)] e, como 2.26 garante que ¥ é integravel, pelo Teorema da Convergéncia Dominada

temos,

lim (A+¢)* = lim (A+¢e,)”

e—0t m—00
= lim P(n) h a-l € e )Lm
_i - a—1 im e\ oy
~ e [T i (A Ok A 2
I'(n)

_ o a—1 —11n — A«
_Fmﬂw%%wé N LA + A)1mdA = A°.

0

A seguir mostramos que uma das propriedades mais bésicas de potenciacdo também vale para

potencia fraciondria de operadores limitados.
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Teorema 2.26 (Aditividade, [4], p. 106). Suponha A um operador limitado. Se o, 8 € C4, entao

ACAP = AP, (2.27)

Demonstragao. Suponha que 0 < Re (o + ) < 1. Pelo Exemplo 2.23,
AY = 29(A), AP =20(A) e AYTH = 0FB(A).

J& sabemos que as funcoes f(z) = 2%, f(z) = 2% e h(z) = 2**P pertencem a T, e h = fg, entéo,

pela férmula do produto (Teorema 2.24) temos
AYAP = 27(A)2P(A) = 22TF(A) = A*TP.

Agora, lembremos que a funcao o — A% é analitica em C;..

Defina a fungdo ¢ : C, x €4 — X por ¢(a, ) = A®AP — A28 Note que ¢ é analitica em C
quando fixamos a ou 8 e que {(¢, ) € C; xC4;0 < Re(a+pB) < 1} C {(«, B) € C4 xC;9(av, B) = 0},
assim, o fato do primeiro conjunto ser aberto garante que o segundo tem um ponto de acumulagao.
Portanto, pelo Teorema A.31 segue que ¢ = 0 em C, x C, isto é, a aditividade também vale para os

demais expoentes em Ci.. U

Suponhamos agora que A seja um operador nao limitado com inversa limitada, ou seja, tal que
0 € p(A). Se a € C, entdao (A~H* é injetivo. De fato, tomando n € N tal que n > Re a e
¢ € Ker(A™1)?, entdo
(A7) = (A7) (Aa g = 0.

Aplicando A™ de ambos os lados da identidade acima obtemos ¢ = 0. Esta observacao nos permite

definir poténcia fraciondria de um operador nao limitado A com 0 € p(A) como faremos a seguir.

Definicao 2.27. Se A é ndo limitado com 0 € p(A), definimos

A" =AY (aeCy).

Como (A=)« ¢ limitado, também ¢é fechado, entao, pelo Teorema A.19, A% é fechado. Além disso
D(A%) C D(A). De fato, pelo item (ii) da Proposi¢io 2.7 segue que R((A~1)®) Cc D(A-1) N R(A~1).
Mas observe que, como 0 € p(A), A~! é limitado e assim D(A™!) = X, e ainda, R(A™!) = D(A).

Logo, D(A™Y) N R(A™1) = X N D(A) = D(A). Entao R((A™1)%) C D(A). Mas

R((A™1)%) = D([(A71)*]™") = D(A?).
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Portanto, D(A%) C D(A).
Proposigao 2.28 ([4], p. 106). Se A € ndo limitado, 0 € p(A) e se a € Cy, entio A estende J*.

Demonstragao. Observe que como A% é fechado, basta mostrar que A% estende J<, pois, se assim
for, A* = A% estende J°.

Mostremos primeiramente que D(J%) C D(A?%). Para isso, considere n € IN tal quen—1 < Re a <
n. Por defini¢do, D(J%) = D(A™) e como R[(A~1)"] = D(A"), dado ¢ € D(A™) existe 1) € X tal que
(A~Hnp = ¢, assim, (A~H)Y (A1) %) = (A~1)") = ¢, 0 que garante que ¢ € R[(A™1)Y] = D(A?).
Logo, D(J%) C D(A®).

Mostremos, entao, que J%¢ = A%¢ para todo ¢ € D(J%). De fato, se ¢ € D(J*) temos,

A% =[(AT) e = [(AT)] I (AT A
— [(A—l)a]—l(A—1>a(A—1)n—o¢An¢ — (A—l)n—aAn¢
E entdo, pela Proposicio 2.5 e lembrando que A(A+A~1) =1 = A(A"1+A)~! (ftem (ii) da Proposicao
1.4) temos,

I'(n)
(n—a)lin—(n—-«

_ F<n) o —a—1
" T(@)(n—a) /o a
(

5| AT e A A
171"
(e
—1 n
(1+4) 4

Por fim, fazendo a mudanca de varidveis © = A~1, segue que du = —A"2d\ e assim, uma vez que
) G 14 ) q 14 )

1 -1

= = - a—1 “11n _ 1a
_F(a)F(n—a)/O A THAMN+ A) 7 gdA = T

A" dp

odpu.

A comuta com (A4 A)~! temos,

n

B(—A"2)dA

Portanto, A% estende J“. 0

Teorema 2.29 (Aditividade, [4], 106). Se A é ndo limitado, 0 € p(A), o, 8 € C4, entdo
A%AP = AotB
Demonstracao. Pelo Teorema 2.26

(AT (AT = (AT,
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logo,
ACAP = [(ATH AT = (AT AT = (AT = A

O

Por ultimo, seja A um operador nao limitado com inversa nao limitada, ou seja, tal que 0 € p(A).

Considere £ > 0. Como o operador A é nao negativo, entao A + £ é nao-negativo e, além disso, como
—e € p(A) segue que 0 € p(A + ¢). Logo, esta bem definido (A + €)%, a € Cy..

Esta observacao é importante para definirmos poténcia fraciondria no terceiro e ultimo caso, como

faremos a seguir.

Definicao 2.30. Se A ¢ ndo limitado e 0 € o(A), definimos

A% =s— lim (A+¢)*.
e—0t
Observe que D(A%), neste caso, é formado pelos elementos ¢ € X tais que ¢ € D[(A + €)?] para

todo € > 0 suficiente proximo de 0 e tais que lim+(A + £)%¢ existe. Nestes termos,
e—0

A% = lim (A +£)%6.

e—0t+

Observe ainda que D(A%) C D(A). De fato, R[(A +¢)*] = D{[(A+¢)71]*} e como (A+¢)~! ¢
limitado segue que [(A + &)7!]* ¢ limitado e portanto, D ([(A +¢)7!]%) = X.
Agora, note que R[(A 4+ ¢)!] = D(A + ¢) = D(A), assim, pela Proposicao 2.7 segue que

D[(A+¢e)* = R{[(A+e)"Y*} c D[(A+ &) JNR[(A+e) ]
= X N D(A) = D(A).

Portanto, se ¢ € D(A®), entao ¢ € D[(A + ¢)*] para todo € > 0 suficientemente préximo de 0,

logo, ¢ € D(A). Portanto, D(A%) C D(A).
Proposicao 2.31 ([4], p. 107). Se A é ndo limitado, 0 € 0(A) e a € C4, entdo A* estende J*.

Demonstracao. Mostremos primeiramente que D(J%) C D(A®). Para isso seja n € IN tal que
n—1 < Rea < n. Como ja vimos, D(JG) = D(A") e, para ¢ > 0 suficientemente pequeno,

D(J4,.) = D[(A+¢)"]. Entao, pela Proposicao A.24 temos
D(J§) = D(A") = D[(A+¢)"] = D(J3,.). (2.28)
Além disso, pela Proposigao 2.28,

D(A") = D(J34.) C D[(A +¢)%].
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Seja ¢ € D(J%). Mostrar que ¢ € D(A%) é equivalente a mostrar duas coisas:

(i) ¢ € D[(A + ¢)“] para todo € > 0 suficientemente pequeno.

(i) O limite 51_i>r(r)l+ (A + e)%¢ existe.

Observe que (i) é automaticamente satisfeita uma vez que D(J%) = D(A™) e D(A™) C D[(A+¢€)?].

Agora, do fato de que (A +¢)* estende J§,_ e lembrando que D(J%) = D(J3,.), obtemos que
para todo ¢ € D(J§), J4,.¢ = (A +¢e)%¢, ou seja,

(A+e)%¢ = /OO M THA+e)(A+e+ M)

I'(@)L'(n—a) Jo
Entao, por um raciocinio analogo ao que fizemos na demonstracao da Proposigao 2.25, o Teorema
da Convergéncia Dominada garante a existéncia do limite lim+(A +e)*¢. Logo, ¢ € D(A?%).
E—r
Resta mostrar, entao, que, para todo ¢ € D(J%), A% = J%¢, ou seja, lim+(A+5)a¢ = J%). Mas,
e—0

ainda pelo Teorema da Convergéncia Dominada segue que
A% = lim (A+¢e)% = J%,
e—0t

0 que encerra a prova. O

Os resultados que estudamos até agora nos permite relacionar os dominios dos operadores A e A*
para o € C4 da seguinte forma:

(i) D(A%) € D(A), se A é limitado.

(ii) D(A%) € D(A), se A é nao limitado.

Além disso, em ambos os casos, se « =n € N vale A" = A ... A.
—

n vezes

Proposicao 2.32. Sejam o € C, p € p(A). Entdo

(A= p) 'A% € A% (A—p) .

Demonstragao. Ver [4], p. 107 O

Observacao 2.33. Dado € > 0, o operador A(A + ¢)~! ¢é limitado e ndo negativo wma vez que se

n > 0, entao,

AA+e) 7 +n=AA+e)  +n(A+e)(A+e)
=AA+e) 4 nA(A+ )t Fen(A+e)7t

=+ DAA+e) T +en(A+e)7t

= (n+1) (A+n€+771> (A+e)™.
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Teorema 2.34 ([4], p. 108). Seja a € C, entao

D[(A + £)°] = D(A®) (2.29)
[A(A + )71 = A%[(A + )71 (2.30)

Demonstragao. Faremos a demonstracdo considerando as trés configuragoes possiveis para o
operador A:

(i) A limitado.

(ii) A nao limitado com 0 € p(A).

(iii) A nao limitado com 0 € o(A).

Para (i), primeiramente considere 0 < Re o < 1. Nesse caso D[(A +¢)%] = D(A®) = X. Agora, se

flz) =22 g(z)=lz+e)7%e h(z) =[2(z+2)7]* = f(2)g(2).

o Exemplo 2.23 garante que

fA) =A% g(A)=[(A+e)%e h(A)=[A(A+e) 1]

Logo (2.30), para 0 < Re a < 1, segue da Férmula do Produto (Teorema 2.24). Para os demais
expoentes em C estendemos por analiticidade como fizemos na demonstracao do Teorema 2.26.

Para (ii) observe que o item (i) da Proposigao 1.4 garante a relagao
(Ate)yl=c a1 (A ey L,
Entdo, como 0 € p(A) segue que A~! é limitado, assim, do item anterior,
(A4e) Y =c2A DA T+ H)Y | acCy (2.31)

Agora note que 0 € p([(A_l + 8_1)_1} a). De fato, como [(A_1 + 5_1)_1]a é fechado, basta que

ele seja bijetor. Ja sabemos que ele é injetor, além disso, note que
R([(at+e ) ) =pla +e7)Y] = x,
pois 71 € p(A~1) donde (A +¢~1)~! ¢ limitado.

Assim, segue da Equacio (2.31) que R[(A +¢)71]* = R(A™1)®. Logo, pela Definigdo 2.27 temos
D(A%) = R(A™1)® = R[(A+¢)71]* = D[(A + £)9].
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Portanto, aplicando A® de ambos os lados da Equacao (2.31) e levando em conta o item (i) da

Proposicao 1.4 segue que

Aa[(A + 8)71]04 _ gfaAa(Afl)a[(Afl + 871)71]04
= [A(A+e) 1~

Para (iii) observe que se e, > 0, entao 0 € p <A+ %) € como % + ﬁ = g, a prova que

fizemos para o caso (ii) garante que

D [<A+ ni"l)a] = D[(A+2),

o que significa que D[(A + ¢)“] nao depende de € > 0.

Pela Observagao 2.33 vale a relagao

AA+e) t4n=mn+1) <A+77i771) (A+e)L.

Entao, ainda pelo que fizemos no {tem (ii), mas agora para o operador A + =L temos

n+1?
-1 S [e} en “ 1
[A(A+e) "+ = +1) <A + 77+1> [(A4+¢e)77]%, (2.32)
ou ainda .
<A+ nej1> =+ 1D [A(A+e) " +n*(A+e)" (2.33)

Mostremos agora que D[(A + ¢)¢] = D(A%).
(e
De fato, dado ¢ € DI[(A + ¢)]%, temos lin% (A+ %) ¢ existe, pois o limite do lado direito
n—

da equacdo (2.33) existe levando em conta a Observagao 2.33 e a Proposicao 2.25. Disto segue que
¢ € D(AY).
Por outro lado, se 1) € D(A%) entao ¥ € D [(A + %)a], para 7 suficientemente pequeno, isto é,
1 € D[(A+ €)%]. Portanto
DI[(A+e)%] = D(A%).

Por fim, mostremos (2.30). Considere ¢ € X, entao,

[A(A+2)71]%0 = Iim[A(A +&)~" 0]

L N en \° e
= lim(n+1) <A+77+1) [(A+e)]%.

(0%
Note que o tltimo limite existe, pois [(A+)71]% € D(A+¢) = [(A + %) }, para todo n > 0.
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Portanto, pela Defini¢ao 2.30
[A(A+e)71]% = A%[(A+¢)71]%

donde segue (2.30). O
Corolario 2.35 ([4], p. 109). A% € um operador linear fechado.

Demonstragiao. Como A® comuta com [(A + £)71]% e pelo Teorema 2.34 segue que

A% = (A+e)*[(A+e)T17A% = (A + ) A%[(A+e) ]
= (A+e)A(A + )71

Entdao, como [A(A+¢)~1* é limitado (Observagao 2.33) e (A +¢&)® é fechado, pois [(A +¢)71]* é
limitado, segue que A é fechado. O

Lema 2.36. As funcoes I' e B se relacionam da sequinte maneira:

! T
B(z,y) = /0 L=t = W

Corolario 2.37 ([4], 109). Se A ¢ nao limitado, 0 € p(A) e a € Cy4, entdo

4% = Im(A+2)% (6 € D(A") = D[(A+2)°]).
Demonstraciao. Note que A +¢ = A(1 +¢eA™1), assim, como D(A™!) = X pois A~! é limitado,
segue que A1 (A +¢) =1+ cA7Y ou ainda, [A(A +¢)71]7! =1+ A7 Logo, pelo Teorema 2.34

segue que

(14+eA™ ) ={[A(A+e) |71} = {[A(A+ ) ")}
= {A A+ =@ H{[(A+e) N
= (AN (A + )~

Entao, para ¢ € D(A®) = D[(A + ¢)?], temos
(A+e) = (1 +cA1)*A%. (2.34)

Agora, seja n € IN tal que n > Re o. Assim, como 1+ eA~! é limitado, pela Proposicio 2.5 para
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cada ¢ € X,

(1 + 5A_1)a¢ = J?+6A71¢

I'(n) > La-1 -1 —1y—177
== A 1+eA ) (A+1+¢€A dA. 2.35
e | AT ea 0 1A (23)

Mostremos, agora, que (A +1+¢eA~1)~t — (A +1)7! quando ¢ — 0. De fato, note que (A + 1 +
eA DA+ 1+eA7 )"t =1, assim,

A+1D)A+1+eAH P =1—cA' N +1+eA47H)™! (2.36)

Entdo, como (A4 1 +eA~1)~! é limitado segue que o lado esquerdo da Equacdo (2.36) converge
para 1 quando € — 0, assim,
A+DA+1+edaH o1,

logo, A+ 1+eA™H)™ L = (A+1)"L
Agora, j4 mostramos que a integral que aparece 2.35 é absolutamente convergente, entao, por um
raciocinio andlogo ao que fizemos na demonstracao da Proposicao 2.25 e pelo Teorema da Convergéncia

dominada segue que,

_ P(n) e _ _1\—117
. 1 . 1 1 1\—1
Y = @ 1 A 1 A
il_I}I(l)(l—i‘EA )Y il_r}(l) [F(Q)F(n—a)/o M1 4+eA A +14+47H) 7 gdA
_ I /OO A im [(1+eA™) A+ 1+eA™H) 7" gdr
HNa)'(n—a) Jo e—0
I'(n) > La-1 —177
= A% A+1 d\.
F@re = , 2 e
Entao, fazendo a mudanca de varidveis A = ﬁ, observe que se A = 0,0 — 0 ese A — oo, u — 1
e ainda d\ = —L—du. Logo, utilizando o Lema 2.36, temos,

(1-p)
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Portanto, aplicando o limite de ambos os lados da Equagao (2.34) segue o resultado. ]

Para demonstrar a aditividade para o caso em que A é nao limitado e 0 € o(A) iremos fazer uso

do lema a seguir.

Lema 2.38 ([4], p. 109). Sejam v,6 € C4 e e > 0 suficientemente pequeno. Entdo ¢ € D(AY) se, e
somente se, [A(A+ 6)*1]6 € D(AY) e

(A+e) [AA+e) ] ¢ =[A(A+2)] (A+e)o. (2.37)

Demonstragao. Suponhamos primeiramente que ¢ € D(A7Y), entdo, ¢ € D[(A + ¢)7] para € > 0
pequeno e lim (A + €)Y ¢ existe.
e—0
Mostremos que [A(A+¢e)~! ] ¢ € D(A7). Observe primeiramente que, como [A(A+¢)7!] e
(A+e)! sdo limitados e [(A+¢e)™t + A]~ - e [A(A+e) 1+ 4] ~ comutam, da definicdo do Operador
de Balakrishnan segue que [A(A + 6)_1]6 e [(A+¢)7']” comutam. Assim,

[AA+) ) (A+e) o= (A+e) [(A+e)"] [A(A +¢) 1]6(A+5)7¢
:(A—i—s)”[ (A+¢) 1]6[
= (A+e) [AA+e) .

Logo, como ii_r)r[l)(A + &) [A(A+6)71]6¢ = ;1_1)1(1) [A(A + 8)71]6 (A + €)7¢ existe, segue que
[A(A+ 5)‘1]5 ¢ € D(AY) e que vale (2.37).

Reciprocamente, suponhamos que [A(A+€)_1]6¢ € D(AY). Considere n € IN tal que n >
Re d e tome n = (n — Re d) — ilm . Note que n € C4 e ainda 6 +n = Red +ilmd + (n —
Re §) —iIm 6 = n. Logo, como [A(A + 8)_1]6 ¢ € D(AY), pela primeira parte deste lema segue que
[A(A+2)7 1" [A(A+e)7Y ’ ¢ € D(AY), entdo, pela aditividade da poténcia fracionédria do operador
A(A+¢)7! concluimos que [A(A +¢e)71]" ¢ € D(AY).

Vamos mostrar que se [A(A+¢)7']" ¢ € D(A?), entdo ¢ € D(A).

Faremos por inducao sobre n. Para n = 1, ou seja, Re § > 1, considere m € IN tal que m > Re

e observe a ja conhecida identidade,

e+ A" o=0+ D (-1 ( TZ > [Ale +A)7]" ¢,
1<p<m
ou seja,

p=[ec+ A" p— > (-7 ( : > [A(e+4)71]" ¢.
1<p<m

Para concluirmos a prova, basta mostrar que [E(A + £)*1]m ¢ € D(AY), pois, uma vez que A(A +
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e)~'¢ € D(A), pela primeira parte deste lema segue que [A(A + 5)*1]19 ¢ € D(AY) para todo p € IN,
entdo, ¢ pode ser escrito como a soma de dois elementos de D(AY) e portanto, estd em D(AY).

Para mostrarmos que [e(A+¢)7!]™ ¢ € D(AY) observe que [(A+&)71]"¢ € D[(A+ &)™ C
D[(A+¢€)"] = D(A") pelo Teorema 2.34.

Os demais casos seguem de maneira analoga. O

Teorema 2.39 (Aditividade, [4], p. 110). Seja A um operador ndo negativo, nao limitado tal que
0€o0(A) ea,p e Cy. Entao
AP = AP A,

Demonstragao. Seja ¢ € D(A*HP). Pelo Teorema 2.34, ¢ € D [(A + 5)0”“5] para todo € > 0. Agora,
pela aditividade de A + ¢, segue que

(A+)™p = (A+ )P (A + )%, (2.38)

assim, ¢ € D [(A +¢)%] = D(A?) e ainda A% = [A(A+¢)71]" (A+¢)*¢ também pelo Teorema 2.34.

Agora observe que, pela equagao (2.38) segue que (A+e)%¢ € D [(A+ 5)5], entdo, pelo Lema 2.38
segue que A% = [A(A+¢e)7' " (A+e)*p e D[(A+¢e)’] =D(AP). e

(A+e)PA% = [A(A+e) " (A +¢)*Pg. (2.39)

Aplicando [A(A + 5)_1}5 de ambos os lados da Equagao (2.39), temos

[AA+e))7 (A+e)fA2¢ = AP A%
= [A(A+e)7° [A(A+e) " (A +2)Hg
_ [A(A + 8)71]04""5 (A + €)a+ﬁ¢ _ Aa+ﬁ¢_

Logo, D(A“tP) ¢ D(A*AP) e A°tB¢ = AP A“¢ para todo ¢ € D(A*TH).
Por outro lado, seja ¢ € D(A%) tal que A% € D(A?). Uma vez que [(A+s)_1]a+6¢> €
D [(A+¢e)*tF] = D(A*P), temos

[(A+e) %P 4842 = APA% [(A+e)1]" ¢
= A [(A+e)7 " g
= [A(A+e) s,

Assim, [A(A+ 8)_1]a+ﬂ ¢ € D [(A+ e)*P] = D(A*"F) e portanto, pelo Lema 2.38, ¢ € D(A>P)

o que completa a prova, pois ja mostramos que para ¢ € D(A“‘*‘ﬁ ),

APy = AP A%,
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Corolario 2.40 ([4], p. 110 e 111). Sejam «, 8 € C4. Entao,

(i) ¢ € D(J%) se, e somente se ¢ € D(AY) e A%p € D(A). Além disso,

Ta a
JCY: D>

onde Ap € a parte do operador A em D(A).

(ii) J& = A% se, e somente se, D(A) = X.
(iii) JoJB = Ja+B,

Demonstragao. Observe que pelo Corolario 2.35 e as Proposicoes 2.28 e 2.31 segue que A é uma
extensao de J®. Assim, D(J*) C D(A%) e J*¢ = A% para todo ¢ € D(J%).

(i) Suponha que ¢ € D(J%), assim, pela observacao acima, ¢ € D(A%).

Além disso, note que R(J*) C D(A). De fato, dado ¢ € R(J%), existe ¢ € D(J%) tal que
Jo = lim J%, =,
n—oo

onde (¢p) C D(J%) é uma sequéncia tal que ¢, — ¢ quando n — co.
Agora, pela Proposicao 2.7 segue que R(J*) C D(A) N R(A) C D(A), assim, ¥ é o limite de uma

sequéncia cujos elementos estao em D(A), logo, 1) € D(A).

Portanto, como A% estende J* e ¢ € D(J%), segue que J*¢p = A% € D(A).
Suponha agora que ¢ € D(A%) C D(A) e A%p € D(A). Fixe n € N tal que n > Re a,, entdo, pelo
item (i) da Proposicao 1.5 segue que
lim [AA+A)7" ¢ =¢.
A—00
Sabemos que para cada A > 0, [A(A+ 4)71]" ¢ € D[(A + A)"] = D(A") = D(J?), assim, ¢ pode
ser visto como o limite de uma sequéncia cujos elementos estdao em D(J®). Resta mostrarmos que
/\hm J AN+ A)71]" ¢ existe para concluirmos que ¢ € D(J®).
—00
De fato, como [A(A+ A)~1" ¢ € D(J*) C D(J?), ¢ € D(A*) = D [(A+ A)~1A%] e A% € D(A),

levando em conta a Proposi¢ao 2.32 e o item (i) da Proposigao 1.5 temos
Jo¢ = lim J*[AA+A) "¢ = lim J* [AA+A4)']"¢
A—00 A—00
= lim A" AN+ A4)" "¢
A—00

= lim [AA+ A)7]" A% = A%,

A—00

ou seja, o limite /\lim Je [)\()\ + A)_l}n é, logo, ¢ € D(J%).

— 00
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Além disso, observe que D(A%)) = {QS € D(A*)ND(A); A%¢ € D(A)} = {gb € D(A%); A% € D(A)}.
Mostramos, entao, que D(J®) = D(A%) e ainda Jo¢ = A% ¢ para todo ¢ € D(J*) = D(A%,). Portanto,

T = A9,

(ii) Suponhamos que J* = A“ e D(A) # X. Assim, D(A%) # {¢ € D(AY); A%p € X}, assim,
existe ¢ € D(A") tal que A"¢ ¢ D(A) com n € IN tal que n > Re «. Assim, como A%A" ¢ = A"¢ ¢
D(A), segue que ¢ € D(J*) mas ¢ ¢ D(A%), o que implica que A* é uma extensao estrita de J.

Absurdo.

Agora, se D(A) = X, J* = A* pelo {tem anterior.

(iii) Pela aditividade da poténcia fracionéria e pelo item (i) temos

ToJP = Ap A}, = AGT = JetB,

O
Proposicao 2.41. Seja o € C,.. Assuma que T € um operador limitado tal que
T(u— Ay = (u— 4)7'T, (2.40)
para algum p € p(A). Entdo
TA® C A*T.
Demonstracao. Ver [4], p. 115. O

Os dois ultimos resultados dessa secao dizem respeito ao operador adjunto e & multiplicidade dos

expoentes do operador poténcia fracionaria. Por motivos técnicos, omitiremos estas demonstragoes.

Proposicao 2.42. (i) Se A ¢é densamente definido, entdo para o € Cy
(4% = (42"
(ii) Se A € injetivo, entao para todo oo € C4, A* também € e
(A = (A"~

Demonstracao. Ver [4], p. 116. O

Proposicao 2.43 (Multiplicabilidade). Se 0 < a < 1, entdo A% € nao negativo. Além disso, para
todo g € C4+
(A%)P = AP,
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Demonstragao. Ver [4], p. 116. O

2.3.2 Teorema da Aplicacao Espectral

Nosso objetivo nessa secao é mostrar um Teorema Espectral para a poténcia fraciondria de
operadores. Os resultados a seguir estabelecem férmulas integrais que definem o operador resolvente
da poténcia fraciondria; estes serao necessarios para a demonstracao nao sé desse Teorema, como
também do resultado que garante que, sob certas condigoes sobre «, se A é setorial entao A também

o0 é. Por quesitos técnicos omitiremos as suas demonstragdes que podem ser vistas em [4], Cap. 4.

Proposigao 2.44. Seja a € C tal que Re a > |a|?. O conjunto
Qo = C\A% N > 0e—7 <0 < 7}

€ nao vazio e se —p € §q,

3 o Aa
A%t = Smo‘”/ A+ A) L. 2.41
(1 + A7) 7 Jo A2+ 2\ cosam + p? A+4) (241)

Proposicao 2.45. Sejam o € C tal que Re o > |af? e s € C\R_. 5@ ¢ 0(AY) se, e somente se
s¢o(A) e

1 sinam [ A
a ay—1 __ 11—« -1 -1
(A7 =) = o’ (A—s)"+ T /0 20— 2\5% cos T + 52 A+ A)7dA (242)

Proposicao 2.46. Sejam o € C tal que Re a > |a|? e r > 0. Entdo re®o™ ¢ o(A%) e

(Aa N T,aeiiﬂa)fl — _T1*Oé€$iﬂ'a(A + 7,)71
sinam [ (A —r)re-t 1 1
y o /0 o e — e AT AT AT 24

Lema 2.47. Se Re o > 0, entao 0 € o(A) se, e somente se 0 € o(A®).

Lema 2.48. Se um operador linear fechado A tem comjunto resolvente ndo vazio entdo A™ € um

operador linear fechado para todo n € IN.

Lema 2.49. Seja A um operador linear fechado com conjunto resolvente nao vazio. Se o(A) # 0,
entao

o(A") = ("2 € o(4))
e se o(A) =0 entao o(A™) = (.

Estamos prontos para o Teorema.
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Teorema 2.50 (Teorema da Aplicacao Espectral, [4], p. 121). Seja o € C. Se 0(A) € nao vazio
entao

o(AY) ={z%2z€0(A)}.

Nos consideramos o argumento principal de z% e convencionamos que 0% = 0.

Se 0(A) =0 entio o(A%) = 0.
Demonstracao. Seja a € C; tal que Re o > |a|? e considere os seguintes conjuntos:
D ={s%s€c C\R_} €= {2%FTm >0} Q3=0C*"\(2UQ),

Observe que 2 No(A%) = () uma vez que pela Proposicio 2.46 temos r®e*™ ¢ g(A%) para r > 0.
Observe ainda que Q3 N o(A%) = (). De fato, note que

Q3 = G*\(Ql ) QQ) =C"'n (Ql U Qg)c
_ O (N0 = (CF Q)N (CFNQY)
= (C*\21) N (C"\Q2) C C*\Qy;

Repare agora que (C*\Q1) No(A%) = 0 uma vez que

(C\Q) No(A%) = < [(C*\Q) N o(AY)° = C
e O Up(A%) = C*
= o(AY)* N[ U p(A%)] = 0(A%)* N C*
= o(AY) N Q= o(A%), (2.44)

e a equacao (2.44) se verifica pois, dado p € o(A?%), pela Proposicao 2.45 segue que ué € 0(A) e como
A é nao negativo, ,ué € C\R- e, portanto, u = (,ué)o‘ € 0.
Portanto, Q3 N o (A*) = 0 e, novamente pela equacao (2.44),

o(AY)* C . (2.45)

Por outro lado, observe que, se 0(A) # 0, entdao Q3 No(AY) = {s*s#0es € o(A)}.

De fato, seja p € Q; No(A%), entdo, u € Q1 e u € 0(A), logo, u = s para algum s € C\R_ e
s € o(A), logo, up=s5“coms#0eseoc(A),oqueimplica que 2 No(AY) C {s*s#0esco(A)}.
Reciprocamente, seja pu € {s* s # 0 e s € o(A)}, entdo, p = s* com s € C\R_ e p € o(A%) pois
s € 0(A), o que implica que {s*;s #0e s € c(A)} C Q No(A%). Portanto, Q1 No(AY) = {s%; s #
Oesco(A)}.

E ainda, da Proposicao 2.45 segue que 3 No(A%) = () caso o(A) = 0.

Consequentemente, de (2.45) segue que, para o(A) # (), 0(AY)* = {s%;s #0e s € 0(A)}, e para
o(A) =0, c(A*) = 0.
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Por fim, pelo Lema 2.47, 0(A%) = {z%z € 0(A)}, se o(A) # 0.
Para o caso em que a € IN o Lema 2.49 garante o resultado.

Agora, observe na figura 2.1 a representacao geométrica do conjunto de nimeros complexos {a €

C;Re a > |af?} C C4.

B {o €CxsRea > |af?},

n

Figura 2.1: Representagio geométrica do conjunto {a € C;Re a > |a|?}

Entdo para cada o € C\IN, podemos encontrar um nimero natural n tal que § = % é tal que

Re 3 > |B|?, como indica a figura 2.2.

Cy

Iai- SiEs s s =i e =

Tm 3 _‘,";‘; S ,@ 9

Figura 2.2: Representagao geométrica de ave = 2

E entao, nesse caso, pela aditividade da poténcia fraciondria (observe que estamos usando a

aditividade e nao a multiplicabilidade), temos,

o(A%) = o [(A%)n] = {2z € o(AR)) = 2% 2 € o(A)).
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2.3.3 O espetro do Laplaciano Fracionario Unidimensional

Seja 2 C R um aberto limitado, vamos supor © = (0, L), L > 0 para facilitar os cédlculos. Nesta
secao iremos mostrar que o[(—A2)?] = {2%;z € 0(—A2)} onde Ay é a parte do operador Laplaciano
distribucional em L?(Q) tal como foi definido em [4], p. 37. Considere o seguinte problema de autovalor

do Laplaciano com condigoes de Dirichlet

—Asu=Au emQ
u=20 em Of).

Os fatos a seguir foram mostrados em [4], p. 37, 38 e 39.

(i) —Ag é fechado e m-acretivo.

(ii) —Ag é injetivo e tem dominio e imagem densos.

(iii) —Ag é gerador infinitesimal de um semigrupo analitico e de contragoes.

(iv) —Ag é simétrico, ou seja, (—Aqu,v) = (u, —Agv) para toda u,v € L?(£2). Isso implica que
todos os seus auto valores sao reais.

(v) —Ag é positivo no sentido de que (—Agu,u) > 0 para toda u € L?(1).

(vi) —Ag admite uma extensdo auto-adjunta. Isso implica que —Ay admite uma base ortonormal
de autofungdes. Além disso, nessas condigdes D(—Ag) = HL () N H?().

Observe que A € o(—Az) se, e somente se existe u € D(—Ay) tal que —Asu = Au, e ainda,

—Aou = \u <= —u"(z) = Mu(z) < u"(2) = —u(x)
— u(z) = K cos(VAz) + Ky sin(VAz).

Pelas condigoes de Dirichlet, temos u(0) = u(L) = 0, ou seja, u(0) = K cos(0) + Kasin(0) = K»
donde segue que Ko = 0 e u(L) = Kysin(v/AL) = 0 donde segue que VAL = nm, n = 1,2,3, ..., ou

nm

seja, A = (L )2. Logo o conjunto {)\n;)\n = (%)Q,n =1,2,3, } é o espectro do operador —As.
Além disso, as fungoes u,, associadas a cada autovalor \,, sdo dadas por u,(x) = sin (%x) .

Agora, pelo Corolério 2.40, como —Ay é densamente definido, dado a € C4 segue que
(_AQ)a - ﬁ?

isto 6 (—Ag)® : D[(—A)®] € L2(Q) — L2(Q) onde D[(~Az)*] = D(J4).

Mostraremos, agora, alguns fatos sobre o operador (—Ag)®.
Proposigao 2.51. (—A)% a € C;+ € autoadjunto.

Demonstragao. Como —A, é densamente definido e autoadjunto, segue da Proposicao 2.42 que

[(=82)" = [(=A2)"]" = (=A2)7,
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logo, (—A2)® é autoadjunto. O
Proposigao 2.52. [(—A2)¥]~! € limitado.

Demonstracao. Como 0 ¢ o(—Ay), entdo, pelo Lema 2.47, 0 ¢ o[(—A2)?®]. Logo, 0 € p[(—A2)“]
donde segue que [(—A2)*]~! é limitado. O

Proposicao 2.53. o[(—A2)?] = 0,[(—A2)?] C R.

Demonstragao. Para Q C R” limitado a imersao de H}(Q2) em L?(Q2) é compacta (Ver [13], p. 10).
Agora, observe que D(—As) = H}(2) N H?(), o que garante que D(—Aj3) é um espaco de Banach.

Seja n € IN tal que n > Re a. Sabemos que (—A2)® = Jo, assim, D[(—A2)?%] = D(J*) = {¢ €
L3(Q); A(dm) C D(J%) tal que ¢y, — ¢,m — 00 e (J%y,) converge}. Mas, se n > Re a entdo
D(J%) = D[(—=A2)"] C D(—=As) = H}(Q) N H?(Q) e como D(—As) é espaco de Banach segue que
D(J*) C D(—As) C HF(9), logo, como a imersao de H{ () em L?*(Q) é compacta segue que a imersio
de D(—A3) em L?(Q) é compacta.

Pelo Teorema A.20 segue que o[(—A2)%] = op[(—A2)Y] C R. O

Teorema 2.54. Se & é um autovalor de —As associado a autofunc¢do ¢, entdo £* é um autovalor de

(—A92)% associado a altofuncdo .

Demonstragao. Sejan € IN tal que n > Re a.. Observe que, como ¢ é autofungao de (—A3) associada
ao autovalor £, entao, segue que (—Ag)p = &p, logo, (—A2)"¢ = {"p, portanto, ¢ € D[(—Az)"] =
D(J%) e ainda (—A)* = J“ em D(J®).

Note agora que [A + (—A2)]Jp = Ap + (—A2)p = Ap + &p = (A + &)p. Assim, [A + (—Ag)] " =
(A + &) ™p. Assim,

(~80)%% = I = e [T AT 80 04
_ F(n) o a—1e¢n —-n
- Fore e g e

_ . ~\v * a—1len -n
- I()T(n—a) /0 ATTE A T pdA

-t [ () e (e () e
b e () () ()
1 a—n+1

1
a—1 n—a—1 ra
= [ T (1-p % pdp
ro [

Q

Q

= % = &%
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onde fizemos a mudanga de varidveis A = 15_—““, observamos que se A - 0,y —0ese A oo, u—1e
ainda d\ = %du e utilizamos o Lema 2.36.
(1—-p)

Portanto, £ é autovalor de (—A2)® associado a autofuncao ¢. 0

De maneira andloga mostramos que se § é autovalor do operador (—A3)® entao existe um autovalor
u do operador (—Asg) tal que u®* = £. Acabamos de verificar, portanto, que o Teorema Espectral de
fato vale para a parte do operador Laplaciano distribucional em L?(Q), com condicdes de Dirichlet e

com 2 limitado.
2.3.4 Setorialidade

Teorema 2.55 ([4], p. 123). Se A é um operador w—setorial, w € [0, 7], e & > 0 € tal que aw < T,

entao A% é aw—setorial.

Demonstragao. Suponhamos « > 0 e observe que

) — pan(2) — oa(n(l2))+iarg2)

jagz

1 -arg z 1
11’1(|Z‘C¥)€l o :‘Z|ae o,

=€

logo, ]zél = ]z]é e argzé =largz.

Afirmacgao 1: 0(A%) C Suy-
De fato, seja z € o(A%), entao, pelo Teorema da Aplicagao Espectral, za € o(A) C S, ou seja,
0< ]argzé] < w, logo, 0 < L|argz| < w, donde 0 < |arg 2| < aw. Portanto, z € S
Afirmagao 2: M(0) = sup {||A(Xe?” — A%)7!||} < oo para todo aw < || < 7,0 < a < 1.
A>0
Considere M = sup {[[A(Xe?? — A)71||} para todo w < |0] < m, que existe pelo fato de A ser
A>0

w—setorial. Como 0 < a < 1, entdo, Re a > |a|? o que garante a validade das férmulas integrais

(2.41), (2.42) e (2.43). Dividiremos a prova dessa afirmagao em trés casos.

Caso 2.1: ar < |0] < 7.

Nesse caso, se z = Ae'? entao z € Qq, logo, pela férmula integral da proposicao 2.44 temos,

IAA™ — A%~ =

sinam [ At
: S(t+ A)ldt
™ /0 20 4 2t \et? cos am + \2e?0 (t+4) H

sin / o0 ‘ At
<
™ 0

- 4 dt.
20 4 2t \et cos am + \2e2i0
Fazendo a mudanca de varidveis ¢t = Aar temos dt = )\édr, e como esta mudanca nao altera o

(t+ A)~!
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dominio de integragao segue que,

- sinar [ At
Ae? — AL < / : _(t+ A)7H| dt
IX s 7 Jo |[t2@+2tehe? cosam + )\26219( )
1
sinam [ A(Aar)®
= mer [T MAr) (4 A) 7 AR dr
T Jo |[(Aar)2e 4 2(Aar)2Xe? cos am + N\2e2
sinam [ A2l 1 1
— : S Xar(Aar+ A)7| dr
T /0 A2r2a 4 2 )\2paeif cos ar + \2e2if ( )
sin aw ro-l
< Aoy )\ar—i—A Hdr
S /0 |72 4+ 2raei? cos amr + €219 H
sinam [ ro—l
S 2 0 5i9] A
m  Jo |r?®+2ree? cos am + €2
sin aerr /°° are! J
= : . r
ar Jo (e?sinar)? + (re + e cos ar)?
M r® + e cosam |
= ——arctan | ———— ‘
amel e sin o 0
M r tan(cot )} <
= —— |= — arctan(cot an 0.
amei? L2 =
Caso 2.2: |0| = ar.
Nesse caso, § = Lo, assim, tomando r = Aa segue que z = %" e entdo pela férmula integral

da proposigao 2.46 temos
”)\()\6:|:a7r _ Aa)fln < He:tiwa)\é(A_’_ )\é)le

1
sinam [ At — Aa)to! s »
—_A(t+ A (\a + A) " dt
m /0 (£ — N\)@)(te — ex2mia)) (t+A)" (Ao + A)

e 1 1 ~
Fazendo a mudanca de variaveis ¢t = Aas temos dt = Aads, e como esta mudanca nao altera o

dominio de integragao segue que,

: 00 _ a—1
IA(AeEom — A0~ < M4 || 22T / ( (5= D8 ks Ay IAEOE + A)lds
0

T s — 1)(511 _ e:l:27ma)
(s —1)s*t
(SO‘ _ 1)(80‘ _ e:i:ZTrioa)

ds < o0.

: o9
<M+(M—|—1)Msmom/
™ 0

Caso 2.3: aw < 0] < am.
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Nesse caso, z € p(A%), entdao z = Ae? = s* para algum s € C\ R_ N p(A), logo, para X > 0 temos,

1 i i
IA(Aeem — A7) < Hxa(xief)l—am —Aaea)!

sinam [° A
- _(t + A)"tdt
T /0 20 _ 9t Net¥ cos ar + )\26219( +4) H
M sinar [ pyns
S % - _(t+ A) "t .
a " T /0 t2e — 2ta et cos o + )\26229( +4) ”

e 1 1 .
Fazendo a mudanca de varidveis t = Aar temos dt = Aadr, e como esta mudanca nao altera o

dominio de integragao segue que,

, M sinar [ e 1 1
A — AN < — / . S(Aar + A) e dr
I ) 7 Jo A2 —2X\2reei cosar + )\26219( +A)
M  sinam [ ro—l 1 1
<= . — [Aar(Aar + A _IHdr
o T /0 |r2e — 2raei? cos am + 2] H ( +4)
< M +Msinoz7r /°° i f:_l .
a T Jo |r?® —2ree? cosam + 2|
M M 7
=t [5 — arctan(cot om)} < 0.

Afirmagao 3: sup {||z(z — A%) 7|, 2 ¢ Saw} < oo para todo o > 1.
De fato, seja n € IN tal que n > «a. Considere z;,k = 1,2, ...,n, as raizes n—ésimas de z. Assim,

pela férmula do produto para polinémios aplicada ao operador A% temos
l2(z = A%) 7 = [l2(z = (A%)") M| < HHZk (2 — A%) 7

e uma vez que z, ¢ Saow os cédlculos feitos na afirmagao 2 garantem a limitagdo necessiria para
n

concluirmos que A® é aw—setorial. a

Se A é w—setorial, densamente definido e aw < 7 entao —A“ ¢é gerador infinitesimal de um analitico

cuja aplitude é igual a § — aw. A seguir veremos a representagao desses semigrupos para o caso em

que 0 < a < 3. Denotaremos por D®(A) = () D(A") e R®(A) = (] R(A").
n=1 n=1

«
2 a qual aparece

Seja a € (0, %) e para cada t > 0 considere a seguinte funcdo Ga¢(2) = e~
previamente no Exemplo 2.18. Por este exemplo e pelo célculo funcional o operador G, +(A), o qual

denotaremos por S, (t) estd bem definido, ou seja, é convergente em £(X) e ¢ dado por

1 [ a
Sa(t) = /0 e AT CosaT Gin (tXY sin arr) (A + A) THdA. (2.46)

™

Nosso préximo passo consiste em mostrar que a familia de operadores {S,(t);¢ > 0} é um

Co—semigrupo que pode ser estendido para um semigrupo analitico de amplitude § — aw e que —A®

é o seu gerador infinitesimal.
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Proposicao 2.56 (4], p. 129 e 130). Para cada a € (0,%) existe uma constante My > 0 tal que
|1Sa(t)]| < My para todo t > 0.

Demonstragao. Se M é a constante de nao negatividade de A, temos,
1 [ o
|Sa(t)]| = H/ e~ AT oS AT Gin (EXY sin o) (A + A)_ld)\H
T Jo

M [ —tAY cosam| o; a -1
< — e | sin(¢A” sin am) | A" dA.
T

Fazendo a mudanca de varidveis tA%cosam = u teremos atA® !cosamd\ = du e como esta

mudanca nao altera o dominio de integracao temos,

M o[> o
|Sa(t)] < e tAT osaT | 6in (A sin ar) | A TLdA
M
~U| sin(u tan o) [u du
tan am o tan a
<M du=M = M,.
aT 0 aT

Proposigao 2.57 ([4], p. 129 e 130). Para cada o € (0,%) et >0, R[S4(t)] C D>(A).

Demonstracao. Seja p € p(A), entdo (u — A)~! é limitado, entdo,

Sa()(n—A)"¢ = (n—A) " Sa(t)

pois os resolventes comutam. Entdo, pela Proposiciao 2.41 segue que S, (t)A? ¢ APS,(t) para todo
B € Cy, logo, R[S.(t)] C D(AP) para todo B € Cy, e em particular para 3 € IN. Logo, R[S,(t)] C
o0

N D(A™) = D>(A). O

n=

Proposigao 2.58 ([4], p. 129 e 130). Para cada o € (0,5 ), Sa(t1)Sa(t2) = Sa(ti1+t2), para ty,ty > 0.

Demonstragao. Sejam t1,ts > 0 e observe que
Gt (2)Gat,(2) = e 2% gmt22® _ o—(fitt2)e® _ Gat+15(2),
logo pela Férmula do Produto (Teorema 2.24) segue que
Gati(2)Gats(A) = Gayty41,(A4),

ou seja, Sa(tl)sa(tZ) = Sa(tl + t2)' U

Proposicao 2.59 ([4], p. 129 e 130). Para cada o € (0,%), %11115 (t)p = ¢, para todo ¢ € D(A).
Consequentemente D>®(A) = D(A).
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Demonstracao. Note que G, (1) = e, logo, podemos escrever

1 [ a
€_t _ / e—t)\ cos T sin(t)\o‘ sin Oé7T)(1 + A)_ldA
0

™

Seja ¢ € D(A). Assim,

|Sa(t)d — e o) = 1/ e AT S AT Gin (4N sin aurr) [(A+N) o — (1 +N)1¢] d/\H
T Jo
1 [ a
< / e A% oS AT Gin (1A sin aurr) | (A + N7ro— (14 A)_lqu d\.
T Jo

Agora seja H(A\) = AM(A+X)"1¢ — A(1+ \)~1¢. Sabemos, pela Proposicao 1.5 que Alim H(\) =0,
—00
logo, para todo € > 0 existe N > 0 tal que se { > N entdo |H(§)|| < e.

Seja € > 0, assim,

[Sa(t)p —e~to| < % / e AT T gin(tA sin ar)| [ (A + A) Lo — (1+N) 1| dA
0

IR R
— / e~ AT oo sin(tA sinam )| ATH[(A+ A) T — (14 M) 71| dA
T Jo
1 [ a
+ 77/ e~ AT oseT | gin (1A sin am)| A1 [(A+A) 16— (1+A) 16| dA
N
M+1 N e
< - ||¢||/ e AT COS AT i (1A sin ar) | A1 dA
i 0

1 [ .
+ sup [|H(€)]| = / e N €8T i (1A sim )| A~ LdA
E>N T JN

M 1 tN“ cos am

< i ||<b||/ e sin(u tan ar)|u" du
aT 0

€ oo
+— e~ | sin(u tan ar)|u~ du

QT JtNe cos ar

tIN® cos am 00
< (M + 1)tana7r‘¢H/ e‘“du—i—stanaﬂ/ e "du
aTm 0 aTm tN® cos am

t a t a
< (M + 1) an am H¢|| (1 . e—tN coscwr) +e an O”Te—tN cos am
aT aT

)

onde usamos mais uma vez a mudanca de varidveis tA% cos am = u.

Portanto,

tan am

Hsa(t)qb — €_t¢” < (M + 1) ”¢H (1 _ e—tNo‘ Cosowr) 7

T

logo, fazendo t — 0 segue que S, (t)p — ¢.

Mostremos agora que D>*(A) = D(A). De fato, seja ¢ € D(A) entao, pelo que fizemos acima,

¢ = 1%ir% Sa(t)o, ou seja, ¢ é o limite de elementos que, pela Proposigao 2.57, estdao em D>(A), logo,
_>

¢ € D>®(A). Reciprocamente, se ¢ € D*®(A) entdao ¢ € D(A), donde segue a igualdade. O
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Proposigao 2.60 ([4], p. 129 e 130). Para cada o € (O, g), So(t)APp = APS,(t)¢, para todo € Cy

e ¢ € D(AP).

Demonstragiao. A Proposiciao 2.41 e a Proposicao 2.57 garantem que S, (t)A%¢ C APS,(t)p, para

todo # € C;. Em particular, se ¢ € D(A?) a igualdade se verifica por D[APS,,(t)]ND(AP) c D(AP) =

[Sa(t)AP]. O
Combinado todas as proposigoes acima, temos o Teorema a seguir. Em sua demonstragao

utilizaremos a seguinte identidade, obtida através do calculo da Transformada de Laplace da funcao

Seno:

e° b
/ e_at Sln(bt)dt = m, a > 0, b S R. (247)
0

Teorema 2.61 ([4], p. 129 e 130). Se D(A) ¢é denso, para cada o € (0, g) a familia {S,(t);t = 0},
com S, (0) = I, € um Cy—semigrupo equilimitado que pode ser estendido a um semigrupo analitico de

amplitude § — aw. O gerador infinitesimal deste semigrupo ¢ —A®.

Demonstragao. Seja p > 0. Aplicando a transformada de Laplace da funcao S, (t) e o Teorema de

Tonelli temos
L(Sa(t)) = / ¢S, ()t
0

s

oo 1 [ a
= / e [ / e AT oS AT Gin (1N sin o) (A + A)_ld)\} dt
0 0

1o [ .
= / [/ e~ (HHAT cosam)t g (A% sin om)dt} (A+X))"tax
0

d 0
sin a7 0 )\oz
- A+ 2)7ldx
™ /0 (1 + A cos am)? + A2« sin? om( +A)
sinam [ \&
B A+ N)7tdN = A1
T /0 M2+2,u/\°‘cosom+)\2a( +2) (1 + A%)

Se A é densamente definido, entdo A% também é densamente definido e entdo, pelo Teorema de
Hille-Yosida (Teorema A.34) segue que —A® é gerador infinitesimal do Cp—semigrupo equilimitado
{Sa(t)}e=0.

O fato de que este semigrupo pode ser estendido a um semigrupo analitico de amplitude § — aw

é uma consequéncia direta do Teorema A.37. U



CAPITULO

3

Dominios das Potencias Fracionarias de

Operadores Definidos Matricialmente

Nosso objetivo nesse capitulo é apresentar de maneira breve alguns resultados acerca do dominio
da poténcia fracionaria de um operador definido matricialmente. A ideia consiste em comparar a
vantagem de se utilizar os resultados de Baiocchi ([24]) para tais caracterizagoes e como isso é feito
para o operador em questao. Esse problema foi abordado no artigo [22], dos professores Irena Lasiecka e
Roberto Triggiani, e é deste trabalho que retiramos todos os resultados e as respectivas demonstracoes
deste capitulo, completando apenas as contas.

Comecamos apresentando os operadores com os quais trabalharemos.

3.1 Operadores Elasticos Amortecidos

Seja H espacgo de Hilbert.
Considere os operadores A : D(A) C H — H e B: D(B) C H — H sujeitos as seguintes condigoes:
Cy : A (operador eldstico) e B (operador dissipagao) sao operadores densamente definidos,
estritamente positivos e autoadjuntos.

Cs : Existe uma constante 0 < o < 1 e duas constantes 0 < p; < p2 < 00 tais que
P AY < B < pp A%, em D(A?),
o que significa explicitamente que

p1(A%z, ) < (Bz,x)g < p2(A%z,z)y Vo e D(A2) C D(B%), (3.1)

81
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ou ainda, como A, B sdo autoadjuntos, para x € D(A ) temos

pL(A%z,2)g = p1 (A2 T2z, )y = pr (A% A%z, )0
= Pl(Am A2z)y = pi| A2 zll3 < (B, x)m
— (B3*ha,2)y = (B2 Bz, o)y = (Biz, Bia)
= |Bzalf} < pa( A%z, 7)1 = pa(A3 T 32, 2)p
= pa(AZAS 2, 2) = pa(AZw, AZa)y = pol| AR 2.

Logo,
VALl AR 2l < [|B2alln < Vel AR x|, @€ D(AR),

ou, com y = A2z € H para 2 € D(A?) temos = = A~ 2y, logo,
_a 1 . a
plylE < (A 2B2A 2y, 9)u < palyll, vy e H (32)

Observe ainda que (A_%BA_%)* — A" 2BA"2 entdo, por 3.2 seque que o operador A~2BA2
é autoadjunto, limitado e tem inverso limitado em H.

E interessante observar que, em espagos de Hilbert, operador positivo significa positivo definido,
ouseja, T : D(T) C H — H é positivo definido se existe um ntimero positivo a > 0 tal que (Tx,z)g >
a(x,z)p para todo x € H. No entanto, o termo positivo no nosso contexto pode ser interpretado como
na definigdo 1.2. Para maiores detalhes a respeito dessa afirmacao veja [27], p. 91.

A proposicao a seguir contém uma situagao onde a condigao Cy é verificada.
Proposicao 3.1. Se D(B%) — D(A%), entdo, (3.1) € satisfeita.

Demonstracgao. Dividiremos a demonstracdao em trés afirmagoes.
Afirmacao 1: Os operadores B:A"% e A%B~2 sdo limitados.
Observe que uma vez que 0 € p(A) e 0 € p(B) temos,

A? :D(AS)CH— H
A2 :D(A"2)=R(A%)=H = D(A2)C H
B::D(Bz)Cc H— H
Bz :D(B2)=R(B2)=H — D(B2) C H,

assim como

@

)= D(AS)}=H

NI

D(B2A %) ={zx e Hiz e D(A%)=H,A %z € D(B

segue que B:A~% : H — H. Além disso, B3 A~% é fechado uma vez que é uma composicao de

operadores fechados. Logo, pelo Teorema do Grafico Fechado segue que B %A_% é limitado.
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Por um raciocinio completamente anélogo, ASB~% é também limitado.
Afirmagao 2: Existe uma constante p; tal que py(A%z, )y < (Bz,z)y para todo z € D(A2) =
D(B2).
Seja = € D(A?) = D(B%), entao existe um tdnico y € H tal que B_%y — 2. Como ASB7% &
limitado, existe K7 > 0 tal que
|42 B 2y]* < Koyl

ou seja,

ou ainda,

(A%x, .A%x)H < Kl(B%x,B%x)H,

donde o fato de A e B serem autoadjuntos garante que

p1(A%z,x)g < (Bx,x)m

€

Ky

Afirmacao 3: Existe ps > 0 tal que (Bz, )z < p2(A®z, 2)g para todo z € D(A?) = D(B%).
1
3

[N

para todo 2 € D(A%) = D(BZ) com p; =

Seja © € D(A2) = D(B%), entdo existe um tnico y € H tal que A" 2y = z. Como Bz A"2 ¢
limitado, existe Ky > 0 tal que
1l a
1Bz Ay < Kallyll?,
ou seja,
(B%A_%y,B%A‘%y)H < Ko (y,y)m,
ou ainda,
(B%x,B%x)H < Ko(ASz, A2y,
donde o fato de A e B serem autoadjuntos garante que
(Bz,x)g < p2( A%z, x)p
para todo = € D(A2) = D(B%) com py = Kj. O
O objeto de nosso interesse e estudo é a equagao de segunda ordem abstrata
Z+Bt+Ar =0 em H. (3.3)

Sobre o espago de energia E definido por E = D(A%) x H podemos reescrever (3.3) como a equagao
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de primeira ordem

d | x z
— =A 3.4
S =as) ] (3.4
0 I ) .
onde Ap = 4 B ] com dominio D(Ag) contendo D(A) x D(B) onde o produto interno em F
¢é dado por

([ 2 ] ’ [ z; ])E = (A%m,A%yl)HjL (z2,92) 7 -

Como A e B sdo densamente definidos segue que Ap é densamente definido e portanto, fechdvel
(ver [26], p. 15). No entanto, Ag nao precisa ser fechado, como é o caso em que B = A, para detalhes
veja [5], p. 436.

u

] € D(AR), temos
v

Além disso, —Ap é acretivo. De fato, para ¢ = [

u u u —v
(¢7_AB¢)E:<[U 7_AB U]>E:< 1}]’ Au—’—By )E
=— (.A%U,.A%U> + (v, Au+ Bv) 5
. (A%u, A%U)H + (v, Au) gy + (v, Bv)

Logo,
1 1 19
Re (¢, ~Ag6), = (Biv,Biv) = |BHo|?>0, ¢ € D(4g).

H

Observe que vale a identidade
Awy + By = A% [A1 5y 4 A8 By] = A3 [0y 4 (A7 5BA7F) (Al )]

Agora, tomando Ap com dominio

D(AB) = { [ zl S E;I‘l S D(Al_%>,x2 S D(.A%) C D(A%),Al"l + Bxg S H} (3.5)
2
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segue que Agzr com [ o ] € D(Ag) ¢é dado por

T2

T Z2
xI9 - —A% [Al_%l'l + A_%BCI;Q}

E imediato que Ag é densamente definido. A proposicio a seguir garante que Ag, nessas condicoes,

é fechado.

Proposicao 3.2. Sob as condigies Cy e Co anunciadas no inicio da segao, o operador Ap : D(Ap) C

E — E, com D(Ag) definido em 3.5, é fechado.

Demonstragao. Seja &, = [ o ] € D(Apg) tal que

Yn

() & = € = [x cE
y
(ii) Apé, — v = [”1
V2

Temos que mostrar £ € D(Ap) e Ag = v.

Como &, = [ o ] € D(Ag), por definicao, y, € D(.A%) C D(A?) C D(B%) por (3.1). Assim,
Yn

B%yn estd bem definido e, por aditividade e pelo fato de que A~% 6 limitado segue a boa definicao
de A_%B%B%yn = A 2By, € D(.A%). Em adicao, ainda por definicao, z, € D(Al_%) e A 2a, +
A~2By, € D(A?).

Note que, por (i) segue que x,, — = em D(A%) ey, —>yem H.

Agora, por (ii) temos

Apén = Ap

Tp Yn U1
= ol a L a — v = em F,
Yn — A5 A S, + A E By, |

logo y, — v1 em D(A%) donde concluimos que y = v; € D(A%). E importante observar, nessa

altura, que y, — v1 em D(.A%) o que significa que ||y, — v1|| — 0 quando n — oo, ou ainda,

D(A?)
1 1 1 1
lyn — v1l|lg + || A2Yn — A2v1]|g — 0 quando n — oo. Logo, A2y, — Azv; em H.

Além disso, —A2 [Al_%acn + .A_%Byn} — vy em H. Logo, como A~ 2 é limitado, segue que

[Alf%xn + A7%Byn} — —A"2vy em H. (3.6)
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Observe agora que

a—1

Assim, por (3.2) e pelo fato de que 9= < 0 (pois a € [0, 1]), segue que os operadores A ZBAZ e

AT sdo limitados, logo,
A~2 By, — A% Buy. (3.7)
Note ainda que, por 3.6 e 3.7 temos
A5y, = —A 2y — A7%Bv1,

. _a ] o —_a —a .
assim como A'~2 ¢ fechado segue que z € D(A'"2) e A'"22 = — A" 2vy — A2 Buy, ou ainda, como
Yy = v1, temos

—AZ AT+ A2 By| = w.

Portanto, £ € D(Ap) e Ag€ = v, como queriamos. O

Um importante resultado sobre os operadores Ag é dado a seguir.

Teorema 3.3. (i) Assuma que as condigoes Cy e Co sao satisfeitas. FEntdo o operador —Ag
€ m—acretivo e, portanto, pelo Teorema de Lummer-Phillips Ap € gerador infinitesimal de um
Co—semigrupo de contracoes e8! sobre E = D(A%) x H.

(ii) Se o pard@metro a na condi¢io Cy satisfaz 5 < o < 1, entdo o Co—semigrupo et do item (i)
€, além disso, analitico em E.

Apt

(iii) Para todo 0 < a < 1 o Cy—semigrupo e € uniformemente estdvel em E, isto €, existem

constantes M > 1 e a >0 (de fato, —a = supRe 0(Ag)) tais que

e8| 2y < Me™ > 0.

Demonstragao. Veja a série de artigos [6]-[9]. O

Observagao 3.4. Observe que o item (iii) do Teorema 3.3 garante que 0 € p(Ap) pois se —a =

supRe o(Ap) entao 0 ¢ o(Ap).

A condicdo Cs expressa tecnicamente a nocao de que B é compardvel com A®. Um caso candnico
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de tal comparacdo é obtido quando B = pA“, assim,

0 I
A8 = oo = [ A —pA® ]

com

€ E;xy € D(AY™ )29 € D(A%); AY[AY Yy + pay] € H} . (3.8)

O operador A, cujo dominio contém D(A) x D(A%) é densamente definido e fechado.

Além disso, de acordo com o Teorema 3.3, A, gera um Cp—semigrupo de contragoes eApat

em F,
que é analitico quando % <a<l

Nosso objetivo é caracterizar os dominios D ((—Apa)g) das poténcias fraciondrias com 0 < 0 < 1,
% <a<l p>0.

Em 1990, no artigo [8], o professor Roberto Triggiani em coautoria do professor Shuping Chen,
fizeram uso da definicao de poténcia fracionaria via operador de Balakrishnan, tal como estudamos
no decorrer deste trabalho, para caracterizar tais dominios. No entanto, tal abordagem tem uma
desvantagem computacional (em especial no caso de operadores definidos matricialmente), pois faz
uso do operador resolvente.

Entao, recentemente, em 2014 os professores Irena Lasiecka e Roberto Triggiani reprovaram os
resultados em [8] apresentando uma abordagem mais elegante e mais “barata” do ponto de vista
computacional. Esta abordagem é baseada na teoria de interpolagao de subespagos introduzida em
1966 pelo matematico C. Baiocchi que, embora tenhamos apresentado brevemente, pode ser encontrada
com mais detalhes em [24].

Antes de enunciarmos e mostrarmos o resultado formalmente, observe que se restringirmos o
parametro o ao caso em que % < a < 1, teremos —1 < —a < —% edai 0 <1 —-—a < % Entao,

o dominio do operador A,, dado em (3.8) pode ser reescrito como

€ Byxy € D(AZTI%): 1 € D(A2); A% + paa € D(Aa)} (3.9)

uma vez que agora rj € D(.A%) C D(A'"%), x5 € D(.A%) e o fato de que A%z + pro € D(A%) C
D(A%) implica que A~z € D(A%).
A seguir enunciamos o resultado que caracteriza o dominio das poténcias fracionérias do operador

Ap. A demonstragao é baseada no artigo [22] e serd feita na préxima segao.

Teorema 3.5. Sejam p >0 ¢ % <a<l.

(i) Se 3 <O <1, entdo

D ((—Apa)e) =D (.A%'Hg(l_a)) x D (.,40‘6) .
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(ii) Se 0 < 0 < 3, entdo,

I

D ((—Apa)e) = eE;x1€D (A%Jr@(l*a)) w9 €D <Aa7%+0(17°‘)> ATy —i—prED(Aae)

L2

Se 6 = % ou o = % entdo a condicio A"y + pro € D(A?) ¢ satisfeita automaticamente.

3.2 Demonstracao do Teorema 3.5

Proposig¢ao 3.6. Sejam p > 0,0 < 0 < 1,% < a <1, tal que %—1—6(1 —a) =2 (1 —a). Entao a sequinte

representacdo para D ((—Apa)e) pode ser dada:

L1

D ((—Apa)9> = eE;x1eD (A%w(l*a)) w9 €D <.Ag> AV 4 pay ED(AO‘O)

T2

Demonstragao. A ideia da demonstracao consiste basicamente em aplicar o Teorema de Interpolagao
de Baiocchi (Teorema B.34). Para isso vamos definir os espagos necessérios.
Defina X = D(.A%*O‘) X D(A%), 2 = D(A®) e defina a aplicacao 9 : X — 2 por

T2

) [ X1 ] :Alfoéwl_'_pmg.

Das definicoes acima segue que
(X)o.r ={x € X;00 € 2} = D(—Au).

Agora, deﬁnaYEEED(A%) x H, % =H edefina d:Y — % por

1 -
9 = A% + pyo.
Y2

Observe que como & < a temos 1 — o < 3, assim, D(.A%) C D(A™®). Logo,
(Y)agy = {y c Y;@y c @} =F.
Agora, pela Observacao 3.4 e pelo Teorema B.33 segue que

D ((=4p0)") = [D(=Ape). By g = (X)o7, (Vo ], 5

Vamos verificar as hipéteses do Teorema B.34;
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Defina ® = H x H, assim, X C ® e Y C ®. Defina também 2~ = D(A%), % =HeW = H, assim,

uma vez que D(A%*) C D(A%) C H temos

XX cCvu
e
W CHCU.
Note agora que podemos reescrever a aplicacdo 0: X — 2 e d:Y — % como
x
o | = A2 A0 4 pay
T2
e
(a1 —(a=1) 41
9 = AT Azyy + pyo.
Y2
respectivamente.

Observe ainda que 0 € L(X, Z) N L(Y, % ). De fato,

I _1 . 3_4
Ha[x ]H:”A PAT T prall

A3)

— | A2 AZ %) + pao|| g + || A2z + pAZzo||
3 3 1
< Kql| A2 % || g + Kallzellm + K3l A2 %21 ||y + K4HA§$2HH

< max{K, Ko, 1} ([lo1llar + 4321 i) + max{Ka, Ka} (o]l + [ Adas]ln)

< maX{K17K2aK37K47 1} (Hxl” + szH H [

Analogamente,

k]

1 1
= A~ 2 A2y + pyol |

2z
1
< Kl A2yl + Kallya |l e

1
< max{K1, 1} (sl + A%yl ar) + Kol

1
< max{K1, Kz, 1} (sl + A3yl + lellar ) < K H [

n
Y2
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E ainda, defina ¥ : 2 — X e 4 : % — Y pela mesma lei de formacio dada por

—(1-a)
G — [ A x ]

0
e observe que 4 € L(Z,X)NL(#,Y). De fato,

A-(1-a)g
0

— A0z g 0

) , D(AZ~)
D(A2~*)xD(AZ)

|allx = H [
1
< Kzl + A < Kol ) = Kllalls

De maneira andloga |9 x|y < K|z
Por tltimo tome Z : 2 — 2 ¢ 9 : % — % dado por Z = 0 e observe que Z € L(Z,Z) N

LY, Y).
Finalmente, como 2" + % = D(A%) + H = H, temos

A=)y

09x =0
.

] — AT 0= =24+ Rx Ve e X +F

o que garante que todas as hipéteses do Teorema B.34 estdo satisfeitas e entdo segue que
0
D ((~450)") = [D(=Apa). Bl = (X)o7, Vo], = (X YTi-0)ozr o,

Entao, pelo Teorema B.33 segue que

Analogamente,
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Portanto,

D ((=490)") = [D(=Ap). El, g
= [(X)a,2, Vo],

= ([X,Y]i-0)a2 2], »
= {u € Ejue [Xv Y]1,9;8U € [%—7@]179}

L

A Proposicao a seguir restringe o parametro 6 de maneira a tornar a expressdo do espaco

€E;z1€D (A%“’(l‘a)) w0 €D <Ag) AL 4y ED(AQB)} .

D ((—Apa)e) mais explicita e concluir o item (i) do Teorema 3.5.

Proposicao 3.7. Assuma p > 0,% <a<le0<KOL % Entao,
D ((~4pa)?) = D(A072)) 5 D(A),
Demonstracao. Observe que

1
§+9(1—a)>1—a+a9<:>9(1—2a)2 -«

N =N -

—=02a-1)<-(2a—1)<=0<0<

N | =

x
! ] € D(A%w(l_a)) x D(A*), entdo, pelos calculos acima z; €

Sendo assim, suponha que [
x2

D(A%'W(l_a)) C D(A=t0) o que implica que A'™%z; € D(A%Y). Além disso, x5 € D(AYY) C

] €D ((-Am)") .

T
D(A%) pois % < a < 1. Assim, A%z + pxo € D(AY), logo, [ !
€2

T

Por outro lado, suponha que [ ! ] eD <(—Apa)9>, entao, x1 € D(,A%Jr@(l—a)) C D(A'=a+af) o
€2

que implica que A'~%z; € D(A*). Somando a isso o fato de que A~z + pxo € D(AY), concluimos

x
que o € D(A%?). Logo, [ !
x2

] € D(A>T00-9) 5 D(Af),
Portanto,

D ((~4pa)?) = D(AF179)) 5 D(A%),

O
A proposicao a seguir restringe mais uma vez o parametro 6 afim de obter o item (iii) do Teorema
3.5.
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Proposigao 3.8. Assuma p > O,% <a<le % <0 < 1. Entao,

b (1) -

Demonstragao. Observe primeiramente que para 6 € [0, 1] temos

R N O R ARG

0 que implica que

eE;x1€D (A o(1- a)> w9 €D <Ao‘7%+9(17"‘)) AT +p$2€D(Aa0)} .

Z2

para todo 6 € [0,1]. Assim, D(A(afé)w(lfo‘)) C D(Ag). Logo,
T
)

Por outro lado, seja [

eE;xz1€D (.A%Jre(l_a)) o €D (Aa_%w(l_a)) Al +pza GD(AO‘Q)} cD ((*Apa)e) .

x1

] €D ((—Apa)6>, entdo, A=+ pry € D(AY), assim, A*[A "2, +
Z2

pxa] € H. Observe que

Aoa‘)[.Alfaxl_i_pr] _ [Aaé (a—3)—-0(1— a)}Al ot (a—3)+6(1— a)x + [Aoa‘) (a—3)—0(1— a)]A( —3)+0(1— oz)px2
_ [Aae—( ) 01— HAl ot (a—3)+0(1— a)$1+A +€(1 a)pr] c H.

Agora, como

1 1 1 1
— — — — — = — — - > — — — — =
af <a 2) 01—a)=02a—-1)—a+ 5 2 2(204 1) —a+ 5 0

segue que A=+ (a=g)+0(1=a) . 4 gla—3)+0(1— %) py € D(A~ (a 2)—0(1—a)) cH

Entao, como
1 1
(1—a)+ (a—2> +60(1—«) :§+0(1—a),

segue que AT (@=)H0(1-a) ) — A3+0(-)p [ pois 1 € D(A%*e(l_o‘)) por hipétese.
Assim, Ale=3)+0(1- O‘)pxz € H, edai, x5 € D(A(O‘*%Ha(l*a)). Logo,

D ((=4x)’) € {[ o

€FE;z1€D (A%w(l*a)) iro €D <.A —g (- ) AT a(lil—i-prED(.Aaa)}
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Portanto,

(canr)={ 7

eE;x1€D (A%w(l*a)) w9 €D (Ao‘*%w(lfo‘)) ALY +px2€D(.Aa9)} .

0



APENDICE

A

Resultados Auxiliares

Este capitulo traz algumas defini¢Ges e resultados classicos da Anélise Funcional que serviram como
alicerce para o desenvolvimento desta dissertacao de Mestrado.

A maioria dos resultados discutidos aqui fazem parte do contetdo de cursos béasicos de Algebra
Linear, Teoria da Medida e Integracao e Andlise Funcional e podem ser encontrados em bibliografias
bésicas sobre tais temas, portanto, aceitaremos a maioria deles sem demonstracao. Para uma consulta

mais direta, sugerimos as referéncias classicas [2] e [19].

A.1 Resultados Basicos de Andlise Funcional

Definicao A.1. Seja E um espaco vetorial sobre um corpo IK. Uma norma sobre E € uma aplicagdo

|- : E— R tal que:
(i) ||z|| =0,V € E e ||z]| =0<«= x=0;
(11) [[Az| = [\|||z||, VA € K,Vx € E;
(id) |z +yll < [lzll + [lyll, Yo,y € E.
Um espaco vetorial normado é um espaco vetorial munido de uma norma.

Defini¢ao A.2. Uma sequéncia (x,)newy C X € dita de Cauchy se, para todo € > 0, existir ng € IN

tal que ||z, — zp|| < e sen,m > ng.

Definicao A.3. Um espaco normado X ¢é chamado de Espago de Banach se toda sequéncia de

Cauchy em X converge.

94
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Definicao A.4. Seja X um espago vetorial. Um produto interno em X é uma forma (-,-) : X x X —
C que satisfaz as sequintes propriedades:
(i) (ax + By, z) = oz, z) + By, z) para todo x,y,z € X e a, € C.

(ii) (z,y) = (y,x) para todo z,y € X.

(iii) (x,z) > 0 para todo x € X, sendo nula apenas quando x = 0.

Proposicao A.5. Seja X um espago vetorial com o produto interno (-,-) : X x X — C. Entdo a
fungdo || -] : X = Ry definida por ||z|| = \/(x,z) € uma norma em X chamada de norma induzida

do produto interno.

Definicao A.6. Um espago vetorial X dotado de um produto interno (-,-) : X x X — C é chamado
de Espaco de Hilbert se for um espaco de Banach com respeito 4 norma induzida deste produto

interno.

Definicao A.7. Um espaco normado X € estritamente convexo se para quaisquer x,y € X tais que
r+vy
2

]l = llyll =

H =k, tem-se x = y.

Teorema A.8. Todo espaco de Hilbert € estritamente convezo.

Demonstragao. Seja X um espago de Hilbert e z,y € X tais que ||z| = ||y|| = JI:—'—yH. Pela
identidade do paralelogramo, obtemos que
Iz +ylI* + [l — y|* = 2[|=[* + 2||y||* = 4.
Assim,
2 2
r+y Tyl k.
2 2
z+y —yl]?
Logo, como 2H = k segue que ||———=|| = 0 donde =z = y. U

Denotamos por £(X) o espago dos operadores lineares limitados de X em X. Para nés, o operador
A:D(A) C X — X é limitado se é continuo e definido e D(A) = X. O espago £(X) com a norma

[ Allzx) = sup{||All; ¢ € X; o] =1}

é um espago de Banach.

Definicao A.9 (Operador densamente definido). Seja A : D(A) C X — X um operador linear.

Dizemos que o operador A é densamente definido quando D(A) é denso em X, ou seja, quando

D(4) = X.
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Teorema A.10 (Helly, Hahn-Banach (forma analitica)). Seja p : E — R uma fungao

satisfazendo
1. p(Az) = Ap(z) Vo € E,¥Y\ >0,
2. p(x +y) <px) +ply) Vo,y € E.
Seja G C E um subespacgo vetorial e seja g : G — R um funcional linear tal que

g(x) <p(z) VzeE.

Sob estas condigoes, existe um funcional linear f definido em todo E que estende g, isto €, g(x) =
f(z) Yz €@, e tal que
f(z) <p(z) VzeE.

Corolario A.11. Seja G C E um subespaco vetorial. Se g : G — R é um funcional linear continuo,

entao eziste f € E* que estende g e é tal que

Ifllex = sup |g(z)| = llgllc~
z€G,||z]I<1

Corolario A.12. Para todo xo € E existe fo € E* tal que

1foll = llzoll € (fo,z0) = [lol*.

A.2  Espectro e Resolvente

Seja X um espago de Banach e considere um operador A : D(A) C X — X.

Defini¢ao A.13. O conjunto resolvente de A, denotado por p(A), é dado por
p(A) ={\ € C;\— A € bijetivo e (A — A)™! ¢ limitado}.

O operador (A — A)™1, que também pode ser denotado por Ry(A), é chamado de operador

resolvente.
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Observe que para definir o conjunto resolvente é necessario assumir que o operador A é fechado.
Por outro lado, pelo Teorema do grafico fechado, para provar que um nimero complexo A pertence a

p(A) é suficiente garantir que A — A é bijetivo.

Proposicao A.14 (Identidade do Resolvente). Dados A, iu € p(A),
A=A = (=A== NA-A) (- A"

Proposicao A.15. Se A € L(X) satisfaz que ||Allz(x) < 1, entdo a série de Neumann
oo
> A"
n=0

é convergente em L(X) e

oo
d oAt =(1-4)""
n=0
E uma consequéncia da Proposicao A.15 o fato de que o conjunto resolvente é aberto.

Definicao A.16. O espectro de A, denotado por o(A), é dado por o(A) = C\p(A).

Observacao A.17. Segue da definicao de espectro e resolvente que, A € o(A) se, e somente se uma
das condicdes valem:

(i) O operador A — A ndo € injetivo. Nesse caso, A é chamado de autovalor de A. Os vetores
x € Ker(A — A),x # 0, sao chamados de autovetores correspondentes ao autovalor X\. O conjunto de

autovalores € denotado por op(A) e € chamado de espectro pontual de A.

(ii) O operador X — A € injetivo, mas R(\ — A) € nao denso. Estes valores constituem o que

chamamos de espectro residual de A e o denotamos por o,(A).

(iii) O operador A — A ¢é injetivo e R(A — A) € um subespago proprio e denso de X . Estes nimeros

complexos constituem o que chamamos de espectro continuo ou essencial de A e denotamos por o.(A).

Se X é um espaco vetorial normado, X’ denota o dual topoldgico de X, isto é, o conjunto de
todos os funcionais lineares limitados f : X — C, que a cada ¢ € X associa f(¢) = (f,¢) € C.

A aplicagao || - || : X’ — Ry definida por || f]| = sup{|(f, ¢)|; ¢ € X, ||¢|| = 1} é uma norma em X’
e se X é uma espaco de Banach entao X’ também o é.

Se A é um operador densamente definido, sobre o dominio

D(A") ={f € X";3g € X';(f,A¢) = (9:4) ¥ ¢ € D(A)},

o operador adjunto é definido como A*f = g.
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O operador adjunto é bem definido, pois g (caso exista) é inico. Se A é um operador limitado

entdo A* também é limitado.
Definicao A.18. Dizemos que um operador densamente definido A € auto adjunto se A = A*.

Teorema A.19. Seja A : D(A) € X — X um operador linear injetor. Entdo A € fechado se, e

somente se, A~! ¢ fechado.

Seja X um espaco de Hilbert complexo e considere A um operador autoadjunto nao limitado em X
com dominio D(A) denso em X. Equipamos D(A) com a norma do grafico (||¢||pcay = [|¢l|x +[Ad|x)
fazendo dele um espagco de Hilbert e tomamos como hipétese que a imersao de D(A) em X é compacta,

isto é, toda sequéncia (x,) C D(A) limitada possui subsequéncia convergente em X.

Teorema A.20. Com a hipdtese anterior sobre A, se A™1 é limitado entio o(A) = o,(A) C R.

Demonstragao. Ver [11], Theorem 6, p. 38. O

Proposicao A.21. Se A € fechado e X € p(A) entdo (\—A)"1¢ € D(A), V¢ € X. Consequentemente
A — A € sobrejetora.

Demonstragao. Sejam ¢ € X e u = (A — A)~1p. Mostremos que u € D(A). Seja (¢x) C R(A — A)
tal que ¢ — ¢. Denotemos uy, := (A— A) "1 € D(A). Como (A—A)~! € L(X), temos up — u € X.

Logo,
(ur, (A = A)ug) = (u, ¢r) = (u, @)

na norma da soma. Como A é fechado, segue que A — A fechado, logo (u,¢) € Graf (A — A).
Consequentemente, u € D(A). O

Proposicao A.22. Se A ¢ fechado, —\ € p(A) e n € N, temos
(i) AN+ A)™p=(A+A)"Ap, Vo € D(A).
(ii) A*(\+ A)¢ = [A(\ + A) 179, Vo € X.

Demonstragao. (i) A prova sera feita por indugao sobre n. Suponha primeiramente que ¢ € D(A)

entao

Ap=A+A-Np=A+ A1 - A+ 4) o
= A+ AAN+ A) 1o

Aplicando (A + A)~1 a ambos os lados, obtemos

AN+ A) o= (\+ A) L Ap.
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Suponha agora que a relagio vale para n. Como (A + A)~'¢ € D(A), pela hipétese de indugao e

pelo caso n = 1, temos

AN+ A" g = [AN+ A) A+ A) o= [(A+ A) AN+ A) 1o
=[A+A) A+ A) A = A+ A) "D Ap.

Portanto, AN+ A)™"¢ = (A + A)""A¢, V¢ € D(A) para todo n natural.
(ii) A prova também sera feita por inducdo. Seja ¢ € X. Para n = 1 é imediato. Suponha que

seja valido n e mostremos que vale para n+ 1. Como (A + A)~!'¢ € D(A), entao pela parte (i), temos

[AN+ A7) o = AN+ AT AN+ A) Lo = [A"(A+ A) AN+ A) 7!
= A"[(A+ AT AJA+ A) o = AMAA+ A) T (A + A)7!
_ AnJrl()\ + A)f(n+1)¢‘

¢
¢

Portanto, A"(A + A)™"¢ = [A(A + A)~1]"¢, V¢ € X para todo n natural. O

Corolario A.23. Nas condi¢des da Proposicio A.22, se ¢ € D(A™), entdo
A" A+ A) o= (A+A) "A"e.

Demonstragiao. Como ¢, A¢,--- , A" ¢ € D(A), basta aplicarmos o ftem (i) da Proposicio A.22 n

vezes. U
Proposicao A.24. Se —\ € p(A) e A € fechado, entao D[(A+ \)"] = D(A™).

Demonstracao. Faremos a prova por inducao sobre n. Note que para n = 1 é imediato uma vez que
D(A+ B) = D(A) N D(B) para quaisquer operadores A, B cuja soma faga sentido.

Suponhamos que D[(A + A)"] = D(A") para algum n € IN,n > 1. Mostremos que o resultado
também é valido para n + 1.

De fato, seja ¢ € D[(A + \)"T!] € D[(A + \)"]. Pela hipétese de inducdo, ¢ € D(A™). Como
(A+XN)"HA+ N)A"¢ € D(A+ A\) = D(A) segue que A"¢ € D(A), o que garante que ¢ € D(A™TL).
Logo, D[(A + \)"t!] ¢ D(A™H)

Por outro lado, se ¢ € D(A™1) € D(A™), pela hipétese de indugao, ¢ € D[(A+A)"]. Agora, como
(A+N)"HA+ X" o = (A+)N)"¢ € D(A+ ) segue que ¢ € D[(A+ \)"F1]. Logo, D[(A+\)"] D
DA™,

Portanto, D[(A + \)"*1] = D(A™"1) e, pelo Principio da Indugdo Finita segue o resultado. O

Proposicao A.25 (Identidade do Resolvente). Sejam A\, u € p(A), X # u, entdo

A+ = (u+r A ==+ A+ A7
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A.3 Analise Complexa

Definicao A.26. Se G C C um aberto, entdo f : G — C € diferencidvel em um ponto a € G se

lim
h—0

fla+h) - f(a)
h

existe. Se o limite existir, seu valor € denotado por f'(a).

Definicao A.27. Uma funcio f : G — C, G C G aberto, é analitica se f € continuamente

diferencidvel, isto ¢, f' : G — C € continua.

Teorema A.28 (Goursat). Sejam G C C um aberto e f : G — C uma fungao diferencidvel. Entdo

f € analitica em G.

Teorema A.29. Se D é um dominio e f(z) € uma funcao analitica em D ndao identicamente nula,

entdo os zeros de f(z) sdo isolados.

Demonstragao. Ver [16], pagina 156. O

Como um corolario do Teorema anterior, temos o resultado a seguir que também é conhecido como

Principio da Identidade.

Teorema A.30 (Principio da Unicidade). Se f(z) e g(z) sao analiticas sobre um dominio D e se
f(z) = g(z) para z pertencendo a um conjunto com um ponto de acumulacao, entio f(z) = g(z) para

todo z € D.

O Principio da Unicidade possui uma extensao natural para funcgoes de duas varidveis complexas,

o qual é as vezes chamado de Principio de Permanéncia de Equagoes Funcionais.

Teorema A.31 (Principio de Permanéncia de Equacoes Funcionais). Seja D um dominio, e
seja E um subconjunto de D que possui um ponto de acumula¢do. Seja F(z,w) uma funcao definida
para z,w € D tal que F(z,w) € analitica em z para cada w € D fizo e analitica em w para cada z € D

fizo. Se F(z,w) =0 sempre que z,w € E, entao F(z,w) =0 para todo z,w € D.

A.4 Semigrupos

Definicao A.32. Uma familia {T(t)}i>0 de operadores lineares limitados definidos no espago de
Banach X ¢ chamado de semigrupo a um pardmetro sobre X se satisfaz as sequintes propriedades:
(i) T(0) = I, (I sendo o operador identidade em X.)
(ii) T(t+s) =T@t)T(s) (t,s>0).
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Se (i) e (ii) valem para todo t,s € R nds dizemos que {T(t)}+>0 € um grupo a um pardmetro
sobre X.

Dizemos que o semigrupo {T'(t)}+>0 € fortemente continuo ou simplesmente Cy—semigrupo se

Jm T(t)o=¢ (¢ € X)

Um Cy— semigrupo € dito ser equilimitado se existe uma constante positiva M tal que
IT@)| <M (t=0,

e se, além disso M =1, o semigrupo é chamado de semigrupo de contracoes.

Definicao A.33. O operador linear definido sobre o dominio
T(t)p —
D(A) = {(;5 € X; lim TM)o=¢ existe}
t—0+ t

como

Ap = lim W (¢ € D(A))

t—0t

é chamado de gerador infinitesimal do semigrupo {T(t)}+>0

=

Teorema A.34 (Hille-Yosida). Um operador linear A € o gerador infinitesimal de um equilimitado
Co—semigrupo {T'(t)}+>0 satisfazendo ||T(t)|| < M se e somente se,

(i) A € fechado e densamente definido.

(i) 10, c0[C p(A) ¢

M
A=< 57 (A>0neN).

Se M =1, ou seja, se o semigrupo € de contracoes, entao (ii) pode ser substituido por,

(ii’) 10, 00[C p(A) e

_ 1
047 <t (o)
Por (ii) segue que Cy = {A € C;Re A > 0} C p(A) e
M
A=A < A ;n € N),
0= 47 < oy (AECane

uma vez que o resolvente (A — A)~! é dado através da transformada de Laplace do semigrupo, ou seja,

A=A)Lp=L(T(t)p = / e MT(t)pdt, (A€ Cy,neN).
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Defini¢ao A.35. Um Cy—semigrupo {T(t)}i>0 € chamado de semigrupo diferencidvel se para cada

¢ € X a aplicagao t — T(t)¢ € diferenciavel, ou equivalentemente, R(T(t)) C D(A) para todo t > 0.

Definigao A.36. Seja 0 < 7 < 3. Dizemos que a familia de operadores limitados {T'(z);z € S;} €
um semigrupo analitico de amplitude T se:
A TO)=TI¢eT(z1+2)=T(zx1)T(22) (21,22 € Sr).
(i) lim T()p=¢ (6€X).
2—0,2€5+
(iii) A funcdo z +— T'(z) € analitica de C em L(X).
O semigrupo analitico serd chamado de equilimitado se:

(iv) Dado 0 < & < 7, os operadores T(z) sao uniformemente limitados em {z € C*;|arg(z)| <

T —¢}.

Teorema A.37. Seja A um operador linear sobre o espago de Banach X. Sdo equivalentes:

(i) —A gera um Co—semigrupo equilimitado diferencidvel {T(t)}+>0 tal que

supt||AT(t)|| = C < oc.
t>0

(ii) Ewiste um nidmero real 0 < T < § tal que o operador —A gera um semigrupo analitico
equilimitado de ampliture T.
(iii) A € densamente definido e existe um nimero real 0 < T < %i tal que A € setorial com angulo

espectral menor ou igual a & — 7.

A.5 O Teorema de Representacao Radon-Riesz

Seja X um espacgo topoldgico. A o—4dlgebra gerada pela familia de subconjuntos abertos em X é
chamada de o—algebra de Borel sobre X. Denotamos essa classe por B(X) e seus elementos sao
chamados de conjuntos de Borel. Cada medida definida em B(X) é chamada de medida de
Borel.

Se X é um espaco topoldgico e f: X — C é continua, o suporte de f é definido por

suppf = {w € X; f(x) 20}

A partir de agora, nessa sessao, X serd um espago métrico localmente compacto e separavel.
A classe de fungbes complexas definidas X com suporte compacto é denotada por Cp(X). Dizemos
que uma sequéncia de fungoes {f;}icr C Co(X) converge para f no sentido do espago Cy(X), e
escrevemos Cy(X) — IZIGIIII fi = f, se valem as seguintes condicoes:

(i) Existe um compacto K C X tal que suppf; C K.

(ii) A sequeéncia {f;}ier converge uniformemente para f em X.
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Denotamos por [Cy(X)]" o dual topoldgico de Cy(X), isto é, o espago das formas lineares em Cy(X)
tais que se Cp(X) — 1@1611}1 fi = f, entao liienll<F, fi) = (F, ).
Se f € C(X), dizemos que f se anula em oo se para todo € > 0 o conjunto {z € X;|f(x)| > €}
é compacto. Definimos
Coo(X) ={f € C(X); f se anula em oo}.

O espago Coo(X) com a norma

[flloo = sup{[[f(x)[l;z € X}

é um espago de Banach.

Uma medida de Borel positiva é dita regular se para cada conjunto de Borel A,

pu(A) =sup{u(K); K C A, K compacto}
= inf{u(G); A C G, G aberto}.

Uma medida de Radon positiva sobre X é uma medida de Borel positiva regular a qual é
localmente finita, ou seja, finita sobre conjuntos compactos. Denotamos a classe dessas medidas

por MT(X) e a subclasse de medidas de Radon positivas e finitas por M} (X).

Teorema A.38. Seja X um espaco localmente compacto e separdvel. Entao, toda medida de Borel

positiva sobre X que € localmente finita € reqular e, portanto, € também uma medida de Radon.

Se € MT(X), a fungdo f: X — X é dita localmente pu— integravel sobre X se

J Ui < o0

para todo compacto K C X. Nesse caso escrevemos f € LY¢(Q). Observe que C(Q) C L(Q) e
LP(Q) C LPe(Q)(1 < p < 0).

Dizemos que p é uma medida de Radon complexa e escrevemos p € M (X) se existem medidas
de Radon positivas p;(1 <4 < 4) tais que p = py — pa + (g — pa).

No caso de que as medidas p;(1 < i < 4) sao finitas nds dizemos que p é uma medida de Radon
complexa finita e escrevemos p € Mp(X).

Seja f uma funcao Borel mensuravel. Dizemos que f é integravel com respeito a p e escrevemos

f € LY(u) se f é integravel com respeito a cada p;(1 < i < 4). Nesse caso,

/deMZ/deﬂl—/deeri</deus—/deM4>-

Se ;1 € Mp(X) e f é limitada entdao f € L'(y). Em particular definimos a medida de cada
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subconjunto A de X como
p(a) = [ Xadn
X

onde X4 é a funcdo caracteristica de A.

Seja p € M(X). Dizemos que o conjunto de Borel A é p—mensurdvel se X4 € L'(u) e sua

respectiva medida é dado da mesma maneira.

Definicao A.39. Dada uma medida de Radon complexa i, definimos a variacdo total de p como a
medida positiva |u| definida como seque: como X é um espago métrico separdvel e p é uma medida
localmente finita, dado um conjunto de Borel A, existem sequencias de elementos disjuntos {Ap}72

o0
d conjuntos de Borel p—mensurdveis tal que A = |J Ag. Definimos |u|(A) como o nimero
k=1

(o] oo
sup {Z ln(Ag)|; Ak sdo conjuntos de Borel pn — mensurdveis disjuntos e A = U Ak} :
k=1 k=1

Proposicao A.40. (i) |u| € uma medida positiva.
(i) |p(A)| < |u|(A) para todo conjunto de Borel u—mensurdvel A.
(#ii) Seja n uma medida positiva tal que para cada conjunto de Borel u—mensurdvel A, |p(A)| <

n(A). Entdo, para todo conjunto de Borel A,

|1l (A) < n(A).

(iv) f € L'(u) se, e somente se |f| € L'(|u|) e

‘/ ddu‘é/ |£1d]ul
X X

O funcional linear F' sobre C(X)(Co(X)) é dito positivo se F'(f) > 0 sempre que f > 0.

Teorema A.41 (Radon-Riesz para Cy(X)). Dado um espagco métrico X localmente compacto e
separdvel e um funcional F em Cs(X) positivo e continuo, existe uma tinica medida p € M} (X) tal

que

F(f) = /X fd.

Se F € [Coo(X)], entao existe uma tinica medida p € Mp(X) tal que

F(f) = /deu-
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Teorema A.42 (Radon-Riesz para Cy(X)). Dado um espago métrico X localmente compacto e

separdvel e um funcional F em Co(X) positivo e continuo, existe uma tinica medida p € MT(X) tal

que
P = [ san

Se F € [Co(X)]', entdo existe uma tnica medida p € M(X) tal que

P = [ san



APENDICE

B

Teoria de Interpolacao em Espacos de Banach

Nosso maior objetivo nesta parte do trabalho é estabelecer, de maneira simplificada e sem
muito peso técnico, a relacdo entre o dominio do operador poténcia fraciondria A% 0 < o < 1 e os
espacos de interpolagao.

Essa importante relacao foi estudada por H. Triebel em [27] e pela professora Alessandra Lunardi
em [25]. A parte de interpolacdo de espacos de Banach, tanto real quanto complexa, foi quase
totalmente retirada de [25], com excegao das definigbes iniciais, que nos baseamos em [27].

A parte de interpolagdo de subespacos, bem como o Teorema de Interpolagdo de Baiocchi, foi
retirada de [24].

Sejam X,Y dois espacos de Banach reais ou complexos. A identidade X = Y significa que X e
Y possuem os mesmos elementos e normas equivalentes e a sentenca X < Y significard que X estd

continuamente imerso em Y.

Definicao B.1. Sejam X,Y espacos de Banach sobre IK =R ou C. O par (X,Y) é chamado de par

de interpolagao se existe um espaco vetorial topoldgico de Hausdorff Z tal que

XY — Z

com imersoes continuas.

A existéncia do espaco de Hausdorff Z na definicao anterior é necessaria para garantir que o espago
X NY é um espago de Banach. Além disso, se D = {(z, —x);x € XNY}, entao X +Y é isométrico ao
espaco X X Y/D, e como Z é espaco de Hausdorff segue que X +Y é também um espago de Banach.

O lema a seguir formaliza estas idéias.
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Lema B.2. Seja (X,Y) um par de interpolagao. Entao X NY com a norma
lallxny = max(l|alx, [lally), a€XNY,
e X +Y com a norma

Jallxey = _inf_(lallx+ully), a=a+yeX+

s@o espacos de Banach. Alem disso
XNY—=X; < X+Y, j=01

Demonstragao. Ver [27], p. 18. O

Se (X,Y) é um par de interpolagao, um espaco intermedidrio é qualquer espago de Banach E
que satisfaz
XNY —-FE—X+Y.

Além disso, um espac¢o de interpolacao entre X e Y é qualquer espaco intermediario F tal que
para todo T' € L(X) N L(Y) (isto ¢, para todo T' € L(X +Y') cuja restricdo em X pertence a L(X) e
a restrigdo em Y pertence a £(Y')), a restricdo em E pertence a L(E).

A Teoria de Interpolacao de espacos de Banach nao tem como objetivo principal a caracterizagao de
todos os espacos de interpolacao entre X e Y, mas de construir algumas familias de interesse e estudar
suas propriedades. As duas familias mais conhecidas de espacos de interpolacdo sao os espacos de
interpolacao real, a qual trataremos rapidamente na se¢ao B.1 e os espacos de interpolacao complexa,
o qual abordaremos na segao B.3.

De um modo geral o dominio das poténcias de operadores positivos em espacos de Banach nao
sao espacos de interpolacao. No entanto, em alguns casos interessantes e de vasta aplicabilidade estes

coincidem com espacos de interpolagao complexa adequados.

B.1 Interpolacao Real

Seja (X,Y) um par (real ou complexo) de interpolacao.
Se I é qualquer intervalo contido em (0, +00), LE(I) é o espaco de Lebesgue LY (I) com respeito
da medida ¢ em I.Em particular, L2°(I) = L>®(I).

B.1.1 O K-Método

Definicao B.3. Para cada x € X +Y et > 0 defina

K(ta,X,Y)= it (lallx +t]bly). (B.1)
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Quando nao hd risco de confusao, denotamos K(t,x,X,Y’) apenas por K(t,x).

E interessante observar que K(1,2) = ||z| x4y e que para cada t > 0, K(¢,-) define uma norma
em X + Y equivalente a K(1,x).

A seguir, com a ajuda da funcdo K definimos uma familia de espacos de Banach.

Definicao B.4. Sejam 0 < 0 <1, 1 < p < 00. Defina

(X,Y)op = {m e X +Y:tes tOK(t2,X,Y) € LP(0, +oo)} : (B.2)

— |tz X, Y ‘ , B.3

I#llcery, = | K@ X V||, (B.3)

(X,Y)y = {9: €eX+Y;limtK(t,z,X,Y)= lim t °K(t,z,X,Y) = 0} (B.4)
t—0+ t—+o0

Tais espagos sdo chamados de espagos de interpolagao real.

A aplicacdo x +— [|z[|(x y), , ¢ uma norma em (X,Y)q, e quando nao houver chance de confusao

0,p
serd chamada apenas de ||z||g .
Pela defini¢do da funcdo K nio é dificil observar que K(t,z, X,Y) = tK (¢t !,z,Y, X) para cada

t > 0, assim, ainda da definicao segue que

(X,Y)gp= (Y, X)1_9p, 0<0<1,1<p< o0, (B.5)
7p 7p

(X,Y)o = (Y, X)1-9 (B.6)

A seguir alguns casos particulares.

(i) Se X =Y, entdao X +Y = X e K(t,x) < min{¢, 1}||z|. Portanto,
(X,Y)pp, =X 0<60<1,1<p< oo,

com a equivaléncia das respectivas normas.

(ii) Se X NY = {0} entdo (X,Y)p, = (X,Y )y = {0} para todo p € [1,00] e 6 € (0,1).

(iii) Se Y «— X temos K(t,x) < |lz/||x para todo x € X, assim ¢ +— t YK (t,2) € L(a, 00) para
todoa > 0 e tl}eroo t=9K(t,2) = 0. Portanto, apenas o comportamento de t~?K(t,z) importa na
defini¢do de (X,Y)g, e (X,Y)p uma vez que podemos substituir (0, +o0) por (0,a) na definicao B.4
e obter normas equivalentes.

O item (iii) anterior é muito importante para teoria de interpolagao em geral como veremos nos
resultados posteriores.

A proposicao a seguir contém a relacao entre os espagos de interpolagao real (X,Y )y, € (X,Y)gp,

quando 1 < p; < p2 < 0.
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Proposicao B.5. Para 0 <0 <1 el < p; < py <00 temos
XNY = (X, Y)gp, = (X, Y)gp, = (X,Y)g = (X, Y )poo = X +Y. (B.7)

Além disso,
(X,Y)poo = XNY,
onde o fecho de X eY foram tomados em X +Y .
Demonstragao. Ver [25], p. 6. O

Se Y — X outras relagoes de imersao valem e sao dadas na proposi¢ao a seguir.

Proposigao B.6. Se Y — X, para 0 < 61 < 6 < 1 temos
(X7Y)92,oo — (X, Y)Hl,l‘ (Bg)

Portanto, (X,Y ), p = (X,Y)s,.q para todo p,q € [1,00].
Demonstragao. Ver [25], p. 9. O

A proposigao anterior nao é verdade, no geral, veja [25], exemplo 1.1.10, p. 17.

Proposicao B.7. Para todo § € (0,1), p € [1,00], (X,Y)q, € um espaco de Banach. Para todo

6 €(0,1), (X,Y)g € um espaco de Banach com a norma de (X,Y)g .

Demonstragao. Ver [25], p. 9. O
O Teorema a seguir garante que os espacos (X,Y)g, e (X,Y)g sao espacos de interpolacao.

Teorema B.8. Sejam (X1,Y1), (X2,Y2) pares de interpolagao. Se T € L(X1,X2) N L(Y1,Y2) entdo
T e L((X1,Y1)0p, (X2,Y2)0,p) NL((X1,Y1)s, (X2,Y2)g) para todo 6 € (0,1) e p € [1,00]. Alem disso,

0

1-6
Il e, 3110 omvme) < (T )™ (IT o) (B.9)

Demonstracao. Ver [25], p. 10. O
Tomando X1 = Xo = X e Y] = Y5 = Y no Teorema anterior segue que (X,Y)q, e (X,Y)q sao

espacos de interpolagao. Outra importante consequéncia é dada abaixo.

Corolério B.9. Seja (X,Y) um par de interpolag¢iao. Para 0 < 6 <1, 1 < p < oo existe ¢ = ¢(0,p)
tal que
—0 [
191l (x.v)s, < @)yl Nyl vy € X NY. (B.10)

Demonstragao. Ver [25], p. 11. O
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B.2 Espagos Intermediarios e Reiteracao

Vamos introduzir duas classes de espagos intermedidrios para o par de interpolagao (X,Y).

Definicao B.10. Sejam 0 < 0 <1 e E um espago de Banach tal gque XNY — F— X +Y.

(i) Dizemos que E pertence a classe Jy entre X e Y se existe uma constante c tal que
|zl < ezl e}, vze XY,

e nesse caso dizemos que E € Jg(X,Y).

(ii) Dizemos que E pertence a classe Ky entre X eY se existe k > 0 tal que
K(t,z) < kt’|zl|lp, Vo€ E t>0,

e nesse caso dizemos que E € Ko(X,Y).

Se 0 € (0,1) isso significa que E € continuamente imerso em (X,Y )p oo-

A proposigao a seguir fornece uma caracterizagado muito util do espaco Jy(X,Y').

Proposicao B.11. Sejam 0 < 8 < 1 ¢ E um espaco de Banach tal que X NY — E — X +Y. As
afirmacdes a sequir sao equivalentes:
(i) F € Jy(X,Y).
(i) (X,Y)p1 — E
Demonstragao. Ver [25], p. 27 e 28. O
A Definigao B.10 e a Proposigao B.11 garantem que, para 0 < § < 1 um espaco E € Kyp(X,Y) N

Jp(X,Y) se, e somente se,
(X7 Y)theta,l — F — (X7 Y)@,oo-

Em particular, (X,Y ), e (X,Y)g pertencem a Ky(X,Y) N Jp(X,Y) para todo p € [1,00]. No
entanto, existem espagos intermedidrios que pertencem a Ky(X,Y) N Jyp(X,Y) e que nao sao espagos

de interpolagao, como apontamos no exemplo a seguir.

Exemplo B.12. C1(R") € J%(C(IR"),CQ(]R”)) HK%(C’(]R”),CQ(R")), mas C1(R™) ndo é um espago
de interpolacdo entre C(R™) e C%(R™).

A seguir apresentamos uma das principais ferramentas para a Teoria de Interpolacido no geral.

Teorema B.13 (Teorema de Reiteragao). Sejam 0 < 0y < 0; < 1. Seja 0 € (0,1) e defina

w=(1—-6)8y+ 00,. Valem as sequintes afirmagoes:
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(i) Se E; € Kp(X,Y), i =0,1, entao

(E07 El)@,p — (X7Y)w,p7 vp S [17 OO],

e
(Eg, El)g — (X, Y)w
(ii) Se E; € Jp(X,Y), i =0,1, entdio
(X,Y)%p — (Eo, E1)97p, Vp S [1, OO],
e
(X,Y)w <= (Eo, Er)o-
Consequentemente, se E; € Jo(X,Y) N Kp(X,Y) entdo,
(E(), El)Q,p = (Xa Y)w,pa vp € [L OO],
e

(EO) El)@ — (Xa Y)wv
com a equivaléncia das respectivas normas.

Demonstragao. Ver [25], p. 31, 32 e 33. O

B.3 Interpolacao Complexa

Iniciamos essa secao enunciando um importante resultado.

Proposigao B.14 (Principio do Méximo). Se Q C C ¢ aberto e limitado e f : Q — X € holomorfa

em ) e continua em 0 entao

1F(&)lx < max{[|f(2)]|x; 2 € 992}

para todo & € Q.

O Principio do Maximo também vale para fungoes definidas em faixas. Em razao de nosso interesse

nesse trabalho, vamos considerar a faixa

S={z=z+iyeC0<z<1}.
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Se f: S — X é holomorfa no interior de S, continua e limitada em S entao o Principio do Maximo

garante que para cada £ € S

[£(©)]x < max {Sup [1f (@t)|lx, sup || f(1 + it)\l} :
teR teR

Seja (X,Y) um par de interpolacdo de espagos de Banach.

Definigao B.15. Definimos por F(X,Y) o espaco de todas as funcoes f : S — X +Y tais que
(i) f € holomorfa no interior de S e continua até sua fronteira.

(ii) t — f(it) € C(R; X), t > f(1+it) € C(R:Y) e

T I— {sup 1£() s sup |71+ z’twy} .
teR teR

Definimos também Fo(X,Y') como o subespago de F(X,Y') que consiste das fungoes f : S — X+Y
tais que

fim |f(it)]x =0= i [[£(01+it)]y.

[t|—o0

Uma aplicagao direta do Principio do Méximo garante que F(X,Y) e Fo(X,Y) sdo espagos de

Banach.

Lema B.16. O espaco gerado pelas fungoes 6(522“‘2)“, 0>0,\eR,ae XNY édenso em Fo(X,Y).

Demonstracao. Ver [3], p. 132. O

Os espagos de interpolagao complexa [X, Y]y sao definidos através do trago das fung¢oes em F (X, Y).

Defini¢cao B.17. Para todo 6 € [0,1] defina

XYl = (10 ] € FECY ol = ol e
[X,Y]y é isomorfo ao espago quociente F(X,Y)/Np, onde Ny é o subconjunto de F(X,Y) que
consiste das fungoes que se anulam em z = #. Como N é fechado, o espago quociente é um espago de
Banach e, por consequéncia disso, [X, Y]y também o é.
As propriedades a seguir seguem diretamente da definicao de [X, Y]y.
(i) Para todo 0 € (0,1),
(X, Y])g =1[Y, X]1-0.

(ii) Conseguimos uma defini¢ao equivalente de [X, Y]y substituindo o espaco F(X,Y") pelo espago
Fo(X,Y). De fato para cada f € F(X,Y) e § > 0 a funcio fs(z) = /=07 f(2) estd em Fo(X,Y),
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satisfaz f5(0) = f(0) e || f5]|7(X,Y) < max {6592, 65(1_0)2} Ifll7x,y)- Fazendo § — 0 segue que

MAllFeeyy = 11l 7

inf inf
fef(X7Y)7f(9): fEFO(X7Y)7f(0):a

(iii) Se Y = X entao [X, X]p = X.

(iv) Para todo t € R e para toda f € F(X,Y), temos f(6 + it) € [X,Y]y para cada 6 € (0,1) e
1£(0 +it)[lx,y1, = I1F(0)]lx,y,- Para isso basta substituir a fungao f por g(z) = f(z + it).

Finalmente, o Lema B.16 garante que X NY é denso em [X, Y]y para todo 6 € (0,1).

Proposigao B.18. Seja 0 € (0,1). Entao
XNY < [X,Y]yp— X +Y.

Demonstracao. Ver [25], p. 45. O
A observacao a seguir apresenta uma maneira alternativa de calcular a norma em [X, Y]y para os

elementos de X NY.
Observacao B.19. Seja v(X,Y) o espaco gerado pelas fungoes do tipo p(z)x, com ¢ € Fo(X,Y) e
xeXNY. Seae XNY, sua [X,Y]p-norma podo ser obtida também através da férmula,

= inf . B.11
lallixiy = ind o Il (B.11)

Demonstracgao. Ver [25], p. 46. O

Finalmente, o teorema a seguir garante que [X, Y]y sdo espacos de interpolagao.

Teorema B.20. Sejam (X1,Y1),(X2,Y2) pares de interpolagio complexa. Se T € L(X1,X2) N
L(Y1,Y2), entao a restricao de T a [X1,Y1]p pertence a L ([X1,Y1], [X2,Y2]s) para todo 6 € (0,1).

Além disso,

0

1-6
1T 2ixa vile xovale) < (T llecxix) (Tl ve)) (B.12)

Demonstragao. Ver [25], p. 46 e 47. O
Assim como na interpolacao real, temos o seguinte corolario, cuja demonstracao é analoga ao caso

da interpolacao real.

Corolario B.21. Para todo 6 € (0,1) temos

lllixyy, < lylx’lylly,  VyeXxny. (B.13)

Demonstracgao. Ver [25], p. 48. O
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O corolério anterior garante que [X, Y]y € Jy(X,Y) e entao, gragas & proposi¢ao B.11 (X,Y)g 1 —
[X,Y]p. Além disso, [X,Yy — (X,Y)p oo como é dito na proposicao a seguir.

Proposicao B.22. Para todo 6 € (0,1), [X,Y]p € Kyp(X,Y), isto é, [X,Yy — (X,Y)p,00-

Demonstracao. Ver [25], p. 49. O
Assim, combinando o Coroldrio B.21 e a Proposigdo B.5 concluimos que [X,Y]p € Jo(X,Y) N
Ky(X,Y). Logo, pela proposicao B.6 segue que [X,Y]y, — [X,Y]p, para 0 < 0; < 62 < 1, sempre
que ¥ — X.
Além disso, o Teorema da Reiteracao nos permite caracterizar os espacos de interpolagao real entre

espacos de interpolagao complexa. Para 0 < 61 <0, <1,0< 60 <1, 1< p < oo,

([X, Yoy, [X, Y]g)op = (X, Y) (1-6)6, 4605 p-

Ainda a respeito de propriedades de reiteracao, Calderon (ver [3]) mostrou que se um dos espagos
X, Y estd continuamente imerso no outro, ou se X, Y sao espagos reflexivos e XNY é denso em ambos,
X e Y, entao
[[X, Yo, [X, Yg,]Jo = [X, Y](1-0)0, 100,

Se X e Y sdo espagos reflexivos, Lions (ver [23]) mostrou que para 0 < 0; < 03 < 1,0 € (0,1) e
p €0, 00],
[(Xv Y)thv (X7 Y)OQ,P}G = (X7 Y)(1—0)91+092'

A respeito dos casos em que os espacos de interpolacdo complexa coincidem com os espacgos de
interpolacao real nao existe resposta geral. No entanto, prova-se que, se X e Y sao espacos de Hilbert,
entao

[(X,Y]p = (X,Y)g,.

Na préxima segao vamos relacionar as defini¢oes e resultados das segoes anteriores com o dominio
de operadores lineares.

Nosso interesse, como ja dito, estd em caracterizar o dominio do operador A%, A sendo um operador
positivo e a € (0, 1).
B.4 Espacgos de Interpolacao e Dominio de Operadores
Vamos comecar vendo alguns resultados a respeito do dominio do operador A e depois estenderemos

para a poténcia fracionaria.

Defini¢ao B.23. Para 0 € (0,1), p € [1,400] definimos

Da(0,p) = (X, D(A))op-
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Além disso, se k € IN, definimos
Da(0 + K,p) = {x € D(A"); A"z € Da(6,p)},

]| Dy (k) = 7|l + ||Ak||DA(9,p)7
isto €, DA(0 + k,p) ¢ o dominio da parte de A¥ em D (0, p).

Segue dessa definigao o seguinte corolério.

Corolario B.24. Para 6§ € (0,1), p € [1,400] ek € N,
Da(8 + k,p) = (D(A*), D(A**1))g,.

Demonstragao. Ver [25], p. 59. O

B.4.1 O caso em que A é um operador nao negativo

Seja X um espaco de Banach e A: D(A) C X — X um operador linear ndo negativo.

Proposigcao B.25.
(X, D(A))gp = {z € X; A= p(A) = M[|AN + A) 'z € L2(0, +00)}

e as normas ||z|lg, e

2116, = llzll + 1]l 22 (0,4-00)
sao equivalentes.

Demonstragao. Ver [25], p. 57 e 58. O

Proposigao B.26. Se r,m € N sdo tais que r > m, entdo,
D(A") € vES (X,D(A™))N Kﬁ(X,D(Am)).
Proposicao B.27. Se m € IN, entdo, para 6 € (0,1) tal que m ¢ IN e para p € [1,00] seque
(X, D(A™))g,p = Da(mb,p).
Proposicao B.28. Se 6 € (0,1) ep € [1, +00].

(X, D(A%))g, = {z € X; A= B(\) = AN A2(\ + A) 22| € L2(0,4+00)}
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e as normas HHTH(xD(A”))e,p €

Izllg,, = =l + 12l 22 (0,4-00)
sao equivalentes.
Demonstragao. Ver [25], p. 62. O

B.4.2 O caso em que A é gerador de um semigrupo

Suponhamos que A é gerador infinitesimal do semigrupo {7'(¢)}+>o0.

=

Proposigao B.29.
(X, D(A))p = {z € Xt > (1) = t || T(t)a — 2| € L2(0, +00)}

e as normas ||x||gp €

*

/o7 = llzll + 191l 22 0,400)
sao equivalentes.

Demonstragao. Ver [25], p. 70. O
Proposigao B.30. Para todo 6 € (0,1) e p € [1,+00] temos,
(X, D(A%)gp = {2 € X5t = 9(t) = t"*||(T(t) — I)°x|| € LE(0, +00)}
e as normas ||x||gp €
121l = Izl + 191l L2 0, 1o0)

sao equivalentes.

Demonstragao. Ver [25], p. 70. O

Teorema B.31. Seja T'(t) um semigrupo em X. Além disso, assuma que existe um espago de Banach

EcXemeN, pe(0,1), C >0 tais que

C

e que t — T(t)x é mensurdvel com valores em E, para cada x € X. Entdo E € Jg(X,D(A™)), assim

(X, D(A™))gpp — (X, E)g,p para cada 0 € (0,1), p € [1,00].

Demonstragao. Ver [25], p. 73 e 74. O
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B.4.3 Dominio do Operador Poténcia Fracionaria

Proposicao B.32. Para 0 < Re a < 1,

D(A%) € Jre o(X, D(A)) N KRre o(X, D(A)),
isto €,

(X, D(A))Re a1 = D(AY) = (X, D(A))Re a,00

Demonstragao. Ver [25], p. 89 e 90.

Em espacos de Hilbert o seguinte Teorema ¢é Vélido.
Teorema B.33. Seja H um espago de Hilbert. Se A : D(A) C H — H é m—acretivo e 0 € p(A)
entdo para 0 < Re a < Re 8 e para cada 0 € (0,1) temos

[D(A%), D(A7)]g = D(AU-405),

Demonstragao. Ver [25], p. 119 e 120. O

Observe que tomando o = 0 e § = 1 no teorema acima obtemos que, em espacos de Hilbert,
[D(A)7 Xh,g - D(A6)7

e é com essa caracterizacao que iniciaremos a nossa discussao no capitulo seguinte.
A préxima secdo nos da uma alternativa para caracterizar os dominios de poténcias fraciondrias

de operadores. No proximo capitulo discutiremos as suas vantagens.

B.5 Interpolacao de Subespacos: Interpolacao de Baiocchi

Sejam X,Y dois espacos de Banach tais que X — ® e Y — ®, onde ® é uma espaco topoldgico
localmente convexo.

Considere ainda outro espago topoldgico localmente convexo ¥ e seja 9 € L(P, V).

Tome 2, % espacos de Banach tais que 2" C ¥, % C ¥ (em particular podemos tomar 2 =
% = {0}). Defina os seguintes subespagos de X e Y,

(X)o.r = {u€ X;due 2},

(X)('),gg/ = {u €Y;0uce€ @/}

equipados com a norma do grafico

[ull(x)5, 2 = llullx + 0wl 2,
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lell3)p,0 = llully + [[Oullo

Nosso interesse, nessa secao, é apresentar um resultado que compare os espacos de interpolacao

complexa dos subespagos supradefinidos. Isto é, queremos comparar os espagos

[(X)a,2,(Y)ozle e ([X.Y]o)a, 227,

Para isso devemos fazer as hipéteses de que existem espacos de Banach 2 e % tais que,
) ZCcZcCcyv,%CcHCy,

(i) 0 € L(X, Z)NL(Y, %),

(iii) Existem ¢ € L(Z, X)NL(Z,Y) e Z € L(Z, Z)NL(Y , %) tais que

09 =x+R%x, Ve +%.

A relagao desejada é estabelecida no Teorema abaixo.

Teorema B.34. Assuma que todas as condicoes acima sdo satisfeitas. Entdo

[(X)o,2, (Yoo = ([X,Y]9)a, 2 21,, VO€(0,1),

com a equivaléncia das respectivas normas.

Demonstragao. Ver [24], p. 97 e 98. O
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