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em Matemática, área de Equações Diferenciais Parciais, junto
ao Programa de Pós Graduação em Matemática do Instituto
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São José do Rio Preto

2016



Marcelo Adriano dos Santos Bongarti
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do Rio Preto.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. German Jesus Lozada Cruz
Professor Adjunto
IBILCE - UNESP - São José do Rio Preto
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a um objetivo nem sempre tão claro. Vencer cada um desses “obstáculos” depende de uma
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Nada disso seria posśıvel se eu não tivesse vida, portanto eu agradeço primeiramente

a Deus, que por Sua imensa bondade e misericórdia me concede todos os dias a benção de
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independente de qualquer configuração sangúınea. Por este motivo eu não poderia deixar



Agradecimentos 6
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Agradeço também ao restante da turminha do barulho, Augusto Furquim, Lucas

dos Santos, Paulo Bergamini, Tamara, por todos os momentos de risadas e por juntos

tornarmos momentos que seriam de terror, em momentos dignos de sentirmos saudades.

Obrigado por tudo meus queridos!
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muito especial pra mim, cara, adoro você!

Agradeço ao meu grande amigo e parceiro, Daniel Vieira, por nunca ter me deixado

na mão quando eu precisei de ajuda, pela humildade de sempre compartilhar o que sabe e

por ter sido um verdadeiro irmão pra mim durante os estudos para a dissertação. Muito

obrigado por tudo, meu amigo, pra mim você sempre foi e sempre será um gênio!
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falhado por não tentar.”

(J.K. Rowling)



Resumo

Sejam X um espaço de Banach, α um número complexo tal que Re α > 0 e A :

D(A) ⊂ X → X um operador linear fechado e não negativo. O objetivo deste trabalho é

definir o objeto Aα de modo que as propriedades de potência de números complexos sejam

preservadas, ou seja,

(i) AαAβ = Aα+β; (aditividade)

(ii) A1 = A;

(iii) (Aα)β = Aαβ (quando o primeiro membro faz sentido).

Como aplicação da teoria, caracterizamos o domı́nio da potência fracionária de um

operador definido matricialmente a partir da seguinte Equação Diferencial Parcial abstrata

em espaço de Hilbert, protótipo utilizado para modelar sistemas elásticos com forte (ou

estrutural) amortecimento:

ẍ+Aαẋ+Ax = 0, 0 < α 6 1,

com A sendo um operador positivo e autoadjunto.

Palavras-chave: Operadores não negativos, Potencias Fracionárias, Domı́nios do

Operador Potência Fracionária, Teorema de Baiocchi.



Abstract

Let X be a Banach space, α a complex number such that Re α > 0 and A : D(A) ⊂
X → X a non-negative closed linear operator. The purpose of this work is to define the

object Aα in a way that the properties of powers of complex numbers be preserved, i.e,

(i) AαAβ = Aα+β; (additivity)

(ii) A1 = A;

(iii) (Aα)β = Aαβ (when the first member makes sense).

As an application of theory, we characterized the domain of fractional power of a

matrix-valued operator from the abstract Partial Differential Equation in Hilbert space,

prototype used to model elastic systems with strong/structural damping:

ẍ+Aαẋ+Ax = 0, 0 < α 6 1,

with A being a positive self-adjoint operator.

Keywords: Non-negative Operators, Fractional Powers, Domains of Fractional Powers,

Baiocchi’s Theorem.



Sumário

Introdução 10

1 Operadores não negativos 12

1.1 Operadores Setoriais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.2 Operadores m-acretivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2 Potências Fracionárias de Operadores 36
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B.4.1 O caso em que A é um operador não negativo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
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Introdução

A teoria de potências fracionárias de operadores fechados foi introduzida na tese de doutorado do

matemático americano A. V. Balakrishnan1 (ver [1]), escrita na Universidade do Sul da California,

Los Angeles, em 1954, sob a orientação de Ralph Phillips2. Em particular, Balakrishnan trouxe uma

fórmula para calcular a potência fracionária Aα, 0 < α < 1 de um operador fechado A definido num

espaço de Banach X através de uma integral expressa em termos do operador resolvente:

Aαφ =
sinαπ

π

∫ ∞
0

λα−1A(λ+A)−1φdλ, φ ∈ D(A) ⊂ D(Aα), 0 < α < 1. (1)

Esta fórmula pode ser encontrada em livros básicos sobre semigrupos (ver, por exemplo, [26], p. 70),

no entanto, um tratamento mais formal e recente pode ser encontrado em [4], a principal referência

para este trabalho. Esta teoria tem impacto direto e incisivo no estudo de equações diferenciais,

pois nos permite obter melhores propriedades de regularidade para equações diferenciais de diversas

dinâmicas, como pode ser visto nos artigos [10], [12] e no livro [15], sobre regularidade maximal.

Ainda sobre regularidade, o estudo e a caracterização dos domı́nios de definição dos operadores

potência fracionária são de vital importância. Nesse sentido a professora Irena Lasiecka3 introduziu

um método (o qual também também utilizaremos neste trabalho) para caracterizar o domı́nio das

potências fracionárias de operadores eĺıpticos (ver [20]) encontrando coincidências que permite o

estudo e regularização de Equações Diferenciais Parciais, não apenas eĺıpticas, mas também com

outras dinâmicas. Por exemplo, se (−A) denota o operador Laplaciano com condições de fronteira de

Dirichlet, então

D(A
1
4
− δ

2 ) ≡ H
1
2
−δ(Ω), δ > 0 pequeno,

ou seja, o domı́nio da potência 1
4 −

δ
2 do Laplaciano coincide com o espaço de Sobolev de ordem 1

2 − δ.
Uma fórmula geral para operadores eĺıpticos de ordem 2m com várias condições de fronteira pode ser

encontrada em [21], p. 283-4, e em [18].

Nosso objetivo, no decorrer deste trabalho, foi estudar uma maneira em que fizesse sentido associar

um operador fechado A, com domı́nio e imagem num espaço de Banach X, e um número complexo α,

1Matemático americano. Sem informações sobre o nascimento, veio a falecer em março de 2015.
2Matemático americano, 1913 - 1998.
3Matemática polonesa-americana, 1948.
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com Re α > 0, a outro operador Aα de modo que as propriedades de potência de números complexos

fossem preservadas, ou seja,

(i) AαAβ = Aα+β; (aditividade)

(ii) A1 = A;

(iii) (Aα)β = Aαβ (quando o primeiro membro faz sentido).

Em seguida, nos baseamos no artigo dos professores Irena Lasiecka e Roberto Triggiani4 para

estudar brevemente a técnica apresentada por Lasiecka em [20] e a aplicação da mesma na

caracterização de um operador definido matricialmente a partir de uma Equação Diferencial Parcial

abstrata em espaço de Hilbert, que é o protótipo utilizado para modelar sistemas elásticos com forte

(ou estrutural) amortecimento:

ẍ+Aαẋ+Ax = 0, 0 < α 6 1,

com A sendo um operador positivo e autoadjunto.

Para isso organizamos este trabalho em 3 caṕıtulos.

No primeiro caṕıtulo, nós conceituamos e estudamos as principais propriedades dos operadores não

negativos, base para o desenvolvimento de toda teoria de potência fracionária, do ponto de vista que

escolhemos estudar. Neste caṕıtulo, também estudamos brevemente suas subclasses dos operadores

não negativos: os operadores setoriais e os operadores m-acretivos e suas equivalências.

No segundo caṕıtulo, estudamos a teoria básica de potências fracionárias de operadores para os

três casos posśıveis (A limitado, A ilimitado com 0 ∈ ρ(A) e A ilimitado com 0 ∈ σ(A)). Para isso,

iniciamos o caṕıtulo estudando o operador de Balakrishnan, que é o ponto de partida do estudo. Em

seguida, falamos brevemente sobre o Cálculo Funcional que subsidia parte importante da teoria e

das propriedades do operador potência fracionária e terminamos estudando as resultados importantes

como o Teorema da Aplicação Espectral (para potência fracionária) e verificando em que condições o

operador potência fracionária preserva a setorialidade do operador A.

O terceiro e último caṕıtulo traz uma apresentação breve acerca dos operadores elásticos

amortecidos, a definição do operador matricial no qual tivemos interesse e, por fim, a caracterização

detalhada do domı́nio da potência fracionária do operador matricial que definimos.

Os apêndices trazem resultados básicos de Análise Funcional e de Interpolação de espaços de

Banach que constituem o alicerce sobre o qual o trabalho foi desenvolvido.

4Matemático italiano-americano, 1942.



Caṕıtulo

1

Operadores não negativos

Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X 7→ X um operador linear.

Definição 1.1. Dizemos que A é não negativo se é fechado, (−∞, 0) ⊂ ρ(A), e

M = sup
λ>0
{‖λ(λ+A)−1‖} <∞. (1.1)

A constante M é chamada de constante de não-negatividade de A. Denotamos o conjunto de

operadores não negativos definidos em X por M(X).

Da identidade

(λ+A)(λ+A)−1 = 1, (1.2)

onde 1 é o operador identidade de X em X, obtemos A(λ+A)−1 = 1− λ(λ+A)−1. Logo,

sup
λ>0
‖A(λ+A)−1‖ = sup

λ>0
‖1− λ(λ+A)−1‖

6 1 + sup
λ>0
‖λ(λ+A)−1‖ = 1 +M,

assim, se A é não negativo, A(λ+A)−1 é uniformemente limitado. Além disso,

∣∣∣ sup
λ>0
‖A(λ+A)−1‖ − sup

λ>0
‖λ(λ+A)−1‖

∣∣∣ < 1. (1.3)

De fato, como ‖A(λ+A)−1‖ ≤ 1+‖λ(λ+A)−1‖, temos sup
λ>0
‖A(λ+A)−1‖ ≤ 1+sup

λ>0
‖λ(λ+A)−1‖,

ou seja,

sup
λ>0
‖A(λ+A)−1‖ − sup

λ>0
‖λ(λ+A)−1‖ ≤ 1.

12
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Por outro lado, o fato de que λ(λ+A)−1 = 1−A(λ+A)−1, garante que

−1 ≤ sup
λ>0
‖A(λ+A)−1‖ − sup

λ>0
‖λ(λ+A)−1‖.

Definição 1.2. Um operador linear fechado é dito positivo se é não negativo e 0 ∈ ρ(A). Denotamos

o conjunto dos operadores positivos por P(X).

A próxima proposição caracteriza os operadores positivos e sua demonstração resumida pode ser

encontrada em ([4], p. 2). A demonstração com detalhes vem a seguir.

Proposição 1.3. Um operador linear fechado é positivo se, e somente se, (−∞, 0) ⊂ ρ(A) e

sup
λ>0

(λ+ 1)‖(λ+A)−1‖ <∞. (1.4)

Demonstração. Primeiramente suponhamos A positivo. Como A é não negativo segue que A(λ +

A)−1 é uniformemente limitado com respeito a λ > 0. Além disso, como 0 ∈ ρ(A), A−1 é limitado.

Assim,

sup
λ>0
‖(λ+A)−1‖ = sup

λ>0
‖A−1A(λ+A)−1‖

6 ‖A−1‖ sup
λ>0
‖A(λ+A)−1‖ <∞.

Logo,

sup
λ>0

(λ+ 1)‖(λ+A)−1‖ = sup
λ>0
‖(λ+ 1)(λ+A)−1‖

= sup
λ>0
‖λ(λ+A)−1 + (λ+A)−1‖

6 sup
λ>0
‖λ(λ+A)−1‖+ sup

λ>0
‖(λ+A)−1‖ <∞,

donde segue (1.4).

Reciprocamente, suponhamos que (−∞, 0) ∈ ρ(A) e (1.4) é válida. Então, A é não negativo, pois

temos ainda que

sup
λ>0

λ‖(λ+A)−1‖ 6 sup
λ>0

(λ+ 1)‖(λ+A)−1‖ <∞

o que implica que λ(λ+A)−1 é uniformemente limitado com relação a λ > 0 e ainda

sup
λ>0
‖(λ+A)−1‖ 6 sup

λ>0
(λ+ 1)‖(λ+A)−1‖ <∞

o que implica que (λ+A)−1 é também uniformemente limitado com relação a λ > 0.

Resta mostrar, então, que 0 ∈ ρ(A). Para isso considere (λn) uma sequência em (0,+∞) tal que
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λn → 0 quando n→∞. Pela identidade do resolvente (Proposição A.14) temos

‖(λm +A)−1 − (λn +A)−1‖ = ‖(λn − λm)(λm +A)−1(λn +A)−1‖

6 |λn − λm| ‖(λm +A)−1‖ ‖(λn +A)−1‖ → 0, m, n→∞.

Logo, {(λn + A)−1} é uma sequência de Cauchy no espaço dos operadores limitados de X em X,

L(X), e é, portanto, convergente, digamos, para T ∈ L(X). Além disso, como lim
n→∞

λn(λn + A)−1 =

0.T = 0, pela equação (1.2) temos

ATφ = lim
n→∞

A(λn +A)−1φ

= lim
n→∞

[
φ− λn(λn +A)−1φ

]
= φ, ∀φ ∈ X

e ainda

TAφ = lim
n→∞

(λn +A)−1Aφ

= lim
n→∞

[
φ− λn(λn +A)−1φ

]
= φ, ∀φ ∈ D(A).

Logo, T = A−1, o que implica que A−1 ∈ L(X) e portanto 0 ∈ ρ(A) e A é positivo. �

De agora em diante, salvo sob menção do contrário, A é um operador não negativo e M sua

respectiva constante de não-negatividade. Se B é um operador injetivo e n ∈ N, então, por B−n nós

entendemos (B−1)n.

No seguinte resultado, provamos que a não-negatividade é uma propriedade estável sobre as

operações inversa e adjunta. Um comentário sobre a demonstração pode ser encontrado em ([4],

p. 3.)

Proposição 1.4. Seja A ∈M(X). Então,

(i) Se A é injetor e A−1 é o inverso de A, então,

λ(λ+A−1)−1 = A(λ−1 +A)−1 (λ > 0).

Portanto, A−1 é não negativo.

(ii) Se A é densamente definido e A∗ é o adjunto de A, então,

[
(λ+A)−1

]∗
= (λ+A∗)−1 (λ > 0).

Consequentemente, A∗ é não negativo no espaço dual X ′.

Demonstração. (i) Como A é não negativo, é fechado, então segue da injetividade que A−1 é

fechado. Sabemos, ainda, que A(λ−1 + A)−1 é uniformemente limitado com respeito a λ > 0. Além
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disso,

A(λ−1 +A)−1 = (A−1)−1(λ−1 +A)−1 =
[
(λ−1 +A)A−1

]−1
= (λ−1A−1 + 1)−1 =

[
λ−1(λ+A−1)

]−1
= λ(λ+A−1)−1,

o que implica que λ(λ + A−1)−1 é uniformemente limitado com respeito a λ > 0. Por último, note

também que (λ+A−1)−1 é limitado para todo λ > 0, o que implica que (−∞, 0) ⊂ ρ(A).

Portanto, A−1 é não negativo.

É posśıvel mostrar, ainda, utilizando a igualdade que acabamos de mostrar e a desigualdade (1.3),

que se M é a constante de não negatividade de A e M ′ é a constante de não negatividade de A−1,

então |M −M ′| 6 1.

(ii) Note que

[
(λ+A)−1

]∗
=
[
(λ+A)∗

]−1
= (λ+A∗)−1.

Logo A∗ é não negativo no espaço dual X ′.

Da igualdade mostrada acima segue ainda que a constante de não negatividade de A é igual a

constante de não negatividade de A∗, uma vez que a norma de operadores limitados coincidem com

as normas de seus respectivos adjuntos. �

Existem exemplos de operadores não negativos com domı́nio ou imagem não densos. A

caracterização a seguir será muito usada neste trabalho; sua demonstração foi retirada de ([4], p.

3) e trazida para este trabalho com todos os detalhes e contas não expĺıcitos lá.

Proposição 1.5. Seja A ∈M(X), n ∈ N e φ ∈ X. Então,

(i) φ ∈ D(A)⇐⇒ lim
λ→∞

λn(λ+A)−nφ = φ⇐⇒ lim
λ→∞

An(λ+A)−nφ = 0.

(ii) φ ∈ R(A)⇐⇒ lim
λ→0

An(λ+A)−nφ = φ⇐⇒ lim
λ→0

λn(λ+A)−nφ = 0.

(iii) D(An) = D(A), R(An) = R(A) e

D(A) ∩R(A) = D(An) ∩R(Am) (n,m ∈ N).

Demonstração. Dividiremos a demonstração de cada ı́tem em afirmações que facilitarão sua

compreensão.

(i) Afirmação 1: φ ∈ D(A) =⇒ lim
λ→∞

λn(λ+A)−nφ = φ.
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Lembremos da conhecida relação

xn − yn =

(
n−1∑
k=0

xn−1−kyk

)
(x− y). (1.5)

Utilizando (1.5) e o ı́tem (i) da Proposição A.22, temos

φ− λn(λ+A)−nφ = (1− λn(λ+A)−n)φ =

(
n−1∑
k=0

λk(λ+A)−k

)(
1− λ(λ+A)−1

)
φ

=

(
n−1∑
k=0

λk(λ+A)−k

)
A(λ+A)−1φ =

(
n−1∑
k=0

λk(λ+A)−k

)
(λ+A)−1Aφ.

Logo,

‖φ− λn(λ+A)−nφ‖ =

∥∥∥∥∥
(
n−1∑
k=0

λk(λ+A)−k

)
(λ+A)−1Aφ

∥∥∥∥∥
≤

(
n−1∑
k=0

‖λ(λ+A)−1‖k
)
M

λ
‖Aφ‖ ≤ ‖Aφ‖

λ

n∑
k=1

Mk −→ 0 se λ −→∞.

Sejam φ ∈ D(A), ε > 0 arbitrário e ψ ∈ D(A) tal que ‖φ− ψ‖ < 1
2 min{ε, ε

Mn }. Assim,

‖φ− λn(λ+A)−nφ‖ = ‖φ− λn(λ+A)−nψ + λn(λ+A)−nψ − λn(λ+A)−nφ‖

≤ ‖φ− λn(λ+A)−nψ‖+ ‖λn(λ+A)−n‖‖φ− ψ‖

= ‖φ− ψ + ψ − λn(λ+A)−nψ‖+ ‖λn(λ+A)−n‖‖φ− ψ‖

≤ ‖φ− ψ‖+ ‖ψ − λn(λ+A)−nψ‖+ ‖λn(λ+A)−n‖‖φ− ψ‖

<
ε

2
+ ‖λn(λ+A)−nφ̃− φ̃‖+

ε

2
.

Desta última desigualdade segue que lim
λ→∞

λn(λ+A)−nφ = φ.

Afirmação 2: lim
λ→∞

λn(λ+A)−nφ = φ =⇒ lim
λ→∞

An(λ+A)−nφ = 0.

Seja φ ∈ X e observe que

‖An(λ+A)−nφ‖ = ‖An−1λ+A)−(n−1)[A(λ+A)−1]φ‖ ≤ ‖[A(λ+A)−1]n−1‖‖φ− λ(λ+A)−1φ‖

≤ (M + 1)n−1‖φ− λ(λ+A)−1φ‖ −→ 0 se λ −→∞.

Se lim
λ→∞

λn(λ + A)−nφ = φ para todo n ∈ N, em particular, também vale para n = 1, então

lim
λ→∞

An(λ+A)−nφ = 0.

Afirmação 3: lim
λ→∞

An(λ+A)−nφ = 0 =⇒ φ ∈ D(A).
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Lembremos a identidade conhecida por Binômio de Newton

(x+ y)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
xn−kyk. (1.6)

Seja φ ∈ X tal que lim
λ→∞

An(λ+A)−nφ = 0. Utilizando 1.6 temos

An(λ+A)−nφ = (1− λ(λ+A)−1)nφ

=
n∑
k=0

(
n

k

)
1n−k(−λ(λ+A)−1)kφ

=
n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)kλk(λ+A)−kφ

= φ−
n∑
k=1

(
n

k

)
(−1)k+1λk(λ+A)−kφ.

Fazendo λ→∞ temos

φ = lim
λ→∞

n∑
k=1

(−1)k+1λk(λ+A)−kφ.

Agora, como (λ+A)−kφ ∈ D(A) para todo 1 6 k 6 n, segue que

n∑
k=1

(−1)k+1λk(λ+A)−kφ ∈ D(A).

Portanto, φ é o limite de elementos de D(A), ou seja, φ ∈ D(A).

(ii) Afirmação 1: φ ∈ R(A) =⇒ lim
λ→0

An(λ+A)−nφ = φ.

Suponha primeiramente que φ ∈ R(A), então, φ = Au, para algum u ∈ D(A). Assim, utilizando

(1.5) temos

φ−An(λ+A)−nφ = (1−An(λ+A)−n)φ =

(
n−1∑
k=0

Ak(λ+A)−k

)
(1−A(λ+A)−1)φ

=

(
n−1∑
k=0

Ak(λ+A)−k

)
λ(λ+A)−1φ = λ

(
n−1∑
k=0

Ak(λ+A)−k

)
A(λ+A)−1u.

Assim

‖φ−An(λ+A)−nφ‖ 6 λ

(
n−1∑
k=0

‖A(λ+A)−1‖k
)
‖A(λ+A)−1‖‖u‖ → 0 se λ→ 0.

Suponha agora que φ ∈ R(A) e seja ε > 0. Considere ψ ∈ R(A) tal que ‖φ−ψ‖ < 1
2 min{ε, ε/(M+
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1)n}. Assim temos

‖φ−An(λ+A)−nφ‖ = ‖φ−An(λ+A)−nψ +An(λ+A)−nψ −An(λ+A)−nφ‖

6 ‖φ−An(λ+A)−nψ‖+ ‖An(λ+A)−n‖‖φ− ψ‖

= ‖φ− ψ + ψ −An(λ+A)−nψ‖+ ‖An(λ+A)−n‖‖φ− ψ‖

6 ‖φ− ψ‖+ ‖An(λ+A)−nψ − ψ‖+ (M + 1)n‖φ− ψ‖

< ε+ ‖λn(λ+A)−nψ − ψ‖.

Portanto, lim
λ→0

An(λ+A)−nφ = φ.

Afirmação 2: lim
λ→0

An(λ+A)−nφ = φ =⇒ lim
λ→0

λn(λ+A)−nφ = 0.

Seja φ ∈ X tal que lim
λ→0

An(λ+A)−nφ = φ e observe que

‖λn(λ+A)−nφ‖ = ‖[λ(λ+A)−1]n−1[λ(λ+A)−1]φ‖

6 ‖[λ(λ+A)−1]n−1‖‖φ−A(λ+A)−1φ‖

6Mn−1‖φ−A(λ+A)−1φ‖ → 0 seλ→ 0.

Portanto, lim
λ→0

λn(λ+A)−nφ = 0.

Afirmação 3: lim
λ→0

λn(λ+A)−nφ = 0 =⇒ φ ∈ R(A).

Seja φ ∈ X tal que

lim
λ→0

λn(λ+A)−nφ = 0.

Então, utilizando mais uma vez (1.6) temos

λn(λ+A)−nφ = (1−A(λ+A)−1)nφ

=

n∑
k=0

(
n

k

)
1n−k(−A(λ+A)−1)kφ

=

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)kAk(λ+A)−kφ

= φ−
n∑
k=1

(
n

k

)
(−1)k+1Ak(λ+A)−kφ.

Assim, fazendo λ→∞ temos

φ = lim
λ→0

n∑
k=1

(
n

k

)
(−1)k+1Ap(λ+A)−pφ.
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Portanto φ ∈ R(A), pois é o limite de termos de R(A).

(iii) Afirmação 1: D(An) = D(A)

Note primeiramente que D(An) ⊂ D(A), logo, D(An) ⊂ D(A). Vamos mostrar a inclusão

contrária.

Seja φ ∈ D(A), então, pelo ı́tem (i) segue que lim
λ→∞

λn(λ+A)−nφ = φ, ou seja, como λn(λ+A)−nφ ∈

D(An), φ pode ser escrito como um limite de termos em D(An), donde φ ∈ D(An).

Portanto, D(A) = D(An).

Afirmação 2: R(A) = R(An).

Primeiramente observe que R(An) ⊂ R(A), assim, R(An) ⊂ R(A). Mostremos a inclusão contrária.

Seja φ ∈ R(A), então, pelo ı́tem (ii) temos lim
λ→0

An(λ+A)−nφ = φ e uma vez que An(λ+A)−nφ ∈

R(An) segue que φ ∈ R(An) pois é o limite de termos em R(An).

Portanto, R(An) = R(A).

Afirmação 3: D(A) ∩R(A) = D(An) ∩R(Am) (n,m ∈ N).

Observe que D(An) ∩ R(Am) ⊂ D(An) ⊂ D(A) e D(An) ∩ R(Am) ⊂ R(Am) ⊂ R(A). Logo,

D(An) ∩R(Am) ⊂ D(A) e D(An) ∩R(Am) ⊂ R(A), ou seja, D(An) ∩R(Am) ⊂ D(A) ∩R(A).

Vamos mostrar a inclusão contrária.

Seja k = max{n,m}. Observe que D(Ak) ⊂ D(An) e R(Ak) ⊂ R(Am), assim, D(Ak) ∩ R(Ak) ⊂
D(An) ∩ R(Am) e, consequentemente, D(Ak) ∩R(Ak) ⊂ D(An) ∩R(Am). Logo, é suficiente mostrar

que D(A) ∩R(A) ⊂ D(Ak) ∩R(Ak).

De fato, seja φ ∈ D(A) ∩ R(A). Assim, φ ∈ D(A) = D(Ak), então, existe uma sequência (φλ) ⊂
D(Ak) tal que lim

λ→0
φλ = φ.

Vamos mostrar que lim
λ→0

Ak(λ+A)−kφλ = φ. Para isso note que, como φ ∈ R(A) segue do ı́tem (ii)

que lim
λ→0

Ak(λ + A)−kφ = φ ou seja, ‖φ − Ak(λ + A)−kφ‖ → 0 quando λ → 0. Por outro lado, como

Ak(λ+A)−k é uniformemente limitado e φλ → φ quando λ→ 0 segue também que ‖Ak(λ+A)−kφλ−
Ak(λ+A)−kφ‖ → 0 quando λ→ 0. Assim,

‖Ak(λ+A)−kφλ − φ‖ = ‖Ak(λ+A)−kφλ −Ak(λ+A)−kφ+Ak(λ+A)−kφ− φ‖

6 ‖Ak(λ+A)−kφλ −Ak(λ+A)−kφ‖+ ‖Ak(λ+A)−kφ− φ‖ → 0 se λ→ 0.

Logo, lim
λ→0

Ak(λ+A)−kφλ = φ.

Agora, note que Ak(λ+A)−kφλ ∈ R(Ak). Por outro lado, como φλ ∈ D(Ak) para cada λ segue que

Ak(λ+A)−kφλ = (λ+A)−kAkφλ ∈ D(Ak), o que implica que ψλ = Ak(λ+A)−kφλ ∈ D(Ak)∩R(Ak)

e lim
λ→0

ψλ = φ, donde, D(A) ∩R(A) ⊂ D(Ak) ∩R(Ak) ⊂ D(An) ∩R(An).

Portanto, D(A) ∩R(A) = D(An) ∩R(Am) (n,m ∈ N). �

Para o próximo resultado, que é um corolário da proposição anterior, iremos precisar de um

conhecido resultado que enunciaremos no Lema a seguir.
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Lema 1.6. Seja X um espaço de Banach e considere a topologia fraca σ(X,X∗) em X. Então valem

as seguintes propriedades:

(i) Se C é um subconjunto convexo de X, então C é fechado na topologia σ(X,X∗) se, e somente

se, C é fechado em X.

(ii) Se X é reflexivo, então para toda sequência limitada (xn) ⊂ X, existe uma subsequência (xnk)

que converge na topologia σ(X,X∗).

Demonstração. Ver [2], p. 60, para o ı́tem (i) e p. 69 para o ı́tem (ii). �

A demonstração do Corolário abaixo pode ser encontrada em ([4], p.4).

Corolário 1.7. Seja A ∈M(X). Então,

(i) sup
λ>0
‖λ(λ+A)−1‖ > 1.

(ii) Se R(A) é denso, então A é injetivo. Em particular, A é positivo se, e somente se, é sobrejetivo.

(iii) Se A é cont́ınuo, então, D(A) = X, isto é, A é limitado. Consequentemente não existem

operadores não negativos com domı́nio fechado estritamente contido em X.

(iv) Se D(A) ( X ou se R(A) ( X, então, para todo n ∈ N, R(An) * D(A) ou D(An) * R(A),

respectivamente.

(v) Se X é reflexivo, então D(A) é denso e A é injetivo se, e somente se, R(A) é denso.

Demonstração. (i) Seja φ ∈ D(A) não nulo, então, pelo ı́tem (i) da proposição anterior segue que

φ = lim
λ→∞

λn(λ+A)−nφ, assim,

‖φ‖ =

∥∥∥∥ lim
λ→∞

λn(λ+A)−nφ

∥∥∥∥ = lim
λ→∞

‖λn(λ+A)−nφ‖

6 ‖φ‖ sup
λ>0
‖λn(λ+A)−n‖,

ou seja, 1 6 sup
λ>0
‖λn(λ+A)−n‖.

(ii) Suponhamos que R(A) = X e seja φ ∈ D(A) ⊂ R(A) tal que Aφ = 0. Assim, pelo ı́tem (ii)

da proposição anterior segue que

φ = lim
λ→0

(λ+A)−1Aφ = 0,

ou seja, A é injetora.

Agora, se A é positivo, 0 ∈ ρ(A), ou seja, A−1 ∈ L(X) e, consequentemente, A é sobrejetor. Por

outro lado se A é sobrejetor, pela primeira parte da demonstração, segue que A é bijetor. Então

A−1 : X −→ X existe e, uma vez que A é fechado, A−1 também o é. E então, pelo Teorema do Gráfico

fechado segue que A−1 ∈ L(X), o que implica que 0 ∈ ρ(A) e, portanto, A é positivo.

(iii) Suponhamos que A é cont́ınuo, então, por definição existe K > 0 tal que ‖Aφ‖ 6 K‖x‖,∀x ∈
D(A).
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Vamos mostrar que D(A) é fechado. De fato, para todo ε > 0, da continuidade de A segue que

existe δ > 0 de maneira que dado φ ∈ D(A) com ‖φ‖ < δ teremos ‖Aφ‖ < ε.

Seja (φn) uma sequência em D(A) tal que φn → φ ∈ X, assim, compete a nós mostrarmos que

φ ∈ D(A). Como φn → φ, existe N ∈ N tal que ‖φm−φn‖ < δ, para todo m,n > N . Da continuidade

de A segue que ‖Aφm − Aφn‖ = ‖A(φm − φn)‖ < ε para todo m,n > N, o que implica que (Aφn) é

sequência de Cauchy em X, que é Banach, logo, existe y ∈ X tal que Aφn → y em X. Por fim, como

A é fechado, por definição, segue que φ ∈ D(A), ou seja, D(A) é fechado.

Mostremos agora que X ⊂ D(A) para concluirmos que D(A) = X. De fato, seja φ ∈ X, mais uma

vez da continuidade de A segue que

‖A(λ+A)−1φ‖ 6 K‖(λ+A)−1φ‖ 6 KM

λ
‖φ‖.

Fazendo λ → ∞ temos lim
λ→∞

A(λ + A)−1φ = 0, ∀φ ∈ X. Logo, pelo ı́tem (i) da Proposição 1.5,

φ ∈ D(A) = D(A), pois D(A) é fechado. Portanto D(A) = X.

Agora, se D(A) ⊂ X é fechado, então D(A) é uma espaço de Banach com a mesma norma. Assim,

como A é fechado segue que o gráfico de A é fechado e portanto, pelo Teorema do Gráfico Fechado

segue que A é cont́ınuo, logo, pela primeira parte da demonstração, segue que D(A) = X.

(iv) Suponha primeiramente que D(A) não é denso e sejam φ /∈ D(A), −µ ∈ ρ(A) e n ∈ N. Assim,

An[(µ+A)−1]nφ = [1− µ(µ+A)−1]nφ

= φ+
n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)kµk[(µ+A)−1]kφ /∈ D(A),

logo, An[(µ+A)−1]nφ /∈ D(A), mas An[(µ+A)−1]nφ ∈ R(An), o que implica que R(An) * D(A).

De modo análogo, suponhamos que R(A) é não denso e sejam φ /∈ R(A), −µ ∈ ρ(A) e n ∈ N.

Então, como antes,

µn[(µ+A)−1]nφ = [1−A(µ+A)−1]nφ

= φ+

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)kAk[(µ+A)−1]kφ /∈ R(A),

logo, µn[(µ+A)−1]nφ /∈ R(A), mas µn[(µ+A)−1]nφ ∈ D(An), o que implica que D(An) * R(A).

(v) Mostremos inicialmente que A é σ(X,X∗)−fechado. Como Graf (A) é um subconjunto fechado

e convexo (pois A é operador linear) de X × X segue do ı́tem (i) do Lema 1.6 que Graf (A) =

Graf (A)
σ(X,X∗)

, ou seja, A é σ(X,X∗)−fechado.

Suponhamos que X seja reflexivo e R(A) seja denso. Mostremos que A é densamente definido e

injetor. A injetividade já foi mostrada no ı́tem (ii) deste resultado. Para a densidade considere φ ∈ X;

Uma vez que a sequência (n(n + A)−1φ) é limitada, o ı́tem (ii) do Lema 1.6 garante a existência de
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uma subsequência (nj(nj + A)−1φ) que converge na topologia σ(X,X∗) para um elemento ψ ∈ X.

Assim,

A(nj +A)−1φ = φ− nj(nj +A)−1φ ⇀ φ− ψ,

e além disso, como ‖(nj + A)−1φ‖ 6 M
nj
‖φ‖ → 0, segue que (nj + A)−1φ ⇀ 0, e então, como A é

σ(X,X∗)−fechado, temos A(nj +A)−1φ ⇀ 0, ou seja φ−ψ = 0. Logo, φ ∈ D(A)
σ(X,X∗)

e então pelo

ı́tem (i) do Lema 1.6, D(A) = D(A)
σ(X,X∗)

, ou seja, φ ∈ D(A). Portanto D(A) = X.

Reciprocamente, suponha X reflexivo, densamente definido e injetor. Vamos mostrar que R(A) é

denso. De fato, como A é injetor a Proposição 1.4 garante que A−1 é não negativo, o que implica que

D(A−1) = X, ou seja, R(A) = X. �

A seguir definimos a parte de um operador A : D(A) ⊂ X → X em um subespaço vetorial Y ⊂ X.

Definição 1.8. Sejam Y ⊂ X um subespaço vetorial e A : D(A) ⊂ X → X um operador linear.

Defina AY : D(AY ) ⊂ Y → Y por AY φ = Aφ, ∀φ ∈ D(AY ), onde

D(AY ) = {φ ∈ D(A) ∩ Y : Aφ ∈ Y }.

AY é chamado parte de A em Y .

O Lema a seguir estabelece uma condição para que a parte de um operador não negativo A seja

não negativo. Seu enunciado pode ser encontrado, sem a demonstração, em ([4], p.5).

Lema 1.9. Se Y é fechado em X e A é não negativo, então AY é não negativo se, e somente se,

(λ+A)−1(Y ) ⊂ Y

Demonstração. Suponhamos que AY é não negativo, então, por definição, (0,+∞) ⊂ ρ(AY ). Assim,

pela Proposição A.21, (λ + AY )−1φ ∈ D(AY ) ⊂ Y , pra todo φ ∈ Y , ou seja, (λ + AY )−1(Y ) ⊂ Y .

Como (λ + A)−1(λ + AY )φ = φ, ∀φ ∈ D(AY ), segue que (λ + AY )−1(Y ) = (λ + A)−1(Y ). Logo

(λ+A)−1(Y ) ⊂ Y .

Reciprocamente, suponha que (λ + AY )−1(Y ) ⊂ Y e vamos mostrar que AY : D(AY ) ⊂ Y → Y

é não negativo. Primeiramente, mostremos que AY é fechado. De fato, seja (xn) uma sequência em

D(AY ) tal que xn → x ∈ Y e AY xn → y em Y . Como A é fechado e (xn) ⊂ D(A), então x ∈ D(A)∩Y
e Ax = y ∈ Y . Logo, da definição de D(AY ), x ∈ D(AY ), o que implica que AY é fechado.

Então, para todo λ > 0, o operador (λ + AY )−1 : Y → Y é fechado, pois λ + AY o é. Portanto,

segue do Teorema do Gráfico Fechado que (λ+AY )−1 ∈ L(Y ), ou seja, (0,+∞) ⊂ ρ(AY ). Além disso

‖λ(λ+AY )−1φ‖Y = ‖λ(λ+A)−1φ‖X 6M‖φ‖X = M‖φ‖Y ,

ou seja, ‖λ(λ + AY )−1‖Y 6 M e por consequência sup
λ>0
‖λ(λ + AY )−1‖Y 6 M , que era o que faltava

para concluirmos que AY é não negativo. �
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Proposição 1.10 ([4], p. 6). Sejam A um operador não negativo e AD, AR e A0 as partes de A nos

subespaços XD = D(A), XR = R(A) e X0 = D(A) ∩R(A). Então esses operadores são não negativos

e

(i) AD tem domı́nio denso em XD;

(ii) AR tem imagem densa em XR;

(iii) A0 tem domı́nio e imagem densos em X0.

Demonstração. Primeiramente vamos mostrar a não negatividade dos operadores. Observe que

valem as inclusões (λ+A)−1(D(A)) ⊂ D(A), (λ+A)−1(R(A)) ⊂ R(A) e (λ+A)−1(D(A) ∩R(A)) ⊂
D(A) ∩ R(A). A primeira segue da Proposição A.24. Para a segunda, seja ψ ∈ R(A), então, existe

φ ∈ D(A) tal que Aφ = ψ, assim, (λ + A)−1ψ = (λ + A)−1Aφ = A(λ + A)−1φ ∈ R(A). A terceira

segue imediatamente das anteriores.

Agora, como (λ + A)−1 é limitado, podemos estendê-lo continuamente para D(A), R(A) e

D(A) ∩R(A). Assim irão valer as inclusões (λ + A)−1(D(A)) ⊂ D(A), (λ + A)−1(R(A)) ⊂ R(A)

e (λ+A)−1(D(A) ∩R(A)) ⊂ D(A) ∩R(A).

Logo, do Lema 1.9 segue que AD, AR, A0 são não negativos.

(i) Considere o operador AD : D(AD) ⊂ XD → XD. Como (0,+∞) ⊂ ρ(AD), segue que se φ ∈
D(A), então (λ+A)−1φ ∈ D(AD). Além disso, pela Proposição 1.5, temos φ = limλ→∞λ(λ+A)−1φ.

Segue que φ ∈ D(AD). Logo XD = D(AD), ou seja, AD é densamente definido.

(ii) Considere agora o operador AR : D(AR) ⊂ XR → XR. Sabemos que AR é não negativo, e

por isso (0,∞) ⊂ ρ(AR). Então para todo φ ∈ R(A), temos (λ + A)−1φ ∈ D(AR), o que implica

A(λ + A)−1φ ∈ R(AR). Temos pela Proposição φ = limλ→0A(λ + A)−1φ, i.e, φ ∈ R(AR). Portanto

XR = R(AR).

(iii) Já sabemos que D(A0), R(A0) ⊂ X0. Resta mostrar as inclusões contrárias. Para isso observe

primeiramente que D(A2) ∩ R(A) ⊂ D(A0). De fato, seja φ ∈ D(A2) ∩ R(A, então, φ ∈ D(A)

e φ ∈ R(A), assim, φ ∈ X0 ∩ D(A). Agora, como φ ∈ D(A2), segue que Aφ ∈ D(A), ou seja,

Aφ ∈ D(A) ∩R(A) ⊂ X0. Portanto, por definição, φ ∈ D(A0).

Além disso, D(A) ∩ R(A2) ⊂ R(A0). De fato, se φ ∈ D(A) ∩ R(A2) então φ = A2ψ (para algum

ψ ∈ D(A)) e φ ∈ D(A), assim Aψ ∈ D(A) ∩ R(A) e A(Aψ) ∈ D(A) ∩ R(A), o que implica que

Aψ ∈ D(A0) e A2ψ = φ ∈ R(A0), o que mostra a inclusão.

Finalmente, pelo ı́tem (iii) da Proposição 1.5 segue que D(A) ∩R(A) = D(A2) ∩R(A) e

D(A) ∩R(A) = D(A) ∩R(A2).

Portanto, D(A) ∩R(A) ⊂ D(A0) e D(A) ∩R(A) ⊂ R(A0), o que implica que o domı́nio e a imagem

de A0 são densos em X0. �

O Corolário a seguir diz respeito ao Corolário 1.7 e à Proposição anterior.

Corolário 1.11 ([4], p.6). kerAn = kerA, ∀n ∈ N.

Demonstração. Já sabemos kerA ⊂ kerAn. Vamos mostrar a inclusão contrária. Seja φ ∈ kerAn,

n > 1, então φ ∈ D(An) e Anφ = 0. No entanto, se φ ∈ D(An), então An−1φ ∈ D(A)∩R(A) ⊂ D(AR)
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e AR tem imagem densa em XR, pela Proposição anterior, logo pelo Corolário 1.7, AR é injetora,

donde An−1φ = 0. Repetindo este argumento n − 1 vezes obtemos Anφ = An−1φ = · · · = Aφ = 0.

Portanto, φ ∈ kerA. �

Nas próximas seções nos dedicaremos a estudar exemplos de operadores não negativos. No que

segue trataremos de uma classe de operadores não negativos cujas muitas propriedades a torna

importante para o estudo de Equações Diferenciais Parciais.

1.1 Operadores Setoriais

Definição 1.12. Um operador fechado A : D(A) ⊂ X → X é chamado de operador setorial do tipo

ω, com ω ∈ (0, π), se

(i) σ(A) ⊂ Sω onde Sω = {z ∈ C \ {0} : | arg z| < ω};

(ii) para todo ω
′ ∈ (ω, π),

sup
{
‖z(z −A)−1‖ : z ∈ C \ Sω′

}
<∞.

A classe de operadores setoriais é, quase que por definição, uma subclasse dos operadores não

negativos. Para garantirmos isso, seja A um operador setorial do tipo ω e vamos mostrar que A é não

negativo.

Precisamos mostrar que A é fechado (o que já segue por definição), (−∞, 0) ⊂ ρ(A) e que

sup
λ>0

{
‖λ(λ+A)−1‖

}
<∞.

Seja z ∈ (−∞, 0), então, arg(z) = −π o que implica que z /∈ Sω, ou seja, z /∈ σ(A), assim, z ∈ ρ(A),

logo, (−∞, 0) ⊂ ρ(A).

Agora seja λ > 0, então −λ ∈ C\Sω′ para todo ω′ ∈ (ω, π). E ainda

‖λ(λ+A)−1‖ = ‖ − λ(−λ−A)−1‖ 6 sup
{
‖z(z −A)−1‖ : z ∈ C \ Sω′

}
<∞,

logo, sup
λ>0

{
‖λ(λ+A)−1‖

}
<∞.

Portanto, A é não negativo.

Usaremos a notação Sω(X) para representar o conjunto de operadores setoriais do tipo ω definidos

em X e então

S(X) =
⋃

ω∈(0,π)

Sω(X)

será usado para denotar o conjunto de todos os operadores setoriais definidos em X.

Além disso, se A ∈ S(X) então o número ωA := inf{ω ∈ (0, π) : A ∈ Sω(X)} será chamado de

ângulo espectral de A e S(X,ω) será o conjunto de todos os operadores setoriais cujo ângulo espectral

é igual a ω.

Os quatro Lemas a seguir trazem algumas operações que preservam a setorialidade de um operador.
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Em ([4], p. 7) o autor comenta a respeito deles, mas as demonstrações que vem a seguir foram feitas

por nós.

Lema 1.13. Se A ∈ Sω(X) então A+ λ ∈ Sω(X), ∀λ > 0.

Demonstração. Primeiramente observe que A + λ é fechado uma vez que A o é. Note ainda que

η ∈ ρ(A) é equivalente (η −A)−1 ∈ L(X) ou ainda [η + λ− (A+ λ)]−1 ∈ L(X). Ou seja,

η ∈ ρ(A)⇐⇒ η + λ ∈ ρ(A+ λ)

o que é equivalente a dizer também que

η ∈ σ(A)⇐⇒ η + λ ∈ σ(A+ λ),

logo, σ(A + λ) é o mesmo que σ(A) transladado de λ > 0. Portanto, se σ(A) ⊂ Sω segue que

σ(A+ λ) ⊂ Sω.

Agora sejam ω′ ∈ (ω, π) e z ∈ C\Sω′ e vamos mostrar que

sup
{
‖z[z − (A+ λ)]−1‖ : z ∈ C \ Sω′

}
<∞.

De fato,

‖z(z − (λ+A))−1‖ =

∣∣∣∣ z

z − λ

∣∣∣∣ ‖(z − λ)(z − λ+A)−1‖.

Agora, note que

sup

{∣∣∣∣ z

z − λ

∣∣∣∣ : z ∈ C \ Sω′
}
<∞,

pois, se não fosse existiria uma sequência zn ∈ C \Sω′ tal que zn → λ, o que é absurdo, já que λ > 0 é

um ponto interior de Sω′ . Além disso, como λ > 0 é real segue que z−λ ∈ C\Sω′ para todo z ∈ C\Sω′
o que implica que

sup{‖(z − λ)(z − λ−A)−1‖ : z ∈ C \ Sω′} <∞.

Essas informações eram as que precisávamos para concluir que

sup{‖z(z − (λ+A))−1‖ : z ∈ C \ Sω′} <∞.

Portanto, A+ λ é setorial do tipo ω. �

Lema 1.14. Se A ∈ Sω(X) e é injetor, então A−1 ∈ Sω(X).

Demonstração. Como A é fechado e injetor segue que A−1 é fechado. Sabemos ainda que λ(λ +
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A−1)−1 = A(λ−1 +A)−1, para todo λ > 0, então,

λ ∈ ρ(A) =⇒ A(λ+A)−1 ∈ L(X) =⇒ λ−1(λ−1 +A−1)−1 ∈ L(X)

=⇒ (λ−1 +A−1)−1 ∈ L(X) =⇒ λ−1 ∈ ρ(A−1).

Além disso, como λ > 0, arg λ = arg λ−1 o que implica que σ(A−1) ⊂ Sω.

Agora, observe que z(z +A−1)−1 = 1−A−1(z +A−1)−1 = 1− z−1(z−1 +A)−1, assim

sup{‖z(z −A−1)−1‖ : z ∈ C \ Sω′} = sup{‖1− z−1(z−1 +A)−1‖ : z ∈ C \ Sω′}

6 sup{‖1‖ : z ∈ C \ Sω′}+ sup{‖z−1(z−1 +A)−1‖ : z ∈ C \ Sω′}

<∞, ω′ ∈ (ω, π).

Portanto, A−1 é setorial do tipo ω. �

Lema 1.15. Se A ∈ Sω(X) e é densamente definido, então A∗ ∈ Sω(X∗)

Demonstração. Como A é densamente definido, segue que A∗ é fechado. De fato seja φn ∈ D(A∗)

tal que φn → φ e A∗φn → ψ,assim, para todo ϕ ∈ D(A) temos

(A∗φ, ϕ) = (φ,Aϕ) = lim
n→∞

(φn, Aϕ)

= lim
n→∞

(A∗φn, ϕ) = (ψ,ϕ),

logo, φ ∈ D(A∗) e A∗φ = ψ.

Agora , seja z ∈ ρ(A), então, (z − A)−1 ∈ L(X), assim [(z − A)−1]∗ = (z − A∗)−1 ∈ L(X∗). Logo

σ(A∗) ⊂ {z : z ∈ σ(A)}, o que implica que σ(A∗) ⊂ Sω.

Considere agora ω′ ∈ (ω, π) e suponha z ∈ C \ Sω′ , assim, como |z| = |z| temos,

‖z(z −A∗)−1‖ = ‖z[(z −A)∗]−1‖ = ‖z[(z −A)−1]∗‖

= ‖z(z −A)−1‖.

Logo,

sup{‖z(z −A∗)−1‖ : z ∈ C \ Sω′} = sup{‖z(z −A)−1‖ : z ∈ C \ Sω′} <∞.

Portanto, A∗ é setorial do tipo ω. �

Lema 1.16. Se A ∈ Sω(X) e U ∈ L(X) é bijetor, então B = U−1AU ∈ Sω(X).

Demonstração. Como U ∈ L(X) e bijetor segue que R(U) é fechado em X e portanto, do Teorema

do Gráfico Fechado segue que U−1 ∈ L(X). Além disso, como A é fechado, segue que B é fechado.

Vamos mostrar que σ(A) = σ(B).
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De fato, dizer que ξ ∈ ρ(A) é equivalente a dizer que (ξ −A)−1 ∈ L(X ), ou ainda, como U,U−1 ∈
L(X), U−1(ξ −A)−1U ∈ L(X). Mas, observe que

U−1(ξ −A)−1U = [U−1(ξ −A)U ]−1 = [U−1ξU − U−1AU ]−1

= (ξ − U−1AU)−1 = (ξ −B)−1,

assim, ξ ∈ ρ(A) é equivalente a ξ ∈ ρ(B), logo, ρ(A) = ρ(B), o que implica σ(B) ⊂ Sω.

Agora, seja z ∈ ρ(B) e observe que

‖z(z −B)−1‖ = ‖z(z − U−1AU)−1‖ = ‖z[U−1(z −A)U ]−1‖

= ‖zU(z −A)−1U−1‖ = ‖U [z(z −A)−1]U−1‖

≤ ‖z(z −A)−1‖,

assim, para ω′ ∈ (ω, π) temos

sup{‖z(z −B)−1‖ : z ∈ C \ Sω′} <∞, ω′ ∈ (ω, π).

Portanto, B ∈ Sω(X) �

Já mostramos que todo operador setorial é não negativo. Na Proposição a seguir mostraremos que

a rećıproca também é verdadeira. Trouxemos aqui, com todos os detalhes, a demonstração encontrada

em ([4], p. 7).

Proposição 1.17. Seja A ∈ M(X) com constante de não-negatividade M . Se δ = arcsin( 1
M ), então

A ∈ S(X) e ωA ≤ π − δ.

Demonstração. Seja δ′ > δ tal que |δ′ − δ| < ε para ε > 0 pequeno. Vamos mostrar primeiramente

que σ(A) ⊂ Sπ−δ′ .
De fato, considere z 6∈ Sπ−δ′ . Represente z pela fórmula de Euler z = |z|eiθ e tome µ = − |z|

cos θ .

Lembremos que a função sin(x) é bijetiva quando tem domı́nio em
[
−π

2 ,
π
2

]
e imagem em [−1, 1],

logo, a função arcsin(x) está bem definida com domı́nio [−1, 1] e imagem em
[
−π

2 ,
π
2

]
. Como M é

sempre positivo e maior do que ou igual a 1, nesse caso em espećıfico estamos considerando a função

arcsin(x) definida com domı́nio (0, 1] e imagem (0, π2
]
, o que implica que 0 < δ 6 π

2 e, em consequência

disso, π2 < π−δ′ < π. Assim, se z /∈ Sπ−δ′ então θ = arg z é tal que π
2 < π−δ′ < θ 6 π, logo, cos θ < 0

e então µ = − |z|
cos θ > 0.

Agora, como A ∈M(X) segue que (−∞, 0) ⊂ ρ(A), assim, 0 ∈ ρ(µ+A) e ainda ‖µ(µ+A)−1‖ 6M.
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Note agora que

|µ+ z|
µ

=

∣∣∣∣∣∣∣
− |z|

cos θ
+ |z|eiθ

− |z|
cos θ

∣∣∣∣∣∣∣ = |1− (cos θ + i sin θ) cos θ|

=
∣∣1− (cos2 θ + i sin θ cos θ)

∣∣ =
∣∣1− cos2 θ − i sin θ cos θ

∣∣
= | sin2 θ − i sin θ cos θ| =

√
sin4 θ + sin2 θ cos2 θ

=

√
sin2 θ(sin2 θ + cos2 θ) =

√
sin2 θ

= | sin θ| = sin θ, pois sin θ > 0.

Em posse dessa informação, do fato de que 0 < δ 6 π
2 , o que implica que sin θ < sin δ temos

‖(µ+ z)(µ+A)−1‖ =
|µ+ z|
µ
‖µ(µ+A)−1‖ 6M sin θ

< M sin δ = M sin

(
arcsin

(
1

M

))
= M.

1

M
= 1,

então, pela Proposição A.15 a série de Neumann

∞∑
n=0

(µ+ z)n[(µ+A)−1]n,

converge em L(X) para [1− (µ+ z)(µ+A)−1]−1.

Multiplicando a série de Neumann acima pelo operador limitado −(µ+A)−1 temos uma nova série

∞∑
n=0

−(µ+ z)n[(µ+A)−1]n+1,

que continua convergente em L(X) com o acréscimo de que agora o limite é a inversa de z − A. De

fato,

−(µ+A)−1[1− (µ+ z)(µ+A)−1]−1 = −{(µ+A)[1− (µ+ z)(µ+A)−1]}−1

= −[(µ+A)− (µ+ z)]−1 = −(−z +A)−1 = (z −A)−1.

Assim, (z−A)−1 ∈ L(X), o que garante que z ∈ ρ(A), logo,
(
Sπ−δ′

)c ⊂ ρ(A), ou seja, σ(A) ⊂ Sπ−δ′ .
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Além disso,

‖z(z −A)−1‖ =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

−z(µ+ z)n[(µ+A)−1]n+1

∥∥∥∥∥
6

∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

[(µ+ z)(µ+A)−1]n

∥∥∥∥∥ ‖z(µ+A)−1‖

6

[ ∞∑
n=0

(M sin θ)n

] ∣∣∣∣ zµ
∣∣∣∣ ‖µ(µ+A)−1‖

6
1

1−M sin θ

∣∣∣∣∣∣∣
|z|

− |z|
cos θ

∣∣∣∣∣∣∣M
=

M

1−M sin θ
| − cos θ| 6 M

1−M sin θ
.

Agora, lembrando que π
2 < π − δ′ < θ 6 π e que a função sin(x) é decrescente em

[
π
2 , π

]
temos

sin θ < sin(π − δ′) = sinπ cos δ′ − sin δ′ cosπ = sin δ′ = sin(δ − ε),

assim,

‖z(z −A)−1‖ 6 M

1−M sin θ
6

M

1−M sin(arcsin
(

1
M

)
− ε)

,

logo,

sup{‖z(z −A)−1‖; z /∈ Sπ−δ′} <∞,

o que implica que A é setorial do tipo π − δ′ = π − δ + ε. Fazendo ε→ 0 segue que ωA 6 π − δ.
Portanto, A ∈ S(X) e ωA 6 π − δ. �

Na demonstração da Proposição anterior, observe que se olharmos δ como uma função na variável

M , ou seja, δ = δ(M), δ é decrescente, logo, π − δ é crescente. Além disso, se M = 1, ωA 6 π
2 .

A proposição a seguir nos fornece uma condição necessária e suficiente para que um operador seja

setorial do tipo ω quando já sabemos de antemão que σ(A) ⊂ Sω. Isso mostra que a limitação uniforme

exigida no conceito de setorialidade pode ser reduzida a limitação uniforme sobre cada raio exterior

a Sω que começa na origem. Sendo assim, podemos verificar a setorialidade de operadores de uma

maneira mais fácil. A demonstração a seguir pode ser encontrada, sem muitos detalhes, em ([4], p. 8).

Proposição 1.18. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador fechado tal que σ(A) ⊂ Sω com 0 < ω < π.

Então A é setorial do tipo ω se, e semente se, para todo θ tal que ω < |θ| 6 π,

M(θ) = sup
λ>0
{‖λ(λeiθ −A)−1‖} <∞.

Demonstração. Suponha que A é setorial do tipo ω e sejam θ tal que ω < |θ| 6 π e ω′ ∈ (ω, π) tal
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que ω < ω′ < |θ|, assim, λeiθ ∈ C\Sω′ para todo λ > 0. logo, por definição segue que

M(θ) = sup
λ>0
{‖λ(λeiθ −A)−1‖}

= sup
λ>0
{‖λeiθ(λeiθ −A)−1‖} <∞.

Reciprocamente, suponha M(θ) = sup
λ>0
{‖λ(λeiθ − A)−1‖} < ∞ para todo θ tal que ω < |θ| 6 π e

vamos mostrar que A é setorial do tipo ω.

Primeiramente vamos verificar que M = M(θ) é uma função cont́ınua.

Sejam θ0 tal que ω < θ0 6 π e Rλ(θ) = (λeiθ −A)−1. Pela Identidade do Resolvente, temos

Rλ(θ)−Rλ(θ0) = (λeiθ0 − λeiθ)Rλ(θ)Rλ(θ0).

Multiplicando por λ > 0, temos

λRλ(θ) = λRλ(θ0) + λRλ(θ0)(e
iθ0 − eiθ)λRλ(θ),

= λRλ(θ0)[1 + (eiθ0 − eiθ)λRλ(θ)].

Tomando a norma, temos

‖λRλ(θ)‖ = ‖λRλ(θ0)[1 + (eiθ0 − eiθ)λRλ(θ)]‖

6M(θ0)(1 + |eiθ − eiθ0 |M(θ))

= M(θ0) +M(θ0)|eiθ − eiθ0 |M(θ).

Tomando o supremo em λ > 0, obtemos

M(θ) 6M(θ0) +M(θ0)|eiθ − eiθ0 |M(θ),

ou ainda,

M(θ) 6
M(θ0)

1−M(θ0)|eiθ − eiθ0 |
.

Agora, lembrando da conhecida identidade trigonométrica

sin2
(x

2

)
=

1− cosx

2
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temos

|eiθ − eiθ0 |2 = (cos θ − cos θ0)
2 + (sin θ − sin θ0)

2

= cos2 θ − 2 cos θ cos θ0 + cos2 θ0 + sin2 θ − 2 sin θ sin θ0 + sin2 θ0

= 2− 2 cos(θ − θ0) = 4

(
1− cos(θ − θ0)

2

)
= 4 sin2

(
θ − θ0

2

)
,

ou seja,

|eiθ − eiθ0 | = 2

∣∣∣∣sin(θ − θ02

)∣∣∣∣ .
Como estamos verificando continuidade, podemos supor

∣∣∣ θ−θ02

∣∣∣ < π/2, assim

|eiθ − eiθ0 | = 2 sin
|θ − θ0|

2
6 2
|θ − θ0|

2
= |θ − θ0|.

Logo,

M(θ) 6
M(θ0)

1− |θ − θ0|M(θ0)
. (1.7)

Subtraindo M0, obtemos

M(θ)−M(θ0) 6
M(θ0)

1− |θ − θ0|M(θ0)
−M(θ0)

=
M2

0 |θ − θ0|
1− |θ − θ0|M0

.

Agora, reescrevendo a identidade do resolvente da forma

Rλ(θ0) = Rλ(θ)[1 + (eiθ0 − eiθ)λRλ(θ0)]

e seguindo praticamente o mesmo racioćınio, obtemos

M(θ0) 6
M(θ)

1− |θ − θ0|M(θ)
,

ou ainda,

M(θ0)−M(θ) 6M(θ)|θ − θ0|M(θ0),
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e então, usando 1.7, temos

M(θ0)−M(θ) 6M(θ)|θ − θ0|M(θ0)

6
M(θ0)

1− |θ − θ0|M(θ0)
|θ − θ0|M(θ0)

=
M(θ0)

2|θ − θ0|
1− |θ − θ0|M(θ0)

,

o que implica que

|M(θ)−M(θ0)| 6
M(θ0)

2|θ − θ0|
1− |θ − θ0|M(θ0)

.

Assim, fazendo θ → θ0, obtemos M(θ)→M(θ0), o que mostra que M(θ) é cont́ınua uma vez que

θ0 é arbitrário.

Finalmente, seja ω′ ∈ (ω, π). Como M(θ) é cont́ınua em θ para ω < |θ| 6 π, segue que M(θ)

assume valor máximo em {θ : ω′ 6 |θ| 6 π}, ou seja,

sup{‖z(z −A)−1‖ : z ∈ C \ Sω′} <∞.

Portanto, A é setorial do tipo ω. �

O Teorema A.37 estabelece uma relação entre operadores densamente definidos cujo ângulo

espectral é menor que π
2 e o negativo de geradores infinitesimais de semigrupos anaĺıticos equilimitados.

Esse critério pode ser mais facilmente usado do que o Teorema de Hille-Yosida (Teorema A.34) quando

queremos caracterizar tais geradores.

Na próxima seção vamos introduzir uma nova classe de operadores não negativos muito úteis

para o estudo de Equações Diferenciais Parciais pois é caracteŕıstica intŕınseca de uma classe de

operadores que descrevem fenômenos da natureza. Esta classe de operadores também será útil para

caracterizarmos o domı́nio do operador potência fracionária na última parte deste trabalho.

1.2 Operadores m-acretivos

Considere o operador

A : D(A) ⊂ X → X

onde X é um espaço de Hilbert.

Dizemos que A é acretivo se para todo φ ∈ D(A), Re〈φ,Aφ〉 > 0. Se, além disso, R(λ+A) = X

para algum λ real positivo, dizemos que A é maximal acretivo ou simplesmente m-acretivo. Fora

de tecnicalidades, A é um operador maximal acretivo no sentido de que não admite nenhuma extensão

acretiva própria.

Muitas vezes na literatura encontramos os termos dissipativo e maximal dissipativo, por isso

faz sentido a definição seguinte.

Definição 1.19. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear, X espaço de Hilbert. Dizemos que A
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é dissipativo (resp. maximal dissipativo) se −A é acretivo (resp. maximal acretivo).

Com o interesse em estender o conceito de operador m-acretivo para um espaço de Banach X,

definimos, para cada φ ∈ X, o conjunto de dualidade F (φ) por

F (φ) = {φ∗ ∈ X ′ : 〈φ∗, φ〉 = ‖φ‖2 = ‖φ∗‖2}.

Este conjunto goza de algumas propriedades quase imediatas, que são contempladas na Proposição

a seguir e que foram demonstradas seguindo os comentários feitos em ([4], p. 9).

Proposição 1.20. (i) F (φ) 6= ∅.

(ii) F (φ) é convexo.

(iii) Se X for um espaço de Hilbert, F (φ) possui um único elemento ao qual denotamos φ, isto é,

F (φ) = {φ}.

Demonstração. (i) Segue diretamente do Corolário A.12.

(ii) Sejam ξ, ψ ∈ F (φ) e t ∈ [0, 1]. Então, para ϕ = (1− t)ξ + tψ, temos,

〈ϕ, φ〉 = 〈(1− t)ξ + tψ, φ〉

= (1− t)〈ξ, φ〉+ t〈ψ, φ〉

= (1− t)‖φ‖2 + t‖φ‖2

= ‖φ‖2 = ‖φ∗‖2,

logo, ϕ ∈ F (φ). Portanto F (φ) é convexo.

(iii) Suponhamos que existam ψ, ξ ∈ F (φ). Da definição e convexidade de F (φ) temos ‖ψ‖ =

‖ξ‖ =

∥∥∥∥ψ + ξ

2

∥∥∥∥. Logo, como X é espaço de Hilbert, pelo Teorema A.8, X é estritamente convexo e,

portanto, ψ = ξ. �

Observe que no terceiro ı́tem da Proposição 1.20 não utilizamos propriedades espećıficas dos espaços

de Hilbert, mas apenas sua convexidade estrita. É interessante pontuar, então, que este resultado vale

também espaços estritamente convexos e uniformemente convexos no geral.

Um exemplo deste fato são os espaços Lp, 1 < p < ∞. Sabemos que para p 6= 2 o espaço Lp não

é de Hilbert, mas é um espaço de Banach estritamente convexo e, portanto, dado f ∈ Lp, o conjunto

de dualidade F (f) também é unitário.

Generalizando, dado A : D(A) ⊂ X → X onde X é um espaço de Banach, dizemos que A é

acretivo se para cada φ ∈ D(A) com ‖φ‖ = 1, existe φ∗ ∈ F (φ) tal que

Re〈φ∗, Aφ〉 > 0.

Se, além disso, R(λ+A) = X para algum λ real positivo, dizemos que A é m-acretivo.
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A seguir definimos imagem númerica, um conceito bastante utilizado em análise espectral, como

veremos brevemente nos resultados seguintes.

Definição 1.21. Dado A : D(A) ⊂ X → X, a imagem numérica de A é dada por

W (A) = {〈φ∗, Aφ〉, φ ∈ D(A), ‖φ‖ = 1, φ∗ ∈ F (φ)} .

Proposição 1.22 ([4], p. 9 e 10). Seja A um operador fechado e T = C\W (A). Se λ ∈ T , então

λ − A é injetivo e tem imagem fechada. Além disso, se T0 é um subconjunto conexo de T tal que

ρ(A) ∩ T0 6= ∅, então T0 ⊂ ρ(A) e para todo λ ∈ T0,

‖(λ−A)−1‖ 6 1

d(λ,W (A))
.

Demonstração. Seja λ ∈ T fixo. Para φ ∈ D(A), ‖φ‖ = 1 e φ∗ ∈ F (φ), temos

0 < d(λ,W (A)) 6 |λ− 〈φ∗, Aφ〉|

= |λ〈φ∗, φ〉 − 〈φ∗, Aφ〉| = |〈φ∗, (λ−A)φ〉|

6 ‖φ∗‖‖(λ−A)φ‖ = ‖(λ−A)φ‖,

assim, ‖(λ−A)φ‖ > 0 para todo φ ∈ D(A), ‖φ‖ = 1. Logo, λ−A é injetivo, pois, dado φ ∈ D(A), se

φ 6= 0 segue que ‖(λ−A)φ‖ = ‖φ‖
∥∥∥∥(λ−A)

φ

‖φ‖

∥∥∥∥ > 0. Além disso,

∥∥∥∥(λ−A)
φ

‖φ‖

∥∥∥∥ > d(λ,W (A)), para

todo φ ∈ D(A), assim, ‖(λ − A)φ‖ > d(λ,W (A))‖φ‖, o que implica que R(λ − A) é fechado, como

mostraremos a seguir.

Seja (yn) ⊂ R(λ − A) uma sequência tal que yn → y em X. Note que para cada n existe xn tal

que yn = (λ − A)xn, assim, uma vez que (yn) é de Cauchy (pois converge) e temos ‖yn − ym‖ >
‖(λ−A)(xn− xm)‖ > d(λ,W (A))‖xn− xm‖, segue que (xn) ⊂ D(A) é uma sequência de Cauchy que

converge para um ponto x ∈ X e tal que (λ−A)xn converge para y ∈ X, logo, como λ−A é fechado

segue que x ∈ D(A) e y = (λ−A)x, isto é, y ∈ R(λ−A). Portanto, R(λ−A) é fechado.

Logo, o operador (λ−A)−1 : R(λ−A)→ D(A) está bem definido e, se λ ∈ ρ(A), é limitado e vale

ainda que,

‖(λ−A)−1‖ 6 1

d(λ,W (A))
.

Mostremos agora que T0 ⊂ ρ(A). Observe que, como T0 é conexo e ρ(A) ∩ T0 6= ∅, basta mostrar

que ρ(A)∩T0 é fechado em T0, pois, assim sendo, uma vez que o resolvente é sempre aberto, ρ(A)∩T0
é aberto em T0 e, portanto, aberto e fechado, dáı ρ(A) ∩ T0 = T0 donde T0 ⊂ ρ(A).

Seja {λn}n∈N uma sequência em ρ(A)∩ T0 convergindo para λ ∈ T0. Assim, existe n0 ∈ N tal que

para n > n0 temos

|λ− λn| <
d(λ,W (A))

2
< d(λn,W (A))
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assim, ‖(λn − λ)(λn − A)−1‖ 6 |λn − λ|‖(λn − A)−1‖ < 1, logo, pela Proposição A.15 segue que

1 − (λn − λ)(λn − A)−1 tem inversa limitada. Então, observando que (λ − A) = (λn − A)[1 − (λn −
λ)(λn − A)−1] segue que (λ − A)−1 é limitado e portanto λ ∈ ρ(A). Logo λ ∈ ρ(A) ∩ T0 e, portanto,

ρ(A) ∩ T0 é fechado em T0, como queŕıamos. �

Corolário 1.23 ([4], p. 10 e 11). Seja A : D(A) ⊂ X → X fechado tal que W (A) ⊂ Sω para algum

0 < ω < π, e assuma que ρ(A) * Sω. Então A é setorial do tipo ω. Em particular A é não negativo.

Se ω ≤ π
2 , então sua constante de não-negatividade é igual a 1.

Demonstração. Mostremos que A é setorial do tipo ω. Seja T0 = C\Sω. Segue da Proposição 1.22

que T0 ⊂ ρ(A) o que implica que σ(A) ⊂ Sω. Como C \ Sω+ε ⊂ T0, 0 < ε < π − ω, segue que se

z 6∈ Sω+ε,
‖(z −A)−1‖ ≤ 1

d(z,W (A))
≤ 1

d(z, Sω)
. (1.8)

Agora note que se | arg z| − ω < π
2 , então

d(z, Sω) = |z| sin(arg z − ω) > |z| sin ε.

Agora, se | arg z| − ω ≥ π
2 , então d(z, Sω) = |z|.Logo, de (1.8) obtemos

‖(z −A)−1‖ ≤ 1

|z| sin ε

Assim,

sup{‖z(z −A)−1‖ : z ∈ C\Sω+ε} ≤
1

sin ε
<∞

e isso implica que A é setorial do tipo ω e ωA 6 ω.

Suponhamos agora que ω ≤ π
2 e que z < 0, então,

‖(z −A)−1‖ ≤ 1

d(z, Sω)
=

1

|z|

o que implica que a constante de não-negatividade de A é igual a 1. �

O Teorema a seguir relaciona a não-negatividade de um operador A com sua m−acretividade.

Com ele encerramos este caṕıtulo.

Teorema 1.24. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear fechado. Então A é não negativo (e

sua constante de não negatividade é igual a 1) se, e somente se, A é m-acretivo.

Demonstração. Ver [4], p. 11. �



Caṕıtulo

2

Potências Fracionárias de Operadores

Neste caṕıtulo, o principal do trabalho, vamos estudar a definição e as principais propriedades das

potências fracionárias de operadores fechados. Primeiramente, desenvolveremos as ferramentas para

tal.

2.1 O Operador de Balakrishnan

Nesta seção, vamos estudar o operador por meio do qual definiremos potência fracionária.

Para isso, fixamos que C+ = {z ∈ C; Re (z) > 0 }, X é um espaço de Banach, A : D(A) ⊂ X → X

é um operador linear não-negativo e M é sua constante de não-negatividade.

Definição 2.1. Seja α ∈ C+. Então,

(i) Se 0 < Re α < 1, D(Jα) = D(A) e para todo φ ∈ D(Jα),

Jαφ =
sin(απ)

π

∫ ∞
0

λα−1(λ+A)−1Aφdλ.

(ii) Se Re α = 1, D(Jα) = D(A2) e para todo φ ∈ D(Jα),

Jαφ =
sin(απ)

π

∫ ∞
0

λα−1
[
(λ+A)−1 − λ

λ2 + 1

]
Aφdλ+ sin

(απ
2

)
Aφ.

(iii) Se n < Re α < n+ 1, n ∈ N, D(Jα) = D(An+1) e para todo φ ∈ D(Jα),

Jαφ = Jα−nAnφ.

36
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(iv) Se Re α = n+ 1, n ∈ N, D(Jα) = D(An+2) e para todo φ ∈ D(Jα),

Jαφ = Jα−nAnφ.

Neste trabalho estaremos considerando as integrais impróprias de funções cont́ınuas de [0,∞) e

que toma valores no espaço de Banach X, no sentido de Riemann.

Denotaremos o operador de Balakrishnan referente ao operador A por JαA. Quando não houver

possibilidade de confusão, usaremos apenas Jα.

Observe que, se A ∈ L(X) e n ∈ N, Jnφ = Anφ.

De fato, se n = 1, então, por definição, dado φ ∈ X,

Jφ =
sin(π)

π

∫ ∞
0

λα−1
[
(λ+A)−1 − λ

λ2 + 1

]
Aφdλ+ sin

(π
2

)
Aφ = 0 +Aφ = Aφ. (2.1)

Para n ∈ N, n > 1, novamente por definição, e por (2.1), dado φ ∈ X,

Jnφ = Jn−(n−1)An−1φ = JAn−1φ = AAn−1φ = Anφ.

Vamos mostrar, agora, que o operador de Balakrishnan está bem definido. Para isso, precisamos

apenas analisar os casos 0 < Re α < 1 e Re α = 1, uma vez que os casos n < Re α < n + 1 e

Re α = n+ 1 são reduzidos aos casos anteriores.

Para 0 < Re α < 1, observe que −2 < Re α− 2 < −1, assim,

‖Jαφ‖ =

∥∥∥∥sin(απ)

π

∫ ∞
0

λα−1(λ+A)−1Aφdλ

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥sin(απ)

π

[∫ 1

0
λα−1(λ+A)−1Aφdλ+

∫ ∞
1

λα−1(λ+A)−1Aφdλ

]∥∥∥∥
6

1

π

∥∥∥∥∫ 1

0
λα−1(λ+A)−1Aφdλ

∥∥∥∥+
1

π

∥∥∥∥∫ ∞
1

λα−1(λ+A)−1Aφdλ

∥∥∥∥
6

1

π

∫ 1

0
λRe (α)−1‖1− λ(λ+A)−1φ‖dλ+

1

π

∫ ∞
1

λRe (α)−1‖(λ+A)−1‖‖Aφ‖dλ

6
1

π

∫ 1

0
λRe (α)−1(M + 1)‖φ‖dλ+

1

π

∫ ∞
1

λRe (α)−1M

λ
‖Aφ‖dλ

=
(M + 1)‖φ‖

π

∫ 1

0
λRe (α)−1dλ+

M‖Aφ‖
π

∫ ∞
1

λRe (α)−2dλ

=
(M + 1)‖φ‖

π

λRe (α)

Re (α)

∣∣∣1
0

+
M‖Aφ‖

π

λRe (α)−1

Re (α)− 1

∣∣∣∞
1

=
(M + 1)

πRe (α)
‖φ‖+

M

π(1− Re (α))
‖Aφ‖ <∞. (2.2)
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Agora, para Re α = 1 temos,

‖Jαφ‖ =

∥∥∥∥sin(απ)

π

∫ ∞
0

λα−1
[
(λ+A)−1 − λ

λ2 + 1

]
Aφdλ+ sin

(απ
2

)
Aφ

∥∥∥∥
6

∥∥∥∥sin(απ)

π

∫ ∞
0

λα−1
[
(λ+A)−1 − λ

λ2 + 1

]
Aφdλ

∥∥∥∥+ ‖Aφ‖

6
1

π

∫ ∞
0

∥∥∥∥λα−1 [(λ+A)−1 − λ

λ2 + 1

]
Aφ

∥∥∥∥ dλ+ ‖Aφ‖

=
1

π

∫ 1

0

∥∥∥∥λα−1 [(λ+A)−1 − λ

λ2 + 1

]
Aφ

∥∥∥∥ dλ
+

1

π

∫ ∞
1

∥∥∥∥λα−1 [(λ+A)−1 − λ

λ2 + 1

]
Aφ

∥∥∥∥ dλ+ ‖Aφ‖

6
1

π

∫ 1

0

[
‖λα−1(λ+A)−1Aφ‖+

∥∥∥∥ λα

λ2 + 1
Aφ

∥∥∥∥] dλ
+

1

π

∫ ∞
1

∥∥∥∥λα−1 [(λ2 + 1)(λ+A)−1 − λ
λ2 + 1

]
Aφ

∥∥∥∥ dλ+ ‖Aφ‖

=
1

π

∫ 1

0

[
‖λα−1[1− λ(λ+A)−1]φ‖+

∥∥∥∥ λα

λ2 + 1
Aφ

∥∥∥∥] dλ
+

1

π

∫ ∞
1

∥∥∥∥λα−1 [(1− λA)(λ+A)−1

λ2 + 1

]
Aφ

∥∥∥∥ dλ+ ‖Aφ‖

6
1

π

[
(M + 1)‖φ‖

∫ 1

0
λRe α−1dλ+ ‖Aφ‖

∫ 1

0

λRe α

λ2 + 1
dλ

]
+

1

π

∫ ∞
1
‖λα−1 (λ+A)−1

λ2 + 1
Aφ‖dλ+

1

π

∫ ∞
1
‖λα−1λ(λ+A)−1A2

λ2 + 1
φ‖dλ+ ‖Aφ‖

6
1

π

[
(M + 1)‖φ‖

∫ 1

0
dλ+ ‖Aφ‖

∫ 1

0

λ

λ2 + 1
dλ

]
+

1

π

{
[(M + 1)‖φ‖+M‖A2φ‖]

∫ ∞
1

1

λ2 + 1
dλ

}
+ ‖Aφ‖

=
(M + 1)‖φ‖

π
+

1

2

‖Aφ‖
π

∫ 2

1

du

u
+

((M + 1)‖φ‖+M‖A2φ‖)
π

arctan(λ)
∣∣∣∞
1

+ ‖Aφ‖

=
(M + 1)‖φ‖

π
+

1

2

‖Aφ‖
π

ln(u)
∣∣∣2
1

+
((M + 1)‖φ‖+M‖A2φ‖)

π

[π
2
− π

4

]
+ ‖Aφ‖

=
(M + 1)‖φ‖+ ln(

√
2)‖Aφ‖

π
+

(M + 1)‖φ‖+M‖A2φ‖
4

+ ‖Aφ‖

=
(π + 4)(M + 1)

4π
‖φ‖+

(π + ln(
√

2))

π
‖Aφ‖+

M

4
‖A2φ‖ <∞

Portanto, o operador de Balakrishnan é bem definido.

A proposição a seguir garante a continuidade da função α 7→ Jα que pode ser encontrada, sem

tantos detalhes, em [[4], p. 58]. Em sua demonstração, faremos uso do seguinte lema.

Lema 2.2 ([4], p. 59). Se −1 < Re (ω) < 1, vale a identidade:

∫ ∞
0

λω

λ2 + 1
dλ =

π

2 cos
(
πω
2

) . (2.3)
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Demonstração. A demonstração dessa identidade é o resultado da integração da função f(z) =
zω

z2 + 1
sobre as curvas com orientação positiva:

Γ1 = {reiθ;−π + ε 6 θ 6 π − ε} Γ2 = {ρeiθ/− π + ε 6 θ 6 π − ε}

Γ2 = {ρeiθ/− π + ε 6 θ 6 π − ε} Γ4 = {λe−i(π−ε); ρ 6 λ 6 r},

com ε, ρ, r > 0, e tomando os limites quando ε, ρ→ 0 e r →∞. �

Proposição 2.3 ([4], p. 58 e 59). Sejam α ∈ C+ e n ∈ N tais que n > Re α. Se φ ∈ D(An), então

lim
β→α

Jβφ = Jαφ.

Demonstração. Suponhamos que 0 < Re α < 1, logo, se β → α, podemos considerar 0 < Re (β) < 1,

assim,

Jβφ =
sin(βπ)

π

∫ ∞
0

λβ−1(λ+A)−1Aφdλ.

Agora,

lim
β→α

Jβφ = lim
β→α

sin(βπ)

π

∫ ∞
0

λβ−1(λ+A)−1Aφdλ

=
sin(απ)

π
lim
β→α

∫ ∞
0

λβ−1(λ+A)−1Aφdλ

=
sin(απ)

π

∫ ∞
0

lim
β→α

λβ−1(λ+A)−1Aφdλ

=
sin(απ)

π

∫ ∞
0

λα−1(λ+A)−1Aφdλ = Jαφ.

Suponhamos, então, Re (α) = 1. Note que, pelo Lema 2.2, se 0 < Re (β) < 1 e φ ∈ D(A2),

sin(βπ)

π

∫ ∞
0

λβ−1
[
(λ+A)−1 − λ

λ2 + 1

]
Aφdλ+ sin

(βπ
2

)
Aφ (2.4)

=
sin(βπ)

π

∫ ∞
0

λβ−1(λ+A)−1Aφdλ− sin(βπ)

π

∫ ∞
0

λβ

λ2 + 1
dλAφ+ sin

(βπ
2

)
Aφ

=
sin(βπ)

π

∫ ∞
0

λβ−1(λ+A)−1Aφdλ− sin(βπ)

π

π

2 cos
(
πβ
2

)Aφ+ sin
(βπ

2

)
Aφ

=
sin(βπ)

π

∫ ∞
0

λβ−1(λ+A)−1Aφdλ−
2 sin

(
βπ
2

)
cos
(
βπ
2

)
π

π

2 cos
(
πβ
2

)Aφ+ sin
(βπ

2

)
Aφ

=
sin(βπ)

π

∫ ∞
0

λβ−1(λ+A)−1Aφdλ.
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Portanto, seguindo o mesmo racioćınio anterior, como o integrando 2.4 é cont́ınuo, segue que

lim
β→α−

Jβφ = lim
β→α−

sin(βπ)

π

∫ ∞
0

λβ−1(λ+A)−1Aφdλ

= lim
β→α−

sin(βπ)

π

∫ ∞
0

λβ−1
[
(λ+A)−1 − λ

λ2 + 1

]
Aφdλ+ sin

(βπ
2

)
Aφ

=
sin(απ)

π

∫ ∞
0

λα−1
[
(λ+A)−1 − λ

λ2 + 1

]
Aφdλ+ sin

(απ
2

)
Aφ = Jαφ.

Agora, seja 1 < Re (β) < 2 e φ ∈ D(A2) e observe que sin(βπ) = sin (β − 1)π. Além disso,

−1 < Re (β)− 2 < 0, então pelo lema 2.2 segue que

Jβφ =
sin(βπ)

π

∫ ∞
0

λβ−1
[
(λ+A)−1 − λ

λ2 + 1

]
Aφdλ+ sin

(βπ
2

)
Aφ (2.5)

=
sin(βπ)

π

∫ ∞
0

λβ−1(λ+A)−1Aφdλ− sin(βπ)

π

∫ ∞
0

λβ

λ2 + 1
Aφdλ+ sin

(βπ
2

)
Aφ

=
sin(βπ)

π

∫ ∞
0

λβ−2λ(λ+A)−1Aφdλ− sin(βπ)

π

∫ ∞
0

λβ

λ2 + 1
Aφdλ+ sin

(βπ
2

)
Aφ

=
sin(βπ)

π

∫ ∞
0

λβ−2[1− (λ+A)−1A]Aφdλ− sin(βπ)

π

∫ ∞
0

λβ

λ2 + 1
Aφdλ+ sin

(βπ
2

)
Aφ

=
sin(βπ)

π

[∫ ∞
0

λβ−2Aφdλ−
∫ ∞
0

λβ−2(λ+A)−1A2φdλ−
∫ ∞
0

λβ

λ2 + 1
Aφdλ

]
+ sin

(βπ
2

)
Aφ

=
sin(βπ)

π

[∫ ∞
0

λβ−2

λ2 + 1
Aφdλ−

∫ ∞
0

λβ−2(λ+A)−1A2φdλ

]
+ sin

(βπ
2

)
Aφ

=
sin(β − 1)π

π

∫ ∞
0

λβ−2(λ+A)−1A2φdλ+
sin(βπ)

π

∫ ∞
0

λβ−2

λ2 + 1
dλAφ+ sin

(βπ
2

)
Aφ.

=
sin(β − 1)π

π

∫ ∞
0

λβ−2(λ+A)−1A2φdλ+
sin(βπ)

π

π

2 cos (β−2)π
2

+ sin
(βπ

2

)
Aφ

=
sin(β − 1)π

π

∫ ∞
0

λβ−2(λ+A)−1A2φdλ−
2 sin

(
βπ
2

)
cos
(
βπ
2

)
π

π

2 cos
(
βπ
2

) + sin
(βπ

2

)
Aφ

=
sin(β − 1)π

π

∫ ∞
0

λβ−2(λ+A)−1A2φdλ.

Finalmente, como o integrando em 2.5 é cont́ınuo, segue que

lim
β→α+

Jβφ = lim
β→α+

Jβ−1Aφ

= lim
β→α+

sin(β − 1)π

π

∫ ∞
0

λβ−2(λ+A)−1A2φdλ

= lim
β→α+

sin(βπ)

π

∫ ∞
0

λβ−1
[
(λ+A)−1 − λ

λ2 + 1

]
Aφdλ+ sin

(βπ
2

)
Aφ

=
sin(απ)

π

∫ ∞
0

λα−1
[
(λ+A)−1 − λ

λ2 + 1

]
Aφdλ+ sin

(απ
2

)
Aφ = Jαφ
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Portanto, como para cada φ ∈ D(A2), lim
β→α+

Jβφ, lim
β→α−

Jβφ existem e lim
β→α+

Jβφ = lim
β→α−

Jβφ =

Jαφ segue que lim
β→α

Jβφ existe e

lim
β→α

Jβφ = Jαφ.

Agora, suponha n < Re α < n+ 1, então, 0 < Re α− n < 1. Logo, para cada φ ∈ D(An+1),

lim
β→α

Jβφ = lim
β→α

Jβ−nAnφ = Jα−nAnφ = Jαφ.

Por último, suponha Re α = n+ 1, assim, se n < Re (β) < n+ 1 temos

lim
β→α−

Jβφ = lim
β→α−

Jβ−nAnφ = Jα−nAnφ = Jαφ

enquanto que se n+ 1 < Re (β) < n+ 2,

lim
β→α+

Jβφ = lim
β→α+

Jβ−nAnφ = Jα−nAnφ = Jαφ.

Portanto,

lim
β→α

Jβφ = Jαφ.

�

A proposição a seguir mostra que o operador Jα pode ser definido por uma única fórmula.

Essa maneira de definir será muito útil quando estivermos interessados no domı́nio das potências

fracionárias.

Antes disso, lembremos que a função Gamma é uma extensão do conceito de fatorial para números

reais e complexos e é definida da seguinte forma: se n é um número inteiro definimos

Γ(n+ 1) = n! (2.6)

Para números complexos com parte real positiva a função Gamma é definida através de uma

integral imprópria convergente. Se t ∈ C+ definimos

Γ(t) =

∫ ∞
0

xt−1e−xdx.

A propriedade mais importante da função Gamma é que para cada complexo z,

zΓ(z) = Γ(z + 1). (2.7)

Outra propriedade é dada no Lema a seguir, conhecida como a Fórmula dos Complementos

de Euler, e será usada na demonstração do próximo resultado.
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Lema 2.4 ([4], p. 60). Seja α ∈ C tal que 0 < Re α < 1, então

Γ(α)Γ(1− α) =
π

sinαπ
. (2.8)

Proposição 2.5 ([4], p. 59). Sejam α ∈ C+ e n ∈ N tal que n > Re α. Se φ ∈ D(An) e se m > n é

um inteiro positivo, então,

Jαφ =
Γ(m)

Γ(α)Γ(m− α)

∫ ∞
0

λα−1[A(λ+A)−1]mφdλ. (2.9)

Demonstração. Suponha primeiramente que n− 1 < Re α < n. Note que se p ∈ N, então,
d

dλ
(λ+

A)−p = −p(λ+A)−p−1, e ainda,

λα−n+p(λ+A)−pAnφ = λα−nλp
[
(λ+A)−1

]p
Anφ

= λα−n+1
[
λ(λ+A)−1

]p−1
(λ+A)−1AAn−1φ

= λα−n+1
[
λ(λ+A)−1

]p−1 (
1− λ(λ+A)−1

)
An−1φ,

o que implica que

lim
λ→0

λα−n+p(λ+A)−pAnφ = 0. (2.10)

De fato, como 0 < Re α− n+ 1 < 1 temos,

‖λα−n+p(λ+A)−pAnφ‖ = ‖λα−n+1
[
λ(λ+A)−1

]p−1 (
1− λ(λ+A)−1

)
An−1φ‖

6 λRe α−n+1Mp−1(M + 1)‖An−1φ‖ → 0 quando λ→ 0.

Agora, se 1 6 p 6 n− 1 temos

λα−n+p(λ+A)−pAnφ = λα−n
[
λ(λ+A)−1

]p
Anφ

= λα−n
[
1− (λ+A)−1A

]p
Anφ,

o que implica que

lim
λ→∞

λα−n+p(λ+A)−pAnφ = 0. (2.11)

De fato, como −1 < Re α− n < 0 segue que

‖λα−n+p(λ+A)−pAnφ‖ =
∥∥λα−n [1− (λ+A)−1A

]p
Anφ

∥∥
6 λRe α−n(M + 1)p‖Anφ‖ → 0 quando λ→∞.
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Então, integrando por partes a definição do operador de Balakrishnan para n − 1 < Re α < n e

utilizando (2.10) e (2.11) temos

Jαφ = Jα−n+1An−1φ

=
sin(α− n+ 1)π

π

∫ ∞
0

λα−n(λ+A)−1Anφdλ

=
sin(α− n+ 1)π

π

[
λα−n+1

α− n+ 1
(λ+A)−1Anφ

∣∣∣∞
0

+

∫ ∞
0

λα−n+1

α− n+ 1
(λ+A)−2Anφdλ

]
=

1

Γ(α− n+ 1)Γ(n− α)

∫ ∞
0

λα−n+1

α− n+ 1
(λ+A)−2Anφdλ

=
1

Γ(α− n+ 1)(α− n+ 1)Γ(n− α)

∫ ∞
0

λα−n+1(λ+A)−2Anφdλ

=
1

Γ(α− n+ 2)Γ(n− α)

∫ ∞
0

λα−n+1(λ+A)−2Anφdλ. (2.12)

Fazendo u = (λ+A)−2An e dv = λα−n+1dλ, integrando 2.12 por partes e usando 2.10 e 2.11 temos,

Jαφ =
1

Γ(α− n+ 2)Γ(n− α)

∫ ∞
0

λα−n+1(λ+A)−2Anφdλ

=
1

Γ(α− n+ 2)Γ(n− α)

[
λα−n+2

α− n+ 2
(λ+A)−2Anφ

∣∣∣∞
0

+ 2

∫ ∞
0

λα−n+2

α− n+ 2
(λ+A)−3Anφdλ

]
=

1.2

Γ(α− n+ 2)(α− n+ 2)Γ(n− α)

∫ ∞
0

λα−n+2(λ+A)−3Anφdλ

=
1.2

Γ(α− n+ 3)Γ(n− α)

∫ ∞
0

λα−n+2(λ+A)−3Anφdλ.

Integrando por partes novamente até a n − 1−ésima vez e utilizando repetidamente 2.10, 2.11, o

Lema 2.4 e a definição da função Gamma temos,

Jαφ =

1.2.
n−1∏
i=3

i

Γ(α− n+ 3)
n−1∏
i=1

(α− n+ i)Γ(n− α)

∫ ∞
0

λα−1[(λ+A)−1A]nφdλ

=
Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

∫ ∞
0

λα−1[(λ+A)−1A]nφdλ.

Obteremos (2.9) por indução sobre m. Pelos cálculos que fizemos acima, já conclúımos que (2.9)

vale para m = n, que é a primeira exigência da prova por indução.

Suponhamos que a igualdade seja válida para m ∈ N, ou seja, se n ∈ N é tal que n > Re α e

m > n então

Jαφ =
Γ(m)

Γ(α)Γ(m− α)

∫ ∞
0

λα−1[(λ+A)−1A]mdλ, (2.13)

e vamos mostrar que também é valida para m+ 1.
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De fato, note que, integrando por partes a integral que aparece em (2.13) e observando que o fato

de que

λα
[
A(λ+A)−1

]m
φ = λα−n

[
λ(λ+A)−1

]n [
A(λ+A)−1

]m−n
φ

garante que λα
[
A(λ+A)−1

]m
φ→ 0 tanto quando λ→ 0 quanto quando λ→∞, temos,

∫ ∞
0

λα−1[(λ+A)−1A]mdλ =
λα

α
(λ+A)−mAmφ

∣∣∣∞
0

+
m

α

∫ ∞
0

λα(λ+A)−m−1Amφdλ

=
m

α

∫ ∞
0

λα[(λ+A)−1]m+1Amφdλ

=
m

α

∫ ∞
0

λαAm[(λ+A)−1]m+1φdλ

Assim, como

λαAm[(λ+A)−1]m+1φ = λα−1Am[(λ+A)−1]mλ(λ+A)−1φ

= λα−1[A(λ+A)−1]m(1−A(λ+A)−1)φ

= λα−1
{

[A(λ+A)−1]m − [A(λ+A)−1]m+1
}
φ

segue que∫ ∞
0

λα−1[(λ+A)−1A]mφdλ =
m

α

∫ ∞
0

λαAm[(λ+A)−1]m+1φdλ

=
m

α

∫ ∞
0

λα−1[A(λ+A)−1]mφdλ− m

α

∫ ∞
0

λα−1[A(λ+A)−1]m+1φdλ.

Logo,
m− α
α

∫ ∞
0

λα−1[A(λ+A)−1]mφdλ =
m

α

∫ ∞
0

λα−1[A(λ+A)−1]m+1φdλ,

assim, utilizando a hipótese de indução e as propriedades da função Gamma, temos,∫ ∞
0

λα−1[A(λ+A)−1]m+1φdλ =
α

m

m− α
α

∫ ∞
0

λα−1[A(λ+A)−1]mφdλ

=
m− α
m

Γ(α)Γ(m− α)

Γ(m)
Jαφ

=
Γ(α)Γ(m+ 1− α)

Γ(m+ 1)
Jαφ.

Portanto,

Jαφ =
Γ(m+ 1)

Γ(α)Γ(m+ 1− α)

∫ ∞
0

λα−1[A(λ+A)−1]m+1φdλ,

que era o que faltava para conclúırmos (2.9). �



2.1 O Operador de Balakrishnan 45

Observação 2.6. Se z ∈ C\R− e n > Re α, então a fórmula

zαφ =
Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

∫ ∞
0

λα−1[z(λ+ z)−1]nφdλ (2.14)

é um caso particular de (2.9).

A Observação acima será útil para a demonstração da Proposição que vem a seguir.

Proposição 2.7 ([4], p. 59). Seja α ∈ C. Então:

(i) D(Jα) = D(A).

(ii) R(Jα) ⊂ D(A) ∩R(A) = D(A) ∩R(A).

(iii) Jα comuta com (µ + A)−1, µ ∈ ρ(A). Em geral Jα comuta com qualquer operador limitado

que comuta com o resolvente.

(iv) Se φ é um autovetor de A associado ao autovalor µ ∈ C −R−, então φ também é autovetor

de Jα associado ao autovalor µα. Se 0 é um autovalor de A, então ele é também um autovalor de Jα

e, além disso, os autovetores associados a 0 em ambos os operadores, são iguais.

Demonstração. (i) Observe que, independente de α ∈ C+, existe n ∈ N tal que D(Jα) = D(An).

Então, segue diretamente do ı́tem (iii) da Proposição 1.5 que D(Jα) = D(An) = D(A).

(ii) Basta que analisemos os casos 0 < Re (α) < 1 e Re (α) = 1.

Suponha primeiramente que 0 < Re (α) < 1 e seja ψ ∈ R(Jα), então, existe φ ∈ D(Jα) = D(A)

tal que Jαφ = ψ, ou seja,

ψ =
sin(απ)

π

∫ ∞
0

λα−1(λ+A)−1Aφdλ,

e então, uma vez que (λ + A)−1Aφ ∈ D(A) e A(λ + A)−1φ ∈ R(A) segue que ψ ∈ D(A) ∩ R(A) =

D(A) ∩R(A), pelo ı́tem (iii) da Proposição 1.5.

Agora, se Re (α) = 1, então, existe φ ∈ D(Jα) = D(A2) tal que Jαφ = ψ, ou seja,

ψ =
sin(απ)

π

∫ ∞
0

λα−1
[
(λ+A)−1 − λ

λ2 + 1

]
Aφdλ+ sin

(απ
2

)
Aφ,

e então, uma vez que φ ∈ D(A2) segue que Aφ ∈ D(A)∩R(A) e assim, utilizando o mesmo argumento

do caso anterior, segue que ψ ∈ D(A) ∩R(A).

(iii) Seja µ ∈ ρ(A). Já sabemos, pela identidade do resolvente, que se µ, λ ∈ ρ(A), então (µ+A)−1

e (λ+A)−1 comutam. Assim, como (µ+A)−1 é limitado, se 0 < Re (α) < 1 temos,
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(µ+A)−1Jαφ =
sin(απ)

π

∫ ∞
0

λα−1(µ+A)−1(λ+A)−1Aφdλ

=
sin(απ)

π

∫ ∞
0

λα−1(λ+A)−1(µ+A)−1Aφdλ

=
sin(απ)

π

∫ ∞
0

λα−1(λ+A)−1A(µ+A)−1φdλ = Jα(µ+A)−1φ,

ou seja, (µ+A)−1 comuta com o operador de Balakrishnan. Um argumento totalmente análogo mostra

que o operador de Balakrishnan comuta com qualquer operador limitado.

(iv) Observe que

(λ+ µ)(λ+A)−1Aφ = λ(λ+A)−1Aφ+ µ(λ+A)−1Aφ

= (1−A(λ+A)−1)Aφ+ µ(λ+A)−1Aφ

= Aφ+ (λ+A)−1A(µ−A)φ = Aφ = µφ,

assim, (λ+A)−1Aφ = (λ+ µ)−1µφ

Seja n ∈ N tal que n > Re α, então, utilizando nossos cálculos acima e (2.14) temos

Jαφ =
Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

∫ ∞
0

λα−1[(λ+A)−1A]nφdλ

=
Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

∫ ∞
0

λα−1[(λ+ µ)−1µ]nφdλ = µαφ.

�

Corolário 2.8. Seja 0 < Re α < Re β < m, m ∈ N e φ ∈ D(Am). Então

Jαφ =
Γ(β)

Γ(α)Γ(β − α)

∫ ∞
0

λα−1Jβ
A(λ+A)−1φdλ.

Demonstração. Ver [4], p. 61. �

Lema 2.9 (Desigualdade do Momento). Seja α ∈ C+ e n > Re α, n ∈ N. Então existe uma

função positiva C(α, n,M) (que é crescente em relação a M) tal que

‖Jαφ‖ 6 C(α, n,M)‖Anφ‖
Re α
n ‖φ‖

(n−Re α)
n φ ∈ D(An). (2.15)

Demonstração. A demonstração deste lema consiste em minimizar uma função em uma variável e

pode ser encontrada em detalhes em [4], p. 61. �
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O resultado a seguir garante a analiticidade da função α 7→ Jα.

Teorema 2.10 (Analiticidade). Sejam n ∈ N e φ ∈ D(An). A função

α 7→ Jαφ

é anaĺıtica em {α ∈ C : 0 < Re α < n}.

Demonstração. Ver [4], p. 61. �

É interessante observar que o Lema 2.9 garante que JαA é limitado quando A é limitado.

Teorema 2.11 ([4], p. 64). Jα é fechável.

Demonstração. Sejam n ∈ N tal que n− 1 < Re α < n e (φm)m∈N ⊂ D(An) uma sequência tal que

lim
m→∞

φm = 0 e lim
m→∞

Jαφm = ψ.

Precisamos mostrar que ψ = 0. De fato, como A(µ+A)−1 é um operador uniformemente limitado,

a Desigualdade do Momento garante que Jα[(µ + A)−1]n é limitado. Então, como (µ + A)−1, µ > 0

comuta com Jα, temos

[(µ+A)−1]nψ = lim
m→∞

[(µ+A)−1]nJαφm = Jα[(µ+A)−1]n lim
m→∞

φm = 0.

Portanto, ψ = 0 já que (µ+A)−1 é um operador injetivo. �

Como Jα é fechável, podemos definir a extensão Jα como G(Jα) = G(Jα). O domı́nio do operador

Jα é dado por

D(Jα) = {φ ∈ X;∃(φn)∞n=1 ⊂ D(Jα) t.q lim
n→∞

φn = φ e lim
n→∞

Jαφn existe}.

Assim, se φ ∈ D(Jα), define-se

Jαφ = lim
n→∞

Jαφn.

Proposição 2.12 ([4], p. 64). Seja α ∈ C+. Então, φ ∈ D(Jα) se, e somente se, existe n ∈ N e

−µ ∈ ρ(A) tal que

[A(µ+A)−1]nφ ∈ D(Jα).

Demonstração. Seja n ∈ N tal que n > Re (α). Suponha que φ ∈ D(Jα), então, existe (φk)
∞
k=1 ⊂

D(Jα) tal que lim
k→∞

φk = φ e lim
k→∞

Jαφk existe. Seja −µ ∈ (−∞, 0) ⊂ ρ(A), assim, µ > 0 e segue que
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A(µ+A)−1 é limitado. Além disso, A comuta com (µ+A)−1, então,

[A(µ+A)−1]nφ = [A(µ+A)−1]n lim
k→∞

φk

= lim
k→∞

[A(µ+A)−1]nφk

= lim
k→∞

(µ+A)−nAnφk,

e como (µ+A)−n(Anφk) ∈ D(An) ⊂ D(Jα), fazendo ψk = (µ+A)−n(Anφk) segue que

[A(µ+A)−1]nφ = lim
k→∞

ψk. (2.16)

E ainda, pela parte (iii) da proposição 2.7 segue que

lim
k→∞

Jαψk = lim
k→∞

Jα(µ+A)−nAnφk = lim
k→∞

(µ+A)−nAnJαφk

= (µ+A)−nAn lim
k→∞

Jαφk

= (µ+A)−nAnJαφ, (2.17)

ou seja, o limite existe. Logo, de (2.16) e (2.17) segue que

[A(µ+A)−1]nφ ∈ D(Jα).

Reciprocamente, na demonstração do Corolário 1.7 vimos identidade

[µ(µ+A)−1]nφ = φ+
∑

16p6n

(−1)p

(
n

p

)
[A(µ+A)−1]pφ,

ou seja,

φ = [µ(µ+A)−1]nφ−
∑

16p6n

(−1)p

(
n

p

)
[A(µ+A)−1]pφ,

e como cada termo da da soma está em D(Jα), o resultado segue. �

O último resultado sobre operador de Balakrishnan estabelece um critério para que φ ∈ X pertença

a D(Jα).

Teorema 2.13. Sejam α ∈ C+ e φ ∈ X. Se o limite

lim
N→∞

∫ N

0
λα−1[A(λ+A)−1]nφλ = ψ (2.18)
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existe apara algum inteiro positivo n > Re (α), então φ ∈ D(Jα) e

Jαφ =
Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)
ψ.

Demonstração. Ver [4] p. 65. �

2.2 Cálculo Funcional

Nesta seção vamos apresentar o que chamamos de Cálculo Funcional, termo que também é

conhecido na literatura por Cálculo Simbólico ou Cálculo Operacional. Vamos começar definindo

o termo.

Definição 2.14. Sejam L o conjunto de todos os operadores lineares sobre o espaço de Banach X e

Ω ⊂ C. Para uma classe R ⊆ L que contenha os operadores da forma zI, z ∈ Ω, e para uma classe H

de funções definidas em Ω com valores em C diremos que uma aplicação

H×R → L

(f,A) 7→ f(A)

é um Cálculo Funcional sobre R se para toda função f ∈ H se verifica

f(zI) = f(z)I, ∀z ∈ Ω.

A seguir descreveremos brevemente a classe de funções sobre as quais definiremos nosso Cálculo

Funcional.

2.2.1 As Classes de Funções T , T0,S0,H0 e H1

Definição 2.15. Seja M o conjunto das medidas de Radon complexas µ sobre R+ satisfazendo

∫
R+

d|µ|(t)
t+ 1

<∞, (2.19)

onde |µ| representa a variação total da medida µ como na definição A.39.

Denotamos por T o conjunto das funções f : C \R− → C tais que

f(z) = a+

∫
R+

z

1 + zt
dµ(t), (2.20)

onde µ ∈M e a ∈ C.

Mostremos que a integral (2.19) implica na existência da integral em (2.20).
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De fato,

∫
R+

∣∣∣∣ z

1 + zt
dµ(t)

∣∣∣∣ 6 ∫
R+

|z|
|1 + tz|

d|µ|(t) = |z|
∫
R+

∣∣∣∣ 1

1 + tz

∣∣∣∣ d|µ|(t)
= |z|

∫
R+

∣∣∣∣( t(1− z)1 + tz
+ 1

)
1

1 + t

∣∣∣∣ d|µ|(t)
(∗)
6 |z|

∫
R+

M(z)
1

1 + t
d|µ|(t) 6 |z|M(z)

∫
R+

d|µ|(t)
t+ 1

<∞.

Na passagem (∗) utilizamos o fato de que lim
t→∞

t(1−z)
1+tz = 1−z

z e portanto o termo
(
t(1−z)
1+tz + 1

)
pode

ser majorado por um número que só depende de z e ao qual chamamos M(z).

Denotamos por M+ o subconjunto de M composto de medidas positivas e por T+ o subconjunto

de T tal que a > 0 e µ ∈M+.

Definição 2.16. Dizemos que a função f : C \R− → C pertence a S0 se existe uma medida µ ∈ M

tal que

f(z) = a+

∫
R+

1

z + t
dµ(t),

onde µ satisfaz que

µ({0}) = 0 e

∫
R∗+

1

t
d|µ|(t) <∞.

Se f ∈ S0, então, para z ∈ C \R−, f pode ser escrita como

f(z) = b+

∫
R+

dν(s),

onde, para s ∈ R∗+,

ν(s) = −s2dµ(1s ) e b = a+

∫
R∗+

1

t
d|µ|(t) <∞ (ν({0}) = 0)

o que implica que f ∈ T , logo, S0 ⊂ T .
Um subconjunto de T muito útil é o conjunto composto pelas funções anaĺıticas definidas em

C \R− que satisfazem as condições:

(i) lim
|z|→∞

z−1F (z) = 0, e os seguintes limites

lim
z→0

F (z), lim
θ→π

F (λeiθ), lim
θ→−π

F (λeiθ) (λ > 0)

existem.

(ii) A função

Fπ(λ) =
1

2π

(
lim
θ→π

F (λeiθ)− lim
θ→−π

F (λeiθ)

)
(λ > 0). (2.21)

satisfaz que
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λ−1Fπ ∈ L1(]0, 1]) e λ−2Fπ ∈ L1(]1,∞[).

Denotaremos esse conjunto por H0. Aplicando a fórmula integral de Cauchy em F (u)
u no caminho

considerado na demonstração do Lema 2.2 obtemos

F (z) = lim
z→0

F (z) +

∫ ∞
0

z

λ+ z
λ−1Fπ(λ)dλ

= lim
z→0

F (z) +

∫ ∞
0

z

1 + tz
dµ(t), (2.22)

onde µ(t) = Fπ(1t )dt. Disto conclúımos que de fato H0 ⊂ T .
Denotaremos também por H1 o conjunto das funções anaĺıticas F : C \ R− → C tais que

lim
z→0

zF (z) = 0, e os seguintes limites

lim
|z|→∞

F (z), lim
θ→π

F (λeiθ), lim
θ→−π

F (λeiθ) (λ > 0)

existem, com a condição adicional de que λ−1Fπ ∈ L1(R∗+). Utilizando um racioćınio análogo (a

aplicação da fórmula de Cauchy), conclúımos que

F (z) = lim
|z|→∞

F (z)−
∫ ∞
0

1

λ+ z
Fπ(λ)dλ,

e que H1 ⊂ S0 ⊂ T .

Exemplo 2.17 ([4], p. 75). Se 0 < Re (α) < 1, então F (z) = zα pertence a H0 e

Fπ(λ) =
sin(απ)

π
λα.

Se 0 < α < 1, então zα pertence a T+.

Solução. Mostremos que F ∈ H0. De fato,

(i) lim
|z|→∞

z−1F (z) = lim
|z|→∞

zα−1 = 0. Além disso, lim
z→0

F (z) = 0,

lim
θ→π

F (λeiθ) = lim
θ→π

(λeiθ)α = λαe
iα lim
θ→π

θ
= λαeiαπ,

e por último,

lim
θ→−π

F (λeiθ) = lim
θ→−π

(λeiθ)α = λαe
iα lim
θ→−π

θ
= λαe−iαπ,

ou seja, todos os limites pedidos existem.
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(ii) Note que, para λ > 0,

Fπ(λ) =
1

2πi

(
lim
θ→π

F (λeiθ)− lim
θ→−π

F (λeiθ)

)
=

1

2πi
(λαeiαπ − λαe−iαπ) =

λα

2πi
(eiαπ − e−iαπ)

=
λα

2πi
[cos(απ) + i sin(απ)− (cos(−απ) + i sin(−απ))]

=
λα

2πi
[cos(απ) + i sin(απ)− cos(απ) + i sin(απ))]

=
λα

2πi
2i sin(απ) =

sin(απ)

π
λα.

Observe que λ−1Fπ ∈ L1(]0, 1[), pois

∫ 1

0
|λ−1Fπ(λ)|dλ =

∫ 1

0

∣∣∣∣λ−1 sin(απ)

π
λα
∣∣∣∣ dλ

6

∣∣∣∣sin(απ)

π

∣∣∣∣ ∫ 1

0
λRe (α)−1dλ

=

∣∣∣∣ sin(απ)

Re (α)π

∣∣∣∣ .
Observe ainda que λ−2Fπ ∈ L1(]1,∞[), pois

∫ ∞
1
|λ−2Fπ(λ)|dλ =

∫ ∞
1

∣∣∣∣λ−2 sin(απ)

π
λα
∣∣∣∣ dλ

6

∣∣∣∣sin(απ)

π

∣∣∣∣ ∫ ∞
1

λRe (α)−2dλ

=

∣∣∣∣ sin(απ)

(1− Re (α))π

∣∣∣∣ .
Portanto, por (i) e (ii), F ∈ H0 ⊂ T . E ainda nesse caso, por (2.22), temos

zα = lim
z→0

zα +

∫ ∞
0

z

1 + tz
dµ(t) =

∫ ∞
0

z

1 + tz
dµ(t),

onde

µ(t) =
sinαπ

π
t−αdt.

Com isso, é evidente que se 0 < α < 1 teremos que F ∈ T+, pois, nesse caso, teŕıamos 0 < απ < 1

e portanto µ(t) > 0 para todo t > 0, ou seja µ seria uma medida positiva. �

Exemplo 2.18. Seja 0 < α < 1
2 e v ∈ C∗, | arg v| < π

2 − απ. A função F (z) = e−vz
α ∈ H0 ∩H1 e

Fπ(λ) = − 1

π
e−vλ

α cosαπ sin(vλα sinαπ)
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Solução. Veja [4], p. 76. �

Exemplo 2.19 ([4], p. 77). Dado α ∈ C+ tal que Re(α) < 1, as funções

F1(z) = (z + ε)−α e F2(z) = [z(z + ε)−1]α

pertencem a S0.

Solução. Basta observar que

Fi(z) = ai +

∫
dµi(t)

t+ z
(i = 1, 2),

onde

a1 = 0 , a2 =
sinαπ

π

∫ ∞
0

tα−1

t+ 1
dt,

dµ1 =

0, t ∈ [0, ε]

sinαπ
π (t− ε)−αdt, t ∈]ε,∞[

e

dµ2 =

−
sinαπ
π tα(t− ε)−αdt, t ∈ [0, ε]

0, t ∈]ε,∞[,

�

O próximo resultado garante a unicidade da medida µ ∈M que aparece na definição 2.15, por isso

no caso de f ∈ T denotamos simplesmente f = (a, µ).

Proposição 2.20. Sejam µ1, µ2 ∈M. Se

∫
1

x+ t
dµ1(t) =

∫
1

x+ t
dµ2(t), (x > 0),

então µ1 = µ2.

Demonstração. Ver [4], Proposição 4.1.1, página 77.

2.2.2 Cálculo de Hirch

No decorrer desta seção, A será um operador não negativo sobre o espaço de Banach X.

Definição 2.21. Seja f = (a, µ) ∈ T . Considere os operadores limitados

T =

∫
[0,1]

(1 + tA)−1dµ(t) e S =

∫
]1,∞[

A(1 + tA)−1dµ(t).

Definimos

f(A) = a+AT + S



2.2 Cálculo Funcional 54

no domı́nio

D[f(A)] = {φ ∈ X : Tφ ∈ D(A)}.

Como A é fechado, f(A) é fechado. Se A é limitado, então f(A) é limitado. Se A tem inversa

limitada então o operador

V = aA−1 +

∫
(1 + tA)−1dµ(t)

é limitado. Além disso, f(A) = AV.

Se

f(z) = a+

∫
R+

1

z + t
dµ(t) ∈ S0,

não é dif́ıcil mostrar que f(A) é um operador limitado que pode ser escrito como

f(A) = a+

∫
R∗+

(t+A)−1dµ(t).

Teorema 2.22. Seja f = (a, µ) ∈ T . Então

(i) D[f(A)] = D[f(A+ ε)], ∀ε > 0,

(ii) f(A) = lim
ε→0

f(A+ ε).

(iii) f(A) = (1 +A)nW (1 +A)−n para todo n ∈ N, onde

W = a+ TA+ S.

(iv) Se D(A) é denso, então

[f(A)]∗ = f(A∗).

Demonstração. Ver [4], Teorema 4.2.1, página 85. �

O próximo exemplo nos será muito útil no próximo caṕıtulo.

Exemplo 2.23 ([4], p. 108). Considere 0 < Re α < 1,

f(z) = zα, g(z) = [(z + ε)−1]α e h(z) = [z(z + ε)−1]α.

Então, f(A) = JαA, g(A) = Jα(A+ε)−1 , h(A) = JαA(A+ε)−1 .

Solução. Pelos Exemplos 2.17 e 2.19, f, g, h ∈ T (a propósito g, h ∈ S0). Seja A um operador

não-negativo limitado. Mostremos que f(A) = JαA.

De fato, pelo Exemplo 2.17, f = (0, µ), onde dµ(t) = sinαπ
π t−αdt. Assim, fazendo a mudança de



2.2 Cálculo Funcional 55

variáveis 1
t = λ temos,

f(A) = AT + S = A

∫
[0,1]

(1 + tA)−1dµ(t) +

∫
]1,∞[

A(1 + tA)−1dµ(t)

=

∫ ∞
0

A(1 + tA)−1
sinαπ

π
t−αdt =

sinαπ

π

∫ ∞
0

t−αA(1 + tA)−1dt

=
sinαπ

π

∫ ∞
0

λα−1A(λ+A)−1dλ = JαA.

Analogamente,

g(A) = Jα(A+ε)−1 e h(A) = JαA(A+ε)−1 .

�

Teorema 2.24 (Fórmula do Produto). Seja f, g ∈ T tal que h = fg ∈ T. Se φ ∈ D(A2), então

g(A)φ ∈ D(A) e

f(A)g(A)φ = h(A)φ. (2.23)

Consequentemente,

f(A)g(A) ⊂ h(A).

Se A é densamente definido então f(A)g(A) = h(A).

Se D[h(A)] ⊂ D[g(A)] (em particular, se g(A) é limitado ou g ∈ S0), então, f(A)g(A) = h(A).

Demonstração. Ver [4], Teorema 4.2.3, página 89. �

2.3 Potência Fracionária de Operadores

Nesta seção queremos definir o objeto Aα, com α ∈ C+ nas três situações posśıveis para A. Para

isso, A será um operador não negativo sobre um espaço de Banach localmente convexo.

2.3.1 Definição e propriedades básicas: Aditividade

Os três casos posśıveis que abordaremos serão:

(i) A é um operador limitado.

(ii) A é um operador ilimitado e 0 ∈ ρ(A).

(iii) A é um operador ilimitado e 0 ∈ σ(A).

Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador limitado. Então, para α ∈ C+, definimos

Aα = Jα, (2.24)

onde Jα é o operador de Balakrishnan.



2.3 Potência Fracionária de Operadores 56

Quando estudamos as propriedades do operador de Balakrishnan vimos que se A ∈ L(X) então

JαA ∈ L(X) e, como consequência de (2.24) segue que Aα é limitado. Além disso, se 0 < Re α < 1,

então Aα coincide com o operador zα(A) associado à função f(z) = zα ∈ T (ver exemplos 2.17 e 2.23).

Se n > Re α > n − 1, então D(Aα) = D(An) ⊂ D(A). É interessante observar, também, que o

Teorema 2.10 garante que a função α 7→ Aαφ (φ ∈ X) é anaĺıtica.

Um comentário sobre a demonstração da Proposição a seguir pode ser encontrado em ([4], p. 105).

Proposição 2.25. Se A é limitado e α ∈ C+, então

Aα = lim
ε→0+

(A+ ε)α,

com tal limite sendo calculado com respeito a norma de X.

Demonstração. Seja M a constante de não-negatividade de A, assim

‖λ(λ+A)−1‖ 6M, ∀λ > 0.

Como vale para todo λ > 0, em particular, dado ε > 0 temos

‖(λ+ ε)[(λ+ ε) +A]−1‖ 6M, ∀λ > 0,

então, multiplicando a desigualdade acima por λ > 0 segue que

‖λ(λ+A+ ε)−1‖ 6 λ

λ+ ε
M < M.

Como A+ ε é limitado, segue por definição que (A+ ε)α = JαA+ε, ou seja,

(A+ ε)α =
Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

∫ ∞
0

λα−1[(A+ ε)(λ+A+ ε)−1]ndλ, (2.25)

onde n > Re α > n− 1.

Observe que a integral que aparece em (2.25) converge absolutamente uma vez que,

∫ ∞
0
‖λα−1[(A+ ε)(A+ ε+ λ)−1]n‖dλ 6 (M + 1)n

∫ 1

0
λRe α−1dλ+ ‖A+ ε‖n

∫ ∞
1

λRe α−1M
n

λn
dλ

=
(M + 1)n

Re α
+
Mn‖A+ ε‖n

n− Re α
. (2.26)

Considere, agora, uma sequência (εm) ⊂ R∗+,m ∈ N tal que εm → 0 quando m → ∞. Pelo ı́tem
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(ii) da Proposição 1.5, e pela identidade do resolvente, para cada φ ∈ X e λ > 0 temos,

‖(A+ εm + λ)−1φ− (A+ λ)−1φ‖ = ‖εm(A+ λ)−1(A+ εm + λ)−1φ‖

6 ‖(A+ λ)−1‖‖εm(A+ λ+ εm)−1φ‖ → 0.

Denote Tmφ = (λ+A+ εm)−1φ e observe que, para cada λ > 0,

‖Tmφ‖ = ‖(λ+A+ εm)−1φ‖ 6 M

λ
‖φ‖ = Cφ.

Então pelo Prinćıpio da Limitação Uniforme, sup
n∈N
‖(λ+A+ εm)−1‖ <∞. Assim,

‖(A+ εm + λ)−1 − (A+ λ)−1‖ 6 εm‖(A+ λ)−1‖‖(A+ εm + λ)−1‖ → 0.

Considere a sequência (Φm) de operadores dada por

Φm(λ) = λα−1[(A+ εm)(λ+A+ εm)−1]n

e note que Φm → λα−1[A(λ+A)−1]n quando m→∞.
Agora, defina

Ψ : [0,∞[ → R

λ 7→ Ψ(λ) =

(M + 1)nλRe α−1, λ ∈ [0, 1[

‖A+ 1‖nλRe α−1Mn

λn , λ ∈ [1,∞[
.

Observe que o fato de que εm → 0 quando m → ∞ garante que a partir de um certo ı́ndice,

‖Φm(λ)‖ 6 ‖Ψ(λ)‖ e, como 2.26 garante que Ψ é integrável, pelo Teorema da Convergência Dominada

temos,

lim
ε→0+

(A+ ε)α = lim
m→∞

(A+ εm)α

= lim
m→∞

Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

∫ ∞
0

λα−1[(A+ εm)(λ+A+ εm)−1]ndλ

=
Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

∫ ∞
0

λα−1 lim
m→∞

(A+ εm)n(λ+A+ εm)−ndλ

=
Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

∫ ∞
0

λα−1[A(λ+A)−1]ndλ = Aα.

�

A seguir mostramos que uma das propriedades mais básicas de potenciação também vale para

potencia fracionária de operadores limitados.
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Teorema 2.26 (Aditividade, [4], p. 106). Suponha A um operador limitado. Se α, β ∈ C+, então

AαAβ = Aα+β. (2.27)

Demonstração. Suponha que 0 < Re (α+ β) < 1. Pelo Exemplo 2.23,

Aα = zα(A), Aβ = zβ(A) e Aα+β = zα+β(A).

Já sabemos que as funções f(z) = zα, f(z) = zβ e h(z) = zα+β pertencem a T , e h = fg, então,

pela fórmula do produto (Teorema 2.24) temos

AαAβ = zα(A)zβ(A) = zα+β(A) = Aα+β.

Agora, lembremos que a função α 7→ Aα é anaĺıtica em C+.

Defina a função ϕ : C+ × C+ → X por ϕ(α, β) = AαAβ − Aα+β. Note que ϕ é anaĺıtica em C+

quando fixamos α ou β e que {(α, β) ∈ C+×C+; 0 < Re (α+β) < 1} ⊂ {(α, β) ∈ C+×C+;ϕ(α, β) = 0},
assim, o fato do primeiro conjunto ser aberto garante que o segundo tem um ponto de acumulação.

Portanto, pelo Teorema A.31 segue que ϕ ≡ 0 em C+×C+, isto é, a aditividade também vale para os

demais expoentes em C+. �

Suponhamos agora que A seja um operador não limitado com inversa limitada, ou seja, tal que

0 ∈ ρ(A). Se α ∈ C+, então (A−1)α é injetivo. De fato, tomando n ∈ N tal que n > Re α e

φ ∈ Ker(A−1)α, então

(A−1)nφ = (A−1)n−α(A−1)αφ = 0.

Aplicando An de ambos os lados da identidade acima obtemos φ = 0. Esta observação nos permite

definir potência fracionária de um operador não limitado A com 0 ∈ ρ(A) como faremos a seguir.

Definição 2.27. Se A é não limitado com 0 ∈ ρ(A), definimos

Aα = [(A−1)α]−1, (α ∈ C+).

Como (A−1)α é limitado, também é fechado, então, pelo Teorema A.19, Aα é fechado. Além disso

D(Aα) ⊂ D(A). De fato, pelo ı́tem (ii) da Proposição 2.7 segue que R((A−1)α) ⊂ D(A−1) ∩R(A−1).

Mas observe que, como 0 ∈ ρ(A), A−1 é limitado e assim D(A−1) = X, e ainda, R(A−1) = D(A).

Logo, D(A−1) ∩R(A−1) = X ∩D(A) = D(A). Então R((A−1)α) ⊂ D(A). Mas

R((A−1)α) = D([(A−1)α]−1) = D(Aα).
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Portanto, D(Aα) ⊂ D(A).

Proposição 2.28 ([4], p. 106). Se A é não limitado, 0 ∈ ρ(A) e se α ∈ C+, então Aα estende Jα.

Demonstração. Observe que como Aα é fechado, basta mostrar que Aα estende Jα, pois, se assim

for, Aα = Aα estende Jα.

Mostremos primeiramente que D(Jα) ⊂ D(Aα). Para isso, considere n ∈ N tal que n−1 < Re α <

n. Por definição, D(Jα) = D(An) e como R[(A−1)n] = D(An), dado φ ∈ D(An) existe ψ ∈ X tal que

(A−1)nψ = φ, assim, (A−1)α(A−1)n−αψ = (A−1)nψ = φ, o que garante que φ ∈ R[(A−1)α] = D(Aα).

Logo, D(Jα) ⊂ D(Aα).

Mostremos, então, que Jαφ = Aαφ para todo φ ∈ D(Jα). De fato, se φ ∈ D(Jα) temos,

Aαφ = [(A−1)α]−1φ = [(A−1)α]−1(A−1)nAnφ

= [(A−1)α]−1(A−1)α(A−1)n−αAnφ = (A−1)n−αAnφ

E então, pela Proposição 2.5 e lembrando que λ(λ+A−1)−1 = A(λ−1+A)−1 (́ıtem (ii) da Proposição

1.4) temos,

(A−1)n−αAnφ =
Γ(n)

Γ(n− α)Γ(n− (n− α))

∫ ∞
0

µn−α−1[A−1(µ+A−1)−1]nAnφdµ

=
Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

∫ ∞
0

µ−α−1

[
A−1A

(
1

µ
+A

)−1]n
Anφdµ

=
Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

∫ ∞
0

µ−α−1

[(
1

µ
+A

)−1
A

]n
φdµ.

Por fim, fazendo a mudança de variáveis µ = λ−1, segue que dµ = −λ−2dλ e assim, uma vez que

A comuta com (λ+A)−1 temos,

(A−1)n−αAnφ =
Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

∫ 0

∞
(λ−1)−α−1

[(
1

λ−1
+A

)−1
A

]n
φ(−λ−2)dλ

=
Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

∫ ∞
0

λα−1[A(λ+A)−1]nφdλ = Jαφ.

Portanto, Aα estende Jα. �

Teorema 2.29 (Aditividade, [4], 106). Se A é não limitado, 0 ∈ ρ(A), α, β ∈ C+, então

AαAβ = Aα+β.

Demonstração. Pelo Teorema 2.26

(A−1)α(A−1)β = (A−1)α+β,
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logo,

AαAβ = [(A−1)α]−1[(A−1)β]−1 = [(A−1)α(A−1)β]−1 = [(A−1)α+β]−1 = Aα+β.

�

Por último, seja A um operador não limitado com inversa não limitada, ou seja, tal que 0 ∈ ρ(A).

Considere ε > 0. Como o operador A é não negativo, então A+ ε é não-negativo e, além disso, como

−ε ∈ ρ(A) segue que 0 ∈ ρ(A+ ε). Logo, esta bem definido (A+ ε)α, α ∈ C+.

Esta observação é importante para definirmos potência fracionária no terceiro e último caso, como

faremos a seguir.

Definição 2.30. Se A é não limitado e 0 ∈ σ(A), definimos

Aα = s− lim
ε→0+

(A+ ε)α.

Observe que D(Aα), neste caso, é formado pelos elementos φ ∈ X tais que φ ∈ D[(A + ε)α] para

todo ε > 0 suficiente próximo de 0 e tais que lim
ε→0+

(A+ ε)αφ existe. Nestes termos,

Aαφ = lim
ε→0+

(A+ ε)αφ.

Observe ainda que D(Aα) ⊂ D(A). De fato, R[(A + ε)α] = D{[(A + ε)−1]α} e como (A + ε)−1 é

limitado segue que [(A+ ε)−1]α é limitado e portanto, D
(
[(A+ ε)−1]α

)
= X.

Agora, note que R[(A+ ε)−1] = D(A+ ε) = D(A), assim, pela Proposição 2.7 segue que

D[(A+ ε)α] = R{[(A+ ε)−1]α} ⊂ D[(A+ ε)−1] ∩R[(A+ ε)−1]

= X ∩D(A) = D(A).

Portanto, se φ ∈ D(Aα), então φ ∈ D[(A + ε)α] para todo ε > 0 suficientemente próximo de 0,

logo, φ ∈ D(A). Portanto, D(Aα) ⊂ D(A).

Proposição 2.31 ([4], p. 107). Se A é não limitado, 0 ∈ σ(A) e α ∈ C+, então Aα estende Jα.

Demonstração. Mostremos primeiramente que D(Jα) ⊂ D(Aα). Para isso seja n ∈ N tal que

n − 1 < Re α < n. Como já vimos, D(JαA) = D(An) e, para ε > 0 suficientemente pequeno,

D(JαA+ε) = D[(A+ ε)n]. Então, pela Proposição A.24 temos

D(JαA) = D(An) = D[(A+ ε)n] = D(JαA+ε). (2.28)

Além disso, pela Proposição 2.28,

D(An) = D(JαA+ε) ⊂ D[(A+ ε)α].
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Seja φ ∈ D(Jα). Mostrar que φ ∈ D(Aα) é equivalente a mostrar duas coisas:

(i) φ ∈ D[(A+ ε)α] para todo ε > 0 suficientemente pequeno.

(ii) O limite lim
ε→0+

(A+ ε)αφ existe.

Observe que (i) é automaticamente satisfeita uma vez que D(Jα) = D(An) e D(An) ⊂ D[(A+ε)α].

Agora, do fato de que (A + ε)α estende JαA+ε e lembrando que D(JαA) = D(JαA+ε), obtemos que

para todo φ ∈ D(JαA), JαA+εφ = (A+ ε)αφ, ou seja,

(A+ ε)αφ =
Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

∫ ∞
0

λα−1[(A+ ε)(A+ ε+ λ)−1]ndλ.

Então, por um racioćınio análogo ao que fizemos na demonstração da Proposição 2.25, o Teorema

da Convergência Dominada garante a existência do limite lim
ε→0+

(A+ ε)αφ. Logo, φ ∈ D(Aα).

Resta mostrar, então, que, para todo φ ∈ D(Jα), Aαφ = Jαφ, ou seja, lim
ε→0+

(A+ε)αφ = Jαφ. Mas,

ainda pelo Teorema da Convergência Dominada segue que

Aαφ = lim
ε→0+

(A+ ε)αφ = Jαφ,

o que encerra a prova. �

Os resultados que estudamos até agora nos permite relacionar os domı́nios dos operadores A e Aα

para α ∈ C+ da seguinte forma:

(i) D(Aα) ⊂ D(A), se A é limitado.

(ii) D(Aα) ⊂ D(A), se A é não limitado.

Além disso, em ambos os casos, se α = n ∈ N vale An = A · · ·A︸ ︷︷ ︸
n vezes

.

Proposição 2.32. Sejam α ∈ C+, µ ∈ ρ(A). Então

(A− µ)−1Aα ⊂ Aα(A− µ)−1.

Demonstração. Ver [4], p. 107 �

Observação 2.33. Dado ε > 0, o operador A(A + ε)−1 é limitado e não negativo uma vez que se

η > 0, então,

A(A+ ε)−1 + η = A(A+ ε)−1 + η(A+ ε)(A+ ε)−1

= A(A+ ε)−1 + ηA(A+ ε)−1 + εη(A+ ε)−1

= (η + 1)A(A+ ε)−1 + εη(A+ ε)−1

= (η + 1)

(
A+

εη

η + 1

)
(A+ ε)−1.
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Teorema 2.34 ([4], p. 108). Seja α ∈ C+, então

D[(A+ ε)α] = D(Aα) (2.29)

e

[A(A+ ε)−1]α = Aα[(A+ ε)−1]α. (2.30)

Demonstração. Faremos a demonstração considerando as três configurações posśıveis para o

operador A:

(i) A limitado.

(ii) A não limitado com 0 ∈ ρ(A).

(iii) A não limitado com 0 ∈ σ(A).

Para (i), primeiramente considere 0 < Re α < 1. Nesse caso D[(A+ ε)α] = D(Aα) = X. Agora, se

f(z) = zα, g(z) = [(z + ε)−1]α e h(z) = [z(z + ε)−1]α = f(z)g(z).

o Exemplo 2.23 garante que

f(A) = Aα, g(A) = [(A+ ε)−1]α e h(A) = [A(A+ ε)−1]α.

Logo (2.30), para 0 < Re α < 1, segue da Fórmula do Produto (Teorema 2.24). Para os demais

expoentes em C+ estendemos por analiticidade como fizemos na demonstração do Teorema 2.26.

Para (ii) observe que o ı́tem (i) da Proposição 1.4 garante a relaçao

(A+ ε)−1 = ε−1A−1(A−1 + ε−1)−1.

Então, como 0 ∈ ρ(A) segue que A−1 é limitado, assim, do item anterior,

[(A+ ε)−1]α = ε−α(A−1)α[(A−1 + ε−1)−1]α , α ∈ C+ (2.31)

Agora note que 0 ∈ ρ
([

(A−1 + ε−1)−1
]α)

. De fato, como
[
(A−1 + ε−1)−1

]α
é fechado, basta que

ele seja bijetor. Já sabemos que ele é injetor, além disso, note que

R
([

(A−1 + ε−1)−1
]α)

= D
[
(A−1 + ε−1)−1

]
= X,

pois ε−1 ∈ ρ(A−1) donde (A+ ε−1)−1 é limitado.

Assim, segue da Equação (2.31) que R[(A + ε)−1]α = R(A−1)α. Logo, pela Definição 2.27 temos

D(Aα) = R(A−1)α = R[(A+ ε)−1]α = D[(A+ ε)α].
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Portanto, aplicando Aα de ambos os lados da Equação (2.31) e levando em conta o ı́tem (i) da

Proposição 1.4 segue que

Aα[(A+ ε)−1]α = ε−αAα(A−1)α[(A−1 + ε−1)−1]α

= [A(A+ ε)−1]α.

Para (iii) observe que se ε, η > 0, então 0 ∈ ρ
(
A+ εη

η+1

)
e como εη

η+1 + ε
η+1 = ε, a prova que

fizemos para o caso (ii) garante que

D

[(
A+

εη

η + 1

)α]
= D [(A+ ε)α] ,

o que significa que D[(A+ ε)α] não depende de ε > 0.

Pela Observação 2.33 vale a relação

A(A+ ε)−1 + η = (η + 1)

(
A+

εη

η + 1

)
(A+ ε)−1.

Então, ainda pelo que fizemos no ı́tem (ii), mas agora para o operador A+ εη
η+1 , temos

[A(A+ ε)−1 + η]α = (η + 1)α
(
A+

εη

η + 1

)α
[(A+ ε)−1]α, (2.32)

ou ainda (
A+

εη

η + 1

)α
= (η + 1)−α[A(A+ ε)−1 + η]α(A+ ε)α. (2.33)

Mostremos agora que D[(A+ ε)α] = D(Aα).

De fato, dado φ ∈ D[(A + ε)]α, temos lim
η→0

(
A+ εη

η+1

)α
φ existe, pois o limite do lado direito

da equação (2.33) existe levando em conta a Observação 2.33 e a Proposição 2.25. Disto segue que

φ ∈ D(Aα).

Por outro lado, se ψ ∈ D(Aα) então ψ ∈ D
[(
A+ εη

η+1

)α]
, para η suficientemente pequeno, isto é,

ψ ∈ D[(A+ ε)α]. Portanto

D[(A+ ε)α] = D(Aα).

Por fim, mostremos (2.30). Considere φ ∈ X, então,

[A(A+ ε)−1]αφ = lim
η→0

[A(A+ ε)−1 + η]αφ

= lim
η→0

(η + 1)α
(
A+

εη

η + 1

)α
[(A+ ε)−1]αφ.

Note que o último limite existe, pois [(A+ ε)−1]αφ ∈ D(A+ ε) =
[(
A+ εη

η+1

)α]
, para todo η > 0.
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Portanto, pela Definição 2.30

[A(A+ ε)−1]αφ = Aα[(A+ ε)−1]αφ

donde segue (2.30). �

Corolário 2.35 ([4], p. 109). Aα é um operador linear fechado.

Demonstração. Como Aα comuta com [(A+ ε)−1]α e pelo Teorema 2.34 segue que

Aα = (A+ ε)α[(A+ ε)−1]αAα = (A+ ε)αAα[(A+ ε)−1]α

= (A+ ε)α[A(A+ ε)−1]α.

Então, como [A(A+ ε)−1]α é limitado (Observação 2.33) e (A+ ε)α é fechado, pois [(A+ ε)−1]α é

limitado, segue que Aα é fechado. �

Lema 2.36. As funções Γ e B se relacionam da seguinte maneira:

B(x, y) =

∫ 1

0
tx−1(1− t)y−1dt =

Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)

Corolário 2.37 ([4], 109). Se A é não limitado, 0 ∈ ρ(A) e α ∈ C+, então

Aαφ = lim
ε→0

(A+ ε)αφ (φ ∈ D(Aα) = D[(A+ ε)α]).

Demonstração. Note que A + ε = A(1 + εA−1), assim, como D(A−1) = X pois A−1 é limitado,

segue que A−1(A + ε) = 1 + εA−1, ou ainda, [A(A + ε)−1]−1 = 1 + εA−1. Logo, pelo Teorema 2.34

segue que

(1 + εA−1)α = {[A(A+ ε)−1]−1}α = {[A(A+ ε)−1]α}−1

= {Aα[(A+ ε)−1]α}−1 = (A−1)α{[(A+ ε)−1]α}−1

= (A−1)α(A+ ε)α.

Então, para φ ∈ D(Aα) = D[(A+ ε)α], temos

(A+ ε)αφ = (1 + εA−1)αAαφ. (2.34)

Agora, seja n ∈ N tal que n > Re α. Assim, como 1 + εA−1 é limitado, pela Proposição 2.5 para
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cada φ ∈ X,

(1 + εA−1)αφ = Jα1+εA−1φ

=
Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

∫ ∞
0

λα−1
[
(1 + εA−1)(λ+ 1 + εA−1)−1

]n
φdλ. (2.35)

Mostremos, agora, que (λ + 1 + εA−1)−1 → (λ + 1)−1 quando ε → 0. De fato, note que (λ + 1 +

εA−1)(λ+ 1 + εA−1)−1 = 1, assim,

(λ+ 1)(λ+ 1 + εA−1)−1 = 1− εA−1(λ+ 1 + εA−1)−1 (2.36)

Então, como (λ + 1 + εA−1)−1 é limitado segue que o lado esquerdo da Equação (2.36) converge

para 1 quando ε→ 0, assim,

(λ+ 1)(λ+ 1 + εA−1)−1 → 1,

logo, (λ+ 1 + εA−1)−1 → (λ+ 1)−1.

Agora, já mostramos que a integral que aparece 2.35 é absolutamente convergente, então, por um

racioćınio análogo ao que fizemos na demonstração da Proposição 2.25 e pelo Teorema da Convergência

dominada segue que,

lim
ε→0

(1 + εA−1)αφ = lim
ε→0

[
Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

∫ ∞
0

λα−1
[
(1 + εA−1)(λ+ 1 + εA−1)−1

]n
φdλ

]
=

Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

∫ ∞
0

λα−1 lim
ε→0

[
(1 + εA−1)(λ+ 1 + εA−1)−1

]n
φdλ

=
Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

∫ ∞
0

λα−1
[
(λ+ 1)−1

]n
φdλ.

Então, fazendo a mudança de variáveis λ = µ
1−µ , observe que se λ→ 0, µ→ 0 e se λ→∞, µ→ 1

e ainda dλ = 1
(1−µ)2dµ. Logo, utilizando o Lema 2.36, temos,

lim
ε→0

(1 + εA−1)αφ =
Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

∫ 1

0

(
µ

1− µ

)α−1 [( µ

1− µ
+ 1

)−1]n( 1

(1− µ)2

)
φdµ

=
Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

∫ 1

0

(
µ

1− µ

)α−1 [( 1

1− µ

)−1]n( 1

1− µ

)2

φdµ

=
Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

∫ 1

0
µα−1

(
1

1− µ

)α−1( 1

1− µ

)−n( 1

1− µ

)2

φdµ

=
Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

∫ 1

0
µα−1

(
1

1− µ

)α−n+1

φdµ

=
Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

∫ 1

0
µα−1 (1− µ)n−α−1 φdµ =

Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

Γ(α)Γ(n− α)

Γ(n)
φ = φ.
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Portanto, aplicando o limite de ambos os lados da Equação (2.34) segue o resultado. �

Para demonstrar a aditividade para o caso em que A é não limitado e 0 ∈ σ(A) iremos fazer uso

do lema a seguir.

Lema 2.38 ([4], p. 109). Sejam γ, δ ∈ C+ e ε > 0 suficientemente pequeno. Então φ ∈ D(Aγ) se, e

somente se,
[
A(A+ ε)−1

]δ
φ ∈ D(Aγ) e

(A+ ε)γ
[
A(A+ ε)−1

]δ
φ =

[
A(A+ ε)−1

]δ
(A+ ε)γφ. (2.37)

Demonstração. Suponhamos primeiramente que φ ∈ D(Aγ), então, φ ∈ D[(A + ε)γ ] para ε > 0

pequeno e lim
ε→0

(A+ ε)γφ existe.

Mostremos que
[
A(A+ ε)−1

]δ
φ ∈ D(Aγ). Observe primeiramente que, como

[
A(A+ ε)−1

]
e

(A+ε)−1 são limitados e
[
(A+ ε)−1 + λ

]−1
e
[
A(A+ ε)−1 + µ

]−1
comutam, da definição do Operador

de Balakrishnan segue que
[
A(A+ ε)−1

]δ
e
[
(A+ ε)−1

]γ
comutam. Assim,

[
A(A+ ε)−1

]δ
(A+ ε)γφ = (A+ ε)γ

[
(A+ ε)−1

]γ [
A(A+ ε)−1

]δ
(A+ ε)γφ

= (A+ ε)γ
[
A(A+ ε)−1

]δ [
(A+ ε)−1

]γ
(A+ ε)γφ

= (A+ ε)γ
[
A(A+ ε)−1

]δ
φ.

Logo, como lim
ε→0

(A + ε)γ
[
A(A+ ε)−1

]δ
φ = lim

ε→0

[
A(A+ ε)−1

]δ
(A + ε)γφ existe, segue que[

A(A+ ε)−1
]δ
φ ∈ D(Aγ) e que vale (2.37).

Reciprocamente, suponhamos que
[
A(A+ ε)−1

]δ
φ ∈ D(Aγ). Considere n ∈ N tal que n >

Re δ e tome η = (n − Re δ) − i Im δ. Note que η ∈ C+ e ainda δ + η = Re δ + i Im δ + (n −
Re δ) − i Im δ = n. Logo, como

[
A(A+ ε)−1

]δ
φ ∈ D(Aγ), pela primeira parte deste lema segue que[

A(A+ ε)−1
]η [

A(A+ ε)−1
]δ
φ ∈ D(Aγ), então, pela aditividade da potência fracionária do operador

A(A+ ε)−1 conclúımos que
[
A(A+ ε)−1

]n
φ ∈ D(Aγ).

Vamos mostrar que se
[
A(A+ ε)−1

]n
φ ∈ D(Aγ), então φ ∈ D(Aγ).

Faremos por indução sobre n. Para n = 1, ou seja, Re δ > 1, considere m ∈ N tal que m > Re γ

e observe a já conhecida identidade,

[
ε(ε+A)−1

]m
φ = φ+

∑
16p6m

(−1)p

(
m

p

)[
A(ε+A)−1

]p
φ,

ou seja,

φ =
[
ε(ε+A)−1

]m
φ−

∑
16p6m

(−1)p

(
m

p

)[
A(ε+A)−1

]p
φ.

Para concluirmos a prova, basta mostrar que
[
ε(A+ ε)−1

]m
φ ∈ D(Aγ), pois, uma vez que A(A+
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ε)−1φ ∈ D(Aγ), pela primeira parte deste lema segue que
[
A(A+ ε)−1

]p
φ ∈ D(Aγ) para todo p ∈ N,

então, φ pode ser escrito como a soma de dois elementos de D(Aγ) e portanto, está em D(Aγ).

Para mostrarmos que
[
ε(A+ ε)−1

]m
φ ∈ D(Aγ) observe que [(A + ε)−1]mφ ∈ D[(A + ε)m] ⊂

D[(A+ ε)γ ] = D(Aγ) pelo Teorema 2.34.

Os demais casos seguem de maneira análoga. �

Teorema 2.39 (Aditividade, [4], p. 110). Seja A um operador não negativo, não limitado tal que

0 ∈ σ(A) e α, β ∈ C+. Então

Aα+β = AβAα.

Demonstração. Seja φ ∈ D(Aα+β). Pelo Teorema 2.34, φ ∈ D
[
(A+ ε)α+β

]
para todo ε > 0. Agora,

pela aditividade de A+ ε, segue que

(A+ ε)α+βφ = (A+ ε)β(A+ ε)αφ, (2.38)

assim, φ ∈ D [(A+ ε)α] = D(Aα) e ainda Aαφ =
[
A(A+ ε)−1

]α
(A+ε)αφ também pelo Teorema 2.34.

Agora observe que, pela equação (2.38) segue que (A+ε)αφ ∈ D
[
(A+ ε)β

]
, então, pelo Lema 2.38

segue que Aαφ =
[
A(A+ ε)−1

]α
(A+ ε)αφ ∈ D

[
(A+ ε)β

]
= D(Aβ). e

(A+ ε)βAαφ =
[
A(A+ ε)−1

]α
(A+ ε)α+βφ. (2.39)

Aplicando
[
A(A+ ε)−1

]β
de ambos os lados da Equação (2.39), temos

[
A(A+ ε)−1

]β
(A+ ε)βAαφ = AβAαφ

=
[
A(A+ ε)−1

]β [
A(A+ ε)−1

]α
(A+ ε)α+βφ

=
[
A(A+ ε)−1

]α+β
(A+ ε)α+βφ = Aα+βφ.

Logo, D(Aα+β) ⊂ D(AαAβ) e Aα+βφ = AβAαφ para todo φ ∈ D(Aα+β).

Por outro lado, seja φ ∈ D(Aα) tal que Aαφ ∈ D(Aβ). Uma vez que
[
(A+ ε)−1

]α+β
φ ∈

D
[
(A+ ε)α+β

]
= D(Aα+β), temos

[
(A+ ε)−1

]α+β
AβAαφ = AβAα

[
(A+ ε)−1

]α+β
φ

= Aα+β
[
(A+ ε)−1

]α+β
φ

=
[
A(A+ ε)−1

]α+β
φ.

Assim,
[
A(A+ ε)−1

]α+β
φ ∈ D

[
(A+ ε)α+β

]
= D(Aα+β) e portanto, pelo Lema 2.38, φ ∈ D(Aα+β)

o que completa a prova, pois já mostramos que para φ ∈ D(Aα+β),

Aα+βφ = AβAαφ.
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Corolário 2.40 ([4], p. 110 e 111). Sejam α, β ∈ C+. Então,

(i) φ ∈ D(Jα) se, e somente se φ ∈ D(Aα) e Aαφ ∈ D(A). Além disso,

Jα = AαD,

onde AD é a parte do operador A em D(A).

(ii) Jα = Aα se, e somente se, D(A) = X.

(iii) JαJβ = Jα+β.

Demonstração. Observe que pelo Corolário 2.35 e as Proposições 2.28 e 2.31 segue que Aα é uma

extensão de Jα. Assim, D(Jα) ⊂ D(Aα) e Jαφ = Aαφ para todo φ ∈ D(Jα).

(i) Suponha que φ ∈ D(Jα), assim, pela observação acima, φ ∈ D(Aα).

Além disso, note que R(Jα) ⊂ D(A). De fato, dado ψ ∈ R(Jα), existe φ ∈ D(Jα) tal que

Jαφ = lim
n→∞

Jαφn = ψ,

onde (φn) ⊂ D(Jα) é uma sequência tal que φn → φ quando n→∞.

Agora, pela Proposição 2.7 segue que R(Jα) ⊂ D(A) ∩R(A) ⊂ D(A), assim, ψ é o limite de uma

sequência cujos elementos estão em D(A), logo, ψ ∈ D(A).

Portanto, como Aα estende Jα e φ ∈ D(Jα), segue que Jαφ = Aαφ ∈ D(A).

Suponha agora que φ ∈ D(Aα) ⊂ D(A) e Aαφ ∈ D(A). Fixe n ∈ N tal que n > Re α,, então, pelo

ı́tem (i) da Proposição 1.5 segue que

lim
λ→∞

[
λ(λ+A)−1

]n
φ = φ.

Sabemos que para cada λ > 0,
[
λ(λ+A)−1

]n
φ ∈ D[(λ + A)n] = D(An) = D(Jα), assim, φ pode

ser visto como o limite de uma sequência cujos elementos estão em D(Jα). Resta mostrarmos que

lim
λ→∞

Jα
[
λ(λ+A)−1

]n
φ existe para concluirmos que φ ∈ D(Jα).

De fato, como
[
λ(λ+A)−1

]n
φ ∈ D(Jα) ⊂ D(Jα), φ ∈ D(Aα) = D

[
(λ+A)−1Aα

]
e Aαφ ∈ D(A),

levando em conta a Proposição 2.32 e o ı́tem (i) da Proposição 1.5 temos

Jαφ = lim
λ→∞

Jα
[
λ(λ+A)−1

]n
φ = lim

λ→∞
Jα
[
λ(λ+A)−1

]n
φ

= lim
λ→∞

Aα
[
λ(λ+A)−1

]n
φ

= lim
λ→∞

[
λ(λ+A)−1

]n
Aαφ = Aαφ,

ou seja, o limite lim
λ→∞

Jα
[
λ(λ+A)−1

]n
φ, logo, φ ∈ D(Jα).
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Além disso, observe queD(AαD) =
{
φ ∈ D(Aα) ∩D(A);Aαφ ∈ D(A)

}
=
{
φ ∈ D(Aα);Aαφ ∈ D(A)

}
.

Mostramos, então, queD(Jα) = D(AαD) e ainda Jαφ = AαDφ para todo φ ∈ D(Jα) = D(AαD). Portanto,

Jα = AαD.

(ii) Suponhamos que Jα = Aα e D(A) 6= X. Assim, D(AαD) 6= {φ ∈ D(Aα);Aαφ ∈ X} , assim,

existe φ ∈ D(An) tal que Anφ /∈ D(A) com n ∈ N tal que n > Re α. Assim, como AαAn−αφ = Anφ /∈
D(A), segue que φ ∈ D(Jα) mas φ /∈ D(AαD), o que implica que Aα é uma extensão estrita de Jα.

Absurdo.

Agora, se D(A) = X, Jα = Aα pelo ı́tem anterior.

(iii) Pela aditividade da potência fracionária e pelo ı́tem (i) temos

JαJβ = AαDA
β
D = Aα+βD = Jα+β.

�

Proposição 2.41. Seja α ∈ C+. Assuma que T é um operador limitado tal que

T (µ−A)−1 = (µ−A)−1T, (2.40)

para algum µ ∈ ρ(A). Então

TAα ⊂ AαT.

Demonstração. Ver [4], p. 115. �

Os dois últimos resultados dessa seção dizem respeito ao operador adjunto e à multiplicidade dos

expoentes do operador potência fracionária. Por motivos técnicos, omitiremos estas demonstrações.

Proposição 2.42. (i) Se A é densamente definido, então para α ∈ C+

(A∗)α = (Aα)∗.

(ii) Se A é injetivo, então para todo α ∈ C+, Aα também é e

(A−1)α = (Aα)−1.

Demonstração. Ver [4], p. 116. �

Proposição 2.43 (Multiplicabilidade). Se 0 < α < 1, então Aα é não negativo. Além disso, para

todo β ∈ C+

(Aα)β = Aαβ.
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Demonstração. Ver [4], p. 116. �

2.3.2 Teorema da Aplicação Espectral

Nosso objetivo nessa seção é mostrar um Teorema Espectral para a potência fracionária de

operadores. Os resultados a seguir estabelecem fórmulas integrais que definem o operador resolvente

da potência fracionária; estes serão necessários para a demonstração não só desse Teorema, como

também do resultado que garante que, sob certas condições sobre α, se A é setorial então Aα também

o é. Por quesitos técnicos omitiremos as suas demonstrações que podem ser vistas em [4], Cap. 4.

Proposição 2.44. Seja α ∈ C tal que Re α > |α|2. O conjunto

Ωα = C∗\{λαeiθα;λ > 0e− π 6 θ 6 π}

é não vazio e se −µ ∈ Ωα,

(µ+Aα)−1 =
sinαπ

π

∫ ∞
0

λα

λ2α + 2λαµ cosαπ + µ2
(λ+A)−1dλ. (2.41)

Proposição 2.45. Sejam α ∈ C tal que Re α > |α|2 e s ∈ C\R−. sα /∈ σ(Aα) se, e somente se

s /∈ σ(A) e

(Aα − sα)−1 =
1

α
s1−α(A− s)−1 +

sinαπ

π

∫ ∞
0

λα

λ2α − 2λαsα cosαπ + s2α
(λ+A)−1dλ. (2.42)

Proposição 2.46. Sejam α ∈ C tal que Re α > |α|2 e r > 0. Então rαe±iαπ /∈ σ(Aα) e

(Aα − rαe±iπα)−1 = −r1−αe∓iπα(A+ r)−1

+
sinαπ

π

∫ ∞
0

(λ− r)λα−1

(λα − rα)(λα − e±2πiαrα)
A(λ+A)−1(r +A)−1dλ. (2.43)

Lema 2.47. Se Re α > 0, então 0 ∈ σ(A) se, e somente se 0 ∈ σ(Aα).

Lema 2.48. Se um operador linear fechado A tem conjunto resolvente não vazio então An é um

operador linear fechado para todo n ∈ N.

Lema 2.49. Seja A um operador linear fechado com conjunto resolvente não vazio. Se σ(A) 6= ∅,

então

σ(An) = {zn; z ∈ σ(A)}

e se σ(A) = ∅ então σ(An) = ∅.

Estamos prontos para o Teorema.
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Teorema 2.50 (Teorema da Aplicação Espectral, [4], p. 121). Seja α ∈ C+. Se σ(A) é não vazio

então

σ(Aα) = {zα; z ∈ σ(A)}.

Nós consideramos o argumento principal de zα e convencionamos que 0α = 0.

Se σ(A) = ∅ então σ(Aα) = ∅.

Demonstração. Seja α ∈ C+ tal que Re α > |α|2 e considere os seguintes conjuntos:

Ω1 = {sα; s ∈ C\R−} Ω2 = {λαe±iπα;λ > 0} Ω3 = C∗\(Ω1 ∪ Ω2),

Observe que Ω2∩σ(Aα) = ∅ uma vez que pela Proposição 2.46 temos rαe±iπα /∈ σ(Aα) para r > 0.

Observe ainda que Ω3 ∩ σ(Aα) = ∅. De fato, note que

Ω3 = C∗\(Ω1 ∪ Ω2) = C∗ ∩ (Ω1 ∪ Ω2)
c

= C∗ ∩ (Ωc
1 ∩ Ωc

2) = (C∗ ∩ Ωc
1) ∩ (C∗ ∩ Ωc

2)

= (C∗\Ω1) ∩ (C∗\Ω2) ⊂ C∗\Ω1;

Repare agora que (C∗\Ω1) ∩ σ(Aα) = ∅ uma vez que

(C∗\Ω1) ∩ σ(Aα) = ∅ ⇐⇒ [(C∗\Ω1) ∩ σ(Aα)]c = C

⇐⇒ Ω1 ∪ ρ(Aα) = C∗

⇐⇒ σ(Aα)∗ ∩ [Ω1 ∪ ρ(Aα)] = σ(Aα)∗ ∩ C∗

⇐⇒ σ(Aα)∗ ∩ Ω1 = σ(Aα)∗, (2.44)

e a equação (2.44) se verifica pois, dado µ ∈ σ(Aα), pela Proposição 2.45 segue que µ
1
α ∈ σ(A) e como

A é não negativo, µ
1
α ∈ C\R− e, portanto, µ = (µ

1
α )α ∈ Ω1.

Portanto, Ω3 ∩ σ(Aα) = ∅ e, novamente pela equação (2.44),

σ(Aα)∗ ⊂ Ω1. (2.45)

Por outro lado, observe que, se σ(A) 6= ∅, então Ω1 ∩ σ(Aα) = {sα; s 6= 0 e s ∈ σ(A)}.
De fato, seja µ ∈ Ω1 ∩ σ(Aα), então, µ ∈ Ω1 e µ ∈ σ(A), logo, µ = sα para algum s ∈ C\R− e

s ∈ σ(A), logo, µ = sα com s 6= 0 e s ∈ σ(A), o que implica que Ω1 ∩ σ(Aα) ⊂ {sα; s 6= 0 e s ∈ σ(A)}.
Reciprocamente, seja µ ∈ {sα; s 6= 0 e s ∈ σ(A)}, então, µ = sα com s ∈ C\R− e µ ∈ σ(Aα) pois

s ∈ σ(A), o que implica que {sα; s 6= 0 e s ∈ σ(A)} ⊂ Ω1 ∩ σ(Aα). Portanto, Ω1 ∩ σ(Aα) = {sα; s 6=
0 e s ∈ σ(A)}.

E ainda, da Proposição 2.45 segue que Ω1 ∩ σ(Aα) = ∅ caso σ(A) = ∅.
Consequentemente, de (2.45) segue que, para σ(A) 6= ∅, σ(Aα)∗ = {sα; s 6= 0 e s ∈ σ(A)}, e para

σ(A) = ∅, σ(Aα) = ∅.
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Por fim, pelo Lema 2.47, σ(Aα) = {zα; z ∈ σ(A)}, se σ(A) 6= ∅.
Para o caso em que α ∈ N o Lema 2.49 garante o resultado.

Agora, observe na figura 2.1 a representação geométrica do conjunto de números complexos {α ∈
C; Re α > |α|2} ⊂ C+.

Figura 2.1: Representação geométrica do conjunto {α ∈ C; Re α > |α|2}

Então para cada α ∈ C+\N, podemos encontrar um número natural n tal que β = α
n é tal que

Re β > |β|2, como indica a figura 2.2.

Figura 2.2: Representação geométrica de α e β = α
n

E então, nesse caso, pela aditividade da potência fracionária (observe que estamos usando a

aditividade e não a multiplicabilidade), temos,

σ(Aα) = σ
[
(A

α
n )n
]

= {zn; z ∈ σ(A
α
n )} = {zα; z ∈ σ(A)}.

�
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2.3.3 O espetro do Laplaciano Fracionário Unidimensional

Seja Ω ⊂ R um aberto limitado, vamos supor Ω = (0, L), L > 0 para facilitar os cálculos. Nesta

seção iremos mostrar que σ[(−∆2)
α] = {zα; z ∈ σ(−∆2)} onde ∆2 é a parte do operador Laplaciano

distribucional em L2(Ω) tal como foi definido em [4], p. 37. Considere o seguinte problema de autovalor

do Laplaciano com condições de Dirichlet

−∆2u = λu em Ω

u = 0 em ∂Ω.

Os fatos a seguir foram mostrados em [4], p. 37, 38 e 39.

(i) −∆2 é fechado e m-acretivo.

(ii) −∆2 é injetivo e tem domı́nio e imagem densos.

(iii) −∆2 é gerador infinitesimal de um semigrupo análitico e de contrações.

(iv) −∆2 é simétrico, ou seja, 〈−∆2u, v〉 = 〈u,−∆2v〉 para toda u, v ∈ L2(Ω). Isso implica que

todos os seus auto valores são reais.

(v) −∆2 é positivo no sentido de que 〈−∆2u, u〉 > 0 para toda u ∈ L2(Ω).

(vi) −∆2 admite uma extensão auto-adjunta. Isso implica que −∆2 admite uma base ortonormal

de autofunções. Além disso, nessas condições D(−∆2) = H1
0 (Ω) ∩H2(Ω).

Observe que λ ∈ σ(−∆2) se, e somente se existe u ∈ D(−∆2) tal que −∆2u = λu, e ainda,

−∆2u = λu⇐⇒ −u′′(x) = λu(x)⇐⇒ u′′(x) = −λu(x)

⇐⇒ u(x) = K1 cos(
√
λx) +K2 sin(

√
λx).

Pelas condições de Dirichlet, temos u(0) = u(L) = 0, ou seja, u(0) = K1 cos(0) + K2 sin(0) = K2

donde segue que K2 = 0 e u(L) = K2 sin(
√
λL) = 0 donde segue que

√
λL = nπ, n = 1, 2, 3, ..., ou

seja, λ =
(
nπ
L

)2
. Logo o conjunto

{
λn;λn =

(
nπ
L

)2
, n = 1, 2, 3, ...

}
é o espectro do operador −∆2.

Além disso, as funções un associadas a cada autovalor λn são dadas por un(x) = sin
(
nπ
L x
)
.

Agora, pelo Corolário 2.40, como −∆2 é densamente definido, dado α ∈ C+ segue que

(−∆2)
α = Jα,

isto é (−∆2)
α : D[(−∆)α] ⊂ L2(Ω)→ L2(Ω) onde D[(−∆2)

α] = D(Jα).

Mostraremos, agora, alguns fatos sobre o operador (−∆2)
α.

Proposição 2.51. (−∆2)
α, α ∈ C+ é autoadjunto.

Demonstração. Como −∆2 é densamente definido e autoadjunto, segue da Proposição 2.42 que

[(−∆2)
α]∗ = [(−∆2)

∗]α = (−∆2)
α,
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logo, (−∆2)
α é autoadjunto. �

Proposição 2.52. [(−∆2)
α]−1 é limitado.

Demonstração. Como 0 /∈ σ(−∆2), então, pelo Lema 2.47, 0 /∈ σ[(−∆2)
α]. Logo, 0 ∈ ρ[(−∆2)

α]

donde segue que [(−∆2)
α]−1 é limitado. �

Proposição 2.53. σ[(−∆2)
α] = σp[(−∆2)

α] ⊂ R.

Demonstração. Para Ω ⊂ Rn limitado a imersão de H1
0 (Ω) em L2(Ω) é compacta (Ver [13], p. 10).

Agora, observe que D(−∆2) = H1
0 (Ω) ∩H2(Ω), o que garante que D(−∆2) é um espaço de Banach.

Seja n ∈ N tal que n > Re α. Sabemos que (−∆2)
α = Jα, assim, D[(−∆2)

α] = D(Jα) = {φ ∈
L2(Ω);∃(φm) ⊂ D(Jα) tal que φm → φ,m → ∞ e (Jαφm) converge}. Mas, se n > Re α então

D(Jα) = D[(−∆2)
n] ⊂ D(−∆2) = H1

0 (Ω) ∩ H2(Ω) e como D(−∆2) é espaço de Banach segue que

D(Jα) ⊂ D(−∆2) ⊂ H1
0 (Ω), logo, como a imersão de H1

0 (Ω) em L2(Ω) é compacta segue que a imersão

de D(−∆2) em L2(Ω) é compacta.

Pelo Teorema A.20 segue que σ[(−∆2)
α] = σp[(−∆2)

α] ⊂ R. �

Teorema 2.54. Se ξ é um autovalor de −∆2 associado a autofunção ϕ, então ξα é um autovalor de

(−∆2)
α associado a altofunção ϕ.

Demonstração. Seja n ∈ N tal que n > Re α. Observe que, como ϕ é autofunção de (−∆2) associada

ao autovalor ξ, então, segue que (−∆2)ϕ = ξϕ, logo, (−∆2)
nϕ = ξnϕ, portanto, ϕ ∈ D[(−∆2)

n] =

D(Jα) e ainda (−∆)α = Jα em D(Jα).

Note agora que [λ + (−∆2)]ϕ = λϕ + (−∆2)ϕ = λϕ + ξϕ = (λ + ξ)ϕ. Assim, [λ + (−∆2)]
−n =

(λ+ ξ)−nϕ. Assim,

(−∆2)
αϕ = Jαϕ =

Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

∫ ∞
0

λα−1(−∆2)
n(λ+ ξ)−nϕdλ

=
Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

∫ ∞
0

λα−1ξn(λ+ ξ)−nϕdλ

=
Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

∫ ∞
0

λα−1ξn(λ+ ξ)−nϕdλ

=
Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

∫ 1

0

(
ξµ

1− µ

)α−1
ξn
(

ξµ

1− µ
+ ξ

)−n
ξ

(
1

1− µ

)2

ϕdµ

=
Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

∫ 1

0
µα−1ξα−1ξn

(
1

1− µ

)α−1
ξ−n

(
1

1− µ

)−n
ξ

(
1

1− µ

)2

ϕdµ

=
Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

∫ 1

0
µα−1

(
1

1− µ

)α−n+1

ξαϕdµ

=
Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

∫ 1

0
µα−1 (1− µ)n−α−1 ξαϕdµ

=
Γ(n)

Γ(α)Γ(n− α)

Γ(α)Γ(n− α)

Γ(n)
ξαϕ = ξαϕ.
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onde fizemos a mudança de variáveis λ = ξµ
1−µ , observamos que se λ→ 0, µ→ 0 e se λ→∞, µ→ 1 e

ainda dλ = ξ
(1−µ)2dµ e utilizamos o Lema 2.36.

Portanto, ξα é autovalor de (−∆2)
α associado a autofunção ϕ. �

De maneira análoga mostramos que se ξ é autovalor do operador (−∆2)
α então existe um autovalor

µ do operador (−∆2) tal que µα = ξ. Acabamos de verificar, portanto, que o Teorema Espectral de

fato vale para a parte do operador Laplaciano distribucional em L2(Ω), com condições de Dirichlet e

com Ω limitado.

2.3.4 Setorialidade

Teorema 2.55 ([4], p. 123). Se A é um operador ω−setorial, ω ∈ [0, π], e α > 0 é tal que αω 6 π,

então Aα é αω−setorial.

Demonstração. Suponhamos α > 0 e observe que

z
1
α = eln(z

1
α ) = e

1
α
ln(z) = e

1
α
(ln(|z|)+i arg z)

= eln(|z|
1
α )ei

arg z
α = |z|

1
α ei

arg z
α ,

logo, |z
1
α | = |z|

1
α e arg z

1
α = 1

α arg z.

Afirmação 1: σ(Aα) ⊂ Sαω.
De fato, seja z ∈ σ(Aα), então, pelo Teorema da Aplicação Espectral, z

1
α ∈ σ(A) ⊂ Sω, ou seja,

0 6 | arg z
1
α | 6 ω, logo, 0 6 1

α | arg z| 6 ω, donde 0 6 | arg z| 6 αω. Portanto, z ∈ Sαω.

Afirmação 2: M(θ) = sup
λ>0

{
‖λ(λeiθ −Aα)−1‖

}
<∞ para todo αω 6 |θ| 6 π, 0 < α < 1.

Considere M = sup
λ>0

{
‖λ(λeiθ −A)−1‖

}
para todo ω 6 |θ| 6 π, que existe pelo fato de A ser

ω−setorial. Como 0 < α < 1, então, Re α > |α|2 o que garante a validade das fórmulas integrais

(2.41), (2.42) e (2.43). Dividiremos a prova dessa afirmação em três casos.

Caso 2.1: απ 6 |θ| 6 π.

Nesse caso, se z = λeiθ então z ∈ Ωα, logo, pela fórmula integral da proposição 2.44 temos,

‖λ(λeiθ −Aα)−1‖ =

∥∥∥∥sinαπ

π

∫ ∞
0

λtα

t2α + 2tαλeiθ cosαπ + λ2e2iθ
(t+A)−1dt

∥∥∥∥
6

sinαπ

π

∫ ∞
0

∥∥∥∥ λtα

t2α + 2tαλeiθ cosαπ + λ2e2iθ
(t+A)−1

∥∥∥∥ dt.
Fazendo a mudança de variáveis t = λ

1
α r temos dt = λ

1
αdr, e como esta mudança não altera o
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domı́nio de integração segue que,

‖λ(λeiθ −Aα)−1‖ 6 sinαπ

π

∫ ∞
0

∥∥∥∥ λtα

t2α + 2tαλeiθ cosαπ + λ2e2iθ
(t+A)−1

∥∥∥∥ dt
=

sinαπ

π

∫ ∞
0

∥∥∥∥∥ λ(λ
1
α r)α

(λ
1
α r)2α + 2(λ

1
α r)αλeiθ cosαπ + λ2e2iθ

(λ
1
α r +A)−1

∥∥∥∥∥λ 1
αdr

=
sinαπ

π

∫ ∞
0

∥∥∥∥ λ2rα−1

λ2r2α + 2λ2rαeiθ cosαπ + λ2e2iθ
λ

1
α r(λ

1
α r +A)−1

∥∥∥∥ dr
6

sinαπ

π

∫ ∞
0

rα−1

|r2α + 2rαeiθ cosαπ + e2iθ|

∥∥∥λ 1
α r(λ

1
α r +A)−1

∥∥∥ dr
6M

sinαπ

π

∫ ∞
0

rα−1

|r2α + 2rαeiθ cosαπ + e2iθ|
dr

= M
sinαπ

απ

∫ ∞
0

αrα−1

(eiθ sinαπ)2 + (rα + eiθ cosαπ)2
dr

=
M

απeiθ
arctan

(
rα + eiθ cosαπ

eiθ sinαπ

) ∣∣∣∞
0

=
M

απeiθ

[π
2
− arctan(cotαπ)

]
6∞.

Caso 2.2: |θ| = απ.

Nesse caso, θ = ±απ, assim, tomando r = λ
1
α segue que z = rαe±απ e então pela fórmula integral

da proposição 2.46 temos

‖λ(λe±απ −Aα)−1‖ 6
∥∥∥e±iπαλ 1

α (A+ λ
1
α )−1

∥∥∥
+

∥∥∥∥∥sinαπ

π

∫ ∞
0

λ(t− λ
1
α )tα−1

(tα − λ)α)(tα − e±2πiαλ)
A(t+A)−1(λ

1
α +A)−1dt

∥∥∥∥∥ .
Fazendo a mudança de variáveis t = λ

1
α s temos dt = λ

1
αds, e como esta mudança não altera o

domı́nio de integração segue que,

‖λ(λe±απ −Aα)−1‖ 6M +

∥∥∥∥sinαπ

π

∫ ∞
0

(s− 1)sα−1

(sα − 1)(sα − e±2πiα)
A(λ

1
α s+A)−1λ

1
α (λ

1
α +A)−1ds

∥∥∥∥
6M + (M + 1)M

sinαπ

π

∫ ∞
0

∣∣∣∣ (s− 1)sα−1

(sα − 1)(sα − e±2πiα)

∣∣∣∣ ds <∞.
Caso 2.3: αω 6 |θ| < απ.
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Nesse caso, z ∈ ρ(Aα), então z = λeiθ = sα para algum s ∈ C \R− ∩ ρ(A), logo, para λ > 0 temos,

‖λ(λe±απ −Aα)−1‖ 6
∥∥∥∥λ 1

α
(λ

1
α e

iθ
α )1−α(A− λ

1
α e

iθ
α )−1

∥∥∥∥
+

∥∥∥∥sinαπ

π

∫ ∞
0

λtα

t2α − 2tαλeiθ cosαπ + λ2e2iθ
(t+A)−1dt

∥∥∥∥
6
M

α
+

∥∥∥∥sinαπ

π

∫ ∞
0

λtα

t2α − 2tαλeiθ cosαπ + λ2e2iθ
(t+A)−1dt

∥∥∥∥ .
Fazendo a mudança de variáveis t = λ

1
α r temos dt = λ

1
αdr, e como esta mudança não altera o

domı́nio de integração segue que,

‖λ(λeiθ −Aα)−1‖ 6 M

α
+

∥∥∥∥sinαπ

π

∫ ∞
0

λ2rα

λ2r2α − 2λ2rαeiθ cosαπ + λ2e2iθ
(λ

1
α r +A)−1λ

1
αdr

∥∥∥∥
6
M

α
+

sinαπ

π

∫ ∞
0

rα−1

|r2α − 2rαeiθ cosαπ + e2iθ|

∥∥∥λ 1
α r(λ

1
α r +A)−1

∥∥∥ dr
6
M

α
+M

sinαπ

π

∫ ∞
0

rα−1

|r2α − 2rαeiθ cosαπ + e2iθ|
dr

=
M

α
+

M

απeiθ

[π
2
− arctan(cotαπ)

]
6∞.

Afirmação 3: sup
{
‖z(z −Aα)−1‖, z /∈ Sαω

}
<∞ para todo α > 1.

De fato, seja n ∈ N tal que n > α. Considere zk, k = 1, 2, ..., n, as ráızes n−ésimas de z. Assim,

pela fórmula do produto para polinômios aplicada ao operador A
α
n temos

‖z(z −Aα)−1‖ = ‖z(z − (A
α
n )n)−1‖ 6

n∏
k=1

‖zk(zk −A
α
n )−1‖

e uma vez que zk /∈ Sαω
n

os cálculos feitos na afirmação 2 garantem a limitação necessária para

concluirmos que Aα é αω−setorial. �

Se A é ω−setorial, densamente definido e αω < π
2 então −Aα é gerador infinitesimal de um anaĺıtico

cuja aplitude é igual a π
2 − αω. A seguir veremos a representação desses semigrupos para o caso em

que 0 < α < 1
2 . Denotaremos por D∞(A) =

∞⋂
n=1

D(An) e R∞(A) =
∞⋂
n=1

R(An).

Seja α ∈
(
0, 12
)

e para cada t > 0 considere a seguinte função Gα,t(z) = e−tz
α

a qual aparece

previamente no Exemplo 2.18. Por este exemplo e pelo cálculo funcional o operador Gα,t(A), o qual

denotaremos por Sα(t) está bem definido, ou seja, é convergente em L(X) e é dado por

Sα(t) =
1

π

∫ ∞
0

e−tλ
α cosαπ sin(tλα sinαπ)(A+ λ)−1dλ. (2.46)

Nosso próximo passo consiste em mostrar que a famı́lia de operadores {Sα(t); t > 0} é um

C0−semigrupo que pode ser estendido para um semigrupo anaĺıtico de amplitude π
2 − αω e que −Aα

é o seu gerador infinitesimal.
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Proposição 2.56 ([4], p. 129 e 130). Para cada α ∈
(
0, π2

)
existe uma constante Mα > 0 tal que

‖Sα(t)‖ 6Mα para todo t > 0.

Demonstração. Se M é a constante de não negatividade de A, temos,

‖Sα(t)‖ =

∥∥∥∥ 1

π

∫ ∞
0

e−tλ
α cosαπ sin(tλα sinαπ)(A+ λ)−1dλ

∥∥∥∥
6
M

π

∫ ∞
0

e−tλ
α cosαπ| sin(tλα sinαπ)|λ−1dλ.

Fazendo a mudança de variáveis tλα cosαπ = u teremos αtλα−1 cosαπdλ = du e como esta

mudança não altera o domı́nio de integração temos,

‖Sα(t)‖ 6 M

απ

∫ ∞
0

e−tλ
α cosαπ| sin(tλα sinαπ)|λ−1dλ

=
M

π

∫ ∞
0

e−u| sin(u tanαπ)|u−1du

6M
tanαπ

απ

∫ ∞
0

e−udu = M
tanαπ

απ
= Mα.

�

Proposição 2.57 ([4], p. 129 e 130). Para cada α ∈
(
0, π2

)
e t > 0, R[Sα(t)] ⊂ D∞(A).

Demonstração. Seja µ ∈ ρ(A), então (µ−A)−1 é limitado, então,

Sα(t)(µ−A)−1φ = (µ−A)−1Sα(t)

pois os resolventes comutam. Então, pela Proposição 2.41 segue que Sα(t)Aβ ⊂ AβSα(t) para todo

β ∈ C+, logo, R[Sα(t)] ⊂ D(Aβ) para todo β ∈ C+, e em particular para β ∈ N. Logo, R[Sα(t)] ⊂
∞⋂
n=1

D(An) = D∞(A). �

Proposição 2.58 ([4], p. 129 e 130). Para cada α ∈
(
0, π2

)
, Sα(t1)Sα(t2) = Sα(t1+t2), para t1, t2 > 0.

Demonstração. Sejam t1, t2 > 0 e observe que

Gα,t1(z)Gα,t2(z) = e−t1z
α
e−t2z

α
= e−(t1+t2)z

α
= Gα,t1+t2(z),

logo pela Fórmula do Produto (Teorema 2.24) segue que

Gα,t1(z)Gα,t2(A) = Gα,t1+t2(A),

ou seja, Sα(t1)Sα(t2) = Sα(t1 + t2). �

Proposição 2.59 ([4], p. 129 e 130). Para cada α ∈
(
0, π2

)
, lim
t→0

Sα(t)φ = φ, para todo φ ∈ D(A).

Consequentemente D∞(A) = D(A).
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Demonstração. Note que Gα,t(1) = e−t, logo, podemos escrever

e−t =
1

π

∫ ∞
0

e−tλ
α cosαπ sin(tλα sinαπ)(1 + λ)−1dλ.

Seja φ ∈ D(A). Assim,

‖Sα(t)φ− e−tφ‖ =

∥∥∥∥ 1

π

∫ ∞
0

e−tλ
α cosαπ sin(tλα sinαπ)

[
(A+ λ)−1φ− (1 + λ)−1φ

]
dλ

∥∥∥∥
6

1

π

∫ ∞
0

e−tλ
α cosαπ| sin(tλα sinαπ)|

∥∥(A+ λ)−1φ− (1 + λ)−1φ
∥∥ dλ.

Agora seja H(λ) = λ(A+ λ)−1φ− λ(1 + λ)−1φ. Sabemos, pela Proposição 1.5 que lim
λ→∞

H(λ) = 0,

logo, para todo ε > 0 existe N > 0 tal que se ξ > N então ‖H(ξ)‖ < ε.

Seja ε > 0, assim,

‖Sα(t)φ− e−tφ‖ 6 1

π

∫ ∞
0

e−tλ
α cosαπ| sin(tλα sinαπ)|

∥∥(A+ λ)−1φ− (1 + λ)−1φ
∥∥ dλ

=
1

π

∫ N

0
e−tλ

α cosαπ| sin(tλα sinαπ)|λ−1
∥∥(A+ λ)−1φ− (1 + λ)−1φ

∥∥ dλ
+

1

π

∫ ∞
N

e−tλ
α cosαπ| sin(tλα sinαπ)|λ−1

∥∥(A+ λ)−1φ− (1 + λ)−1φ
∥∥ dλ

6
M + 1

π
‖φ‖

∫ N

0
e−tλ

α cosαπ| sin(tλα sinαπ)|λ−1dλ

+ sup
ξ>N
‖H(ξ)‖ 1

π

∫ ∞
N

e−tλ
α cosαπ| sin(tλα sinαπ)|λ−1dλ

6
M + 1

απ
‖φ‖

∫ tNα cosαπ

0
e−u| sin(u tanαπ)|u−1du

+
ε

απ

∫ ∞
tNα cosαπ

e−u| sin(u tanαπ)|u−1du

6 (M + 1)
tanαπ

απ
‖φ‖

∫ tNα cosαπ

0
e−udu+ ε

tanαπ

απ

∫ ∞
tNα cosαπ

e−udu

6 (M + 1)
tanαπ

απ
‖φ‖

(
1− e−tNα cosαπ

)
+ ε

tanαπ

απ
e−tN

α cosαπ,

onde usamos mais uma vez a mudança de variáveis tλα cosαπ = u.

Portanto,

‖Sα(t)φ− e−tφ‖ 6 (M + 1)
tanαπ

απ
‖φ‖

(
1− e−tNα cosαπ

)
,

logo, fazendo t→ 0 segue que Sα(t)φ→ φ.

Mostremos agora que D∞(A) = D(A). De fato, seja φ ∈ D(A) então, pelo que fizemos acima,

φ = lim
t→0

Sα(t)φ, ou seja, φ é o limite de elementos que, pela Proposição 2.57, estão em D∞(A), logo,

φ ∈ D∞(A). Reciprocamente, se φ ∈ D∞(A) então φ ∈ D(A), donde segue a igualdade. �
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Proposição 2.60 ([4], p. 129 e 130). Para cada α ∈
(
0, π2

)
, Sα(t)Aβφ = AβSα(t)φ, para todo β ∈ C+

e φ ∈ D(Aβ).

Demonstração. A Proposição 2.41 e a Proposição 2.57 garantem que Sα(t)Aβφ ⊂ AβSα(t)φ, para

todo β ∈ C+. Em particular, se φ ∈ D(Aβ) a igualdade se verifica por D[AβSα(t)]∩D(Aβ) ⊂ D(Aβ) =

[Sα(t)Aβ]. �

Combinado todas as proposições acima, temos o Teorema a seguir. Em sua demonstração

utilizaremos a seguinte identidade, obtida através do cálculo da Transformada de Laplace da função

seno: ∫ ∞
0

e−at sin(bt)dt =
b

a2 + b2
, a > 0, b ∈ R. (2.47)

Teorema 2.61 ([4], p. 129 e 130). Se D(A) é denso, para cada α ∈
(
0, π2

)
a famı́lia {Sα(t); t > 0},

com Sα(0) = I, é um C0−semigrupo equilimitado que pode ser estendido a um semigrupo anaĺıtico de

amplitude π
2 − αω. O gerador infinitesimal deste semigrupo é −Aα.

Demonstração. Seja µ > 0. Aplicando a transformada de Laplace da função Sα(t) e o Teorema de

Tonelli temos

L(Sα(t)) =

∫ ∞
0

e−µtSα(t)dt

=

∫ ∞
0

e−µt
[

1

π

∫ ∞
0

e−tλ
α cosαπ sin(tλα sinαπ)(A+ λ)−1dλ

]
dt

=
1

π

∫ ∞
0

[∫ ∞
0

e−(µ+λ
α cosαπ)t sin(tλα sinαπ)dt

]
(A+ λ)−1dλ

=
sinαπ

π

∫ ∞
0

λα

(µ+ λα cosαπ)2 + λ2α sin2 απ
(A+ λ)−1dλ

=
sinαπ

π

∫ ∞
0

λα

µ2 + 2µλα cosαπ + λ2α
(A+ λ)−1dλ = (µ+Aα)−1

Se A é densamente definido, então Aα também é densamente definido e então, pelo Teorema de

Hille-Yosida (Teorema A.34) segue que −Aα é gerador infinitesimal do C0−semigrupo equilimitado

{Sα(t)}t>0.
O fato de que este semigrupo pode ser estendido a um semigrupo anaĺıtico de amplitude π

2 − αω
é uma consequência direta do Teorema A.37. �



Caṕıtulo

3

Domı́nios das Potências Fracionárias de

Operadores Definidos Matricialmente

Nosso objetivo nesse caṕıtulo é apresentar de maneira breve alguns resultados acerca do domı́nio

da potência fracionária de um operador definido matricialmente. A ideia consiste em comparar a

vantagem de se utilizar os resultados de Baiocchi ([24]) para tais caracterizações e como isso é feito

para o operador em questão. Esse problema foi abordado no artigo [22], dos professores Irena Lasiecka e

Roberto Triggiani, e é deste trabalho que retiramos todos os resultados e as respectivas demonstrações

deste caṕıtulo, completando apenas as contas.

Começamos apresentando os operadores com os quais trabalharemos.

3.1 Operadores Elásticos Amortecidos

Seja H espaço de Hilbert.

Considere os operadores A : D(A) ⊂ H → H e B : D(B) ⊂ H → H sujeitos às seguintes condições:

C1 : A (operador elástico) e B (operador dissipação) são operadores densamente definidos,

estritamente positivos e autoadjuntos.

C2 : Existe uma constante 0 < α 6 1 e duas constantes 0 < ρ1 < ρ2 <∞ tais que

ρ1Aα 6 B 6 ρ2Aα, em D(A
α
2 ),

o que significa explicitamente que

ρ1(Aαx, x)H 6 (Bx, x)H 6 ρ2(Aαx, x)H ∀x ∈ D(A
α
2 ) ⊂ D(B

1
2 ), (3.1)

81
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ou ainda, como A,B são autoadjuntos, para x ∈ D(A
α
2 ) temos

ρ1(Aαx, x)H = ρ1(A
α
2
+α

2 x, x)H = ρ1(A
α
2A

α
2 x, x)H

= ρ1(A
α
2 x,A

α
2 x)H = ρ1‖A

α
2 x‖2H 6 (B, x)H

= (B
1
2
+ 1

2x, x)H = (B
1
2B

1
2x, x)H = (B

1
2x,B

1
2x)H

= ‖B
1
2x‖2H 6 ρ2(Aαx, x)H = ρ2(A

α
2
+α

2 x, x)H

= ρ2(A
α
2A

α
2 x, x)H = ρ2(A

α
2 x,A

α
2 x)H = ρ2‖A

α
2 x‖2H .

Logo,
√
ρ1‖A

α
2 x‖H 6 ‖B

1
2x‖H 6

√
ρ2‖A

α
2 x‖H , x ∈ D(A

α
2 ),

ou, com y = A
α
2 x ∈ H para x ∈ D(A

α
2 ) temos x = A−

α
2 y, logo,

ρ1‖y‖2H 6 (A−
α
2 B

1
2A−

α
2 y, y)H 6 ρ2‖y‖2H , y ∈ H. (3.2)

Observe ainda que
(
A−

α
2 BA−

α
2

)∗
= A−

α
2 BA−

α
2 então, por 3.2 seque que o operador A−

α
2 BA−

α
2

é autoadjunto, limitado e tem inverso limitado em H.

É interessante observar que, em espaços de Hilbert, operador positivo significa positivo definido,

ou seja, T : D(T ) ⊂ H → H é positivo definido se existe um número positivo a > 0 tal que (Tx, x)H >

a(x, x)H para todo x ∈ H. No entanto, o termo positivo no nosso contexto pode ser interpretado como

na definição 1.2. Para maiores detalhes a respeito dessa afirmação veja [27], p. 91.

A proposição a seguir contém uma situação onde a condição C2 é verificada.

Proposição 3.1. Se D(B
1
2 ) = D(A

α
2 ), então, (3.1) é satisfeita.

Demonstração. Dividiremos a demonstração em três afirmações.

Afirmação 1: Os operadores B
1
2A−

α
2 e A

α
2 B−

1
2 são limitados.

Observe que uma vez que 0 ∈ ρ(A) e 0 ∈ ρ(B) temos,

A
α
2 : D(A

α
2 ) ⊂ H → H

A−
α
2 : D(A−

α
2 ) = R(A

α
2 ) = H → D(A

α
2 ) ⊂ H

B
1
2 : D(B

1
2 ) ⊂ H → H

B−
1
2 : D(B−

1
2 ) = R(B

1
2 ) = H → D(B

1
2 ) ⊂ H,

assim como

D(B
1
2A−

α
2 ) = {x ∈ H;x ∈ D(A−

α
2 ) = H,A−

α
2 x ∈ D(B

1
2 ) = D(A

α
2 )} = H

segue que B
1
2A−

α
2 : H → H. Além disso, B

1
2A−

α
2 é fechado uma vez que é uma composição de

operadores fechados. Logo, pelo Teorema do Gráfico Fechado segue que B
1
2A−

α
2 é limitado.
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Por um racioćınio completamente análogo, A
α
2 B−

1
2 é também limitado.

Afirmação 2: Existe uma constante ρ1 tal que ρ1(Aαx, x)H 6 (Bx, x)H para todo x ∈ D(A
α
2 ) =

D(B
1
2 ).

Seja x ∈ D(A
α
2 ) = D(B

1
2 ), então existe um único y ∈ H tal que B−

1
2 y = x. Como A

α
2 B−

1
2 é

limitado, existe K1 > 0 tal que

‖A
α
2 B−

1
2 y‖2 6 K1‖y‖2,

ou seja, (
A

α
2 B−

1
2 y,A

α
2 B−

1
2 y
)
H
≤ K1(y, y)H ,

ou ainda, (
A

α
2 x,A

α
2 x
)
H
≤ K1(B

1
2x,B

1
2x)H ,

donde o fato de A e B serem autoadjuntos garante que

ρ1(Aαx, x)H 6 (Bx, x)H

para todo x ∈ D(A
α
2 ) = D(B

1
2 ) com ρ1 =

1

K1
.

Afirmação 3: Existe ρ2 > 0 tal que (Bx, x)H 6 ρ2(Aαx, x)H para todo x ∈ D(A
α
2 ) = D(B

1
2 ).

Seja x ∈ D(A
α
2 ) = D(B

1
2 ), então existe um único y ∈ H tal que A−

α
2 y = x. Como B

1
2A−

α
2 é

limitado, existe K2 > 0 tal que

‖B
1
2A

α
2 y‖2 6 K2‖y‖2,

ou seja, (
B

1
2A−

α
2 y,B

1
2A−

α
2 y
)
H
≤ K2(y, y)H ,

ou ainda, (
B

1
2x,B

1
2x
)
H
≤ K2(A

α
2 x,A

α
2 x)H ,

donde o fato de A e B serem autoadjuntos garante que

(Bx, x)H 6 ρ2(Aαx, x)H

para todo x ∈ D(A
α
2 ) = D(B

1
2 ) com ρ2 = K2. �

O objeto de nosso interesse e estudo é a equação de segunda ordem abstrata

ẍ+ Bẋ+Ax = 0 em H. (3.3)

Sobre o espaço de energia E definido por E = D(A
1
2 )×H podemos reescrever (3.3) como a equação
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de primeira ordem

d

dt

[
x

ẋ

]
= AB

[
x

ẋ

]
(3.4)

onde AB =

[
0 I

−A −B

]
com domı́nio D(AB) contendo D(A)×D(B) onde o produto interno em E

é dado por ([
x1

x2

]
,

[
y1

y2

])
E

=
(
A

1
2x1,A

1
2 y1

)
H

+ (x2, y2)H .

Como A e B são densamente definidos segue que AB é densamente definido e portanto, fechável

(ver [26], p. 15). No entanto, AB não precisa ser fechado, como é o caso em que B = A, para detalhes

veja [5], p. 436.

Além disso, −AB é acretivo. De fato, para φ =

[
u

v

]
∈ D(AB), temos

(φ,−ABφ)E =

([
u

v

]
,−AB

[
u

v

])
E

=

([
u

v

]
,

[
−v

Au+ Bv

])
E

= −
(
A

α
2 u,A

α
2 v
)
H

+ (v,Au+ Bv)H

= −
(
A

α
2 u,A

α
2 v
)
H

+ (v,Au)H + (v,Bv)H

= − (Au, v)H + (Au, v)H +
(
B

1
2 v,B

1
2 v
)
H
.

Logo,

Re (φ,−ABφ)E =
(
B

1
2 v,B

1
2 v
)
H

= ‖B
1
2 v‖2 > 0, φ ∈ D(AB).

Observe que vale a identidade

Ax1 + Bx2 = A
α
2

[
A1−α

2 x1 +A−
α
2 Bx2

]
= A

α
2

[
A1−α

2 x1 +
(
A−

α
2 BA−

α
2

)(
A

α
2 x2

)]
Agora, tomando AB com domı́nio

D(AB) =

{[
x1

x2

]
∈ E;x1 ∈ D(A1−α

2 ), x2 ∈ D(A
1
2 ) ⊂ D(A

α
2 ),Ax1 + Bx2 ∈ H

}
(3.5)
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segue que ABx com

[
x1

x2

]
∈ D(AB) é dado por

AB

[
x1

x2

]
=

 x2

−A
α
2

[
A1−α

2 x1 +A−
α
2 Bx2

] 
É imediato que AB é densamente definido. A proposição a seguir garante que AB, nessas condições,

é fechado.

Proposição 3.2. Sob as condições C1 e C2 anunciadas no ińıcio da seção, o operador AB : D(AB) ⊂

E → E, com D(AB) definido em 3.5, é fechado.

Demonstração. Seja ξn =

[
xn

yn

]
∈ D(AB) tal que

(i) ξn → ξ =

[
x

y

]
∈ E

(ii) ABξn → v =

[
v1

v2

]
.

Temos que mostrar ξ ∈ D(AB) e ABξ = v.

Como ξn =

[
xn

yn

]
∈ D(AB), por definição, yn ∈ D(A

1
2 ) ⊂ D(A

α
2 ) ⊂ D(B

1
2 ) por (3.1). Assim,

B
1
2 yn está bem definido e, por aditividade e pelo fato de que A−

α
2 é limitado segue a boa definição

de A−
α
2 B

1
2B

1
2 yn = A−

α
2 Byn ∈ D(A

α
2 ). Em adição, ainda por definição, xn ∈ D(A1−α

2 ) e A1−α
2 xn +

A−
α
2 Byn ∈ D(A

α
2 ).

Note que, por (i) segue que xn → x em D(A
1
2 ) e yn → y em H.

Agora, por (ii) temos

ABξn = AB

[
xn

yn

]
=

 yn

−A
α
2

[
A1−α

2 xn +A−
α
2 Byn

] → v =

[
v1

v2

]
em E,

logo yn → v1 em D(A
1
2 ) donde conclúımos que y = v1 ∈ D(A

1
2 ). É importante observar, nessa

altura, que yn → v1 em D(A
1
2 ) o que significa que ‖yn − v1‖

D(A
1
2 )
→ 0 quando n → ∞, ou ainda,

‖yn − v1‖H + ‖A
1
2 yn −A

1
2 v1‖H → 0 quando n→∞. Logo, A

1
2 yn → A

1
2 v1 em H.

Além disso, −A
α
2

[
A1−α

2 xn +A−
α
2 Byn

]
→ v2 em H. Logo, como A−

α
2 é limitado, segue que

[
A1−α

2 xn +A−
α
2 Byn

]
→ −A−

α
2 v2 em H. (3.6)
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Observe agora que

A−
α
2 Byn =

(
A−

α
2 BA−

α
2

)
A

α
2 yn =

(
A−

α
2 BA−

α
2

)(
A

α
2A−

1
2

)
A

1
2 yn

=
(
A−

α
2 BA−

α
2

)
A

α−1
2 A

1
2 yn;

Assim, por (3.2) e pelo fato de que α−1
2 6 0 (pois α ∈ [0, 1]), segue que os operadores A−

α
2 BA−

α
2 e

A
α−1
2 são limitados, logo,

A−
α
2 Byn → A−

α
2 Bv1. (3.7)

Note ainda que, por 3.6 e 3.7 temos

A1−α
2 xn → −A−

α
2 v2 −A−

α
2 Bv1,

assim como A1−α
2 é fechado segue que x ∈ D(A1−α

2 ) e A1−α
2 x = −A−

α
2 v2−A−

α
2 Bv1, ou ainda, como

y = v1, temos

−A
α
2

[
A1−α

2 x+A−
α
2 By

]
= v2.

Portanto, ξ ∈ D(AB) e ABξ = v, como queŕıamos. �

Um importante resultado sobre os operadores AB é dado a seguir.

Teorema 3.3. (i) Assuma que as condições C1 e C2 são satisfeitas. Então o operador −AB

é m−acretivo e, portanto, pelo Teorema de Lummer-Phillips AB é gerador infinitesimal de um

C0−semigrupo de contrações eABt sobre E = D(A
1
2 )×H.

(ii) Se o parâmetro α na condição C2 satisfaz 1
2 6 α 6 1, então o C0−semigrupo eABt do ı́tem (i)

é, além disso, anaĺıtico em E.

(iii) Para todo 0 < α 6 1 o C0−semigrupo eABt é uniformemente estável em E, isto é, existem

constantes M > 1 e a > 0 (de fato, −a = sup Re σ(AB)) tais que

‖eABt‖L(E) 6Me−at, t > 0.

Demonstração. Veja a série de artigos [6]-[9]. �

Observação 3.4. Observe que o ı́tem (iii) do Teorema 3.3 garante que 0 ∈ ρ(AB) pois se −a =

sup Re σ(AB) então 0 /∈ σ(AB).

A condição C2 expressa tecnicamente a noção de que B é comparável com Aα. Um caso canônico
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de tal comparação é obtido quando B = ρAα, assim,

AB = Aρα =

[
0 I

−A −ρAα

]

com

D(Aρα) =

{[
x1

x2

]
∈ E;x1 ∈ D(A1−α);x2 ∈ D(A

1
2 );Aα[A1−αx1 + ρx2] ∈ H

}
. (3.8)

O operador Aρα, cujo domı́nio contém D(A)×D(Aα) é densamente definido e fechado.

Além disso, de acordo com o Teorema 3.3, Aρα gera um C0−semigrupo de contrações eAραt em E,

que é anaĺıtico quando 1
2 6 α 6 1.

Nosso objetivo é caracterizar os domı́nios D
(

(−Aρα)θ
)

das potências fracionárias com 0 6 θ 6 1,
1
2 6 α 6 1, ρ > 0.

Em 1990, no artigo [8], o professor Roberto Triggiani em coautoria do professor Shuping Chen,

fizeram uso da definição de potência fracionária via operador de Balakrishnan, tal como estudamos

no decorrer deste trabalho, para caracterizar tais domı́nios. No entanto, tal abordagem tem uma

desvantagem computacional (em especial no caso de operadores definidos matricialmente), pois faz

uso do operador resolvente.

Então, recentemente, em 2014 os professores Irena Lasiecka e Roberto Triggiani reprovaram os

resultados em [8] apresentando uma abordagem mais elegante e mais “barata” do ponto de vista

computacional. Esta abordagem é baseada na teoria de interpolação de subespaços introduzida em

1966 pelo matemático C. Baiocchi que, embora tenhamos apresentado brevemente, pode ser encontrada

com mais detalhes em [24].

Antes de enunciarmos e mostrarmos o resultado formalmente, observe que se restringirmos o

parâmetro α ao caso em que 1
2 6 α 6 1, teremos −1 6 −α 6 −1

2 e dáı 0 6 1 − α 6 1
2 . Então,

o domı́nio do operador Aρα dado em (3.8) pode ser reescrito como

D(Aρα) =

{[
x1

x2

]
∈ E;x1 ∈ D(A

1
2
+1−α);x2 ∈ D(A

1
2 );A1−αx1 + ρx2 ∈ D(Aα)

}
(3.9)

uma vez que agora x1 ∈ D(A
1
2 ) ⊂ D(A1−α), x2 ∈ D(A

1
2 ) e o fato de que A1−αx1 + ρx2 ∈ D(Aα) ⊂

D(A
1
2 ) implica que A1−αx1 ∈ D(A

1
2 ).

A seguir enunciamos o resultado que caracteriza o domı́nio das potências fracionárias do operador

Aρα. A demonstração é baseada no artigo [22] e será feita na próxima seção.

Teorema 3.5. Sejam ρ > 0 e 1
2 6 α 6 1.

(i) Se 1
2 6 θ 6 1, então

D
(

(−Aρα)θ
)

= D
(
A

1
2
+θ(1−α)

)
×D

(
Aαθ

)
.
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(ii) Se 0 6 θ 6 1
2 , então,

D
(

(−Aρα)θ
)

=


 x1

x2

∈E;x1∈D
(
A

1
2
+θ(1−α)

)
;x2∈D

(
Aα−

1
2
+θ(1−α)

)
;A1−αx1+ρx2∈D(Aαθ)

 .

Se θ = 1
2 ou α = 1

2 então a condição A1−αx1 + ρx2 ∈ D(Aαθ) é satisfeita automaticamente.

3.2 Demonstração do Teorema 3.5

Proposição 3.6. Sejam ρ > 0, 0 6 θ 6 1, 12 6 α 6 1, tal que 1
2 + θ(1−α) > (1−α). Então a seguinte

representação para D
(

(−Aρα)θ
)

pode ser dada:

D
(

(−Aρα)θ
)

=


 x1

x2

∈E;x1∈D
(
A

1
2
+θ(1−α)

)
;x2∈D

(
A

θ
2

)
;A1−αx1+ρx2∈D(Aαθ)

 .

Demonstração. A ideia da demonstração consiste basicamente em aplicar o Teorema de Interpolação

de Baiocchi (Teorema B.34). Para isso vamos definir os espaços necessários.

Defina X ≡ D(A
3
2
−α)×D(A

1
2 ), X ≡ D(Aα) e defina a aplicação ∂ : X →X por

∂

[
x1

x2

]
= A1−αx1 + ρx2.

Das definições acima segue que

(X)∂,X = {x ∈ X; ∂x ∈X } = D(−Aρα).

Agora, defina Y ≡ E ≡ D(A
1
2 )×H, Y = H e defina ∂ : Y → Y por

∂

[
y1

y2

]
= A1−αy1 + ρy2.

Observe que como 1
2 6 α temos 1− α 6 1

2 , assim, D(A
1
2 ) ⊂ D(A1−α). Logo,

(Y )∂,Y = {y ∈ Y ; ∂y ∈ Y } = E.

Agora, pela Observação 3.4 e pelo Teorema B.33 segue que

D
(

(−Aρα)θ
)

= [D(−Aρα), E]1−θ =
[
(X)∂,X , (Y )∂,Y

]
1−θ .

Vamos verificar as hipóteses do Teorema B.34;
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Defina Φ = H×H, assim, X ⊂ Φ e Y ⊂ Φ. Defina também X = D(A
1
2 ), Y = H e Ψ = H, assim,

uma vez que D(Aα) ⊂ D(A
1
2 ) ⊂ H temos

X ⊂X ⊂ Ψ

e

Y ⊂ Y ⊂ Ψ.

Note agora que podemos reescrever a aplicação ∂ : X →X e ∂ : Y → Y como

∂

[
x1

x2

]
= A−

1
2A

3
2
−αx1 + ρx2

e

∂

[
y1

y2

]
= A−(α−

1
2
)A

1
2 y1 + ρy2.

respectivamente.

Observe ainda que ∂ ∈ L(X,X ) ∩ L(Y,Y ). De fato,

∥∥∥∥∥∂
[
x1

x2

]∥∥∥∥∥
X

= ‖A−
1
2A

3
2
−αx1 + ρx2‖

D(A
1
2 )

= ‖A−
1
2A

3
2
−αx1 + ρx2‖H + ‖A

3
2
−αx1 + ρA

1
2x2‖H

6 K1‖A
3
2
−αx1‖H +K2‖x2‖H +K3‖A

3
2
−αx1‖H +K4‖A

1
2x2‖H

6 max{K1,K3, 1}
(
‖x1‖H + ‖A

3
2
−αx1‖H

)
+ max{K2,K4}

(
‖x2‖H + ‖A

1
2x2‖H

)
6 max{K1,K2,K3,K4, 1}

(
‖x1‖

D(A
3
2−α)

+ ‖x2‖
D(A

1
2 )

)
6 K

∥∥∥∥∥
[
x1

x2

]∥∥∥∥∥
X

.

Analogamente,

∥∥∥∥∥∂
[
y1

y2

]∥∥∥∥∥
Y

= ‖A−(α−
1
2
)A

1
2 y1 + ρy2‖H

6 K1‖A
1
2 y1‖H +K2‖y2‖H

6 max{K1, 1}
(
‖y1‖H + ‖A

1
2 y1‖H

)
+K2‖y2‖H

6 max{K1,K2, 1}
(
‖y1‖H + ‖A

1
2 y1‖H + ‖y2‖H

)
6 K

∥∥∥∥∥
[
y1

y2

]∥∥∥∥∥
Y

.
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E ainda, defina G : X → X e G : Y → Y pela mesma lei de formação dada por

G x =

[
A−(1−α)x

0

]

e observe que G ∈ L(X , X) ∩ L(Y , Y ). De fato,

‖G x‖X =

∥∥∥∥∥
[
A−(1−α)x

0

]∥∥∥∥∥
D(A

3
2−α)×D(A

1
2 )

= ‖A−(1−α)x‖
D(A

3
2−α)

+ 0

6 K1‖x‖H + ‖A
1
2x‖H 6 K‖x‖

D(A
1
2 )

= K‖x‖X .

De maneira análoga ‖G x‖Y 6 K‖x‖Y .

Por último tome R : X → X e G : Y → Y dado por R ≡ 0 e observe que R ∈ L(X ,X ) ∩
L(Y ,Y ).

Finalmente, como X + Y = D(A
1
2 ) +H = H, temos

∂G x = ∂

[
A−(1−α)x

0

]
= A1−αA−(1−α)x+ ρ0 = x = x+ Rx ∀x ∈X + Y

o que garante que todas as hipóteses do Teorema B.34 estão satisfeitas e então segue que

D
(

(−Aρα)θ
)

= [D(−Aρα), E]1−θ =
[
(X)∂,X , (Y )∂,Y

]
1−θ = ([X,Y ]1−θ)∂,[X ,Y ]1−θ .

Então, pelo Teorema B.33 segue que

[X,Y ]1−θ =
[
D(A

3
2
−α)×D(A

1
2 ), D(A

1
2 )×H

]
1−θ

=
[
D(A

3
2
−α), D(A

1
2 )
]
1−θ
×
[
D(A

1
2 ), H

]
1−θ

= D
(
A

1
2
(1−θ)+θ( 3

2
−α)
)
×D

(
A0(1−θ)+θ 1

2

)
= D

(
A

1
2
+θ(1−α)

)
×D

(
A

θ
2

)
.

Analogamente,

[X ,Y ]1−θ = [D(Aα, H)]1−θ = D(Aαθ).
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Portanto,

D
(

(−Aρα)θ
)

= [D(−Aρα), E]1−θ

=
[
(X)∂,X , (Y )∂,Y

]
1−θ

= ([X,Y ]1−θ)∂,[X ,Y ]1−θ

= {u ∈ E;u ∈ [X,Y ]1−θ; ∂u ∈ [X ,Y ]1−θ}

=

{[
x1

x2

]
∈E;x1∈D

(
A

1
2
+θ(1−α)

)
;x2∈D

(
A

θ
2

)
;A1−αx1+ρx2∈D(Aαθ)

}
.

�

A Proposição a seguir restringe o parâmetro θ de maneira a tornar a expressão do espaço

D
(

(−Aρα)θ
)

mais expĺıcita e concluir o ı́tem (i) do Teorema 3.5.

Proposição 3.7. Assuma ρ > 0, 12 6 α 6 1 e 0 6 θ 6 1
2 . Então,

D
(

(−Aρα)θ
)

= D(A
1
2
+θ(1−α))×D(Aαθ).

Demonstração. Observe que

1

2
+ θ(1− α) > 1− α+ αθ ⇐⇒ θ(1− 2α) >

1

2
− α

⇐⇒ θ(2α− 1) 6
1

2
(2α− 1)⇐⇒ 0 6 θ 6

1

2
.

Sendo assim, suponha que

[
x1

x2

]
∈ D(A

1
2
+θ(1−α)) × D(Aαθ), então, pelos cálculos acima x1 ∈

D(A
1
2
+θ(1−α)) ⊂ D(A1−α+αθ), o que implica que A1−αx1 ∈ D(Aαθ). Além disso, x2 ∈ D(Aαθ) ⊂

D(A
θ
2 ) pois 1

2 6 α 6 1. Assim, A1−αx1 + ρx2 ∈ D(Aαθ), logo,

[
x1

x2

]
∈ D

(
(−Aρα)θ

)
.

Por outro lado, suponha que

[
x1

x2

]
∈ D

(
(−Aρα)θ

)
, então, x1 ∈ D(A

1
2
+θ(1−α)) ⊂ D(A1−α+αθ), o

que implica que A1−αx1 ∈ D(Aαθ). Somando a isso o fato de que A1−αx1+ρx2 ∈ D(Aαθ), conclúımos

que x2 ∈ D(Aαθ). Logo,

[
x1

x2

]
∈ D(A

1
2
+θ(1−α))×D(Aαθ).

Portanto,

D
(

(−Aρα)θ
)

= D(A
1
2
+θ(1−α))×D(Aαθ).

�

A proposição a seguir restringe mais uma vez o parâmetro θ afim de obter o ı́tem (iii) do Teorema

3.5.
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Proposição 3.8. Assuma ρ > 0, 12 6 α 6 1 e 1
2 6 θ 6 1. Então,

D
(

(−Aρα)θ
)

=


 x1

x2

∈E;x1∈D
(
A

1
2
+θ(1−α)

)
;x2∈D

(
Aα−

1
2
+θ(1−α)

)
;A1−αx1+ρx2∈D(Aαθ)

 .

Demonstração. Observe primeiramente que para θ ∈ [0, 1] temos

(
α− 1

2

)
+ θ(1− α)− θ

2
=

(
α− 1

2

)
+ θ

(
1

2
− α

)
>

(
α− 1

2

)
+

(
1

2
− α

)
= 0,

o que implica que (
α− 1

2

)
+ θ(1− α) >

θ

2

para todo θ ∈ [0, 1]. Assim, D(A(α− 1
2)+θ(1−α)) ⊂ D(A

θ
2 ). Logo,

{[
x1

x2

]
∈E;x1∈D

(
A

1
2
+θ(1−α)

)
;x2∈D

(
Aα−

1
2
+θ(1−α)

)
;A1−αx1+ρx2∈D(Aαθ)

}
⊂ D

(
(−Aρα)θ

)
.

Por outro lado, seja

[
x1

x2

]
∈ D

(
(−Aρα)θ

)
, então, A1−αx1+ρx2∈D(Aαθ), assim, Aαθ[A1−αx1+

ρx2] ∈ H. Observe que

Aαθ[A1−αx1+ρx2] = [Aαθ−(α−
1
2
)−θ(1−α)]A1−α+(α− 1

2
)+θ(1−α)x1 + [Aαθ−(α−

1
2
)−θ(1−α)]A(α− 1

2
)+θ(1−α)ρx2

= [Aαθ−(α−
1
2
)−θ(1−α)][A1−α+(α− 1

2
)+θ(1−α)x1 +A(α− 1

2
)+θ(1−α)ρx2] ∈ H.

Agora, como

αθ −
(
α− 1

2

)
− θ(1− α) = θ(2α− 1)− α+

1

2
>

1

2
(2α− 1)− α+

1

2
= 0

segue que A1−α+(α− 1
2
)+θ(1−α)x1 +A(α− 1

2
)+θ(1−α)ρx2 ∈ D(Aαθ−(α− 1

2)−θ(1−α)) ⊂ H.
Então, como

(1− α) +

(
α− 1

2

)
+ θ(1− α) =

1

2
+ θ(1− α),

segue que A1−α+(α− 1
2
)+θ(1−α)x1 = A

1
2
+θ(1−α)x1 ∈ H pois x1 ∈ D(A

1
2
+θ(1−α)) por hipótese.

Assim, A(α− 1
2
)+θ(1−α)ρx2 ∈ H, e dáı, x2 ∈ D(A(α− 1

2
)+θ(1−α)). Logo,

D
(

(−Aρα)θ
)
⊂

{[
x1

x2

]
∈E;x1∈D

(
A

1
2
+θ(1−α)

)
;x2∈D

(
Aα−

1
2
+θ(1−α)

)
;A1−αx1+ρx2∈D(Aαθ)

}
.
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Portanto,

D
(

(−Aρα)θ
)

=

{[
x1

x2

]
∈E;x1∈D

(
A

1
2
+θ(1−α)

)
;x2∈D

(
Aα−

1
2
+θ(1−α)

)
;A1−αx1+ρx2∈D(Aαθ)

}
.

�



Apêndice

A

Resultados Auxiliares

Este caṕıtulo traz algumas definições e resultados clássicos da Análise Funcional que serviram como

alicerce para o desenvolvimento desta dissertação de Mestrado.

A maioria dos resultados discutidos aqui fazem parte do conteúdo de cursos básicos de Álgebra

Linear, Teoria da Medida e Integração e Análise Funcional e podem ser encontrados em bibliografias

básicas sobre tais temas, portanto, aceitaremos a maioria deles sem demonstração. Para uma consulta

mais direta, sugerimos as referências clássicas [2] e [19].

A.1 Resultados Básicos de Análise Funcional

Definição A.1. Seja E um espaço vetorial sobre um corpo K. Uma norma sobre E é uma aplicação

‖ · ‖ : E → R tal que:

(i) ‖x‖ > 0,∀x ∈ E e ‖x‖ = 0⇐⇒ x = 0;

(ii) ‖λx‖ = |λ|‖x‖,∀λ ∈ K,∀x ∈ E;

(iii) ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖,∀x, y ∈ E.

Um espaço vetorial normado é um espaço vetorial munido de uma norma.

Definição A.2. Uma sequência (xn)n∈N ⊂ X é dita de Cauchy se, para todo ε > 0, existir n0 ∈ N

tal que ‖xn − xm‖ < ε se n,m > n0.

Definição A.3. Um espaço normado X é chamado de Espaço de Banach se toda sequência de

Cauchy em X converge.

94
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Definição A.4. Seja X um espaço vetorial. Um produto interno em X é uma forma 〈·, ·〉 : X×X →

C que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) 〈αx+ βy, z〉 = α〈x, z〉+ β〈y, z〉 para todo x, y, z ∈ X e α, β ∈ C.

(ii) 〈x, y〉 = 〈y, x〉 para todo x, y ∈ X.

(iii) 〈x, x〉 ≥ 0 para todo x ∈ X, sendo nula apenas quando x = 0.

Proposição A.5. Seja X um espaço vetorial com o produto interno 〈·, ·〉 : X × X → C. Então a

função ‖ · ‖ : X → R+ definida por ‖x‖ =
√
〈x, x〉 é uma norma em X chamada de norma induzida

do produto interno.

Definição A.6. Um espaço vetorial X dotado de um produto interno 〈·, ·〉 : X ×X → C é chamado

de Espaço de Hilbert se for um espaço de Banach com respeito à norma induzida deste produto

interno.

.

Definição A.7. Um espaço normado X é estritamente convexo se para quaisquer x, y ∈ X tais que

‖x‖ = ‖y‖ =

∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ = k, tem-se x = y.

Teorema A.8. Todo espaço de Hilbert é estritamente convexo.

Demonstração. Seja X um espaço de Hilbert e x, y ∈ X tais que ‖x‖ = ‖y‖ =

∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥. Pela

identidade do paralelogramo, obtemos que

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2 = 4k.

Assim, ∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥2 +

∥∥∥∥x− y2

∥∥∥∥2 = k.

Logo, como

∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ = k segue que

∥∥∥∥x− y2

∥∥∥∥2 = 0 donde x = y. �

Denotamos por L(X) o espaço dos operadores lineares limitados de X em X. Para nós, o operador

A : D(A) ⊂ X → X é limitado se é cont́ınuo e definido e D(A) = X. O espaço L(X) com a norma

‖A‖L(X) = sup{‖A‖;φ ∈ X; ‖φ‖ = 1}

é um espaço de Banach.

Definição A.9 (Operador densamente definido). Seja A : D(A) ⊂ X 7→ X um operador linear.

Dizemos que o operador A é densamente definido quando D(A) é denso em X, ou seja, quando

D(A) = X.
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Teorema A.10 (Helly, Hahn-Banach (forma anaĺıtica)). Seja p : E → R uma função

satisfazendo

1. p(λx) = λp(x) ∀x ∈ E,∀λ > 0,

2. p(x+ y) 6 p(x) + p(y) ∀x, y ∈ E.

Seja G ⊂ E um subespaço vetorial e seja g : G→ R um funcional linear tal que

g(x) 6 p(x) ∀x ∈ E.

Sob estas condições, existe um funcional linear f definido em todo E que estende g, isto é, g(x) =

f(x) ∀x ∈ G, e tal que

f(x) 6 p(x) ∀x ∈ E.

Corolário A.11. Seja G ⊂ E um subespaço vetorial. Se g : G → R é um funcional linear cont́ınuo,

então existe f ∈ E? que estende g e é tal que

‖f‖E? = sup
x∈G,‖x‖61

|g(x)| = ‖g‖G? .

Corolário A.12. Para todo x0 ∈ E existe f0 ∈ E? tal que

‖f0‖ = ‖x0‖ e 〈f0, x0〉 = ‖x0‖2.

A.2 Espectro e Resolvente

Seja X um espaço de Banach e considere um operador A : D(A) ⊂ X → X.

Definição A.13. O conjunto resolvente de A, denotado por ρ(A), é dado por

ρ(A) = {λ ∈ C;λ−A é bijetivo e (λ−A)−1 é limitado}.

O operador (λ − A)−1, que também pode ser denotado por Rλ(A), é chamado de operador

resolvente.
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Observe que para definir o conjunto resolvente é necessário assumir que o operador A é fechado.

Por outro lado, pelo Teorema do gráfico fechado, para provar que um número complexo λ pertence a

ρ(A) é suficiente garantir que λ−A é bijetivo.

Proposição A.14 (Identidade do Resolvente). Dados λ, µ ∈ ρ(A),

(λ−A)−1 − (µ−A)−1 = (µ− λ)(λ−A)−1(µ−A)−1.

Proposição A.15. Se A ∈ L(X) satisfaz que ‖A‖L(X) < 1, então a série de Neumann

∞∑
n=0

An

é convergente em L(X) e
∞∑
n=0

An = (1−A)−1.

É uma consequência da Proposição A.15 o fato de que o conjunto resolvente é aberto.

Definição A.16. O espectro de A, denotado por σ(A), é dado por σ(A) = C\ρ(A).

Observação A.17. Segue da definição de espectro e resolvente que, λ ∈ σ(A) se, e somente se uma

das condições valem:

(i) O operador λ − A não é injetivo. Nesse caso, λ é chamado de autovalor de A. Os vetores

x ∈ Ker(λ − A), x 6= 0, são chamados de autovetores correspondentes ao autovalor λ. O conjunto de

autovalores é denotado por σp(A) e é chamado de espectro pontual de A.

(ii) O operador λ − A é injetivo, mas R(λ − A) é não denso. Estes valores constituem o que

chamamos de espectro residual de A e o denotamos por σr(A).

(iii) O operador λ−A é injetivo e R(λ−A) é um subespaço próprio e denso de X. Estes números

complexos constituem o que chamamos de espectro cont́ınuo ou essencial de A e denotamos por σc(A).

Se X é um espaço vetorial normado, X ′ denota o dual topológico de X, isto é, o conjunto de

todos os funcionais lineares limitados f : X → C, que a cada φ ∈ X associa f(φ) = (f, φ) ∈ C.

A aplicação ‖ · ‖ : X ′ → R+ definida por ‖f‖ = sup{|(f, φ)|;φ ∈ X, ‖φ‖ = 1} é uma norma em X ′

e se X é uma espaço de Banach então X ′ também o é.

Se A é um operador densamente definido, sobre o domı́nio

D(A∗) = {f ∈ X ′; ∃g ∈ X ′; (f,Aφ) = (g, φ) ∀ φ ∈ D(A)},

o operador adjunto é definido como A∗f = g.
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O operador adjunto é bem definido, pois g (caso exista) é único. Se A é um operador limitado

então A∗ também é limitado.

Definição A.18. Dizemos que um operador densamente definido A é auto adjunto se A = A∗.

Teorema A.19. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear injetor. Então A é fechado se, e

somente se, A−1 é fechado.

Seja X um espaço de Hilbert complexo e considere A um operador autoadjunto não limitado em X

com domı́nio D(A) denso em X. Equipamos D(A) com a norma do gráfico (‖φ‖D(A) = ‖φ‖X+‖Aφ‖X)

fazendo dele um espaço de Hilbert e tomamos como hipótese que a imersão de D(A) em X é compacta,

isto é, toda sequência (xn) ⊂ D(A) limitada possui subsequência convergente em X.

Teorema A.20. Com a hipótese anterior sobre A, se A−1 é limitado então σ(A) = σp(A) ⊂ R.

Demonstração. Ver [11], Theorem 6, p. 38. �

Proposição A.21. Se A é fechado e λ ∈ ρ(A) então (λ−A)−1φ ∈ D(A), ∀φ ∈ X. Consequentemente

λ−A é sobrejetora.

Demonstração. Sejam φ ∈ X e u = (λ − A)−1φ. Mostremos que u ∈ D(A). Seja (φk) ⊂ R(λ − A)

tal que φk → φ. Denotemos uk := (λ−A)−1φk ∈ D(A). Como (λ−A)−1 ∈ L(X), temos uk → u ∈ X.

Logo,

(uk, (λ−A)uk) = (uk, φk)→ (u, φ)

na norma da soma. Como A é fechado, segue que λ − A fechado, logo (u, φ) ∈ Graf (λ − A).

Consequentemente, u ∈ D(A). �

Proposição A.22. Se A é fechado, −λ ∈ ρ(A) e n ∈ N, temos

(i) A(λ+A)−nφ = (λ+A)−nAφ, ∀φ ∈ D(A).

(ii) An(λ+A)−nφ = [A(λ+A)−1]nφ, ∀φ ∈ X.

Demonstração. (i) A prova será feita por indução sobre n. Suponha primeiramente que φ ∈ D(A)

então

Aφ = (λ+A− λ)φ = (λ+A)[1− λ(λ+A)−1]φ

= (λ+A)A(λ+A)−1φ.

Aplicando (λ+A)−1 a ambos os lados, obtemos

A(λ+A)−1φ = (λ+A)−1Aφ.
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Suponha agora que a relação vale para n. Como (λ + A)−1φ ∈ D(A), pela hipótese de indução e

pelo caso n = 1, temos

A(λ+A)−(n+1)φ = [A(λ+A)−n](λ+A)−1φ = [(λ+A)−n]A(λ+A)−1φ

= [(λ+A)−n](λ+A)−1Aφ = (λ+A)−(n+1)Aφ.

Portanto, A(λ+A)−nφ = (λ+A)−nAφ, ∀φ ∈ D(A) para todo n natural.

(ii) A prova também será feita por indução. Seja φ ∈ X. Para n = 1 é imediato. Suponha que

seja válido n e mostremos que vale para n+ 1. Como (λ+A)−1φ ∈ D(A), então pela parte (i), temos

[A(λ+A)−1]n+1φ = [A(λ+A)−1]nA(λ+A)−1φ = [An(λ+A)−n]A(λ+A)−1φ

= An[(λ+A)−nA](λ+A)−1φ = An[A(λ+A)−n](λ+A)−1φ

= An+1(λ+A)−(n+1)φ.

Portanto, An(λ+A)−nφ = [A(λ+A)−1]nφ, ∀φ ∈ X para todo n natural. �

Corolário A.23. Nas condições da Proposição A.22, se φ ∈ D(An), então

An(λ+A)−nφ = (λ+A)−nAnφ.

Demonstração. Como φ,Aφ, · · · , An−1φ ∈ D(A), basta aplicarmos o ı́tem (i) da Proposição A.22 n

vezes. �

Proposição A.24. Se −λ ∈ ρ(A) e A é fechado, então D[(A+ λ)n] = D(An).

Demonstração. Faremos a prova por indução sobre n. Note que para n = 1 é imediato uma vez que

D(A+B) = D(A) ∩D(B) para quaisquer operadores A,B cuja soma faça sentido.

Suponhamos que D[(A + λ)n] = D(An) para algum n ∈ N, n > 1. Mostremos que o resultado

também é válido para n+ 1.

De fato, seja φ ∈ D[(A + λ)n+1] ⊂ D[(A + λ)n]. Pela hipótese de indução, φ ∈ D(An). Como

(A + λ)−1(A + λ)Anφ ∈ D(A + λ) = D(A) segue que Anφ ∈ D(A), o que garante que φ ∈ D(An+1).

Logo, D[(A+ λ)n+1] ⊂ D(An+1)

Por outro lado, se φ ∈ D(An+1) ⊂ D(An), pela hipótese de indução, φ ∈ D[(A+λ)n]. Agora, como

(A+ λ)−1(A+ λ)n+1φ = (A+ λ)nφ ∈ D(A+ λ) segue que φ ∈ D[(A+ λ)n+1]. Logo, D[(A+ λ)n+1] ⊃
D(An+1).

Portanto, D[(A+ λ)n+1] = D(An+1) e, pelo Prinćıpio da Indução Finita segue o resultado. �

Proposição A.25 (Identidade do Resolvente). Sejam λ, µ ∈ ρ(A), λ 6= µ, então

(λ+A)−1 − (µ+A)−1 = (µ− λ)(λ+A)−1(µ+A)−1.
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A.3 Análise Complexa

Definição A.26. Se G ⊂ C um aberto, então f : G→ C é diferenciável em um ponto a ∈ G se

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h

existe. Se o limite existir, seu valor é denotado por f ′(a).

Definição A.27. Uma função f : G → C, G ⊂ G aberto, é anaĺıtica se f é continuamente

diferenciável, isto é, f ′ : G→ C é cont́ınua.

Teorema A.28 (Goursat). Sejam G ⊂ C um aberto e f : G → C uma função diferenciável. Então

f é anaĺıtica em G.

Teorema A.29. Se D é um domı́nio e f(z) é uma função anaĺıtica em D não identicamente nula,

então os zeros de f(z) são isolados.

Demonstração. Ver [16], página 156. �

Como um corolário do Teorema anterior, temos o resultado a seguir que também é conhecido como

Prinćıpio da Identidade.

Teorema A.30 (Prinćıpio da Unicidade). Se f(z) e g(z) são anaĺıticas sobre um domı́nio D e se

f(z) = g(z) para z pertencendo a um conjunto com um ponto de acumulação, então f(z) = g(z) para

todo z ∈ D.

O Prinćıpio da Unicidade possui uma extensão natural para funções de duas variáveis complexas,

o qual é às vezes chamado de Prinćıpio de Permanência de Equações Funcionais.

Teorema A.31 (Prinćıpio de Permanência de Equações Funcionais). Seja D um domı́nio, e

seja E um subconjunto de D que possui um ponto de acumulação. Seja F (z, w) uma função definida

para z, w ∈ D tal que F (z, w) é anaĺıtica em z para cada w ∈ D fixo e anaĺıtica em w para cada z ∈ D

fixo. Se F (z, w) = 0 sempre que z, w ∈ E, então F (z, w) = 0 para todo z, w ∈ D.

A.4 Semigrupos

Definição A.32. Uma famı́lia {T (t)}t>0 de operadores lineares limitados definidos no espaço de

Banach X é chamado de semigrupo a um parâmetro sobre X se satisfaz as seguintes propriedades:

(i) T (0) = I, (I sendo o operador identidade em X.)

(ii) T (t+ s) = T (t)T (s) (t, s ≥ 0).
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Se (i) e (ii) valem para todo t, s ∈ R nós dizemos que {T (t)}t≥0 é um grupo a um parâmetro

sobre X.

Dizemos que o semigrupo {T (t)}t>0 é fortemente cont́ınuo ou simplesmente C0−semigrupo se

lim
t→0+

T (t)φ = φ (φ ∈ X)

Um C0− semigrupo é dito ser equilimitado se existe uma constante positiva M tal que

‖T (t)‖ 6M (t > 0,

e se, além disso M = 1, o semigrupo é chamado de semigrupo de contrações.

Definição A.33. O operador linear definido sobre o domı́nio

D(A) =

{
φ ∈ X; lim

t→0+

T (t)φ− φ
t

existe

}

como

Aφ = lim
t→0+

T (t)φ− φ
t

(φ ∈ D(A))

é chamado de gerador infinitesimal do semigrupo {T (t)}t>0

Teorema A.34 (Hille-Yosida). Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um equilimitado

C0−semigrupo {T (t)}t>0 satisfazendo ‖T (t)‖ 6M se e somente se,

(i) A é fechado e densamente definido.

(ii) ]0,∞[⊂ ρ(A) e

‖(λ−A)−n‖ 6 M

λn
(λ > 0, n ∈ N).

Se M = 1, ou seja, se o semigrupo é de contrações, então (ii) pode ser substitúıdo por,

(ii’) ]0,∞[⊂ ρ(A) e

‖(λ−A)−1‖ 6 1

λ
(λ > 0).

Por (ii) segue que C+ = {λ ∈ C; Re λ > 0} ⊂ ρ(A) e

‖(λ−A)−n‖ 6 M

(Re λ)n
(λ ∈ C+, n ∈ N),

uma vez que o resolvente (λ−A)−1 é dado através da transformada de Laplace do semigrupo, ou seja,

(λ−A)−1φ = L(T (t))φ =

∫ ∞
0

e−λtT (t)φdt, (λ ∈ C+, n ∈ N).
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Definição A.35. Um C0−semigrupo {T (t)}t>0 é chamado de semigrupo diferenciável se para cada

φ ∈ X a aplicação t 7→ T (t)φ é diferenciável, ou equivalentemente, R(T (t)) ⊂ D(A) para todo t > 0.

Definição A.36. Seja 0 < τ < π
2 . Dizemos que a famı́lia de operadores limitados {T (z); z ∈ Sτ} é

um semigrupo anaĺıtico de amplitude τ se:

(i) T (0) = I e T (z1 + z2) = T (z1)T (z2) (z1, z2 ∈ Sτ ).

(ii) lim
z→0,z∈Sτ

T (z)φ = φ (φ ∈ X).

(iii) A função z 7→ T (z) é anaĺıtica de C em L(X).

O semigrupo anaĺıtico será chamado de equilimitado se:

(iv) Dado 0 < ε 6 τ , os operadores T (z) são uniformemente limitados em {z ∈ C∗; | arg(z)| 6

τ − ε}.

Teorema A.37. Seja A um operador linear sobre o espaço de Banach X. São equivalentes:

(i) −A gera um C0−semigrupo equilimitado diferenciável {T (t)}t>0 tal que

sup
t>0

t‖AT (t)‖ = C <∞.

(ii) Existe um número real 0 < τ < π
2 tal que o operador −A gera um semigrupo anaĺıtico

equilimitado de ampliture τ .

(iii) A é densamente definido e existe um número real 0 < τ < pi
2 tal que A é setorial com angulo

espectral menor ou igual a pi
2 − τ.

A.5 O Teorema de Representação Radon-Riesz

Seja X um espaço topológico. A σ−álgebra gerada pela famı́lia de subconjuntos abertos em X é

chamada de σ−álgebra de Borel sobre X. Denotamos essa classe por B(X) e seus elementos são

chamados de conjuntos de Borel. Cada medida definida em B(X) é chamada de medida de

Borel.

Se X é um espaço topológico e f : X → C é cont́ınua, o suporte de f é definido por

suppf = {x ∈ X; f(x) 6= 0}X .

A partir de agora, nessa sessão, X será um espaço métrico localmente compacto e separável.

A classe de funções complexas definidas X com suporte compacto é denotada por C0(X). Dizemos

que uma sequência de funções {fi}i∈I ⊂ C0(X) converge para f no sentido do espaço C0(X), e

escrevemos C0(X)− lim
i∈I

fi = f , se valem as seguintes condiçôes:

(i) Existe um compacto K ⊂ X tal que suppfi ⊂ K.
(ii) A sequência {fi}i∈I converge uniformemente para f em X.
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Denotamos por [C0(X)]′ o dual topológico de C0(X), isto é, o espaço das formas lineares em C0(X)

tais que se C0(X)− lim
i∈I

fi = f , então lim
i∈I
〈F, fi〉 = 〈F, f〉.

Se f ∈ C(X), dizemos que f se anula em ∞ se para todo ε > 0 o conjunto {x ∈ X; |f(x)| > ε}
é compacto. Definimos

C∞(X) = {f ∈ C(X); f se anula em ∞}.

O espaço C∞(X) com a norma

‖f‖∞ = sup{‖f(x)‖;x ∈ X}

é um espaço de Banach.

Uma medida de Borel positiva é dita regular se para cada conjunto de Borel A,

µ(A) = sup{µ(K);K ⊂ A,K compacto}

= inf{µ(G);A ⊂ G,G aberto}.

Uma medida de Radon positiva sobre X é uma medida de Borel positiva regular a qual é

localmente finita, ou seja, finita sobre conjuntos compactos. Denotamos a classe dessas medidas

por M+(X) e a subclasse de medidas de Radon positivas e finitas por M+
F (X).

Teorema A.38. Seja X um espaço localmente compacto e separável. Então, toda medida de Borel

positiva sobre X que é localmente finita é regular e, portanto, é também uma medida de Radon.

Se µ ∈M+(X), a função f : X → X é dita localmente µ− integrável sobre X se∫
K
|f |dµ <∞

para todo compacto K ⊂ X. Nesse caso escrevemos f ∈ Lloc1 (Ω). Observe que C(Ω) ⊂ Lloc1 (Ω) e

Lp(Ω) ⊂ Lloc1 (Ω)(1 6 p 6∞).

Dizemos que µ é uma medida de Radon complexa e escrevemos µ ∈M(X) se existem medidas

de Radon positivas µi(1 6 i 6 4) tais que µ = µ1 − µ2 + i(µ3 − µ4).
No caso de que as medidas µi(1 6 i 6 4) são finitas nós dizemos que µ é uma medida de Radon

complexa finita e escrevemos µ ∈MF (X).

Seja f uma função Borel mensurável. Dizemos que f é integrável com respeito a µ e escrevemos

f ∈ L1(µ) se f é integrável com respeito a cada µi(1 6 i 6 4). Nesse caso,

∫
X
fdµ =

∫
X
fdµ1 −

∫
X
fdµ2 + i

(∫
X
fdµ3 −

∫
X
fdµ4

)
.

Se µ ∈ MF (X) e f é limitada então f ∈ L1(µ). Em particular definimos a medida de cada
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subconjunto A de X como

µ(A) =

∫
X
XAdµ,

onde XA é a função caracteŕıstica de A.

Seja µ ∈ M(X). Dizemos que o conjunto de Borel A é µ−mensurável se XA ∈ L1(µ) e sua

respectiva medida é dado da mesma maneira.

Definição A.39. Dada uma medida de Radon complexa µ, definimos a variação total de µ como a

medida positiva |µ| definida como segue: como X é um espaço métrico separável e µ é uma medida

localmente finita, dado um conjunto de Borel A, existem sequencias de elementos disjuntos {Ak}∞k=1

d conjuntos de Borel µ−mensuráveis tal que A =
∞⋃
k=1

Ak. Definimos |µ|(A) como o número

sup

{ ∞∑
k=1

|µ(Ak)|; Ak são conjuntos de Borel µ−mensuráveis disjuntos e A =

∞⋃
k=1

Ak

}
.

Proposição A.40. (i) |µ| é uma medida positiva.

(ii) |µ(A)| 6 |µ|(A) para todo conjunto de Borel µ−mensurável A.

(iii) Seja η uma medida positiva tal que para cada conjunto de Borel µ−mensurável A, |µ(A)| 6

η(A). Então, para todo conjunto de Borel A,

|µ|(A) 6 η(A).

(iv) f ∈ L1(µ) se, e somente se |f | ∈ L1(|µ|) e

∣∣∣∣∫
X
ddµ

∣∣∣∣ 6 ∫
X
|f |d|µ|.

O funcional linear F sobre C∞(X)(C0(X)) é dito positivo se F (f) > 0 sempre que f > 0.

Teorema A.41 (Radon-Riesz para C∞(X)). Dado um espaço métrico X localmente compacto e

separável e um funcional F em C∞(X) positivo e cont́ınuo, existe uma única medida µ ∈M+
F (X) tal

que

F (f) =

∫
X
fdµ.

Se F ∈ [C∞(X)]′, então existe uma única medida µ ∈MF (X) tal que

F (f) =

∫
X
fdµ.
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Teorema A.42 (Radon-Riesz para C0(X)). Dado um espaço métrico X localmente compacto e

separável e um funcional F em C0(X) positivo e cont́ınuo, existe uma única medida µ ∈ M+(X) tal

que

F (f) =

∫
X
fdµ.

Se F ∈ [C0(X)]′, então existe uma única medida µ ∈M(X) tal que

F (f) =

∫
X
fdµ.



Apêndice

B

Teoria de Interpolação em Espaços de Banach

Nosso maior objetivo nesta parte do trabalho é estabelecer, de maneira simplificada e sem

muito peso técnico, a relação entre o domı́nio do operador potência fracionária Aα, 0 < α 6 1 e os

espaços de interpolação.

Essa importante relação foi estudada por H. Triebel em [27] e pela professora Alessandra Lunardi

em [25]. A parte de interpolação de espaços de Banach, tanto real quanto complexa, foi quase

totalmente retirada de [25], com exceção das definições iniciais, que nos baseamos em [27].

A parte de interpolação de subespaços, bem como o Teorema de Interpolação de Baiocchi, foi

retirada de [24].

Sejam X,Y dois espaços de Banach reais ou complexos. A identidade X = Y significa que X e

Y possuem os mesmos elementos e normas equivalentes e a sentença X ↪→ Y significará que X está

continuamente imerso em Y .

Definição B.1. Sejam X,Y espaços de Banach sobre K = R ou C. O par (X,Y ) é chamado de par

de interpolação se existe um espaço vetorial topológico de Hausdorff Z tal que

X,Y ↪→ Z

com imersões cont́ınuas.

A existência do espaço de Hausdorff Z na definição anterior é necessária para garantir que o espaço

X ∩Y é um espaço de Banach. Além disso, se D = {(x,−x);x ∈ X ∩Y }, então X+Y é isométrico ao

espaço X × Y/D, e como Z é espaço de Hausdorff segue que X + Y é também um espaço de Banach.

O lema a seguir formaliza estas idéias.
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Lema B.2. Seja (X,Y ) um par de interpolação. Então X ∩ Y com a norma

‖a‖X∩Y = max(‖a‖X , ‖a‖Y ), a ∈ X ∩ Y,

e X + Y com a norma

‖a‖X+Y = inf
x∈X,y∈Y

(‖x‖X + ‖y‖Y ), a = x+ y ∈ X + Y.

são espaços de Banach. Alem disso

X ∩ Y ↪→ Xj ↪→ X + Y, j = 0, 1.

Demonstração. Ver [27], p. 18. �

Se (X,Y ) é um par de interpolação, um espaço intermediário é qualquer espaço de Banach E

que satisfaz

X ∩ Y ↪→ E ↪→ X + Y.

Além disso, um espaço de interpolação entre X e Y é qualquer espaço intermediário E tal que

para todo T ∈ L(X) ∩ L(Y ) (isto é, para todo T ∈ L(X + Y ) cuja restrição em X pertence a L(X) e

a restrição em Y pertence a L(Y )), a restrição em E pertence a L(E).

A Teoria de Interpolação de espaços de Banach não tem como objetivo principal a caracterização de

todos os espaços de interpolação entre X e Y , mas de construir algumas famı́lias de interesse e estudar

suas propriedades. As duas famı́lias mais conhecidas de espaços de interpolação são os espaços de

interpolação real, a qual trataremos rapidamente na seção B.1 e os espaços de interpolação complexa,

o qual abordaremos na seção B.3.

De um modo geral o domı́nio das potências de operadores positivos em espaços de Banach não

são espaços de interpolação. No entanto, em alguns casos interessantes e de vasta aplicabilidade estes

coincidem com espaços de interpolação complexa adequados.

B.1 Interpolação Real

Seja (X,Y ) um par (real ou complexo) de interpolação.

Se I é qualquer intervalo contido em (0,+∞), Lp∗(I) é o espaço de Lebesgue LP (I) com respeito

da medida dt
t em I.Em particular, L∞∗ (I) = L∞(I).

B.1.1 O K-Método

Definição B.3. Para cada x ∈ X + Y e t > 0 defina

K(t, x,X, Y ) = inf
x=a+b,a∈X,b∈Y

(‖a‖X + t‖b‖Y ). (B.1)



B.1 Interpolação Real 108

Quando não há risco de confusão, denotamos K(t, x,X, Y ) apenas por K(t, x).

É interessante observar que K(1, x) = ‖x‖X+Y e que para cada t > 0, K(t, ·) define uma norma

em X + Y equivalente a K(1, x).

A seguir, com a ajuda da função K definimos uma famı́lia de espaços de Banach.

Definição B.4. Sejam 0 < θ < 1, 1 6 p 6∞. Defina

(X,Y )θ,p =
{
x ∈ X + Y ; t 7→ t−θK(t, x,X, Y ) ∈ Lp∗(0,+∞)

}
; (B.2)

‖x‖(X,Y )θ,p =
∥∥∥t−θK(t, x,X, Y )

∥∥∥
Lp∗(0,+∞)

; (B.3)

(X,Y )θ =

{
x ∈ X + Y ; lim

t→0+
t−θK(t, x,X, Y ) = lim

t→+∞
t−θK(t, x,X, Y ) = 0

}
(B.4)

Tais espaços são chamados de espaços de interpolação real.

A aplicação x 7→ ‖x‖(X,Y )θ,p é uma norma em (X,Y )θ,p e quando não houver chance de confusão

será chamada apenas de ‖x‖θ,p.
Pela definição da função K não é dif́ıcil observar que K(t, x,X, Y ) = tK(t−1, x, Y,X) para cada

t > 0, assim, ainda da definição segue que

(X,Y )θ,p = (Y,X)1−θ,p 0 < θ < 1, 1 6 p 6∞, (B.5)

e

(X,Y )θ = (Y,X)1−θ (B.6)

A seguir alguns casos particulares.

(i) Se X = Y , então X + Y = X e K(t, x) 6 min{t, 1}‖x‖. Portanto,

(X,Y )θ,p = X 0 < θ < 1, 1 6 p 6∞,

com a equivalência das respectivas normas.

(ii) Se X ∩ Y = {0} então (X,Y )θ,p = (X,Y )θ = {0} para todo p ∈ [1,∞] e θ ∈ (0, 1).

(iii) Se Y ↪→ X temos K(t, x) ≤ ‖x‖X para todo x ∈ X, assim t 7→ t−θK(t, x) ∈ Lp∗(a,∞) para

todo a > 0 e lim
t→+∞

t−θK(t, x) = 0. Portanto, apenas o comportamento de t−θK(t, x) importa na

definição de (X,Y )θ,p e (X,Y )θ uma vez que podemos substituir (0,+∞) por (0, a) na definição B.4

e obter normas equivalentes.

O ı́tem (iii) anterior é muito importante para teoria de interpolação em geral como veremos nos

resultados posteriores.

A proposição a seguir contém a relação entre os espaços de interpolação real (X,Y )θ,p1 e (X,Y )θ,p2

quando 1 6 p1 6 p2 6∞.
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Proposição B.5. Para 0 < θ < 1 e 1 6 p1 6 p2 6∞ temos

X ∩ Y ↪→ (X,Y )θ,p1 ↪→ (X,Y )θ,p2 ↪→ (X,Y )θ ↪→ (X,Y )θ,∞ ↪→ X + Y. (B.7)

Além disso,

(X,Y )θ,∞ ↪→ X ∩ Y ,

onde o fecho de X e Y foram tomados em X + Y .

Demonstração. Ver [25], p. 6. �

Se Y ↪→ X outras relações de imersão valem e são dadas na proposição a seguir.

Proposição B.6. Se Y ↪→ X, para 0 < θ1 < θ2 < 1 temos

(X,Y )θ2,∞ ↪→ (X,Y )θ1,1. (B.8)

Portanto, (X,Y )θ2,p ↪→ (X,Y )θ1,q para todo p, q ∈ [1,∞].

Demonstração. Ver [25], p. 9. �

A proposição anterior não é verdade, no geral, veja [25], exemplo 1.1.10, p. 17.

Proposição B.7. Para todo θ ∈ (0, 1), p ∈ [1,∞], (X,Y )θ,p é um espaço de Banach. Para todo

θ ∈ (0, 1), (X,Y )θ é um espaço de Banach com a norma de (X,Y )θ,∞.

Demonstração. Ver [25], p. 9. �

O Teorema a seguir garante que os espaços (X,Y )θ,p e (X,Y )θ são espaços de interpolação.

Teorema B.8. Sejam (X1, Y1), (X2, Y2) pares de interpolação. Se T ∈ L(X1, X2) ∩ L(Y1, Y2) então

T ∈ L ((X1, Y1)θ,p, (X2, Y2)θ,p) ∩ L ((X1, Y1)θ, (X2, Y2)θ) para todo θ ∈ (0, 1) e p ∈ [1,∞]. Alem disso,

‖T‖L((X1,Y1)θ,p,(X2,Y2)θ,p) 6
(
‖T‖L(X1,X2)

)1−θ (‖T‖L(Y1,Y2))θ . (B.9)

Demonstração. Ver [25], p. 10. �

Tomando X1 = X2 = X e Y1 = Y2 = Y no Teorema anterior segue que (X,Y )θ,p e (X,Y )θ são

espaços de interpolação. Outra importante consequência é dada abaixo.

Corolário B.9. Seja (X,Y ) um par de interpolação. Para 0 < θ < 1, 1 6 p 6 ∞ existe c = c(θ, p)

tal que

‖y‖(X,Y )θ,p 6 c(θ, p)‖y‖
1−θ
X ‖y‖θY , ∀y ∈ X ∩ Y. (B.10)

Demonstração. Ver [25], p. 11. �
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B.2 Espaços Intermediários e Reiteração

Vamos introduzir duas classes de espaços intermediários para o par de interpolação (X,Y ).

Definição B.10. Sejam 0 6 θ 6 1 e E um espaço de Banach tal que X ∩ Y ↪→ E ↪→ X + Y .

(i) Dizemos que E pertence à classe Jθ entre X e Y se existe uma constante c tal que

‖x‖E 6 c‖x‖1−θX ‖x‖θY , ∀x ∈ X ∩ Y,

e nesse caso dizemos que E ∈ Jθ(X,Y ).

(ii) Dizemos que E pertence à classe Kθ entre X e Y se existe k > 0 tal que

K(t, x) 6 ktθ‖x‖E , ∀x ∈ E, t > 0,

e nesse caso dizemos que E ∈ Kθ(X,Y ).

Se θ ∈ (0, 1) isso significa que E é continuamente imerso em (X,Y )θ,∞.

A proposição a seguir fornece uma caracterização muito útil do espaço Jθ(X,Y ).

Proposição B.11. Sejam 0 < θ < 1 e E um espaço de Banach tal que X ∩ Y ↪→ E ↪→ X + Y . As

afirmações a seguir são equivalentes:

(i) E ∈ Jθ(X,Y ).

(ii) (X,Y )θ,1 ↪→ E

Demonstração. Ver [25], p. 27 e 28. �

A Definição B.10 e a Proposição B.11 garantem que, para 0 < θ < 1 um espaço E ∈ Kθ(X,Y ) ∩
Jθ(X,Y ) se, e somente se,

(X,Y )theta,1 ↪→ E ↪→ (X,Y )θ,∞.

Em particular, (X,Y )θ,p e (X,Y )θ pertencem à Kθ(X,Y ) ∩ Jθ(X,Y ) para todo p ∈ [1,∞]. No

entanto, existem espaços intermediários que pertencem a Kθ(X,Y ) ∩ Jθ(X,Y ) e que não são espaços

de interpolação, como apontamos no exemplo a seguir.

Exemplo B.12. C1(Rn) ∈ J 1
2
(C(Rn), C2(Rn))∩K 1

2
(C(Rn), C2(Rn)), mas C1(Rn) não é um espaço

de interpolação entre C(Rn) e C2(Rn).

A seguir apresentamos uma das principais ferramentas para a Teoria de Interpolação no geral.

Teorema B.13 (Teorema de Reiteração). Sejam 0 6 θ0 < θ1 6 1. Seja θ ∈ (0, 1) e defina

ω = (1− θ)θ0 + θθ1. Valem as seguintes afirmações:
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(i) Se Ei ∈ Kθ(X,Y ), i = 0, 1, então

(E0, E1)θ,p ↪→ (X,Y )ω,p, ∀p ∈ [1,∞],

e

(E0, E1)θ ↪→ (X,Y )ω.

(ii) Se Ei ∈ Jθ(X,Y ), i = 0, 1, então

(X,Y )ω,p ↪→ (E0, E1)θ,p, ∀p ∈ [1,∞],

e

(X,Y )ω ↪→ (E0, E1)θ.

Consequentemente, se Ei ∈ Jθ(X,Y ) ∩Kθ(X,Y ) então,

(E0, E1)θ,p = (X,Y )ω,p, ∀p ∈ [1,∞],

e

(E0, E1)θ = (X,Y )ω,

com a equivalência das respectivas normas.

Demonstração. Ver [25], p. 31, 32 e 33. �

B.3 Interpolação Complexa

Iniciamos essa seção enunciando um importante resultado.

Proposição B.14 (Prinćıpio do Máximo). Se Ω ⊂ C é aberto e limitado e f : Ω→ X é holomorfa

em Ω e cont́ınua em Ω então

‖f(ξ)‖X 6 max{‖f(z)‖X ; z ∈ ∂Ω}

para todo ξ ∈ Ω.

O Prinćıpio do Máximo também vale para funções definidas em faixas. Em razão de nosso interesse

nesse trabalho, vamos considerar a faixa

S = {z = x+ iy ∈ C; 0 6 x 6 1}.
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Se f : S → X é holomorfa no interior de S, cont́ınua e limitada em S então o Prinćıpio do Máximo

garante que para cada ξ ∈ S

‖f(ξ)‖X 6 max

{
sup
t∈R
‖f(it)‖X , sup

t∈R
‖f(1 + it)‖

}
.

Seja (X,Y ) um par de interpolação de espaços de Banach.

Definição B.15. Definimos por F(X,Y ) o espaço de todas as funções f : S → X + Y tais que

(i) f é holomorfa no interior de S e cont́ınua até sua fronteira.

(ii) t 7→ f(it) ∈ C(R;X), t 7→ f(1 + it) ∈ C(R;Y ) e

‖f‖F(X,Y ) = max

{
sup
t∈R
‖f(it)‖X , sup

t∈R
‖f(1 + it)‖Y

}
.

Definimos também F0(X,Y ) como o subespaço de F(X,Y ) que consiste das funções f : S → X+Y

tais que

lim
|t|→∞

‖f(it)‖X = 0 = lim
|t|→∞

‖f(1 + it)‖Y .

Uma aplicação direta do Prinćıpio do Máximo garante que F(X,Y ) e F0(X,Y ) são espaços de

Banach.

Lema B.16. O espaço gerado pelas funções e(δz
2+λz)a, δ > 0, λ ∈ R, a ∈ X∩Y é denso em F0(X,Y ).

Demonstração. Ver [3], p. 132. �

Os espaços de interpolação complexa [X,Y ]θ são definidos através do traço das funções em F(X,Y ).

Definição B.17. Para todo θ ∈ [0, 1] defina

[X,Y ]θ = {f(θ); f ∈ F(X,Y )}, ‖a‖[X,Y ]θ = inf
f∈F(X,Y ),f(θ)=a

‖f‖F(X,Y ).

[X,Y ]θ é isomorfo ao espaço quociente F(X,Y )/Nθ, onde Nθ é o subconjunto de F(X,Y ) que

consiste das funções que se anulam em z = θ. Como Nθ é fechado, o espaço quociente é um espaço de

Banach e, por consequência disso, [X,Y ]θ também o é.

As propriedades a seguir seguem diretamente da definição de [X,Y ]θ.

(i) Para todo θ ∈ (0, 1),

[X,Y ]θ = [Y,X]1−θ.

(ii) Conseguimos uma definição equivalente de [X,Y ]θ substituindo o espaço F(X,Y ) pelo espaço

F0(X,Y ). De fato para cada f ∈ F(X,Y ) e δ > 0 a função fδ(z) = eδ(z−θ)
2
f(z) está em F0(X,Y ),
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satisfaz fδ(θ) = f(θ) e ‖fδ‖F (X,Y ) 6 max
{
eδθ

2
, eδ(1−θ)

2
}
‖f‖F(X,Y ). Fazendo δ → 0 segue que

inf
f∈F(X,Y ),f(θ)=a

‖f‖F(X,Y ) = inf
f∈F0(X,Y ),f(θ)=a

‖f‖F(X,Y )

(iii) Se Y = X então [X,X]θ = X.

(iv) Para todo t ∈ R e para toda f ∈ F(X,Y ), temos f(θ + it) ∈ [X,Y ]θ para cada θ ∈ (0, 1) e

‖f(θ + it)‖[X,Y ]θ = ‖f(θ)‖[X,Y ]θ . Para isso basta substituir a função f por g(z) = f(z + it).

Finalmente, o Lema B.16 garante que X ∩ Y é denso em [X,Y ]θ para todo θ ∈ (0, 1).

Proposição B.18. Seja θ ∈ (0, 1). Então

X ∩ Y ↪→ [X,Y ]θ ↪→ X + Y.

Demonstração. Ver [25], p. 45. �

A observação a seguir apresenta uma maneira alternativa de calcular a norma em [X,Y ]θ para os

elementos de X ∩ Y.

Observação B.19. Seja ν(X,Y ) o espaço gerado pelas funções do tipo ϕ(z)x, com ϕ ∈ F0(X,Y ) e

x ∈ X ∩ Y. Se a ∈ X ∩ Y , sua [X,Y ]θ-norma podo ser obtida também através da fórmula,

‖a‖[X,Y ]θ = inf
f∈ν(X,Y ),f(θ)=a

‖f‖F(X,Y ). (B.11)

Demonstração. Ver [25], p. 46. �

Finalmente, o teorema a seguir garante que [X,Y ]θ são espaços de interpolação.

Teorema B.20. Sejam (X1, Y1), (X2, Y2) pares de interpolação complexa. Se T ∈ L(X1, X2) ∩

L(Y1, Y2), então a restrição de T a [X1, Y1]θ pertence a L ([X1, Y1]θ, [X2, Y2]θ) para todo θ ∈ (0, 1).

Além disso,

‖T‖L([X1,Y1]θ,[X2,Y2]θ) 6
(
‖T‖L(X1,X2)

)1−θ (‖T‖L(Y1,Y2))θ . (B.12)

Demonstração. Ver [25], p. 46 e 47. �

Assim como na interpolação real, temos o seguinte corolário, cuja demonstração é análoga ao caso

da interpolação real.

Corolário B.21. Para todo θ ∈ (0, 1) temos

‖y‖[X,Y ]θ 6 ‖y‖
1−θ
X ‖y‖θY , ∀y ∈ X ∩ Y. (B.13)

Demonstração. Ver [25], p. 48. �



B.3 Interpolação Complexa 114

O corolário anterior garante que [X,Y ]θ ∈ Jθ(X,Y ) e então, graças à proposição B.11 (X,Y )θ,1 ↪→
[X,Y ]θ. Além disso, [X,Yθ ↪→ (X,Y )θ,∞ como é dito na proposição a seguir.

Proposição B.22. Para todo θ ∈ (0, 1), [X,Y ]θ ∈ Kθ(X,Y ), isto é, [X,Yθ ↪→ (X,Y )θ,∞.

Demonstração. Ver [25], p. 49. �

Assim, combinando o Corolário B.21 e a Proposição B.5 conclúımos que [X,Y ]θ ∈ Jθ(X,Y ) ∩
Kθ(X,Y ). Logo, pela proposição B.6 segue que [X,Y ]θ2 ↪→ [X,Y ]θ1 para 0 < θ1 < θ2 < 1, sempre

que Y ↪→ X.

Além disso, o Teorema da Reiteração nos permite caracterizar os espaços de interpolação real entre

espaços de interpolação complexa. Para 0 < θ1 < θ2 < 1, 0 < θ < 1, 1 6 p 6∞,

([X,Y ]θ1 , [X,Y ]θ2)θ,p = (X,Y )(1−θ)θ1+θθ2,p.

Ainda a respeito de propriedades de reiteração, Calderon (ver [3]) mostrou que se um dos espaços

X,Y está continuamente imerso no outro, ou se X,Y são espaços reflexivos e X∩Y é denso em ambos,

X e Y , então

[[X,Y ]θ1 , [X,Y ]θ2 ]θ = [X,Y ](1−θ)θ1+θθ2 .

Se X e Y são espaços reflexivos, Lions (ver [23]) mostrou que para 0 < θ1 < θ2 < 1, θ ∈ (0, 1) e

p ∈]0,∞[,

[(X,Y )θ1,p, (X,Y )θ2,p]θ = (X,Y )(1−θ)θ1+θθ2 .

A respeito dos casos em que os espaços de interpolação complexa coincidem com os espaços de

interpolação real não existe resposta geral. No entanto, prova-se que, se X e Y são espaços de Hilbert,

então

[X,Y ]θ = (X,Y )θ,p.

Na próxima seção vamos relacionar as definições e resultados das seções anteriores com o domı́nio

de operadores lineares.

Nosso interesse, como já dito, está em caracterizar o domı́nio do operador Aα, A sendo um operador

positivo e α ∈ (0, 1).

B.4 Espaços de Interpolação e Domı́nio de Operadores

Vamos começar vendo alguns resultados a respeito do domı́nio do operador A e depois estenderemos

para a potência fracionária.

Definição B.23. Para θ ∈ (0, 1), p ∈ [1,+∞] definimos

DA(θ, p) = (X,D(A))θ,p.
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Além disso, se k ∈ N, definimos

DA(θ +K, p) = {x ∈ D(Ak);Akx ∈ DA(θ, p)},

‖x‖DA(θ+k,p) = ‖x‖+ ‖Ak‖DA(θ,p),

isto é, DA(θ + k, p) é o domı́nio da parte de Ak em DA(θ, p).

Segue dessa definição o seguinte corolário.

Corolário B.24. Para θ ∈ (0, 1), p ∈ [1,+∞] e k ∈ N,

DA(θ + k, p) = (D(Ak), D(Ak+1))θ,p.

Demonstração. Ver [25], p. 59. �

B.4.1 O caso em que A é um operador não negativo

Seja X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X → X um operador linear não negativo.

Proposição B.25.

(X,D(A))θ,p = {x ∈ X;λ 7→ ϕ(λ) = λθ‖A(λ+A)−1x‖ ∈ Lp∗(0,+∞)}

e as normas ‖x‖θ,p e

‖x‖∗θ,p = ‖x‖+ ‖ϕ‖Lp∗(0,+∞)

são equivalentes.

Demonstração. Ver [25], p. 57 e 58. �

Proposição B.26. Se r,m ∈ N são tais que r > m, então,

D(Ar) ∈ J r
m

(X,D(Am)) ∩K r
m

(X,D(Am)).

Proposição B.27. Se m ∈ N, então, para θ ∈ (0, 1) tal que mθ /∈ N e para p ∈ [1,∞] segue

(X,D(Am))θ,p = DA(mθ, p).

Proposição B.28. Se θ ∈ (0, 1) e p ∈ [1,+∞].

(X,D(A2))θ,p = {x ∈ X;λ 7→ ϕ(λ) = λ2θ‖A2(λ+A)−2x‖ ∈ Lp∗(0,+∞)}
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e as normas ‖x‖(X,D(An))θ,p e

‖x‖−θ,p = ‖x‖+ ‖ϕ‖Lp∗(0,+∞)

são equivalentes.

Demonstração. Ver [25], p. 62. �

B.4.2 O caso em que A é gerador de um semigrupo

Suponhamos que A é gerador infinitesimal do semigrupo {T (t)}t>0.

Proposição B.29.

(X,D(A))θ,p = {x ∈ X; t 7→ ψ(t) = t−θ‖T (t)x− x‖ ∈ Lp∗(0,+∞)}

e as normas ‖x‖θ,p e

‖x‖∗∗θ,p = ‖x‖+ ‖ψ‖Lp∗(0,+∞)

são equivalentes.

Demonstração. Ver [25], p. 70. �

Proposição B.30. Para todo θ ∈ (0, 1) e p ∈ [1,+∞] temos,

(X,D(A2))θ,p = {x ∈ X; t 7→ ψ(t) = t−2θ‖(T (t)− I)2x‖ ∈ Lp∗(0,+∞)}

e as normas ‖x‖θ,p e

‖x‖−θ,p = ‖x‖+ ‖ψ‖Lp∗(0,+∞)

são equivalentes.

Demonstração. Ver [25], p. 70. �

Teorema B.31. Seja T (t) um semigrupo em X. Além disso, assuma que existe um espaço de Banach

E ⊂ X e m ∈ N, β ∈ (0, 1), C > 0 tais que

‖T (t)‖L(X,E) 6
C

tmβ
, t > 0,

e que t 7→ T (t)x é mensurável com valores em E, para cada x ∈ X. Então E ∈ Jβ(X,D(Am)), assim

(X,D(Am))θβ,p ↪→ (X,E)θ,p para cada θ ∈ (0, 1), p ∈ [1,∞].

Demonstração. Ver [25], p. 73 e 74. �
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B.4.3 Domı́nio do Operador Potência Fracionária

Proposição B.32. Para 0 < Re α < 1,

D(Aα) ∈ JRe α(X,D(A)) ∩KRe α(X,D(A)),

isto é,

(X,D(A))Re α,1 ↪→ D(Aα) ↪→ (X,D(A))Re α,∞

Demonstração. Ver [25], p. 89 e 90.

Em espaços de Hilbert o seguinte Teorema é Válido.

Teorema B.33. Seja H um espaço de Hilbert. Se A : D(A) ⊂ H → H é m−acretivo e 0 ∈ ρ(A)

então para 0 6 Re α 6 Re β e para cada θ ∈ (0, 1) temos

[D(Aα), D(Aβ)]θ = D(A(1−θ)α+θβ).

Demonstração. Ver [25], p. 119 e 120. �

Observe que tomando α = 0 e β = 1 no teorema acima obtemos que, em espaços de Hilbert,

[D(A), X]1−θ = D(Aθ),

e é com essa caracterização que iniciaremos a nossa discussão no caṕıtulo seguinte.

A próxima seção nos da uma alternativa para caracterizar os domı́nios de potências fracionárias

de operadores. No próximo caṕıtulo discutiremos as suas vantagens.

B.5 Interpolação de Subespaços: Interpolação de Baiocchi

Sejam X,Y dois espaços de Banach tais que X ↪→ Φ e Y ↪→ Φ, onde Φ é uma espaço topológico

localmente convexo.

Considere ainda outro espaço topológico localmente convexo Ψ e seja ∂ ∈ L(Φ,Ψ).

Tome X ,Y espaços de Banach tais que X ⊂ Ψ, Y ⊂ Ψ (em particular podemos tomar X =

Y = {0}). Defina os seguintes subespaços de X e Y ,

(X)∂,X = {u ∈ X; ∂u ∈X },

(X)∂,Y = {u ∈ Y ; ∂u ∈ Y }

equipados com a norma do gráfico

‖u‖(X)∂,X = ‖u‖X + ‖∂u‖X ,
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‖u‖(Y )∂,Y = ‖u‖Y + ‖∂u‖Y .

Nosso interesse, nessa seção, é apresentar um resultado que compare os espaços de interpolação

complexa dos subespaços supradefinidos. Isto é, queremos comparar os espaços

[(X)∂,X , (Y )∂,Y ]θ e ([X,Y ]θ)∂,[X ,Y ]θ .

Para isso devemos fazer as hipóteses de que existem espaços de Banach X e Y tais que,

(i) X ⊂X ⊂ Ψ, Y ⊂ Y ⊂ Ψ,

(ii) ∂ ∈ L(X,X ) ∩ L(Y,Y ),

(iii) Existem G ∈ L(X , X) ∩ L(Y , Y ) e R ∈ L(X ,X ) ∩ L(Y ,Y ) tais que

∂Gχ = χ+ Rχ, ∀χ ∈X + Y .

A relação desejada é estabelecida no Teorema abaixo.

Teorema B.34. Assuma que todas as condições acima são satisfeitas. Então

[(X)∂,X , (Y )∂,Y ]θ = ([X,Y ]θ)∂,[X ,Y ]θ , ∀θ ∈ (0, 1),

com a equivalência das respectivas normas.

Demonstração. Ver [24], p. 97 e 98. �
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