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Resumo

Neste trabalho é apresentado o desenvolvimento de novas teorias de projetos de controle 
chaveado robusto, para sistemas não lineares discretos no tempo utilizando a decomposi-
ção em soma de quadrados (do inglês Sum of Squares - SOS). Inicialmente, é apresentada 
uma pequena revisão dos conceitos existentes na literatura de projeto de controladores ba-
seados em desigualdades matriciais lineares - do inglês Linear Matrix Inequalities - LMIs, 
que são importantes para entender a motivação pelo projeto com SOS, no qual é mostrado 
suas principais vantagens através de novos teoremas em que se reduz o conservadorismo 
das condições de projeto de controle, com resultados satisfatórios que melhoraram o de-
sempenho do sistema não se limitando a uma região de operação como quando é utilizado 
os modelos fuzzy Takagi-Sugeno (T-S). A tese aborda métodos que podem ser descri-
tos por funções polinomiais, não sendo necessário conhecer as funções de pertinência 
do sistema quando é implementada a lei de controle chaveada utilizando modelos fuzzy 
Takagi-Sugeno, o que é uma vantagem pois, elas podem depender de parâmetros incertos 
ou ser complexas, inviabilizando a implementação do projeto. Portanto são considerados 
sistemas não lineares incertos discretos no tempo e propostos controladores com ganhos 
chaveados polinomiais. Os resultados obtidos mostraram uma maior flexibilidade e  me-
nor conservadorismo em relação as teorias existentes e isso foi demonstrado através de 
exemplos numéricos e simulações computacionais.

Palavras-chave: sistemas não lineares incertos discretos no tempo; soma de quadrados 
(SOS); controle chaveado; desigualdades matriciais lineares (LMIs); funções polinomiais; 
modelos fuzzy Takagi-Sugeno.



Abstract

This work presents the development of new theories for robust switched control design 
for discrete-time nonlinear systems using Sum of Squares (SOS) decomposition. Initially, 
a brief review of existing concepts in the literature on controller design based on Linear 
Matrix Inequalities (LMIs) is provided. These concepts are important for understanding 
the motivation behind the SOS-based design, which demonstrates its main advantages 
through new theorems that reduce the conservatism of control design conditions, yielding 
satisfactory results that improve system performance without being limited to an operat-
ing region as in the case of Takagi-Sugeno (T-S) fuzzy models. The thesis addresses meth-
ods that can be described by polynomial functions, making it unnecessary to know the 
membership functions of the system when the switched control law is implemented using 
Takagi-Sugeno fuzzy models. This is an advantage because these functions can depend 
on uncertain parameters or be complex, making the design implementation unfeasible. 
Therefore, uncertain discrete-time nonlinear systems are considered, and controllers with 
switched polynomial gains are proposed. The obtained results showed greater flexibility 
and less conservatism compared to existing theories, which was demonstrated through 
numerical examples and computer simulations.

Keywords: discrete-time uncertain nonlinear systems; sum of squares (SOS); switched 
control; linear matrix inequalities (LMIs); polynomial functions; Takagi-Sugeno fuzzy 
models (T-S).
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1 INTRODUÇÃO

A modelagem matemática de diversos sistemas físicos vem sendo estudada dentro
da teoria de controle e há um aumento crescente de pesquisas nesta área, devido sua
relevância em aprimorar e acompanhar o desenvolvimento da tecnologia em busca de
melhores resultados para a humanidade. O grande desafio é descrever adequadamente
esses sistemas, na maioria dos casos modelos não lineares, visando a sua estabilização e o
atendimento de índices de desempenho previamente especificados, através do projeto de
controladores.

A análise da estabilidade é essencial quando um sistema chaveado é desenvolvido
(Geromel; Deaecto, 2009; Deaecto; Geromel; Daafouz, 2011). O chaveamento, elaborado
cuidadosamente, pode tornar estável um sistema que possui modos instáveis, porém, por
outro lado, é capaz de tornar instável um sistema com todos seus modos estáveis. As
desigualdades matriciais lineares - LMIs (do inglês Linear Matrix Inequalities) são utili-
zadas para análise de sistemas dinâmicos, e através delas podem ser escritas as condições
de estabilidade de um sistema e iniciou-se há mais de 100 anos (Boyd et al., 1994) quando
Lyapunov introduziu a teoria de Lyapunov, sendo uma ferramenta poderosa para os siste-
mas contínuos e discretos no tempo. Entretanto, foi em meados de 1980 que os problemas
de controle puderam ser convertidos em problemas convexos (Bernussou; Peres; Geromel,
1989). Desde então, a estabilidade de sistemas lineares invariantes no tempo realimenta-
dos é garantida se uma matriz de Lyapunov 𝑃 (número de linhas e colunas igual à ordem
do sistema) simétrica definida positiva for encontrada para satisfazer uma LMI.

A natureza de todo sistema, no mundo real e não idealizado é não linear (Slotine;
Li et al., 1991), mesmo diante deste fato, a análise da estabilidade e o projetos de con-
troladores para esses sistemas ainda são complexos e desafiadores. Para os sistemas não
lineares foram introduzidas novas condições que garantissem a estabilidade assintótica
local e global, considerando funções de Lyapunov quadráticas, modelos locais lineares e
as LMIs para analisar a estabilidade e o projeto dos controladores com restrições, incerte-
zas e índices de desempenho, descritos por modelos fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) (Tanaka;
Ikeda; Wang, 1998; Taniguchi et al., 2001; Teixeira; 𝑍̇ak, 1999; Teixeira; Assunção; Avel-
lar, 2003; Cardim et al., 2007), pois podem descrever uma classe de sistemas não lineares
como a combinação de um certo número de modelos locais normalmente lineares (Takagi;
Sugeno, 1985). A combinação é feita através de funções de pertinência fuzzy em uma
região de operação específica, e nesta região limitada no espaço de estados pode-se asse-
gurar que a planta é representada exatamente por um modelo fuzzy T-S. Quanto maior
o número de não linearidades do sistema, maior a quantidade de modelos locais (regras
fuzzy) e como consequência, maior a complexidade numérica dos algoritmos de controle,
dificultando as implementações (Lam, 2011a).
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Diferentes técnicas de projeto de controle foram propostas nas últimas décadas
para o controle de sistemas não lineares representados através de modelos fuzzy T-S base-
ados na compensação distribuída paralela (CDP) (Wang; Tanaka; Griffin, 1996; Teixeira;
𝑍̇ak, 1999; Taniguchi et al., 2001; Teixeira; Assunção; Avellar, 2003; Guerra; Vermeiren,
2004; Ding; Sun; Yang, 2006; Guerra; Kruszewski; Bernal, 2008; Chen et al., 2012; Santim
et al., 2012; Lee; Joo; Tak, 2013; Lee; Joo, 2014; Klug et al., 2015; Klug; Castelan; Cou-
tinho, 2015; Márquez et al., 2017) e nas LMIs. O sistema não linear pode ter parâmetros
incertos (como por exemplo representando uma falha na estrutura, perda de potência ou
desgastes dos componentes mecânicos), e mesmo assim ter seu respectivo modelo fuzzy
T-S representando exatamente o sistema em uma região de operação.

As funções de pertinência fuzzy são utilizadas para combinar os modelos locais,
e dependendo a forma como as incertezas são descritas nos modelos fuzzy T-S, elas po-
dem ser indeterminadas, pois podem depender de parâmetros desconhecidos do sistema.
Quando isso ocorrer, são necessárias outras metologias de projeto de controladores que
não utilizarão diretamente a CDP.

Neste contexto, as pesquisas em busca de novas técnicas de controle para encontrar
soluções que garantem a estabilidade robusta de sistemas que possuem em seus modelos as
não linearidades e também os parâmetros incertos vem aumentando e trazendo resultados
satisfatórios, relaxando mais as restrições e buscando melhores índices de desempenho. Os
trabalhos de Guerra e Vermeiren (2004), Ding, Sun e Yang (2006), Guerra, Kruszewski e
Bernal (2008), Chen et al. (2012) apresentam resultados para o problema de estabilização
de sistemas fuzzy T-S discreto no tempo, em que utilizam uma lei de controle que não tem
estrutura CDP e depende das funções de pertinência, mas para obter resultados menos
conservadores, Guerra e Vermeiren (2004) propuseram uma nova função de Lyapunov não
quadrática, a função de Lyapunov fuzzy (FLF, do inglês Fuzzy Lyapunov Function).

Na prática há muitos casos em que os parâmetros dos sistemas não lineares são
incertos e as variáveis de estados não estão completamente disponíveis para realimentação,
por isso há importância em estudar e avançar com os trabalhos que envolvem métodos
que permitem utilizar modelos com essas incertezas.

Em Souza (2013) são propostos novos métodos de projeto de controle chaveado
para sistemas não lineares incertos, descritos por modelos fuzzy T-S, baseado na lei de
controle chaveada em que há a minimização da derivada temporal da função de Lyapunov,
por meio da seleção do ganho do controlador, que pertence a um conjunto de ganhos.
Com a lei de controle chaveada proposta em Souza (2013), não é necessário ter acesso
às funções de pertinência do modelo não linear na estrutura do controlador, que é uma
vantagem pois as funções de pertinência podem ser incertas desconhecidas ou dependentes
de parâmetros incertos. Alguns dos resultados foram obtidos utilizando a restrição da
norma dos controladores, proposta em (Šiljak; Stipanović, 2000).
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Baseado na lei de controle chaveada de Souza (2013) e no teorema proposto em
Souza et al. (2014), na dissertação de mestrado de Buzetti (2017) é proposto o teorema
considerando matrizes simétricas auxiliares e então é definido um novo controlador cha-
veado. Neste trabalho também é utilizada a minimização da norma dos controladores
chaveados com base na metodologia proposta em Assunção et al. (2007).

Em Oliveira (2017) são propostas novas técnicas de projetos de controle chaveado
considerando a minimização da norma ℋ∞ para sistemas não lineares incertos descritos
por modelos fuzzy T-S para uma classe de sistemas não lineares, considerando funções
de pertinência desconhecidas. É considerada uma a lei de controle sujeita à saturação do
atuador devido às restrições operacionais dos equipamentos e através da lei de controle
chaveado é escolhido um ganho de realimentação que pertence a um conjunto de ganhos
conhecidos e minimiza a derivada da função de Lyapunov do tipo quadrática. Sendo
assim, não é necessário encontrar as funções de pertinência e o desempenho do controle
ℋ∞ é garantido. Em Oliveira et al. (2018) foi proposta uma lei de controle chaveado em
sistemas não lineares discretos no tempo descritos por modelos fuzzy T-S para tratar do
problema de estabilização.

Em Santos (2020) foi desenvolvido projetos de controle chaveado e ℋ∞ chaveado
para o problema de estabilização local de sistema não lineares incertos discretos no tempo
descritos por modelos fuzzy T-S, considerando região de operação e funções de pertinência
dependentes de parâmetros incertos limitados fazendo um estudo baseado no trabalho
realizado em Oliveira et al. (2018), em que mostrou que todas as restrições propostas
foram satisfeitas e a representação do sistema fuzzy T-S foi assegurada.

Um método alternativo é proposto em Parrilo (2000) que fez a decomposição de
funções não lineares polinomiais multivariadas em soma de quadrados (do inglês sum of
squares - SOS). Até então a análise da estabilidade e o projeto de controladores se res-
tringiam as funções de Lyapunov quadráticas ou compostas (Tanaka et al., 2008; Prajna;
Papachristodoulou; Wu, 2004).

Se a dinâmica de um sistema não linear pode ser descrita somente por funções
polinomiais dependentes do vetor de estado do sistema (sistemas polinomiais), a análise
da estabilidade e projeto de controladores não precisam utilizar os modelos fuzzy T-
S (Papachristodoulou; Prajna, 2002; Prajna; Papachristodoulou; Wu, 2004). Quando
é utilizado a decomposição em soma de quadrados o projeto dos controladores não se
restringe a nenhuma condição inicial, ou seja, o sistema não é limitado a uma região de
operação, como ocorre utilizando modelos fuzzy T-S.

O SOS, assim como as LMIs transformam diversos problemas de controle em restri-
ções que são resolvidas por algoritmos computacionais. Com o surgimento da teoria SOS,
novas propostas de projeto e estudos na área de controle também foram surgindo, em Xu,
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Xie e Wang (2009), Jennawasin, Narikiyo e Kawanishi (2010) são propostos projetos de
controladores robustos para sistemas polinomiais com incertezas politópicas. No trabalho
de Nguang, Saat e Krug (2011) no projeto do controlador são consideradas incertezas
limitadas em norma para realimentação estática da saída de sistemas polinomiais. Tam-
bém foram propostos controladores com garantia da norma ℋ∞ para sistemas polinomiais
incertos (HUANG; Hong-Fei; Jian-Ping, 2013) e em Lam et al. (2013) foram estudadas
condições de estabilidade em sistemas baseados em modelos fuzzy polinomiais utilizando
funções de Lyapunov fuzzy chaveadas.

Foram estudados para analisar a estabilidade, sistemas utilizando modelos fuzzy
polinomiais (Tanaka et al., 2007b) e também projetos de controladores via compensação
paralela distribuída polinomial (Tanaka et al., 2007a; Cao et al., 2014). Na pesquisa de
resultados de trabalhos usando decomposição em SOS dos sistemas não lineares utilizando
modelos fuzzy polinomiais e funções de Lyapunov polinomiais (FLP) o conservadorismo
do sistema é reduzido comparado as LMIs (Tanaka et al., 2008).

O progresso das pesquisas referente à análise da estabilidade e do projeto dos
controladores de sistemas não lineares via SOS fez com que aumentasse a complexidade
e tornaram os projetos dos controladores mais próximos da realidade, incluindo análise
da estabilidade com garantia de taxa de decaimento (Yum; Wang, 2013) , utilização
de múltiplas funções de Lyapunov (Guelton et al., 2013), controle com custo garantido
de modelos fuzzy polinomiais (Tanaka; Ohtake; Wang, 2008), controle de sistemas não
lineares através de modelos fuzzy polinomiais considerando atraso no vetor de estado do
sistema e sujeito a saturação (Gassara; Hajjaji; Chaabane, 2016), projeto de controladores
robustos considerando a redução da norma ℋ∞ para modelos fuzzy polinomiais (Yu;
Huang; Cheng, 2016) e controle robusto com custo garantido de modelos fuzzy polinomiais
considerando atraso no vetor de estados do sistema (Li; Wang, 2012b; Li; Wang, 2012a).
O trabalho de Chen et al. (2014) apresenta uma abordagem de SOS para controle estável
e controle com custo garantido descritos por sistemas fuzzy polinomiais mostrando que
esses sistemas possuem uma abordagem mais geral e eficaz comparado aos modelos fuzzy
T-S discretos no tempo.

Seguindo com alguns dos avanços na área, buscando diminuir o conservadorismo
dos sistemas por meios de aprimorações das técnicas existentes e buscando novas meto-
dologias para melhores resultados, em Ramos (2018), são propostos controladores com
ganhos polinomiais chaveados para sistemas não lineares incertos utilizando SOS. Com
SOS é possível obter a estabilidade global dos sistemas não lineares incertos ao invés da
estabilidade local que os modelos fuzzy T-S oferecem. Em (Xiao et al., 2020) foi investi-
gada a estabilidade e desempenho do intervalo tipo 2 (IT2) baseado em um modelo fuzzy
polinomial sendo que os conjuntos fuzzy IT2 são utilizados para capturar as incertezas
da planta não linear e com a implementação digital apenas as saídas do sistemas estão
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disponíveis, foi considerado índice de desempenho 𝐻∞ e a estabilidade foi analisada em
termos da soma de quadrados e teoria de Lyapunov. Já em (Li; Mehran; Bao, 2022), foi
explorada a estabilização 𝜂 exponencial e positividade de um controlador considerando
um modelo fuzzy polinomial discreto no tempo utilizando soma de quadrados.

Todos os projetos e simulações apresentados neste trabalho foram realizados no
software Matlab/Simulink®. Os problemas com restrições LMIs foram implementados
através da interface YALMIP (Lfberg, 2004), com o solver SeDuMi (Sturm, 1999). Os
problemas com restrições SOS foram implementados através da interface SOSTOOLS
(Papachristodoulou et al., 2013) com o solver SDPT3 e SeDuMi.

1.1 OBJETIVOS

O objetivo deste trabalho é contribuir para o avanço do controle chaveado com
metodologias que propõem novas leis de controle considerando uma classe de sistemas não
lineares incertos discretos no tempo utilizando SOS, baseado principalmente nos trabalhos
de Ramos (2018), Oliveira et al. (2018), Santos (2020).

Serão propostos novos teoremas, pretendendo diminuir o conservadorismo dos sis-
temas incertos discretos no tempo utilizando funções polinomiais dependentes do vetor
de estados do sistema e também modelos fuzzy polinomiais, aumentando a flexibilidade
do sistema com os métodos propostos neste estudo.

1.2 ESTRUTURA DO TEXTO

∙ Capítulo 1: Apresenta uma introdução do tema que foi abordado na tese, os
objetivos do trabalho e também a organização do texto.

∙ Capítulo 2: Neste capítulo, são mostrados os conceitos preliminares que serão
obtidos como base e referência em todo o trabalho.

∙ Capítulo 3: São propostos novos teoremas para projetar controladores cha-
veados robustos utilizando matrizes polinomiais para sistemas não lineares discretos no
tempo. Os resultados foram satisfatórios e são comprovados através de dois exemplos.

∙ Capítulo 4: É introduzido um índice de desempenho nos teoremas do Capítulo
3 que é a taxa de decaimento. Foram ilustrados os resultados em dois exemplos.

∙ Capítulo 5: Apresenta as conclusões e perspectivas futuras.
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5 CONCLUSÕES E PESQUISAS FUTURAS

5.1 CONCLUSÕES

Uma teoria moderna de controle para sistemas contínuos no tempo já vem se
estabelecendo há décadas, porém a busca por novos métodos que se aproximem mais do
sistema real com projetos de sistemas de controle que alcancem o desempenho ideal de
sistemas dinâmicos está cada vez maior.

Os modelos fuzzy T-S vem sendo estendidos para os modelos fuzzy polinomiais e,
com isso, uma gama mais ampla de plantas não lineares podem ser representadas. Um
controlador fuzzy polinomial foi proposto para controlar uma planta não linear baseado
no modelo fuzzy polinomial. A dificuldade é a existência dos termos não lineares nos
sistemas dos controladores, sendo que a abordagem baseada em LMIs é substituída pela
abordagem em decomposição em soma de quadrados (SOS) para analisar a estabilidade
do sistema polinomial que são mais complexos.

Neste trabalho, foi realizado um estudo sobre as teorias existentes na literatura
para análise e projeto de controle de sistemas não lineares incertos discretos no tempo
com objetivo de propor novos teoremas que apresentassem melhores desempenhos para
encontrar controladores que estabilizem o sistema do que os existentes na literatura.

No Capítulo 3, foi proposto o Teorema 8 em que foi projetado um controlador
utilizando sistemas polinomiais discretos no tempo e matrizes simétricas definidas posi-
tivas 𝑃𝑖, utilizando a lei de controle chaveada e uma função candidata de Lyapunov não
quadrática. Foram realizadas simulações considerando três exemplos. O primeiro exem-
plo é comumente encontrado na literatura e o objetivo é encontrar o maior valor de 𝛽

que estabilize o sistema. Foi utilizado esse exemplo com o intuito de comparar os novos
teoremas com restrições SOS e analisar o seu desempenho. Os resultados obtidos foram
satisfatórios, pois, apesar de ser encontrado o mesmo valor de 𝛽 existente na literatura
(𝛽 = 1, 0161) por estar utilizando funções polinomiais já é uma vantagem inclusive nos
ganhos das matrizes. No Exemplo 4 foi acrescentado 𝑥2(𝑘) na planta do Exemplo 3 e
foram obtidos novos controladores para o valor de 𝛽 ≤ 1, 6 e 𝑥2(𝑘) ∈

[︁
−∞, ∞

]︁
. No

Exemplo 5 foi utilizada a planta do Exemplo 3, substituindo 𝛽 por 𝑥1(𝑘), tornando a
planta polinomial e foi encontrada factibilidade para 𝑥1(𝑘) ∈

[︁
−∞, ∞

]︁
, ou seja, não foi

necessário restringir a região de operação do sistema como acontece nos modelos fuzzy
T-S, deixando os resultados muito satisfatórios e menos conservadores.

No Capítulo 4, foi adicionado a taxa de decaimento no Teorema 8, sendo apresen-
tado o Teorema 9. Assim como no capítulo anterior, foram comprovados os resultados
pelos Exemplos 6, 7 e 8 com figuras que comprovaram seus desempenhos satisfatórios.
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As programações foram feitas com taxas de decaimento de 0,1 até 0,9 e foram encontra-
dos controladores que estabilizassem o sistema discreto no tempo utilizando as restrições
SOS do Teorema 9. Considerando o Exemplo 6 todos os valores de 𝛽 encontrados foram
melhores do que os apresentados utilizando o Teorema 10 (Santos, 2020), os resultados
comparativos podem ser observados na Tabela 2.

No Exemplo 7 foi incluído 𝑥2(𝑘) na planta não linear discreta no tempo do Exemplo
6, tornando a planta do Exemplo 7 polinomial, porém, como ainda foi mantido 𝛽, ele foi
modelado a partir do modelo fuzzy T-S do Exemplo 6. Foi encontrada factibilidade para
as taxas de decaimento de 𝜆 = 0, 9 até 𝜆 = 0, 1 e os resultados foram ilustrados através
das figuras. No Exemplo 8 foi considerada a planta polinomial com 𝑥1(𝑘) e realizada
as programações através do Teorema 9. Mesmo com a restrição de desempenho que foi
considerada (taxa de decaimento 𝜆) os resultados obtidos foram satisfatórios utilizando
a planta não linear discreta no tempo polinomial com as restrições SOS do Teorema 9
e encontrados novos controladores que tornaram o ponto de equilíbrio 𝑥 = 0 do sistema
controlado assintoticamente estável para todos os valores de 𝜆 e não limitando a região
de operação, sendo factível para 𝑥1(𝑘) ∈

[︁
−∞, ∞

]︁
A utilização do SOS nos teoremas de controle mostraram resultados vantajosos

e menos conservadores do que os existentes na literatura utilizando modelos fuzzy T-S.
Isto porque quando se utiliza as restrições SOS com funções polinomiais a factibilidade
do sistema é encontrada para 𝑥1(𝑘) ∈

[︁
−∞, ∞

]︁
e 𝑥2(𝑘) ∈

[︁
−∞, ∞

]︁
. Também pode-se

observar que dependendo do valor da taxa de decaimento houve mais chaveamento quando
projetado o controlador e também uma melhor resposta do sistema como pode-se analisar
nas figuras dos Capítulos 3 e 4. Portanto deve-se verificar qual o objetivo ao projetar o
novo controlador e analisar todas as circunstâncias afim de encontrar o melhor projeto do
controlador que estabilize a planta de acordo com o interesse do projetista.

5.2 PESQUISAS FUTURAS

Como continuidade do trabalho pode-se listar os seguintes tópicos para sistemas
discretos no tempo com restrições SOS:

∙ Incrementar os teoremas obtidos considerando custo garantido.

∙ Considerar nos teoremas redução da norma 𝐻∞ e também saturação no atuador
comprovando os resultados através de exemplos.

∙ Utilizar outros exemplos existentes na literatura para estudo e comparação
dos resultados.
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