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RESUMO

O primeiro objetivo deste trabalho foi estudar problemas relacionados a estabilidade
estrutural dentro das classes de campos de vetores suaves por partes e suaves por
partes refrativos tridimensionais que admitam integral primeira que deixe invariante to-
das as esferas bidimensionais centradas na origem. Condi¢cdes sobre estabilidade e
familias genéricas a um parémetro na esfera bidimensional foram usadas para provar
0s resultados que estabelecem as condi¢gées necessarias para a estabilidade estru-
tural dentro destas classes. Além disso, estudamos o problema do centro-foco e de
ciclicidade nas classes de campos suaves e suaves por partes tridimensionais que
admitam integral primeira que deixe invariante todas as esferas bidimensionais cen-
tradas na origem. Provamos que sistemas lineares nessas classes nao admitem ciclo
limite nas esferas invariantes. Finalmente, obtemos 4 ciclos limite de pequena am-
plitude bifurcando de um foco-fraco para sistemas quadraticos (suaves) definido na
esfera unitaria e também mostramos que existe uma perturbacdo suave por partes
quadratica tal que pelo menos 10 ciclos limite de pequena amplitude bifurcam de um

centro quadratico suave nessa esfera.

Palavras-chave: Campos de vetores em esferas invariantes, estabilidade estrutural,
integrabilidade, problema do centro-foco, ciclicidade local.



ABSTRACT

The first goal of this work was to study structural stability problems in the classes of pi-
ecewise smooth and piecewise smooth refractive vector fields that admit a first integral
that leaves invariant any two-dimensional sphere centered at the origin. Stability con-
ditions and generic one-parameter families in the two-dimensional sphere were used
to prove the results that establish the necessary conditions for structural stability in
these classes. Furthermore, we study the center-focus and the cyclicity problems in
the classes of smooth and piecewise smooth vector fields that admit a first integral that
leaves invariant any two-dimensional spheres centered at the origin. We prove that
linear systems into these classes do not admit limit cycle on invariant spheres. Finally,
we obtain 4 small amplitude limit cycles bifurcating from a weak-focus of a (smooth)
quadratic system defined on the unit sphere and we also show that there exists a pie-
cewise smooth quadratic perturbation such that at least 10 small amplitude limit cycles

bifurcate from a smooth quadratic center on this sphere.

Keywords: Vector fields on invariant spheres, structural stability, integrability, center-
focus problem, local cyclicity.
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1 Introducao

Equagoes diferenciais e sistemas dinamicos podem ser utilizados para modelar fenome-
nos naturais e podemos obter informagoes sobre isso através das solugoes desses sistemas.
Uma ferramenta interessante para entender o comportamento das solugdes de um sis-
tema dinamico ¢ a existéncia de integrais primeiras, pois quando existem as trajetorias
do campo vetorial permanecem restritas as superficies de nivel dessas fun¢oes. Quando
trabalhamos com um sistema n—dimensional, dizemos que ele é completamente integravel
quando tem n — 1 integrais primeiras independentes e as érbitas de um sistema comple-
tamente integravel sao obtidas apenas intersectando os conjuntos de nivel das integrais
primeiras. Outros conceitos importantes no entendimento do comportamento das solu-
¢oes de um sistema diferencial e na classificacao de retratos de fase de campos de vetores
suaves sao os de equivaléncia topolégica (ver Defini¢ao e estabilidade estrutural (ver
Definicao , que buscam responder sob quais hipdteses campos de vetores tem o mesmo
comportamento. Nesse sentido, os Teoremas de Peixoto [42), 43| classificam os campos de
vetores estruturalmente estaveis em regioes planares e variedades bidimensionais. Além
disso, em [47, [51] foram exibidas classificagoes dos campos de vetores de codimensao-1
definidos em variedades bidimensionais sem e com bordo, respectivamente. Mais detalhes
podem ser vistos na Secao [2.1]

Em 1880s o conceito de ciclo limite (i.¢. érbita periddica isolada) foi introduzido por H.
Poincaré e o problema em aberto mais importante relacionado a esse tema foi apresentado
por D. Hilbert, em 1900, no International Congress of Mathematicians - ICM, em Paris. A
segunda parte do décimo sexto problema de Hilbert busca uma estimativa para o nimero
maximo de ciclos limite que um campo vetorial polinomial planar pode ter. Para mais
detalhes, indicamos [30].

Nos ultimos anos, o comportamento de sistemas dindmicos suaves por partes também
tem sido estudado e uma formulacao rigorosa do problema foi dada por Filippov, em [21].

Esta teoria é muito importante em aplicagoes fisicas e bioldgicas, veja [16] por exemplo.

Nesse sentido, consideramos

X (x,y,2), z>0,

(1.1)
X (x,y,2), 2<0,

Y(l’? y’ z) = {

21
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um campo de vetores suave por partes 3—dimensional com regiao de descontinuidade
Y = {(z,y,2);2 = 0}. Assumimos que Y pode ser multivaluado em ¥ e seguimos as
convencoes de Filippov nas regioes de escape e deslize. As defini¢bes precisas podem ser
vistas na Secao

No caso suave por partes, assim como no caso suave, a integrabilidade dos campos de
vetores X* é uma ferramenta importante para entender o comportamento das trajetérias
de Y = (X, X7), na classificagdo de retratos de fase e também para responder a questoes
relacionadas com a existéncia de ciclos limite costurantes (6rbita periédica de costura
isolada). Veja [39] para mais detalhes.

Outro conceito importante na classificacao de retratos de fase de campos de vetores
suaves por partes é a Y—equivaléncia. Dizemos que dois campos de vetores suaves por
partes Y = (X7, X )eY = (X1, X ") sdo E—equivalentes se existe um homeomorfismo
h que leva 6rbitas de Y em orbitas de Y preservando a orientacao das Orbitas e tal
que h(X) = X. Para mais detalhes, veja Segao Nesse sentido, podemos encontrar
uma caracterizagao local dos elementos estruturalmente estaveis e de codimensao-1, para

sistemas suaves por partes planares, em [28] [34], por exemplo.

Denotamos por X a classe dos campos de vetores suaves X : R® — R3 que admitem
H(z,y,z) = 2*> + y* + z? como integral primeira, munido da topologia C". Isso significa
que todas as esferas centradas na origem e com raio p, S? = {(x,y, 2) : 2> +y* + 2* = p*},
sao invariantes pelo fluxo de X. Denotamos por X, quando as componentes de X € X
sao polindmios de grau n. Também consideramos a classe de campos de vetores suaves
por partes dada por tais que X, X~ € X. Denotamos esta classe por X e por X,
quando X, X~ € X,,. Portanto se Y € X, entdo qualquer esfera centrada na origem ¢
invariante pelo fluxo do sistema suave por partes Y. Munimos a classe X com a topologia
produto de classe C", como usual.

Também consideramos o caso em que Y € X é refrativo, veja Definicao [4.6, Em
suma, significa que a primeira derivada de Lie de f(z,y,z) = z nas diregoes de X e de
Y em p = (z,y,0) € 3 coincidem, conforme definido com mais detalhes na Segao .
A principal motivagdo para estudar este caso reside em aspectos da Teoria do Controle
onde enfatizamos o notavel trabalho de I. Ekeland em [19], no qual o principal problema
no calculo classico de variagoes foi estudado. Denotamos por R o espago de todos os
campos de vetores refrativos Y = (X, X7) em X e munimos R com a topologia induzida
da topologia produto de classe C". Para A > 0, suficientemente pequeno, consideramos
o conjunto 3** formado por todos os campos de vetores suaves por partes refrativos
definidos em S3 tendo X = {(z,y, 2) € S3;2z = 0} como regiao de descontinuidade. Note

que se Z € *R, entao para cada A > 0 a restricao Z|SA € M.

Nossos principais objetivos sao:

1. Estudar o problema de estabilidade estrutural e bifurcagdes de codimensao-1 na classe
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M. Utilizar os resultados obtidos para estudar, localmente, o problema de estabili-

dade estrutural na classe fR.

2. Estudar o problema de estabilidade estrutural e bifurcagoes de codimensao-1 na classe
X5,

3. Estudar o problema de centro foco e ciclicidade na classe &,,, n =1, 2.
4. Estudar o problema de centro foco e ciclicidade na classe X,,, n =1, 2.

A seguir, descrevemos os resultados obtidos. Os enunciados, detalhados, estdo no

corpo do texto.

No que diz respeito ao primeiro objetivo, buscamos caracterizar os conjuntos Egk e
S7* dos campos estruturalmente estéveis e de codimensdo-1 em :5* e também buscamos
caracterizar um subconjunto ¥y C R tendo uma descricdo simples e compreensiva de
modo que se Z € fR é localmente estruturalmente estavel, entao Z € ¥,. Estabelecemos
esse resultado no Teorema [£.1, na Segdo [£.6] O Teorema (1.1 ndo é de cardter global
em R? mas no desenvolvimento de sua prova precisaremos estabelecer alguns resultados
globais envolvendo estabilidade estrutural e bifurca¢ées genéricas de campos de vetores
suaves por partes refrativos definidos em uma esfera bidimensional S, com \ > 0 finito.
Na verdade, lidamos com um campo de vetores suave por partes refrativo tridimensional
definido em um conjunto folheado por esferas bidimensionais.

Os seguintes passos devem ser levados em consideragio para obtermos o Teorema [4.1]
Primeiramente, analisamos os aspectos locais da estabilidade estrutural e das bifurcacoes
de codimensdo-1 em 937, nas Secoes e Depois disso, estudamos os aspectos
globais em R, nas Secdes e , provando os Teoremas e , que sao descritos
a seguir. O Teorema é uma versio do Teorema de Peixoto sobre R%*. O resultado
classico pode ser encontrado em [43], e o Teorema é inspirado nos resultados sobre
bifurcacoes genéricas de campos de vetores suaves definidos em variedades bidimensio-
nais, que podem ser encontrados em [47, 5I]. Observamos que sistemas refrativos siao
estruturalmente instaveis no contexto geral de sistemas suaves por partes. Os resultados

comentados sao baseados em [g].

. . c . . —Sy =S
No que diz respeito ao segundo objetivo, estudamos os conjuntos =;* e =7* dos campos

estruturalmente estveis e de codimensao-1 em X°*. Os resultados obtidos sdo detalhados

nos Capitulos[3le 5l A abordagem é semelhante a do objetivo anterior.

No que diz respeito ao terceiro objetivo. Seja X € A} um campo de vetores linear.
Logo (x, X(x)) = 0, para todo x € R? e, portanto, X é homogéneo e pode ser escrito na,
forma

X(x;a1,a2,a3) = (—a1y — agz, a1x — azz, asx + asy), (1.2)
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com x = (z,y,2) € R3. No Capitulo |§| demos uma classificagdo qualitativa dos pontos de
equilibrio de (L.2), provando que se p € S2 = {(z,y, 2) : 2> + y* + 2> = p*} é um ponto
de equilibrio isolado do sistema em SIQJ, entdao p é um centro. Além disso, o sistema
¢ completamente integravel.

Inspirados pela homogeneidade dos campos de vetores X € X} estudamos e classifica-
mos os pontos de equilibrio do tipo centro na classe dos campos de vetores quadraticos
homogéneos X € XJ. Na Secio veremos que o comportamento dos campos lineares e
quadraticos homogéneos é o mesmo em todas as esferas invariantes. Essa propriedade nao
é valida para campos quadraticos nao homogéneos. Nesse caso, pela dificuldade do pro-
blema, faremos o estudo restrito a esfera unitria S? = {(z,y,2) € R? : 22 +¢y*> + 22 = 1},
exibindo algumas familias de centros para campos de vetores X € X, na esfera S%.

Finalmente, analisamos a ciclicidade local das familias de centros obtidas para X € A%
e também de focos-fracos, estudando bifurcagoes de ciclos limite de pequena amplitude
a partir de um foco-fraco ou de um centro em S?. Nesse sentido, exibimos um sistema,
quadratico para o qual existem 4 ciclos limite de pequena amplitude bifurcando do ponto
(0,1,0), na esfera S? (no Teorema [6.4). Essa foi a melhor cota obtida. Os resultados

comentados sao baseados em [10].

No que diz respeito ao quarto objetivo, consideramos, primeiramente, X € X;. Como
vimos, X é dado por (1.2)). Assim, Y = (X1, X7) € X; é um campo de vetores suave por
partes 3—dimensional da forma

Y(z,y,2) = - (1.3)

X*(x;af,a3,af), 2>0,
X~ (x5a1,0ay,a3), z<0,

com

A S +, o+ +, o+ —
X*(x;a7,a3,a35) = (—ajy —ayz, a7 ¢ —azz,a; ¢ + a3 y).

No Teorema provamos que nenhum campo de vetores suave por partes Y € X;, dado
por admite ciclos limite na esfera Si.

Inspirados pela propriedade de homogeneidade dos campos de vetores lineares em X,
estudamos e fornecemos algumas familias de centros para os campos de vetores suave por
partes homogéneos que sejam continuos em Y. Essas familias sdo exibidas na Secao [7.4]

Finalmente, também analisamos a ciclicidade local de pontos de equilibrio do tipo
centro em X,. Além disso, estudamos bifurcacoes de ciclos limite de pequena amplitude
a partir de centros e de um foco-fraco, em S%, com perturbacoes suaves por partes em Xs.
No Teorema mostramos que exite ao menos 10 ciclos limite costurantes hiperbdlicos
na familia quadratica X, em S?. Esse foi o maior nimero de ciclos limite em torno de
um ponto de equilibrio monodréomico na familia quadratica X, que encontramos. Os
resultados obtidos sdo baseados em [9).

O Capitulo [§ ¢ dedicado as conclusoes e trabalhos futuros.
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Os céalculos apresentados neste trabalho foram realizados utilizando o sistema algébrico

computacional Maple, versao 2018, [40)].



8 Conclusoes e trabalhos futuros

No Capitulo [4] estendemos os resultados de Peixoto [42, [43] para campos de vetores
suaves por partes refrativos definidos em esferas bidimensionais, no Teorema 4.2, Tam-
bém caracterizamos, no Teorema [4.3, o conjunto de codimensao-1 para tais sistemas.
Esses resultados foram fundamentais para obtermos o Teorema isto é, para exibir-
mos condigOes necessarias para que campos de vetores suaves por partes refrativos sejam
estruturalmente estaveis na classe de campos parcialmente integraveis R, com a integral
primeira H(z,y,2) = 2> +y*+2% A volta do Teorema é um objetivo mais dificil de ser
alcangado. Isso porque, mesmo se pedirmos que Z € 2§ * para todo A > 0, nao é imediato
que conseguimos estender a Y-equivaléncia para abertos de R?, mesmo se trabalharmos
em abertos do R? que nio contenham a origem. Outra questdo em aberto é a densidade
do conjunto Y. Além disso, ressaltamos que o Teorema nao tem carater global em
R? e, dessa forma, a discussdao nao engloba o infinito nem a origem do R?.

No Capitulo 3| estudamos bifurcagoes locais de codimensao-1 no espago X e Orbitas
nao trivialmente recorrentes. No Capitulo [5| obtemos respostas sobre a caracterizagao
do espaco de campos estruturalmente estaveis e de codimensao-1, nos Teoremas [5.1] e
b2l A volta do item (2) dos Teoremas e requer um melhor entendimento do
comportamento das pseudo-poli-trajetorias fechadas e pseudo-poli-trajetorias recorrentes.

No Capitulo [6] consideramos campos de vetores na classe X. O Teorema nos da
uma classificacdo geral dos campos lineares nessa classe. Além disso, classificamos os
centros em Xf e exibimos familias de centros para campos em X,. Infelizmente, nio
pudemos concluir a reciproca do Teorema por causa do enorme custo computacional
para fazer todos os calculos necessarios. A Proposicao [6.19] e o Teorema fornecem as
melhores cotas que obtivemos perturbando um centro (3 ciclos limite) e um foco-fraco
(4 ciclos limite, respectivamente) na familia X5. Vimos também que campos de vetores
homogéneos nessa familia apresentam comportamento semelhante em todas as esferas.
Isso nao ocorre para campos quadraticos. Entao uma pergunta interessante ¢ entender
como o comportamento do campo varia quando consideramos o raio como um parametro.

No Capitulo [7], provamos que campos na classe X € X; ndo possuem ciclos limite nas
esferas invariantes. Além disso, perturbando as familias de centros exibidas no Capitulo [

com perturbacao suave por partes provamos que existe X € Xy que admite ao menos 10

179
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ciclos limite costurantes na esfera S?. Essa é uma boa cota de ciclos limite na familia X,
em relacao ao nimero de parametros livres. Além disso, como observamos na Secao [7.3.2
o problema de centros ciclicidade para sistemas suaves e suaves por partes pode ser es-
tudado para campos tridimensionais com hiperboloides ou outras superficies invariantes,

utilizando técnicas semelhantes as utilizadas neste trabalho.
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