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Resumo

Neste trabalho investigamos a universalidade em sistemas de trés e quatro bo-
sons através do calculo das suas energias de ligacao e dos raios quadraticos médios.
Utilizando duas fungoes de escala calculadas com um potencial de alcance zero e
um potencial de alcance finito corrigimos em primeira ordem em 7¢/a (ry € a sao,
respectivamente, o alcance efetivo do potencial e o comprimento de espalhamento
de dois corpos) o ponto onde os estados excitados de trés corpos desaparecem. Es-
tudamos também as estruturas dos estados de quatro corpos associados ao estado
fundamental de trés corpos para energia de dois corpos igual a zero. Esses estados
sao formados predominantemente por uma configuragao do tipo 3+1. Os célculos

foram realizados no espaco das configuragoes usando um método variacional.

Palavras-chave: Poucos corpos; Universalidade; Efeito de alcance; Método

variacional

Areas do conhecimento: Fisica de Poucos Corpos; Fisica de Efimov
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Abstract

In this work we investigated the universality in three- and four-boson systems
calculating their energies and root-mean-square radii. Using two scaling functions
calculated with a zero and a finite range potentials, we corrected to first order in
ro/a (1o and a are, respectively, the effective range of the potential and the two-body
scattering length) the point where the three-body excited states disappear. We also
studied the structures of the four-body states tied to the three-body ground state for
a two-body energy equal zero. These states are predominantly composed by a 3+1
configuration. The calculations were performed in the configuration space using a

variational method.

Keywords: Few Body; Universality; Range Effect; Variational Method

Areas of knowledge: Few-body systems; Efimov Physics
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Capitulo 1

Introducao

Diferentemente de uma aproximacao do tipo campo médio, onde nao olhamos
os constituintes do sistema como entidades individuais, podemos classificar como
sistemas de poucos corpos aqueles formados por um ntimero pequeno de constituintes
bem definidos. Este niimero pode variar dependendo das limitagoes computacionais
e técnicas para resolver os problemas, tal como descrito em |[Yamashita, 2008|. Desta
forma, baseados neste trabalho, podemos chamar de poucos corpos sistemas com até
quatro particulas, muito embora vérios trabalhos tenham sido feitos para cinco e seis

corpos [Yamashita et al., 2010].

Obviamente, esses sistemas possuem caracteristicas diferentes dependendo do
nimero de seus constituintes. Assim, na grande maioria dos casos, se conhecemos
os observaveis de um sistema de N corpos nao podemos imediatamente inferir sobre
todas as caracteristicas de um sistema de N + 1 corpos, pois este tera suas proprias
peculiaridades. Uma das causas desse comportamento ¢ o aumento do niimero de

correlagoes entre as particulas, ou seja, como as particulas interagem entre si.

Um dos trabalhos fundamentais que aborda as correlacoes existentes entre sis-
temas de poucos nucleons ¢ o trabalho de Thomas [Thomas, 1935]. Thomas verificou
que a energia do tritio tende para infinito quando o alcance da interagao de dois cor-
pos (néutron-proton) tende a zero com uma energia de ligacao de dois corpos fixa.
Atualmente esse efeito é chamado de colapso Thomas e esté intimamente ligado ao
acimulo de estados de trés corpos quando a energia de ligagao de dois corpos é zero
- conhecido como efeito Efimov [Efimov, 1970]. Esses estados de trés corpos sao fra-

camente ligados e caracterizam-se principalmente por possuirem um comprimento



de espalhamento de dois corpos, a, que se estende muito além do alcance efetivo do
potencial, ro. Desta maneira, a conexao entre o efeito Efimov e o colapso Thomas
pode ser feita imediatamente observando-se que em ambos 0s casos é necessario que
a relacao % >> 1 seja satisfeita [Frederico et al., 1999]. A diferenga ¢ que no colapso
Thomas o alcance da interacao tende a zero e no efeito Efimov o comprimento de
espalhamento® tende a infinito. Vale ressaltar que esses efeitos acontecem somente
na dimensao d = 3, sendo que para o efeito Efimov ocorrer é necessério que ao menos
dois dos subsistemas de dois corpos tenham um comprimento de espalhamento in-
finito [Nielsen et al., 2001].

Através do estudo desses efeitos podemos perceber que quando a funcao de onda
se estende muito além do alcance da interagao temos propriedades que sao indepen-
dentes dos detalhes do potencial de curto alcance, além disso, essas propriedades
dependem de poucos parametros. Assim, foram introduzidos dois conceitos na fisica
de poucos corpos: escala e universalidade. Escala é um grupo de algumas quanti-
dades fisicas como, por exemplo, as energias de ligacao do sistema, que governam
o comportamento dos observaveis no sistema |Frederico et al., 1999]. Discussoes
interessantes envolvendo escalas surgem quando consideramos sistemas fracamente
ligados. Esses sistemas sao principalmente descritos pela cauda da funcao de onda
e nao dependem da forma do potencial de interacdo entre as particulas [Delfino
et al., 2000, Jensen et al., 2004]. Neste contexto, o termo universalidade se refere
a propriedades do sistema que nao dependem dos detalhes da interacao |Frederico
et al., 2011], ou seja, alguns sistemas que sao diferentes a curtas distancias possuem
um comportamento idéntico a longas [Braaten & Hammer, 2006]. A universalidade
geralmente esta presente em sistemas em que o comprimento de espalhamento é
muito maior que o alcance da interacao, ou seja, sistemas fracamente ligados intera-
gindo através de um potencial de curto alcance, como por exemplo, sob um potencial
do tipo pogo quadrado [Jensen et al., 1997|. Podemos colocar que os conceitos de
universalidade e invariancia de escala resumem o nosso entendimento da subarea
da fisica quantica que ficou conhecida como “Fisica de Efimov” [Yamashita et al.,
2010, Frederico et al., 2011].

Varios trabalhos, considerados hoje como marcos do estudo de universalidade e

correlagoes entre os observéveis, se seguiram ao estudo de Thomas. O trabalho de

*Ver apéndice B.



Phillips [Phillips, 1968] trata das correla¢oes entre as energias de ligacao do tritio
e do comprimento de espalhamento nucleon-déuteron para o estado dubleto. Essa
correlagao independe do tipo de potencial utilizado desde que este reproduza os mes-
mos observaveis de baixas energias de dois nucleons. Outra correlacao interessante
foi tratada por Coester [Coester et al., 1970], estudando a energia de ligacao da
matéria nuclear para diferentes potenciais de dois corpos que reproduzem o mesmo
deslocamento de fase. E em |[Tjon, 1975] temos uma correlagao entre observéveis de
trés e quatro nucleons, onde foram consideradas as energias de ligagao de particulas
alfas e do tritio com diferentes interacoes de dois corpos. Hoje, mencionamos as

figuras principais destes trabalhos como as linhas de Phillips, Coester e Tjon.

O estudo das correlagoes e do efeito Efimov nao se resume apenas a sistemas de
trés corpos, ele também aparece em sistemas com um niimero maior de constituintes.
Recentemente J. von Stecher, D'Incao e Greener [von Stecher et al., 2009] afirmaram
que abaixo de cada estado Efimov existem dois estados de quatro corpos universais
tendo as energias uma razao fixa com o respectivo estado ligado de trés corpos. Esses
resultados foram parcialmente observados no experimento da referéncia [Ferlaino
et al., 2009, que também concorda de certa maneira com os resultados da referéncia
[Platter et al., 2004], onde foi mostrado que sao necessérias apenas as escalas de dois
e trés corpos para descrever os observéveis de quatro corpos. Esta analise, porém,
pode ser um caso particular de uma situacao muito mais geral que ocorre quando
o sistema de quatro corpos estd proximo a ressonancia de Feshbach [Chin et al.,
2010, Nakajima et al., 2010|. Neste caso, pode aparecer uma nova escala de quatro
corpos independente do sistema de trés corpos [Yamashita et al., 2006, Hadizadeh
et al., 2011] e a relagdo universal encontrada em [von Stecher et al., 2009| sera

modificada.

Neste trabalho temos como objetivo entender como se comportam as corre-
lagoes entre os observaveis de sistemas de poucos corpos. Para isso, vamos estudar
a universalidade em sistemas de trés e quatro bosons idénticos usando um método
variacional considerando o momento angular total igual a zero (L = 0). A utilizacao
apenas da onda S para o estudo de sistemas fracamente ligados de poucos corpos
tem sido feita frequentemente, ja que, além de simplificar o problema consideravel-
mente, ela ainda permite uma compreensao satisfatoria de toda a fisica envolvida.

O formalismo que utilizaremos neste trabalho sera feito no espago das coordenadas.



Isto, de certa maneira, facilita a visualizacao do problema, ja que estamos lidando

diretamente com as distancias entre as particulas e nao com os momentos.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte maneira. No capitulo 2 vamos
tratar do método variacional mostrando as bases matematicas do principio varia-
cional. Depois usaremos o método variacional e discutiremos duas maneiras de
realizar a escolha da base, estocéstica e progressao geométrica, para minimizar os
autovalores da equacao de Schrodinger. Apresentaremos, também, calculos de ob-
servaveis de sistemas de duas, trés e quatro particulas alfas que realizamos para

verificar os programas numéricos que construimos.

J& no capitulo 3 vamos falar da universalidade e sua importancia em sistemas de
poucos corpos. Também trataremos de dois efeitos importantes que aparecem em
sistemas de poucos corpos fracamente ligados, o efeito Efimov e o colapso Thomas,
que mencionamos anteriormente. E ainda mostraremos uma expressao retirada dos

nossos calculos que fornece a correcao de alcance nos resultados de alcance zero.

No capitulo 4 mostraremos os nossos resultados para as energias de ligacao e
raios quadraticos médios de sistemas de trés e quatro corpos para energia de dois
corpos igual a zero. A universalidade desses sistemas é testada utilizando-se dois
potenciais gaussianos: um puramente atrativo e outro com uma leve repulsao a
curtas distancias. Através do calculo das amplitudes espectroscopicas investigamos
a possivel aglomeracao dos estados de quatro corpos em uma configuracao do tipo
3+1.

Por fim, no ltimo capitulo, colocamos as conclusoes a que chegamos com este

trabalho.



Capitulo 2

Método Variacional

Existem varios métodos para resolver a equacao de Schrodinger. Todavia, a
solucao exata desta equacao depende de condigoes bem especiais o que geralmente
nao ¢ possivel quando se deseja resolver algum problema mais “realistico”. Nesses
casos, necessitamos de algum método de aproximacao, que em geral, sao divididos

em dois grupos: os métodos perturbativos e os métodos nao perturbativos.

Os métodos perturbativos tém como base uma expansao em série de poténcias de
algum parametro que possa ser considerado “pequeno”. O objetivo destes métodos
é estabelecer um conjunto de procedimentos que permita escrever expansoes desse

tipo independentemente do uso da solucao exata [de Toledo Piza, 2003].

Dentro do grupo dos métodos nao perturbativos temos o método variacional que
trataremos neste capitulo. Diferentemente dos métodos perturbativos, no método
variacional nao é necessario identificarmos parametros “pequenos” para guiar a busca
pela melhor solugao, pois em geral o método variacional é aplicado quando a solugao
exata do problema considerado pode ser caracterizada através de uma condigao
de extremo. As dificuldades que surgem nesse método estao relacionadas com a

verificagao da convergéncia.

Neste capitulo vamos detalhar o método variacional utilizado. Na primeira se¢ao
apresentaremos as bases mateméticas do principio variacional. Nas secoes 2.2 e 2.3
discutiremos duas maneiras de realizar a escolha da base para minimizar os auto-
valores da equagao de Schrédinger: estocasticamente e através de uma progressao
geométrica. E finalizando este capitulo vamos exemplificar o método variacional

estocéastico usando sistemas de dois, trés e quatro particulas alfas.



2.1 Principio Variacional

Considerando um sistema fisico arbitrario descrito por um Hamiltoniano (H)
independente do tempo, hermitiano e assumindo que o seu espectro é discreto e nao

degenerado, podemos escrever que:

H ‘(bn) =k, Wn) ) (2~1>

onde: n =0,1,2,... e as energias F, sao reais e ordenadas da seguinte forma Fy <

By < Ey <.

Apesar de conhecermos o Hamiltoniano do sistema, nem sempre conhecemos FE,,
e nem ¢,, o que nos impede de diagonalizarmos H exatamente. Isto ¢ uma das
principais dificuldades encontradas na solucao de alguns problemas. Como veremos
a seguir, é para esses casos que o método variacional se torna muito util. O método
variacional estd baseado principalmente no teorema de Ritz e no teorema de Ritz
generalizado [Cohen-Tannoudji et al., 1977, Suzuki, 1998].

Teorema 2.1.1 (Teorema de Ritz) Para uma fungao arbitraria W no espago de

estado do sistema o valor esperado (valor médio) de H no estado ¥ € tal que:

o (WH)

Sy 2P (2.2)

onde a igualdade € satisfeita se e somente se U é autoestado de H com autovalor

Ey (energia do estado fundamental).

Prova Vamos expandir a fun¢gdo ¥ numa base de autoestados {|¢,)} de H com

autovalores E,,:

T) = caldn) - (2.3)
Assim, com o auxilio da expressao 2.2 podemos escrever que:
WH) =3 Jeal By > Bo S el (2.4)

com () = 37, [e. .

Para a desigualdade 2.4 ser uma igualdade é necessario e suficiente que todos os



coeficientes ¢, sejam nulos exceto ¢g. Portanto, |¥) é autovetor de H com autovalor
Ep.

Este teorema mostra que para determinar a energia do estado fundamental Ej
n6s podemos minimizar o valor médio de H, ou seja, escolhemos uma familia de
fungoes ¢(a) que sao caracterizadas por um namero finito de parametros denotados
por a. O valor médio E(a) do Hamiltoniano dessa fungao teste é determinado
minimizando E(«) com respeito a a. Dessa forma, obtemos o valor minimo de E(«)

que é uma aproximacao da energia do estado fundamental Ej.

O teorema de Ritz nao nos garante que o método variacional é valido para os
estados excitados. Isto ¢ assegurado pelo teorema de Ritz generalizado que sera

mostrado a seguir.

Teorema 2.1.2 (Generalizagao do teorema de Ritz) O wvalor esperado do Hamilto-

niano H € estaciondrio na vizinhanca dos seus autovalores discretos.

Prova Vamos calcular o diferencial 6 E' usando a média E(V|W) = (V|H|V) quando

¥ é transformado por ¥ 4 0V, onde 0¥ é uma variagao infinitesimal em W.

Diferenciando ambos os lados de E(¥|V) = (V|H|¥), temos:
(U|UYOE + E(0U|W) + E(U|6W) = (0V|H|¥) + (V|H|oP) , (2.5)

ou seja:

(V|W)OFE = (0V|H — E|W) + (V|H — E|0V) . (2.6)
Se o valor médio ¢é estacionério 0 ¥ = 0, portanto, da equagao 2.6 obtemos:

(SU|H — E|U) + (V|H — E|oU) =0 . (2.7)

Definindo |¢) = [H—FE]|W¥) e substituindo na expressao acima, obtemos: (0W|¢)+
(plo¥) = 0. Como esta relagao deve ser satisfeita para qualquer conjunto infinitesi-

mal de |§W0), vamos escolher [0W) = d\|p), onde A é um nimero real e infinitesimal.



Assim, podemos escrever a equacao 2.7 da seguinte forma:

2(pl@)dX =0 = (¢lp) = 0.

Portanto, [H — E]|V) = 0 o que implica que H|V) = E|¥). Assim, o valor médio
E é estacionario como queriamos provar. Consequentemente o método variacional

pode ser generalizado e aplicado para determinar aproximadamente os autovalores
de H [Cohen-Tannoudji et al., 1977].

Vamos, entao, expandir a funcao de onda do sistema numa combinacao linear

de fungoes testes do tipo:
Np
V=)o) , (2.8)
k=1

sendo Np o numero total de bases, fungoes testes, que combinamos. O método
variacional reduz-se, portanto, a um problema de autovalores do Hamiltoniano num
espago de vetor de estado vy, expandido por um conjunto ¢(ay), ..., ¢(an,), ou seja,

a um espaco composto por todas as combinagoes lineares de ¢(aq), ..., p(any,).

Assim, substituindo 2.8 em 2.2 temos que o valor médio de E é dado por:

ctHe Z” cicihij
E = “pe U E = m , (2.9)
onde  hy = (d()[H[¢(a;)) e bij = {¢(ai)|p(ey)) - (2.10)

A condigao de que E seja estacionario com respeito a uma troca infinitesimal e

arbitraria de ¢, leva a um problema de autovalor generalizado do tipo:

Np

j=1

Assim, os parametros ¢ podem, entao, ser determinado resolvendo-se o prob-

lema de autovalor generalizado dado pela equacao 2.11.

Vamos considerar agora um sistema independente do tempo com Np bésons com

massas mi, Ma, ..., My, € sendo 7,7, ...,7y, 0s vetores posicao das particulas. O

P



Hamiltoniano pode ser escrito da seguinte forma:

Np pz Np
=1 j>i=1

onde T, é a energia cinética do centro de massa que foi subtraida da energia cinética

total. Vj; ¢ o potencial que descreve as interagoes entre as particulas ¢ e j.

Como a fungao de onda v descreve um sistema de Np bosons indistinguiveis ela
deve ser simetrizada. A funcao de onda pode ser escrita como uma soma de fungoes

¢ escolhidas convenientemente:

Np
V=Y NcpSoy , (2.13)
k=1

onde N é a normalizacao, ¢; sao os coeficientes da expansao, S é o operador que faz
a simetrizacao da fungao de onda e Np é o tamanho da base. A base {®;} pode ser
composta, a principio, por qualquer funcao, mas dependendo da funcao escolhida
se torna muito dificil calcular os elementos de matriz de 2.10. Para resolver de
forma analitica esses elementos de matriz, o que otimiza o tempo computacional,

escolhemos uma base gaussiana.

Entao, podemos escrever {®;} como um produto das fung¢oes de onda dos pares

de particulas, ou seja:

1 ZNP (k)
o k) /- —1\2
Or, = exp D) Qs (75 — j) ) (2.14)
j<i=1
onde os parametros variacionais «;; estao relacionados com a extensao da funcao de

onda de cada par de particulas 7.

As equagoOes anteriores estao escritas em termos das coordenadas das particulas
(7). Trabalhar nestas coordenadas é vantajoso quando queremos entender o com-
portamento de cada particula individualmente, porém o nosso objetivo é entender
as correlacoes entre os constituintes do sistema. Neste caso, é mais vantajoso uti-
lizarmos as coordenadas de Jacobi. A transformacao das coordenadas de particula

tnica para as coordenadas de Jacobi (Z) sera tratada a seguir.

Na figura 1 temos o exemplo das (a) coordenadas das particulas e (b) o sistema de
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coordenadas de Jacobi, também conhecida como coordenadas relativas, num sistema

de 3 corpos.

(a) (b)
Figura 1: Sistemas de Coordenadas:(a)Das particulas; (b) De Jacobi.

Para fazer a transformacao de coordenadas vamos usar as seguintes relagoes

[Suzuki, 1998]:

Np Np
- 2 : - - z : 1N =
€Xr; = Uijrj (§] T, = (U )ijxj s (215)
=1 j=1
sendo que a matriz de transformacao e a matriz inversa sao dadas por:
1 —1 0 0
my m g 0
mi2 mi2
U= : : , (2.16)
mi m2 _1
mi2. . Np—-1 Mi2..Np-1 7
my mo MNp
mi2. . Np mi2. . Np T mag Np
mo m3 MNp 1
mi2 mi23 T mi2. . Np
_mi _m3 _MNp 1
mig mi23 U mi2. .Np
Ul = 0 2 : I (2.17)
mi23
m12. . Np—1
0 0 b ————E— 1
mi2. .Np
onde Mi93... = M1 + Mo + M3 + ....

Usando as relagoes 2.15, podemos escrever da seguinte forma o vetor distancia
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Ty — T
Np Np
=i =Y (U ik — > (U (2.18)
k=1 k=1
Np—1 -
=Y (Ui — (U ) ju)Th = WhiDx (2.19)
k=1
sendo W (i) a matriz de transformacao do vetor distancia, X = < Ty Ty .. Tnpo1 >
e o simbolo ~  significa a transposta.

Com isto, a exponencial da equacao 2.14, que iremos usar mais adiante, pode

ser escrita em termos das coordenadas de Jacobi como:
Np NP o
e ( 32 ol -] <o |2 3 a0 )| 2o
j>i=1 J>i=1

ou numa forma mais compacta:

o = e~ 7FAx (2.21)
Np o
onde: AP = Z ag?)W(ij)W(ij) : (2.22)

j>i=1
Portanto, a matriz A contém os parametros variacionais c;;. Exemplificando, vamos

mostrar A no caso de um sistema de trés corpos (Np = 3):

A = ap[WIWD] 4 ay[WEIWA] 4 ayg[WEIWE)] | (2.23)
- 2
ma+mi <ﬂ> ma (m3+m12>
A = o mi2 + a3 mi2 mi2 mi23 )
0 ma <_m3+m12> <m3+m12)
- mi2 mi23 mi23

o 2
mi _mi ( matmia
mi2 mi2 mi23
2
_ma m3+mi2 m3+mi2
mig mi23 mi23

Esta relacao entre A e « serda importante mais adiante para entendermos com

+ Q23

mais clareza como usamos o método variacional para resolvermos os problemas de

poucos corpos.

Agora falaremos sobre a simetrizagao da fun¢ao de onda simbolizada por S na
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relacao 2.13. Neste trabalho trataremos apenas de sistemas formados por boésons
idénticos, portanto a fungao de onda deve ser simétrica para a troca de duas particu-
las. Porém, ¢ valido lembrar que se estivéssemos tratando de particulas ferminénicas

idénticas terfamos que antissimetrizar a funcao de onda.

Para simetrizar a fungao de onda vamos usar uma combinagao de permutacgoes
1 2 .. Np

p1 P2 ... DPNp
adequada que transforma 7; — 7, (¢ referente a posigao e p; referente a particula 7)

P, sendo P = ( > um operador de permutacao com uma fase

no sistema de coordenadas das particulas [Suzuki, 1998|:
Pr=Tpr, (2.24)

sendo que a matriz Tp é dada por (ITp);; = d;,, com (i,j =1,..., Np).

Como vamos trabalhar no sistema de coordenadas de Jacobi é importante es-
crever esta permutacao nas coordenadas relativas. Supondo que a permutagao P

nesta coordenada também seja uma transformacao linear, temos:

P7 = Tpi . (2.25)

Partindo da equacao 2.24 e usando a transformacgao de coordenadas 2.15, sabendo

que (Tp);; é igual a §;,, para as coordenadas das particula, obtemos:

(Tp)ij = i Ui(U™ s » (2.26)

com 1,5 =1,..., Np — 1 para o sistema de coordenadas de Jacobi.

Por exemplo, as matrizes Tp para o caso de um sistema de trés particulas com

massas idénticas sao:
T (0 T [ -1 0
(v23) \o ) (b7 o 1)
T(i 2 ) - _13{/24 —_1;2 ) ! T(i 1) = ;Z _11/2 ) . (2.27)

e —-1/2 1 T (12 -1
(2 30) \=sa —12) (21 0) s —1p2)

w w
w W

=W

N W

= W
N W
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Como ja sabemos escrever ¢ em termos das coordenadas de Jacobi, como vimos
na relagao 2.21, e sabemos como simetrizar a funcao de onda de Np bdsons, podemos

escrever a funcao de onda 2.13 da seguinte forma:

Np
W= NepSemz%40x (2.28)
k=1

—_~—

onde A = Z;.\;’;:l ;W)W i) ¢ uma matriz com dimensido (Np — 1) x (Np — 1).
Notamos que os elementos da diagonal de A correspondem a parametros nao lineares
da funcao base (7; - 7;) e os demais parametros (Z; - ; com i # j) representam as

correlacoes entre as coordenadas relativas das particulas.

Assim, podemos calcular o overlap (b;;) e os elementos de matriz do Hamilto-
niano h;; para termos a equacao de autovalor 2.11 do sistema de Np bésons com
momento angular total igual a zero, L = 0 (sistema simetricamente esférico). Com
este método também podemos tratar de problemas que nao sao simetricamente es-
féricos. Para isso terfamos que multiplicar a funcao de onda descrita na equagao
2.28 por outra funcao que descrevesse o comportamento angular e orbital do sis-
tema estudado. Além disso, poderiamos considerar os graus de liberdade internos

do sistema, como spin, isospin, entre outros, desta mesma forma.

O overlap total ¢ dado por B = (¥|¥) = S-N2 NScle;(¢]¢,). Do apéndice A.1

da equagao A.8, temos:

(2m) ™™ } : . (2.29)

(Giles) = [det(A(i) + AD)

Agora vamos calcular o termo (W|H|W) = S"N NSele; (i H|¢;).

Como vimos anteriormente na equacao 2.12 o Hamiloniano pode ser escrito da

seguinte forma:

Np pg Np
H=S"2__p_ Vi =T =T+ V 2.30
i=1 2m; ' jgz:l ! ! ( >

ou seja, um termo de energia cinética menos a energia cinética do centro de massa

e um termo referente ao potencial.
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Assim, podemos escrever que:

hij = hi; + hY; (2.31)

ij

sendo:
hiy = (0ilT = Toml®y) e R = {(6:|V]e;) - (2.32)

Do apéndice A.2, temos:

3n’ ) ( AG iy A N1
hz.Tj = TTI[A(J)(A() + AV ADAL(gy|p,) onde Ay = Zl EUMUM . (2.33)

e do apéndice A.3, temos:

Cnm % P | r2 1o
hiy = (@il V (Fn = 7o) 05) = (¢il95) ( 5 ) /V(r)e 2 O™ g | (2.34)

sendo: 01 = WA 4 A=Y@ Na equacdo 2.34 usamos a seguinte identi-
dade:

GV (7o — o)) = / AV (PSS — Fon — 7)) (2.35)

. - : Ng
Agora que jé conhecemos b;; e h;j, temos a equagao de autovalor do sistema (3 (hi;—
Eb;;)c; = 0). Porém, nao sabemos quem sao os elementos da matriz A ou os paré-

metros «;;.

Nas proximas segoes mostraremos dois métodos que podem ser usados para es-

colher os parametros o;;: 0 método variacional estocastico e a progressao geométrica.

2.2 Meétodo Variacional Estocastico

Uma possibilidade para resolver os problemas de poucos corpos é simplesmente
diagonalizar diretamente o Hamiltoniano. Neste caso, porém, para obtermos um
bom resultado é necessério construir uma base grande o suficiente pra descrever todo
o sistema e isso torna o processo de diagonalizagao do Hamiltoniano extremamente
complicado. No método variacional que estamos utilizando o problema de uma base

muito grande é contornado, de certa maneira, otimizando-se a base utilizada.
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2.2.1 Otimizacao da Base

E importante ressaltar aqui que o sucesso do método variacional depende da
escolha dos parametros da fungao ¢ (base). Como ja foi colocado, nos utilizamos
neste trabalho uma base Gaussiana, pois com ela podemos calcular analiticamente
os elementos de matriz como vimos nas equagoes 2.29, 2.33 e 2.34, o que otimiza o

tempo computacional.

Também vimos que podemos escrever a fungao teste da seguinte forma:

Np

1 — —lzAtx
¢ = exp 5 Z agf)(n — )P =e axAWx (2.36)

j<i=1

Notemos que os elementos da matriz A sao parametros nao lineares da base e

que essas fungoes ¢y sao esfericamente simétricas.

O principal problema da minimizagao de uma funcao, geralmente, é a onipresenca
de minimos locais. Como o método variacional estocéastico faz uma busca totalmente
aleatoria através da otimizacao das bases a probabilidade de encontrar o minimo
global é maior do que em outros métodos, mesmo quando o problema apresenta

muitos minimos locais [Cvijovic & Klinowski, 1995, Serra et al., 1997].

Agora vamos descrever o método variacional estocastico que utilizamos neste

trabalho.

e Primeiramente sorteamos aleatoriamente os parametros ag?) (j<i=1,...,Np)
dentro de um intervalo que corresponde ao “alcance” da funcao de onda que
representa o par ij (\/%T] corresponde a “distancia"entre as particulas). Com
o sorteio dos «;;, note que construimos uma matriz AWK,

e Quando temos k£ > 2, ou seja, a partir do processo de otimizacao da segunda
base, é necessario verificar a dependéncia linear das func¢oes antes de calcular

a energia. Assim, calculamos:

onden =1,....k—1. co tem que satisfazer a seguinte condi¢ao co < 0.99 para
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todo n. Se esta condigao nao for satisfeita sorteamos um novo conjunto de
(k)

@;;’, ou seja, voltamos ao primeiro passo.

e (Calculamos o valor da energia.

e Depois sorteamos outro conjunto de agj), construimos a matriz A®) calcu-
lamos a energia e comparamos com a anterior. Guardamos os elementos da

matriz A® que forneceu a menor energia F.

e Depois de repetir o processo acima varias vezes, aumentamos a base para k+ 1
mantendo a base anterior k£ com os elementos de matriz de A que forneceram

a menor energia.

e Repetimos todo o processo descrito acima até obter uma convergéncia sufi-

ciente para a energia.

Os passos acima estao expostos na figura 2 na forma de um fluxograma, para facilitar

a visualizacao do método.

k=0
——— N=0; k=k+1 a6 k=N, |
—-| N=N+1até N=N; |
| ! |
3 Sortear os ag.‘) -4 | | Néo 1
1 8,10 !
! sim co=%$0.99\7’n=1,...,k—1 |
: vV <®n|®n>(®k|®k) :
3 Néo Sim | 3
! v |
| Calcular a energia E 3
3 ! - Comparar |
i E,(f_)l com Es‘) i
1 Nao l 3
3 Salvar !
3 EY . ou E®(menor) 3
3 Respectivos e !
| : :
L e e e, e, e, ———————— | ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 2: Fluxograma do método variacional estocastico.
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Exemplificando esta parte do método, temos na figura 3 o comportamento da
convergéncia de um sistema de trés particulas alfas onde cada par interage através do
potencial de Ali-Bodmer V,(r) = 500e~©-7)° — 130e~ (475" (MeV) |Ali & Bodmer,
1966], sendo r a distancia entre as particulas alfas. Obtemos para a energia do
estado fundamental o valor de —5.1807598MeV com boa convergéncia até a terceira

casa decimal.

T T T T T

L -5.1800 T T T ' ]

-5.1802 [~ T

-5.1804 [~ T

B -5.1806 [~ 7

-5.1808 [* T

Energia (MeV)

5 i

Tamanho da Base

Figura 3: Estado fundamental do sistema de trés particulas o em funcao do tamanho
da base. Na figura menor, que indica uma regiao ampliada do grafico, notamos que
a energia converge até a terceira casa decimal.

Com este processo obtemos resultados bem precisos, como veremos no exemplo
da secao 2.4, mas se quisermos melhorar mais o nosso resultado, podemos fazer um

processo chamado de refinamento que iremos tratar a seguir.

2.2.2 Refinamento

Como nao podemos aumentar o tamanho da base infinitamente o processo de
refinamento ajuda a obter um resultado mais acurado. Com o refinamento verifi-
camos se cada base escolhida anteriormente é a melhor, ou seja, se podemos obter

com outra base uma energia menor da que se tinha antes para aquele conjunto de
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bases.

Quando terminamos o processo da se¢ao anterior temos uma base com Npg gaus-

sianas com seus parametros ja selecionados. No refinamento vamos sortear nova-
(k)

mente parametros a;;°, para construir a matriz A®) e testa-la no lugar de cada base
k (k=1,2,..,Np), ja determinada. Calculamos a energia e novamente compara-
mos com o valor que tinhamos anteriormente, se o novo resultado for menor que
o anterior vamos substituir os parametros da base k por esses novos, senao vamos

manter os elementos da matriz A® anteriores. Repetimos os mesmos passos até a

base Npg.

Podemos também fazer este processo de refinamento varias vezes até obter a

precisao desejada.

Fazendo este processo de refinamento no exemplo citado na se¢ao anterior, temos

os seguintes resultados:

Valor inicial -5.1807598 MeV
Primeiro Refinamento -5.1807803 MeV
Segundo Refinamento -5.1807811 MeV

Tabela 1: Exemplo do processo de Refinamento

Notamos que o refinamento melhora o resultado por volta da quinta casa decimal.
Nos casos que estamos tratando neste trabalho nao precisamos de um resultado

muito preciso, por isso nao fizemos o processo de refinamento.

2.2.3 Otimizagao dos estados excitados

Quando estamos fazendo o processo de otimizacao para o estado fundamental, os
autovalores dos estados excitados nem sempre serao um bom resultado, pois estamos
analisando a convergéncia do estado fundamental e, portanto, nao podemos afirmar

nada sobre a convergéncia dos estados excitados.

Para resolver esta questao, quando construimos a funcao de onda nos inicial-
mente otimizamos para o estado fundamental e, depois que o resultado converge,
continuamos inserindo termos na funcao de onda teste, s6 que agora otimizando
para, por exemplo, o primeiro estado excitado. Como podemos ver na expressao a

seguir:
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n) _ (n) (n) (n) (n)
T = NS[ o1+ ...+ o e ibri o b ]
otimizagao estado fundamental otimizacao 1°;tado excitado

Isto é feito sucessivamente até obtermos todos os estados excitados que desejamos.
Desta maneira asseguramos que as fungoes de onda do estado fundamental e dos

estados excitados sejam mutuamente ortogonais.

2.3 Progressao Geométrica

Outra maneira de escolhermos a base é utilizando uma progressao geométrica.

Vamos tratar da aplicacao da progressao geométrica no caso em que nao considera-
lago Tied;. P iz AP ¢ di 1 1

mos as correlacoes entre r; e x;. Portanto, a matriz ¢ diagonal e os elementos

da diagonal principal sao determinados pela seguinte progressao geométrica:

(Ap)ii = (%)2 : (2.38)

a;q;
ondetz=1,...,Np — 1.

Uma vantagem desse método é que temos apenas dois parametros (a; e ¢;) para
escolher. Além disso, ele também é muito 1util quando tratamos de sistemas que

possuem uma funcao de onda muito estendida espacialmente.

Por exemplo, aplicando o método da progressao geométrica num sistema de
trés particulas alfas escolhendo a5 = 0.1, g1 = 1.25 e [ = (1,...,20) = Np =
400, obtemos Eéo) = —5.1736 MeV. Comparando com o resultado obtido na segao
2.2 (Eg()o) = —5.18 MeV), que foi usado o método variacional estocéstico, vimos
que temos uma diferenca no valor da energia a partir da segunda casa decimal.
Assim, se desejamos um resultado mais preciso é conveniente usarmos o método
variacional estocastico, lembrando que este geralmente necessita de um maior tempo

computacional do que a progressao geométrica.

A seguir vamos mostrar duas formas diferentes de considerar o sistema de coor-

denadas num problema de quatro particulas usando progressao geométrica.
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2.3.1 Quatro corpos - He K

No caso de um sistema de quatro corpos temos, em principio, seis coordenadas
relativas (ver figura 4), porém, podemos separar as coordenadas considerando as
amplitudes H e K conforme a figura 5. Esta separagao pode ser 1til para verificarmos
eventualmente a contribui¢ao de cada configuracao, K ou H, de maneira parecida
com os calculos que usualmente sao feitos no espago dos momentos utilizando as

equacgoes de Faddeev-Yakubovsky.

(a) (b)

Figura 5: Amplitudes:(a) tipo K e (b) tipo H

2.3.1.1 Funcao base tipo K

Primeiramente vamos escrever as coordenadas de Jacobi Z em termos das coor-

denadas das particulas 7 para quatro massas idénticas:

1, . ., 1., - .
§(T1+T2)—7’3 (] $3:§(1+7’2+T3)—7’4. (239)

— — —

X1 =" —Te2, X2
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A fungao base é definida como:

1
Gk(x) = exp (—§§<KX) , (2.40)
onde K ¢ uma matriz diagonal (K;; = K;d;;) e esses elementos sdo dados pela

seguinte progressao geomeétrica:

(K")i = (ﬁy - (2.41)

2.3.1.2  Funcao base tipo H

O sistema de coordenadas relativas de H é definida por 4/ e é escrita em termos

de 7 da seguinte forma:

— — — —

Y1 =T1—Ty, UYo=1T3—7T4 € Ys=—(r1+7y—7T5+7). (2.42)

A fungao base é dada por:

1.
Guty) =exp (~53Hy ) | (2.43)
onde H também é uma matriz diagonal H;; = H;d;; e considerando a simetria do
sistema podemos assumir que H; < Hy < Hj.

Para facilitar as contas, podemos expressar G (y) nas coordenadas & usando a

seguinte relacao que pode ser tirada das equagoes 2.39 e 2.42:

) 1 0 0 7
=10 -2 1 iy | - (2.44)
U3 0o 2 3 T3
Assim, Gy () = Ga(Z) com:
4 1
AH = H1 5 AQQ - §(H2 + H3) 5 A33 — H2 + ZHg 5 (245)
1

A12 = A13 =0 e A23 = —(—ZHQ + Hg) . (246)

3
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2.4 Exemplo de Aplicagao: Particulas Alfas

Nesta secao vamos mostrar os resultados das energias e dos raios quadraticos
médios de sistemas de duas, trés e quatro particulas alfas, obtidos com o método
variacional estocastico descrito na secao 2.2. Neste caso, os sistemas interagem
através do potencial de Ali-Bodmer [Ali & Bodmer, 1966 considerando apenas a

onda S com momento angular orbital total igual a zero:

Vo (r) = 500e~©™" — 130e=04™)"  (©MeV) | (2.47)

O elemento de matriz (¢;|V,(7)|¢;), calculado no apéndice A.3.1, é escrito por:

; 500 130
VanIos) = (i Com)® | o et~ axoams o] O

Para os sistemas de trés e quatro corpos nés também incluimos o potencial de

Coulomb:
Vi) = 22, (2.49)

onde e é a carga da particula «.

Os elementos de matriz no caso do potencial de Coulomb séo escritos como (ver

apéndice A.3.3):

GVl 5) = 82(6415) (erm)z | (2.50)

2

O calculo analitico dos elementos de matriz do raio quadritico médio “rms”
(V R?) de uma particula alfa em relagdo ao centro de massa podem ser vistos no

apéndice A.4, eles resultam na seguinte expressao:

Np—1 [
VB, = = (217, D) (2.51)

(01T, _1l¢5) = 3Tx[(AY + AV F]( i) - (2.52)

sendo:

Os resultados para as energias de ligacaos e o raios quadraticos médios estao na

tabela 2. Eles concordam com os resultados de [Suzuki & Takahashi, 2002].
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Energia (MeV) rms (fm) Dimensao Np
Np || Este Trab. | Ref.[ST,02] | Este Trab. | Ref.[ST,02] || Este Trab. | Ref.[ST,02]
-1.3695 -1.3696 2.245 2.246 10 10
-5.18 -5.18 2.42 2.43 60 60
-0.627 -0.62* 2.63" 2.64* 120 140
-1.38 -1.38 10.05 10.05 120 120
-11.21 -11.10 2.54 2.59 450 150
-6.54" - 2.58" - 450 -
-5.80 -5.76 3.57 3.66 450 450

Tabela 2: Energia e raio quadratico médio (rms) de uma alfa até o centro de massa do
sistema de Np alfas. O simbolo * indica os resultados com o potencial de Ali-Bodmer
+ Coulomb para o estado fundamental.
também os resultados para o primeiro estado excitado. A tultima coluna mostra o
tamanho da base utilizada. A referéncia [ST,02| é [Suzuki & Takahashi, 2002].

Para trés e quatro alfas apresentamos

Na figura 6 vemos o comportamento da convergéncia da energia em relagao ao

tamanho da base num sistema de quatro alfas.

Esses calculos preliminares foram realizados para desenvolvermos familiaridade

na realizacao deste trabalho.

com o método variacional e testarmos os programas numéricos que foram utilizados
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15 e LA m s e B B
L] | _
i —— Estado fundamental
10k —-—-Primeiro estado excitado i
| ]
!
5

Energia (MeV)
o
T

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Tamanho da base

Figura 6: Estado fundamental e primeiro estado excitado do sistema de quatro
particulas o em funcao do tamanho da base.
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Capitulo 3

Efeito de Alcance e Universalidade

No estudo de poucos corpos um dos principais interesses é o entendimento das
correlagoes entre as escalas fisicas e os observaveis do sistema. Essas correlagoes
podem ser estudadas hoje também experimentalmente utilizando, por exemplo, a
possibilidade de variar o comprimento de espalhamento de dois atomos através da
ressonancia de Feshbach em armadilhas magneto-oticas, o que torna o estudo tedrico

ainda mais importante.

Neste capitulo vamos tratar da universalidade em um sistema de trés bosons que
¢ uma caracteristica interessante que alguns sistemas de poucos corpos apresentam.
Depois falaremos sobre o efeito Efimov, que é atualmente um dos paradigmas quando
se fala em propriedades de sistemas de poucos corpos, e a sua relagao com o colapso
Thomas. Na secao 3.2 apresentaremos os resultados que obtivemos ao investigar
o efeito do alcance do potencial nas leis de escala. Na tultima secao abordaremos

brevemente a ressonancia de Feshbach e as armadilhas atdémicas.

3.1 Universalidade

O termo universalidade é muito usado na mecénica estatistica para denominar
o comportamento critico de grandezas termodinamicas analogas (como a compressi-
bilidade de um fluido e a suscetibilidade de um ferromagneto) [Salinas, 1997|. Esse
termo foi adaptado para a fisica de poucos corpos e se refere a situacoes em que
sistemas que sao diferentes a curtas distancias possuem um comportamento idén-

tico a longas distancias |Braaten & Hammer, 2006], ou seja, quando um sistema
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interage através de diferentes potenciais de curto alcance (gaussiano, d-Dirac, pogo-
quadrado, etc.) apresenta o mesmo resultado para algum observavel (devidamente
reescalonado em termos das escalas fisicas relevantes do sistema), nos falamos que
este observavel é uma grandeza universal, pois ele nao é sensivel aos detalhes do

potencial a curtas distancias [Braaten & Hammer, 2006].

A universalidade geralmente aparece quando temos o comprimento de espalha-
mento, a (ver apéndice B), muito maior que o alcance efetivo do potencial, (ro).
Neste caso, temos o comprimento de onda de de Broglie* muito maior que o alcance
da interacao e o sistema pode ser classificado como um sistema cujas as dimensoes

sao muito menores que o alcance da forga.

No6s podemos perceber as consequéncias da universalidade, por exemplo, no
sistema de dois bosons idénticos com a > 0. Nesta situagao existe um estado ligado
de dois corpos préximo ao limiar com energia de ligagao dada por:

Ep = i (3.1)

Um exemplo tipico é o estado ligado de dois atomos de *He. Neste caso, a energia
de ligacao e o comprimento de espalhamento sao, respectivamente, da ordem de 1 mK
e 100 A(a equacao 3.1 pode ser imediatamente verificada utilizando-se i%/m = 12.03
KA2 m ¢ a massa de um atomo de *He) [Grisenti et al., 2000]. Assim, quando
% >> 1 o sistema de dois corpos pode ser descrito apenas pelo comprimento de
espalhamento, ou, em outras palavras, precisamos apenas de uma tnica escala para

descrever qualquer observavel deste sistema.

Ja em sistemas de trés corpos veremos que no regime de universalidade os ob-
servaveis nao podem ser descritos apenas através do comprimento de espalhamento,
ou, equivalentemente, da energia de ligacao de dois corpos. Neste caso, em vir-
tude do colapso para —oo da energia do estado fundamental de trés corpos (colapso
Thomas), é necessaria a inclusao de uma nova escala fisica - uma escala de trés corpos
- para descrever o sistema. Essa escala fisica surge, de certa forma, da necessidade
da inclusao de um corte, seja para grandes momentos ou pequenas distancias, de
maneira a tornar a energia do estado fundamental finita. Na proxima se¢ao veremos

um exemplo interessante de estados universais de trés corpos que aparecem como

*Comprimento de onda de de Broglie A = h/p, onde h ¢ a constante de Planck e p é o momento.
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uma decorréncia do efeito Efimov. Veremos também que este efeito esta intimamente

relacionado com o colapso Thomas.

3.1.1 Efeito Efimov e Colapso Thomas

Trataremos nesta secao do efeito Efimov e do colapso Thomas, que estao rela-
cionados pelo fato de ambos acontecerem quando a razao % >> 1 é satisfeita |[Frede-
rico et al., 1999]. Na situagao em que a assume valores grandes (e consequentemente
a energia de dois corpos tende para valores pequenos) mantendo-se rq fixo temos o

efeito Efimov. Quando a é mantido fixo e ry tende a zero temos o colapso Thomas.

O colapso Thomas [Thomas, 1935] foi descoberto em 1935, quando Thomas
estudava o limite de alcance zero no potencial de dois corpos capaz de produzir um
tinico estado ligado de dois corpos com energia fixa (rp — 0 e Vj — 00). Neste
caso, ele provou que a energia do estado fundamental de trés corpos diverge para
infinito. Isto é contraintuitivo, pois um potencial que é atrativo somente o suficiente
para produzir um tunico estado ligado de dois corpos, pode produzir um estado
ligado de trés com uma energia arbitrariamente grande |[Braaten & Hammer, 2006].
Neste caso, porém, o sistema nao ¢ universal ja que a energia de ligagao e outras
propriedades do estado fundamental de trés corpos podem depender dos detalhes do

potencial.

O efeito Efimov [Efimov, 1970] foi previsto em 1970 por Vitaly Efimov. E embora
ja tenha sido estabelecido teoricamente hé bastante tempo, somente foi observado
experimentalmente em 2006, no contexto de atomos ultrafrios [Kraemer et al., 2006].
Tanto o colapso Thomas como o efeito Efimov somente existem num espago com
dimensdes entre 2 e 4 ou, mais precisamente, entre 2.3 e 3.8 [Nielsen et al., 2001].
Desta maneira, a inica dimensao inteira na qual os efeitos ocorrem é d = 3. Além
disso, para obtermos o efeito Efimov ao menos dois dos subsistemas de dois corpos

devem ter um comprimento de espalhamento infinito.

Efimov percebeu que quando a — 400 ou da mesma maneira Fy — 0 temos
o aparecimento de infinitos estados ligados de trés corpos com energia Eé") (n =
0,1,...,00). Esses estados ligados resultam do aparecimento de um potencial efetivo

proporcional a 1/p? [Fonseca et al., 1979, Landau & Lifshitz, |, onde p? ¢ o hiper-raio
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do sistema de trés corpos definido pela soma do quadrado das distancias entre os
bosons. No limite em que Ey; = 0, a razao das energias de ligacao e dos hiper-raios
quadraticos médios dos sucessivos estados de trés corpos satisfazem as seguintes
constantes universais:

E.:gn—i-l) . 1
B 515.03

com n — 00, (3.2)

— 3.3
<p2>(n+1) 22.7" (3:3)
onde n = 0 indica o estado fundamental e p ¢ o hiper-raio, p* = 7%, + r?; + r2; com
|r12| = |1 — 73|. Conforme ja adiantamos estas constantes nao dependem da forma

do potencial de curto alcance.

Para exemplificar os estados Efimov calculamos as energias de ligacao de trés

bosons idénticos com dois potenciais diferentes (V; e V5), dados por:

2

Vi =ve " o Y, = Ul(;(f)zr)2 + U2€*(p3r)2 : (3.4)

com p; = 1fm, v = —27.824346618 MeV, py = 0.7fm ;| p3 = 0.475fm, v; = 500MeV e
vy = —90.872MeV. Sendo que as constantes v e v, foram calculadas usando o método
de Numerov' para que a energia do estado ligado de dois corpos interagindo através
dos potenciais V] e V, fosse muito proxima a zero (por conveniéncia nés usamos as

unidades nucleares 7% /m = 41.467/4 Mev fm?, onde m ¢ a massa da particula alfa).

Na tabela 3 estao os resultados que obtivemos usando o método variacional
estocastico, visto na secao 2.2, para as energias de ligagao e raios quadraticos médios
dos estados fundamental e excitado e suas razoes. Essas razoes, para a energia de
ligacao e raio quadréatico médio, estao muito proximas dos valores descritos nas
equagoes 3.2 e 3.3, e também nao diferem muito entre si embora os potenciais
sejam bem diferentes. Estes resultados, assim como os potenciais, serao utilizados

novamente no capitulo 4.

A presenca do colapso Thomas exige que a equacao que descreve um sistema
de trés corpos, interagindo por um potencial de alcance zero, seja regularizada de

maneira a fornecer uma energia de trés corpos finita para o estado fundamental.

TVer apéndice C.
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Energia (MeV) rms (fm)
Potencial EY EY EQ/ED [ RY | RY | RY/RY
Vi -2.47 -4.67x107° 028 1.209 | 2247 18.6
Vs -0.98x107 | 1.79x10* 557 6.003 | 110.798 18.5

Tabela 3: Resultados das energias (EZ)(,O) e Eél)) e raios quadraticos médios de uma
particula até o centro de massa do sistema (Réo) e Rél)), respectivamente para os es-
tados fundamental e excitado. Mostramos também as razoes das energias Eéo) / Eél)

. o L1 1 0 A1 A
e dos raios quadraticos médios Ré ) / Ré ) para o caso em que trés bosons idénticos
estao interagindo através dos potenciais Vi e V5.

Isso pode ser feito através da insercao de um corte para grandes momentos ou
pequenas distancias, o que equivale a introducao de uma nova escala fisica para
descrever o sistema [Adhikari et al., 1995|. Desta forma, diferentemente do sistema
de dois corpos que pode ser descrito por apenas uma tunica escala no regime de
universalidade, no sistema de trés corpos os observaveis devem satisfazer uma funcao

de escala universal, F, dada por

FE E
Os(E, By, Es) = EJF (‘/E’ Vﬁ) , (3.5)

onde O3 é qualquer observavel do sistema de trés corpos a uma certa energia E. O
fator FJ da a dimensao de O3. Note que além da escala de dois corpos representada

pela energia E5 temos, agora, uma escala de trés, dada por Ej.

Obviamente, a funcao universal dada pela equacao 3.5 é valida no regime em
que o comprimento de espalhamento de dois corpos é muito maior que o alcance
efetivo do potencial. Conforme aumentamos a energia de ligacao de dois corpos, ou
o alcance efetivo do potencial, o sistema comeca e se tornar mais e mais ligado e os
detalhes da interacao passam, entao, a ser cada vez mais relevantes. Isso faz com que
a curva dada por F ja nao seja tao bem satisfeita, ja que estamos nos distanciando

da regiao de universalidade.

A situagao de alcance zero ja foi estudada na referéncia [Yamashita et al., 2002].
Na proxima se¢ao vamos estudar as consequéncias de um alcance efetivo do potencial
finito, representado por ry, e as corre¢oes de primeira ordem em ry/a na fungao

universal F.
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3.2 Efeito de alcance - Alcance zero e Finito

O efeito do alcance do potencial na universalidade sera investigado analisando-se

a seguinte funcao de escala

(3.6)

A convergéncia da equagao 3.6 para uma fungao universal F é obtida rapida-
mente e o resultado para n = 1 é praticamente o mesmo que o do limite n — oo ou,

em outras palavras, o limite de escala é atingido bem rapido.

Para calcular as energias de ligacao de dois e trés boésons vamos utilizar um
potencial do tipo pogo, V. Este tipo de potencial ¢ bastante conveniente, pois
podemos resolver a equacao de Schrodinger analiticamente para o sistema de dois
corpos. Além disso, o potencial possui apenas dois parametros e o alcance também
pode ser facilmente controlado. A solu¢ao da equagao de Schrodinger no caso de
dois corpos e o céalculo do elemento de matriz (¢; |V,| ¢;) para o caso de mais de duas
particulas estao descritos no apéndice A.3.4. Para calcular a energia do sistema de

trés particulas usamos o método variacional estocéastico descrito no capitulo 2.

Na figura 7 mostramos a funcao de escala dada pela equacao 3.6. A linha cheia
corresponde ao resultado obtido utilizando-se um potencial de alcance zero (delta
Dirac). Os pontos sao resultados provenientes de célculos de outros autores. A linha
trago-ponto sao os nossos resultados utilizando-se o potencial tipo pogo com largura
R = 1 fm. E importante notar que a mesma curva também foi obtida através da
utilizagao de um potencial de trés corpos gaussiano, neste caso a energia de dois

corpos foi mantida a um valor constante e a energia de trés corpos foi sendo variada.

Podemos ver que quando a energia de ligagao de dois corpos ¢ pequena todos os
resultados coincidem. Nessa situacao o sistema de dois corpos apresenta um grande
comprimento de espalhamento e a universalidade pode de fato ser observada na
figura. Conforme aumentamos a energia de dois corpos notamos que a nossa curva,
e também os pontos dos outros calculos, comecam a se distanciar da curva soélida.
Isso ocorre, pois, como o sistema comeca a diminuir de tamanho, os seus constituintes

passam a ser mais sensiveis aos detalhes dos potenciais e, consequentemente, uma
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Figura 7: Energias dos estados ligados de trés bosons. Linha tracejada sao os re-
sultados deste trabalho e linha solida sao os resultados da referéncia [Yamashita,
2004]. Os simbolos sdo resultados de outros célculos para o trimero de *He: quadra-
dos (onda S) e circulos (ondas S+D) sao da referéncia [Cornelius & Glockle, 1986],
quadrados com cruzes sao da referéncia [Huber, 1985|, triangulos sao da referén-
cia |Fedorov & Jensen, 2001] e os losangos sao da referéncia [Kolganova et al., 1997].

correcao referente ao alcance do potencial deve ser adicionada a equagao 3.6.

Primeiramente expadindo F para ry/a pequeno, temos que:

F B ;@
E{M a

Y

= F ﬂ; 0
E

oOF

To
+ﬁ

- (3.7)

oo
a

E como podemos ver visualmente no grafico 7 que a corre¢ao devido ao alcance é

praticamente linear apos

Ey/ Eén) ~ 0.3 , podemos ajustar uma reta nesta regiao

final da curva calculada com o potencial de alcance zero (linha solida). Com isto,

obtemos que:

E
Fly|=05:0) =0523 (038~ | —

Es

- (3.8)

) |
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Da equagao 3.7 podemos ver que o coeficiente angular da reta é dado pela
diferenca entre a curva com alcance finito e a curva de alcance zero dividida por

ro/a. A figura 8 mostra o ajuste de uma reta aos pontos retirados da figura 7

0.05 - -

0.04 - -

0.03 - .

0.02 - -

Dif/(r /a)

0.01 - -
0.00 -
-0.01 |- -

-0.02 |- .
1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35

sqrt(E,/E)

Figura 8: Diferenca entre as curvas de alcance zero e alcance finito dividido por ry/a
em funcao de /%.
3

O termo referente a derivada na equacao 3.7 pode, entao, ser escrito em fungao

OF E
>~ _(.024 +0.229, [ — . (3.9)
0% By

Substituindo-se as equagoes 3.9 e 3.8 na equacgao 3.7, temos que a corregao

de ]fﬁ,) como
E3

proveniente do alcance do potencial no ponto onde o estado excitado de trés corpos

desaparece, F = 0, ¢ dada por:

Ey 0.523 x 0.38 — 0.024%2
) = — m , (3.10)
BV 0.523 — 0.229°2
Se expandirmos esta equagao em torno de “* temos que:
E
2 ~ 0.38 + 0.12 (@) . (3.11)
E a
corte
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Assim, conforme nos distanciamos da regiao de universalidade (E, pequeno), e
o sistema vai ficando mais compacto, vemos que apenas as energias de dois e trés
corpos nao sao suficientes para descrever o sistema e consequentemente mais uma

informacao, neste caso o alcance do potencial, deve ser levado em conta.

Podemos dizer que os estudos mais sisteméasticos de correlagoes entre as escalas
fisicas e os observéveis do sistema tiveram inicio com os trabalhos seminais de (i)
Phillips [Phillips, 1968], (ii) Coester [Coester et al., 1970] e (iii) Tjon [Tjon, 1975].
Através das linhas que hoje em dia levam os seus nomes eles estudaram, respecti-
vamente, (i) a correlagao entre as energias de ligagao do tritio e do comprimento de
espalhamento nucleon-déuteron para o estado dubleto, (ii) a correlagao da energia de
ligagao da matéria nuclear para diferentes potenciais de dois corpos que reproduzem
o mesmo deslocamento de fase (iii) a correlagao linear entre a energia de ligacao
do tritio e da particula alfa. Podemos notar que todos os estudos (tedricos) foram
realizados no contexto da fisica nuclear onde nao temos a liberdade de modificar a
interagao entre os constituintes do ntcleo. Recentemente, o estudo experimental das
correlacoes entre os diversos observaveis do sistema veio a tona através da possibi-
lidade de controlar o comprimento de espalhamento de dois corpos em armadilhas

magneto-6ticas através da variagao do campo magnético.

Assim, o campo da fisica atomica, mais especificamente a area de dtomos ul-
trafrios, constitui hoje um riquissimo “playground” para o estudo teérico mostrado
nesta secao. Na proxima secao falaremos brevemente sobre a ressonancia de Fesh-
bach, mecanismo pelo qual é possivel controlar a energia de ligacao entre dois &tomos

em armadilhas, e das armadilhas magneto-6ticas.

3.3 Ressonancia de Feshbach e Armadilhas

As armadilhas magneto-6ticas, geralmente, sao feitas através da aplicagao de um
potencial oscilante e um método de resfriamento em sistemas atomicos. A fungao do
potencial oscilante é confinar as particulas numa determinada regiao e com o pro-
cesso de resfriamento conseguimos deixar o sistema mais estavel. Tendo um sistema

confinado e estavel é possivel observar com mais exatidao suas caracteristicas.

Através da ressonancia de Feshbach, dentro de uma armadilha, podemos variar
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o comprimento de espalhamento de dois &tomos, por isso, a ressonancia de Feshbach
¢ uma ferramenta muito importante no estudo de atomos ultra-frios [Chin et al.,
2010|. Nela temos um acoplamento de dois canais, um aberto e outro fechado, que
permite a geragao de um grande comprimento de espalhamento [Braaten & Hammer,
2006.

Na figura 9 temos a representacao da ressonancia de Feshbach, onde a curva em
azul representa o potencial onde os estados de espalhamento entre dois &tomos sao
permitidos (canal aberto) e a curva em vermelho representa o potencial de interacao
na qual os estados de espalhamento s@o proibidos (canal fechado). A linha referente
ao estado ligado (linha em vermelho rotulada como E,.,) pode variar, ficando acima
ou abaixo do limiar de ressonancia (linha reta em azul), com a aplica¢do de um
campo magnético externo que é capaz de modificar a posicao relativa dos canais
aberto e fechado. Neste limiar de ressonancia ocorre o acoplamento entre os canais
e é este acoplamento que permite a transi¢ao dos pares de particulas nos dois canais.
A duracao desta transicao virtual entre o estado ligado e de espalhamento é pro-

porcional a ou seja, quando as duas energias sao bem proximas a transi¢ao

__h
IE'res_E| )
pode durar bastante tempo e isso aumenta a amplitude de espalhamento [Cohen-

Tannoudji, 2007].

Closed
channel

™ Open
channel

Figura 9: Representa uma ressonéncia de Feshbach. A curva em azul representa o
canal aberto e a curva em vermelho representa o canal fechado. Figura retirada da
referéncia [Cohen-Tannoudji, 2007].
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Capitulo 4

Estrutura dos estados ligados de quatro bésons para

E2:0

Recentemente uma relagao simples conectando os estados ligados de quatro e
trés corpos foi apresentada por J. von Stecher, D’Incao e Greener |[von Stecher
et al., 2009|. Eles afirmam que abaixo de cada estado Efimov existem dois estados de
quatro corpos com energias de 4.58 e 1.01 vezes a energia do respectivo estado ligado
de trés corpos ao qual eles estao associados. Estes resultados foram parcialmente
observados no experimento da referéncia |Ferlaino et al., 2009], ja que apenas dois
estados de quatro corpos abaixo do estado fundamental de Efimov foram mostrados.
Este trabalho experimental também concorda de certa maneira com os resultados
da referéncia [Platter et al., 2004|, onde foi mostrado que sdao necessarias apenas as
escalas de dois e trés corpos para descrever os observaveis de quatro corpos. Esta
relacao univoca entre as energias de trés e quatro boésons é valida principalmente
nos casos onde a interagao é dominada pela for¢a de dois corpos. Todavia, proximo
a ressonancia de Feshbach é possivel que os potenciais de dois, trés e quatro corpos
possam ser revelados e manipulados individualmente [Nakajima et al., 2010], o que
certamente faria com que os espectros de trés e quatro corpos pudessem variar
independentemente [Yamashita et al., 2006, Hadizadeh et al., 2011] modificando a

relagao universal encontrada em [von Stecher et al., 2009).

A maioria dos calculos numéricos recentes para o caso de quatro corpos sao
realizados no contexto de armadilhas atomicas, motivo pelo qual um potencial con-
finante é sempre considerado, todavia, os resultados finais sao obtidos de maneira que

nao dependam das caracteristicas da armadilha [Yamashita et al., 2010, von Stecher
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et al., 2009]. Porém, os estados ressonantes acima do limiar 3-+1 que aparecem como
estados ligados quando submetidos ao potencial confinante, nao sao estados ligados
verdadeiros como ja mencionado na referéncia [von Stecher et al., 2009]. Desta
forma, o método baseado na funcao de onda de quadrado integravel usado para
obter um resultado mais acurado para estados ligados nao pode ser imediatamente
adaptado para problemas de espalhamento ou problemas no continuo: se todas as
correlagoes entre as particulas do sistema de quatro corpos sao consideradas, os es-
tados acima do limiar 3-+1 podem ser influenciados fortemente pelas caracteristicas
da armadilha e estes estados ressonantes necessitam de um calculo mais cuidadoso.
Este problema pode ser simplificado usando somente correla¢oes de dois corpos para

sistemas de quatro corpos [Thggersen et al., 2008].

Neste trabalho nés desconsideramos um potencial confinante e investigamos os
estados de quatro bosons abaixo do limiar 3+1. A universalidade desses estados é
testada usando dois potenciais do tipo gaussiano: um é somente atrativo e o outro
tem uma pequena repulsao a curtas distancias. Na proxima sec¢ao vamos mostrar
os nossos resultados para as energias dos estados ligados de trés e quatro bosons.
Depois, trataremos da estrutura do estados de quatro corpos através do calculo das

amplitudes e fatores espectroscopicos.

4.1 Energias de ligacao de trés e quatro boésons

Para calcular os observaveis de trés e quatro bosons nds usamos um potencial
gaussiano atrativo,

Vi = ve” (17)* (4.1)

com p; = 1 fm e v = —27.824346618 MeV, e um potencial formado por uma gaus-

siana atrativa e outra repulsiva,
Vy = Ule—(pz?")2 + 1,26—(/)%)2 ’ (4.2)

com py = 0.7 fm , p3 = 0.475 fm, v; = 500 MeV e vy = —90.872 MeV.

As constantes v e vy foram calculadas usando o método Numerov* para que

a energia de dois corpos sob o potencial V; e V5 fosse muito proxima a zero (por

*Ver apéndice C.
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conveniéncia usamos as unidades nucleares h?/m = 41.467/4 Mev fm?, onde m ¢ a

massa da particula alfa).

Na tabela 4 estao os resultados que obtivemos usando o método variacional
estocéstico, visto na secao 2.2, para as energias de ligagao (E](\(,)I)D e EJ(\}})D, Np = 3,4
é nimero de particulas) e os respectivos raios quadraticos médios de uma particula

até o centro de massa dos sistemas de trés e quatro bosons (RE\(;I)) e R%})D)

Energia (MeV) rms (fm)
H Potencial H Np E](\(,)J)D ‘ E](\}I)D RE\%)D ‘ RS\I,I)D Dimensao Np H
Vi 3 -2.47 -4.67x1077 || 1.209 | 22.47 400
4 -14.54 -2.72 0.83 2.85 500
Vs 3 | -9.98x107% | -1.79x10~* | 6.003 | 110.798 1225
4 -0.509 -0.1004 5.816 | 21.283 1700

Tabela 4: Resultados das energias de ligacao (E](\(,)I)) e E](\}}))) e raios quadraticos médios

de uma particula até o centro de massa do sistema (Rg\(,); e RE&,I)D), respectivamente
para os estados fundamental e excitado dos sistemas de trés e quatro bosons (Np =
3,4: numero de particulas) interagindo através do potencial V; e V;. Na tltima
coluna temos o tamanho da base que usamos para calcular os observaveis, sendo que
nos sistemas de trés corpos usamos o método de progressao geométrica e para os
sistemas de quatro corpos aplicamos o método variacional estocastico.

Notamos que os resultados apresentados na tabela 5 sao muito préximos as
constantes descritas nas expressoes 3.2 e 3.3, o que confirma que estamos na regiao

do efeito Efimov.

Potencial Eéo) / E?(,l) Rgl) / Rg‘))
Vi 528 18.6
Vs 557 18.5

Tabela 5: Razao das energias e raio quadratico médio de uma particula até o centro
de massa dos estados fundamental e excitado de trés bosons interagindo através de
um potencial gaussiano puramente atrativo, V7, e de um potencial formado por duas
gaussianas, uma atrativa e outra repulsiva, resultando em uma pequena repulsao a
curtas distancias, V5. Os parametros dos potenciais (V; e V3) foram escolhidos de
forma que a energia de dois bosons seja aproximadamente zero.

Podemos ver na tabela 6 que as razoes entre Eio)/ EPEO) e Efll) / Eéo) sao ligeira-
mente diferentes das constantes universais 4.58 ¢ 1.01 da referéncia [von Stecher
et al., 2009]. Essa diferenca pode ser proveniente do fato de que as proprias razoes

das energias dos trimeros, principalmente do potencial V5, difira um pouco da razao
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esperada entre as energias dos estados Efimov. Note que os resultados obtidos para
os potenciais V; e V5 também diferem entre si e que o estado excitado é menos
sensivel a essa mudancga de potencial. Essas diferencas podem ser entendidas da
seguinte maneira: o estado fundamental de quatro bosons é certamente uma quan-
tidade nao universal, pois sua funcao de onda pode estar dentro de uma regiao
permitida classicamente [Yamashita et al., 2010]; o primeiro estado excitado, emb-
ora ainda possa ser afetado pela forma do potencial, ¢ muito menos sensivel, pois sua
funcao de onda possui uma extensao espacial muito maior que o estado fundamental,
estando predominantemente em regioes proibidas classicamente, assim, a condigao
de universalidade (comprimento de espalhamento muito maior que o alcance efetivo

do potencial) é melhor satisfeita nesta situagao.

Potencial | B\ /EY | BV /EY)
Vi 5.89 1.09
v 5.1 1.006

(0)

Tabela 6: Razao entre as energias de ligacao do estado fundamental (E,”) e exci-

tado (Eil)) de quatro corpos com a energia do estado fundamental de trés corpos

(E:(,)O)). Quando os sistemas de trés e quatro bosons estao sob um potencial gaussiano
atrativo (V7) ou sob um potencial formado por duas gaussianas, uma atrativa e a
outra repulsiva (V5). Os parametros dos potenciais (V3 e V5) foram escolhidos de
forma que a energia de dois bosons seja aproximadamente zero.

4.2 Amplitude Espectroscépica

A amplitude espectroscopica, y(r), ¢ basicamente um “overlap” da funcao de
onda com seus subsistemas. Ela nos oferece uma informacao da estrutura de um
determinado sistema como, por exemplo, se o sistema de quatro corpos é predom-
inantemente um sistema do tipo 3-+1 ou 2+2. Vamos considerar nesta secao a
amplitude espectroscopica entre os estados ligados de quatro corpos (fundamental
e excitado), \Ifin), e o subsistema representado pelo estado ligado de trés corpos
(fundamental e excitado), \If:(g"), e um boéson. Neste caso, optamos por considerar
somente a configuracao 3+1, ja que o sistema de dois corpos possui energia zero e a

configuracao 2-+2 nos parece muito menos provavel.

Ambos ¥, e W3 tem momento angular nulo e sao normalizados e simetrizados,
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ou seja:

(Us|W3) =1 e (Py|¥y =1. (4.3)

A amplitude espectroscopica é definida por [Horiuchi & Suzuki, 2008|:

() = \ @) (1.4)

x3r

Lembrando que W3 é descrito por duas coordenadas relativas 7y e 75 e Wy com
trés coordenadas ¥, T e 3. Consideramos aqui 73 como sendo a distancia relativa

entre um bodson e o centro de massa do trimero (sistema de trés corpos).
Vamos agora calcular analiticamente a amplitude espectroscopica.

Sabendo que:

57 -7 =3 5(“;3—3;”%@3) (), (4.5)
lm

podemos reescrever a equacao 4.4 da seguinte forma (no nosso caso temos [ = 0 e

m =0):

yr) = Virg(r) com o) =[5y (Wed(Es -~ PIE) (10

—

Como §(73 —7) = ﬁ deexp(iE~ (¥3 — 7)), temos que:

4! 1 7 ik (03—
o) =\ 377 | (e (47)

Resolvendo primeiramente <\P36ig'(x3_77)|\1f4>, lembrando que a funcao de onda

total é escrita na forma 2.13, temos que:

o 1 . . -
<\I/3€Zk'($3_?)|\114> == Z 0?0?5354 / dx exp |:—§)2(A(Z) + B(j)>X + ik - (fg - 7?)} R
ij

(4.8)
A2><2 0

sendo A = 0| ex= (% a3 & ). Os indices superiores em ¢
0 00

distinguem entre os coeficiente da expansao da funcao de onda de trés e quatro

corpos. S3 e Sy sao os operadores que realizam a simetrizagao das fungoes de onda
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dos sistemas definidos pelos seus indices inferiores.

Calculando a expressao anterior usando A.1 e o resultado da equacao A.36,

obtemos:

3
i (2m)3 12 _1p- B
(wye™ )0, ) = § A4 858, {MLD)} o 3Dk RSy g)
(i4)

onde Dy;j) = AW + BU  sendo {D }33 o elemento 33 da matriz D).

Com isto, g(7) pode ser escrito na forma:
(27)* |
T 7 LD Vg k2 ik
= 1S58 dke 2P . (410
o) =\ oy %Z 34{“1)}/@ (4.10)

Sabendo que:

/dEexp (——{D sk — ik - ) - (#)

temos:

Njw

() o

_7’2
7_’) = 2 27T Z SgS4 detD (i7) {D (i5) }33) exp <m> . (412)

Substituindo o resultado anterior na equacao 4.6, obtemos a seguinte expressao

para a fungao da amplitude espectroscopica:

3 —r’
2 - . s ] 4.1
) = IR S S8t D (D ol exp(Q{D@b}Ss) Y

A integral:
S = / yridr (4.14)

¢ chamada de fator espectroscopico (SF). Como ja dissemos no inicio da segao,
as funcoes de onda W3 e W, sdo simetrizadas, todavia, quando calculamos y(r)
considerando ¥, e ¥3+1 bdson, note que este bdéson nao entra na simetrizacao. Desta
maneira, se quisermos interpretar o SF como uma probabilidade devemos compara-
lo com todas as combinagbes dos quatro bosons trés a trés, ou seja, 4!/3!1! = 4.

Assim, quanto mais proximo o valor de SF /4 for da unidade mais o nosso estado Uy



41

serd parecido com o estado W3 + 1 (3+1).

4.2.1 Resultados da Amplitude Espectroscépica
Podemos ver que a amplitude espectroscopica é dada pela seguinte equacao:

o) = o 0 2 Dy ey (1.15)

Nas figuras 10 e 11 mostramos os resultados de y(r) para as quatro possibili-

dades de combinacao com as func¢oes de onda de trés e quatro corpos dos estados
fundamental e excitado (\Ilgo), \Ifgl), \I!flo) e \Iffll)).

Note que na figura 10 o fator espectroscopico para o caso \I/éo) e \I/ELO) ¢ proximo

de 4, isto é, temos 80% de probabilidade do sistema ter uma configuracao 3 + 1.
O tamanho do sistema associado a \Ifflo) ¢ menor do que \Ifgo) (veja tabela 4) e o

pico da linha cheia do grafico 10 é menor que 0.5 fm, ou seja, podemos sugerir

0 . ) . , . L
que \Ilfl) ¢ um condensado de 3 bdsons mais um béson muito préoximo aos outros.

)

Para o caso de \Ifgo e \Iffll) temos SF=1.58 o que significa aproximadamente 40%

de probabilidade da configuracao de \Ifil) ser do tipo 3 + 1. Porém, neste caso o

(1)
4

tamanho do estado associado a W, é maior do que o estado \112(30) (ver tabela 4),

entao o estado 111511) provavelmente tem uma configuracao 3+1 com um bdéson mais
afastado dos outros trés do que no caso de \11510). Os SF e as SA sao aproximadamente

(1)
3

zero para as combinagoes envolvendo W5/, pois o trimero (estado de trés corpos)

excitado é muito maior que os dois tetrameros (estados de quatro corpos).

Os resultados do SF dos estados fundamentais de trés e quatro corpos quando
consideramos o potencial V5 nao diferem muito dos resultados no caso do potencial
Vi (ver figuras 10 e 11). O SF para \Iléo) e \1;510) sob o potencial V; representa 90% da
probabilidade da configuragao de \11510) ser 3+ 1. Ja o SF de \Iféo) e \11511) representa
apenas 23% e o pico da linha tracejada estd em torno de 10 fm. Os resultados de SF

)

1 : : L .
envolvendo \Ifé considerando o potencial V, também nao diferem muito dos valores

de Vi, pois neste caso o trimero, também, é muito maior que os dois tetrameros.

Para entendermos melhor a universalidade presente nesses sistemas de trés e

quatro corpos sob o potencial V] ou o potencial V; apresentamos a seguir dois graficos
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Potencial V1

—vwew? SF=322
---vlev! SF=158 -
—— ¥ ew] SF=0.0035
----- vew! SF=0.0311

Y(r) [fm™>?]

——— =
-
-

6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 10: Amplitude espectroscopica para o caso em que os sistemas de trés, \Ili(f),
e quatro corpos, \Ifflj ), estao sob o potencial V;. Na linha solida temos y(r) com
i = j = 0, na linha tracejada temos y(r) com i = 0 e j = 1, na linha trago ponto
temos y(r) com ¢ = 1 e j = 0 e na linha pontilhada temos y(r) com i = j = 1. Na

legenda do grafico, também, mostramos os resultados do fator espectroscopico (SF).
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Potencial V2

T T T
0.20

— v ew] SF=36359

3

---vew! SF=09216

3

0.15 —— v'ew!? SF=0.00262

S 010 §
£
=
>—

0.05 §

0.00 F m=—=

L | L | L | L
0 25 50 75 100
r [fm]

Figura 11: Amplitude espectroscopica para o caso em que os sistemas de trés, \Ili(f),
e quatro corpos, \Ifflj ), estao sob o potencial V5. Na linha solida temos y(r) com
i = j = 0, na linha tracejada temos y(r) com i = 0 e j = 1, na linha trago ponto
temos y(r) com ¢ = 1 e j = 0 e na linha pontilhada temos y(r) com i = j = 1. Na
legenda do grafico, também, mostramos os resultados do fator espectroscopico (SF).
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envolvendo y(r) e 7 escrito em termos dos adimensionais:

]

- h? mE"
Y(ir)=ylr) | —= e T=ri ——. 4.16)
1 =v0) = (

Nas figuras 12 e 13 notamos que as curvas coincidem a partir de 7 ~ 3 . Isso
mostra que as amplitudes espectroscopicas também sao func¢oes universais e podem
ser reescalonadas utilizando-se uma escala de quatro corpos, no nosso caso a energia
de ligagao dos tetrameros. A diferenca entre as curvas para valores de 7 pequenos é

esperada, ja que essas regioes devem ser sensiveis aos detalhes dos potenciais.

\P(O) e \IJ(O)
3 4

o

Figura 12: Crafico da amplitude espectroscopica reescalonado de forma que Y (r) e 7
sao adimensionais. Considerando apenas os y(r) relacionados as fungoes dos estado
fundamentais de trés e quatro corpos(n = 0).
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(0) (1)
‘I‘3 e ‘P4
1.0 — 71—
_V1
_—— -V2
0.5 - —
> 0.0 L -
N
-05 H -
-1.0 1 1 1 1 1 L 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14

Figura 13: Grafico da amplitude espectroscopica reescalonado de forma que Y (r) e
7 sdo adimensionais. Considerando apenas os y(r) relacionados as fungdes do estado
fundamental de trés e estado excitado de quatro corpos (n = 1).
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho investigamos a universalidade em sistemas de trés e quatro bo-
sons através do calculo das suas energias de ligacao e dos raios quadraticos médios.
Usando uma curva universal calculada com um potencial de alcance zero corrigi-
mos em primeira ordem em ry/a o ponto onde um estado excitado de trés corpos
desaparece. Estudamos também as estruturas dos estados de quatro corpos asso-
ciados ao estado fundamental de trés corpos para energia de dois corpos igual a
zero. Os célculos foram realizados no espacgo das configuragoes usando um método
variacional. A definicao dos parametros da base foi feita de duas maneiras: uma

estocéstica e outra utilizando uma progressao geométrica.

Vimos que os métodos variacionais sao muito tteis e eficientes para tratar de
problemas de poucos corpos. Especificamente o método utilizado neste trabalho
pode ser facilmente estendido para mais particulas do ponto de vista da funda-
mentacao tedrica, todavia, do ponto de vista computacional o aumento do ntimero
de constituintes do sistema faz com que o processo de procura das bases e, con-
sequentemente, a convergéncia do programa, torne-se um problema bastante com-
plexo. Neste caso, técnicas computacionais mais avangadas, como programagao em
paralelo, devem inevitavelmente ser levadas em conta. Mostramos através de um
calculo preliminar que utilizando uma procura estocastica dos parametros da fungao
de onda nés conseguimos obter resultados compativeis com os valores conhecidos na
literatura para os raios quadraticos médios e energias dos sistemas de duas, trés e

quatro particulas alfas.

Correcoes nas relacoes universais advindas de efeitos de alcance do potencial sao
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muito importantes e podem, a principio, ser realizadas utilizando teorias efetivas. No
nosso caso, porém, optamos por utilizar uma funcao universal que explora o conceito
de limite de escala e permite reunir em uma tnica curva os estados Efimov. Para
investigar o efeito do alcance finito do potencial variamos a energia do sistema de
dois bosons interagindo através de um potencial do tipo poco quadrado e calculamos
a energia do sistema de trés bosons. Esses resultados foram comparados com uma
curva que foi obtida com alcance zero. Desta forma, obtivemos a seguinte relagao
que corrige em primeira ordem em ry/a o resultado obtido com um potencial de

alcance zero:
E,

—g|  ~038T012 (E) . (5.1)
3

corte

No capitulo 4 calculamos as energias e raios quadraticos médios dos sistemas de
trés e quatro bosons para energia de dois corpos igual a zero. Neste caso, a univer-
salidade desses sistemas foi testada considerando-se dois potenciais diferentes, um
gaussiano puramente atrativo (V) e outro (V3) formado por duas gaussianas, uma
atrativa e outra repulsiva, criando uma pequena repulsao a curtas distancias. Com
o potencial V| as razoes entre as energias e raios quadraticos médios de trés bosons
reproduzem muito bem os valores esperados para os estados Efimov, ja no caso de
V5 os valores sao ligeiramente diferentes. No caso de quatro corpos, nés calculamos
os dois estados de quatro bosons associados ao estado fundamental de trés. Veri-
ficamos que as razoes entre as energias de quatro e trés corpos nao satisfazem aos
valores universais calculados na referéncia [von Stecher et al., 2009]. Vale também
notar que os estados de quatro corpos acima do limiar 341 aparecem como estados
discretizados do continuo e, portanto, o formalismo utilizado neste trabalho nao

pode ser imediatamente adaptado para calcular essas energias.

Finalmente, a estrutura dos estados de quatro corpos foram estudadas através
do céalculo da amplitude espectroscopica e dos respectivos fatores espectroscopicos.
Mostramos que esses estados possuem uma grande probabilidade de possuir uma
configuracao do tipo 3+1. Todavia, no caso do estado fundamental o quarto béson
deve estar bem proximo ao trimero e a estrutura 3+1 deve ser dificil de ser obser-
vada. Ja no caso do estado excitado, este também deve ser do tipo 3-+1, porém agora
o quarto boson estd mais afastado do trimero do que no caso do estado fundamen-

tal, assim, nesta situacao poderiamos ver de fato a presenca de um cluster de trés
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bosons. Mostramos ainda que as curvas das amplitudes espectroscopicas também
sao grandezas universais. As curvas devidamente reescalonadas praticamente coin-
cidem a partir de 7 = 3, sendo que a diferenca a curtas distancias sao causadas por
estarmos em regioes internas ao alcance efetivo dos potenciais e, portanto, sensiveis

a forma deles.

Como uma continuacao natural deste trabalho, estenderemos os métodos basea-
dos em uma expansao da funcao de onda em termos de uma base de quadrado
integravel para o célculo dos estados virtuais, ressonantes e de espalhamento em
sistemas de poucos corpos. Estudaremos os canais de espalhamento eléstico e de
rearranjo para trés e quatro corpos e a correlacao das amplitudes de espalhamento

com as escalas fisicas relevantes.
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APENDICE A - Elementos de Matriz

Neste apéndice usamos as referéncias [Suzuki, 1998,Sorensen, 2004| e as seguintes

definig¢oes:

e N: niimero de particulas

® ¢, =exp (—%)EA(i)X)

X: matriz transposta de x = ( T To ... Tn_1 )

A®: matriz de dimensdo N —1 x N — 1

A.1 Overlap

Calculando o overlap (¢;|¢;):

(pil ;) :/e—éiAmxe_;;cA(j)de

Para facilitar a notacido vamos definir: A = A® + AU,

Como a matriz A pode nao ser diagonal faremos a seguinte mudanca de variavel
para garantir que temos uma matriz diagonal e com isto simplificar a resolucao da

integral. Considerando:

x=Ty, (A1)

onde 7' ¢ uma matriz ortogonal ¢ TAT = D ¢ uma matriz diagonal. Assim, o
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overlap pode ser escrito da seguinte forma:
(@05) = [ e BT (de(T) Py
= / e~ 2YDY (det(T))3dy .

Como det(T") = det(g—;‘) = =+1, escolhemos o determinante igual a 1 para con-
servar o elemento de volume dx = dy. E como D é uma matriz diagonal podemos

resolver a integral para cada componente da matriz y, ou seja:
N-1
1
mw=H/”Wm, (A2)
k=1

onde dj, é o elemento kk da matriz D e 4, € o elemento k da matriz:

Y1
y = : (A.3)
Un-1
Integrando a parte angular de
N—-1 2
(il ds) = H/ / / 2 zdkykyk sin 0. d0dprdyy, |
k=1
obtemos:
N-1 o
IR
o) =TT (4m [~ etoobspane ) (A4
k=1 0

Resolvendo a integral da equagao A.4, usando:

8 1d 2 1 1 2
— (e 2 kyk> = ——yle 2k
ad, ( 2 Yk

temos:

0 oy,
I =47 —2— 3%V dyy,. A.
w( adk) / e~ 3ty (A.5)

e 1 n+1 1
/ e~ " dy = Ea_ s <n i ) : (A.6)
0

Sabendo que:

2
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obtemos:
ON1/d\ 2 (1
f‘“(*a@)é(?) F(i)
B 27 2
=g ]

oo - I1 (Z—:) | (A7)

Como [[0-'dp = det D = det(TAT) = det(A) = det(AD + AY), obtemos

finalmente a seguinte expressao para o overlap:

(2m)N-1 :
<¢z|¢]> = [det(A(i) —{—A(j)):| : (AS)

A.2 Energia Cinética

A energia cinética no sistema de coordenadas das partitulas é dada pela seguinte

expressao:

N hQ .
E=Y)" o V2. (A.9)
=1

~ A~

Onde: V7T = (@1V2...VN) ¢ o operador gradiente nas coordenadas de cada

particula.

Passando para as coordendas de Jacobi usando 2.15, podemos escrever que:

N N
0 Ox; 0 0
. = 3Ty - 87’j 873 8:1:2 = Ja.’lﬂ'i

ou seja,

N
V= Z UpiVa, - (A.10)
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Substituindo a rela¢ao acima na equagao da Enegia Cinética equagao A.9, temos:

N2 [N B N-1
:ZQm (Z Uklvzk‘FUNl IN) (Z Uhvxl—FUvamN) .

k=1 =1

Como os termos cruzados no produto serao iguais a zero a expressao fica da

seguinte forma:

N g2 [NoIN-1
E = Z om; [Z Z Uszlzvmkvwl + UNzUNZV:BN va
i=1 k=1 I=1
prNoIN-1 /N B2
=5, (Z — UmUh) Vi, - Va, + Z UniUyig— v2
k=1 I=1 !
Definindo:
AN
kl ; g ( )
e usando: Zjvzl Uj=0n;i e Uni= o sendo mis. .y =mi+mo+ ... +my,
temos: NN
hQ —~ —~ o o m; h2 ~
E=— AV Vo, + 0w 2 (A.12)
2 2mag N 2m; TN
k=1 I=1
Como II; = —ih@zj ¢ o momento canonico conjugado, podemos escrever a
equagao anterior da seguinte forma:
N-1N-1
1 I1%
5 ATy - 10 — . A.13
2 k=1 ; 2z ( >
Como a energia do centro de massa é dada por: T,,, = % e 0 momento

pode ser escrito da seguinte forma —h?V? = p?, temos:
N 2 —1N-1
> 5
=1

Ty = Z > Aplly - T0 (A.14)

k=1 =1
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Agora podemos calcular o termo de energia do Hamiltoniano (hy)):

N o2
1

2ml-

1=

Escrevendo o lado direito da equacao A.14 na seguinte forma:

N-1N-1 A -
AijVa, - Vi, = VIAV, (A.16)
i=1 j=1
e substituindo em A.15, temos:
T h’ ST A
hij = =5 (GilVa AVe|g;) (A.17)

Da mecanica quantica sabemos que:

2 *
<¢a|%|¢b> = /dw [ﬁ (w*awb) _ 8%} = —/da:a%%. (A.18)

Ox \'“ Or Oxr Ox Ox Ox
Portanto:
. h? S - A
hij = _7<¢ilvx‘/\vfﬂ’¢j> = 7<Vx 0i|AV29;) - (A.19)
Derivando, temos:
2
h;-l;- = %(¢i|iA(i)AA(j)x|¢j> , (A.20)
h? 12 405) - ; 12 AG)
hg =3 e XA AD N AD e 3%A Xy (A.21)

Fazendo a seguinte mudanca de variavel x = Ty (ver segao A.1), temos:

h2 i o~ . . ST AU
h /e—éyTA( TYGTADNANTye 25TAVTY (det T)dy . (A.22)

T _

Definindo: D@ =TAOT, DU = TADT ¢ F = TADANAGT.

Como det(T) = g—; = +1, podemos escolher det(7) = 1, com isto temos:

h? R -pU
hy ="y | e BPYgEye P vay (A.23)

Como as matrizes D, DU e F sao diagonais nés podemos escrever a integral
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como um produto das integrais de cada elemento da diagonal destas matrizes, ou
seja:

N—
R [ 10, -
g1 e s,
=1
Calculando uma integral referente ao indice k, temos:

2m
/ / / e~ 3 yky fke 3 yky sin 0dOdody;, . (A.25)

Integrando a parte angular, obtemos:

2

h o 100 J
Iy = Efk47r/ e 3@ Wy by, (A.26)
0

dexp(—5(dy +d)y})
a(d +dy)

C 1@ gDy, 2 :
Como: = (—%)y,%e 2(d 44 podemos escrever a integral da

seguinte forma:

I = h—2fk47r(—2)L /°° 6‘%(d,(f)+d,9>)yiyl§dyk : (A.27)
2 o(dy +d) Jo

Para facilitar vamos calcular de forma mais geral a integral acima, ou seja:

o0 a o 1
47r/ e 2% 2y = 47r(—2)—/ e~ 29" 4
0 da Jo

a

Substituindo este resultado em A.27, temos:

h? 0 27
L= 5 fu(~2)—— |
2 a(d) +d) \d +d

3

3R : o ?
— fk d(l) + d(]) : i .
9 ( k k ) dg) + dé])

3
2
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Substituindo o resultado anterior na equacao A.24, temos:

2
Njw

-1

3h? ; ; 2
hT _ o d(l) d(]) -1 : :
ij 9 fk( k + k ) d](;) +d](€])

=
Il
—

w
>t
[N

3
, . 271-)]\7*1 2
Tr[(D®Y + DY) F (2 : :
rl(D" + ) F] det(D® + DW)
Lembrando das defini¢oes de D, F' e que T é uma matriz ortogonal podemos

reescrever a equagao acima da seguinte forma:

nT — 3_7121}[(14(%‘) + A(j))*lA(i)AA(j)] (2m)"" ’ (A.28)
ij B det(A®D 4 AG)) ‘ '

Usando a propriedade Tr[ABC| = Tr[C'BA| e a equagao A.8, temos finalmente

os elementos de matriz da energia cinética dados por:

2
W= % TH[AD (AD + AD)ADA] (6516 (A.29)

A.3 Potencial

Considerando um potencial local que pode ser escrito da seguinte forma:
V(F, — ) = / V(F)S(Fs — o — F)dF - (A.30)
Assim, podemos escrever que:

OV (= Tlles) = [ dFVEGISE — T =Pl (A3

Para resolver o lado direito da equagao acima vamos inicialmente calcular {(¢;|d (7, —

Frn — 7)|0;), considerando A = A® + AW);

1

(@67 = 7o = o5} = [ dxe” 305675 75 = 7). (A.32)

Sabendo que

1 o
Mﬁ—a—ﬂ=<%p/ﬁmm””ﬂ, (A.33)
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temos:
(6il6(F — Fon — P b5) = # / dF / e SFRAXHR 7). (A.34)
Usando 2.18, temos:
(87 = 7 = l0s) = ¢ 271r)3 / dfe 7 / e~ RAHS X (A.35)

—_—~—

onde S = Wk,

Resolvendo inicialmente a integral [ = [ dxe™ 3%AxFiS% ysando A.1, temos:

N—-1
I=1] / dij;el =3P+ Sia) (A.36)
=1
-1

oo 2m —1
= H / / / ¢~ 3 D} +Siyi cosbiy 2 cos B;desdy; (A.37)
1 Jo Joo 1
onde D = TAT.
Resolvendo a integral acima obtemos:

I— ]ﬁl (%T) ¢35 (A.38)

i=1

_ [(2”)]“] : e~ 35ATIS (A.39)

[SI)

Substituindo o resultado anterior em A.35, temos que:

3
2

L 1 [@em)iet —13a-1 g
(@317, = o = 710) = o { det(A)} 35 [apee . aa

Resolvendo a integral em E, reescrevendo o resultado usando a relagao A.8 e

usando a defini¢ao:

—~—

= W (AD 4+ AD)- 1y @) | (A.41)

Cnm

obtemos:

Com\? 10 2
(@137, = 7= o) = (o) (G2 eiomrt . (aaz

Portanto, o elemento de matriz (¢;|V (75, — 71n)|¢;) para um potencial local V' é
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dado por:

Cnm g P | 2 .
@IV Tle) = (olo (=) [vineionrar. (aay

A.3.1 Potencial de Ali-Bodmer

O potencial de Ali-Bodmer é dado por:
ValF) = Vie 7 4 Vye0r? (A.44)

sendo V; = 500 MeV, V5 = —130 MeV, p; = 0.7 e ps = 0.475.

Substituindo este potencial em A.43, temos:

(SiVa(P)|65) = (64;) (Cm) [vl / o5 Cm) g / e<pa+%m>r2df} ,

27
(A.45)
Resolvendo as integrais, obtemos:
3 Vi Va
(GilVa(P)|65) = (116;)(Crm)? + . (Adg)
’ ’ (201 4+ Com)?  (2p2 + Co)?
A.3.2 Potencial Gaussiano

O potencial Gaussiano é dado por:

V() = Ve ?"" (A.AT7)

O resultado é similar ao potencial de Ali-Bodmer, pois a diferenca entre esses
potenciais ¢ apenas uma gaussiana a mais. Portanto, conhecendo o resultado para
o potencial de Ali-Bodmer facilmente podemos ver que o elemento de matriz para o

potencial Gaussiano é dado por:

v

(0ilVa ()| ¢s) = (0il5)(Crm) 2 m

(A.48)
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A.3.3 Potencial de Coulomb

O potencial de Coulomb é dado por:

4 2
V(i) = = (A.49)
onde e ¢ a carga da particula.
Substituindo em A.43, temos:
— Cnm % 462 _lo 2 55
VPN = (oiloy) (52 ) [ emiemrar, (A.50)
Resolvendo a integral obtemos:
Co\2
(@il Ve(P)|ds) = 8eX(diloy) | 5 ) - (A.51)
2m
A.3.4 Poco de potencial
O poco de potencial é dado por:
-V 0<r<R
Vy(r) = { S (A.52)
r>

No caso em que temos um sistema constituito apenas por dois corpos sob o poco

de potencial a equacao de Schrodinger é descrita da seguinte forma:

B
—_—— U = EpW¥ A.
e V=B (A.53)

onde p é a massa relativa das duas particulas. Esta equagao pode ser resolvida
facilmente como podemos ver em qualquer livro de mecanica quantica, por exemplo,

|[de Toledo Piza, 2003].

Sua solugao é dada por:
U(r)y=AsinKyr , 0<r<R (A.54)

U (r) = Bexp(—Kyr) , r>R (A.55)
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onde: K = Y1~ 2“(‘;07192) e Ky = V2B

o

Aplicando as condigoes de fronteira, temos que K; cot K1 R = —Kj.

J& no caso de sistema de mais de duas particulas nao conseguimos resolver ana-
liticamente a equagao de Schrodinger. Nesses casos, usamos o método variacional.

Por isto, vamos calcular agora os elementos de matriz com o poco de potencial.

Substituindo o potencial A.52 na equacao A.43, temos:

Cnm % r _1 2
A e I S S0

sendo C,,, dado pela equacao A.41.

Resolvendo a integral acima lembrando que:

d2

1 2
@(e_ﬂ) = 2" a2 = 2 = T (2e—t2 + (e_tz)) (A.57)

dt?

e sabendo que a fungao erro pode ser escrita como erf(z) = \/%7 fOZ e~ dt, obtemos:

(9:iVold) = Vo (¢il#5) [erf< %CnmR> —% %CnmRe%Can] . (A58)

A.4 Raio Quadratico Médio

Calculando o raio quadrético médio em relacao a distancia Zy_;. Para facilitar

as contas usaremos a seguinte relagao:
) =~
Ty =XFx. (A.59)

Onde F' é uma matriz de dimensao N — 1 x N — 1 com todos elementos nulos

exceto o elemento fy_iy_1 = 1.

Com isto podemos escrever que:

(O l05) = (@lxFxies) = [&KPxe B0 (1.60)
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Considerando A.1 e definindo G = TFT e D = T(A® + AU)T, obtemos:
1 i 1
— ~ iy N 2 .
(6il7% 1 l6;) = / yaye iy = [] / gryte 3 dg, (A.61)
k=1

Calculando a integral:
/ 2 —5dryi 77
Iy = | gryre 2 rdy),
1.2 4 02 RO
= dngy e 2y dyy, = Amgr | 455 e 2dyy,
0 adi. ) Jo

2

Portanto, temos:

Nl

(il @ _110;) = 3Th[(AY + AL F (gil ) - (A.62)

Assim, o raio quadratico médio em relacao ao centro de massa de duas, trés e

quatro particulas, serao dados por:

VR =T sl (A.63)
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APENDICE B - Comprimento de

Espalhamento

Para entendermos a definicao de comprimento de espalhamento, vamos usar um
exemplo simples. Considerando dois atomos com massa m que interagem através
de um potencial de curto alcance na regiao de baixas energias. O espalhamento

elastico desses dois &tomos com momentos opostos +hk e energia cinética dada por

E= hi’f, pode ser descrito por uma funcao de onda composta por uma onda plana

e outra esférica:
eikr

p(r) = € + [1(0)

(B.1)

Esta equagao define a amplitude de espalhamento fi(0) que depende do angulo

6 e do namero de onda k.

Nos sistemas que estamos lidando, neste trabalho, o momento angular é nulo
L = 0, pois estamos tratando de sistemas de baixas energias e nesses casos apenas
a onda S contribui de forma significativa para a expansao em ondas parciais da

amplitude de espalhamento.

Assim, podemos escrever a amplitude de espalhamento da seguinte forma |[de Toledo Piza,
2003:
1 .
F6) — Ee"s‘) sindy kR <<1. (B.2)

Neste caso, a segdo de choque é independente de 6, pois P—¢(f) = 1 e é dada
por:
do 1
— — —sin®§ . (B.3)
No limite de baixas energia com potencial de curto alcance a relacao Rk <<

1 tem que ser satisfeita, sendo R o comprimento relacionado a extensao espacial
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do potencial. E para que a secao de choque permaneca finita quando £k — 0 a
defasagem 0y deve se anular linearmente com k [de Toledo Piza, 2003|. Por isso, é
mais apropriado usarmos uma outra quantidade para descrever a segao de choque
no limite de baixas energia, que é dada por:

sin § (k)
a = — 111m
k—0 k

(B.4)

?

sendo a uma grandeza com dimensao de comprimento e por isso, é chamada de
comprimento de espalhamento.
Assim, podemos escrever a secao de choque da seguinte forma:

do 9

o (B.5)
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APENDICE C - Método Numerov

O método Numerov foi desenvolvido por Boris Vasil’evich Numerov [Numerov,
1927]. Ele é usado para resolver equagoes diferencias ordinarias de segunda ordem
na qual o termo de primeira ordem nao aparece |Gonzidlez & Thompson, 1997|. Ou

seja, para uma equagao do tipo:

% (r)=C(r)f(r) sendo C(r)= 2—5(‘/(7’) —FE). (C.1)
Calculando a seguinte diferenca:
5(r) = flr+5) = (r=3). (©2)
temos:
82f(r) = f(r+n)—2f(r)+ f(r —h). (C.3)

Expandindo f(r + h) e f(r — h) usando a expansao de Taylor, obtemos:

L) B W) B )

Jr+h)=J(r) dr 2! dr? 31 dr3 41 drt (C4)
_ () | WEFE) RS W)
fr=h)=J(r)=h a2 a4 31 dr3 o et T (€5)
Com isto, podemos reescrever C.3 da seguinte forma:
2 4
5 f(r) = w0 | 1yad ) (C.6)

dr? 12 dr?

Substituindo a equagao C.1 na equagao anterior e desconsiderando os termos a

partir da derivada de quarta ordem, temos:

1P

81 (r) = (O () + 5h'

(C.7)
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Podemos dizer que:

pECOI) w2061 (C.8)

Portanto:

§2f(r) = h*C(r)f(r) + %fﬂ (Cr+h)f(r+h)—=2C(r)f(r)+C(r—"n)f(r—"n)) .
(C.9)

Reescrevendo a equagao acima usando a equacao C.3, obtemos:
1, 10 , 1,
1— Eh C(r+h)) f(r+h)— {2+ Eh C(r) ) f(r)+{1— Eh C(r—nh)) f(r—=h)=0.
(C.10)

Conceitualmente, o método Numerov comeca a partir de um ponto inicial e, em
seguida, da um curto passo para frente no tempo para encontrar o ponto proximo a

solucao. O processo continua com as etapas subsequentes para mapear a solugao.
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