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Resumo

Neste trabalho, consideramos uma classe de problemas elípticos supercríticos não

lineares. Apresentamos ummétodo para determinar solução do problema de Coron no caso

supercrítico para uma sequência de expoentes ressonantes. Tal método é uma adaptação

do método de perturbação no caso onde não se conhece toda a variedade de soluções do

problema não perturbado.

Palavras-chave: Equações elípticas não lineares. Problema de Coron. Expoente super-

crítico. Sequência de expoentes ressonantes.



Abstract

In this work, we consider a class of nonlinear supercritical problems. We present

a method to determine the solution of Coron’s problems in the supercritical case for a

sequence of resonant exponents. Such a method is an adaptation of the perturbation

method in the case where the whole solutions manifold to the non perturbed problem is

not known.

Keywords: Nonlinear elliptical equations. Coron’s problem. Supercritical exponent.

Sequence of resonant exponents.



Lista de Símbolos

RN denota o espaço Euclidiano N -dimensional com pontos x = (x1, · · · , x2).

〈x, y〉 denota o produto escalar de x, y ∈ RN .

Br(y) = {x ∈ RN | |x− y|< r}

SN = {x ∈ RN+1 | |x|= 1} denota a esfera unitária N -dimensional.

∇u denota o gradiente da função de valores reais u.

∇u · ∇v também denotaremos por 〈∇u,∇v〉.

∆ denota o Laplaciano: ∆ =
N∑
1

∂2

∂x2
i

.

Id denota o operador identidade.

Lp(RN), Lploc(RN), Lp(Ω), etc., denotam os usuais espaços de Lebesgue.

Wm,p(RN), Wm,p(Ω), etc., denotam os usuais espaços de Sobolev.

2∗ =
2N

N − 2
se N ≥ 3 e 2∗ = +∞ se N = 1, 2.

Se I ∈ Ck(H,R), H espaço de Hilbert, é um funcional, I ′(u) denota o gradiente de I em

u ∈ H, definido por meio do teorema da representação de Riesz (I ′(u)|v) = dI(u)[v],

∀v ∈ H, similarmente (I ′′(u)v|w) = d2I(u)[v, w], ∀v, w ∈ H.

u = o(εk) significa que uε−k tende a zero quando ε→ 0.

u = O(εk) significa que |uε−k|≤ c quando ε→ 0.

oε(1) denota uma função que depende de ε e tente a zero quando ε→ 0.
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Introdução

Um modelo clássico de equação elíptica não linear é o seguinte problema

 ∆u+ up = 0, u > 0 em Ω

u = 0 em ∂Ω
(0.1)

onde Ω é um domínio suave e limitado em RN e p > 1.

O expoente crítico p =
N + 2

N − 2
tem papel determinante na questão da solvabilidade

do problema.

Quando 1 < p <
N + 2

N − 2
a solução pode ser encontrada como um extremo para a

melhor constante na imersão H1
0 (Ω) ↪→ Lp+1(Ω). Quando p ≥ N + 2

N − 2
este minimizante

falha, não existe no geral.

Pohozaev em [25] descobriu que não existe solução se o domínio for estritamente

estrelado. Kazdan e Warner em [19] observaram que se Ω for um anel a compacidade se

verifica para p > 1 dentro da classe das funções radiais e a solução pode ser encontrada

variacionalmente, sem restrições em p. Para o caso crítico p =
N + 2

N − 2
Brezis e Nirenberg

em [10] encontraram uma solução adicionando um termo linear adequado. Coron [12]

solucionou o caso crítico usando uma aproximação variacional, se Ω tiver um pequeno

buraco. Rey [26] estabeleceu a existência de múltiplas soluções para domínios com vários

pequenos buracos. Já em [8], Bahri e Coron, estabeleceram a solvabilidade no caso crítico

para domínios com topologias não triviais.

O questionamento feito por Rabinowitz e estabelecido por Brezis em [9], no caso

supercrítico, se a topologia não trivial é suficiente para determinar solução foi respondida

negativamente por Passaseo [24].

Se p é supercrítico, mas está próximo ao crítico, soluções são encontradas em

domínios com pequenos buracos [13, 14, 20].

Em [15], Del Pino e Wei estudaram o problema com o expoente p acima do crítico
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em um domínio de Coron Ω = D \Bδ(0).

Eles mostraram, em um domínio de Coron Ω = D \Bδ(0), a existência de solução

para δ > 0 suficientemente pequeno com p supercrítico e p diferente de uma sequência

{pj}j∈N de expoentes ressonantes, para todo j, onde

N + 2

N − 2
< p1 < p2 < · · · com lim

k→∞
pk =∞. (0.2)

O principal resultado deles é o seguinte Teorema:

Teorema [15]. Existe uma sequência como em (0.2) tal que se p >
N + 2

N − 2
e p 6= pj,

então existe δ0 > 0 tal que para qualquer δ < δ0 (0.1) possui pelo menos uma solução.

No Capítulo 2 exibimos condições suficientes para obter um resultado similar ao

teorema acima, quando p = pj, como na sequência em (0.2), para todo j ≥ 3 ímpar.

A fim de dar veracidade ao método usado para demonstrar o principal resultado

do Capítulo 2, citado acima, no Capítulo 1 adaptamos uma das técnicas de perturbação

estudadas em [4]. O método que adaptamos foi introduzido pela primeira vez por Am-

brosetti e Badiale em [1, 2]. Utilizamos de modo variacional, em um exemplo simples e

no problema elíptico

 −ε2∆u+ V (x)u = up, em Rn

u > 0, em H1(Rn),
(0.3)

onde 3 < p < 2∗ − 1 e V é um potencial limitado que satisfaz

(V1) V ∈ C4(Rn) e ‖V ‖C4<∞;

(V2) λ2
0 = inf

Rn
V > 0.

Se tivermos que 0 é um ponto crítico não degenerado do potencial V , ou seja, V ′′(0)

não-singular, então sob as condições acima, existe uma solução do problema elíptico que

se concentra em torno de 0, quando ε→ 0.

Este resultado já é conhecido, com hipóteses menos restritivas, ver [3, 5]. Demos

uma nova demonstração para este resultado, porém usando um método modificado. Como

as soluções deste problema já são conhecidas, foi possível testar o método que adaptamos

e assim dar confiabilidade ao aplicá-lo no Capítulo 2.

O método de perturbação adaptado apresentado no Capítulo 1 consiste em encon-

trar pontos críticos para uma classe de funcionais Iε : H → R de classe Ck, k ≥ 2, definidos
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no espaço de Hilbert H, onde não se conhece por completo a variedade de soluções do

problema não perturbado.

Em linguagem de operadores, tal método pode ser descrito como segue:

Queremos resolver uma equação do tipo u = Fδ(u) que é equivalente a resolver

(0.1) em Ωδ = Dδ \ B1(0). Sabemos que o domínio Ωδ se aproxima de RN \ B1(0) em

um certo sentido quando δ → 0 e esse problema limite u = F (u) em RN \ B1(0) possui

uma solução U que já conhecemos. Considerando o problema linearizado associado a U ,

φ = F ′(U)[φ] denotemos por K o núcleo deste operador, isto é K = Ker(Id− F ′(U)) =

span{Yi | i = 1, · · · , d}, que também é conhecido. Vamos procurar soluções uδ próximas

de U no sentido de que

lim
δ→0
‖uδ − PΩδU‖X(Ωδ)= 0,

onde X(Ωδ) é um espaço de funções escolhido adequadamente e PΩδU é uma projeção de

U nesse espaço.

Vamos tomar zδ(ξ) = wδ +
d∑
i=1

ξiY
δ
i , onde wδ = PΩδU e Y δ

i = PΩδYi. E assim,

vamos procurar soluções de u = Fδ(u) em torno de uδ(ξ) = zδ(ξ) + φδ(ξ), onde φδ ∈ Wδ

e Wδ é o complemento ortogonal de Kδ = PΩδK, isto é Wδ = (span{Y δ
i }i)⊥.

Observe que se uδ(ξ) = Fδ(uδ(ξ)) então zδ(ξ) + φδ(ξ) = Fδ(zδ(ξ) + φδ(ξ)) e expan-

dindo temos

zδ(ξ) + φδ(ξ) = Fδ(zδ(ξ)) + F ′(zδ(ξ))[φδ(ξ)] +R(δ, ξ),

ou seja,

φδ(ξ)− F ′(zδ(ξ))[φδ(ξ)] = Fδ(zδ(ξ))− zδ(ξ) +R(δ, ξ). (0.4)

O problema limite, quando δ → 0, pode ser formulado em um espaço X = X(RN \

B1(0)), o qual podemos decompor como X = K ⊕W , sendo P : X → W a projeção,

temos que Id− PF ′(U)|W : W → W é invertível.

Em seguida mostramos que Lδ := Id−PΩδF
′
δ(zδ)|Wδ

: Wδ → Wδ é também invertível

com norma do operador inverso L−1
δ uniformemente limitada para 0 < δ < δ0. E assim,

aplicando L−1
δ em (0.4) obtemos

φδ(ξ) = L−1
δ Pδ (Fδ(zδ(ξ))− zδ(ξ) +R(δ, ξ)) .

Resolvemos este problema de ponto fixo pelo Teorema de Schauder. Assim mos-

tramos que existe φ(δ, ξ) solução do problema de ponto fixo acima. Com isso, voltando
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ao problema original, na verdade resolvemos

Pδ (φ(δ, ξ)− F ′(zδ(ξ))[φ(δ, ξ)]) = Pδ (Fδ(zδ(ξ))− zδ(ξ) +R(δ, ξ)) ,

ou seja

Pδ (zδ(ξ) + φ(δ, ξ)− Fδ(zδ(ξ) + φ(δ, ξ))) = 0.

Logo,

zδ(ξ)+φ(δ, ξ)−Fδ(zδ(ξ)+φ(δ, ξ)) =
d∑
i=1

ci(δ, ξ)Y
δ
i (ξ)⇒ uδ(ξ)−Fδ(uδ(ξ)) =

d∑
i=1

ci(δ, ξ)Y
δ
i (ξ).

O último passo é mostrar que, para todo δ suficientemente pequeno, existe uma

escolha adequada de ξ = ξδ de modo que ci(δ, ξδ) = 0 para todo i = 1, · · · , d e assim

teremos o problema resolvido.
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Capítulo 1

Preliminares

Vamos apresentar neste capítulo alguns resultados abstratos, e suas aplicações,

estudados em [4], sobre a existência de pontos críticos para uma classe de funcionais

perturbados Iε definidos em um espaço de Hilbert H, cuja norma e produto interno são

denotados por ‖·‖ e (·|·), respectivamente.

1.1 Método de Perturbação na Teoria do Ponto Crítico

Vamos apresentar uma das técnicas de perturbação estudadas em [4]. O método

que adaptamos foi introduzido pela primeira vez por Ambrosetti e Badiale em [1, 2].

Seja Iε : H → R um funcional de classe Ck, k ≥ 2, definido no espaço de Hilbert

H. A fim de encontrar pontos críticos do funcional Iε suponha que:

(i) existe uma variedade Z̃ε ⊂ H, d−dimensional de classe Ck, k ≥ 2, que possui para

todo zξ ∈ Z̃ε uma parametrização local zξ, ξ ∈ Rd, cuja norma Ck é limitada;

(ii) existem funções contínuas f, g : (0, ε0) → R com lim
ε→0

f(ε) = lim
ε→0

g(ε) = 0, tais que

‖I ′ε(zξ)‖≤ f(ε), para todo zξ ∈ Z̃ε e ‖I ′′ε (zξ)[q]‖≤ g(ε)‖q‖, para todo zξ ∈ Z̃ε e para

todo q ∈ TzξZ̃ε;

(iii) existem C, r0 > 0 e γ ∈ (0, 1] tais que ‖I ′′ε ‖Cγ≤ C em {u | dist(u, Z̃ε) < r0};

(iv) sendo Pξ : H → W a projeção ortogonal em W = (TzξZ̃ε)
⊥, existe uma constante

C > 0 que independe de ξ e ε tal que PξI ′′ε (zξ)|W possui inverso em W e além disso

‖(PξI ′′ε (zξ))
−1‖≤ C.
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Vamos procurar pontos críticos de Iε usando o método de redução de Lyapunov-

Schmidt, isto é, vamos procurar pontos críticos da forma

u = zξ + wε com zξ ∈ Z̃ε e wε ∈ W . Se Pξ : H → W é como em (iv) a equação

I ′ε(zξ + wε) = 0 é equivalente ao sistema

 PI ′ε(z + w) = 0 (equação auxiliar),

(Id− P )I ′ε(z + w) = 0 (equação de bifurcação).
(P)

Satisfeitas as propriedades acima temos o seguinte resultado.

Proposição 1.1. Suponha que (i)-(iv) se verificam, então existe ε0 > 0 com a seguinte

propriedade: para todo |ε|< ε0 e para todo zξ ∈ Z̃ε a equação auxiliar em (P ) tem uma

única solução wε = wε(zξ) ∈ W = (TzξZ̃ε)
⊥ de classe C1 com relação a zξ e é tal que

‖wε(zξ)‖≤ Cf(ε)

‖w′ε(zξ)‖≤ C(f(ε)γ + g(ε)),

uniformemente com relação a zξ em compactos de Z̃ε.

Para resolver a equação de bifurcação em (P ) vamos considerar o funcional reduzido

Φε : Z̃ε → R dado por

Φε(zξ) = Iε(zξ + wε(z)).

Teorema 1.1. Suponha (i)-(iv) e considere wε(z) obtido da Proposição 1.1. Se Φε tem,

para |ε| suficientemente pequeno, um ponto crítico zε então, uε = zε + wε(zε) é um ponto

crítico de Iε.

A prova da Proposição 1.1 e do Teorema 1.1 podem ser encontradas em [21].

1.1.1 Um exemplo simples

Considere os funcionais I0, G : R3 → R, dados por

I0(x1, x2, x3) =
1

2
(x2

1 + x2
2)− 1

4
(x2

1 + x2
2)2 +

1

2
x2

3 e G(x1, x2, x3) = (x1 − 2)2 + x2
2 + x2

3,

então I ′0(x1, x2, x3) = (x1[1− (x2
1 + x2

2)], x2[1− (x2
1 + x2

2)], x3).
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Veja que S1 = {z = (cos(ξ), sin(ξ), 0) | ξ ∈ R} é variedade de pontos críticos de

I0 e além disso, para todo z ∈ S1 temos

I ′′0 (z) =


−2 cos2(ξ) −2 cos(ξ) sin(ξ) 0

−2 cos(ξ) sin(ξ) −2 sin2(ξ) 0

0 0 1

 ,

logo Ker(I ′′0 (z)) = span{(− sin(ξ), cos(ξ), 0)} = TzS1, para todo z = (cos(ξ), sin(ξ), 0) em

S1, ξ ∈ R.

G|S1 tem um mínimo não degenerado em (1, 0, 0), então é natural buscar soluções

de I ′ε(z) = I ′0(z) + εG′(z) = 0 próximas de (1, 0, 0), por isso considere

Z̃ = {zξ = (1, 0, 0) + ξ(0, 1, 0) | ξ ∈ R}.

Note que I ′ε(zξ) = I ′0(zξ) + εG′(zξ) = (−ξ2,−ξ3, 0) + ε(−2, 2ξ, 0), então

I ′ε(zξ) = O(|ξ|2) +O(ε), ∀zξ ∈ Z̃.

Além disso, para qualquer q ∈ TzξZ̃ = span{(0, 1, 0)} temos

I ′′ε (zξ)[q] = I ′′0 (zξ)[q] + εG′′(zξ)[q] =


−ξ2 − 2(1− ε) −2ξ 0

−2ξ 2ε− 3ξ2 0

0 0 1 + 2ε




0

1

0

 ,

então, para |ξ|= oε(1) temos

I ′′ε (zξ)[q] = (−2ξ, 2ε− 3ξ2, 0) = O(|ξ|+ε), ∀q ∈ TzξZ̃,

logo as propriedades (i) e (ii) são satisfeitas e é fácil ver que (iii) também é verificada.

Seja W = (TzξZ̃)⊥ = span{(1, 0, 0), (0, 0, 1)} e vamos considerar a projeção orto-

gonal Pξ : R3 → W , para concluir o item (iv) das propriedades acima basta ver que

PξI
′′
ε (zξ)|W é invertível e ‖(PξI ′′ε (zξ))

−1‖≤ C. De fato,
1 0 0

0 0 0

0 0 1



−ξ2 − 2(1− ε) −2ξ 0

−2ξ 2ε− 3ξ2 0

0 0 1 + 2ε

 =


−ξ2 − 2(1− ε) −2ξ 0

0 0 0

0 0 1 + 2ε

 .

Então PξI ′′ε (zξ)|W=

 −ξ2 − 2(1− ε) 0

0 1 + 2ε

 é invertível para ε e ξ pequenos

o suficiente.
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Portanto, temos satisfeitas (i)-(iv) e pela Proposição 1.1 podemos dizer que existe

um único wε(ξ) ∈ W que é solução de PξI ′ε(zξ + wε(ξ)) = 0.

Podemos escrever wε(ξ) = (xε(ξ), 0, zε(ξ)) e zξ +wε(ξ) = (1 + xε(ξ), ξ, zε(ξ)), então

PξI
′
ε(zξ + wε(ξ)) = 0 se, e somente se


1 0 0

0 0 0

0 0 1




(1 + xε(ξ))[1− ((1 + xε(ξ))
2 + ξ2)] + 2ε(1 + xε(ξ)− 2)

ξ[1− ((1 + xε(ξ))
2 + ξ2)] + 2εξ

zε(ξ) + 2εzε(ξ)

 =


0

0

0



⇔

 (1 + xε(ξ))[1− ((1 + xε(ξ))
2 + ξ2)] + 2ε(1 + xε(ξ)− 2) = 0

(1 + 2ε)zε(ξ) = 0.
(1.1)

Então, zε(ξ) = 0 e xε(ξ) é raiz da equação (1.1). Vamos calcular a expansão de

Taylor para xε(ξ).

∂xε
∂ξ

[
1− ((1 + xε(ξ))

2 + ξ2)
]

+ (1 + xε(ξ))

[
−2(1 + xε(ξ))

∂xε
∂ξ
− 2ξ

]
+ 2ε

∂xε
∂ξ

= 0

∂2xε
∂ξ2

[
1− ((1 + xε(ξ))

2 + ξ2)
]

+ 2
∂xε
∂ξ

[
−2(1 + xε(ξ))

∂xε
∂ξ
− 2ξ

]
+ (1 + xε(ξ))

[
−2

(
∂xε
∂ξ

)2

− 2(1 + xε(ξ))
∂2xε
∂ξ2
− 2

]
+ 2ε

∂2xε
∂ξ2

= 0

∂xε
∂ε

[
1− ((1 + xε(ξ))

2 + ξ2)
]

+ (1 + xε(ξ))

[
−2(1 + xε(ξ))

∂xε
∂ε

]
+ 2ε

∂xε
∂ε

+ 2xε(ξ)− 2 = 0

∂2xε
∂ε2

[
1− ((1 + xε(ξ))

2 + ξ2)
]

+ 2
∂xε
∂ε

[
−2(1 + xε(ξ))

∂xε
∂ε

]
+(1 + xε(ξ))

[
−2

(
∂xε
∂ε

)2

− 2(1 + xε(ξ))
∂2xε
∂ε2

]
+ 4

∂xε
∂ε

+ 2ε
∂2xε
∂ε2

= 0

∂2xε
∂ε∂ξ

[
1− ((1 + xε(ξ))

2 + ξ2)
]

+
∂xε
∂ε

[
−2(1 + xε(ξ))

∂xε
∂ξ
− 2ξ

]
+
∂xε
∂ξ

[
−2(1 + xε(ξ))

∂xε
∂ε

]
+ (1 + xε(ξ))

[
−2

∂xε
∂ε

∂xε
∂ξ
− 2(1 + xε(ξ))

∂2xε
∂ε∂ξ

]
+2

∂xε
∂ξ

+ 2ε
∂2xε
∂ε∂ξ

= 0
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Quando ε = ξ = 0 obtemos
∂xε
∂ξ

= 0,
∂xε
∂ε

= −1,
∂2xε
∂ξ2

= −1,
∂2xε
∂ε2

= −5 e
∂2xε
∂ε∂ξ

= 0

logo, usando expansão de Taylor

xε(ξ) = x0(0) +
∂xε
∂ε

∣∣∣
0,0
ε+

∂xε
∂ξ

∣∣∣
0,0
ξ +

1

2

∂2xε
∂ε2

∣∣∣
0,0
ε2 +

1

2

∂2xε
∂ξ2

∣∣∣
0,0
ξ2 +

∂2xε
∂ε∂ξ

∣∣∣
0,0
εξ

+O(ε3 + |ξ|3)

= −ε− 5

2
ε2 − 1

2
ξ2 +O(ε3 + |ξ|3),

e assim, wε(ξ) = (−ε− 5
2
ε2 − 1

2
ξ2, 0, 0) +O(ε3 + |ξ|3) = wε(ξ) +O(ε3 + |ξ|3) e também

zξ +wε(ξ) = (1, ξ, 0)+wε(ξ) = (1, 0, 0)+ξ(0, 1, 0)+wε(ξ) = z0 +ξe2 +wε(ξ)+O(ε3 + |ξ|3).

Olhando agora para o funcional reduzido Φε = Iε|Z̃ e expandindo novamente temos

Φε(ξ) = I0(zξ + wε(ξ)) + εG(zξ + wε(ξ))

= I0(z0) + I ′0(z0)
[
ξe2 + wε(ξ) +O(ε3 + |ξ|3)

]
+

1

2
I ′′0 (z0)

[
ξe2 + wε(ξ) +O(ε3 + |ξ|3)

]2
+

1

6
I ′′′0 (z0)

[
ξe2 + wε(ξ) +O(ε3 + |ξ|3)

]3
+εG(zξ + wε(ξ)) +O(ε4 + |ξ|4)

=
1

4
+

1

2
I ′′0 (z0)

[
wε(ξ) +O(ε3 + |ξ|3)

]2
+

1

6
I ′′′0 (z0)

[
ξe2 + wε(ξ) +O(ε3 + |ξ|3)

]3
+ εG(zξ + wε(ξ)) +O(ε4 + |ξ|4).

Veja que

I ′′0 (z0)[wε(ξ) +O(ε3 + |ξ|3)] =


−2 0 0

0 0 0

0 0 1



−ε− 5

2
ε2 − 1

2
ξ2 +O(ε3 + |ξ|3)

O(ε3 + |ξ|3)

O(ε3 + |ξ|3)


= (2ε+ 5ε2 + 2ξ2 +O(ε3 + |ξ|3), 0, O(ε3 + |ξ|3)).

Então,

I ′′0 (z0)
[
wε(ξ) +O(ε3 + |ξ|3)

]2
=

〈
I ′′0 (z0)

[
wε(ξ) +O(ε3 + |ξ|3)

]
| I ′′0 (z0)

[
wε(ξ) +O(ε3 + |ξ|3)

]〉
= −2ε2 − 10ε3 − 3ξ2ε− 15

2
ε2ξ2 − ξ4 +O(ε4 + ε|ξ|3)

= −2ε2 − 10ε3 − 3ξ2ε+O(ε4 + |ξ|4) +O(ε4 + ε|ξ|3),
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veja também que

εG(zξ + wε(ξ)) = ε[(xε(ξ)− 1)2 + ξ2]

= ε[x2
ε(ξ)− 2xε(ξ) + 1 + ξ2]

= ε[ε2 + 5ε3 + ξ2ε+ 2ε+ 5ε2 + ξ2 + 1 + ξ2 +O(ε3 + |ξ|3)]

= ε3 + ξ2ε2 + 2ε2 + 5ε3 + ξ2ε+ ε+ εξ2 +O(ε4 + |ξ|4)

= ε+ 2ε2 + 6ε3 + 2ξ2ε+O(ε4 + |ξ|4),

por fim

1

6
I ′′′0 (z0)[ξe2 + wε(ξ)]

3 =
1

3!

∂3I0(z0)

∂x3
1

x3
1 +

1

2! 1!

∂3I0(z0)

∂x2
1∂x2

x2
1x2 +

1

2! 1!

∂3I0(z0)

∂x1∂x2
2

x1x
2
2

+
1

3!

∂3I0(z0)

∂x3
2

x3
2

⇒ 1

6
I ′′′0 (z0)[ξe2 + wε(ξ)]

3 = −x3
ε(ξ)− xε(ξ)ξ2 = ε3 + ξ2ε+O(ε4 + |ξ|4),

desta forma

Φε(ξ) =
1

4
+

1

2

[
−2ε2 − 10ε3 − 3ξ2ε+O(ε4 + |ξ|4)

]
+
[
ε3 + ξ2ε+O(ε4 + |ξ|4)

]
+

[
ε+ 2ε2 + 6ε3 + 2ξ2ε+O(ε4 + |ξ|4)+

]
+O(ε4 + |ξ|4)

=
1

4
+ ε+ ε2 + 10ε3 +

3

2
ξ2ε+O(ε4 + |ξ|4)

Tomando |ξ|= ε temos Φε(ξ)− Φε(0) = ε3
[

3
2

+O(ε)
]
.

Então, existe ε1 > 0 pequeno o suficiente tal que, para todo zξ = (1, ξ, 0) em uma

ε-vizinhança de z0 = (1, 0, 0) em Z̃ obtemos Φε(ξ)− Φε(0) > 0 se 0 < ε < ε1, e |ξ|= ε

Φε(ξ)− Φε(0) < 0 se −ε1 < ε < 0, e |ξ|= ε.

No primeiro caso, Φε tem um mínimo local em uma vizinhança de z0, enquanto no

outro possui um máximo local. Com isso, concluímos que Φε tem um ponto crítico zε em

uma vizinhança em Z̃ e portanto pelo Teorema 1.1 uε = zε +wε(zε) é ponto crítico de Iε.
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1.1.2 Aplicação a equação de Schrödinger não linear

Vamos considerar o problema elíptico −ε2∆u+ V (x)u = up, em Rn

u > 0, em H1(Rn),
(1.2)

onde 3 < p < 2∗ − 1 e V é um potencial limitado que satisfaz

(V1) V ∈ C4(Rn) e ‖V ‖C4<∞;

(V2) λ2
0 = inf

Rn
V > 0.

Teorema 1.2. Suponha que 0 é um ponto crítico não degenerado de V , ou seja, V ′′(0)

não-singular. Então, sob as condições acima, existe uma solução de (1.2) que se concentra

em torno de 0, quando ε→ 0.

Este resultado já é conhecido, com hipóteses menos restritivas, ver [3, 5]. Vamos

dar uma nova demonstração para este resultado, porém usando um método modificado.

É conveniente fazer uma mudança de variáveis x 7→ εx e assim (1.2) é equivalente

ao seguinte problema  −∆u+ V (εx)u = up, em Rn

u > 0, em H1(Rn).
(1.3)

Se uε(·) é solução de (1.2) então uε( ·ε) é solução de (1.3).

O funcional energia associado ao problema (1.3), Iε ∈ C4(H1(Rn),R) é dado por

Iε(u) =
1

2

∫
Rn

(|∇u|2+V (εx)u2)dx− 1

p+ 1

∫
Rn
up+1

+ dx,

onde u+ = max{0, u}.

Em H1(Rn) vamos considerar o seguinte produto interno e norma, respectivamente

(u|v) =

∫
Rn

(∇u∇v + V (0)uv)dx e ‖u‖2=

∫
Rn

(|∇u|2+V (0)u2)dx.

Note que podemos escrever Iε(u) = I0(u) +G(ε, u) onde,

I0(u) =
1

2
‖u‖2− 1

p+ 1

∫
Rn
up+1

+ dx e G(ε, u) =
1

2

∫
Rn

(V (εx)− V (0))u2dx

Observe também que I0 é o funcional energia associado ao seguinte problema −∆U + V (0)U = Up, em Rn

U > 0, em H1(Rn).
(1.4)
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Sabemos que (1.4) tem uma única solução U a qual é radial e tem, juntamente

com suas derivadas até ordem 3, um decaimento exponencial, ver [22].

Considere Z̃ε = {zξ := U(x) + U(x)′ξ ; |ξ|≤ δε} onde, δε depende de ε e é tal que

δε → 0 quando ε→ 0, ξ ∈ Rn e U(x)′ξ denota ∇U · ξ =
n∑
i=1

ξi
∂U

∂xi
.

Lema 1.1. Sejam a, b ∈ R, p > 1 e defina x+ = max{0, x} para qualquer x ∈ R, então

(|a|+|b|)p−1 ≤

 (|a|p−1+|b|p−1) se p ≤ 2

2p−2 (|a|p−1+|b|p−1) se p > 2.
(A.1)

|(a+ b)p−1
+ − ap−1

+ |≤

 |b|p−1 se p ≤ 2

Cp (|a|p−2|b|+|b|p−1) se p > 2.
(A.2)

|(a+ b)p+ − a
p
+ − pa

p−1
+ b|≤

 Cp|b|p se p ≤ 2

Cp (|a|p−2|b|2+|b|p) se p > 2.
(A.3)

A demonstração dessas desigualdades podem ser encontradas no Apêndice de [22]

Lema 1.2. O funcional Iε, definido acima, satisfaz as propriedades (ii) e (iii) página 18.

Demonstração: Tome φ ∈ C∞0 (Ω), com Ω ⊂ Rn aberto limitado, então para qualquer

zξ ∈ Z̃ε temos

(I ′ε(zξ)|φ) =

∫
Rn

(∇zξ∇φ+ V (0)zξφ− (zξ)
p
+) dx+

∫
Rn

(V (εx)− V (0)) zξφ dx. (1.5)

Vamos analisar as integrais acima,∫
Rn

(∇zξ∇φ+ V (0)zξφ− (zξ)
p
+) dx =

∫
Rn

(∇U∇φ+ V (0)Uφ− Upφ) dx

+

∫
Rn

(
∇(U ′(x)ξ)∇φ+ V (0)U ′(x)ξφ− pUp−1U ′(x)ξφ

)
dx

−
∫
Rn

(
(zξ)

p
+ − Up − pUp−1U ′(x)ξ

)
φ dx

=

∫
Rn

(−∆U + V (0)U − Up)φ dx

+

∫
Rn

(
−∆(U ′(x)ξ) + V (0)U ′(x)ξ − pUp−1U ′(x)ξ

)
φ dx

−
∫
Rn

(
(zξ)

p
+ − Up − pUp−1U ′(x)ξ

)
φ dx.

Os dois primeiros termos são nulos, pois U é solução de (1.4) então
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∣∣∣∣∫
Rn

(∇zξ∇φ+ V (0)zξφ− (zξ)
p
+) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Rn

∣∣(zξ)p+ − Up − pUp−1U ′(x)ξ
∣∣ |φ|dx

≤
∫
Rn

∣∣(U + U ′(x)ξ)p+ − Up − pUp−1U ′(x)ξ
∣∣ |φ|dx.

Pela desigualdade (A.3) obtemos∣∣∣∣∫
Rn

(∇zξ∇φ+ V (0)zξφ− (zξ)
p
+) dx

∣∣∣∣ ≤ Cp

∫
Rn

(
|U |p−2|U ′(x)ξ|2+|U ′(x)ξ|p

)
|φ|dx

≤
(
|ξ|2+|ξ|p

)
‖φ‖,

então ∣∣∣∣∫
Rn

(∇zξ∇φ+ V (0)zξφ− (zξ)
p
+) dx

∣∣∣∣ ≤ Cδ2
ε‖φ‖, (1.6)

Para a segunda integral veja que∣∣∣∣∫
Rn

(V (εx)− V (0)) zξφ dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Rn
|(V (εx)− V (0)) | |zξ| |φ| dx

≤ Cε2
∫
Rn
|x|2|U + U ′(x)ξ||φ|dx

≤ Cε2(1 + |ξ|)‖φ‖,

logo ∣∣∣∣∫
Rn

(V (εx)− V (0)) zξφ dx

∣∣∣∣ ≤ C(ε2 + ε2δε)‖φ‖. (1.7)

Substituindo (1.6) e (1.7) em (1.5) concluímos que

|(I ′ε(zξ) | φ)| ≤ C(ε2 + δ2
ε )‖φ‖ ∀φ ∈ C∞0 (Ω),

e portanto

‖I ′ε(zξ)‖≤ C(ε2 + δ2
ε ) ∀zξ ∈ Z̃ε. (1.8)

Agora considere qi =
∂U

∂xi
∈ TzξZ̃ε = span

{
∂U

∂x1

, · · · , ∂U
∂xn

}
e φ uma função teste.

Temos∣∣∣∣(I ′′ε (zξ)

[
qi
‖qi‖

] ∣∣∣φ)∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1

‖qi‖

∫
Rn

(
∇
(
∂U

∂xi

)
∇φ+ V (0)

∂U

∂xi
φ− pUp−1 ∂U

∂xi
φ

)
dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣p∫
Rn

(
(zξ)

p−1
+ − Up−1

) ∂U
∂xi

φ dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
Rn

(V (εx)− V (0))
∂U

∂xi
φ dx

∣∣∣∣
⇒
∣∣∣∣(I ′′ε (zξ)

[
qi
‖qi‖

] ∣∣∣φ)∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1

‖qi‖

∫
Rn

(
−∆

(
∂U

∂xi

)
+ V (0)

∂U

∂xi
− pUp−1 ∂U

∂xi

)
φ dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣p∫
Rn

(
(U + U ′(x)ξ)p−1

+ − Up−1
) ∂U
∂xi

φ dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
Rn

(V (εx)− V (0))
∂U

∂xi
φ dx

∣∣∣∣ .
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Novamente, como U é solução de (1.4) e pela desigualdade (A.2) segue que∣∣∣∣(I ′′ε (zξ)

[
qi
‖qi‖

] ∣∣∣φ)∣∣∣∣ ≤ C(|ξ|+ε2)‖φ‖,

então

‖I ′′ε (zξ)[q]‖≤ C(δε + ε2)‖q‖, ∀zξ ∈ Z̃ε e ∀q ∈ TzξZ̃ε, (1.9)

isto conclui o item (ii).

Agora considere u1, u2 ∈ {u ∈ H1(Rn); dist(u; Z̃ε) < r0}, r0 > 0, então

|I ′′ε (u1)[v, w]− I ′′ε (u2)[v, w]| =

∣∣∣∣−p ∫
Rn

((u1)p−1
+ − (u2)p−1

+ )vw dx

∣∣∣∣
≤ p

∫
Rn
|(u1)p−1

+ − (u2)p−1
+ ||vw|dx

= p

∫
Rn
|(u2 + u1 − u2)p−1

+ − (u2)p−1
+ ||vw|dx.

Usando a desigualdade (A.2) novamente, temos

‖I ′′ε (u1)− I ′′ε (u2)‖≤ (‖u1 − u2‖+‖u1 − u2‖p−1),

logo

‖I ′′ε ‖C1≤ C em {u ∈ H1(Rn); dist(u; Z̃ε) < r0}. (1.10)

�

DenotandoW = (TzξZ̃ε)
⊥, vamos procurar pontos críticos de Iε da forma u = zξ+w

onde zξ ∈ Z̃ε e w ∈ W .

Se Pξ : H1(Rn) → W denota a projeção ortogonal em W então a equação I ′ε(zξ +

w) = 0 equivale ao sistema

 PI ′ε(z + w) = 0 (equação auxiliar),

(Id− P )I ′ε(z + w) = 0 (equação de bifurcação).
(P’)

Logo, achar pontos críticos de Iε equivale a encontrar soluções de (P ′).

A fim de garantir a existência de soluções da equação auxiliar em (P ′), pela Propo-

sição 1.1, resta mostrar que PξI ′′ε (zξ)|W é invertível e além disso, que existe uma constante

C > 0 independente de ε e ξ tal que ‖(PξI ′′ε (zξ))
−1‖≤ C. Isto segue dos Lemas a seguir

cuja a prova é análoga aos Lemas 2.4, 2.5, e 2.6 em [22].
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Lema 1.3. Existe C > 0 tal que para ε suficientemente pequeno

I ′′ε (zξ)[v, v] ≥ C−1‖v‖2; ∀v ∈
(
span

{
U,

∂U

∂x1

, · · · , ∂U
∂xn

})⊥
.

Lema 1.4. Existe C > 0 tal que para ε suficientemente pequeno

|(I ′′ε (zξ)[Pξzξ] | Pξzξ)| ≥ C‖Pξzξ‖2, ∀ξ ∈ Rn, |ξ|≤ δε.

Lema 1.5. Considere o operador Lε,ξ = PξI
′′
ε (zξ)|W : W → W . Então, existe C > 0 e ε

suficientemente pequeno tais que Lε,ξ possui inverso e satisfaz

‖L−1
ε,ξ ‖≤ C,

para todo ξ ∈ Rn com |ξ|≤ δε.

Temos então satisfeitas as propriedades (i)-(iv) e com isso podemos usar a Pro-

posição 1.1 que garante a existência e unicidade de solução para a equação auxiliar com

ε suficientemente pequeno. Mais precisamente podemos afirmar que existe ε0 > 0 tal que

para todo |ε|< ε0 e para todo zξ ∈ Z̃ε, com |ξ|≤ δε e δε → 0 quando ε → 0, a equação

auxiliar PξI ′ε(zξ + wε(zξ)) = 0 tem uma única solução wε = wε(zξ) ∈ W . Além disso

‖wε‖≤ C(ε2 + δ2
ε ) e ‖w′ε‖≤ C(ε2 + δε).

A fim de resolver a equação de bifurcação, vamos considerar o funcional reduzido

Φε : Z̃ε → R dado por

Φε(ξ) = Iε(zξ + wε).

Primeiramente vejamos algumas expressões envolvendo wε e suas derivadas.

Note que como wε é solução da equação auxiliar, então I ′ε(zξ +wε) ∈ W⊥, ou seja,

(I ′ε(zξ + wε) | v) = 0 para todo v ∈ W . Logo, para todo v ∈ W temos

0 =

∫
Rn

(∇(zξ + wε)∇v + V (0)(zξ + wε)v) dx

−
∫
Rn

(zξ + wε)
pvdx+

∫
Rn

(V (εx)− V (0))(zξ + wε)vdx.

Para facilitar a notação vamos escrever w no lugar de wε, vamos usar ( ’ ) para

indicar as derivadas de w em relação a ε, (ex. w′ = ∂w
∂ε
) e indicar com índice i as derivadas

de w em relação a ξi, (ex. wi = ∂w
∂ξi

).

Voltando para a expressão acima temos

(zξ | v) + (w | v) =

∫
Rn

(zξ + w)pvdx−
∫
Rn

(V (εx)− V (0))(zξ + w)vdx. (1.11)
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Derivando em relação a ε vem que

(w′ | v) = p

∫
Rn

(zξ + w)p−1w′vdx−
∫
Rn
V ′(εx)x(zξ + w)vdx−

∫
Rn

(V (εx)− V (0))w′vdx.

(1.12)

Derivando novamente em relação a ε tem-se

(w′′ | v) = p(p− 1)

∫
Rn

(zξ + w)p−2(w′)2vdx+ p

∫
Rn

(zξ + w)p−1w′′vdx

−
∫
Rn
〈V ′′(εx)x, x〉 (zξ + w)vdx− 2

∫
Rn
V ′(εx)xw′vdx−

∫
Rn

(V (εx)− V (0))w′′vdx.

(1.13)

Quando ε = ξ = 0 obtemos

(w′′ | v) = p

∫
Rn
Up−1w′′vdx−

∫
Rn
〈V ′′(0)x, x〉Uvdx, ∀v ∈ W,

então

〈I ′′0 (U)[w′′] | v〉 = −
∫
Rn
〈V ′′(0)x, x〉Uvdx, ∀v ∈ W.

Na verdade temos

〈I ′′0 (U)[w′′] | v〉 = −
∫
Rn
〈V ′′(0)x, x〉Uvdx, ∀v ∈ H1(Rn). (1.14)

De fato, seja v = v1 + v2 com v1 ∈ W e v2 ∈ W⊥ = (TzξZ̃) então v2 é tal que

〈I ′′0 (U)[w′′] | v2〉 = 〈I ′′0 (U)[v2] | w′′〉 = 0 = −
∫
Rn
〈V ′′(0)x, x〉Uv2dx.

Agora derivando (1.12) em relação a ξi obtemos

(w′i | v) = p(p− 1)

∫
Rn

(zξ + w)p−2

(
∂U

∂xi
+ wi

)
w′vdx+ p

∫
Rn

(zξ + w)p−1w′ivdx

−
∫
Rn
V ′(εx)x

(
∂U

∂xi
+ wi

)
vdx−

∫
Rn

(V (εx)− V (0))w′ivdx. (1.15)

Fazendo ε = ξ = 0 temos

(w′i | v) = p

∫
Rn
Up−1w′ivdx,

então 〈I ′′0 (U)[w′i] | v〉 = 0 para todo v ∈ W .

Note que como w′i ∈ W e I ′′0 (U)|W é invertível, então se v2 ∈ W⊥ temos

〈I ′′0 (U)[w′i] | v2〉 = 〈w′i | I ′′0 (U)[v2]〉 = 0,
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e portanto

〈I ′′0 (U)[w′i] | v〉 = 0, ∀v ∈ H1(Rn). (1.16)

Derivando a expressão (1.11) em relação a ξi tem-se

(
∂U

∂xi
| v
)

+ (wi | v) = p

∫
Rn

(zξ + w)p−1

(
∂U

∂xi
+ wi

)
v dx

−
∫
Rn

(V (εx)− V (0))

(
∂U

∂xi
+ wi

)
v dx.

Derivando novamente em relação a ξj vem que

(wi,j | v) = p(p− 1)

∫
Rn

(zξ + w)p−2

(
∂U

∂xi
+ wi

)(
∂U

∂xj
+ wj

)
v dx

+ p

∫
Rn

(zξ + w)p−1wi,jv dx−
∫
Rn

(V (εx)− V (0))wi,jv dx.

Para ε = ξ = 0 obtemos

(wi,j | v) = p(p− 1)

∫
Rn
Up−2 ∂U

∂xi

∂U

∂xj
v dx+ p

∫
Rn
Up−1wi,jv dx

〈I ′′0 (U)[wi,j] | v〉 = p(p− 1)

∫
Rn
Up−2 ∂U

∂xi

∂U

∂xj
v dx ∀v ∈ H1(Rn). (1.17)

Note que, de U solução de (1.4) temos

−∆
∂U

∂xi
+ V (0)

∂U

∂xi
= pUp−1 ∂U

∂xi
,

o que implica que

−∆
∂2U

∂xi∂xj
+ V (0)

∂2U

∂xi∂xj
= p(p− 1)Up−2 ∂U

∂xi

∂U

∂xj
+ pUp−1 ∂2U

∂xi∂xj
, (1.18)

ou seja,

−∆
∂2U

∂xi∂xj
v + V (0)

∂2U

∂xi∂xj
v = p(p− 1)Up−2 ∂U

∂xi

∂U

∂xj
v + pUp−1 ∂2U

∂xi∂xj
v.

Integrando em ambos os lados, obtemos∫
Rn

(
−∆

∂2U

∂xi∂xj
v + V (0)

∂2U

∂xi∂xj
v − pUp−1 ∂2U

∂xi∂xj
v

)
dx

= p(p− 1)

∫
Rn
Up−2 ∂U

∂xi

∂U

∂xj
v dx,



Capítulo 1. Preliminares 28

então〈
I ′′0 (U)

[
∂2U

∂xi∂xj

]
| v
〉

= p(p− 1)

∫
Rn
Up−2 ∂U

∂xi

∂U

∂xj
vdx, ∀v ∈ H1(Rn). (1.19)

Note que por (1.17), (1.19) e usando o fato de que I ′′0 (U) é invertível em W temos

wij =
∂2U

∂xi∂xj
. (1.20)

Além disso, usando (1.18) novamente obtemos

−∆
∂3U

∂xi∂xj∂xk
+ V (0)

∂3U

∂xi∂xj∂xk
= p(p− 1)(p− 2)Up−3 ∂U

∂xi

∂U

∂xj

∂U

∂xk

+ p(p− 1)Up−2

(
∂2U

∂xi∂xk

∂U

∂xj
+

∂2U

∂xj∂xk

∂U

∂xi

)
+ p(p− 1)Up−2 ∂2U

∂xi∂xj

∂U

∂xk
+ pUp−1 ∂3U

∂xi∂xj∂xk
,

logo, para v ∈ H1(Rn) vem que

∫
Rn

(
−∆

∂3U

∂xi∂xj∂xk
+ V (0)

∂3U

∂xi∂xj∂xk
− pUp−1 ∂3U

∂xi∂xj∂xk

)
v dx

= p(p− 1)

∫
Rn
Up−2

(
∂2U

∂xi∂xk

∂U

∂xj
+

∂2U

∂xj∂xk

∂U

∂xi
+

∂2U

∂xi∂xj

∂U

∂xk

)
v dx

+p(p− 1)(p− 2)

∫
Rn

(
Up−3 ∂U

∂xi

∂U

∂xj

∂U

∂xk

)
v dx.

Então, para qualquer v ∈ H1(Rn) temos

〈
I ′′0 (U)

[
∂3U

∂xi∂xj∂xk

]
| v
〉

= p(p− 1)(p− 2)

∫
Rn

(
Up−3 ∂U

∂xi

∂U

∂xj

∂U

∂xk

)
v dx

+ p(p− 1)

∫
Rn
Up−2

(
∂2U

∂xi∂xk

∂U

∂xj
+

∂2U

∂xj∂xk

∂U

∂xi
+

∂2U

∂xi∂xj

∂U

∂xk

)
v dx.

Em particular, quando v =
∂U

∂xl
obtemos

p(p− 1)(p− 2)

∫
Rn
Up−3 ∂U

∂xi

∂U

∂xj

∂U

∂xk

∂U

∂xl
dx = −p(p− 1)

∫
Rn
Up−2 ∂U

∂xj

∂U

∂xl
wik dx

−p(p− 1)

∫
Rn
Up−2 ∂U

∂xi

∂U

∂xl
wjk dx− p(p− 1)

∫
Rn
Up−2 ∂U

∂xk

∂U

∂xl
wij dx.

Vamos mostrar agora a existência de ponto crítico.
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Usando (1.14), (1.16), (1.17), (1.19), (1.20) e (1.21) vamos expandir
∂Φε

∂ξi
em po-

tências de ε e ξ.

Veja que

Φε(ξ) =
1

2

∫
Rn

(
|∇(zξ + w)|2+V (0)(zξ + w)2

)
dx− 1

p+ 1

∫
Rn

(zξ + w)p+1dx

+
1

2

∫
Rn

(V (εx)− V (0))(zξ + w)2dx,

ou ainda

Φε(ξ) =
1

2
(zξ + w | zξ + w)− 1

p+ 1

∫
Rn

(zξ + w)p+1dx

+
1

2

∫
Rn

(V (εx)− V (0))(zξ + w)2dx. (1.21)

Derivando (1.21) em relação a ε obtemos

∂Φ

∂ε
= (zξ + w | w′)−

∫
Rn

(zξ + w)pw′dx+
1

2

∫
Rn

[
V ′(εx)x (zξ + w)2

+2(V (εx)− V (0))(zξ + w)w′] dx, (1.22)

derivando (1.22) em relação a ε temos

∂2Φ

∂ε2
= (w′ | w′) + (zξ + w | w′′)− p

∫
Rn

(zξ + w)p−1(w′)2dx−
∫
Rn

(zξ + w)pw′′dx

+
1

2

∫
Rn

[
〈V ′′(εx)x | x〉(zξ + w)2 + 4V ′(εx)x (zξ + w)w′

]
dx

+
1

2

∫
Rn

2(V (εx)− V (0))
[
(w′)2 + (zξ + w)w′′

]
dx, (1.23)

derivando novamente em relação ε obtemos

∂3Φ

∂ε3
= 3(w′ | w′′) + (zξ + w | w′′′)− p(p− 1)

∫
Rn

(zξ + w)p−2 (w′)3dx

− p

∫
Rn

(zξ + w)p−1 2(w′)w′′dx− p
∫
Rn

(zξ + w)p−1 w′w′′dx−
∫
Rn

(zξ + w)p w′′′dx

+
1

2

∫
Rn

[
V ′′′(εx)[x]3(zξ + w)2 + 6〈V ′′(εx)x | x〉(zξ + w)w′+

6V ′(εx)x
[
(w′)2 + (zξ + w)w′′

]]
dx

+
1

2

∫
Rn

2(V (εx)− V (0)) [3w′w′′ + (zξ + w)w′′′] dx.

(1.24)

Agora derivando (1.21) em relação a ξi obtemos
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∂Φ

∂ξi
=

(
∂U

∂xi
+ wi | zξ + w

)
−
∫
Rn

(zξ + w)p
(
∂U

∂xi
+ wi

)
dx

+
1

2

∫
Rn

(V (εx)− V (0))2(zξ + w)

(
∂U

∂xi
+ wi

)
dx, (1.25)

derivando (1.25) em relação a ξj temos

∂2Φ

∂ξi∂ξj
= (wij | zξ + w) +

(
∂U

∂xi
+ wi |

∂U

∂xj
+ wj

)
−p
∫
Rn

(zξ + w)p−1

(
∂U

∂xi
+ wi

)(
∂U

∂xj
+ wj

)
dx−

∫
Rn

(zξ + w)pwijdx

+
1

2

∫
Rn

(V (εx)− V (0))

[
2

(
∂U

∂xi
+ wi

)(
∂U

∂xj
+ wj

)
+ 2(zξ + w)wij

]
dx, (1.26)

derivando (1.26) em relação a ξk temos

∂3Φ

∂ξi∂ξj∂ξk
= (wijk | zξ + w) +

(
wij |

∂U

∂xk
+ wk

)
+

(
wik |

∂U

∂xj
+ wj

)
+

(
∂U

∂xi
+ wi | wjk

)
−p(p− 1)

∫
Rn

(zξ + w)p−2

(
∂U

∂xi
+ wi

)(
∂U

∂xj
+ wj

)(
∂U

∂xk
+ wk

)
dx

−p
∫
Rn

(zξ + w)p−1

[
wjk

(
∂U

∂xi
+ wi

)
+

(
∂U

∂xj
+ wj

)
wik

]
dx

−p
∫
Rn

(zξ + w)p−1

(
∂U

∂xk
+ wk

)
wijdx−

∫
Rn

(zξ + w)pwijk dx

+
1

2

∫
Rn

(V (εx)− V (0))

[
2wjk

(
∂U

∂xi
+ wi

)
+ 2wik

(
∂U

∂xj
+ wj

)
+ 2wij

(
∂U

∂xk
+ wk

)]
+

1

2

∫
Rn

(V (εx)− V (0))2(zξ + w)wijk dx,

(1.27)

por fim, derivando (1.27) em relação a ξl obtemos
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∂4Φ

∂ξi∂ξj∂ξk∂ξl
= (wijkl | zξ + w) +

(
wijk |

∂U

∂xl
+ wl

)
+

(
wijl |

∂U

∂xk
+ wk

)
+ (wij | wkl)

+

(
wikl |

∂U

∂xj
+ wj

)
+ (wik | wjl) + (wil | wjk) +

(
∂U

∂xi
+ wi | wjkl

)
−p(p− 1)(p− 2)

∫
Rn

(zξ + w)p−3

(
∂U

∂xi
+ wi

)(
∂U

∂xj
+ wj

)(
∂U

∂xk
+ wk

)(
∂U

∂xl
+ wl

)
dx

−p(p− 1)

∫
Rn

(zξ + w)p−2

[
wkl

(
∂U

∂xj
+ wj

)(
∂U

∂xi
+ wi

)]
dx

−p(p− 1)

∫
Rn

(zξ + w)p−2

(
∂U

∂xk
+ wk

)[
wjl

(
∂U

∂xi
+ wi

)
+

(
∂U

∂xj
+ wj

)
wil

]
dx

−p(p− 1)

∫
Rn

(zξ + w)p−2

(
∂U

∂xl
+ wl

)[
wjk

(
∂U

∂xi
+ wi

)
+

(
∂U

∂xj
+ wj

)
wik

]
dx

−p
∫
Rn

(zξ + w)p−1

[
wjkl

(
∂U

∂xi
+ wi

)
+ wjkwil + wjlwik +

(
∂U

∂xj
+ wj

)
wikl

]
dx

−p(p− 1)

∫
Rn

(zξ + w)p−2

(
∂U

∂xl
+ wl

)(
∂U

∂xk
+ wk

)
wij dx

−p
∫
Rn

(zξ + w)p−1

[
wklwij +

(
∂U

∂xk
+ wk

)
wijl

]
dx− p

∫
Rn

(zξ + w)p−1

(
∂U

∂xl
+ wl

)
wijk dx

−
∫
Rn

(zξ + w)pwijkl dx+
1

2

∫
Rn

(V (εx)− V (0))

[
2wjkl

(
∂U

∂xi
+ wi

)
+ 2wjkwil

]
dx

+
1

2

∫
Rn

(V (εx)− V (0))

[
2wikl

(
∂U

∂xj
+ wj

)
+ 2wikwjl + 2wijl

(
∂U

∂xk
+ wk

)
+ 2wijwkl

]
dx

+
1

2

∫
Rn

(V (εx)− V (0))

[
2wijk

(
∂U

∂xl
+ wl

)
+ 2(zξ + w)wijkl

]
dx.

Tomando ε = ξ = 0 vem que

∂Φ

∂ξi

∣∣∣
ε=ξ=0

=

(
∂U

∂xi
| U
)
−
∫
Rn
Up ∂U

∂xi
dx = I ′0(U)

[
∂U

∂xi

]
= 0,

∂2Φ

∂ξi∂ξj

∣∣∣
ε=ξ=0

= (wij | U) +

(
∂U

∂xi
| ∂U
∂xj

)
− p

∫
Rn
Up−1 ∂U

∂xi

∂U

∂xj
dx−

∫
Rn
Upwijdx

= I ′0(U)[wij] +

〈
I ′′0 (U)

[
∂U

∂xj

]
| ∂U
∂xi

〉
= 0,

∂3Φ

∂ξi∂ξj∂ξk

∣∣∣
ε=ξ=0

= (wijk | U) +

(
wij |

∂U

∂xk

)
+

(
wik |

∂U

∂xj

)
+

(
∂U

∂xi
| wjk

)
−p(p− 1)

∫
Rn
Up−2 ∂U

∂xi

∂U

∂xj

∂U

∂xk
dx− p

∫
Rn
Up−1

[
wjk

∂U

∂xi
+
∂U

∂xj
wik +

∂U

∂xk
wij

]
dx

−
∫
Rn
Upwijk dx
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⇒ ∂3Φ

∂ξi∂ξj∂ξk

∣∣∣
ε=ξ=0

= I ′0(U)[wijk] +

〈
I ′′0 (U)

[
∂U

∂xk

]
| wij

〉
+

〈
I ′′0 (U)

[
∂U

∂xj

]
| wik

〉
+

〈
I ′′0 (U)

[
∂U

∂xi

]
| wjk

〉
− p(p− 1)

∫
Rn
Up−2 ∂U

∂xi

∂U

∂xj

∂U

∂xk
dx

= −p(p− 1)

∫
Rn
Up−2 ∂U

∂xi

∂U

∂xj

∂U

∂xk
dx

por 1.17 = −
〈
I ′′0 (U)[wkj] |

∂U

∂xi

〉
= −

〈
I ′′0 (U)

[
∂U

∂xi

]
| wkj

〉
= 0

e

∂4Φ

∂ξi∂ξj∂ξk∂ξl
= (wijkl | U) +

(
wijk |

∂U

∂xl

)
+

(
wijl |

∂U

∂xk

)
+ (wij | wkl) +

(
wikl |

∂U

∂xj

)
+ (wik | wjl) + (wil | wjk) +

(
∂U

∂xi
| wjkl

)
− p(p− 1)(p− 2)

∫
Rn
Up−3 ∂U

∂xi

∂U

∂xj

∂U

∂xk

∂U

∂xl
dx

− p(p− 1)

∫
Rn
Up−2

[
∂U

∂xj

∂U

∂xi
wkl +

∂U

∂xk

∂U

∂xi
wjl +

∂U

∂xk

∂U

∂xj
wil +

∂U

∂xl

∂U

∂xi
wjk +

∂U

∂xl

∂U

∂xj
wik

]
dx

− p

∫
Rn
Up−1

[
wjkl

∂U

∂xi
+ wjkwil + wjlwik +

∂U

∂xj
wikl

]
dx− p(p− 1)

∫
Rn
Up−2 ∂U

∂xl

∂U

∂xk
wij dx

− p

∫
Rn
Up−1

[
wklwij +

∂U

∂xk
wijl +

∂U

∂xl
wijk

]
dx−

∫
Rn
Upwijkl dx

⇒ ∂4Φ

∂ξi∂ξj∂ξk∂ξl
= I ′0(U)[wijkl] +

〈
I ′′0 (U)

[
∂U

∂xl

]
| wijk

〉
+

〈
I ′′0 (U)

[
∂U

∂xk

]
| wijl

〉
+
〈
I ′′0 (U)[wij ] | wkl

〉
+

〈
I ′′0 (U)

[
∂U

∂xi

]
| wjkl

〉
+

〈
I ′′0 (U)

[
∂U

∂xj

]
| wikl

〉
+
〈
I ′′0 (U)[wjk] | wil

〉
+
〈
I ′′0 (U)[wjl] | wik

〉
− p(p− 1)(p− 2)

∫
Rn
Up−3 ∂U

∂xi

∂U

∂xj

∂U

∂xk

∂U

∂xl
dx− p(p− 1)

∫
Rn
Up−2 ∂U

∂xl

∂U

∂xk
wij dx

− p(p− 1)

∫
Rn
Up−2

[
∂U

∂xj

∂U

∂xi
wkl +

∂U

∂xk

∂U

∂xi
wjl +

∂U

∂xk

∂U

∂xj
wil +

∂U

∂xl

∂U

∂xi
wjk +

∂U

∂xl

∂U

∂xj
wik

]
dx,

por (1.17) temos

∂4Φ

∂ξi∂ξj∂ξk∂ξl
= −p(p− 1)(p− 2)

∫
Rn
Up−3 ∂U

∂xi

∂U

∂xj

∂U

∂xk

∂U

∂xl
dx

− p(p− 1)

∫
Rn
Up−2

[
∂U

∂xl

∂U

∂xk
wij +

∂U

∂xl

∂U

∂xj
wik +

∂U

∂xl

∂U

∂xi
wjk

]
dx

por 1.21 = 0.

Agora, vamos olhar para as derivadas mistas. Derivando (1.22) em relação a ξi

temos
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∂2Φ

∂ε∂ξi
=

(
∂U

∂xi
+ wi | w′

)
+ (zξ + w | w′i)− p

∫
Rn

(zξ + w)p−1

(
∂U

∂xi
+ wi

)
w′ dx

−
∫
Rn

(zξ + w)pw′idx+
1

2

∫
Rn

[
2V ′(εx)x (zξ + w)

(
∂U

∂xi
+ wi

)
+2(V (εx)− V (0))

((
∂U

∂xi
+ wi

)
w′ + (zξ + w)w′i

)]
dx.

Derivando (1.23) em relação a ξi obtemos

∂3Φ

∂ε2∂ξi
= 2(w′i | w′) +

(
∂U

∂xi
+ wi | w′′

)
+ (zξ + w | w′′i )− p(p− 1)

∫
Rn

(zξ + w)p−2

(
∂U

∂xi

+wi) (w′)2 dx− p
∫
Rn

(zξ + w)p−1 2w′w′i dx− p
∫
Rn

(zξ + w)p−1

(
∂U

∂xi
+ wi

)
w′′ dx

−
∫
Rn

(zξ + w)pw′′i dx+
1

2

∫
Rn

[
2〈V ′′(εx)x | x〉(zξ + w)

(
∂U

∂xi
+ wi

)
+4V ′(εx)x

((
∂U

∂xi
+ wi

)
w′ + (zξ + w)w′i

)]
dx+

1

2

∫
Rn

2(V (εx)− V (0)) [2w′w′i

+

(
∂U

∂xi
+ wi

)
w′′ + (zξ + w)w′′i

]
dx,

(1.28)

derivando (1.26) em relação a ε temos

∂3Φ

∂ξi∂ξj∂ε
= (w′i,j | zξ + w) + (wi,j | w′) +

(
w′i |

∂U

∂xj
+ wj

)
+

(
∂U

∂xi
+ wi | w′j

)
−p(p− 1)

∫
Rn

(zξ + w)p−2 w′
(
∂U

∂xj
+ wj

)(
∂U

∂xi
+ wi

)
dx

−p
∫
Rn

(zξ + w)p−1

[
w′j

(
∂U

∂xi
+ wi

)
+

(
∂U

∂xj
+ wj

)
w′i + w′wij

]
dx−

∫
Rn

(zξ + w)pw′ij dx

+
1

2

∫
Rn

2V ′(εx)x

[(
∂U

∂xj
+ wj

)(
∂U

∂xi
+ wi

)
+ (zξ + w)wij

]
dx

+
1

2

∫
Rn

2(V (εx)− V (0))

[
w′j

(
∂U

∂xi
+ wi

)
+

(
∂U

∂xj
+ wj

)
w′i + w′wij + (zξ + w)w′ij

]
dx,

agora, derivando (1.28) em relação a ξj obtemos
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∂4Φ

∂ε2∂ξi∂ξj
= 2(w′i,j | w′) + 2(w′i | w′j) + (wij | w′′) +

(
∂U

∂xi
+ wi | w′′j

)
+

(
∂U

∂xj
+ wj | w′′i

)
+(zξ + w | w′′ij)− p(p− 1)(p− 2)

∫
Rn

(zξ + w)p−3

(
∂U

∂xj
+ wj

)(
∂U

∂xi
+ wi

)
(w′)2dx

−p(p− 1)

∫
Rn

(zξ + w)p−2

[
wij(w

′)2 + 2

(
∂U

∂xi
+ wi

)
w′w′j + 2

(
∂U

∂xj
+ wj

)
w′w′i

]
dx

−p
∫
Rn

(zξ + w)p−1
[
2w′jw

′
i + 2w′w′ij

]
− p(p− 1)

∫
Rn

(zξ + w)p−2

(
∂U

∂xj
+ wj

)(
∂U

∂xi
+ wi

)
w′′ dx

−p
∫
Rn

(zξ + w)p−1

[
wijw

′′ +

(
∂U

∂xi
+ wi

)
w′′j +

(
∂U

∂xj
+ wj

)
w′′i

]
dx−

∫
Rn

(zξ + w)pw′′ij dx

+
1

2

∫
Rn

2〈V ′′(εx)x | x〉
[(

∂U

∂xj
+ wj

)(
∂U

∂xi
+ wi

)
+ (zξ + w)wij

]
dx

+
1

2

∫
Rn

4V ′(εx)x

[
wijw

′ +

(
∂U

∂xi
+ wi

)
w′j +

(
∂U

∂xj
+ wj

)
w′i + (zξ + w)w′ij

]
dx

+
1

2

∫
Rn

2(V (εx)− V (0))

[
2w′jw

′
i + 2w′w′ij + wijw

′′ +

(
∂U

∂xi
+ wi

)
w′′j +

(
∂U

∂xj
+ wj

)
w′′i

]
dx

+
1

2

∫
Rn

2(V (εx)− V (0))(zξ + w)w′′ij dx,

derivando (1.24) em relação a ξi temos

∂4Φ

∂ε3∂ξi
= 3(w′i | w′′) + 3(w′ | w′′i ) +

(
∂U

∂xi
+ wi | w′′′

)
+ (zξ + w | w′′′i )

−p(p− 1)(p− 2)

∫
Rn

(zξ + w)p−3

(
∂U

∂xi
+ wi

)
(w′)3 dx− p(p− 1)

∫
Rn

(zξ + w)p−23(w′)2w′i dx

−p(p− 1)

∫
Rn

(zξ + w)p−2

(
∂U

∂xi
+ wi

)
2w′w′′′ dx− p

∫
Rn

(zξ + w)p−1 (2w′iw
′′ + 2w′w′′i )dx

−p(p− 1)

∫
Rn

(zξ + w)p−2

(
∂U

∂xi
+ wi

)
w′w′′ dx− p

∫
Rn

(zξ + w)p−1
[
w′iw

′′ + w′w′′i
]
dx

−p
∫
Rn

(zξ + w)p−1

(
∂U

∂xi
+ wi

)
w′′′ dx−

∫
Rn

(zξ + w)pw′′′i dx

+
1

2

∫
Rn

[
2V ′′′(εx)[x]3(zξ + w)

(
∂U

∂xi
+ wi

)
+ 6〈V ′′(εx)x | x〉

((
∂U

∂xi
+ wi

)
w′ + (zξ + w)w′i

)]
dx

+
1

2

∫
Rn

6V ′(εx)x

[
2w′w′i +

(
∂U

∂xi
+ wi

)
w′′ + (zξ + w)w′′i

]
dx

+
1

2

∫
Rn

2(V (εx)− V (0))

[
3w′iw

′′ + 3w′w′′i +

(
∂U

∂xi
+ wi

)
w′′′ + (zξ + w)w′′′i

]
dx,

por fim, derivando (1.27) em relação a ε obtemos
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∂4Φ

∂ξi∂ξj∂ξk∂ε
= (w′ijk | zξ + w) + (wijk | w′) +

(
w′ij |

∂U

∂xk
+ wk

)
+ (wij | w′k)

+

(
w′ik |

∂U

∂xj
+ wj

)
+ (wik | w′j) + (w′i | wjk) +

(
∂U

∂xi
+ wi | w′jk

)
−p(p− 1)(p− 2)

∫
Rn

(zξ + w)p−3 w′
(
∂U

∂xk
+ wk

)(
∂U

∂xj
+ wj

)(
∂U

∂xi
+ wi

)
dx

−p(p− 1)

∫
Rn

(zξ + w)p−2

[
w′k

(
∂U

∂xj
+ wj

)(
∂U

∂xi
+ wi

)
+ w′j

(
∂U

∂xk
+ wk

)(
∂U

∂xi
+ wi

)]
dx

−p(p− 1)

∫
Rn

(zξ + w)p−2 w′i

(
∂U

∂xk
+ wk

)(
∂U

∂xj
+ wj

)
dx

−p(p− 1)

∫
Rn

(zξ + w)p−2 w′
[
wjk

(
∂U

∂xi
+ wi

)
+

(
∂U

∂xi
+ wi

)
wik

]
dx

−p
∫
Rn

(zξ + w)p−1

[
w′jk

(
∂U

∂xi
+ wi

)
+ wjkw

′
i + w′ik

(
∂U

∂xj
+ wj

)
+ wikw

′
j

]
dx

−p(p− 1)

∫
Rn

(zξ + w)p−2 w′
(
∂U

∂xk
+ wk

)
wij dx

−p
∫
Rn

(zξ + w)p−1

(
w′kwij +

(
∂U

∂xk
+ wk

)
w′ij + w′wijk

)
dx−

∫
Rn

(zξ + w)p w′ijk

+
1

2

∫
Rn

2V ′(εx)x

[
wjk

(
∂U

∂xi
+ wi

)
+ wik

(
∂U

∂xj
+ wj

)
+ wij

(
∂U

∂xk
+ wk

)
+ (zξ + w)wijk

]
dx

+
1

2

∫
Rn

2(V (εx)− V (0))

[
w′jk

(
∂U

∂xi
+ wi

)
+ wjkw

′
i + w′ik

(
∂U

∂xj
+ wj

)
+ wikw

′
j

]
dx

+
1

2

∫
Rn

2(V (εx)− V (0))

[
w′ij

(
∂U

∂xk
+ wk

)
+ wijw

′
k + w′wijk + (zξ + w)w′ijk

]
dx.

Novamente, quando ε = ξ = 0 vem que

∂2Φ

∂ε∂ξi

∣∣∣
ε=ξ=0

= (U | w′i)−
∫
Rn
Upw′i dx = I ′0(U)[w′i] = 0,

∂3Φ

∂ε2∂ξi

∣∣∣
ε=ξ=0

=

(
∂U

∂xi
| w′′

)
+ (U | w′′i )− p

∫
Rn
Up−1 ∂U

∂xi
w′′ dx−

∫
Rn
Upw′′i dx

+
1

2

∫
Rn

2〈V ′′(0)x | x〉U ∂U
∂xi

dx

por 1.14 = I ′0(U)[w′′i ] +

〈
I ′′0 (U)

[
∂U

∂xi

]
| w′′

〉
− 1

2

〈
I ′′0 (U)[w′′] | ∂U

∂xi

〉
= 0,
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∂3Φ

∂ξi∂ξj∂ε

∣∣∣
ε=ξ=0

= (w′ij | U) +

(
w′i |

∂U

∂xj

)
+

(
∂U

∂xi
| w′j

)
− p

∫
Rn
Up−1

[
w′j
∂U

∂xi
+
∂U

∂xj
w′i

]
dx

−
∫
Rn
Upw′ij dx

= I ′0(U)[w′ij] +

〈
I ′′0 (U)

[
∂U

∂xi

]
| w′j

〉
+

〈
I ′′0 (U)

[
∂U

∂xj

]
| w′i
〉

= 0,

∂4Φ

∂ε2∂ξi∂ξj

∣∣∣
ε=ξ=0

= 2(w′i | w′j) + (wij | w′′) +

(
∂U

∂xi
| w′′j

)
+

(
∂U

∂xj
| w′′i

)
+ (U | w′′ij)

−p
∫
Rn
Up−12w′jw

′
i dx− p(p− 1)

∫
Rn
Up−2 ∂U

∂xj

∂U

∂xi
w′′ dx− p

∫
Rn
Up−1

(
wijw

′′ +
∂U

∂xi
w′′j

+
∂U

∂xj
w′′i

)
dx−

∫
Rn
Upw′′ij dx+

1

2

∫
Rn

2〈V ′′(0)x | x〉
[
∂U

∂xi

∂U

∂xj
+ Uwij

]
dx

= I ′0(U)[w′′ij ] +

〈
I ′′0 (U)

[
∂U

∂xj

]
| w′′i

〉
+

〈
I ′′0 (U)

[
∂U

∂xi

]
| w′′j

〉
+ 〈I ′′0 (U)[wij ] | w′′〉

+2〈I ′′0 (U)[w′i] | w′j〉 − p(p− 1)

∫
Rn
Up−2 ∂U

∂xj

∂U

∂xi
w′′ dx+

∫
Rn
〈V ′′(0)x | x〉

[
∂U

∂xi

∂U

∂xj
+ Uwij

]
dx

por 1.16 e 1.17 =

∫
Rn
〈V ′′(0)x | x〉

[
∂U

∂xi

∂U

∂xj
+ Uwij

]
dx,

∂4Φ

∂ε3∂ξi

∣∣∣
ε=ξ=0

= 3(w′i | w′′) +

(
∂U

∂xi
| w′′′

)
+ (U | w′′′i )− p

∫
Rn
Up−13w′iw

′′ dx

−p
∫
Rn
Up−1 ∂U

∂xi
w′′′dx−

∫
Rn
Upw′′′i dx+

1

2

∫
Rn

2V ′′′(0)[x]3U
∂U

∂xi
dx

+
1

2

∫
Rn

6〈V ′′(0)x | x〉Uw′i dx

por 1.14 = I ′0(U)[w′′′i ] +

〈
I ′′0 (U)

[
∂U

∂xi

]
| w′′′

〉
+ 3〈I ′′0 (U)[w′i] | w′′〉 − 3〈I ′′0 (U)[w′′] | w′i〉

+

∫
Rn
V ′′′(0)[x]3U

∂U

∂xi
dx

=

∫
Rn
V ′′′(0)[x]3U

∂U

∂xi
dx
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e

∂4Φ

∂ξi∂ξj∂ξk∂ε
= (w′ijk | U) +

(
w′ij |

∂U

∂xk

)
+ (wij | w′k) +

(
w′ik |

∂U

∂xj

)
+ (wik | w′j)

+(w′i | wjk) +

(
∂U

∂xi
| w′jk

)
− p(p− 1)

∫
Rn
Up−2

(
∂U

∂xj

∂U

∂xi
w′k +

∂U

∂xk

∂U

∂xi
w′j +

∂U

∂xk

∂U

∂xj
w′i

)
dx

−p
∫
Rn
Up−1

(
∂U

∂xi
w′jk + wjkw

′
i + w′ik

∂U

∂xj
+ wikw

′
j + w′kwij +

∂U

∂xk
w′ij

)
dx−

∫
Rn
Upw′ijk dx

= I ′0(U)[w′ijk] +

〈
I ′′0 (U)

[
∂U

∂xk

]
| w′ij

〉
+ 〈I ′′0 (U)[w′k] | wij〉+ 〈I ′′0 (U)[w′j ] | wik〉

por 1.19 e 1.20+ 〈I ′′0 (U)[w′i] | wjk〉+

〈
I ′′0 (U)

[
∂U

∂xj

]
| w′ik

〉
+

〈
I ′′0 (U)

[
∂U

∂xi

]
| w′jk

〉
−〈I ′′0 (U)[wji] | w′k〉 − 〈I ′′0 (U)[wki] | w′j〉 − 〈I ′′0 (U)[wkj ] | w′i〉

= 0.

Vamos escrever

∂Φε(ξ)

∂ξi
=

∂Φε

∂ξi

∣∣∣
ε=ξ=0

+
n∑
j=1

∂2Φε

∂ξi∂ξj

∣∣∣
ε=ξ=0

ξj +
∂2Φε

∂ξi∂ε

∣∣∣
ε=ξ=0

ε+
1

2

n∑
j,k=1

∂3Φε

∂ξi∂ξj∂ξk

∣∣∣
ε=ξ=0

ξjξk

+
1

2

∂3Φε

∂ξi∂ε2

∣∣∣
ε=ξ=0

ε2 +
n∑
j=1

∂3Φε

∂ξi∂ξj∂ε

∣∣∣
ε=ξ=0

ξjε+
1

6

n∑
j,k,l=1

∂4Φε

∂ξi∂ξj∂ξk∂ξl

∣∣∣
ε=ξ=0

ξjξkξl

+
1

2

n∑
j=1

∂4Φε

∂ξi∂ξj∂ε2

∣∣∣
ε=ξ=0

ξjε
2 +

1

2

n∑
j,k=1

∂4Φε

∂ξi∂ξj∂ξk∂ε

∣∣∣
ε=ξ=0

ξjξkε+
1

6

∂4Φε

∂ξi∂ε3

∣∣∣
ε=ξ=0

ε3

+O(ε4 + |ξ|4)

∂Φε(ξ)

∂ξi
=

1

2
ε2

n∑
j=1

[∫
Rn
〈V ′′(0)x | x〉

(
∂U

∂xi

∂U

∂xj
+ Uwij

)
dx

]
ξj

+
1

6
ε3
∫
Rn

∑
jkl

VjklxjxkxlU
∂U

∂xi
dx+O(ε4 + |ξ|4).

Agora, escreva V ′′(0) = (Vkl)k,l e usando (1.20) temos
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1

2

∫
Rn
〈V ′′(0)x | x〉

(
∂U

∂xi

∂U

∂xj
+ Uwij

)
dx =

1

2

∫
Rn

∑
k,l

Vklxkxl

[
∂U

∂xi

∂U

∂xj
ξj + U

∂2U

∂xi∂xj

]
dx.

=
1

2

∑
k,l

Vkl

[∫
Rn

∂U

∂xi

∂U

∂xj
xkxldx+

∫
Rn
U

∂2U

∂xi∂xj
xkxldx

]
=

1

2

∑
k,l

Vkl

[
−
∫
Rn
U

(
∂2U

∂xi∂xj
xkxl +

∂U

∂xj
δkixl +

∂U

∂xj
δlixk

)
dx

]
+

1

2

∑
k,l

Vkl

∫
Rn
U

∂2U

∂xi∂xj
xkxldx

=
1

2

∑
k,l

Vkl

(
−
∫
Rn
U
∂U

∂xj
(δkixl + δlixk)dx

)
=

1

2

∑
k,l

Vkl

(
−
∫
Rn

1

2

∂

∂xj
(U2)(δkixl + δlixk)dx

)
=

1

2

∑
k,l

Vkl

(∫
Rn

1

2
U2(δkiδlj + δliδkj)dx

)
=

1

2
C
∑
k,l

Vkl(δkiδlj + δliδkj)

=
1

2
C
∑
k

(Vkjδki + Vkiδkj)

=
1

2
C(Vij + Vji) = CVij,

onde C =
1

2

∫
Rn
U2.

Voltando em (1.29), considere o vetor b cujas coordenadas bi’s são tais que

bi =
1

6

∫
Rn

∑
j,k,l

VjklxjxkxlU
∂U

∂xi
dx, para todo i = 1, . . . , n e com isso podemos escrever

∇Φε(ξ) = ε2CV ′′(0)ξ + ε3b+O(ε4 + |ξ|4),

ou seja,

∇Φε(ξ) = ε2δε
[
CV ′′(0)ξ + εδ−1

ε b+O(ε2δ−1
ε + δ3

ε ε
−2)
]
,

onde ξ = δεξ com |ξ|≤ R, e R > 0. Escolha δε = ε, então da expressão acima concluímos

que

∇Φε(ξ) = ε3( CV ′′(0)ξ + b︸ ︷︷ ︸
F (ξ)

+O(ε)). (1.29)

Note que, como 0 é ponto crítico não degenerado de V , então V ′′(0) é invertível e

assim F ′(ξ) = CV ′′(0) tem determinante diferente de zero. Note também que F (ξ) = 0 se,
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e somente se ξ = −[CV ′′(0)]−1b. Logo, para R > 0 grande o suficiente, o grau topológico

deg(F,BR(0), 0) = sgn(detF ′(ξ)) é diferente de zero. Com isso e por (1.29) obtemos

deg(F +O(ε), BR(0), 0) = deg(F,BR(0), 0) 6= 0,

então existe ξε em BR(0), tal que (F + O(ε))(ξε) = 0 o que implica ∇Φε(εξε) = 0, isto

é, Φε tem um ponto crítico não degenerado zξε := zε em BRε(0) ⊂ Z̃ε e portanto, pelo

Teorema 1.1 temos que uε = zε + wε(zε) é um ponto crítico de Iε, o que conclui o (1.2).
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Capítulo 2

O problema de Coron

Sejam D um domínio suave e limitado em RN com 0 ∈ D e δ > 0. Em [15],

Del Pino e Wei estudaram o problema abaixo com o expoente p acima do crítico em um

domínio de Coron Ω = D \Bδ(0)

 ∆u+ up = 0, u > 0 em Ω

u = 0 em ∂Ω.
(2.1)

O principal resultado deles é que existe uma sequência {pj}j∈N de expoentes res-

sonantes
N + 2

N − 2
< p1 < p2 < · · · com lim

k→∞
pk =∞ (2.2)

tal que se p é supercrítico e p 6= pj para todo j, então (2.1) tem solução para δ > 0

suficientemente pequeno.

Nosso objetivo é mostrar que para p = pj, como na sequência acima com j ≥ 3

ímpar, e δ suficientemente pequeno o problema (2.1) possui pelo menos uma solução. Ou

seja, o objetivo é mostrar o seguinte teorema.

Teorema 2.1. Suponha que p = pj, como em (2.2) com j ≥ 3 ímpar e que a integral em

(2.61) é diferente de zero. Então para δ > 0 suficientemente pequeno o problema (2.1)

possui pelo menos uma solução.

Note que (2.1) é equivalente à

 ∆u+ up = 0, u > 0 em Ωδ

u = 0 em ∂Ωδ

(2.3)
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onde Ωδ = {x ∈ RN : δx ∈ Ω} =
1

δ
Ω no sentido que u(x) é uma solução de (2.3) se, e

somente se, δ−
2
p−1u(

x

δ
) é solução de (2.1).

Logo o problema limite, quando δ → 0, relativo a (2.1) é o seguinte


∆w + wp = 0, w > 0 em RN\B1(0)

w = 0 em ∂B1(0); lim sup
|x|→∞

|x|N−2w(x) <∞.
(2.4)

É conhecido que o problema acima tem uma única solução simétrica e radial w(r),

se p >
N + 2

N − 2
. Isto porque Ni em [23] mostrou que o problema

 −∆U = |x|αUp, em B1(0)

U = 0 em ∂B1(0);
(2.5)

com α > 0 e 1 < p <
N + 2 + 2α

N − 2
, tem uma única solução radial.

Assim, sendo U(x) = 1
|x|N−2w( x

|x|2 ) a transformação de Kelvin de w temos w(x) ≤
C

|x|N−2 e além disso

−∆U(x) =
1

|x|N−2

1

|x|4
∆w

(
x

|x|2

)
=

1

|x|N+2
∆w

(
x

|x|2

)
.

Então −∆U = |x|αUp implica
1

|x|N+2
∆w + |x|α 1

|x|p(N−2)
wp = 0, ou seja, ∆w +

|x|α |x|
N+2

|x|p(N−2)
wp = 0.

Veja que α+ (N + 2)− p(N − 2) = 0 se, e somente se α = p(N − 2)− (N + 2), daí

a condição α > 0 implica em p >
N + 2

N − 2
.

2.1 O operador ∆ + pwp−1 em RN\B1(0)

Em [15] foi estabelecido uma teoria de invertibilidade para o operador linearizado

associado a w. Foi investigado sob quais condições o problema


∆φ+ pwp−1φ = h, φ > 0 em RN\B1(0)

φ = 0 em ∂B1(0), lim
|x|→∞

φ(x) = 0
(2.6)

com h = 0, admite somente a solução trivial. Para este fim, consideraram o primeiro

autovalor do problema

ψ′′ +
N − 1

r
ψ′ + pwp−1ψ + ν

ψ

r2
= 0. (2.7)
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ψ(1) = 0 e ψ(∞) = 0. (2.8)

Este autovalor é variacional e caracterizado como

ν(p) = inf
ψ∈E

∫∞
1
|ψ′|2rN−1 dr − p

∫∞
1
wp−1|ψ|2rN−1 dr∫∞

1
ψ2rN−3 dr

, (2.9)

com E =
{
ψ ∈ C1[1,∞) |ψ(1) = 0 e

∫∞
1
|ψ′|2rN−1 dr <∞

}
. Esta quantidade está bem

definida devido à desigualdade de Hardy
(N − 2)2

2

∫ ∞
1

ψ2rN−3 dr ≤
∫ ∞

1

|ψ′|2rN−1 dr.

O número ν(p) é negativo, pois o quociente de Rayleigh fica negativo quando

avaliado em ψ = w. De fato,

−∆w = −w′′ − (N − 1)

r
w′ = wp ⇒ − 1

rN−1
(rN−1w′)′ = wp

⇒
∫ ∞

1

[
(rN−1w′)′w − rN−1wp+1

]
dr = 0

⇒
∫ ∞

1

[
rN−1(w′)2 − rN−1wp+1

]
dr = 0

⇒
∫∞

1

[
rN−1(w′)2 − rN−1pwp+1

]
dr∫∞

1
w2rN−3 dr

=

∫∞
1

(1− p)rN−1wp+1 dr∫∞
1
w2rN−3 dr

.

Note que p > 1, logo segue a afirmação.

Considere o problema (2.6) com h = 0, e suponha que φ é uma solução. A simetria

do domínio RN \B1(0) nos permite escrever

φ(x) =
∞∑
k=0

φk(r)Θk(θ), r > 0 e θ ∈ SN−1, (2.10)

onde Θk, k ≥ 0 são as autofunções do operador de Laplace-Beltrami −∆SN−1 em SN−1

normalizado, as autofunções são os esféricos harmônicos, esses podem ser definidos como

polinômios homogêneos de grau igual à ordem do autovalor λk associado, ver [7], lem-

brando que o conjunto de autovalores é dado por {j(N − 2 + j) ; j ≥ 0}.

O seguinte Lema nos dá o decaimento de ψ e ψ′.

Lema 2.1. Para r grande o suficiente temos

|ψ(r)|
rµ

≤ C e
|ψ′(r)|
rµ−1

≤ C ,

onde µ é a raiz negativa de µ(µ+N − 2) = λk.

Demonstração: De (2.7) e
1

rN−1
(rN−1ψ′)′ = ψ′′ +

N − 1

r
ψ′, vem que

1

rN−1
(rN−1ψ′)′ = −pwp−1ψ +

λk
r2
ψ,
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então

(rN−1ψ′)′ = −prN−1wp−1ψ + λkr
N−3ψ. (2.11)

Note que pela desigualdade de Hardy
∫ ∞

1

ψ2 rn−3dr <∞. Então podemos afirmar

que existe uma sequência rn → ∞ tal que ψ(rn) = o(1) quando n → ∞. Caso contrário

ψ(r) ≥ C para r no infinito, e isso contradiz
∫ ∞

1

ψ2 rn−3dr <∞.

Voltando em (2.11), multiplicando por rµ e integrando em (R, rn) obtemos

∫ rn

R

sµ(sN−1ψ′)′ ds = −
∫ rn

R

psµ+N−1wp−1ψ ds+

∫ rn

R

λks
µ+N−3ψ ds,

ou seja,

−
∫ rn

R

psµ+N−1wp−1ψ ds = sµ+N−1ψ′(s)
∣∣∣rn
R
− µ

∫ rn

R

sµ+N−2ψ′(s) ds

−λk
∫ rn

R

sµ+N−3ψ ds

= sµ+N−1ψ′(s)
∣∣∣rn
R
− λk
µ+N − 2

sµ+N−2ψ(s)
∣∣∣rn
R

+
λk

µ+N − 2

∫ rn

R

sµ+N−2ψ′(s) ds

−µ
∫ rn

R

sµ+N−2ψ′(s) ds

= sµ+N−1ψ′(s)
∣∣∣rn
R
− µsµ+N−2ψ(s)

∣∣∣rn
R
.

Logo,

−
∫ rn

R

pwp−1sµ+N−1ψ ds = rµ+N−1
n ψ′(rn)−Rµ+N−1ψ′(R)− µrµ+N−2

n ψ(rn)

+µRµ+N−2ψ(R). (2.12)

Agora, integrando (2.11) em (1, rn) temos

∫ rn

1

(sN−1ψ′(s))′ ds = −
∫ rn

1

pwp−1sN−1ψ(s) ds+ λk

∫ rn

1

sN−3ψ(s) ds,

e multiplicando por rµn vem que

rµ+N−1
n ψ′(rn) = −prµn

∫ rn

1

wp−1sN−1ψ(s) ds+ λkr
µ
n

∫ rn

1

sN−3ψ(s) ds+ ψ′(1)rµn.

Vamos analisar as integrais acima
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∣∣∣rµnλk ∫ rn

1

sN−3ψ(s)ds
∣∣∣ ≤ Cλkr

µ
n

∫ rn

1

sN−3ds ≤ c λkr
µ
n

N − 2
(rN−2
n − 1)

≤ c λk
N − 2

(rµ+N−2
n − rµn),

e portanto

rµnλk

∫ rn

1

sN−3ψ(s)ds = o(1).

Agora veja
∣∣∣rµn ∫ rn

1

pwp−1sN−1ψ(s) ds
∣∣∣ ≤ c rµn

∫ rn

1

s(p−1)(2−N)+N−1, então se

(p− 1)(2−N) +N − 1 = −1 temos∣∣∣rµn ∫ rn

1

pwp−1sN−1ψ(s) ds
∣∣∣ ≤ c rµn log(rn) = c

log(rn)

r2
n

rµ+2
n .

Se (p− 1)(2−N) +N − 1 6= −1, então

∣∣∣rµn ∫ rn

1

pwp−1sN−1ψ(s) ds
∣∣∣ ≤ C(rµ+(p−1)(2−N)+N

n − rµn).

Logo

rµn

∫ rn

1

pwp−1sN−1ψ(s) ds = o(1).

Portanto rµ+N−1
n ψ′(rn) = o(1) e com isso, voltando em (2.12) obtemos

∫ ∞
R

pwp−1sµ+N−1ψ(s) ds = Rµ+N−1ψ′(R)− µRµ+N−2ψ(R)

= RN−1
[
Rµψ′(R)− µRµ−1ψ(R)

]
= R2µ+N−1

[
Rµψ′(R)− µRµ−1ψ(R)

R2µ

]
= R2µ+N−1

(
ψ(R)

Rµ

)′
.

Então
∫ t

1

1

R2µ+N−1

(∫ ∞
R

pwp−1sµ+N−1ψ(s) ds

)
dR =

ψ(t)

tµ
. Agora veja que existe

uma constante C1 > 0 tal que

∣∣∣ ∫ ∞
R

pwp−1sµ+N−1ψ(s) ds
∣∣∣ ≤ C1

∫ ∞
R

s(p−1)(2−N)sµ+N−1ds (2.13)

≤ −C1R
(p−1)(2−N)+µ+N

(p− 1)(2−N) + µ+N
.

Então,
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∣∣∣ψ(t)

tµ

∣∣∣ ≤ ∫ t

1

1

R2µ+N−1

(
−C1R

(p−1)(2−N)+µ+N

(p− 1)(2−N) + µ+N

)
dR

≤ −C1

(p− 1)(2−N) + µ+N

∫ t

1

R(p−1)(2−N)−µ+1dR

≤ C2
1

(p− 1)(2−N)− µ+ 2

(
t(p−1)(2−N)−µ+2 − 1

)
,

em que C2 > 0. Logo,

|ψ(t)|≤ C2
1

(p− 1)(2−N)− µ+ 2

(
t(p−1)(2−N)+2 − tµ

)
.

Note que se (p − 1)(2 − N) + 2 < µ então |ψ(t)|≤ C̃2 t
µ, com C̃2 > 0. Agora, se

(p− 1)(2−N) + 2 > µ então

|ψ(t)|≤ C2 t
(p−1)(2−N)+2. (2.14)

Substituindo (2.14) em (2.13), de maneira análoga feita anteriormente, vamos obter

|ψ(t)|≤ C2
1

2(p− 1)(2−N)− µ+ 4

(
t2(p−1)(2−N)+4 − tµ

)
.

E assim

|ψ(t)|≤ C tµ se 2(p− 1)(2−N) + 4 < µ,

|ψ(t)|≤ C t2(p−1)(2−N)+4 se 2(p− 1)(2−N) + 4 > µ.

Repetindo o processo anterior, iterando um número finito de vezes obteremos

|ψ(t)|≤ C
1

l(p− 1)(2−N)− µ+ 2l

(
tl(p−1)(2−N)+2l − tµ

)
,

com l(p− 1)(2−N)− µ+ 2l < µ.

Portanto
|ψ(r)|
rµ

≤ C,

para r grande o suficiente.

Agora considere r0 ponto de máximo de ψ e assim integrando (2.11) em (r0, r)

obtemos

rN−1ψ′(r) = −
∫ r

r0

psN−1wp−1ψ(s) ds+ λk

∫ r

r0

sN−3ψ(s) ds,
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donde segue que

|rN−1ψ′(r)| ≤ c1

∫ r

r0

sN−1s(p−1)(2−N)sµ ds+ c2

∫ r

r0

sN−3sµ ds

≤ C̃(rN+(p−1)(2−N)+µ + rN−2+µ)

≤ C̃rN−2+µ,

ou seja, |ψ′(r)|≤ C̃r−1+µ.

Portanto
|ψ′(r)|
rµ−1

≤ C para r grande o suficiente.

Agora note que as componentes φk de φ(x) =
∞∑
k=0

φk(r)Θk(θ) satisfazem as equações

diferenciais

 φ′′k + N−1
r
φ′k +

(
pwp−1 − λk

r2

)
φk = 0, r ∈ (1,∞)

φk(1) = 0 φk(∞) = 0.
(2.15)

Se k = 0 então λk = 0 e Z1(r) = rw′(r) +
2

p− 1
w satisfaz

Z ′′1 +
N − 1

r
Z ′1 + pwp−1Z1 = 0, ∀r > 1,

mas Z1(1) = w′(1) 6= 0 e note que Z1 não muda de sinal para r grande. Segue que o

segundo gerador de soluções desta EDO é dado pela fórmula de redução de ordem, para

r grande

Z2(r) = Z1(r)

∫ r

R

ds

sN−1Z2
1

.

Mas Z1(r) ∼ cr2−N , então

Z2 ∼ r2−N
∫ r

R

ds

sN−1(s2−N)2
= r2−N

∫ r

R

sN−3ds =
1− r2−NRN−2

N − 2
.

Podemos ver que Z2(∞) 6= 0 se N ≥ 3. Como φ0 é uma combinação linear de Z1

e Z2, segue que a única possibilidade é φ0 = 0.

Se k = 1, então λk = (N − 1) com multiplicidade N , e neste caso também temos

uma solução explícita que não se anula em r = 1, mas se anula em r =∞. Simplesmente

Z1(r) = w′(r). Mas o mesmo argumento como acima nos dá um segundo gerador Z2 ∼ r2,

quando r →∞, e novamente a única possibilidade é φk ≡ 0 para todo k = 1, · · · , N .

Agora, considere k ≥ 2. Neste caso, não só não temos uma solução explícita da

EDO, como também pode ser que exista uma solução não trivial.
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Suponha que φk é solução não trivial da EDO e afirmamos que φk não pode mudar

de sinal em (1,∞). De fato, se isso acontecer, só pode ocorrer um número finito de vezes,

uma vez que o seu comportamento no infinito deve ser como o decaimento da solução da

EDO de Euler,

Z ′′ +
N + 1

r
Z ′ − λk

r2
Z = 0,

ou seja, deve ter a mesma ordem que Z(r) = cr−µ, onde µ = −(N − 2)

2
−1

2

√
(N − 2)2 + 4λk,

ver Lema 2.1.

Seja r0 > 1 o último zero de φk, e vamos assumir que φ > 0 em (r0,∞). Observemos

que, como ∆w < 0, pois ∆w = −wp e w > 0, w′(r) tem exatamente um zero em (1,∞).

Pelo Teorema de Sturm, este zero deve ser menor que r0. Então w′ < 0 em (r0,∞).

Vamos observar agora que W (r) = rN−1(w′φ′k−w′′φk) satisfaz W ′(r) = rN−3(λk−

λ1)w′φk < 0 em (r0,∞) e além disso W (r0) < 0 e W (∞) = 0, o que é impossível.

Isto mostra que φk não muda de sinal. Assim a única possibilidade para que a

equação (2.15) tenha solução não trivial é se λk = −ν(p). Na verdade, isto nos dá que se

p é tal que

ν(p) 6= −j(N − 2 + j), ∀j = 2, 3, · · · (2.16)

então o problema (2.6) com h = 0 admite somente a solução trivial φ = 0.

Em [15] mostraram que para cada j ≥ 2 o conjunto dos números p tais que ν(p) =

−j(N − 2 + j) é não vazio e finito. Em particular, existe uma sequência da forma

N + 2

N − 2
< p1 < p2 < · · · ; pj →∞ quando j →∞

tal que (2.16) vale se, e somente se p 6= pj, para todo j = 1, 2, 3, · · ·. Isto é, para esta

sequência, o operador ∆+pwp−1 possui núcleo não trivial. Então, fixando p = pj, podemos

escrever

Ker(∆ + pwp−1) = span{Yi ; i = 1, · · · , d}, (2.17)

onde d é a multiplicidade do autovalor associado.

Observação 2.1. Note que as funções que pertencem ao núcleo do operador ∆+pwp−1 são

escritas como em (2.10), ou seja, são geradas por produtos de funções radiais por funções

angulares da seguinte forma Yi = ψ Θi, onde ψ resolve (2.7) e as funções angulares,

Θi com i = 1, · · · , d, formam uma base ortonormal para as autofunções do operador de

Laplace-Beltrami, cujos autovalores associados são λj = −j(N−2+j) , ou ainda, formam
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uma base para o espaço dos polinômios homogêneos de grau j, ver [7]. Logo, se a ordem do

autovalor for par (ímpar), então as autofunções associadas serão funções pares (ímpares).

Consequentemente, se j ≥ 2 for par (ímpar), então as funções Y ′i s serão funções pares

(ímpares).

2.1.1 Solvabilidade de (2.6)

Vejamos agora, sob quais condições (2.6) tem solução para expoentes p = pj como

na sequência acima.

Vamos escrever Ωδ = Dδ\B1(0) e também o conjunto C1
∗(Ωδ) = {φ ∈ C1(Ωδ) ; ‖φ‖∗<

∞}, onde fixado σ > 0 pequeno o suficiente, vamos considerar as normas

‖φ‖∗= sup
|x|>1

|x|N−2−σ|φ(x)|+ sup
|x|>1

|x|N−1−σ|∇φ(x)|

‖h‖∗∗= sup
|x|>1

|x|N−σ|h(x)|.

Considere o problema limite


∆φ+ pwp−1φ = h, em RN \B1(0)

φ = 0, em ∂B1(0), lim
|x|→∞

φ(x) = 0∫
Ω

∇φ∇Yi dx = 0, ∀i = 1, · · · , d

(PL)

com a seguinte condição de ortogonalidade

∫
Ω

h(x)Yi(x)dx = 0 ∀i = 1, · · · , d. (C.O.)

Proposição 2.1. Seja p = pj como em (2.2), para algum j. Então para todo h que satisfaz

(C.O.), com ‖h‖∗∗< ∞, o problema (PL) tem solução única φ = T (h) com ‖φ‖∗< ∞.

Além disso, existe uma constante C = C(p) > 0 tal que

‖T (h)‖∗≤ C‖h‖∗∗.

Demonstração:

Fazendo a transformação de Kelvin em φ temos φ̃(x) = |x|2−Nφ
(

x
|x|2

)
e tomando

h̃(x) = |x|−N−2h
(

x
|x|2

)
vem que

∆φ̃(x) = |x|2−N 1

|x|4
∆φ

(
x

|x|2

)
= |x|−2−N∆φ

(
x

|x|2

)
,
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então de ∆φ+ pwp−1φ = h vem que

∆φ̃|x|2+N+φ̃|x|−p(2−N)pwp−1 = h ⇒ ∆φ̃+ pwp−1 |x|−2−N

|x|p(2−N)
φ̃ =

h

|x|N+2

⇒ ∆φ̃+ pwp−1|x|p(N−2)−(N+2)φ̃ = h̃.

Assim (PL) é equivalente ao seguinte problema


∆φ̃+ pwp−1|x|p(N−2)−(N+2)φ̃ = h̃, em B1(0)

φ̃ = 0, em ∂B1(0)∫
B1(0)

∇φ̃∇Ỹi dx = 0, ∀i = 1, · · · , d.

(2.18)

Além disso,

|h̃(x)|= |x|−N−2

∣∣∣∣h( x

|x|2

)∣∣∣∣ = |x|−N−2 |x|N−σ

|x|N−σ

∣∣∣∣h( x

|x|2

)∣∣∣∣
= |x|−2−σ|x|−N+σ

∣∣∣∣h( x

|x|2

)∣∣∣∣
= |x|−2−σ|y|N−σ|h(y)|

≤ |x|−2−σ sup
|y|>1

|y|N−σ|h(y)|

= |x|−2−σ‖h‖∗∗,

então

|h̃(x)|≤ |x|−2−σ‖h‖∗∗. (2.19)

Considere K : H−1(B1(0))→ H1
0 (B1(0)) ↪→ H−1(B1(0)); K = (−∆)−1, então

K(−pwp−1|x|p(2−N)−(N+2)φ̃+ h̃) = φ̃⇒ K(−pwp−1|x|p(2−N)−(N+2)φ̃)︸ ︷︷ ︸
L(φ̃)

+K(h̃) = φ̃

⇒ K(h̃) = φ̃− L(φ̃), onde L : H1
0 (B1(0)) ↪→ H−1(B1(0))→ H1

0 (B1(0)) compacto.

Veja que Ker(Id − L) = Ker(∆ + pwp−1) 6= {0} e pela Alternativa de Fredholm

Im(Id− L) = Ker(Id− L∗)⊥.

Note que L é simétrico, ou seja L = L∗. De fato,
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〈Lφ̃, v〉 = 〈K(−pwp−1|x|p(2−N)−(N+2)φ̃), v〉 = 〈(−∆)−1(−pwp−1|x|p(2−N)−(N+2)φ̃), v〉

=

∫
B1(0)

∇((−∆)−1(−pwp−1|x|p(2−N)−(N+2)φ̃))∇vdx

=

∫
B1(0)

−pwp−1|x|p(2−N)−(N+2)φ̃vdx

=

∫
B1(0)

∇((−∆)−1(−pwp−1|x|p(2−N)−(N+2)v))∇φ̃dx

= 〈(−∆)−1(−pwp−1|x|p(2−N)−(N+2)v), φ̃〉 = 〈φ̃, Lv〉.

Então, Im(Id − L) = Ker(Id − L)⊥ e assim (Id − L)φ̃ = f se, e somente se,

f ∈ Ker(Id− L)⊥.

Portanto, vamos considerar (Id− L) restrito a Ker(Id− L)⊥, e com isso

φ̃ = (Id− L)−1(K(h̃))⇐⇒ φ̃ ∈ Ker(Id− L)⊥ e K(h̃) ∈ Ker(Id− L)⊥.

Isto ocorre se, e somente se 〈φ̃, Ỹi〉H1
0

= 0 e 〈K(h̃), Ỹi〉H1
0

= 〈(−∆)−1h̃, Ỹi〉H1
0

= 0,

para todo i = 1, · · · , d. Ou ainda,∫
B1(0)

∇φ̃∇Ỹidx = 0 e
∫
B1(0)

∇((−∆)−1h̃)∇Ỹidx = 0, ∀i = 1, · · · , d

⇐⇒
∫
B1(0)

|x|−N∇φ
(

x

|x|2

)
|x|−N∇Yi

(
x

|x|2

)
dx = 0 e

∫
B1(0)

h̃Ỹidx = 0, ∀i = 1, · · · , d

⇐⇒
∫
B1(0)

|x|−2N∇φ
(

x

|x|2

)
∇Yi

(
x

|x|2

)
dx = 0 e∫

B1(0)

|x|−N−2h

(
x

|x|2

)
|x|−N−2Yi

(
x

|x|2

)
dx = 0

⇐⇒
∫

Ω

∇φ(y)∇Yi(y)dy = 0 e
∫

Ω

h(y)Yi(y)dy = 0 ∀i = 1, · · · , d.

Logo, existe uma única φ̃ ∈ Ker(Id−L)⊥ solução fraca de (2.18), para cada h̃ que

satisfaz (C.O.). Além disso temos,

‖φ̃‖H1
0
≤ C‖K(h̃)‖H1

0
= C‖h̃‖H−1≤ C‖h̃‖Lq . (2.20)

A última desigualdade segue da imersão contínua Lq(B1(0)) ↪→ H−1(B1(0)) para

todo q ∈ [1, 2∗].
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Obs: Ver Teorema 9.13 em [16] no que segue para a estimativa elíptica.

Considere Γ = {x ∈ RN ;ρ
2
< |x|< 1} domínio em RN e T = ∂B1(0) ⊂ ∂Γ.

φ̃ ∈ W 2,q(Γ) solução de (2.18) com φ̃ = 0 em T. Então para Γ′ = {x ∈ RN ; ρ ≤ |x|< 1};

Γ′ ⊂ Γ ∪ T, temos a estimativa

‖φ̃‖W 2,q(Γ′)≤ C
(
‖φ̃‖Lq(Γ)+‖h̃‖Lq(Γ)

)
. (2.21)

Vamos usar o argumento bootstrap a seguir. Se q > N
2
então W 2,q(Γ′) ↪→ C0(Γ′)

e assim ‖φ̃‖L∞(Γ′)≤ C‖φ̃‖W 2,q(Γ′). Caso contrário, isto é, q ≤ N
2
, tome q1 > q. Se q1 >

N
2

temos a imersão e a mesma estimativa acima para q1, caso contrário, tome q2 > q1 > q. Se

q2 >
N
2
, novamente, temos a imersão e a mesma estimativa acima para q2, caso contrário

repete-se o argumento até obter um qj tal que qj > N
2
e assim vale a imersão W 2,qj(Γ′) ↪→

C0(Γ′) e portanto ‖φ̃‖L∞(|x|>ρ)≤ Cj‖φ̃‖W 2,qj (|x|>ρ)

⇒ ‖φ̃‖L∞(|x|>ρ)≤ Cj‖φ̃‖W 2,qj (|x|>ρ) ≤ CjC
(
‖φ̃‖Lqj (|x|> ρ

2
)+‖h̃‖Lqj (|x|> ρ

2
)

)
≤ Cj

(
Cj−1‖φ̃‖Lqj−1 (|x|> ρ

2
)+‖h̃‖Lqj (|x|> ρ

2
)

)
(Usar (2.21) e as imersões até 2∗) ≤ ...

≤ C
(
‖φ̃‖L2∗ (|x|> ρ

2
)+‖h̃‖∗∗

)
≤ C

(
‖φ̃‖H1

0 (|x|> ρ
2

)+‖h‖∗∗
)

(Por (2.20)) ≤ C
(
‖h̃‖Lq(B1(0))+‖h‖∗∗

)
≤ C‖h‖∗∗,

portanto

‖φ̃‖L∞(|x|>ρ)≤ C‖h‖∗∗. (2.22)

Agora observe que −∆|x|−σ= σ(N − 2− σ)|x|−σ−2 e fixando σ podemos encontrar

ρ(p,N, σ) > 0 tal que

−∆|x|−σ−p|x|p(N−2)−(N+2)wp−1|x|−σ≥ 1

2
σ(N − 2− σ)|x|−2−σ, com |x|< ρ. (2.23)

De (2.19) e (2.23) vem que

∆|x|−σ−p|x|p(N−2)−(N+2)wp−1|x|−σ≥ 1

2

σ(N − 2− σ)

‖h‖∗∗
(−∆φ̃− p|x|p(N−2)−(N+2)wp−1φ̃).

Chame c̃ = 1
2
σ(N−2−σ)
‖h‖∗∗ e c(x) = p|x|p(N−2)−(N+2)wp−1, então

−∆|x|−σ−c(x)|x|−σ≥ −∆c̃φ̃(x)− c(x)c̃φ̃(x),
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e escrevendo ψ = |x|−σ−c̃φ̃ obtemos

−∆ψ − c(x)ψ ≥ 0 em Bρ(0).

Agora veja que ψ ≥ 0 em ∂Bρ(0). De fato,

ψ ≥ 0 em ∂Bρ(0) ⇐⇒ ψ(x) = |x|−σ−c̃φ̃(x) ≥ 0 em ∂Bρ(0)

⇐⇒ φ̃(x) ≤ ρ−σ

c̃
= ρ−σ

2‖h‖∗∗
σ(N − 2− σ)

= cte‖h‖∗∗,

o que ocorre por (2.22). Portanto ψ ≥ 0 em ∂Bρ(0).

Podemos escolher ρ > 0 suficientemente pequeno, de modo que

0 ≤ c(x) = p|x|p(N−2)−(N+2)wp−1 < λ1, |x|< ρ < 1,

assim, pelo Princípio do Máximo ψ ≥ 0 em Bρ(0). Logo,

ψ(x) = |x|−σ−c̃φ̃(x) = |x|−σ−1

2

σ(N − 2− σ)

‖h‖∗∗
φ̃(x) ≥ 0

⇒ φ̃(x) ≤ 2‖h‖∗∗
σ(N − 2− σ)

|x|−σ⇒ |φ̃(x)|≤ c|x|−σ‖h‖∗∗

⇒ ‖|x|N−2−σφ‖∞= ‖|x|σφ̃‖∞≤ C‖h‖∗∗.

Agora para ∇φ considere a bola de raio R centrado x com |x|= 2R e R > 5. Seja

φ̂(y) = RN−2−σφ(x+Ry) então,

φ̂(y) = RN−2−σφ(x+Ry) ⇒ ∆φ̂ = RN−2−σR2∆φ = RN−σ∆φ

⇒ RN−σ∆φ+ pRN−σwp−1φ = RN−σh

⇒ ∆φ̂+ pwp−1R2φ̂ = RN−σh.

Claramente ‖RN−σh‖∞≤ C‖h‖∗∗, R2wp−1 = O(R−2) e ‖φ̂‖≤ C‖h‖∗∗.

Por estimativas elípticas |∇φ(0)|≤ C‖h‖∗∗ ou ainda |∇φ(x)|≤ C‖h‖∗∗|x|1+σ−N .

Como x é qualquer com |x|> 5, concluímos o desejado.

2.2 O operador ∆ + pwp−1 em Ωδ = Dδ \B1(0)

Considere wδ projeção em Ωδ = δ−1D \ B1(0) de w e Y δ
i a projeção em Ωδ de Yi,

para todo i = 1, · · · , d.
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As projeções wδ e Y δ
i são respectivamente soluções dos problemas −∆wδ = wp, em Dδ\B1(0)

wδ = 0, em ∂Dδ ∪ ∂B1(0)
e

 −∆Y δ
i = pwp−1Yi, em Dδ\B1(0)

Y δ
i = 0, em ∂Dδ ∪ ∂B1(0).

No que segue vamos escrever Y = (Y1, Y2, · · · , Yd) e Y δ = (Y δ
1 , Y

δ
2 , · · · , Y δ

d ).

Lema 2.2. Temos

(i) 0 < wδ ≤ w;

(ii) w(x)− wδ(x) = CN
α(N)(N−2)

δN−2
(
HD(0, δx)− 1

|x|N−2HD(0, 0)
)

+O(δN−1);

(iii) Y − Y δ = O(δN−2+k).

Demonstração: Seja W (|x|) =
1

|x|N−2
w

(
1

|x|

)
a transformação de Kelvin de w(x),

então W é solução de −∆W = |x|p(N−2)−(N+2)W p, em B1(0)

W = 0, em ∂B1(0).
(2.24)

Além disso podemos escrever −∆W = −W ′′−N − 1

r
W ′ = rp(N−2)−(N+2)W p, então

− 1

rN−1
(rN−1W ′)′ = rp(N−2)−(N+2)W p ⇒ (rN−1W ′)′ = rp(N−2)−3W p.

Integrando em ambos os lados da igualdade obtemos∫ r

0

(sN−1W ′(s))′ ds =

∫ r

0

sp(N−2)−3W p(s) ds,

então −rN−1W ′(r) =

∫ r

0

sp(N−2)−3W p(s) ds, e assim

|rN−1W ′(r)|≤ ‖W p‖∞
∫ r

0

sp(N−2)−3 ds ≤ cte‖W p‖∞rp(N−2)−2

⇒ |W ′(r)|≤ cte‖W p‖∞rp(N−2)−(N+1).

Desta forma, para 0 < s < r temos

|W (r)−W (0)|≤ r|W ′(s)|≤ r cte‖W p‖∞sp(N−2)−(N+1) ≤ cte‖W p‖∞rp(N−2)−N .

Logo, podemos escrever W (x) = W (0) +O(|x|p(N−2)−N) = CN +O(|x|p(N−2)−N), e

assim

w

(
1

|x|

)
= |x|N−2W (|x|) = |x|N−2

[
CN +O(|x|p(N−2)−N)

]
.
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Em particular

w
(y
δ

)
=

δN−2

|y|N−2

[
CN +O

(
δp(N−2)−N)] ,

e como p >
N + 2

N − 2
podemos ainda escrever

w
(y
δ

)
=
CNδ

N−2

|y|N−2
+O(δN).

Agora, é fácil ver que R = w − wδ satisfaz
∆R(x) = 0, em Dδ\B1(0)

R(x) = w(x), em ∂Dδ

R(x) = 0, em ∂B1(0).

(2.25)

Pelo Princípio do Máximo R ≥ 0, logo 0 < wδ ≤ w e assim concluímos o item (i).

Defina R̃(y) = R(y
δ
) para todo y ∈ D\Bδ(0), então de (2.25) obtemos


∆R̃(y) = 0, em D\Bδ(0)

R̃(y) = CN δN−2

|y|N−2 +O(δN), em ∂D

R̃(y) = 0, em ∂Bδ(0).

(2.26)

Escreva R̃ = R̃1 + R̃2 de forma que R̃1 e R̃2 satisfaçam

 ∆R̃1(y) = 0, em D

R̃1(y) = CN δN−2

|y|N−2 , em ∂D
e


∆R̃2(y) = 0, em D\Bδ(0)

R̃2(y) = O(δN), em ∂D

R̃2 = −R̃1, em ∂Bδ(0).

Logo R̃1(y) =
CN δ

N−2

α(N)(N − 2)
HD(0, y), onde HD(0, y) é a parte regular da função

de Green do domínio D.

Com isso, podemos escrever w(x)− wδ(x) = R̃(δx) = R̃1(δx) + R̃2(δx) +O(δN).

Agora, considere R2(x) = R̃2(δx), então
∆R2(x) = 0, em Dδ\B1(0)

R2(x) = 0, em ∂Dδ

R2(x) =
−CN

α(N)(N − 2)
δN−2HD(0, δx), em ∂B1(0).
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Escreva R2(x) =
−CN

α(N)(N − 2)
δN−2 (HD(0, 0) +O(δ)) = R3 + O(δN−1), para x ∈

∂B1(0), então 
∆R3(x) = 0, em Dδ\B1(0)

R3(x) = 0, em ∂Dδ

R3(x) =
−CN

α(N)(N − 2)
δN−2HD(0, 0), em ∂B1(0)

e w(x)− wδ(x) =
CN

α(N)(N − 2)
δN−2HD(0, δx) +R3(x) +O(δN−1).

Agora, veja que R4(x) =
−CN

α(N)(N − 2)
δN−2 1

|x|N−2
HD(0, 0) é solução de ∆R4 = 0, em RN\B1(0)

R4 = R3, em ∂B1(0).

Por fim, note que 
∆(R3 −R4) = 0, em Dδ\B1(0)

R3 −R4 = −R4, em ∂Dδ

R3 −R4 = 0, em ∂B1(0).

Pelo Princípio do Máximo vem que R3 = R4 +O(δN−1) e portanto

w(x)− wδ(x) =
CN

α(N)(N − 2)
δN−2

(
HD(0, δx)− 1

|x|N−2
HD(0, 0)

)
+O(δN−1).

O terceiro item segue do Lema 2.1 e do fato de que µ ≤ −(N − 2 + k).

Proposição 2.2. Seja p = pj como em (2.2), para algum j. Então para todo h , com

‖h‖∗∗<∞, existe uma única φ = Tδ(h) com ‖φ‖∗<∞ e uma única constante c(δ), solução

de


∆φ+ pwp−1φ = h+ pwp−1c(δ) · Y , em Ωδ

φ = 0, em ∂Ωδ∫
Ωδ

pwp−1φY dx = 0,

(P)

para δ pequeno o suficiente. Além disso, existe uma constante C = C(p) > 0 tal que para

δ pequeno

‖Tδ(h)‖∗≤ C‖h‖∗∗

|c(δ)|≤ C‖h‖∗∗.
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Demonstração:

Considere K : H1
0 (Ωδ)→ H2

0 (Ωδ)
c
↪→ H1

0 (Ωδ); K = (−∆)−1, então

−∆φ− pwp−1φ = h⇔ φ = K(pwp−1φ+ h) ⇔ φ−K(pwp−1φ)︸ ︷︷ ︸
L(φ)

= K(h)

⇔ (Id− L)φ = K(h)

com L : H1
0 (Ωδ)→ H1

0 (Ωδ) compacto.

Sejam S = span{PΩδYj = Y δ
j } e a projeção Pδ : H1

0 (Ωδ) −→ S⊥. Quero mostrar

que Pδ(Id− L) |S⊥ é injetor. De fato, seja φ ∈ S⊥ então Pδ(Id − L)φ = 0 se, e somente

se

φ−K(pwp−1φ) = c(δ)·Y δ ⇔ φ−(−∆)−1(pwp−1φ) = c(δ)·Y δ ⇔ −∆φ−pwp−1φ = pwp−1c(δ)·Y.

Afirmação: O problema abaixo admite somente a solução trivial
−∆φ− pwp−1φ = pwp−1c(δ) · Y, em Ωδ

φ = 0, em ∂Ωδ∫
Ωδ

pwp−1φY dx = 0.

(2.27)

De fato, caso contrário existiria uma sequência {φn}n∈N com φn 6= 0 tal que


−∆φn − pwp−1φn = pwp−1c(δn) · Y, em Ωδn

φn = 0, em ∂Ωδn∫
Ωδn

pwp−1φn Y dx = 0,

(2.28)

com δn → 0, quando n→∞. Considere φn =
φn
‖φn‖∞

, então ‖φn‖∞= 1 e


−∆φn − pwp−1φn = 1

‖φn‖∞pw
p−1c(δn) · Y, em Ωδn

φn = 0, em ∂Ωδn∫
Ωδn

pwp−1φn Y dx = 0.

(2.29)

Temos que c(δn)→ 0. De fato,∫
Ωδ

(−∆φn Y
δn
j − pwp−1φn Y

δn
j ) dx =

1

‖φn‖∞

∫
Ωδ

pwp−1c(δn) · Y Y δn
j dx

⇒
∫

Ωδ

pwp−1φn (Yj − Y δn
j ) dx =

1

‖φn‖∞

d∑
i=1

ci(δn)

∫
Ωδ

pwp−1Yi (Yj −O(δN−2
n )) dx.
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Logo, podemos escrever c(δn)[Id−O(δN−2
n )]cte = O(δN−2

n ), o que implica c(δn)→ 0.

Então, por Arzelá-Ascoli, a menos de subsequência φn −→ φ0 em C2
Loc(RN\B1(0))

com φ0 6= 0 e assim tomando o limite em (2.29) obtemos


−∆φ0 − pwp−1φ0 = 0, em Ω = RN\B1(0)

φ0 = 0, em ∂B1(0)∫
Ω

pwp−1φ0 Y dx = 0.

(2.30)

É sabido que o problema acima só admite a solução trivial, logo φ0 = 0, o que é

um absurdo. Portanto Pδ(Id − L) |S⊥ é injetor e com isso Pδ(Id − L) |S⊥ : S⊥ → S⊥ é

também sobrejetor.

Assim, Pδ(Id− L)φ = PδK(h)⇐⇒ Pδ(φ−K(pwp−1φ)−K(h)) = 0, então

φ−K(pwp−1φ+ h) = c(δ, α) · Y δ =⇒ −∆φ− pwp−1φ = h− c(δ, α) ·∆Y δ

=⇒ −∆φ− pwp−1φ = h+ pwp−1c(δ, α) · Y.

Portanto, dada h com ‖h‖∗∗<∞ exite uma única φ = Tδ(h) com ‖φ‖∗<∞ e uma

única constante c(δ, α) tais que o problema (P ) é satisfeito.

A estimativa da norma ‖Tδ(h)‖∗≤ C‖h‖∗∗ segue de maneira análoga ao problema

limite em (2.1).

Agora para estimar |c(δ)| veja que∫
Ωδ

(−∆φY δ
j − pwp−1φY δ

j )dx =

∫
Ωδ

(h+ pwp−1c(δ) · Y )Y δ
j dx.

A projeção Y δ
i = PΩδYi satisfaz a equação −∆Y δ

i = pwp−1Yi Ωδ

Y δ
i = 0 ∂Ωδ.

Então
∫

Ωδ

−∆Y δ
j φ dx =

∫
Ωδ

pwp−1φYjdx = 0. Com isso, obtemos

−
∫

Ωδ

pwp−1φY δ
j dx =

∫
Ωδ

hY δ
j dx+

∫
Ωδ

pwp−1c(δ) · Y Y δ
j dx. (2.31)

Veja que∫
Ωδ

|w(x)|p−1|φ(x)||Y δ
j (x)|dx ≤ C‖φ‖∗

∫
Ωδ

|x|p(2−N)

|x|N−2−σ dx ≤ C‖φ‖∗≤ C‖h‖∗∗,
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além disso ∫
Ωδ

|h(x)||Y δ
j (x)|dx ≤ C‖h‖∗∗

∫
Ωδ

|x|2−N

|x|N−σ
dx ≤ C‖h‖∗∗.

Note que para todo j = 1, · · · , d podemos escrever∫
Ωδ

pwp−1c(δ) · Y Y δ
j dx =

d∑
i

ci(δ)

∫
Ωδ

pwp−1YiY
δ
j dx

=
d∑
i

ci(δ)

∫
Ωδ

pwp−1Yi (Yj +O(δN−2)) dx. (2.32)

Voltando em (2.31) obtemos |c(δ)|≤ C‖h‖∗∗.

Lema 2.3. Seja g solução do seguinte problema


∆g + pwp−1g = (wp − wpδ) + pwp−1cδ · Y, em Ωδ

g = 0, em ∂Ωδ∫
Ωδ

pwp−1gYjdx = 0 ∀j = 1, · · · , d.

(2.33)

Então existe uma constante C > 0 tal que

(i) ‖g‖∗≤ CδN−2;

(ii) |cδ|≤ CδN−2+k.

Demonstração:

(i) Veja que

|wpδ − w
p|= |(w + (wδ − w))p − wp| ≤ C(|w|p−1|wδ − w|+|wδ − w|p)

≤ C(|w|p−1+|wδ − w|p−1)|wδ − w|

≤ C(|w|p−1+|wδ|p−1)|wδ − w|,

ou seja, |x|N−σ|wpδ − wp|≤ C|x|N−σ|x|(p−1)(2−N)δN−2 o que implica ‖wp − wpδ‖∗∗≤ CδN−2.

Então da Proposição 2.2 temos ‖g‖∗≤ C‖wp − wpδ‖∗∗≤ CδN−2.

(ii) Das equações que w e wδ satisfazem temos que


−∆(w − wδ) = 0 em Ωδ = Dδ\B1(0)

w − wδ = w em ∂Dδ

w − wδ = 0 em ∂B1(0).
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Então testando a equação com Y δ
j temos∫

Ωδ

−∆(w − wδ)Y δ
j dx =

∫
Ωδ

∇(w − wδ)∇Y δ
j dx = 0.

Por outro lado, da equação que Y δ
j satisfaz

 −∆Y δ
j = pwp−1Yj, em Ωδ

Y δ
j = 0, em ∂Ωδ

, ob-

temos

∫
Ωδ

−∆Y δ
j (w − wδ)dx =

∫
Ωδ

pwp−1(w − wδ)Yj dx

⇒
∫

Ωδ

∇Y δ
j ∇(w − wδ)dx−

∫
∂Dδ

∂Y δ
j

∂ν
(w − wδ)dσx =

∫
Ωδ

pwp−1(w − wδ)Yj dx.

Logo,

−
∫
∂Dδ

∂Y δ
j

∂ν
(w − wδ)dσx =

∫
Ωδ

pwp−1(w − wδ)Yj dx.

Agora multiplicando (2.33) por Y δ
j e integrando obtemos∫

Ωδ

(∆g Y δ
j + pwp−1gY δ

j )dx =

∫
Ωδ

(wp − wpδ)Y
δ
j dx+

∫
Ωδ

pwp−1cδ · Y Y δ
j dx.

Como
∫

Ωδ

∇g∇Y δ
j dx =

∫
Ωδ

pwp−1gYjdx = 0, então

∫
Ωδ

pwp−1gY δ
j dx =

∫
Ωδ

(wp − wpδ)Y
δ
j dx+

∫
Ωδ

pwp−1cδ · Y Y δ
j dx. (2.34)

Veja que

wp − wpδ = wp − (w + (wδ − w))p = wp − [wp + pwp−1(wδ − w) +O(|wδ − w|2)]

= −pwp−1(wδ − w) +O(|wδ − w|2),

ou seja,∫
Ωδ

(wp − wpδ)Y
δ
j dx =

∫
Ωδ

[
−pwp−1(wδ − w) +O(δ2(N−2))

]
Y δ
j dx

=

∫
Ωδ

−pwp−1(wδ − w)(Yj +O(δN−2+k) dx+O(δ2(N−2))

=

∫
Ωδ

pwp−1(w − wδ)Yj dx+O(δ2(N−2))

= −
∫
∂Dδ

∂Y δ
j

∂ν
(w − wδ)dσx. (2.35)
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Veja que,∫
∂Dδ

∣∣∣∂Y δ
j

∂ν

∣∣∣ |w − wδ| dσx ≤ C

∫
∂Dδ

1

|x|N−2

1

|x|N−1+k
dσx ≤ C

∫
∂Dδ

1

|x|2N−3+k
dσx

≤ Cδ2N−3+k 1

δN−1
≤ CδN−2+k.

(2.36)

Veja também que∫
Ωδ

|w(x)|p−1|g(x)||Y δ
δ (x)|dx =

∫
Ωδ

|w(x)|p−1|g(x)||Y δ
δ (x)− Yj(x)|dx

≤ CδN−2+k‖g‖∗
∫

Ωδ

|x|(p−1)(2−N)

|x|N−2−σ dx

≤ CδN−2‖g‖∗≤ Cδ2(N−2)+k. (2.37)

Por fim, note que para todo j = 1, · · · , d podemos escrever∫
Ωδ

pwp−1cδ · Y Y δ
j dx =

d∑
i

cδi

∫
Ωδ

pwp−1YiY
δ
j dx

=
d∑
i

cδi

∫
Ωδ

pwp−1Yi(Yj +O(δN−2+k)) dx. (2.38)

Voltando em (2.34) e usando (2.35), (2.36), (2.37) e (2.38) obtemos

cδ[Id+O(δN−2+k)]cte = O(δN−2+k).

Portanto |cδ|≤ CδN−2+k.

2.3 Prova do Teorema 2.1

Veja que o problema (2.1), tomando v(x) = δ
2
p−1u(δx), é equivalente ao seguinte

∆v + vp = 0 em Ωδ (2.39)

v = 0 em ∂Ωδ. (2.40)

A fim de mostrar a existência de solução do problema acima vamos mostrar pri-

meiramente a seguinte proposição.



Capítulo 2. O problema de Coron 61

Proposição 2.3. Seja p = pj, como em (2.2), para algum j = 1, 2, · · ·. Então existem δ0

e α0 tais que para todo δ < δ0 e todo |α|< |α0| o problema ∆v + vp = pwp−1c(δ, α) · Y em Ωδ

v = 0 em ∂Ωδ

(2.41)

tem solução, para algum c(δ, α).

Demonstração: Vamos procurar soluções de (2.41) da forma

v = wδ + α · Y δ + g + φ, (2.42)

onde g será escolhida mais adiante.

Então,

∆v+vp = pwp−1c(δ, α)·Y ⇔ ∆wδ+α·∆Y δ+∆g+∆φ = −(wδ+α·Y δ+g+φ)p+pwp−1c(δ, α)·Y

⇔ −wp−pwp−1α ·Y +∆g+∆φ = −wpδ −pw
p−1
δ (α ·Y δ +g+φ)+pwp−1c(δ, α) ·Y +N1(φ),

onde N1(φ) = −(wδ + α · Y δ + g + φ)p + wpδ + pwp−1
δ (α · Y δ + g + φ). Com isso vem que

∆φ+ pwp−1φ = pwp−1φ+ wp + pwp−1α · Y −∆g − wpδ − pw
p−1
δ (α · Y δ + g + φ)

+pwp−1c(δ, α) · Y +N1(φ)

= N1(φ) + (wp − wpδ)︸ ︷︷ ︸
E

−∆g − pwp−1g + p(wp−1 − wp−1
δ )g︸ ︷︷ ︸

N2(g)

+ p(wp−1 − wp−1
δ )φ︸ ︷︷ ︸

N2(φ)

+ p(wp−1 − wp−1
δ )α · Y︸ ︷︷ ︸

N2(αY )

+ pwp−1
δ α · (Y − Y δ)︸ ︷︷ ︸

N3

+pwp−1c(δ, α) · Y.

Escolhendo g solução de
∆g + pwp−1g = (wp − wpδ) + pwp−1aδ · Y , em Ωδ

g = 0, em ∂Dδ ∪ ∂B1(0)∫
Ωδ

wp−1gYi dx = 0, ∀i = 1, · · · , d,

(2.43)

então obtemos

∆φ+ pwp−1φ = N1(φ) +N2(φ) +N2(g) +N2(αY ) +N3 + pwp−1(c(δ, α)− aδ) · Y . (2.44)

Então, da Proposição 2.2 temos uma solução (2.44) se φ resolve o problema de

ponto fixo

φ = Tδ(N1(φ) +N2(φ) +N2(g) +N2(αY ) +N3).
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Veja que,∣∣∣E(x)
∣∣∣ =

∣∣∣wpδ − wp∣∣∣ =
∣∣∣(w + (wδ − w))p − wp

∣∣∣ ≤ C(|w|p−1|wδ − w|+|wδ − w|p)

≤ C(|w|p−1+|wδ − w|p−1)|wδ − w|

≤ C̃(|w|p−1+|wδ|p−1)|wδ − w|

⇒ |x|N−σ
∣∣∣E(x)

∣∣∣ ≤ C̃|x|N−σ|x|(p−1)(2−N)δN−2

⇒ ‖E‖∗∗= ‖wp − wpδ‖∗∗≤ C̃δN−2.

Então da Proposição 2.2 obtemos que ‖g‖∗≤ C̃δN−2.

Agora vamos estimar as normas de N1(φ), N2(φ), N2(g), N2(αY ) e N3.∣∣∣N2(φ(x))
∣∣∣ = p

∣∣∣wp−1
δ − wp−1

∣∣∣∣∣∣φ(x)
∣∣∣ = p

∣∣∣ (w + (wδ − w))p−1 − wp−1
∣∣∣∣∣∣φ(x)

∣∣∣
≤ C

[
|w|p−2|wδ − w|+|wδ − w|p−1

] ∣∣∣φ(x)
∣∣∣

≤ C
[
|w|p−2+|wδ − w|p−2

]
|wδ − w|

∣∣∣φ(x)
∣∣∣

≤ C̃
[
|w|p−2+|wδ|p−2

] ∣∣∣wδ − w∣∣∣∣∣∣φ(x)
∣∣∣

⇒ |x|N−σ
∣∣∣N2(φ(x))

∣∣∣ ≤ C̃|x|N−σ|x|(p−2)(2−N)δN−2
∣∣∣φ(x)

∣∣∣
= c̃δN−2|x|(p−2)(2−N)+2|x|N−σ−2

∣∣∣φ(x)
∣∣∣

⇒ ‖N2(φ)‖∗∗≤ C̃δN−2‖φ‖∗.

De maneira análoga vamos encontrar ‖N2(g)‖∗∗≤ C̃δN−2‖g‖∗, então

‖N2(g)‖∗∗≤ Cδ2(N−2)

e ainda

|x|N−σ
∣∣∣N2(αY (x))

∣∣∣ ≤ C̃|x|N−σ|x|(p−2)(2−N)δN−2|α · Y |

≤ C̃|x|N−σ|x|(p−2)(2−N)δN−2|α||x|2−N

≤ C̃|x|N−σ−(p−1)(N−2)δN−2|α|

⇒ ‖N2(αY )‖∗∗≤ CδN−2|α|.

Agora N3, ∣∣∣N3(x)
∣∣∣ ≤ p|wδ|p−1|α|·|Y − Y δ|≤ p|x|(p−1)(2−N)|α|δN−2
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⇒ |x|N−σ
∣∣∣N3(x)

∣∣∣ ≤ C|x|N−σ−(p−1)(N−2)|α|δN−2

⇒ ‖N3‖∗∗≤ CδN−2|α|.

Por fim N1(φ),∣∣∣N1(φ(x))
∣∣∣ ≤ ∣∣∣(wδ + α · Y δ + g + φ)p − wpδ − pw

p−1
δ (α · Y δ + g + φ)

∣∣∣
≤ C|wδ|p−2

∣∣∣α · Y δ + g + φ
∣∣∣2 +

∣∣∣α · Y δ + g + φ
∣∣∣p

⇒ |x|N−σ
∣∣∣N1(φ(x))

∣∣∣ ≤ C|x|N−σ
[
|wδ|p−2

∣∣∣α · Y δ + g + φ
∣∣∣2 +

∣∣∣α · Y δ + g + φ
∣∣∣p]

≤ C|x|N−σ|wδ|p−2
[
|α|2·|Y δ|2+|g|2+|φ|2

]
+ C|x|N−σ

[
|α|p|Y δ|p+|g|p+|φ|p

]
≤ C|x|N−σ

[
|x|(p−2)(2−N)|x|2(2−n)|α|2+|x|(p−2)(2−N)−2N+4+2σ(‖g‖2

∗+‖φ‖2
∗)
]

+C|x|N−σ
[
|x|p(2−N)|α|p+|x|−p(N−2−σ)(‖g‖p∗+‖φ‖p∗)

]
,

e assim

‖N1(φ)‖∗∗≤ C
[
|α|2+‖g‖2

∗+‖φ‖2
∗
]
.

Em resumo obtemos

‖N1(φ)‖∗∗ ≤ C
[
|α|2+δ2(N−2) + ‖φ‖2

∗
]

‖N2(φ)‖∗∗ ≤ CδN−2‖φ‖∗

‖N2(g)‖∗∗ ≤ Cδ2(N−2)

‖N2(αY )‖∗∗ ≤ CδN−2|α|

‖N3‖∗∗ ≤ CδN−2|α|

Veja que,

‖T (φ)‖∗ = ‖Tδ(Pδ(N1(φ) +N2(φ) +N2(g) + +N2(αY ) +N3))‖∗

prop. (2.2) ≤ ‖(N1(φ) +N2(φ) +N2(g) + +N2(αY ) +N3)‖∗∗

≤ C1 [‖N1(φ)‖∗∗+‖N2(φ)‖∗∗+‖N2(g)‖∗∗+‖N2(αY )‖∗∗+‖N3‖∗∗]

≤ C1

[
C2(|α|2+δ2(N−2) + ‖φ‖2

∗) + C3δ
N−2‖φ‖∗+C4δ

2(N−2) + C5δ
N−2|α|

]
.

Escolha a bola B = {φ; ‖φ‖∗≤ cδ2(N−2) + c|α|2}, então para φ ∈ B temos
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‖T (φ)‖∗≤ C1

[
C2(|α|2+δ2(N−2) + c2δ4(N−2) + c2|α|4) + C3cδ

N−2δ2(N−2) + C3cδ
N−2|α|2

+C4δ
2(N−2) + C5δ

N−2|α|
]

≤ δ2(N−2)
[
C1C2 + C1C2c

2δ2(N−2) + C1C3cδ
N−2 + C1C4 + C1C5

]
+|α|2

[
C1C2 + C1C2c

2|α|2+C1C3cδ
N−2 + C1C5

]
.

Assim, para δ e |α| pequenos o suficiente obtemos ‖T (φ)‖∗≤ cδ2(N−2)+c|α|2 ou seja

T (B) ⊂ B. Além disso, observe que em Ωδ = Dδ \B1(0) o operador Tδ = (∆ + pwp−1)−1

é limitado de C0 em C1,β, portanto compacto em C1. Logo T é um operador compacto

no conjunto fechado e limitado B. Portanto, pelo Teorema do ponto fixo de Schauder,

exite um ponto fixo de T em B. Isto conclui o desejado.

Para concluir a prova do teorema resta apenas mostrar que c(δ, α) = 0.

Multiplicando (2.41) por Y δ
i e integrando vem que

∫
Ωδ

(∆v Y δ
j + vp Y δ

j ) dx =

∫
Ωδ

pwp−1c(δ, α) · Y Y δ
j dx

⇒
∫

Ωδ

pwp−1c(δ, α)·Y Y δ
j dx =

∫
Ωδ

(∆wδ+α·∆Y δ+∆g+∆φ)Yj dx+

∫
Ωδ

(wδ+α·Y δ+g+φ)p Y δ
j dx.

Pelo Teorema de Taylor temos∫
Ωδ

(wδ + α · Y δ + g + φ)p Y δ
j dx =

∫
Ωδ

[
wpδ + pwp−1

δ (α · Y δ + g + φ)

+
1

2
p(p− 1)wp−2

δ (α · Y δ + g + φ)2

]
Y δ
j dx+

∫
Ωδ

RY δ
j dx,

onde |R|≤ |α · Y δ + g + φ|3≤ C|α|3|x|3(2−N)+C(‖g‖3
∗+‖φ‖3

∗)|x|3(−N+2+σ)≤ |α|3+δ3(N−2).
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Logo, podemos escrever∫
Ωδ

pwp−1c(δ, α) · Y Y δ
j dx =

∫
Ωδ

[
−wp − pwp−1α · Y + ∆g + ∆φ

]
Y δ
j dx+O(|α|3+δ3(N−2))

+

∫
Ωδ

[
wpδ + pwp−1

δ (α · Y δ + g + φ) +
1

2
p(p− 1)wp−2

δ (α · Y δ + g + φ)2

]
Y δ
j dx

=

∫
Ωδ

(∆g − (wp − wpδ))Y
δ
j dx−

∫
Ωδ

pwp−1α · Y Y δ
j dx+O(|α|3+δ3(N−2))

+

∫
Ωδ

[
pwp−1

δ (α · Y δ + g + φ) +
1

2
p(p− 1)wp−2

δ (α · Y δ + g + φ)2

]
Y δ
j dx

=

∫
Ωδ

pwp−1aδ · Y Y δ
j dx−

∫
Ωδ

pwp−1α · Y Y δ
j dx+

∫
Ωδ

pwp−1
δ α · Y δY δ

j

+

∫
Ωδ

p(wp−1
δ − wp−1)g Y δ

j dx+

∫
Ωδ

p(wp−1
δ − wp−1)φY δ

j dx

+

∫
Ωδ

1

2
p(p− 1)wp−2

δ (α · Y δ + g + φ)2Y δ
j dx+O(|α|3+δ3(N−2)).

(2.45)

Vamos olhar para as integrais do lado direito da igualdade acima.

∫
Ωδ

p|wp−1||aδ|·|Y | |Y δ
j | dx ≤ CδN−2+k

∫
Ωδ

|x|(p+1)(2−N)+kdx ≤ C̃ δN−2+k. (2.46)

Também por estimativas similares feitas anteriormente, temos que

∫
Ωδ

p|wp−1 − wp−1
δ ||g(x)| |Y δ

j (x)| dx =

∫
Ωδ

p
∣∣∣ (w + (wδ − w))p−1 − wp−1

∣∣∣|g(x)| |Y δ
j (x)| dx

≤ C

∫
Ωδ

[
|w|p−2|wδ − w|+|wδ − w|p−1

]
|g(x)| |Y δ

j (x)| dx

≤ C

∫
Ωδ

[
|w|p−2+|wδ − w|p−2

]
|wδ − w||g(x)| |Y δ

j (x)| dx

≤ C̃

∫
Ωδ

[
|w|p−2+|wδ|p−2

]
|wδ − w||g(x)| |Y δ

j (x)| dx

≤ C̃δ(N−2)‖g‖∗
∫

Ωδ

|x|(p−1)(2−N)

|x|N−2−σ dx ≤ C̃δ2(N−2).

(2.47)

Similarmente,
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∫
Ωδ

p|wp−1 − wp−1
δ ||φ(x)| |Y δ

j (x)| dx =

∫
Ωδ

p
∣∣∣ (w + (wδ − w))p−1 − wp−1

∣∣∣|φ(x)| |Y δ
j (x)| dx

≤ C̃

∫
Ωδ

[
|w|p−2+|wδ|p−2

]
|wδ − w||φ(x)| |Y δ

j (x)| dx

≤ C̃δ(N−2)‖φ‖∗
∫

Ωδ

|x|(p−1)(2−N)

|x|N−2−σ dx

≤ C̃δ(N−2)(|α|2+δ2(N−2)). (2.48)

Como Yj são funções ímpares, então

∫
Ωδ

1

2
p(p− 1)wp−2

δ (α · Y δ + g + φ)2Y δ
j dx

=
1

2
p(p− 1)

[∫
Ωδ

wp−2
δ α2 · Y δ · Y δY δ

j dx+

∫
Ωδ

wp−2
δ (g2 + φ2)Y δ

j dx

]
+p(p− 1)

∫
Ωδ

wp−2
δ (g α · Y δ + φα · Y δ + g φ)Y δ

j dx

=
1

2
p(p− 1)

∫
Ωδ

wp−2
δ (g2 + φ2)Y δ

j dx+ p(p− 1)

∫
Ωδ

wp−2
δ g α · Y δY δ

j dx

+p(p− 1)

∫
Ωδ

wp−2
δ (φα · Y δ + g φ)Y δ

j dx. (2.49)

Agora vejamos que,

1

2
p(p− 1)

∫
Ωδ

|wδ|p−2|g2 + φ2||Y δ
j | dx ≤ C(‖g‖2

∗+‖φ‖2
∗)

∫
Ωδ

|x|(p−1)(2−N)

|x|N−2−σ dx

≤ C̃(|α|4+δ2(N−2)). (2.50)

E ainda,

p(p− 1)

∫
Ωδ

|wδ|p−2|φα · Y δ + g φ||Y δ
j | dx ≤ C

[
|α|‖φ‖∗

∫
Ωδ

|x|p(2−N)

|x|N−2−σ dx

+‖g‖∗‖φ‖∗
∫

Ωδ

|x|(p−1)(2−N)

|x|N−2−σ dx

]
≤ C̃

[
|α|(|α|2+δ2(N−2)) + δN−2(|α|2+δ2(N−2))

]
.

(2.51)

Voltando em (2.45) e usando todas as estimativas anteriores, (2.46) à (2.51), obte-



Capítulo 2. O problema de Coron 67

mos ∫
Ωδ

pwp−1c(δ, α) · Y Y δ
j dx= −

∫
Ωδ

pwp−1α · Y Y δ
j dx+

∫
Ωδ

pwp−1
δ α · Y δY δ

j dx

+

∫
Ωδ

p(p− 1)wp−2
δ g α · Y δY δ

j dx+O(|α|3+|α|δ2(N−2)) +O(δ3(N−2) + |α|2δN−2)

+O(δ2(N−2)) +O(δN−2+k) +O(|α|3+δ3(N−2)). (2.52)

Agora, vamos analisar as integrais acima

∫
Ωδ

pwp−1c(δ, α)·Y Y δ
j dx =

d∑
i=1

cδi

∫
Ωδ

pwp−1YiY
δ
j dx =

d∑
i=1

cδi

∫
Ωδ

pwp−1Yi(Yj+O(δN−2+k)) dx.

(2.53)

−
∫

Ωδ

pwp−1α · Y Y δ
j dx = −

d∑
i=1

αi

∫
Ωδ

pwp−1Yi(Yj − (Yj − Y δ
j )) dx

= −
d∑
i=1

αi

∫
Ωδ

pwp−1YiYj dx+O(|α|δN−2+k). (2.54)

∫
Ωδ

pwp−1
δ α · Y δY δ

j dx =
d∑
i=1

αi

∫
Ωδ

pwp−1
δ Y δ

i Y
δ
j dx

=
d∑
i=1

αi

∫
Ωδ

p(w + (wδ − w))p−1(Yi + (Y δ
i − Yi))(Yj + (Y δ

j − Yj))dx

=
d∑
i=1

αi

∫
Ωδ

p
[
wp−1 + (p− 1)wp−2(wδ − w) +O(|wδ − w|2)

]
YiYj dx

+O(|α|δN−2+k)

=
d∑
i=1

αi

∫
Ωδ

pwp−1YiYj dx+
d∑
i=1

αi

∫
Ωδ

p(p− 1)wp−2(wδ − w)YiYj dx

+O(|α|δN−2+k) +O(|α|δ2(N−2)). (2.55)
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∫
Ωδ

p(p− 1)wp−2
δ g α · Y δY δ

j dx =
d∑
i=1

αi

∫
Ωδ

p(p− 1)(w + (wδ − w))p−2g Y δ
i Y

δ
j dx

=
d∑
i=1

αi

∫
Ωδ

p(p− 1)
[
wp−2 + (p− 2)wp−3(wδ − w) +O(|wδ − w|2)

]
g (Yi + (Y δ

i − Yi))(Yi + (Y δ
i − Yi)) dx

=
d∑
i=1

αi

∫
Ωδ

p(p− 1)wp−2g YiYj dx+O(|α|δ2(N−2)+k) +O(|α|δ2(N−2)).

(2.56)

Usando (2.53), (2.54), (2.55) e (2.56) em (2.52) e supondo que k > N − 2 obtemos

d∑
i=1

ci(δ, α)

∫
Ωδ

pwp−1Yi(Yj +O(δ2(N−2))) dx =
d∑
i=1

αi

∫
Ωδ

p(p− 1)wp−2 [g − (w − wδ)] YiYj dx

+O(|α|3+|α|δ2(N−2)) +O(δ3(N−2) + |α|2δ(N−2))

+O(δ2(N−2)) +O(|α|3+δ3(N−2)). (2.57)

Da equação (2.43) que g satisfaz, temos que

 ∆g δ−(N−2) + pwp−1g δ−(N−2) =
(wp − wpδ)
δ(N−2)

+ o(1), em Ωδ

g δ−(N−2) = 0, em ∂Ωδ.
(2.58)

Quando δ → 0 o problema acima converge para o seguinte

 ∆g1 + pwp−1g1 = pwp−1CNHD(0, 0)
(

1− 1
|x|N−2

)
, em RN\B1(0)

g1 = 0, em ∂B1(0).
(2.59)

Como∫
Ωδ

pwp−1YiYjdx→ C0δij =

C0, i = j

0, i 6= j

quando δ → 0, com C0 > 0

se α = δN−2ᾱ com |ᾱ|6 R para algum R > 0 que independe de δ, então (2.57) se

transforma numa equação na forma vetorial da forma

(
C0Id+ o(1)

)
...

ci(δ, α)
...

 = δ2(N−2)

(Aij)


...

ᾱj
...

+ b+ o(δN−2)

 (2.60)
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para algum b ∈ Rd, onde

Aij =

∫
RN\B1(0)

p(p− 1)wp−2

[
g1 −

CN
N − 2

HD(0, 0)

(
1− 1

|x|N−2

)]
Yi(x)Yj(x)dx.

=

∫ ∞
1

∫
∂B1(0)

p(p− 1)wp−2

[
g1 −

CN
N − 2

HD(0, 0)

(
1− 1

rN−2

)]
ψ2 Θi Θj r

N−1dθdr

Pela ortogonalidade de {Yi(x)}i temos Aij = 0 quando i 6= j, e se

∫ ∞
1

p(p− 1)wp−2

[
g1 −

CN
N − 2

HD(0, 0)

(
1− 1

rN−2

)]
ψ2 rN−1dr 6= 0, (2.61)

então existe uma raiz ᾱ(δ) da equação do lado direito de (2.60) e consequentemente

c(δ, δN−2ᾱ(δ)) = 0.
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