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Resumo

Neste trabalho, consideramos uma classe de problemas elipticos supercriticos nao
lineares. Apresentamos um método para determinar solugao do problema de Coron no caso
supercritico para uma sequéncia de expoentes ressonantes. Tal método é uma adaptacao
do método de perturbagao no caso onde nao se conhece toda a variedade de solugoes do

problema nao perturbado.

Palavras-chave: Equacoes elipticas nao lineares. Problema de Coron. Expoente super-

critico. Sequéncia de expoentes ressonantes.



Abstract

In this work, we consider a class of nonlinear supercritical problems. We present
a method to determine the solution of Coron’s problems in the supercritical case for a
sequence of resonant exponents. Such a method is an adaptation of the perturbation
method in the case where the whole solutions manifold to the non perturbed problem is

not known.

Keywords: Nonlinear elliptical equations. Coron’s problem. Supercritical exponent.

Sequence of resonant exponents.



Lista de Simbolos

RY denota o espago Euclidiano N-dimensional com pontos x = (xq, - -+, xs).
(x,y) denota o produto escalar de z,y € RY.

B,(y) = {z € R ||z — yl< 1}

SN = {x € RN*! | |x|= 1} denota a esfera unitaria N-dimensional.

Vu denota o gradiente da funcao de valores reais u.

Vu - Vo também denotaremos por (Vu, Vv).
N 52
A denota o Laplaciano: A = —.
enota o Laplaciano 21: 927
Id denota o operador identidade.

LP(RY), LF (RN), LP(Q), etc., denotam os usuais espagos de Lebesgue.

loc

WmP(RN), W™P(Q), etc., denotam os usuais espagos de Sobolev.

2N
N -2

2" =

se N>3e2*=+4oc0se N=1,2.

Se I € C*(H,R), H espaco de Hilbert, é um funcional, I’(u) denota o gradiente de I em
u € H, definido por meio do teorema da representagao de Riesz (I'(u)|v) = dI(u)[v],

Vo € H, similarmente (I”(u)v|w) = d*I(u)[v,w], Yv,w € H.
u = o(e") significa que ue~* tende a zero quando € — 0.
u = O(€") significa que |ue*|< ¢ quando € — 0.

0c(1) denota uma fungao que depende de € e tente a zero quando € — 0.
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11

Introducao

Um modelo classico de equagao eliptica nao linear é o seguinte problema

Au+uP =0, u>0em )
u=0 em 0f)

(0.1)

onde € ¢ um dominio suave e limitado em RY e p > 1.

. N +2 . . .
O expoente critico p = N3 tem papel determinante na questao da solvabilidade
do problema.
+ 2

N -
Quando 1 < p < N9 a solucao pode ser encontrada como um extremo para a

N +2
melhor constante na imersao Hg(Q2) — LP*1(Q). Quando p > D) este minimizante

falha, nao existe no geral.

Pohozaev em [25] descobriu que néo existe solugdo se o dominio for estritamente
estrelado. Kazdan e Warner em [19] observaram que se ) for um anel a compacidade se
verifica para p > 1 dentro da classe das funcoes radiais e a solucao pode ser encontrada

. .~ . N +2 . :
variacionalmente, sem restricoes em p. Para o caso critico p = ) Brezis e Nirenberg
em [10] encontraram uma solu¢ao adicionando um termo linear adequado. Coron [12]
solucionou o caso critico usando uma aproximagao variacional, se €2 tiver um pequeno
buraco. Rey [20] estabeleceu a existéncia de multiplas solu¢oes para dominios com varios
pequenos buracos. Ja em [8], Bahri e Coron, estabeleceram a solvabilidade no caso critico
para dominios com topologias nao triviais.

O questionamento feito por Rabinowitz e estabelecido por Brezis em [9], no caso
supercritico, se a topologia nao trivial é suficiente para determinar solucao foi respondida
negativamente por Passaseo [24].

Se p é supercritico, mas estd proximo ao critico, solugoes sao encontradas em

dominios com pequenos buracos [13] [14], 20].

Em [I5], Del Pino e Wei estudaram o problema com o expoente p acima do critico
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em um dominio de Coron 2 = D \ Bs(0).

Eles mostraram, em um dominio de Coron 2 = D\ Bs(0), a existéncia de solugao
para ¢ > 0 suficientemente pequeno com p supercritico e p diferente de uma sequéncia

{p;} jen de expoentes ressonantes, para todo j, onde

N +2
N -2

<pp<py<--- com klimpk:oo. (0.2)
—00

O principal resultado deles é o seguinte Teorema:

N +2
Teorema [I5]. Eziste uma sequéncia como em (0.2)) tal que se p > N il 5

entao existe dg > 0 tal que para qualquer 6 < oy (0.1)) possui pelo menos uma solugao.

ep # pj,

No Capitulo 2 exibimos condic¢oes suficientes para obter um resultado similar ao
teorema acima, quando p = p;, como na sequéncia em , para todo j > 3 impar.

A fim de dar veracidade ao método usado para demonstrar o principal resultado
do Capitulo 2, citado acima, no Capitulo 1 adaptamos uma das técnicas de perturbagao
estudadas em [4]. O método que adaptamos foi introduzido pela primeira vez por Am-
brosetti e Badiale em [I], 2]. Utilizamos de modo variacional, em um exemplo simples e

no problema eliptico

—e?Au+V(z)u =uP, em R"
u >0, em H'(R"),

onde 3 < p < 2*—1eV éum potencial limitado que satisfaz
(V1) Ve CHR™) e [|[V|oa< oo;
(Vo) \s = inf V> 0.

Se tivermos que 0 é um ponto critico ndo degenerado do potencial V', ou seja, V(0)
nao-singular, entao sob as condi¢oes acima, existe uma solucao do problema eliptico que
se concentra em torno de 0, quando ¢ — 0.

Este resultado ja é conhecido, com hipoteses menos restritivas, ver [3, 5]. Demos
uma nova demonstracao para este resultado, porém usando um método modificado. Como
as solugoes deste problema ja sao conhecidas, foi possivel testar o método que adaptamos
e assim dar confiabilidade ao aplica-lo no Capitulo 2.

O método de perturbacao adaptado apresentado no Capitulo 1 consiste em encon-

trar pontos criticos para uma classe de funcionais I, : H — R de classe C*, k > 2, definidos
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no espago de Hilbert H, onde nao se conhece por completo a variedade de solugoes do
problema nao perturbado.

Em linguagem de operadores, tal método pode ser descrito como segue:

Queremos resolver uma equacao do tipo u = Fs(u) que é equivalente a resolver
(0.1) em Q5 = Ds \ B1(0). Sabemos que o dominio Qs se aproxima de R™ \ B;(0) em
um certo sentido quando § — 0 e esse problema limite u = F(u) em RY \ B;(0) possui
uma solucao U que ja conhecemos. Considerando o problema linearizado associado a U,
¢ = F'(U)[¢] denotemos por K o nicleo deste operador, isto ¢ K = Ker(Id — F'(U)) =
span{Y; | i = 1,---,d}, que também é conhecido. Vamos procurar solugoes us proximas
de U no sentido de que

ygylu(s — Po,Ul|x@;)=0,

onde X (€25) é um espaco de fungoes escolhido adequadamente e Py, U é uma projecao de

U nesse espaco. )

Vamos tomar zs(&§) = ws +Z£¢Y;‘S, onde w; = Po,U e Yf = Po,Y;. E assim,
vamos procurar solucoes de u = F;(:J) em torno de us(&) = z;(§) + ¢s(£), onde @5 € Wi
e W5 é o complemento ortogonal de K5 = Po, K, isto é W5 = (span{Y};)*.

Observe que se us(§) = Fy(us(£)) entao z5(8) + ¢5(§) = Fis(25(E) + d5(£)) e expan-

dindo temos

25(8) + 0s(§) = Fs(25(8)) + F'(25(€))[¢5(8)] + R(5,€),
ou seja,
¢5(€) — F'(25(€))[05(§)] = F5(25(8)) — 25(&) + R(4,€). (0.4)
O problema limite, quando § — 0, pode ser formulado em um espaco X = X (RV\
B1(0)), o qual podemos decompor como X = K @& W, sendo P : X — W a projecao,
temos que Id — PF'(U)|w: W — W & invertivel.
Em seguida mostramos que Ls := Id— Po, Fi(zs5)|w,: Ws — W é também invertivel

com norma do operador inverso Lgl uniformemente limitada para 0 < § < dp. E assim,

aplicando L3 ' em (0.4)) obtemos

$s(§) = Ly ' Py (F5(25(8)) — 25(€) + R(6,8)) .

Resolvemos este problema de ponto fixo pelo Teorema de Schauder. Assim mos-

tramos que existe ¢(9, ) solugdo do problema de ponto fixo acima. Com isso, voltando
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ao problema original, na verdade resolvemos

Fs (6(0,6) = F'(25(€))[0(6, §)]) = Fs (F5(25(§)) — 25(8) + R(6,€))

ou seja

Py (25(8) + ¢(0,§) — F5(25(€) + ¢(0,€))) =

Logo,

SH

ci(6,6)Y2(8).

M&

25(8)+6(6,§) = Fs(25()+0(5,€)) = > cil(6,6)Y () = us(§)—Fi(us(€

i=1 =1
O 1ultimo passo é mostrar que, para todo J suficientemente pequeno, existe uma
escolha adequada de & = & de modo que ¢;(d,&) = 0 para todo i = 1,---,d e assim

teremos o problema resolvido.
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Capitulo 1

Preliminares

Vamos apresentar neste capitulo alguns resultados abstratos, e suas aplicagoes,
estudados em [4], sobre a existéncia de pontos criticos para uma classe de funcionais
perturbados I, definidos em um espaco de Hilbert H, cuja norma e produto interno sao

denotados por ||| e (:|-), respectivamente.

1.1 Meétodo de Perturbacao na Teoria do Ponto Critico

Vamos apresentar uma das técnicas de perturbacao estudadas em [4]. O método
que adaptamos foi introduzido pela primeira vez por Ambrosetti e Badiale em [, 2].
Seja I, : H — R um funcional de classe C*, k > 2, definido no espaco de Hilbert

H. A fim de encontrar pontos criticos do funcional I, suponha que:

(i) existe uma variedade Z. C H, d—dimensional de classe C*, k > 2, que possui para

todo z¢ € Z. uma parametrizacao local z¢, § € R?, cuja norma C* é limitada;

(ii) existem fungoes continuas f,g : (0,¢9) — R com hH(l) fle) = lin%g(e) =0, tais que
e— e—
IT/(2¢)||< f(€), para todo z € Z. e | I”(z)[q]lI< g(€)llqll, para todo z € Z, e para
todo g € ngze;

(iii) existem C,ro > 0 e v € (0,1] tais que |[I”||c+< C em {u | dist(u, Z.) < ro};

(iv) sendo P : H — W a projegao ortogonal em W = (sze)i, existe uma constante

C > 0 que independe de ¢ e € tal que PI](z¢)|,, possui inverso em W e além disso

I(PeI?(2e)) < C-
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Vamos procurar pontos criticos de I, usando o método de reducao de Lyapunov-
Schmidt, isto é, vamos procurar pontos criticos da forma
u = z + w. com zg € Z.ew, € W. Se P : H — W é como em (iv) a equagao

I'(z¢ + w.) = 0 é equivalente ao sistema

PIl(z4+w) =0 (equagao auxiliar),
(Id — P)I(z+w) =0 (equagdo de bifurcacao).

Satisfeitas as propriedades acima temos o seguinte resultado.

Proposigao 1.1. Suponha que (i)-(iv) se verificam, entdo existe ¢y > 0 com a sequinte
propriedade: para todo |€|< €y e para todo z¢ € Z. a equagio auxiliar em tem uma

tinica solu¢do w. = we(ze) € W = (T%Ze)L de classe C* com relagdo a z¢ e € tal que
[we(ze)[|< Cf(e)

lw, (ze)[I< C(f(€)” + g(€)),

uniformemente com relagao a z¢ em compactos de Z..

Para resolver a equagao de bifurcagao em vamos considerar o funcional reduzido
P, : Ze — R dado por
D (2¢) = Ie(2e + we(2)).

Teorema 1.1. Suponha (i)-(iv) e considere w.(z) obtido da Proposi¢ao[l.1 Se ®. tem,
para |e| suficientemente pequeno, um ponto critico z. entao, u. = z. + we(ze) € um ponto

critico de 1.

A prova da Proposicao e do Teorema podem ser encontradas em [21].

1.1.1 Um exemplo simples

Considere os funcionais I, G : R® — R, dados por

1 1 1
Io(x1, 32, x3) = 5(37% +a3) — Z(-’E% +a3)’ + 555% e Ga1,22,23) = (21 — 2)* + 25 + a3,

entdao I}(x1, xe, x3) = (x1[1 — (2% + 23)], 22[1 — (23 + 23)], x3).
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Veja que S' = {z = (cos(£),sin(£),0) | € € R} é variedade de pontos criticos de

Iy e além disso, para todo z € S' temos

—2cos?(€) —2cos(€)sin(€) 0
Ig(2) = | —2cos(€)sin(€) —2sin?(&) 01|
0 0 1

logo Ker(I})(2)) = span{(—sin(£),cos(€),0)} = T.S', para todo z = (cos(£),sin(£),0) em
St, € e R.
G|st tem um minimo nao degenerado em (1,0,0), entdo é natural buscar solugoes

de I/(z) = I}(z) + €G'(z) = 0 proximas de (1,0,0), por isso considere
Z = {z = (1,0,0) + £(0,1,0) | ¢ € R}.
Note que I’(z¢) = Ij(z¢) + €G'(z¢) = (&%, —&%,0) 4+ €(—2,2¢,0), entao
I(z) = O(E) + O(e),  VzeZ.

Além disso, para qualquer ¢ € TZEZ = span{(0,1,0)} temos

91— -2 0 0
I (ze)lal = 15 (z)la] + €G"(2¢)[q] = —2¢ 2¢ -3¢ 0 L,
0 0 1+ 2e 0
entdo, para |{|= o.(1) temos
Ié/<z£)[Q] = (_257 2e — 3527 0) = O(‘€|+€)7 Vg € TZEZ,

logo as propriedades (i) e (ii) s@o satisfeitas e é facil ver que (iii) também é verificada.
Seja W = (TZEZ)L = span{(1,0,0),(0,0,1)} e vamos considerar a projegao orto-
gonal P; : R® — W, para concluir o item (iv) das propriedades acima basta ver que

PeI(z¢)|lw € invertivel e |[(PeI”(z))7||< C. De fato,

100 —2_21—¢) -2 0 —2_2(1—¢ -2 0
00 0 Y % — 362 0 = 0 0 0
0 01 0 0 1+ 2e 0 0 1+2€
A —=2(1—-¢ 0 .
Entao Pl (ze)|lw= ¢ invertivel para e e £ pequenos
0 1+ 2¢

o suficiente.
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Portanto, temos satisfeitas (i)-(iv) e pela Proposigao|l.1|podemos dizer que existe

um tnico w,(§) € W que é solucao de Pell(ze + w(§)) = 0.
Podemos escrever we(§) = (x(£),0,2:(§)) € ze + we(§) = (L +x(£), &, 2(€)), entao

PeI!(ze + we(€)) = 0 se, e somente se

10 0\ [ (1 €)1 — (1 + 7€) +€)] + 21 + 2,(6) — 2) 0
000 E1— (1 +z(8))* + &2)] + 2¢€ =10
00 1 2e(&) + 2€ez.(€) 0
{ (1 4+ 2 ()L = (1 +(€) + €3]+ 2e(1 + 2.(€) —2) = 0
= (1.1)
(1+2€)z(€) =0.
Entao, z(§) = 0 e z(£) é raiz da equagao (L.1). Vamos calcular a expansdo de

Taylor para z.(§).

8;56 (1= ((1+2())* + )] + (1 +29) {—2(1 + we(é))%? _ 25] L 26803;6 0
aagz [1 —((1+ me(f))2 + 52)] + 288? [_2(1 =+ xe(f))%? _ 24
Or\° 82z, o,
B [_2 ( ag) — 2L+ al) gz —2| 255 =0

%9(: [1= (1 +2€))* + )] + (1 +z(€)) [—2(1+x6(§)) aﬂ 25+ 2, () -

2 . 0 € 0 €
T L (12 + €] + 2 {‘2“ ede) aﬂ
oz, \? P | Or. P,

+(1+z(8)) | -2 ( axe) — 21 +ed0) a; o 8566 o 8; "
0z, Oz Ore

O, : Oe O E
+ 5 | -2 sl G| + (v atey |25 T 20+ e o]
+28x6 + 2¢ Pz =0
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axe 8x€ 821‘5 821"6 62376
Quando € = £ = 0 obtemos o€ =0, e = —1, D2 -1, e —5e 9e0E 0
logo, usando expansao de Taylor

o ox 1 0% 10%x O’z

(&) = 20(0 c ‘ soa | Etsan| & :
7€) = w0+ ZE| et Bt 3T ooC T T oo T Bede looE
+0(® + |€]?)

1

= —€— 262 — 552 + 0(63 + |£’3)7

e assim, w(§) = (—e — 32 — 3£2,0,0) + O(€® + |£]*) =W (&) + O(e® + [¢]*) e também
ze+we(§) = (1,£,0)+we(€) = (1,0,0)+£(0,1,0) +we(§) = 20+ Eea+We(§) + O(€7 + [€]%).
Olhando agora para o funcional reduzido ®, = I.|; e expandindo novamente temos

(€)= ol +wel€)) + €Glag + we(€))
= Io(20) + Ij(20) [€e2 + (&) + O(¢* + [¢[)]
T a0) [éea +W(€) + O + 1EP)]" + L1 (20) [éea +T(€) + O + e
?m%+m@»+m&+m%

= gl o) [€) + O + 1G] + G () o2 +Wle) +O(E + [eP)’

+ Gz +we(€)) + O(e + [€%).

Veja que
2.0 0 —e— 22— 124 O( + |¢]P)
I (z0)[we(€) + O(€® + [€°)] = 0 00 O(e + |¢1°)
0 01 O(e* + [€]?)
= (2e+ 5e? + 262 + 0(63 + \f’g)a 0, 0(63 + ‘f’g))
Entao,

I (z0) [@c(€) + O(e® + [¢[)]
= (I3 (20) [W(&) + O + [€°)] | I (20) [@e(€) + O(* + [¢*)])
= —2¢2 — 106 — 3¢% — §62§2 — & O(* + €€P)

= 22— 106® — 3% + O(* + |¢|) + O(* + €|¢]?),
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veja também que

€Gze +we(§)) = el(we(§) —1)* +¢7]
= el2(§) — 2z.(§) +1+¢7]
= €[ +568 +e+2e+52+E+ 1+ +0(E+[€P)
= E+EE 422 +568 + e+ e+ e+ 0> + €Y

= e+28 + 66+ 2% + O(e* + |¢]h),

por fim
1 1 31y(20) 1 93Io(2) 1 93Io(z0)
ol 14 . 3_ = 0\~<0). 3 , -+ 0\~0/ 2 - 0\~0 2
glo (Fo)lSes O = 5= T S e, T2 T o003 102

1 8310(20) 3
3 L2
3! Oz

= LI (0)[Eer + wl O = ~a3(E) — )€ = &+ Ee+ O + [l
desta forma

+ % [—262 —10€® — 3% + O(e* + |§|4)} + [63 + e+ O(e* + |§\4)}

€+ 262 + 6% + 26% + O(e* + [€]Y)+] + O(e* + [¢]*)

oc(€) =

N SN e

3
=-Af+8+mé+¥%+m&+mﬁ

Tomando [£|= € temos ®.(£) — P.(0) = €* [3 + O(e)].
Ent&o, existe ¢; > 0 pequeno o suficiente tal que, para todo z¢ = (1,£,0) em uma

e-vizinhanca de zy = (1,0,0) em Z obtemos

P (6) —D(0) >0 se 0<e<ey, elé=¢
P.(6) —D(0) <0 se —e <e<0, ell|=c¢.

No primeiro caso, ®, tem um minimo local em uma vizinhanga de zy, enquanto no
outro possui um méaximo local. Com isso, concluimos que ®. tem um ponto critico z. em

uma vizinhanc¢a em Ze portanto pelo Teorema ue = ze + we(z.) é ponto critico de I..
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1.1.2 Aplicagao a equagao de Schrodinger nao linear
Vamos considerar o problema eliptico

—e?Au+V(z)u =uP, em R"
u >0, em H'(R"),

onde 3 < p < 2*—1eV éum potencial limitado que satisfaz
(V1) Ve CYR™) e ||[V|a< oo
(Vo) \s = inf V> 0.

Teorema 1.2. Suponha que 0 € um ponto critico nao degenerado de V', ou seja, V" (0)
nao-singular. Entao, sob as condigdes acima, existe uma solugao de (1.2)) que se concentra

em torno de 0, quando ¢ — 0.

Este resultado ja é conhecido, com hipoteses menos restritivas, ver [3, [5]. Vamos
dar uma nova demonstragao para este resultado, porém usando um método modificado.

E conveniente fazer uma mudanca de varidveis x — ex e assim é equivalente
ao seguinte problema

—Au+ V(ex)u =uP, em R"
u>0, em H'(R").
Se u.(+) € solugao de entao u(2) é solugao de .
O funcional energia associado ao problema , I. € CY(HY(R"),R) é dado por

(1.3)

1 1
I(u) = §/R (|Vul*+V (ex)u?)dx — o) u?de,

onde uy = maz{0,u}.

Em H'(R") vamos considerar o seguinte produto interno e norma, respectivamente
(ulv) = / (VuVo+ V(O)uw)de o [Jul’= / (Va4 V (0)u?)dz.
n Rn

Note que podemos escrever I.(u) = Iy(u) + G(€,u) onde,

1

1
Tolw) = 5 ul>~

p+1 Jgn

Wlde e Gleu) = %/H(V(ex) — V(0)uldz

Observe também que I é o funcional energia associado ao seguinte problema

—AU+V(0)U =UP, em R"

(1.4)
U>0, em H'(R").
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Sabemos que ([1.4) tem uma tnica solu¢ao U a qual é radial e tem, juntamente
com suas derivadas até ordem 3, um decaimento exponencial, ver [22].

Considere Z, = {z := U(z) + U(z)'¢ ; |€|< 0.} onde, 6, depende de € e é tal que
ou
(91:1- '

dc = 0 quando e = 0, £ € R" e U(z)'{ denota VU - § = Zfi

i=1

Lema 1.1. Sejam a,b € R;p > 1 e defina x4 = max{0,x} para qualquer x € R, entao

(|a]+\b|)p_1 - (|la|P~t+|pP~1) se p<2 (A1)
| 222 (Jal B se p > 2.
1
o et d =2 (A2)
C, (la[P~2[b|+[b|P~") se p>2.
C,|bP se p<2
(a+b)% — a¥. — pall 'b|< vl P> (A.3)

Cp (lalP=2[pP+[bfP) se p>2.

A demonstracao dessas desigualdades podem ser encontradas no Apéndice de [22]

Lema 1.2. O funcional 1., definido acima, satisfaz as propriedades (ii) e (iii) pagina 18.

Demonstracao: Tome ¢ € C§°(£2), com © C R™ aberto limitado, entdo para qualquer

2 € Z, temos

(V2eV+ V(026 — (26 )7) dir + / (V(ex) = V(0) %6 dx.  (1.5)

n

(a0l = [

n

Vamos analisar as integrais acima,
/ (VY64 V(0)2e6 — (e)}) do = / (VUG +V(OUS - U6)dr
+ [ (@6 + VO )6~ pUT U (0)66) da

- / ((ze)% — UP = pUP U (2)€) & da

_ / (=AU + V(O)U — UP) 6 da

[ (CAT@O +VOU@E - T @e) 6 de

_ / ((ze)f = U = pUP U (@)€) 6 da

Os dois primeiros termos sao nulos, pois U ¢ solugao de (|1.4)) entao
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| (Vo4 V0o~ Gotda| < [ | - 07 = g0 0@l ok
< /R (U +U'(2)€)f — UP — pUP~'U’ (z)€] 4| da.

Pela desigualdade (A.3]) obtemos

IN

/'ump%w<xFHU%wwﬁwux
(ElP+1€P) 11,

| (V204 V)6~ (et da

IN

entao

< cegll, (1.6)

| (V204 V)6~ (et d

Para a segunda integral veja que

| i) = V()2 ds

< Rn\(V(Ex) = V() [ |z || de

IN

3/M¥W+UWMWMB
Rn
< ce+IED]dll,

logo

/n (V(ex) — V(0)) ze¢p dz| < C(€% + €26.)|| 9] (1.7)

Substituindo (|1.6) e em (|1.5) concluimos que

(I(ze) | 9)| < C(e* +)llgll - Vo € CF(9),

e portanto
[(ze)[< C(e+682)  Vze € Ze. (1.8)
Agora considere ¢; = 8—U €T, Z. = span (9_U’ s 6—U e ¢ uma funcao teste.
a&:i ¢ 8.’171 8.Tn
Temos
; 1 ou _o0U
w6 el o) = [ L. (7 (55) o vogze-wr o) e
(10 )| il Je \Y \ 0, ) o,

'p /n ((ze)it=UP) %cﬁ dx| +

= |(0 [ )| = | W1(ﬂﬁ(22)*v“”gU 2o ds

+ p/n((U+U’( - U 1) ¢d$

/;w«m»—vmnaﬁ

+ /H(V(ea:) - V(0 ))8x@¢ dz| .
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Novamente, como U é solucao de (1.4) e pela desigualdade (A.2)) segue que

(1210 5] [0) | < caeremen,

entao
1 (z)lall|< COc+llall, Yz € Ze e Vg€ T Z, (1.9)
isto conclui o item (ii).

Agora considere uy,uy € {u € HY(R"™); dist(u; Ze) <710}, 7o > 0, entdo

|1 (u) [0, w] = I (up) [, w]| - = ’—p / ()5 = (up)y " ow da
< p . |(U1)If1 — (uz)ﬁ_1|lvw|d:p
= p [ [(ug+u — 'U/Q)ﬁ_il — (U2)351|"Uw|df]j,
Rn

Usando a desigualdade (|A.2)) novamente, temos
177 (ur) = I (ua)[|< (lur = wafl+{lur — ua P71,

logo
| I”]|c1< C em {u € HY(R"); dist(u; Z.) < 1o} (1.10)

Denotando W = (T, Z.)*, vamos procurar pontos criticos de I, da forma u = Zetw

3
ondeZEEZeewEW.
Se P: : H'(R™) — W denota a projegao ortogonal em W entao a equagao I/(z¢ +

w) = 0 equivale ao sistema

PIl(z4+w) =0 (equagao auxiliar), )
(Id— P)I/(z4+w) =0 (equagdo de bifurcagao).
Logo, achar pontos criticos de I, equivale a encontrar solugoes de ((P’)).
A fim de garantir a existéncia de solugoes da equagao auxiliar em , pela Propo-
sigao , resta mostrar que P:I”(z¢)|w € invertivel e além disso, que existe uma constante

C' > 0 independente de € e £ tal que ||(P:I”(z)) '||< C. Isto segue dos Lemas a seguir

cuja a prova ¢ andloga aos Lemas 2.4, 2.5, e 2.6 em [22].
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Lema 1.3. Existe C' > 0 tal que para € suficientemente pequeno

,, ) ouU U 1\ *
I"(z)[v,v] > CH|v]|% Yo € (span{aa—m"”’a_%}) '

Lema 1.4. Eziste C' > 0 tal que para € suficientemente pequeno
(I (2¢)[Peze) | Peze)l > CllPeze|®, V€ € R”, [€]< 6.

Lema 1.5. Considere o operador L. = PeI!(z¢)|lw: W — W. Entao, existe C > 0 e e

suficientemente pequeno tais que L.¢ possui inverso e satisfaz
-1
[Lcell< €,
para todo & € R™ com [€]|< 6.

Temos entao satisfeitas as propriedades (i)-(iv) e com isso podemos usar a Pro-
posicao que garante a existéncia e unicidade de solugao para a equagao auxiliar com
e suficientemente pequeno. Mais precisamente podemos afirmar que existe €5 > 0 tal que
para todo |e|< € e para todo z¢ € Z., com |£|< 6, e 6. — 0 quando € — 0, a equacdo
auxiliar Pel!(z¢ + we(z)) = 0 tem uma tnica solugdo w, = w(z) € W. Além disso
lwdl< C(e + 82) e lufll< C(e + ).

A fim de resolver a equagao de bifurcagao, vamos considerar o funcional reduzido
P, : Ze — R dado por

D (&) = Ic(ze + we).

Primeiramente vejamos algumas expressoes envolvendo w, e suas derivadas.
Note que como w, é solugao da equagao auxiliar, entdo I/(z¢ + w.) € W+, ou seja,

(Il(z¢ +w,) | v) = 0 para todo v € W. Logo, para todo v € W temos
0 = / (V(ze + we) Vo + V(0)(2e + we)v) dz

_ /n(zg + w,)Pvdx + /n(V(ex) — V(0)) (2 + we)vda,

Para facilitar a notagdo vamos escrever w no lugar de w,, vamos usar ( ’ ) para

indicar as derivadas de w em relagdo a €, (ex. w’' = %—’:) e indicar com indice 7 as derivadas
de w em relacdo a &, (ex. w; = g—g).

Voltando para a expressao acima temos

(ze | v) + (w | v) = / (2 +w)Pvdr — / (V(ex) = V(0))(ze + w)vdz. (1.11)
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Derivando em relacao a € vem que

(W' |v) = p/n(z§ +w)P w'vdr — / V'(ex)x(ze + w)vdx — / (V(ex) — V(0))w'vdz.

n (1.12)

n
Derivando novamente em relacao a e tem-se

(w" [ v) = p(p—l)/n
_ /n (V"(ex)x, x) (2¢ + w)vd — 2/

(ze + w)P 2 (w')?vdz + p/ (ze +w)P 'w"vdz

n

V'(ex)zxw'vdx — / (V(ex) — V(0))w"vdx.

R n
(1.13)
Quando € = £ = 0 obtemos
(w" | v) :p/ U w"vdw —/ (V"(0)x, z)Uvdz, YveW,
entao
(O] | v) = — / V'O, 2)Uvdz, Vo € W,
Na verdade temos
(L) [w"] |v) = —/ (V"(0)x, z)Uvdz, Vv H'(R™). (1.14)

De fato, seja v = v; + vy comv; €W e vy € Wt = (TZ§Z) entao vy é tal que

(1o (U)[w"] | v2) = (L5 (U)[va] [ w") =0 = —/ (V"(0)z, 2)Uvsdzx.

n

Agora derivando ((1.12) em relagao a & obtemos

(w} |v) = plp— 1)/ (z¢ +w)P~? <ng + wi> w'vdx +p/ (z¢ + w)P  wivdx

_ / V'(ex)x (ngi + wi> vdz — /n(V(ex) — V(0))wjvdz. (1.15)

Fazendo € = & = 0 temos

(w] | v) :p/ U twivdz,

entao (Ij(U)[w}] | v) = 0 para todo v € W.

Note que como w; € W e IJ(U)|w ¢é invertivel, entdao se v, € W+ temos

(g (@)[wi] | v2) = (wi | I(U)[va]) = 0,
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e portanto

(L (U)[wi] [v) =0, VveH'(R").

Derivando a expressao (1.11]) em relagao a &; tem-se

oU oU
) — p—1 )
(axi]v)~l—(wz\v) p/n(z§+w) (azi+wl)vda:

- /H(V(ex) — V(0)) (ggi + wi> v dz.

Derivando novamente em relagao a §; vem que

oU ou
;s = —_ p_2 . .
(wij | v) p(p—1) /n(z§ + w) (&Ei + wz) (_ﬁxj + w]> v dx
+ p/ (z¢ + w)P  w; ju do — / (V(ex) — V(0))w; jv dx.

Para e = £ = 0 obtemos

oU oU
. — -1 p—2-~ “~ p—1,,
(wi; | v) =plp )/n U oz, 8xjv dx +p/n UP™ w; ju dx

oU oU
(T ws] | v) = plp — 1) / vr2 20U g e e HYRY).
0 J 8:171 89@

n

Note que, de U solugao de (1.4]) temos

ou ou oU
—A — 1=
o que implica que
0*U 02U oU oU 02U
—A V(0 =plp—NUP > —— +pUr ' ———
axiaxj + ( )8@8% p(p ) 81:2 8xj + p 8@(%] ’
ou seja,
0*U 02U oU oU 0*U
_ — —_pyr2z == p—1
8xi8xj v V(O) 8@895] v p(p )U aZL’Z 8xj v pU 8%8%

Integrando em ambos os lados, obtemos

0*U 0*U 0?U
_ Pl

- -1 P2 wd
p(p Mﬂ om; 0, U4

(1.16)

(1.17)
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entao

<[3’(U) { U ] | v> =p(p—1) / UP*28—U8—U vdr, Yve H'(R"). (1.19)

axiaxj 8:61 T

Note que por ((1.17)), (1.19)) e usando o fato de que I{/(U) é invertivel em W temos

0*U

= . 1.2

wij

Além disso, usando (|1.18]) novamente obtemos

o’U U

oU oU oU

8$i 8x]~ O_xk
0*U oU 0*U oU
— p—2 -
+ p(p 1)U <8xzaxk 8(13j + 6xj8xk 8ZEZ>
0*U oU o3U

- pr-1
a.fial’j 8l’k + p 81;189038@ ’

-A = pp—1)p—-2)U""

+ plp—1)UP?

logo, para v € H'(R") vem que

U U U
A—— - - gyl d
/n ( O0x;0x,;0xy, + V(O)axﬁmj@xk r &viaxj@xk) var
0’U oU 0’U 0oU 0’U oU
= -1 p=2 _— d
Pl )/n u (8@8% Oz, + Oz ;0xy, Ox; + O0z;0x; 89@) var

oU oU oU
B _ p—3-~ ~ 7 Z=
+p(p—1)(p—2) /n (U Oz, Oz, awk) v

Entao, para qualquer v € H'(R") temos

o3U oU oU oU
I'"U) | ——— = —1)(p—2 p82- 2
< 0(U) {axi(‘?ycj@xk} | U> plp =1y )/ (U Ox; Ox; axk) v de

. (_1)/(]1,_2 0*U 5U+ 82U3_U+ aQUa—Uvdx
pip n Ozr;0xy Ox;  Ox;j0xy Ox;  Ox;0x; Oxy, ’

ou
Em particular, quando v = — obtemos

8xl
oU oU oU oU oU oU
—1D(p=2 P83 T T 7 dr= —plp—1 P=22" 77 .
p(p )(p )/n v Ox; Ox; Oy, Oy dr p(p )/n v Ox; 8xlwlk du

ou ou oU oU
—p(p — 1)/ Ur—? 5, ik dx — p(p — 1)/ Up_z——xwij dx.

Vamos mostrar agora a existéncia de ponto critico.
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P
Usando (|1.14)), (1.16)), (1.17), (1.19), (1.20) e (1.21f vamos expandir %56 em po-
téncias de € e &.
Veja que
1 2 2 1 +1
P.(8)= = (IV(ze + 0) P4V (0)(2¢ + w)?) dw — —— [ (2 +w)"*da
1
45 [ Vler) = VO e+ 0P
ou ainda
o (&) = 1(z +w ]|z —kw)—L (2e +w)Pdx
€ 2 3 3 p+ 1 R 3
1
+§/ (V(ex) — V(0))(2¢ + w)?dz. (1.21)
Derivando ([1.21)) em relac¢do a € obtemos
0P ! / 1 ! 2
B = (ze +w|w') — (z§+w)pwd:r+§ [V (ex)z (2¢ + w)
+2(V(ex) — V(0))(2¢ + w)w'] dr, (1.22)

derivando ((1.22)) em relacdo a € temos

((99_5 = (@' [w) + (zg +w|w")— p/n(zf + w)P N (w')’dx — /(25 + w)Pw"dx
+ %/n [(V"(ex)x | 2)(2¢ + w)* + 4V (ex)x (2¢ + w)u'] da
+ 5 [ V) = Vo) [ + e+ wp] 12

derivando novamente em relagao ¢ obtemos

3
%_6(31) — 3(71)/ | w//) + <Z£ +w | w///) _p(p_ 1)/ (Zg _|_w)p—2 (w/)gdl‘

— p/ (ze +w)P~ ! 2w w"dx —p/

(ze +w)Pt w'w"dx — / (ze + w)P w"dx

n n

+ % /n (V" (ex)[a]*(2¢ + w)* + 6(V" (ex)a | @) (2¢ + w)w'+
6V’ (ex)z [(w')* + (2 + w)w"]] da
vy / 2(V(er) = V() Bl + (o6 + wyu"] dr.

(1.24)

Agora derivando (|1.21]) em relac@o a & obtemos
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0P _ 8U+w‘|z +w —/(z + w)? aU+w- dx
& \ 0z T R ¢ Ox; '

1

+§ /n(V(ex) —V(0))2(z + w) <gﬂz

+ wi) dz, (1.25)

derivando ([1.25]) em relacao a §; temos

62(1) — (w--|z +w)+ 8U_|_w.|8_U_|_w.
8&8& N " ¢ 6@ ! or; J

J

—p /n(25 +w)P~! (g—z - wi> (g—g + wj> dr — /n(25 + w)Pw;;dx
. / (V(er) - V(0) [2 (ngi + wi) (S_Z 4 wj) -2z + w)wij} dr,  (1.26)

derivando (|1.26)) em relacao a & temos

_oe (wijk | 2e +w) + w~]a—U+w + | w ’a_Uer‘ + 8U+w<\w-
060606, I I o o, T dx; R

J

ou ou oU
— —1 p—2 , - . -
po=1) [ Gerur (G ) (G0 +w) (G +w) o
_ oU oU
_p/n(Z§ + w)p 1 |:wjk (8751 + wi) + (a_iL‘j + wj) wik} dx
oUu
—D /H(Zg + w)p_1 ((9_.1']9 + Wk) wijdx — /IR,L(Zg + w)pwijk dx
1 ou oU oU
bl _ 2w [ = . 2w | 2 . 2w |
+5 /n(V(eyc) V(0)) { Wik (8901- +wl) + 2wy, (835 —|—w]) + 2w;; (&ck —|—wk)]

% / (V(ex) = V(0))2(z + wywe d,

(1.27)

por fim, derivando (|1.27)) em relacgao a & obtemos
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o*d oUu oUu
W: (Wijkt | ze +w) + | wijk | +wl + (wijt | For +wy | + (wij | wy)

(s | Gy ) o G )+ G L)+ o+

=002 [ Gerwr (52 +u) (52 +w) (5o +u) (5o +w ) s
—p(p — 1)/n(zz+w)” 2 [wu <gg+ > (gg —i—wi)_ d

-1 [ Gerwr (5w [ (50 +w) + (52 + ) wa do
e (o) )

-1 ou
—p (Zg + w) Wikl e + w; | +wipw + wiiwsg + Wik | dx
—p(p—l)/(z5+wp2< )( +wk>wijdx
R
1 ou
- | (ze+w)P |wyw; + Hp. T Wk | wij dx — z§ +w)P7 | — + wy | wijk do
n k

1 oUu
_ /n(2§ + w)Pw;jp dr + 3 /R(V(ex) —V(0)) [ijkl <8x + wi) + QU}jsz‘l] dz

1 ou ou
+§ /H(V(E.T) - V(O)) [2wikl <8$] + ’wj> + Zwikwﬂ + 2wijl <8.’L‘k + wk> + Qwijwkl] dx

+3 / (V(ew) - V(0)) {zwijk (gg + wl) + 2z + w)wijm] dz.

Tomando ¢ = £ = 0 vem que

0P ou ou ou
= — P — / —
0&; le=¢=0 <8$i | U) /n u Gxidx fo(U) {8@} 0
9*® oUu  oU oU oU
— . i p—1 2 A — Py .
8{&9@ e=£=0 (ww | U) + (@IZ a.l’]) p/n u @IZ 8x]~ dx /n v wwdx
. ou| oU
= I(U)wy] + <I’(U) {89& } | o > 0,
7 i
06,0606 le=e=0 ~ 91 Dy, 1 o, ox; | F
oU oU oU oU 8U 8U
_ _ p—22~ ¥ ¥ . p—1 -
p(p 1)/nU Dz: 0, D p/nU [“’J’“axi T oz, T o k“’”} d

— / Upwijk dx
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N ok
08006,

= DO+ (R [52] Tay) + (@) [ 52 1)

oU oU oU oU
" - p—2 o =
I (U) [89&1] | w]k> pip=1) Rn v Oz; Ox; (%kd

L, 0U 0U oU
St e o

por[CT =~ (B | 52 ) = = {50) [ 5| Ty ) =0

+

06,0600 — Yk oy ) T\ gy, ) TN TR g

oU oU oU oU oU
+  (wi | wjr) + (wi | wj) + (0;1: | wjkl) —plp—1)(p— 2)/ ur—3

9z; O, D, Dy
- 1)/ g2 [QUOU,  OUDU  OUOU QUYL OUOU ),
P . dx; O1; Dy, O; Dy, Oz D, O; a0z, *

oU oUu oUu OU
- p/n urt [wjkla + wjipwy + wjw + 6x]-wikl] dx —p(p — 1)/n ur- 287787:%%0 dz

_ ou ou
- P/n urt |:wklwij +— By wij + o wwk} dx — /n UPwijp dx

51d , oo [OU o [OU y
~ Sevegegg = WO+ (50 | 52| Tusae) + (5@) |50 i) + (0wl | 0a)

+ <I(’)’(U) [SZ] \ wjkl> + <I(’)’(U) [SU] | wlkl> + (15 (U)[wji] | war) + (I (U) [wji] | wik)

oU oU oU oU oU oU
_ _ _ p—3 _ _ p—2
plp—1p=2) /n v ox; B:L‘] Oz 8x1d plp—1) /n v Oz Oy, Oy, a4

- (_1)/ pr2[OUOU UOU L QUOU . U +aUan o
PP " dx; O; Dy Ox; Dy 0x; " 9, Oy O, ;]

por (1.17) temos

o' oU oU oU 8U
— = —plp-1p-2 P8 22 2 22
O€.0€,06,06, plp =1 =2) / U 0w 0, 0m 0w ™
oU oU oU oU oU oU
_ _ p—2 227 . .
plp—1) /n u {8:{;[ oxy, wij ox; 8:cjwlk * ox; 8xiw]k du
por [[L.2T] =

Agora, vamos olhar para as derivadas mistas. Derivando (1.22]) em relagao a &;

temos
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0*® ou ou
et . / / _ p—l . /
De0E; <8Ii+wz|w)+(25+w|wz) p/n(25—|—w) <8xi+wz)w dr
- [ Gerwputder s [ 2 o) (5 4w
aU !/ /
r2(ve) Vo) (52 4w ) '+ (ae + whut ) .
Derivando ([1.23) em relagdo a &; obtemos
ok ou ou
— / / ) " mn _ . p—2
—6628@ 2(wz|w)+(ami+wz|w)+(z,5—|—w|wz) p(p 1)/n(z5+w) (8@
+w;) (w')? da — P/ (2¢ +w)"~ " 2w'w] dz —p/ (2 +w)P™! (gU + wi) w" dx
n n ':CZ'

[ Geruratan g [ 20 o)) (G5 + )
vav(ents (50 4w ) w+ et wpt) | o5 [ 2vien) - vio)
+ (gg + wi> W + (2 + ’w)wi’} dz,

(1.28)

derivando (|1.26)) em relagao a € temos

e _ (W) ;| ze + w) + (wi; | w') + w’|a—U—|—w- + aU—l—w-|w’
06060 W b o, Ox;

J

oUu ou
N . p—2 .,/ . - .

p(p—1) /n(zg +w)PCw (8xj + wj> ((9@- + wl) dzx

oUu ou
o eyt [ug (G ) + (G ) i we de = [ Gor

n 1 J n
1 , ou ou
+§ /n 2V (El‘)$ K@_xj + wj) (a—xZ + wi) + (Zg + w)wij‘| dx
1 ’ aU aU / / !

vy [ 207t = vy [ (G +w) + (% by )l a4 (e 4w o

agora, derivando (|1.28) em relacao a &; obtemos
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01® ou

_ 9% o W)+ 20w | W, " " A

SagesE = ks )+ <wzrw]>+<wj|w>+<a, w])+<81+wg|wz)

+(Zg+w|w£’j)—p(p—1)(p—2) (et w)?

—p(p—1) /n(25 +w)P? [wz‘j( ')2 <

_p/n(zg—l—w)p_l [Zw wh + 2w ww] —plp—1) /]R”(

—p/ (¢ +w)P! [wijw"+ <8U

ox;

) (g ) }

~ (e
) )il
> w” dx

/ (2 +w) pw” dx

1 oU oU

— 2" - i i
+2/n (Vv (ew)x!x>[<a$j+w><a +w>+(z§+w)w]_da:

1 , o oUu . , oUu ' , )]
+3 /n 4V’ (ex)x {www + (8% + wz> wi + 83: +w; | w; + (2e + w)wij_ dx

1 /! / 14 8U //-
—1—5 2(V(ex) = V(0)) |2wiw; + 2w'wi; + wijw"” + wj + Er +wj | w; | de

n ,] i

1

2

derivando ((1.24) em relacdo a &; temos

o’
0e30&;

—p(p—1)(p— 2)/n(z§ + w)P3 <

—p(p — 1)/Rn(zg +w)P? <8UZ

0x;

—p(p—1) /n(Z£ +w)P? <8U

ou
8:@

8.%

[ Gerur (5

0

5/ [2V’”(e:z:)[w]3(zs +w) (gf

_i_f

1/}6V(

2 {210 | +
/n 2(V(ex) = V(0)) [3w’w” + 3w +

!
2

por fim, derivando (|1.27)) em relacdo a € obtemos

3] | ") + 3w’ | wl) + (aU
+ w¢> (w')3 dx — p(p

)+ o0 (eale o) (5

(&

/ 2V (ex) — V(0)) (2 + w)ul, da,

ami +wz ’ 'LU”/> + (Zg‘i_w ‘ w/l/

— 1)/ (ze +w)P23(w')?w] d
R

) / " dI‘ / (Z§+’IU) (2w/ //_"_2w/ //)d$
Rn”

+ wi> "w" dx — / (ze + w)P~ [wiw” + w'w] dx

w; > w"” dx — / (ze + w)Pw;" dx

)w + (2¢ + w)w )] dx

) w’ + (z¢ + w)wg’] dx

)

(@

8$Z‘

n

w" + (ze + w)w ’"} dz,
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847@— (Wi | ze +w) + (wijn | W) + [ w; la—U—i-w + (wij | wy)
060¢,0¢,0e R ik T gy 91 %%k

ik 8.’1,'] J ik J ) Jk axz 2 jk

—p(p—1)(p—2) /Rn(2§ +w)P 0w’ <(§Z€ + wk) (g; + wj) (gg; + wz’) dx
—p(p—1) /n(Z§ + w)P~2 [w; <ggj + wj> (:;)Z + wz-) + w) (ggk + wk> <§Z + wﬂ dx
—p(p—1) /n(zf +w)P 2w <§Z€ + wk) <gg + wj) dx
-p(p—1) /n(zg +w)P W’ |:wjk: (gg; + wz') + <§Z + wi> wik::| dx
—p/n(% +w)P! |:w;k (gg + wi> + wikw; + wi (ggj + wj> - wikw}} dx
—p(p—1) /n(zs +wf w (ggﬁ + wk) wij dx
ey ou , , /
—p /Rn(zﬁ + w)? (wkwij + <8:vk + wk) wi; tw wijk) dx — /n(zf +w)? wiy,
+% /n 2V (ex)x [w]—k (gi + wi> + wik (gg; + wj> + wi; (ggk + wk> + (z¢ + w)w,-jk} dx

1 oUu oU
+2/ 2(V(ex) — V(0)) {w;k ((% + wi> + wjkwg + wgk ((% + 'UJj) + wikw;} dx

J

1

oUu
+= / 2(V(ex) = V(0)) |wi; | =— 4+ wg | + wijwy, + w'wijr, + (z¢ + w)wyp, | da.
2 Jgn 7\ Ozp !

Novamente, quando ¢ = £ = 0 vem que

*®
86852

oU oU
— " U mn _ Upfl_ " d _ Up l/d
o (8%]11))4—( | wy') p/n oW /Rn w; dx

1 " ou
+ §/n 2(V"(0)z | I>U8xidx

= Ul [ vrlde = [ = o

PP
8628@-

por LT = 10t + (@) |5 | [u) = 3 (R 5 ) =0,
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93P ou oU ou  oU
_— = (w!. _— ) p—1 |, +ZY Y
6&85]86 e=£=0 (U)U ’ U) * (wl 8:@) + (8@ ’ wj) p/n v |:'LU] (91:1 + al‘j wz‘|

a4¢ _ / / " aU " aU " "
ST | e = 20T+ (g L)+ (G V) + (G ) + W )
oU oU ou
_ p—1 o o p—2 // p—1 ./ "
» RnU 2w wi dx —p(p—1) RnU Gx] (9:1% dx /n U <www + 8$iw3
oUu 1 oU oU
_ _ Doy’ _ " - .
+8$Jw ) dx o UPwy; dr + 5 /n 2(V"(0)x | z) [8$i oz, + Uw,]} dx
ou ou
= B+ (5O |5 | 1ar) + (5O | 57] 1) + GO 107
J (2
oU oU oU oU
1 ’ no_ _ p—2 w" " B
F20O) i) | 05) == 1) [ 072 ST o [ (v ) ) |G ST+ V| do
por L0 [ 7O |0} | 5 5 + Uy |
Rn 0 iaxj

% e~ Bl (ggz | wm) + (U [ w’) —p/n UP~'3wjw” do

—p / o g—giw”’da: - [ vrattaes % / n 2V"'(0)[;,;]3ng dr

[ oo

por LI = 130wt + (100 | 5] 1) + 3 @)lad] ) = 35O )
e

aU
/N
d
/R ) V axz x
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ot B , , , oU , —l ,
D6,06,0600¢ (wijp, | U) + <wij | 3%) + (wij | wy) + (wik \ (%) + (wi | w;)

J

oU oU oU oU oU oU oU
e — ., ) = -1 P2 Et AW
—I—(wZ ’ w]k) + (81‘1 | w3k> p(p )/n U <8.%' ox; Wi + oxy, 8,%'2 + oxy 8.%']w > de

oU oU oU
—p/n ur! (8 " wjpw; + wzka + wipw); + wiwij + m%) dx — /Rn UPwiy, dx

= 0wl + <I({<U> [Sﬂ | w;j> L) ] | wig) + (O] | wi)

por I e L2 0§l |y + (500 | | Tt )+ () | 5| i)

—{Ig (U)[wyi] | wy) — (To () [wpi] | wy) = (15 (U) [wis] | wg)

= 0.
Vamos escrever
™ Behecn Za@a@ LS = %22% e %
%@af—;b im0 © ia&asjae e off”ég % ey B
ia@@f 5o 1€ T3 Z a@a@a@ae e ofﬂf’“”%% e ©
+O(e" + [¢)

n

e 1 " oUu oU
96, 562 {/R(V (0)z | z) (8x% + me) dz} 3

1
+6€3/ Z‘/]kll'jl'k.’lfl

Jkl

Agora, escreva V"(0) = (Viy)x,; € usando (1.20) temos
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1 " oUu oU 1 oUu oU 0*U
§/n<v (0)1’|$>( x'—'+UU}z‘j>diE: §/HZVM$M1{ §+U }dm.

1 8_1713_% 8:61(9%

2
Rn

R™ 856@ 813j leaxj

1 0*U ou ou
= 5 l Vi {— /Rn U (8:6181’] TrTy + a—x](slﬂml + a—g}j(hl}) dl}

1 0*U
—i—§ ; Vi /Rn Uaxiaxjxk:vld:v

1 oUu
- 5 Z Vi (— / UaT((Skle + (Shl‘k)dl‘)

J

1
= 5 Z Vi (— /Rn 587(U2>(5]ﬂ$l + (5h:ck)da:)

J

1 1
= 5 Z Vkl (/Rn §U2(§kifslj + 5115kj)d(£)

1
= 50 ; Vit (0ki015 + 6130k;5)

1
1
= 5OV + V) = CVy,
1 2
onde C = 3 U-.

Voltando em (|1.29), considere o vetor b cujas coordenadas b;’s sao tais que

1 oU . .
b; = —/ E VimxjxprU—-—dx, para todo ¢ = 1,...,n e com isso podemos escrever

Vo (£) = ECV"(0)€ + €6+ O(e* + |€]*),

ou seja,

V(&) = 35, [CV(0)E + €670+ 02671 + 52e7%)]

onde £ = 0.£ com |£|< R, e R > 0. Escolha 6, = ¢, entdo da expressido acima concluimos

que

Vo (€)= CV"(0)E +b+0(e)). (1.29)

F(E)

Note que, como 0 é ponto critico ndo degenerado de V', entao V”(0) é invertivel e

assim F'(£) = CV"(0) tem determinante diferente de zero. Note também que F'(§) = 0 se,



Capitulo 1. Preliminares 39

e somente se £ = —[CV"(0)]~'b. Logo, para R > 0 grande o suficiente, o grau topolégico
deg(F, Br(0),0) = sgn(detF'(£)) ¢ diferente de zero. Com isso e por (1.29) obtemos

deg(F + O(€), Br(0),0) = deg(F, Bg(0),0) # 0,

entdo existe £, em Br(0), tal que (F + O(€))(£,) = 0 o que implica V& (e£,) = 0, isto
é, &, tem um ponto critico ndo degenerado z¢, := 2. em Bp(0) C ZE e portanto, pelo

Teorema temos que u, = 2. + we(2e) € um ponto critico de I, o que conclui o (|1.2)).
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Capitulo 2

O problema de Coron

Sejam D um dominio suave e limitado em RY com 0 € D e § > 0. Em [I5],
Del Pino e Wei estudaram o problema abaixo com o expoente p acima do critico em um

dominio de Coron Q = D\ Bs(0)

Au+uP =0, u>0em )
u=>0 em Of).

(2.1)

O principal resultado deles é que existe uma sequéncia {p;};en de expoentes res-

sonantes

N +2 .
N_g <PL<p2<-- COm}}ggopk—OO (2.2)

tal que se p é supercritico e p # p; para todo j, entao tem solucao para § > 0
suficientemente pequeno.

Nosso objetivo ¢ mostrar que para p = p;, como na sequéncia acima com j > 3
impar, e ¢ suficientemente pequeno o problema possui pelo menos uma solugao. Ou

seja, o objetivo é mostrar o seguinte teorema.

Teorema 2.1. Suponha que p = p;, como em (2.2)) com j > 3 impar e que a integral em
(2.61) ¢ diferente de zero. Entao para § > 0 suficientemente pequeno o problema ([2.1)

possui pelo menos uma solugao.
Note que (2.1]) é equivalente a

Au+uP =0, u>0em
u=>0 em 0€)s

(2.3)
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1
onde Q5 = {x e RN : §z € Q} = SQ no sentido que u(x) é uma solugao de (2.3)) se, e
somente se, fﬁu(%) é solugao de ((2.1)).

Logo o problema limite, quando § — 0, relativo a (2.1)) é o seguinte

Aw + wP = 0, w > 0 em RY\ B;(0)

2.4
w=0em dB;(0); limsup|z[Y?w(z) < co. 24)
|| —o0

E conhecido que o problema acima tem uma tnica solugao simétrica e radial w(r),

se p > N3 Isto porque Ni em [23] mostrou que o problema
—AU = |z|*UP, em B;(0)
(2.5)
U=0 em 0B;(0);
N +2+ 2«

coma>0el<p< , tem uma tnica solugao radial.

N —2
Assim, sendo U(z) = mﬁw(#) a transformagao de Kelvin de w temos w(z) <

val% e além disso

1 1 x 1 €T
CAU@) = —— A - Aw [ ).
(@) = ZF 2 o “’(W) EE ”‘“(m?)

1
Entao —AU = |z|*U? implica ———=Aw + |z|*

||V |95|M—N—2)wp = 0, ou seja, Aw +
o 2™
Veja que a+ (N +2) — p(N — 2) = 0 se, e somente se &« = p(N — 2) — (N +2), dai
- o N +2
a condi¢ao a > 0 implica em p > N o

2.1 O operador A + pw”~! em R\ B;(0)

Em [I5] foi estabelecido uma teoria de invertibilidade para o operador linearizado

associado a w. Foi investigado sob quais condigoes o problema

A¢+pwP~tp=h, ¢ >0em RY\B(0)

. (2.6)
¢»=0 em 0B;(0), |1‘1£>n d(z) =0

com h = 0, admite somente a solucao trivial. Para este fim, consideraram o primeiro

autovalor do problema

Y

N—1
1/}” + Twl —prpild} + Vﬁ = 0. (27)
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P(1)=0e (oc0)=0. (2.8)
Este autovalor é variacional e caracterizado como

= inf floolw/|27"N_1 dr — pfloo wP g PrN Tt dr

GS ) 2.9
pee [ PN dr (2:9)

v(p)

com & = {¢p € C'[1,00) [¢p(1) =0e [TJW/)>r" " dr <oo}. Esta quantidade estd bem
N —2 2 o0 o0
definida devido a desigualdade de Hardy % / VN3 dr < / [/ |2rN "t dr.
1 1
O numero v(p) é negativo, pois o quociente de Rayleigh fica negativo quando

avaliado em ¢ = w. De fato,

—Aw:—w”—uw':w” = — !
r rN-1

(,r,N—l,w/)/ = wP
= / (PN Yw — PV P dr = 0
1

= / [erl(w’f — rN’lwp“} dr =0
1

_ [ PN (W) = e N pwr ] dr _ [ (1 = p)rN Tttt dr
floo w2rN=3dr floo w2rN=3dr

Note que p > 1, logo segue a afirmacao.
Considere o problema ([2.6)) com i = 0, e suponha que ¢ é uma solugao. A simetria

do dominio RY \ B;(0) nos permite escrever
dx) = r(r)Ok(0), r>0e0 SV, (2.10)
k=0

onde O, k > 0 sao as autofuncoes do operador de Laplace-Beltrami —Agv-1 em SV}
normalizado, as autofungoes sao os esféricos harmoénicos, esses podem ser definidos como
polindémios homogéneos de grau igual & ordem do autovalor A, associado, ver [7], lem-
brando que o conjunto de autovalores é dado por {j(N —2+ j); j > 0}.

O seguinte Lema nos da o decaimento de 1 e v)'.

Lema 2.1. Para r grande o suficiente temos

vl

rH re—l

onde |1 € a raiz negativa de p(p+ N —2) = \g.

1
Demonstragao: De (2.7) ¢ —— (r""'¢)' = ¢" + ——1), vem que
rN= r

1 3 _ A
S (YT = e+ S,
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entao

(PN Y = —prN TP 4 AV R, (2.11)

o0
Note que pela desigualdade de Hardy / 2" 3dr < co. Entdo podemos afirmar
1
que existe uma sequéncia r,, — oo tal que 1(r,) = o(1) quando n — co. Caso contrario
o0
Y(r) > C para r no infinito, e isso contradiz / 2" 3dr < 0.
1

Voltando em ({2.11)), multiplicando por r* e integrando em (R, r,,) obtemos

/ s“(sN_lw’)’ds:—/ ps“+N_1wp_1wds+/ NesP T3 ds,

R R R
ou seja,
—/ pst NPl ds = sH TNy () 1: —u/ SN2 (5) ds
R R
Y / " N3 g
R
utN=1 70" Ak U N—2 m Ak T EN—2
R PR e S Py vaur ) A
—u/ sHN=2) (5) ds
R
= SN (s)| = st ()]
Logo,

- / put N T ds = el VT () = RFVTI(R) — TR ()
R

FURN2Y(R). (212)

Agora, integrando (2.11]) em (1,r,) temos

/Tn(sN_I@//(s))'ds =— /Tn pwP™ Nl (s) ds + Ay, /Tn s (s) ds,
1 1 1

e multiplicando por r# vem que

rEN=LY () = —prfj/ wP Nl (s) ds + )\krﬁ/ sN3(s) ds + ' (1)rk.
1 1

Vamos analisar as integrais acima
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" " N—s u [ Nos CARTR N2
Tk s P(s)ds| < Chgrh s'%ds < ——2(r) 7 —1)
1 1 N —2
A
< SN,

e portanto

T8 Nk /?"n sV (s)ds = o(1).
1

Agora veja

rﬁ/ pwP sV ly(s) ds
1
(p—1)(2—N)+ N —1=—1 temos

Tn
Scrﬁ/ sPDE=NHN=1 = entao  se
1

n 2
™

Tn l -
r“/ pwP sV 1y (s) ds‘ < crhlog(r,) = cwn’f”.
1

Se (p—1)(2—N)+ N —1# —1, entao

y /rn puP~1sN1y(s) ds‘ < O(rpt-DE=N+N _ppy
1

Logo
rﬁ/ pwP sV ly(s) ds = o(1).
1

Portanto r#+¥=14/(r,) = 0(1) e com isso, voltando em ({2.12)) obtemos

/oopwplsu+N1w(8) ds = R/HNflw/(R) _ IuR/HrN*?w(R)
R
— RYU[RMY/(R) — R (R)]
. {R“w’(R) - uRﬂ-wmq
R2#

2 N-1 (%)/

| > t
Entao / ToN—T </ pwP st TNy (s) ds) dR = W ) Agora veja que existe
1 R

T
uma constante C; > 0 tal que

’/ pwP~ s (s) ds‘ < C’l/ s DE=N) gutN=1 g g (2.13)
R R
—Cy R~ DE-N)+p+N

P—1DEC-N)+p+N

Entao,



Capitulo 2. O problema de Coron 45

t _ (p—1)(2—N)+p+N
W»(t) < / 1 C1R'? # IR
Ty RN (p =12 = N)+p+ N
—C /t CD)(2-N)—
RP=DEC=N)=pt+lgR
P—1DE-=N)+p+NJ
1

Ch (t(pfl)(Q*N)*/HZ _ 1) :

(P—1DE2—=N)—p+2
em que Cy > 0. Logo,

1

[H(OI< o= =T

(t(pfl)(2*N)+2 _ t”) )

Note que se (p — 1)(2 — N) + 2 < p entéo |1p(t)|< Cyt#, com Cy > 0. Agora, se
(p—1)(2—N)+2 > pentao

1) (t)|< Cy tP=DE-NH2, (2.14)

Substituindo (2.14]) em ([2.13)), de maneira anédloga feita anteriormente, vamos obter

(1)< 022(p B g —— (tQ(Pfl)(2fN)+4 _ t“).

E assim

[Y(t)|< CtH se2(p—1)(2—N)+4 < pu,
[p(t)|< C 2P~ DE=N+ 56 2(p —1)(2— N) +4 > p.

Repetindo o processo anterior, iterando um nimero finito de vezes obteremos

1

l(p — 1)(2 — N) S 5 (tl(pfl)(2fN)+2l o tu)

()< C

?

coml(p—1)2—=N)—pu+2 < p.

Portanto

[ (r)]

rk

<C,

para r grande o suficiente.
Agora considere 1y ponto de méaximo de ¢ e assim integrando (2.11)) em (rg, )

obtemos

erlw’(r) = — /T pSNflprw(S) ds + g /r 5N73w<3) ds,

T0 To
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donde segue que

PN (r)] < e / N1 DE=N) gt g 4 ¢, / sV T3k ds
70 T0
< Cf(rN+(p—1)(2—N)+u + TN—2+M)
S C~1TN—2+M’
ou seja, [¢'(r)|< Cr— e,
!/
r
Portanto w < C' para r grande o suficiente.
r

Agora note que as componentes ¢, de ¢(z) = Z o1 ()0, (0) satisfazem as equagdes
k=0

diferenciais

[ S+ - %) 6 =0, e (1,00

r

¢r(1) =0 ¢p(o0) = 0.

(2.15)

2
Se k=0entao A\, =0e Zy(r) =rw'(r) + P satisfaz
p p—

N -1
Zil—i‘ TZ{ —i—pwp*lZl = 0, Vr > 1,

mas Z;1(1) = w'(1) # 0 e note que Z; ndo muda de sinal para r grande. Segue que o
segundo gerador de solugoes desta EDO ¢ dado pela féormula de redugao de ordem, para

r grande

" ds
Z. =7 —_.
2(7“) 1(70)/b2 SN_1212

Mas Z(r) ~ cr?>=V, entao

Zy ~r* N /T __ds =N /T sV 3ds = Lo T27NRN72.
n SNI(s2N)2 " N _9

Podemos ver que Zy(o0) # 0 se N > 3. Como ¢y é uma combinagao linear de 74
e Zs, segue que a Unica possibilidade é ¢g = 0.

Se k =1, entdao \y = (N — 1) com multiplicidade N, e neste caso também temos
uma solucao explicita que nao se anula em r = 1, mas se anula em r = oo. Simplesmente
Zy(r) = w'(r). Mas o mesmo argumento como acima nos da um segundo gerador Z, ~ r?,
quando 7 — 00, e novamente a tnica possibilidade é ¢, = 0 para todo k=1,---, N.

Agora, considere k > 2. Neste caso, nao s6 nao temos uma solu¢ao explicita da

EDO, como também pode ser que exista uma solug¢ao nao trivial.
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Suponha que ¢, é solucao nao trivial da EDO e afirmamos que ¢, nao pode mudar
de sinal em (1, 00). De fato, se isso acontecer, s pode ocorrer um ntmero finito de vezes,

uma vez que o seu comportamento no infinito deve ser como o decaimento da solucao da

EDO de Euler,

N+1 A
Ty Mgy

Z// +
r 72

w-%\/(]\f —2)2 4+ 4\,

ou seja, deve ter a mesma ordem que Z(r) = cr™* onde u = —
ver Lema 2.1]

Sejaryg > 1 o dltimo zero de ¢, e vamos assumir que ¢ > 0 em (rg, 00). Observemos
que, como Aw < 0, pois Aw = —wP e w > 0, w'(r) tem exatamente um zero em (1, c0).
Pelo Teorema de Sturm, este zero deve ser menor que ry. Entao w’ < 0 em (rg, 00).

Vamos observar agora que W (r) = rV =1 (w/¢), — w”¢y,) satisfaz W/ (r) = rN=3(\x —
A )w' g < 0 em (r9,00) e além disso W (rg) <0 e W(oo) =0, o que é impossivel.

Isto mostra que ¢, nao muda de sinal. Assim a tnica possibilidade para que a
equagao tenha solugdo nao trivial é se A\, = —v(p). Na verdade, isto nos d& que se
p é tal que

v(p) # —j(N =2+47), Vj=23, - (2.16)

entdo o problema ([2.6) com h = 0 admite somente a solugao trivial ¢ = 0.
Em [15] mostraram que para cada j > 2 o conjunto dos nimeros p tais que v(p) =

—j(N — 2+ j) é nao vazio e finito. Em particular, existe uma sequéncia da forma

N+2 .
N9 <p1 <pp <---;p; — oo quando j — 00
tal que (2.16) vale se, e somente se p # p;, para todo j = 1,2,3,---. Isto é, para esta

sequéncia, o operador A+pw?~! possui nticleo nao trivial. Entéo, fixando p = p;, podemos
escrever

Ker(A+puw?™) = span{Y;; i=1,---,d}, (2.17)

onde d é a multiplicidade do autovalor associado.

Observacao 2.1. Note que as fungoes que pertencem ao niicleo do operador A+pwP=! sdo
escritas como em , ou seja, sao geradas por produtos de fungoes radiais por funcoes
angulares da sequinte forma Y; = ¢ ©;, onde 1 resolve e as fungoes angulares,
©; comi=1,---,d, formam uma base ortonormal para as autofuncoes do operador de

Laplace-Beltrami, cujos autovalores associados sao \j = —j(N —2+7) , ou ainda, formam
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uma base para o espaco dos polindmios homogéneos de grau j, ver [7]. Logo, se a ordem do
autovalor for par (impar), entdo as autofuncgoes associadas serao fungoes pares (impares).
Consequentemente, se j > 2 for par (impar), entao as fungoes Y/s serdo fungoes pares

(impares).

2.1.1 Solvabilidade de (2.6

Vejamos agora, sob quais condicoes (2.6 tem solugao para expoentes p = p; como
na sequéncia acima.
Vamos escrever (s = D;\ B1(0) e também o conjunto C1(;) = {¢ € CH(Qs) ; |d]l.<

oo}, onde fixado o > 0 pequeno o suficiente, vamos considerar as normas

[6]l.= sup |z|¥7*77|d(z)|+ sup|z[ VTV (a))|
|z[>1 |z|>1

1h]lu= sup |z[*=7|(z)|.

lz|>1

Considere o problema limite

Ad+pwP~te =h, em RY\ B(0)

¢ =0, em 0B4(0), lim ¢(z) =0 (PL)
|z|—o00
/quVYidm:O, Vi=1,---,d
Q
com a seguinte condigao de ortogonalidade
/h(x)YZ(x)da: =0 Vi=1,---,d. (C.0.)
Q

Proposigao 2.1. Seja p = p; como em (2.2)), para algum j. Entao para todo h que satisfaz
(C.0)), com ||h||«< o0, o problema (PL) tem solu¢io unica ¢ = T(h) com ||¢|.< oc.

Além disso, existe uma constante C = C(p) > 0 tal que
[T ()|l < CllR|s-

Demonstragao:

Fazendo a transformacéo de Kelvin em ¢ temos ¢(z) = |z[> V¢ (%) e tomando

|z
hz) = |z|~N-2h (ﬁ) vem que

AG(z) = m”@m (—) — o2V A (i) |

|2 |z
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entao de A¢ + pwP~1¢p = h vem que

|‘2N h

| | p(2—N) ¢ ’.CL’|N+2

= A¢+ pwPHzPN A=W —

APl N4l PENpur = h = Ad+ put!

Assim (PL|) é equivalente ao seguinte problema

A¢ + puwpHaPN D=4 — h - em By(0)
¢ =0, em 0B;(0) (2.18)
VoVY; dz = 0, Vi=1,--.,d.
B1(0)

Além disso,

() |= |z~

h i _ ‘ | —N— 2|$|N7
)1 V=

2] Y

= | €T

(i)
()

< |w|‘2‘”sup|y|N‘”|h(y)|
ly|>1

= [zl

= [a| Ny R y)

entao

() < |22l (2.19)
Considere K : H™Y(B;(0)) — H}(B1(0)) — H~Y(B;1(0)); K = (—A)~!, entao

K(—puw?HoPC706 + h) = 6 = K(puw”laPC 0" T06) + K () = &
L(¢>)

= K(h) = ¢ — L(§), onde L : H}(B,(0)) < H~'(B1(0)) — H(B1(0)) compacto.
Veja que Ker(Id — L) = Ker(A + pwP™') # {0} e pela Alternativa de Fredholm
Im(Id— L) = Ker(Id — L*)*.

Note que L é simétrico, ou seja L = L*. De fato,



Capitulo 2. O problema de Coron 50

(Lo, v) = (K(=puw HaP@M=420g) v) = (=) (—puw oM =H2g) )

= / V(( “1(— pwp_l|x|p(2_N)_(N+2)gz~5))Vvdx
Bi(

1

_ / _pwpfl|x‘p(27N)f(N+2)(5vdx
B1(0)
- / V(= A) (—pur 2PN+ 24)) Ty
By (
= () (—puP BNy By — (3, L),

Entdao, Im(Id — L) = Ker(Id — L)* e assim (Id — L)¢ = f se, e somente se,
f € Ker(Id—L)*.
Portanto, vamos considerar (Id — L) restrito a Ker(Id — L)+, e com isso
¢=(Id— L)Y (K(h)) <= ¢ € Ker(Id— L)* e K(h) € Ker(Id— L)*.

Isto ocorre se, e somente se <q~5,}~/;>H3 =0e <K(h),§~/i>H& = ((—A)_lﬁ,fﬁ)H& =0,

para todo i =1,---,d. Ou ainda,

/ VoVYidr =0 e / V(=AW VYide =0, VYi=1,---.d
B (0) B1(0)

= ||” NV¢( 2>|I| NVY( 2)dx:0e/ Wde =0, Vi=1,---.,d
B1(0) 2] |z B1(0)

— Edn 2Nv¢( 2>VY( 2>dw— 0e
B1(0) || ||

/ 2|21 (%) 2| N2y, < IQ) dz =0
B1(0) || |z|

= [ Vo VYidy=0e [ Muindy =0 Vi=1.d

Q
Logo, existe uma tnica ¢ € Ker(Id— L)* solugao fraca de 1) para cada h que

satisfaz (C.O.). Além disso temos,
191127 < CIE ()| mg= CllBll -1 < ClIhl|a. (2.20)

A dltima desigualdade segue da imersdo continua L?(B;(0)) < H~*(B;(0)) para
todo ¢ € [1,2%].
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Obs: Ver Teorema 9.13 em [16] no que segue para a estimativa eliptica.
Considere I' = {z € RY;£ < |z|< 1} dominio em RY e T = 9B,(0) C or.
¢ € W24(T) solucio de (2.18) com ¢ = 0 em T. Entdo para I" = {z € RY;p < |z|< 1};

["CcTUT, temos a estimativa

[9lwzay= € (10l syl sar)) - (2.21)

Vamos usar o argumento bootstrap a seguir. Se ¢ > & entdo W24(I") — C°(I")

. It 7 , . . . N N

e assim ||@|| )< Cl|@|lw2evy. Caso contrério, isto ¢, ¢ < 5, tome ¢ > q. Se ¢ > 7
temos a imersao e a mesma estimativa acima para ¢;, caso contrario, tome g > g1 > ¢q. Se
qo > %, novamente, temos a imersao e a mesma estimativa acima para ¢o, caso contrario

repete-se o argumento até obter um g; tal que ¢; > % e assim vale a imersao W% (I'") —

CO(T") e portanto ||@| oo (uj>p < Cjlldllw

29 (|z|>p)

= 6l et S Coll Bl gy < CiC (191125 oo gy Il 25 o155

< G (CJ’*1H&HLQJ'*1(|x\>§)+”ﬁ|’Lqﬂ'(\x|>g)>
(Usar e as imersoes até 2%) <
< C (1Bl ooy HIAL)
< (I1llgqaser+nl--)
(Por @20)) < C (Irllzomaon+lAl-s) < ClAs
portanto
161l 25 (o15p) < Cl Al (2.22)

Agora observe que —Al|z| = o(N —2 —0o)|x| 772 e fixando o podemos encontrar

p(p, N,o) > 0 tal que
1
— Alz| 77 —p|a PN =D N2 yp=ti gm0 > §U(N —2—0)|z|7*7, com |z|< p.  (2.23)

De (219) e (2:23) vem que

Y oy 4 o Lo(N—=2—-0) ~ oy L~
Afa| 0 —plafO 20Dy af ez L0 (a5 ppapra-iean g
Chame ¢ = %% e c(x) = p|z|PN=2=N+2)yp=1 " entdo

—Alz][ 77 —c(x)|a] 7= —Adég(x) — e(x)ég(x),
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e escrevendo ¢ = \x|_"—6$ obtemos
—AY —c(x)y > 0 em B,(0).
Agora veja que ¢ > 0 em 0B,(0). De fato,

Y 20em dB,(0) <= V(z) = |a[7—e(z) > 0 em 9B, (0)

7 P o 2||hfw
<P —po T — ctel|h]].,
o que ocorre por (2.22)). Portanto ¢ > 0 em 0B,(0).
Podemos escolher p > 0 suficientemente pequeno, de modo que
0 < ¢(x) = plafPV=2D=WF2Dyr=l < A zl< p < 1,
assim, pelo Principio do Méaximo ¢ > 0 em B,(0). Logo,
e 7 g lo(N—=2-0)~
wla) = ol (w) = o7 T2 D00 > 0
2 Al
= 3(w) < Wl joos @)l clal ).
~o(N—-2-o0) -

= 1121270 loo= Iz Gl < Cllh ]
Agora para V¢ considere a bola de raio R centrado T com |[T|= 2R e R > 5. Seja
o(y) = RN=29¢(T + Ry) entdo,
oy) = RN27¢(T+Ry) = Ajp=RV"2"RAp=R"""A¢
= RNTA¢+ pRYNTwP o = RN h
= A¢+pwP 'R%p = RN h.
Claramente || RYN=7h|oo< C|h|ss, R2wP~! = O(R72) e ||§]|< A

Por estimativas elipticas |[V@(0)|< C||h]|«« ou ainda |V (Z)|< Clh]|w |z 0N,

Como T é qualquer com |Z|> 5, concluimos o desejado.

2.2 O operador A + pw”! em Q5 = D; \ B;(0)

Considere ws projegao em 5 = 51D\ B1(0) de w e Y a projecao em s de Y,
para todoi=1,---,d.
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As projecoes ws e Y sdo respectivamente solucdes dos problemas

—Aws =wP; em Ds\B(0) —AY? = pwP~Y;, em Ds\B;(0)
e
ws = 0, em 0Ds U 0By (0) Y9 =0, em 0Ds U 0By (0).

7

No que segue vamos escrever Y = (Y, Vs, -+, Yy) e YO = (Y2, VI, --- VD).
Lema 2.2. Temos

(1) 0 <ws <w;

(i) w(z) —ws(z) = ;T 0" (HD(O, 0) — = Hp (0, 0)) +O(ONY);

(iii) Y — Y = O(6N—2+h).

1

Demonstracao: Seja W(|z|) = Ww
N

1
(W) a transformacao de Kelvin de w(z),
x

entao W é solucao de

—AW = |z[PN=2=WN+217P - em B, (0)

(2.24)
W =0, em 9B (0).
em di n_ N=1o N—2)—(N+2 .
Além disso podemos escrever —AW = —W" — W' = pP(N-2-(N+D P entio
,
1
TN (PN WY = ppN=2D=(NE2 e PNy = pp(N=2) =3y,

Integrando em ambos os lados da igualdade obtemos

/(SN_IW’(S))'ds:/ PN =D=317P(5) ds,
0

0

entao —rN W (r) = / PV=D=317P (5) ds, e assim
0

|MLWVOMSHWHM/WfW”%“BSCwmvwme**2
0
= |W'(r)|< cte||WP||oorPN ==+,
Desta forma, para 0 < s < r temos
W (r) — W(O)|< r|W(s)|< 7 cte][ WP oo s? V=2~ NFD < cte||WP|| POV -2 =N,

Logo, podemos escrever W (x) = W(0) + O(|z|PN=2=N) = Cy + O(|z|PV=2=N) e
assim

wG%)ZWWQWww:uWQKw+muWN”Nﬂ-
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Em particular

5N72

w(%) ||J\72[ON+O(5M[2 IR

e como p > N 3 podemos ainda escrever

+O0(6M).

N-2
(5) -5

Agora, é facil ver que R = w — ws satisfaz

AR(z) =0, em D;\B;(0)
R(z) = w(x), em dD;s (2.25)
R(z) =0, em 0B;(0).

Pelo Principio do Maximo R > 0, logo 0 < ws < w e assim concluimos o item (i).

Defina R(y) = R(%) para todo y € D\Bs(0), entao de (2.25) obtemos

AR(y) =0, em D\ B;(0)
R(y) = Cmi’vf +0(5Y), em dD (2.26)
R(y) = em 9B;(0).

Escreva R = Ry + R, de forma que R, e Ry satisfacam

. AR =0, em D\ Bs(0
Afy(y) =0, em D - (2()9) o) a; 5(0)
(§ Yy) = , emnm
Ri(y) = %%, em oD o
R2 = —Rl, em 835(0)
_ §N—2
Logo Ri(y) = %Hﬂ&y), onde Hp(0,y) é a parte regular da fungao

de Green do dominio D.
Com isso, podemos escrever w(z) — ws(x) = R(0z) = Ry (0z) + Ry(dx) + O(6N).
Agora, considere Ry(z) = Ry(0z), entéo

ARQ(I) = O, em D(;\Bl(O)
RQ(ZL‘) = 0, €1m 6D5
Ry(x) = —C SN2Hp(0,0z), em OB;(0).

a(N)(N —2)
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Cn

Escreva Ry(z) = m(w—z (Hp(0,0) + O(6)) = Ry + O(GN1), para z €
0B (0), entdo
AR3($) = 07 em D(;\Bl((_))
Rs(z) =0, em 0Djs
Rg([[') = W%W_Q)(;NQHD([), 0), em E)Bl(O)
C(N N—2 N-1
e w(r) —ws(xr) = mé Hp(0,6z) + Rs(z) + O™ 1).

—Cn SN2 1

Agora, veja que fu(z) = oy 0

Hp(0,0) é solugao de

AR4 = O, em RN\Bl (0)
R4 = Rg, e é?Bl(O)

Por fim, note que

A(Rg — R4> = O, em D5\31 (0)
Rg - R4 = —R4, €m 6D5
Rs — R, =0, em 0B;(0).

Pelo Principio do Maximo vem que Rz = Ry + O(6™~1) e portanto

Cn N-2 ) — 1 N-1
w(z) —ws(z) = W& (HD(O,5 ) |x|N_2HD(0,O)> + 06 ).

O terceiro item segue do Lema [2.1| e do fato de que p < —(N — 2+ k).

Proposigao 2.2. Seja p = p; como em (2.2), para algum j. Entdo para todo h , com

||| < 00, existe uma inica ¢ = Ts(h) com ||p|l.< 0o e uma tinica constante c(9), solugao

de

Ap +puwP~to =h+pwP ()Y, em Qs
¢ =0, em 0$2s (P)
/ pwP oY dr =0,
Qs
para § pequeno o suficiente. Além disso, existe uma constante C' = C(p) > 0 tal que para

0 pequeno

IT5(R)]l.< CllA][«

|c(0)I< Cl[h |-
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Demonstragao:

Considere K : H}(Q5) — H2(Qy) < HL(Qs); K = (—A)~!, entéo

—AG—pulo=he b= Kpulo+h) & ¢— Kpu'e) = K(h)
—_——
L(¢)
& (Id—L)¢ = K(h)
com L : H}(Qs) — Hi(Qs) compacto.
Sejam S = span{Po,Y; = Y} e a projegao Ps : Hj(€s) — S*. Quero mostrar
que Ps(Id — L) |g1 & injetor. De fato, seja ¢ € S+ entdao Ps(Id — L)¢ = 0 se, e somente

se
=K (pu"~'9) = ¢(0)-Y’ & ¢—(=A) " (pu"19) = ¢(8)-Y’ & —Ad—pu’~'$ = pu~'¢()-Y.
Afirmacao: O problema abaixo admite somente a solugao trivial

—A¢ — pwP~lg = pwP~le(d) - Y, em Qs
¢ =0, em O (2.27)
/ pwP oY dr = 0.

Qs

De fato, caso contrario existiria uma sequéncia {¢, }nen com ¢, # 0 tal que

—A¢, — pwPte, = pwP~te(s,) Y, em Qs,
¢n =0, em 0, (2.28)
/ pwP 1, Y dx =0,

Qs

Pn

com ¢, — 0, quando n — oco. Considere g_bn = ———, entao ||$n||00: Le

[[&nlloo

_Aan - pwp_lan = ||¢j||oopwp_lc<5n) Y, em Qén

¢, =0, em 00, (2.29)
/ pwP e, Y dr = 0.
Qs,,

Temos que ¢(d,,) — 0. De fato,

| 88,5 g5, Y de = ot [ e le(d) v Y ds
Qs Qs

1
[ 6nlloo

d

— 1
= [ e, (=Y de = e Yol [ e Y - 06 )
o [0alle 257 o,
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Logo, podemos escrever ¢(6,)[[d—O(6Y~2)|cte = O(6¥~2), o que implica ¢(6,) — 0.
Entdo, por Arzela-Ascoli, a menos de subsequéncia ¢,, — ¢ em C?,.(RV\B;(0))

com ¢ # 0 e assim tomando o limite em (2.29)) obtemos

—Apg — pwPlgy =0, em Q=RN\B(0)
by = 0, em 0B;(0) (2.30)
/pwp1¢o Y dr = 0.

Q

E sabido que o problema acima s6 admite a solucdo trivial, logo ¢y = 0, o que é
um absurdo. Portanto Ps(Id — L) |g. ¢ injetor e com isso Ps(Id — L) |gr: S+ — S+ ¢é

também sobrejetor.

Assim, Ps(Id — L)¢ = PsK(h) < Ps(¢ — K(pw?~'¢) — K(h)) = 0, entdo
¢ — K(puP '+ h) =c(6,a) - Y’ = —A¢ —puP'¢ = h — c(0,a) - AY?

—A¢ — pwP o = h+ puPe(d,a) Y.

Portanto, dada h com ||hl|.< oo exite uma tnica ¢ = T5(h) com ||¢||.< oo e uma
tnica constante ¢(d, a) tais que o problema é satisfeito.
A estimativa da norma ||Ts5(h)||+< C||h«« segue de maneira analoga ao problema
limite em (2.1)).
Agora para estimar |c(d)| veja que
/ (—A¢Y) — pu? 'Y )dx = / (h+ pw?'e(8) - Y)Y, da.
Qs Qs

A projegao Y = Po,Y; satisfaz a equagao

—AY? = puwP7tY; Qs
Y2 =0 0.

Entao / —AYj‘S odx = / pwP~ e Y;dx = 0. Com isso, obtemos
Qs Qs

Y 5 -1 5
—/Q pwP= QY] dx—/ hY; da:+/ pw’” c(d) - YY) dx. (2.31)
)

Qs Qs
Veja que

o]

Iw( )P He(@)[[Y7 (2)ldz < Cllgll / Fie= deSCHsbII*S CllAl+,
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além disso
5 |
BN @)z < Cllbll | i < Clb]..
Qs Qs |Jf|
Note que para todo 7 = 1,---,d podemos escrever
d
/ pwPte(d) - YY;-‘S de = Z ci(é)/ pwp’15/2335 dx
Qs i Qs
d
— 3 o) / pu? Y (Y, + 06V )y de. (2,32
i Qs
Voltando em (2.31)) obtemos |c(8)|< C| |4
[ |
Lema 2.3. Seja g solucao do sequinte problema
Ag +pwPtg = (WP — wh) +puP1? Y, em Qs
g=70, em 0825 (2.33)
/ pwp_ngjdx:O Vi=1,---,d.
Qs

Entio existe uma constante C > 0 tal que
(i) llgll.< Co™2;
(ii) |O|< CoN—2+k,

Demonstragao:

(i) Veja que

IN

jws = wP|= [(w + (w5 — w))" — w?| C(lw]P~ ws — wl+ws — wl?)

IN

< C(jwl™ +Huwsl" ) ws — wl,

C(|w]P +|ws — w]P~)|ws — w

ou seja, |2[N 7wt — wP|< Cla|N=o|z|P~DE=M§N=2 5 que implica [|wP — wf||..< CoNV2.

Entao da Proposicao temos lgll+< Cllw? — wh] < CN—2

(ii) Das equagbes que w e w;y satisfazem temos que

—A(w —ws) =0 em Qs = Ds\B(0)
W — Ws =W em 0D

w—ws =0 em 0B4(0).
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Entao testando a equacao com Yj‘s temos

/ —A(w —ws)Y/de = [ V(w—ws)VY)dr = 0.
Qs

Qs

Por outro lado, da equacao que Yj‘S satisfaz
Y9 =0
Vi )

temos

/ —AYj‘S(w — wg)dx = / pwP ™ (w — ws) Y d
Qs

Qs

Qs Ds aV
Logo,

ovy a
—/ —(w — ws)do, = / pw” ™ (w — wys)Y; de.
0 Qs

D 8V

Agora multiplicando 1) por Yj‘s e integrando obtemos

/ (AgY, + pw?'gY})dx =/
Qs

Qs

(wP — wép)Yj‘sd:ﬁ + / pwP~ el

Qs

Como / VgVYj‘s dr = / pw?"'gY;dz = 0, entdo
Qs Qs

/ pwp_ng;-‘Sd.fc :/ (w? —wg)Y;-‘sdij/
Qs Qs Qs

Veja que

w

= —pw” (ws — w) + O(Jws —
ou seja,

[—pw" (ws — w) + OV 2N)] Y7 d

/ (wP — wf;)Yj‘s de =
Qs

)

)

I
:z\:\@\

pwPH(w — w;)Yj dr + O(6*V2)

é

oY}
= —/ —L(w — ws)do,.
)

Ds aV

_AY;'(S = pwP~'Yj,

—ws; =w — (w+ (ws —w = w’ — (W +pw (ws —w) + Ws — W
P —wy =w” — (w+ ( )’ P — [w? 4+ puwP ™ )+ O] |

em Qg

em 895

oYy?
= VY;SV(w — wg)dx — / —(w — ws)do, = / pw’H(w — ws)Y; dx.
0 Qs

YY/dx.

pwP Y Y;-‘de.

, ob-

(2.34)

)l

_pwp 1 U}(;— )(§/j+0(5N_2+k> dm+0(52(N—2))

(2.35)
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/8D5

2.3

Veja que,

85
v

1 1 1
<C do, < C e
= /D5 || N2 || N1+ Oc = /8D5 |z |2N-3+k

do,

S 0(52N 3+k51\} - SC&N 2+k

Veja também que

(2.36)

/Q ()P (@)Y (@))de = / ()P g(@)|[Y3 () — Y (x)|da

p—1)(2—N)
S 5N 2+kH H/ |J}| dr

|Z‘|N 2—0o

< 08V gll< 08P

Por fim, note que para todo 7 = 1,---,d podemos escrever

d
/ pwP e YYf der = Z cf / puﬂ”lYiY;‘s dx
Qs i Qs

d
i Qs

Voltando em ((2.34)) e usando ([2.35)), (2.36]), (2.37)) e (2.38]) obtemos

AlId 4 O8N 2R ete = O(6N2HF).

Portanto |c®|< CoN=2+k,

Prova do Teorema 2.1

(2.37)

(2.38)

Veja que o problema |) tomando v(x) =6 = u(dz), é equivalente ao seguinte

Av+vP =0 em

v=0 em 0¥s.

(2.39)
(2.40)

A fim de mostrar a existéncia de solucao do problema acima vamos mostrar pri-

meiramente a seguinte proposicao.
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Proposigao 2.3. Seja p = pj, como em (2.2)), para algum j =1,2,---. Entao existem Jy

e g tais que para todo 6 < &y e todo |a|< || o problema

Av+ 0P = pwPle(d,a) Y em Qs

(2.41)
v=20 em 0§25
tem solugao, para algum (0, c).
Demonstragao: Vamos procurar solugoes de da forma
v=ws+a- Y+ g+ o, (2.42)

onde g seré escolhida mais adiante.

Entao,
Av+oP = puP~le(5,a) Y & Aws+a-AY +Ag+Ad = —(ws+a-Y° +g+¢)P+puwP (6, a)Y
& —w —pu’ ' a-Y + Ag+Ad = —wf —puwi (@Y g+ )+ put~e(8,a) Y + Ni(9),
onde Ny (¢) = —(ws +a - Y® + g+ @) +wh +pw? ' (a-Y® + g+ ¢). Com isso vem que

Ap+puP ¢ = puP g+ wP +puP Tt Y — Ag —wh — puy (oY + g+ ¢)

+pwPte(8, @) - Y 4+ Ni(o)

= Ni(¢) + (WP — wh) —Ag — pw~ g + p(w? " — wf{fl)ng]\D(wp’l — wf;*l)cé

g g

B Na(g) N2(¢)
+p(w?™t —w e Y +pul o (Y = Y0) +puwP~le(6,a) - Y.
Na(ay) Na

Escolhendo ¢ solugao de

Ag+puP~lg = (wP —wk) +pwfa® Y, em Qs
g=0, em 0Ds U 0B (0) (2.43)
/wpng;d:L’:O, Vi=1,---,d,

Qs

entao obtemos
Agb —i—pwp_lgzﬁ = Nl(gb) + NQ(¢) + Ng(g) + NQ(O./Y) + Ng +pwp_1(c(5, Oé) — aé) -Y. (244)

Entao, da Proposicao temos uma solucao ([2.44]) se ¢ resolve o problema de

ponto fixo

¢ = T5(N1(9) + Na(¢) + Nao(g) + Na(aY') + N3).
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Veja que,
B(@)| = |wf = 0| = |(w+ (ws = w))? = w?| < Clluol s = w]+ws — )
< Ol ws — wlPws — wl
< C(jwP +|ws [P~ ws — w
= |z|N-° E(a:)‘ < C~v|x|N—a|x|(p—1)(2—N)5N—2

Entdo da Proposicéo [2.2] obtemos que ||g||.< CoN 2.
Agora vamos estimar as normas de Ni(¢), No(¢), Na(g), Na(aY') e Ns.

[Mao@))| = plug — w7 |o@)| = p| (w+ wa—w»p—l—wp—l o)
< O [l s = wlthes = wl ] [¢(a)
< Clwf~?+|ws — w[P~?] \w(;—w]‘¢ ‘
< C [l wsl ] fuws - w)|6()]
= 277 | Na(0(@))| < ClafV o] N2 (a)|

5(5N_2 |$| (p—2)(2—N)+2 ’.I‘|N_U_2

o(x)|
= [N2(0)]sr < CT¥ 2 6.

De maneira anéloga vamos encontrar || Na(g)||«< Co¥=2||g|l., entdo

1N (g) | < CO*2)

e ainda
27| Na(aY (2)| < Claf¥la] D 26Y 2o v
< é|$|N_U|x|(p_2)(2_N)5N_2|af||:L’|2_N
< é|$|N_U_(p_1)(N_2)5N_2|a|
= [ No(aY) || < OV 2|l
Agora N3,

| Na(@)| < pls]?al-[Y = ¥P|< plafr D@ a2
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= \x|N_”

Ng(%)‘ < C|$|N_U_(p_1)(N_2)|a|5N_2
= || N3 < CFV 2|l

Por fim N;(¢),

Ni(o@)| < [(ws+a- YT g+ oy —wh —puf Y+ g+ 0)

2 p
< Clush2la-Y 4 g+9| +|a-Yi4g+g

= |:B|N—O'

Nl(gb(x”) s Cll™ D%VDJ‘O‘ Y g+ ¢‘2 + ’a Y g cbﬂ

< Cla"lwsl”= [Ja Y P+lgP+|o] + Claf¥ = [Ja [Y°["+]g"+]"]
< OV [Ja| P20z PO P [ P27 (| g4 )]

+CJ N |2 PV a2 N2 (g2 )]

e assim

N1 (@)l C [lal*+gllz+1] -

Em resumo obtemos

IN

C [l +6* N2 +||¢|2]

el

IN

052(N72)

IN

IA

CoN72|al

£
IN

CsN2al
Veja que,

1T (@O)ls = T5(Ps(N1(d) + Na(o) + Na(g) + +Nao(aY) + N3)) |l
prop. < [(N1(9) + Na() + Na(g) + +Nao(aY') + N3)||

< O [Co(|aP 482 N2+ [19]12) + C30™ 2|« +Ca6> N2 4 C56N 2 |a]] -

Escolha a bola B = {¢; |[|¢[|.< ¢5*VN~2) 4-¢|a|?}, entdo para ¢ € B temos
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IT(0)].< Ci [Col|a)?+6* V=2 4 2254 N2 1 2|a|h) + Cyes™ 262V -2 4 Oy 2o
+046* N7 4 C50N 2 al]

< SN [C10y + C1Coe*6* N2 + C1 056N 2 + C1Cy + C1C5]

+Hal?[C1Cy + C1Cye*|al*+C1 Cse6™ 2 + C1Cs) .

Assim, para d e |a| pequenos o suficiente obtemos ||T'(¢)]].< 262V =2 +¢|al? ou seja
T(B) C B. Além disso, observe que em Q5 = Ds \ B1(0) o operador Ts = (A + pw?~1)~!
¢ limitado de C° em C'?, portanto compacto em C'. Logo 7' é um operador compacto
no conjunto fechado e limitado B. Portanto, pelo Teorema do ponto fixo de Schauder,

exite um ponto fixo de T" em B. Isto conclui o desejado.

Para concluir a prova do teorema resta apenas mostrar que ¢(d, a) = 0.

Multiplicando (2.41) por Y’ e integrando vem que

/Q (Av Y}a + P Yj‘s) dx = / pwP le(d, a) - YY;-‘s dx
&

Qs

:>/ pwp_lc(cS,oz)-YYjédx:/ (Aw(;—ka-AY‘s—kAg—l—Agb)dex—k/ (w5+a-Y‘5+g+¢)ij‘sdx.
Qs Qs Qs

Pelo Teorema de Taylor temos

/(w5+oz'Y‘$+g+¢)prdx— /[w§+pw§1(&~Y6+g+¢)
Qs Qs

1 _
—I—§p(p — Dl (- Yo+ g+ gb)z} V7 dr + /Q RY) dz,
6

onde |R|< |o- YO + g+ ¢P< ClaP |z +C(lg i+ I8z N2 < [af?+6702),
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Logo, podemos escrever
/ pwP™ 1 c(0, @) - Yy;ﬁdx:/ [—wp—pwp’1a~Y+Ag+A¢] }/;6dx+0(’a’3+53(N72))
QS Qg

_ 1 _
+/ {wé’wwﬁ (oY +g+0)+ gpp — Duf 2<oz-Y‘5+g+¢>2} Y} dz
Qs

- / (Ag — (w? —wp))Yy do / pur e YY? dr o+ O(|af*+850V2)
Qs 05

_ 1 _
+/Q {pwfé oY +g+0)+ op(p — Duf 2<oz-Y‘5+g+¢>2} Y do
5

= / pwPtal - YYj‘S dxr — / pwP o - YY]-‘S dr + / pwf;_loz . Y‘SYj‘S
Qs Qs Qs

+/ p(wi ™ —wP g Y d +/ p(wf ™ —wP oY da
Qs

Qs

1 _ _
# [ gpp = D Y g 0 o+ Ol )

(2.45)

Vamos olhar para as integrais do lado direito da igualdade acima.

/ p|wp_1||a6|-|Y| |Yj§|dl’ < C5N_2+k |I|(p+1)(2_N)+kdI < C’5N_2+k. (2.46)
Qs Qs

Também por estimativas similares feitas anteriormente, temos que

/Qtsp!wpl — wl|g()] Y (z)| dw = /Qép‘ (w + (ws — w))P~" — P!

92| Y7 ()] da

< 0 [ [l s — wltfs = ol lg(e)] ¥ @) da
S

< 0 [ [t = ) oy = wllgle)] 1 @) da
S5

< / [[0lP2-+{5[~2] s — w]lg(@)] [Y? (&) d

S(N-2) ||9|| / |z p’Nl 22 UN dr < C52(N-2).

(2.47)

Similarmente,
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[ et —w o wlde = [ ol -0y w1 @) ds

< ¢ / F=2-fust ) s = wlfota)| (@) de
:L,(p 1)(2—N)
< ool [ M

CoWN =D (Ja2+52V=2), (2.48)

IN

Como Y sao funcoes impares, entao

1 -
[ o= et ey g4 0PV o
Qs

1
=—pp—1 w2 YO YV de + | wE (g + )Y da
2 Q 0 J 0 g J
4 5

+p<p—1>/ wi A (ga-Y 4 da-Y +go)Y) du
Qs
1 _ _
= 529(27— 1)/Qw§ *(g° +¢*)Y) dx + p(p — 1)/Q wy 2ga-Y‘5Yj5dx
s s

+p(p — 1) /Q wHpa Y+ go)Y! du. (2.49)

Agora vejamos que,

1 P22 | 12(|v0 2 2 |z P~ DE=N)
§p(p o 1) |w5| |g + ¢ ||Y; |d£l? < C(||g||*+||¢”*) 0 ’a:lN,Q,a- dx
8

Qs

IN

C(|a)+620=2), (2.50)
E ainda,

- r|P2— N)
pip=1) [ lwslloa Y +ggl|V|dr < {|oz|H¢H/ | ||N P

Qs
lafr0e-M)
Halllol. | BEe ao

UO&’(‘O&F—F(SQ (N-2) ) 5N 2(|a’2+52(N72))] )

IA

(2.51)

Voltando em ([2.45)) e usando todas as estimativas anteriores, ([2.46|) & (2.51)), obte-
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mos

pwP o - YY;‘S dx + / puwt o Y‘SYJ-‘S dx
Qs

/ pwP (8, a) - YY) do= —
Qs Qs
T / plp — Dwj *ga- YY) do + O(laf*+al®™ ) + 0"V + a6V )
Qs
+O(O* D) + O8N #) + O(|af*+5°V). (2.52)

Agora, vamos analisar as integrais acima

d
|y vian =3 / pur~ 1YY5dx—Z / P i Y406V ")) do

Qs i=1
(2.53)

[ ey = =Yoo [ e iy - 0 - ) da
Qs Qs

ai/ pwP ;Y de 4+ O(|a|6N72HF). (2.54)
Qs

= Zal/ (W’ + (p — D)wP*(ws — w) + O(Jws — w|*)] YiY; da

+O0(|a|6™H)

d
:Zai/ pwP™ 1YYda:+ZaZ/ p — DwP (ws — w)Y;Y; dx
i=1

O(|al6N=2%) + O(|a| 52V -2). (2.55)
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d
/ p(p — 1)w§72ga . Y‘st‘s dr = Zai/ p(p — 1)(w + (ws — w))P2g Y;&Yj‘S dx
s i=1 Qs

=3 plp= 1) [0+ (p = 2w s = w) + Offuws — wi)
g (¥ + (V7 = Y))(%; + (¥ =) da

Zaz/ Du?2g ViY; da + O(|aldN-25) 4 O(|als2N-2).

(2.56)

Usando ([2.53)), (2.54)), (2.55)) e (2.56]) em (2.52)) e supondo que k& > N — 2 obtemos

d d
S ai.a) [ pur V(Y + 0 ) de = Y as [ plp = et g - (0 - ws)] VY, da
i=1 Qs i=1 Qs
2))

+O(|af+|a|* N2y 4 O(53N =2 1 |af26W -

+0(3*N=2) + O(|a|+5°N=2). (2.57)

Da equagao ([2.43|) que g satisfaz, temos que

(wP — wp)
sy 1ol em (2.58)

g6~ N=2) =, em 0.

Quando 6 — 0 o problema acima converge para o seguinte

Ag 57(N72) + pwpflg 57(]\/*2) —

Agy + pwPltg = pwp_ICNHD(Oa 0) (1 N Wlﬁ) e RN\Bl(O)

(2.59)
g =0, em 0B;(0).
Como
007 1= j
/ pwP Y Yde — Codiy = quando  — 0, com Cy > 0
% 0, i#]

se a = 0V 24 com |a]< R para algum R > 0 que independe de §, entdo (2.57) se

transforma numa equacao na forma vetorial da forma

(Cold+o(1)> Ci(é,a) — §2N-2) (Aij) % b+ o(N2) (2.60)



Capitulo 2. O problema de Coron 69

para algum b € R?, onde

Ay = / p(p — DwP? {91 _ NCLVQHD(O, 0) (1 - m%)} Y (2)Y;(z)dx.
RN\B1 (0)
= /Oo p(p — uw? > {91 — i Hp(0,0) (1 _ )} P? 0, 0; rV"tdhdr
Y 9B0) N -2 | e o

Pela ortogonalidade de {Y;(z)}; temos A;; = 0 quando i # j, e se

/1 p(p — DwP™? [gl - NC]_VZHD(O, 0) (1 — rN12>] ? N ldr £ 0, (2.61)

entdo existe uma raiz a(d) da equagao do lado direito de (2.60) e consequentemente
c(6,0N2a(s)) = 0.
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