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Resumo

Consideramos propriedades e aplicações dos polinômios complementares de

Romanovski-Routh e de funções definidas em [−1, 1] que satisfazem uma ortogona-

lidade h́ıbrida. Estas funções estão relacionadas com uma certa classe de polinômios

para-ortogonais na circunferência unitária através das transformações de Cayley e de

Delsarte e Genin, respectivamente. Os polinômios complementares de Romanovski-

Routh estão relacionados com as funções especiais de onda Coulomb e de Bessel re-

gulares, e além disso, seus zeros coincidem com as coordenadas do ponto de equiĺıbrio

de uma função energia. Também exploramos a expansão de funções em termos de

uma série de funções com ortogonalidade h́ıbrida, onde obtemos resultados sobre a

convergência e desigualdade tipo Bessel. Além disso, esta expansão é obtida via um

método dos mı́nimos quadrados modificado.

Palavras-chave: Polinômios de Romanovski-Routh. Função de onda Coulomb.

Funções de ortogonalidade h́ıbrida. Polinômios para-ortogonais. Método dos mı́nimos

quadrados modificado.



Abstract

We consider properties and applications of the complementary Romanovski-Routh

polynomials and functions defined in [−1, 1] that satisfy a hybrid orthogonality. These

functions are related with a class of para-orthogonal polynomials in the unit circle th-

rough the Cayley transform and through Delsarte and Genin transform, respectively.

The complementary Romanovski-Routh polynomials are related to the regular Cou-

lomb wave functions and also to the regular Bessel functions. Furthermore, their zeros

coincide with the coordinates of the equilibrium point of an energy function. We also

explore the expansion of functions in series of functions of hybrid orthogonality and

results concerning convergence and Bessel-type inequality were obtained. Moreover,

this expansion is given by a modified least square method.

Keywords: Romanovski-Routh polynomials. Coulomb wave function. Hybrid

orthogonal functions. Para-orthogonal polynomials. Modified least square method.
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n Polinômios de Laguerre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .9
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Φn(b; ·) Polinômios de Szegő associados a medida de probabilidade µ(b) . . . . . . . . . . . . 13
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Introdução

O estudo dos polinômios ortogonais é uma área muito ativa na matemática e isso se

deve a sua relação com a f́ısica matemática, estat́ıstica, mecânica, e com importantes

ramos da análise, por exemplo: teoria da aproximação, frações cont́ınuas e equações

diferenciais e integrais. Podemos mencionar ainda que os polinômios ortogonais estão

relacionados com problemas de expansão de funções em séries ortogonais e avaliação

e aproximação de integrais definidas, através das fórmulas de quadratura e de inter-

polação. Ademais, a investigação sobre o comportamento dos zeros dos polinômios

ortogonais possibilita também a investigação de pontos equiĺıbrio de funções potenci-

ais [45, 49].

O presente trabalho é uma coleção de resultados referentes a alguns dos aspec-

tos acima mencionados, e está dividido em três partes. A primeira parte consiste

no estudo de uma classe de polinômios conhecida como polinômios complementares

de Romanovski-Routh, que denotamos por Pn(b; ·) com b = λ + iη e λ > 0. Estes

polinômios podem ser expressos pela relação de recorrência de três termos

P0(b;x) = 1, P1(b;x) = x− c(b)1 ,

Pn+1(b;x) = (x− c(b)n+1)Pn(b;x)− d(b)n+1(x
2 + 1)Pn−1(b;x), para n ≥ 1,

cujos parâmetros são dados explicitamente por

c(b)n =
η

λ+ n− 1
e d

(b)
n+1 =

1

4

n(n+ 2λ− 1)

(n+ λ− 1)(n+ λ)
.

Estes polinômios são uma modificação dos polinômios de Romanovski-Routh que fo-

ram introduzidos por Routh em 1884, [43], e redescobertos por Romanovski, [42], no

contexto de teoria de probabilidade e estat́ıstica. Além disso, esta classe de polinômios

está relacionada com problemas de f́ısica de quarks, teoria de matrizes aleatórias e tem

recebido bastante atenção na literatura [26, 28, 41, 42]

A segunda parte consiste no estudo dos zeros da função geradora associada aos

polinômios complementares de Romanovski-Routh, ou seja, estudar os zeros da função

1
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F definida por

F (x,w) =
∞∑
i=0

P̂n(b;x)
wn

n!
,

onde P̂n(b; ·) é o polinômio complementar de Romanovski-Routh mônico. A função

geradora que apresentamos, em contraste com a função geradora apresentada em [41],

é uma função inteira que está relacionada com a função de onda Coulomb, com a função

de Whittaker e com a função de Bessel.

A terceira parte desta tese consiste na investigação das propriedades de aproximação

da sequência de funções {Wn}n≥0, que foram definidas em [9], e satisfazem a relação

de recorrência de três termos

W0(x) = 1, W1(x) = (x− c1
√

1− x2)W0(x),

Wn+1(x) = (x− cn+1

√
1− x2)Wn(x)− dn+1Wn−1(x), para n ≥ 1,

e uma propriedade de ortogonalidade h́ıbrida. As funçõesWn estão conectadas, através

da transformação de Delsarte e Genin, com polinômios ortogonais na circunferência

unitária e têm sido objeto de estudo para investigar polinômios para-ortogonais no que

diz respeito aos seus zeros e suas propriedades monotônicas, e a existência de gaps no

suporte das medidas [14, 17, 18, 31].

O trabalho está organizado da seguinte forma. O Caṕıtulo 1 contém um resumo de

alguns dos principais resultados sobre sequências encadeadas, funções especiais e sobre

a teoria de polinômios ortogonais que serão utilizados nos caṕıtulos seguintes.

O Caṕıtulo 2 apresenta os resultados sobre a sequência de polinômios {Pn(b; ·)}n≥0.
Na primeira seção descrevemos os principais resultados conhecidos na literatura sobre

Pn(b; ·). Posteriormente, apresentamos a relação entre os polinômios Pn(b; ·) e os po-

linômios ortogonais na circunferência unitária, o modelo eletrostático para os zeros de

Pn(b; ·), e sua função geradora. Estes resultados foram organizados no trabalho [32],

que foi aceito para publicação. Finalizamos o caṕıtulo com uma breve discussão sobre

resultados assintóticos dos zeros de Pn(b; ·) e perspectivas.

O Caṕıtulo 3 contém resultados sobre o estudo dos zeros da função geradora dos

polinômios complementares mônicos e simulações numéricas para estimativa da mesma.

Estes resultados compõem parte do trabalho [33] que está em fase final de preparação.

No Caṕıtulo 4 apresentamos um método de aproximação por mı́nimos quadrados

modificado utilizando as funções Wn que satisfazem a relação de recorrência de três

termos descrita acima e uma ortogonalidade modificada. Além disso, provamos algumas

condições de convergência e resultados sobre limitantes uniformes.



1 Preliminares

Neste caṕıtulo apresentamos um resumo de resultados conhecidos na literatura so-

bre sequência encadeada, sobre as funções especiais: hipergeométricas, Whittaker e

Bessel, e sobre os polinômios ortogonais na reta real e na circunferência unitária. Este

caṕıtulo tem por objetivo apresentar os fundamentos necessários para o desenvolvi-

mento do trabalho, e também fixar a notação e linguagem que foram utilizadas nas

próximas seções.

1.1 Sequência Encadeada

O conceito de sequência encadeada foi introduzido por Wall em sua monografia

sobre frações cont́ınuas [51]. Nesta seção apresentamos brevemente os principais resul-

tados sobre sequências encadeadas que serão utilizadas nos caṕıtulos posteriores. Para

mais detalhes, ver [13, 51].

Definição 1.1. Uma sequência {an}n≥1 é uma sequência encadeada positiva se existe

uma sequência {gn}n≥0 tal que

(i) 0 ≤ g0 < 1, 0 < gn < 1, n ≥ 1,

(ii) an = (1− gn−1)gn, n = 1, 2, 3 . . .

{gn}n≥0 é chamada de sequência de parâmetros para {an}n≥1. g0 é chamado de parâmetro

inicial.

Exemplo 1.2. A sequência constante com an = 1/4, n ≥ 1, é uma sequência encade-

ada. A sequência {gn}n≥0 com gn = n/[2(n+ 1)] é uma sequência de parâmetros para

{an}n≥1 com parâmetro inicial g0 = 0. Outra sequência de parâmetros para {an}n≥1 é

a sequência constante com gn = 1/2, para todo n ≥ 0.

Exemplo 1.3. Seja λ > 0. A sequência {d(λ)n+1}n≥1 definida por

d
(λ)
n+1 =

1

4

n(n+ 2λ− 1)

(n+ λ− 1)(n+ λ)
, (1.1)

3
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é uma sequência encadeada e {`(λ)n }n≥1 com

`(λ)n =
n− 1

2(λ+ n− 1)
(1.2)

é a sequência de parâmetros com parâmetro inicial nulo. Se λ > 1/2, {L(λ)
n }n≥1, com

L(λ)
n =

1

2

2λ+ n− 2

λ+ n− 1
(1.3)

é uma outra sequência de parâmetros para {d(λ)n+1}n≥1.

Na referência [13] há uma seção contendo vários resultados importantes sobre

sequências encadeadas. Um deles é que toda sequência encadeada {an}n≥1 possui uma

sequência de parâmetros {mn}n≥0 tal que m0 = 0. Esta sequência de parâmetros é

chamada de sequência de parâmetros minimal . Ademais, se {Mn}n≥1 é uma sequência

de parâmetros para {an}n≥1 e Mn ≥ gn para qualquer outra sequência {gn}n≥0 de

parâmetros, então diremos que {Mn}n≥0 é a sequência de parâmetros maximal .

É conhecido que toda sequência encadeada possui sequências de parâmetros minimal

e maximal. Além disso, dada uma sequência encadeada, ou ela possui uma única

sequência de parâmetros ou possui infinitas. No caso em que a sequência encadeada é

unicamente determinada, as sequências de parâmetros maximal e minimal coincidem.

O próximo resultado nos auxilia a determinar quando uma sequência de parâmetros é

maximal, mais detalhes em [13].

Teorema 1.4 (Critério de Wall). Seja {an}n≥1 uma sequência encadeada. A sequência

{gn}n≥0 é a sequência de parâmetros maximal para {an}n≥1 se, e somente se,

∞∑
n=1

g1g2 · · · gn
(1− g1)(1− g2) · · · (1− gn)

=∞.

Usando o critério de Wall, segue que {L(λ)
n }n≥1 definida em (1.3) é a sequência

de parâmetros maximal para {d(λ)n+1}n≥1 no Exemplo 1.3. A sequência {d(λ)n+1}n≥1 é

exatamente a mesma que aparece na relação de recorrência dos polinômios mônicos de

Gegenbauer [49]. No caṕıtulo seguinte, veremos que a mesma sequência aparece na

relação de recorrência dos polinômios complementares de Romanovski-Routh.

1.2 Funções Especiais

Esta seção contém alguns dos principais resultados relacionados com o estudo de

funções especiais. Para mais detalhes, ver [4, 48].

O śımbolo de Pochhammer , também conhecido por fatorial deslocado, denotado
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pelo śımbolo (a)n sendo n um inteiro não negativo e a ∈ C é definido por

(a)0 = 1,

(a)n = a(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n− 1). (1.4)

Observe que (1)n = n! e se n > m são inteiros positivos, temos que (−m)n = 0.

Definição 1.5. Para todo número complexo z 6= −1,−2,−3, . . ., a função gama Γ é

definida por

Γ(z) = lim
k→∞

k!kz−1

(z)k
. (1.5)

A função Γ satisfaz a propriedade Γ(z + 1) = zΓ(z). E, ainda, se n ∈ N, temos

que Γ(n + 1) = n! e Γ(a + n) = Γ(a)(a)n. A função Γ(z) satisfaz várias fórmulas

interessantes. Dentre elas, vamos citar a fórmula da reflexão de Euler dada por

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sen(πz)
, z /∈ Z. (1.6)

A função gama apareceu primeiramente nos trabalhos de Euler durante a tentativa de

estender o domı́nio da função fatorial e possui várias representações, dentre elas temos

o produtório infinito e a representação integral. Para mais detalhes veja [4].

Uma das razões do estudo das funções hipergeométricas é o fato de que as funções

elementares, assim como várias outras importantes funções na matemática, são expres-

sas como funções hipergeométricas ou razão de funções hipergeométricas. A seguir

apresentamos as definições e algumas propriedades das funções hipergeométricas.

A série hipergeométrica é uma série
∑

n cn tal que cn+1/cn é uma função racional

de n, ou seja, usando a fatoração polinomial, temos

cn+1

cn
=

z(n+ a1)(n+ a2) · · · (n+ ap)

(n+ b1)(n+ b2) · · · (n+ bq)(n+ 1)
. (1.7)

O fator z aparece pois o polinômio pode não ser mônico, e o termo n+ 1 sempre pode

ser obtido pela multiplicação do numerador e denominador por n + 1. Desta forma,

fazendo uma manipulação em (1.7), segue que

∞∑
n=0

cn = c0

∞∑
n=0

(a1)n (a2)n · · · (ap)n
(b1)n (a2)n · · · (bq)n

zn

n!
:= pFq(a1, . . . , ap; b1, . . . , bq; z). (1.8)

Aqui bi, i = 1, . . . , q não podem ser inteiros negativos, visto que isso faria com que o

denominador do termo geral da série fosse zero para algum n. Se o termo geral estiver

claro no contexto podemos simplificar a notação pFq(a1, . . . , ap; b1, . . . , bq; z) por pFq.

Uma pergunta natural que surge sobre a série hipergeométrica diz respeito ao raio

de convergência da mesma. É conhecido que a série converge absolutamente para todo

z ∈ C se p ≤ q e para |z| < 1 se p = q + 1. Se p > q + 1 a série diverge para todo
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z 6= 0. Mais detalhes no Teorema 2.2.1 em [4].

Definição 1.6. A função hipergeométrica de Gauss é definida pela série

2F1(a, b; c; z) =
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n

zn

n!
, (1.9)

para |z| < 1 e por sua continuação anaĺıtica para |z| ≥ 1.

Desta forma, temos que 2F1(a, b; c; z) converge para todo |z| < 1, e além disso a série

também converge absolutamente para |z| = 1 desde que Re(c−a−b) > 0. Mais detalhes

no Teorema 2.1.2 em [4]. A função hipergeométrica de Gauss y(z) = 2F1(a, b; c; z)

satisfaz
dy(z)

dz
=
ab

c
2F1(a+ 1, b+ 1; c+ 1; z) (1.10)

e a equação diferencial

z(1− z)
d2y

dz2
+ [c− (a+ b+ 1)z]

dy

dz
− aby = 0. (1.11)

Note que se m ∈ N,

2F1(−m, b; c; z) =
m∑
n=0

(−m)n(b)n
(c)n

zn

n!
(1.12)

é um polinômio, e também, pelo processo de confluência

lim
b→∞

2F1(a, b; c; z/b) =
∞∑
n=0

(a)n
(c)n

(b)n
bn

zn

n!
=
∞∑
n=0

(a)n
(c)n

zn

n!
= 1F1(a; c; z). (1.13)

A função 1F1(a; c; ·) é chamada de função hipergeométrica confluente ou de função de

Kummer confluente de primeiro tipo. Pelas considerações feitas anteriormente sobre o

raio de convergência da série hipergeométrica, segue que 1F1 é um função inteira, ou

seja, é uma função complexa holomorfa em C. A função hipergeométrica confluente

y(z) = 1F1(a; c; z) satisfaz a equação diferencial

z
d2y

dz2
+ (c− z)

dy

dz
− ay = 0. (1.14)

Outros exemplos de funções especiais que irão aparecer no decorrer deste trabalho

são as funções de Bessel, as funções de Whittaker e os polinômios ortogonais. Para os

polinômios ortogonais dedicaremos a próxima seção visto que suas propriedades são de

demasiada importância para o desenvolvimento desta tese.

A função de Whittaker é dada explicitamente por, ver [4, p. 195], [48]

Mk,m(z) = e−z/2z1/2+m 1F1(1/2 +m− k; 1 + 2m; z) (1.15)
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e satisfaz a equação diferencial

d2y

dz2
+

(
−1

4
+
k

z
+

1/4−m2

z2

)
y = 0. (1.16)

A função de Bessel do primeiro tipo de ordem α pode ser representada por

Jα(z) =
(z/2)α

Γ(α + 1)
e−iz 1F1(α + 1/2; 2α + 1; 2iz) (1.17)

e satisfaz a equação diferencial

d2y

dz2
+

1

z

dy

dz
+

(
1− α2

z2

)
y = 0. (1.18)

Observe que a equação diferencial (1.18) é invariante pela troca de α por −α. Isso

significa que Jα(z) e J−α(z) satisfazem a mesma equação diferencial. É bem conhecido

que se α não é um inteiro, então Jα e J−α são soluções linearmente independentes e

quando α = n ∈ N elas são linearmente dependentes e vale a igualdade J−n(z) =

(−1)nJn(z).

O polinômio de Jacobi de grau n é definido por

P (α,β)
n (z) =

(α + 1)n
n!

2F1

(
−n, 1 + α + β + n;α + 1;

1− z
2

)
(1.19)

e satisfaz a equação diferencial

(
1− z2

) d2y
dz2

+ [β − α− (α + β + 2)z]
dy

dz
+ n(n+ α + β + 1)y = 0. (1.20)

Se os parâmetros α > −1 e β > −1 os polinômios de Jacobi são ortogonais, e mais

detalhes serão discutidos na próxima seção.

1.3 Polinômios Ortogonais

Nesta seção, apresentamos algumas definições e resultados referentes às sequências

de polinômios ortogonais na reta real e na circunferência unitária. Os resultados apre-

sentados nesta seção serão usados frequentemente durante os próximos caṕıtulos e

constituem o alicerce desta tese.

Definição 1.7 ([13]). Seja ψ uma função real não decrescente definida em [a, b] com

−∞ ≤ a < b ≤ ∞. Um ponto ζ ∈ [a, b] é chamado de ponto de aumento de ψ se para

todo ε > 0,

ψ(ζ + ε)− ψ(ζ − ε) > 0.

Dizemos que ψ é uma medida positiva em [a, b] se ψ é uma função definida em [a, b],
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não decrescente, limitada e com infinitos pontos de aumento.

O suporte da medida ψ é o conjunto de todos os pontos de aumento da medida

ψ, e será denotado por supp(ψ). Diremos que ψ é uma medida de probabilidade se

a integral de Riemann-Stieltjes
∫ b
a
dψ(x) = 1. No decorrer deste trabalho definiremos

funções/polinômios ortogonais em termos da integral de Riemann-Stieltjes com relação

a uma medida ψ. Se a medida é dada por dψ(x) = w(x)dx, chamaremos w(x) de função

peso.

1.3.1 Polinômios Ortogonais na Reta Real

As referências utilizadas para esta seção foram [13, 29] e [49]. Seja ψ uma medida

positiva tal que as integrais de Stieltjes

µk =

∫ b

a

xkdψ(x)

existem para todo k ≥ 0. Os valores µk são chamadas de momentos da medida ψ.

Uma sequência de polinômios {pn}n≥0 é uma sequência de polinômios ortogonais

com relação a medida positiva ψ definida em [a, b] (∞ ≤ a < b ≤ ∞) se pn tem grau n

e

〈pn, pm〉 :=

∫ b

a

pn(x)pm(x)dψ(x) = ρ2n δn,m, (1.21)

onde δn,m é o Delta de Kronecker, que vale um se n = m, e zero caso contrário e

ρ2n > 0. Dada uma sequência de polinômios ortogonais, então seus termos satisfazem

uma relação de recorrência de três termos

pn+1(x) = (An+1x−Bn+1)pn(x)− Cn+1pn−1(x), n ≥ 0, (1.22)

com p0(x) = 1, p−1(x) = 0, An, Bn, Cn ∈ R. Se o coeficiente do termo de maior grau

de pn(x) é denotado por an,n temos

An+1 =
an+1,n+1

an,n
, Bn+1 = An+1

〈xpn, pn〉
ρ2n

, Cn+1 =
An+1

An

ρ2n
ρ2n−1

.

Se an,n = 1 para todo n ≥ 0, então a sequência é chamada de sequência de polinômios

ortogonais mônicos. Neste caso os coeficientes da relação de recorrência são An+1=1 e

Cn+1 = ρ2n/ρ
2
n−1 > 0. Se ρn = 1 para todo n ≥ 0, a sequência é chamada de sequência

de polinômios ortonormais.

Exemplo 1.8. Para dψ(x) = (1 − x)α(1 + x)βdx com α > −1, β > −1 definida no

intervalo [−1, 1], os polinômios ortogonais correspondentes são chamados de polinômios

de Jacobi P
(α,β)
n ; os casos particulares em que α = β = 0, α = β = −1/2, α = β =
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1/2, α = β = λ − 1/2 são conhecidos como polinômios de Legendre Pn, polinômios

Chebyshev de primeiro tipo Tn, polinômios Chebyshev de segundo tipo Un, e polinômios

de Gegenbauer C
(λ)
n , respectivamente.

Para dψ(x) = xαe−xdx com α > −1 definida no intervalo [0,∞), os polinômios

ortogonais obtidos são chamados de polinômios de Laguerre L
(α)
n .

Para dψ(x) = e−x
2
dx definida no intervalo (−∞,∞), os polinômios ortogonais

obtidos são chamados de polinômios de Hermite Hn.

Dizemos que {pn}n≥0 é uma sequência de polinômios ortogonais simétricos se o

intervalo de ortogonalidade é simétrico, ou seja, I = (−b, b) e a função peso é par.

Por exemplo, os polinômios de Chebyshev de primeiro e segundo tipo são ortogonais e

simétricos.

Uma importante consequência da relação de recorrência de três termos (1.22) é

dada no próximo resultado.

Teorema 1.9 (Identidade de Christoffel-Darboux). Seja {pn}n≥0 uma sequência de

polinômios ortonormais. Então {pn}n≥0 satisfaz a seguinte propriedade

n∑
k=0

pk(x)pk(y) =
1

An+1

pn+1(x)pn(y)− pn+1(y)pn(x)

x− y
. (1.23)

Em particular,

n∑
k=0

[pk(x)]2 =
1

An+1

[pn(x)p′n+1(x)− p′n(x)pn+1(x)]. (1.24)

Em certas aplicações é preciso ter conhecimento sobre os zeros do polinômio pn.

Sabemos que seus zeros são reais, distintos e pertencem ao intervalo de ortogonalidade

(a, b). Ademais, os zeros de pn satisfazem a propriedade do entrelaçamento, isto é, entre

dois zeros consecutivos do polinômio pn+1 existe um único zero de pn. Para o estudo dos

zeros destes polinômios podemos considerar tanto a sequência de polinômios ortogonais

mônicos quanto a sequência de polinômios ortonormais. Considerando a sequência de

polinômios ortonormais, é bem conhecido que os zeros de pn são autovalores da matriz

tridiagonal simétrica conhecida como matriz de Jacobi , dada em termos dos coeficientes

da relação de recorrência (1.22)

B1

√
C2 0 . . . 0 0 0

√
C2 B2

√
C2 . . . 0 0 0

. . .
. . .

. . .
. . .

0 0 0 . . .
√
Cn−1 Bn−1

√
Cn

0 0 0 . . . 0
√
Cn Bn


.

Segundo Chihara [13], os sistemas de polinômios ortogonais de Hermite, Laguerre, e

Jacobi (incluindo os casos especiais nomeados por Chebyshev, Legendre e Gegenbauer)
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são sem dúvidas os sistemas ortogonais mais estudados e amplamente aplicados. Estes

sistemas são coletivamente chamados de polinômios ortogonais clássicos. A seguir

apresentaremos uma śıntese de propriedades satisfeitas por eles.

(i) A função peso dos polinômios ortogonais clássicos satisfaz a equação diferencial de

Pearson, a saber,

w′(x)

w(x)
=
A(x)

B(x)
, para x ∈ (a, b), com A ∈ P1, B ∈ P2,

e Pi denota o espaço dos polinômios de grau i.

(ii) O polinômio y = pn de grau n é solução de uma equação diferencial do tipo

a2(x)
d2y

dx2
+ a1(x)

dy

dx
+ a0(x)y = 0, onde ai ∈ Pi.

(iii) pn pode ser expresso através da fórmula de Rodrigues, isto é, pn é proporcional a

1

w(x)

dn

dxn
[w(x)Bn(x)] , com B ∈ P2.

(iv) A sequência de polinômios obtida pela derivação dos polinômios ortogonais clássicos

é também uma sequência de polinômios ortogonais clássicos sobre o mesmo in-

tervalo de ortogonalidade.

(v) Possuem função geradora, isto é, existe uma função F tal que

F (x,w) =
∞∑
i=0

an(x)wn, onde an é um múltiplo do polinômio ortogonal pn.

(vi) Os zeros dos polinômios são pontos de equiĺıbrio de uma função potencial.

A seguir, exemplificamos alguns destes fatos. Os polinômios de Jacobi podem ser

definidos pela fórmula de Rodrigues

P (α,β)
n (x) =

(−1)n

2nn!
(1− x)−α(1 + x)−β

dn

dxn
[
(1− x)α(1 + x)β

(
1− x2

)n]
. (1.25)

Os polinômios de Laguerre e Hermite podem ser dados através das funções geradoras

1

(1− w)α+1
e−

wx
1−w =

∞∑
n=0

L(α)
n (x)wn, e2xw−w

2

=
∞∑
n=0

Hn(x)
wn

n!
, (1.26)

e além disso, satisfazem

dHn(x)

dx
= 2nHn−1(x),

dL
(α)
n (x)

dx
= −L(α+1)

n−1 (x).
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Stieltjes observou que é posśıvel dar uma interpretação f́ısica para a localização dos

zeros dos polinômios ortogonais clássicos em termos dos pontos de equiĺıbrio de uma

função potencial, o que é conhecido como modelo eletrostático [30]. Vamos mostrar um

exemplo para o caso dos polinômios de Laguerre. Sejam {x1, x2, . . . , xn} as posições

de n cargas positivas unitárias que se movem livremente em (0,∞) e interagem entre

si pela lei do potencial logaŕıtmico. Além disso, se o sistema está sujeito a um campo

externo gerado por uma carga (α + 1)/2 na origem, que também obedece a lei do

potencial logaŕıtmico, mais um termo igual a x/2, ou seja, se a energia total do sistema

é

E(x1, x2, . . . , xn) = −
∑

1≤k<j≤n

ln |xk − xj| −
α + 1

2
ln |x− 0|+ x

2
,

então existe uma única configuração X∗ ∈ Λ = {(x1, x2, . . . , xn) : 0 < x1 < x2 < . . . <

xn <∞} que corresponde à posição de equiĺıbrio das cargas livres. Em outras palavras,

X∗ é o único ponto de mı́nimo global de E em Λ e ocorre quando as coordenadas são

precisamente os zeros do polinômio de Laguerre L
(α)
n . Além disso, em [49] a energia

total do sistema referente aos polinômios de Laguerre é descrita de outra maneira. O

termo x/2 na energia é substitúıdo por um v́ınculo entre as cargas livres, a saber,

n−1(x1 + x2 + · · ·+ xn) ≤ K,

onde K é uma constante positiva pré-fixada. Os polinômios de Hermite e Jacobi

também possuem um modelo eletrostático desse tipo.

1.3.2 Polinômios Ortogonais na Circunferência Unitária

Nesta seção faremos uma breve introdução sobre os polinômios ortogonais e para-

ortogonais na circunferência unitária baseada em [46, 47] e [40].

Considere µ uma medida positiva na circunferência unitária T = {z : |z| = 1},
ou seja, se escolhermos a parametrização z = eiθ, a medida µ(eiθ) é uma medida

positiva definida em 0 ≤ θ ≤ 2π. Além disso, vamos assumir que µ é uma medida

de probabilidade. Uma sequência de polinômios {Φn}n≥0, Φn mônico de grau n, é

chamada de sequência de polinômios mônicos de Szegő, ou sequência de polinômios

ortogonais na circunferência unitária com relação a µ, se satisfaz∫
T
zjΦn(z)dµ(z) =

∫ 2π

0

e−ijθΦn(eiθ)dµ(eiθ) =
1

k2n
δn,j, 0 ≤ j ≤ n, (1.27)

onde k−2n = ‖Φn‖2 =
∫
T |Φn(z)|2dµ(z). Visto que a integral é sobre a circunferência
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unitária, temos z = z−1, de onde∫
T
zjΦn(z)dµ(z) =

∫
T
z−jΦn(z)dµ(z).

Os polinômios mônicos de Szegő satisfazem as seguintes relações, ver [47],

Φ∗n+1(z) = Φ∗n(z)− αnzΦn(z),
n ≥ 0

Φn+1(z) = (1− |αn|2)zΦn(z)− αnΦ∗n+1(z).
(1.28)

onde Φ0(z) = 1, Φ∗n(z) = znΦn(1/z) e αn = −Φn+1(0). Utilizando as equações (1.28)

obtemos

Φn+1(z) = zΦn(z)− αnΦ∗n(z), n ≥ 0. (1.29)

Além disso, Φn possui os zeros no disco D = {z : |z| < 1}. Os coeficientes αn, n ≥ 0,

chamados de coeficientes de Verblunsky, satisfazem

|αn| < 1 e
n−1∏
m=0

(1− |αm|2) = k−2n =
Dn

Dn−1
para n ≥ 0, (1.30)

onde Dn são os determinantes de Toeplitz, a saber,

D0 = µ0 e Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
µ0 µ−1 · · · µ−n

µ1 µ0 · · · µ−n+1

...
...

...

µn µn−1 · · · µ0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n ≥ 1, (1.31)

sendo µn os momentos associados à medida µ, definidos por µn =
∫ 2π

0
e−inθdµ(eiθ), e

satisfazem µ−n = µn.

De forma análoga aos polinômios ortogonais na reta, da relação de recorrência é

posśıvel obter o seguinte fato.

Teorema 1.10 (Identidade de Christoffel-Darboux). Para qualquer n ≥ 0 e z, ζ ∈ C
com zζ 6= 1 e {ϕn}n≥0 uma sequência de polinômios de Szegő ortonormal (i.e. ‖ϕn‖ =

1) vale a identidade

Kn(z, ζ) =
n∑
k=0

ϕk(ζ)ϕk(z) =
ϕn+1(ζ)ϕn+1(z)− ϕ∗n+1(ζ)ϕ∗n+1(z)

ζz − 1
. (1.32)

A função Kn é chamada de núcleo de Christoffel-Darboux ou núcleos CD [46].

Fixado qualquer ζ o núcleo Kn(z, ζ) é um polinômio em z de grau menor ou igual a n

e, em particular, se |ζ| ≥ 1, é um polinômio em z de grau n.

Exemplo 1.11. Os polinômios ortogonais associados a medida de probabilidade µ dada
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por dµ(z) = (1/2πiz)dz são Φn(z) = zn, n ≥ 0.

O próximo exemplo pode ser encontrado com detalhes no Teorema 3.1 em [40].

Exemplo 1.12. Sejam b = λ + iη, λ > −1/2, z = eiθ com 0 ≤ θ ≤ 2π e a medida de

probabilidade µ(b) dada por

dµ(b)(eiθ) =
4Re(b)|Γ(b+ 1)|2

Γ(b+ b̄+ 1)

1

2π
[eπ−θ]Im(b)[sen(θ/2)2]Re(b)dθ, (1.33)

i.e, µ
(b)
0 = 1. Os momentos e os polinômios ortogonais mônicos na circunferência

unitária Φn(b; ·), com respeito a medida de probabilidade µ(b), são dados explicitamente

por

µ(b)
n = µ

(b)
−n =

(−b)n
(b+ 1)n

,

Φn(b; z) =
(b+ b+ 1)n

(b+ 1)n
2F1(−n, b+ 1; b+ b̄+ 1; 1− z), n ≥ 0. (1.34)

Definido por Jones, Nj̊astad e Thron [27] (detalhes também em [47]) para qualquer

ρn ∈ C com |ρn| = 1

Bn(ρn; z) = Φn(z) + ρn Φ∗n(z) (1.35)

é um polinômio para-ortogonal de grau n. Podemos também representá-lo de outra

forma usando as relações de recorrência (1.28) e (1.29),

Bn(ρn; z) = (1− ρnαn−1)
[
zΦn−1(z) +

ρn − αn−1
1− ρnαn−1

Φ∗n−1(z)

]
. (1.36)

Denotando por τn = [ρn − αn−1]/[1− ρnαn−1] observamos que, como |ρn| = 1,

τn =
ρn(1− ρnαn−1)

1− ρnαn−1
, (1.37)

e então |τn| = 1. Assim, o polinômio Bn(ρn; ·) em (1.36) na forma mônica pode ser

dado por

zΦn−1(z) + τnΦ∗n−1(z). (1.38)

Uma propriedade importante destes polinômios é que eles possuem n zeros simples

localizados na circunferência unitária T e satisfazem∫
T
z−kBn(ρn; z)dµ(z) = 0, para k = 1, . . . , n− 1, (1.39)

e ∫
T
z−kBn(ρn; z)dµ(z) 6= 0, para k = 0, n. (1.40)
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Este fato segue da ortogonalidade de Φn e da definição de Φ∗n visto que∫
T
z−kΦ∗n(z)dµ(z) = 0, para k = 1, . . . , n. (1.41)

Exemplo 1.13. Se Φn(z) = zne |ρ| = 1, então Bn(ρ; z) = zn + ρ claramente tem n

zeros distintos na circunferência unitária.

Exemplo 1.14. Se {ϕn}n≥0 é uma sequência de polinômios ortonormais na circun-

ferência unitária associados à medida µ, então, se |ζ| ≥ 1, da identidade (1.32) segue

que

Kn(z, ζ)(ζz − 1), n ≥ 0 (1.42)

forma uma sequência de polinômios para-ortogonais em z de grau n+ 1.

Mais detalhes do próximo exemplo podem ser encontrados no Teorema 5.1 em [40].

Exemplo 1.15. Sejam b = λ + iη, λ > 0 e ρn = (b)n+1/(b)n+1. Se Φn(b, ·) for como

no Exemplo 1.12, então

Rn(b; z) =
(b)n
(λ)n

[
zΦn−1(b; z) +

(b)n
(b)n

Φ∗n−1(b; z)

]
, n ≥ 0, (1.43)

é um polinômio para-ortogonal de grau n, que também pode ser expresso por

Rn(b; z) =
(2λ)n
(λ)n

2F1(−n, b; b+ b̄; 1− z), n ≥ 0. (1.44)

Além disso, estes polinômios satisfazem

Rn+1(b; z) =
[
(1 + i c

(b)
n+1)z + (1− i c(b)n+1)

]
Rn(b; z)− 4d

(b)
n+1zRn−1(b; z), (1.45)

para n ≥ 1, com R0(b; z) = 1 e R1(b; z) = (1 + i c
(b)
1 )z + (1− i c(b)1 ) e

c(b)n =
η

λ+ n− 1
e d

(b)
n+1 = d

(λ)
n+1 =

1

4

n(n+ 2λ− 1)

(n+ λ− 1)(n+ λ)
, n ≥ 1. (1.46)

Mais ainda, d
(b)
n+1 é a sequência encadeada positiva vista no Exemplo 1.3.

Os polinômios para-ortogonais também estão relacionados com polinômios núcleos

CD. Esta relação foi estudada, por exemplo, em [11] e [14].

Observação 1.16. Seja b = λ + iη, com λ > 1/2. Considere o núcleo

Kn(z; 1), definido em (1.32), associado aos polinômios ortogonais na circunferência

unitária com respeito a medida µ(b−1). Note que se z ∈ T então

z

1− z
dµ(b)(z) = const. (z − 1)dµ(b−1)(z).
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Disto segue que Rn(b; z) = const.Kn(z; 1). Vamos também denotar este núcleo por

Kn(b− 1; z; 1) [10].

Como consequência desta observação, dado que Kn(b− 1; z; 1) satisfaz∫
T
z−kKn(b− 1; z; 1)(z − 1)dµ(b−1)(z) = 0, k = 1, . . . , n,

segue que Rn(b; ·) satisfaz∫
T
z−kRn(b; z)(1− z−1)dµ(b−1)(z) = 0, k = 0, . . . , n− 1. (1.47)

Como vimos anteriormente, dada uma sequência de polinômios ortogonais na cir-

cunferência unitária, podemos construir sequências de polinômios para-ortogonais. Em

[10] é feito um estudo de várias propriedades dos polinômios para-ortogonais que satis-

fazem uma relação de recorrência de três termos. Dentre os resultados apresentados,

um deles trata de como recuperar os polinômios ortogonais a partir dos polinômios

para-ortogonais. A seguir descrevemos tal resultado em sua forma simplificada consi-

derando o polinômio para-ortogonal do Exemplo 1.15. O caso geral deste resultado é

dado no Teorema 3.1 em [10].

Consideremos b = λ+iη, λ > 0, z = eiθ com 0 ≤ θ ≤ 2π, a medida de probabilidade

µ(b)(eiθ), definida em (1.33), e a sequência de polinômios para-ortogonais {Rn(b; ·)}n≥0
dada em (1.45). Usando (1.47) e a Observação 1.16 temos que o polinômio Rn+1(b; ·)
satisfaz ∫

T
z−n−1+kRn+1(b; z)

z

z − 1
dµ(b)(z) = 0, para k = 0, . . . , n. (1.48)

Queremos mostrar que a sequência de polinômios ortogonais {Φn(b; ·)}n≥0 associada a

medida µ(b) pode ser expressa por

Φn(b; z) =
Rn+1(b; z)− 2(1− `(λ)n )Rn(b; z)

(z − 1)
∏n+1

k=1(1 + ick)
, (1.49)

onde {`(λ)n }n≥1, com

`(λ)n =
n− 1

2(λ+ n− 1)
, n ≥ 1,

é a sequência de parâmetros minimal da sequência encadeada {d(b)n+1}n≥1.
Primeiramente, considere

fn(b; z) =
1∏n+1

k=1(1 + ick)

[Rn+1(b, z)− Rn+1(b;1)
Rn(b;1) Rn(b; z)]

z − 1
.

Note que fn(b; ·) é um polinômio de grau n, pois z = 1 é um zero do numerador de
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fn(b; ·). Desta forma, usando (1.48) temos∫
T
z−kfn(b; z)dµ(b)(z) =∫

T

z−k−1∏n+1
k=1(1 + ick)

[
Rn+1(b; z)− Rn+1(b; 1)

Rn(b; 1)
Rn(b; z)

]
z

(z − 1)
dµ(b)(z) = 0

para k = 0, . . . , n − 1 e conclúımos que {fn(b; ·)}n≥0 é a sequência de polinômios

ortogonais em T com respeito a medida µ(b). Para finalizar, usamos a relação de

recorrência de três termos para Rn(b; z) em z = 1 de onde segue que {`(λ)n }n≥1, com

`(λ)n = 1− Rn(b; 1)

2 Rn−1(b; 1)
, (1.50)

é a sequência de parâmetros minimal para a sequência encadeada {d(λ)n+1}n≥1.



2 Polinômios Complementares de

Romanovski-Routh

Este caṕıtulo está dividido em cinco seções. Na primeira seção apresentamos os re-

sultados conhecidos na literatura sobre os polinômios complementares de Romanovski-

Routh. Nas seções 2.2 e 2.3 apresentamos as relações dos polinômios complementares

de Romanovski-Routh com polinômios ortogonais na circunferência unitária, e a in-

terpretação f́ısica para a localização dos zeros em termos de uma função potencial. A

Seção 2.4 apresenta uma função geradora para estes polinômios e sua relação com a

função de onda Coulomb e a função de Bessel. Os resultados destas seções compõe o

trabalho [32] que foi aceito para publicação. Finalizamos o caṕıtulo com a Seção 2.5

sobre problemas em aberto e expectativas em relação as propriedades assintóticas dos

zeros dos polinômios complementares de Romanovski-Routh.

2.1 Definições e Propriedades

Os polinômios de Romanovski-Routh podem ser definidos pela fórmula de Rodri-

gues, ver [39],

R(α,β)
n (x) =

1

ω(α,β)(x)

dn

dxn
[
ω(α,β)(x)(1 + x2)n

]
, (2.1)

onde ω(α,β)(x) = (1 + x2)β−1e−α arccot(x).

Estes polinômios foram introduzidos por Routh em 1884, [43], e redescobertos por

Romanovski, [42], no contexto de teoria de probabilidade e estat́ıstica. Eles também

são conhecidos como polinômios Pseudo-Jacobi, [39], ou polinômios de Jacobi comple-

xificados e podem ser expressos em termos dos polinômios de Jacobi com parâmetros

complexos, a saber,

R(α,β)
n (x) = (−2i)nn! P (β−1+iα/2,β−1−iα/2)

n (ix), n ≥ 0. (2.2)

Ademais, y(x) = R
(α,β)
n (x) satisfaz a equação diferencial

(1 + x2)
d2y

dx2
+ (2βx+ α)

dy

dx
− n(2β + n− 1)y = 0, (2.3)

17
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com α, β ∈ R e a propriedade de ortogonalidade finita, i.e., para m 6= n∫ ∞
−∞

R(α,β)
n (x)R(α,β)

m (x)ω(α,β)(x)dx = 0 (2.4)

se, e somente se, m+ n < 1− 2β.

Estamos interessados em estudar uma modificação dos polinômios de Romanovski-

Routh também conhecida como polinômios complementares de Romanovski-Routh

(CRR). Essa classe de polinômios apareceu nos trabalhos de Weber [52, 53], que consi-

derou uma variação da fórmula de Rodrigues (2.1). Os polinômios CRR são definidos

por

Q(α,β)
n (x) =

(1 + x2)n

ω(α,β)(x)

dn

dxn
[
ω(α,β)(x)

]
. (2.5)

Como observado em [41] e [52], os polinômios CRR satisfazem

Q(α,β)
n (x) = R(α,β−n)

n (x), n ≥ 1, (2.6)

de onde, usando (1.19) e (2.2), segue que

Q(α,β)
n (x) = (−2i)n

(
β − n+ i

α

2

)
n
2F1

(
− n, 2β − 1− n; β − n+ i

α

2
;

1− ix
2

)
. (2.7)

Com esta representação, temos que

dQ(α,β)
n (x)

dx
= n(2β + n− 1)Q(α,β)

n−1 (x). (2.8)

Então, usando a equação diferencial (2.3), (2.6) e (2.8) segue a relação de recorrência

de três termos

Q(α,β)
0 (x) = 1, Q(α,β)

1 (x) = 2(β − 1)x+ α, (2.9)

Q(α,β)
n+1 (x) = [α + 2(β − n− 1)x]Q(α,β)

n (x)− n(−2β + n+ 1)(1 + x2)Q(α,β)
n−1 (x).

Também em [41] foi apresentado uma função geradora para os polinômios Q(α,β)
n

obtida a partir da fórmula tipo Rodrigues (2.5). Com efeito,
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∞∑
n=0

Q(α,β)
n (x)

n!
wn =

∞∑
n=0

(1 + x2)n

ω(α,β)(x)

dn

dxn
[
ω(α,β)(x)

] wn
n!

(2.10)

=
1

ω(α,β)(x)

∞∑
n=0

(1 + x2)n
dn

dxn
[
ω(α,β)(x)

] wn
n!

=
1

ω(α,β)(x)

∞∑
n=0

dn

dwn
[
ω(α,β)(x+ w(1 + x2))

] ∣∣∣
w=0

wn

n!

=
ω(α,β)(x+ w(x2 + 1))

ω(α,β)(x)
.

Para o desenvolvimento das próximas seções deste trabalho sobre os polinômios

CRR utilizamos a notação modificada

Pn(b;x) =
(−1)n

2n(λ)n
Q(2η,−λ+1)
n (x), n ≥ 1, (2.11)

onde b = λ + iη e λ > 0. Esta notação é baseada na notação utilizada no recente

trabalho de Ismail e Ranga [26]. Vale observar também que, usando (2.11), (2.6) e

(2.3), segue que y(x) = Pn(b;x) satisfaz a equação diferencial

(x2 + 1)
d2y

dx2
− 2 [(λ+ n− 1)x− η]

dy

dx
+ n(n− 1 + 2λ)y = 0. (2.12)

Além disso, de (2.8) e (2.11), temos

dPn(b;x)

dx
= n(1− `(λ)n )Pn−1(b;x), (2.13)

onde

`(λ)n =
n− 1

2(λ+ n− 1)
, n ≥ 1. (2.14)

Note que {`(λ)n }n≥1 é a sequência de parâmetros minimal da sequência encadeada

{dn+1}n≥1 definida no Exemplo 1.3.

2.2 Polinômios CRR e Polinômios Ortogonais na

Circunferência Unitária

Como mencionamos anteriormente a partir desta seção usaremos a notação modi-

ficada

Pn(b;x) =
(−1)n

2n(λ)n
Q(2η,−λ+1)
n (x), n ≥ 1, (2.15)

onde b = λ + iη e λ > 0. Apresentamos aqui os novos resultados obtidos sobre

os polinômios CRR. Mostramos que os polinômios CRR estão relacionados com uma

classe de polinômios ortogonais na circunferência unitária e apresentamos algumas
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consequências desta relação. Em particular, parte do próximo teorema, que caracteriza

os polinômios Pn(b; ·), segue de resultados da seção anterior. Entretanto, apresentamos

uma demonstração utilizando a relação dos polinômios Pn(b; ·) com os polinômios para-

ortogonais.

Teorema 2.1. Os polinômios Pn(b; ·) podem ser dados através da expressão hiper-

geométrica

Pn(b;x) =
(x− i)n

2n
(2λ)n
(λ)n

2F1

(
− n, b; b+ b̄;

−2i

x− i

)
, n ≥ 1,

e satisfazem a relação de recorrência de três termos

Pn+1(b;x) = (x− c(b)n+1)Pn(b;x)− d(b)n+1(x
2 + 1)Pn−1(b;x), n ≥ 1, (2.16)

com P0(b;x) = 1 e P1(b;x) = x− c(b)1 , onde

c(b)n =
η

λ+ n− 1
e d

(b)
n+1 = d

(λ)
n+1 =

1

4

n(n+ 2λ− 1)

(n+ λ− 1)(n+ λ)
, n ≥ 1. (2.17)

Além disso, se λ > 1/2, então∫ ∞
−∞

xm
Pn(b;x)

(1 + x2)n
ν(λ,η)(x)dx = γ(λ)n δm,n, m = 0, 1, . . . , n,

onde

ν(λ,η)(x) =
22λ−1|Γ(b)|2

Γ(2λ− 1)

eηπ

2π
ω(2η,−λ+1)(x) =

22λ−1|Γ(b)|2

Γ(2λ− 1)

eηπ

2π

[
e− arccot(x)

]2η
(1 + x2)λ

.

Aqui, γ
(λ)
0 =

∫∞
−∞ ν

(λ,η)(x)dx = 1 e γ
(λ)
n = (1− L(λ)

n )γ
(λ)
n−1, n ≥ 1, com

L(λ)
n =

1

2

2λ+ n− 2

λ+ n− 1
, n ≥ 1. (2.18)

Demonstração. Seja b = λ + iη, λ > 0 e {Φn(b; ·)}n≥0 a sequência de polinômios

ortogonais de Szegő associados a medida µ(b) definidos no Exemplo 1.12.

Seja {Rn(b; ·)}n≥0 a sequência de polinômios dada por

Rn(b; z) =
2n

(x− i)n
Pn(b;x), n ≥ 0, (2.19)

onde z = (x + i)/(x − i) ou, equivalentemente, x = i(z + 1)/(z − 1). Esta mudança

de variável é também conhecida por transformação de Cayley e leva a reta estendida

R = R ∪ {∞} na circunferência unitária T := {z = eiθ: 0 ≤ θ < 2π} [46, p. 42].
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Utilizando (2.12) e (2.19), segue que

z(1− z)
d2Rn(b; z)

dz2
− [b+ b̄− (−n+ b+ 1)(1− z)]

dRn(b; z)

dz
+ nbRn(b; z) = 0, (2.20)

para n ≥ 1. Comparando (2.20) com a equação diferencial da hipergeométrica de

Gauss (1.11), segue que

Rn(b; z) =
(2λ)n
(λ)n

2F1(−n, b; b+ b̄; 1− z), n ≥ 0, (2.21)

e com isso obtemos a representação hipergeométrica para Pn(b; ·).
Observe que Pn(b; ·) satisfaz a relação de recorrência (2.16) se, e somente se, Rn(b; ·)

satisfaz a relação de recorrência

Rn+1(b; z) =
[
(1 + i c

(b)
n+1)z + (1− i c(b)n+1)

]
Rn(b; z)− 4d

(b)
n+1zRn−1(b; z), (2.22)

para n ≥ 1, com R0(b; z) = 1 e R1(b; z) = (1+ i c
(b)
1 )z+(1− i c(b)1 ), onde os coeficientes

c
(b)
n e d

(b)
n+1 são como em (2.17). Este fato foi apresentado no Exemplo 1.15. Note que

esta relação de recorrência também pode ser obtida diretamente de (2.9) e (2.15).

Além disso, usando as representação (1.34) e (2.21) e a propriedade de derivação

da função hipergeométrica, ver (1.10), temos

Φn(b; z) =
(λ)n+1

(b)n+1

1

n+ 1
R′n+1(b; z), n ≥ 0. (2.23)

Sejam

ϕn(b; z) =
|(b+ 1)n|√
(2λ+ 1)n n!

Φn(b; z), n ≥ 0, (2.24)

os polinômios ortonormais associados a medida µ(b) e os núcleos associados

Kn(b; z, ζ) =
n∑
j=0

ϕj(b; ζ)ϕj(b; z), n ≥ 0. (2.25)

Como vimos na Observação 1.16, quando λ > 1/2, os polinômios Rn(b; ·) são também

polinômios núcleos dados em termos dos polinômios ortogonais Φn(b − 1; ·) quando

ζ = 1. A saber,

Rn(b; z) = ξ(b−1)n Kn(b− 1; z, 1), n ≥ 0,

onde

ξ
(b−1)
0 =

∫
T
dµ(b−1)(ζ), ξ(b−1)n = ξ

(b−1)
0

n∏
j=1

(1− L(λ)
j ), n ≥ 1.

Aqui, {L(λ)
n }n≥1 é a sequência dada em (1.3) e, visto que a medida µ(b−1) é uma medida
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de probabilidade, ξ
(b−1)
0 = 1. Vimos em (1.47) que∫

T
z−kRn(b; z)(1− z−1)dµ(b−1)(z) = 0, 0 ≤ k ≤ n− 1. (2.26)

Fazendo a transformação de Cayley na integral (2.26) obtemos∫ −∞
∞

(
x− i
x+ i

)k
Rn

(
b;
x− i
x+ i

)
x− i
x+ i

(
x− i
x+ i

− 1

)
dµ(b−1)

(
x− i
x+ i

)
= 0,

para k = 0, 1, . . . , n− 1. Usando relação (2.19) segue que

∫ ∞
−∞

(x− i)k(x+ i)n−k−1
Pn(b;x)

(x2 + 1)n

[
−dµ(b−1)

(
x− i
x+ i

)]
= 0, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Para concluir a ortogonalidade, basta observar que o conjunto {(x − i)k(x + i)n−k−1 :

k = 0, . . . , n − 1} gera o espaço dos polinômios de grau no máximo n − 1, denotado

por Pn−1. Assim,∫ ∞
−∞

xk
Pn(b;x)

(1 + x2)n
ν(λ,η)(x)dx = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1,

onde

ν(λ,η)(x)dx =
22λ−1|Γ(b)|2

Γ(2λ− 1)

eηπ

2π
ω(2η,−λ+1)(x)dx = −dµ(b−1)

(
x− i
x+ i

)
.

Finalmente, para obter as fórmulas para γ
(λ)
n , segue da relação de recorrência (2.16),

(x2 + 1)

(x2 + 1)

xn−1

(x2 + 1)n
Pn+1(b;x) = (x−c(b)n+1)

xn−1

(x2 + 1)n
Pn(b;x)−d(b)n+1

xn−1

(x2 + 1)n−1
Pn−1(b;x),

para n ≥ 1. Assim, integrando com respeito a ν(λ,η)(x)dx obtemos

γ
(λ)
n+1 = γ(λ)n − d

(λ)
n+1γ

(λ)
n−1, n ≥ 1,

que pode ser reescrita como

γ
(λ)
n

γ
(λ)
n−1

(
1−

γ
(λ)
n+1

γ
(λ)
n

)
= d

(λ)
n+1, n ≥ 1.

Usando a sequência de parâmetros maximal para {dn}n≥1 (1.3), o que precisamos

verificar é que

γ
(λ)
1 /γ

(λ)
0 = (1− L(λ)

1 ) = (2λ)−1.

É fácil ver que,

γ
(λ)
0 =

∫ ∞
−∞

ν(λ,η)(x)dx =

∫
T
dµ(b−1)(ζ) = 1.
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Além disso,

γ
(λ)
1 =

∫ ∞
−∞

x
P1(b;x)

(1 + x2)
ν(λ,η)(x)dx =

1

4

∫
T

z + 1

z
R1(b; z)dµ(b−1)(z)

=
1

4
[(1 + ic

(b)
1 )µ

(b−1)
−1 + 2 + (1− ic(b)1 )µ

(b−1)
1 ].

Assim, usando a expressão para c
(b)
1 juntamente com µ

(b−1)
1 = µ

(b−1)
−1 = (−b + 1)/b,

obtemos γ
(λ)
1 = (2λ)−1. Isto completa a prova do teorema.

Utilizando a relação entre os polinômios CRR e os polinômios para-ortogonais é

posśıvel deduzir outras propriedades como descrevemos nos próximos teoremas. Se

λ > 0, de forma semelhante a (1.49), os polinômios ortogonais Φn(b; ·) também podem

ser obtidos através dos polinômios Rn(b+ 1; ·) por

Φn(b; z) =
(λ+ 1)n
(b+ 1)n

[
Rn(b+ 1; z)− 2(1− L(λ+1)

n )Rn−1(b+ 1; z)
]
, n ≥ 1, (2.27)

onde {L(λ+1)
n }n≥1 é a sequência de parâmetros maximal de {d(λ+1)

n+1 }n≥1 dado em (1.3).

Para mais detalhes ver [10] e as referências lá contidas.

Desta forma, combinando (2.19) com as duas diferentes expressões descritas por

(1.49) e (2.27) para Φn(b; ·), obtemos a fórmula de conexão

Pn(b+ 1;x)− n

2(λ+ n)
(x− i)Pn−1(b+ 1;x)

=
λ

ib

[
Pn+1(b;x)− 2λ+ n

2(λ+ n)
(x− i)Pn(b;x)

]
,

n ≥ 1, para os polinômios Pn(b; ·). Como, Pn(b; ·) e Pn+1(b; ·) são polinômios com

coeficientes reais segue o seguinte teorema.

Teorema 2.2. Seja Re(b) = λ > 0. Então,

Pn(b+ 1;x)− n

2(λ+ n)

(
x+

η

λ

)
Pn−1(b+ 1;x) =

2λ+ n

2(λ+ n)
Pn(b;x)

e

η

λ
Pn(b+ 1;x)− n

2(λ+ n)

(η
λ
x− 1

)
Pn−1(b+ 1;x) = −

[
Pn+1(b;x)− 2λ+ n

2(λ+ n)
xPn(b;x)

]
,

para n ≥ 1.

Uma fórmula de conexão entre Rn(b + 1; ·) e Rn(b; ·) foi obtida em [8, eq. 4.4], a

saber,

ρ(n,b)(z − 1)2Rn(b+ 1; z) = Rn+2(b; z) + κ
(n,b)
1 Rn+1(b; z) + κ

(n,b)
1 zRn(b; z), (2.28)
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para n ≥ 0, onde

ρ(n,b) =
b

λ

(b+ n+ 1)

(λ+ n+ 1)
,

κ
(n,b)
1 =

(b− b)
b

(2λ+ n+ 1)

(λ+ n+ 1)
, κ

(n,b)
2 = −b

b

(2λ+ n)(2λ+ n+ 1)

(λ+ n)(λ+ n+ 1)
.

Desta forma, usando (2.19) em (2.28) e separando a parte real e a parte imaginária da

equação, resulta no próximo teorema.

Teorema 2.3. Seja Re(b) = λ > 0. Então,

−
(
λ+ n+ 1− η2

λ

)
Pn(b+ 1;x) = (λ+ n+ 1)Pn+2(b;x)

+
η(2λ+ n+ 1)

|b|2
(−ηx+ λ)Pn+1(b;x)

+
1

4

(η2 − λ2)
|b|2

(2λ+ n)(2λ+ n+ 1)

(λ+ n)
(x2 + 1)Pn(b;x).

e

−η
λ
Pn(b+ 1;x) =

η

|b|2
(λx+ η)Pn+1(b;x)− 1

2

(λη)(2λ+ n)

|b|2(λ+ n)
(x2 + 1)Pn(b;x).

2.3 Modelo Eletrostático para Polinômios CRR

Conforme mencionado, o modelo eletrostático para os zeros dos polinômios orto-

gonais clássicos foi obtido por Stieltjes, ver em [49]. Posteriormente, ele também tra-

balhou com um problema mais geral considerando polinômios (também chamados de

polinômios de Heine-Stieltjes) que são soluções de uma equação diferencial de Lamé.

Desde então, este tópico tem chamado a atenção de vários pesquisadores, incluindo

[16] e [36]. Nessa seção apresentamos uma interpretação eletrostática para os zeros da

sequência {Pn(b; ·)}n≥0.
Antes de apresentarmos a interpretação eletrostática precisamos do próximo lema

que contém parte dos resultados do Teoremas 2.1 e Teorema 2.2 apresentados em [26].

Lema 2.4. Seja {Pn}n≥0 a sequência de polinômios que satisfazem a relação de re-

corrência do tipo RII , isto é,

Pn+1(x) = (x− cn+1)Pn(x)− dn+1(x
2 + 1)Pn−1(x), n ≥ 1,

P0(x) = 1, P1(x) = x− c1,

onde {cn}n≥1 é uma sequência real e {dn+1}n≥1 é uma sequência encadeada. Denotemos

por pn o coeficiente do termo de maior grau de Pn. Então, p0 = 1, p1 = 1 e pn =

(1−ln)pn−1, onde {ln}n≥1 é a sequência de parâmetros minimal da sequência encadeada

{dn+1}n≥1. Além disso, os zeros de Pn são reais e simples.
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É fácil ver que Pn(b; ·) satisfaz uma relação de recorrência do tipo RII , de onde

Pn(b; ·) tem grau n, zeros reais e simples. O próximo resultado, enunciado em uma

forma mais geral, combinado com o Lema 2.4 vai garantir que Pn(b; ·) é a única solução

polinomial de grau n da equação diferencial (2.12).

Lema 2.5. Considere ω ∈ C, Im(ω) 6= 0, λ > 0 e η ∈ R e n ∈ N. Se λ não é um

número natural ou (λ+ n− 1) Re(ω)− η 6= 0, então a equação diferencial

(x− ω)(x− ω)
d2f

dx2
− 2[(λ+ n− 1)x− η]

df

dx
+ n(n− 1 + 2λ)f = 0 (2.29)

possui uma única solução polinomial. Caso contrário, possui duas soluções polinomiais

linearmente independentes com grau n e 2λ+ n− 1 ≥ n+ 1.

Em particular, quando ω = i a solução polinomial de grau n é Pn(b; ·).

Demonstração. Primeiramente, observe que a unicidade da solução polinomial de (2.29)

é equivalente a unicidade da solução polinomial da equação diferencial

(y2 + 1)
d2g

dy2
− 2{(λ+ n− 1)y + [(λ+ n− 1) Re(ω)− η]/ Im(ω)}dg

dy
(2.30)

+ n(n− 1 + 2λ)g = 0.

Mais precisamente, se g(y) é uma solução da equação diferencial (2.30), então g([x −
Re(ω)]/ Im(ω)) é solução da equação diferencial (2.29). Isto é garantido fazendo a

mudança de variável y = [x− Re(ω)]/ Im(ω).

Para simplificar a notação vamos denotar a operação de derivação por uma aspa,

isto é, df/dx = f ′. Desta forma, para provar a primeira parte do teorema vamos

supor que p e q são duas soluções polinomiais de (2.30) e mostrar que o Wronskiano

W (y) = p′(y)q(y) + q′(y)p(y) é nulo, ou seja, p e q são linearmente dependentes. De

fato, temos

(y2 + 1)p′′(y)− 2{(λ+ n− 1)y + [(λ+ n− 1) Re(ω)− η]/ Im(ω)}p′(y)

+ n(n− 1 + 2λ)p(y) = 0,

(2.31)

(y2 + 1)q′′(y)− 2{(λ+ n− 1)y + [(λ+ n− 1) Re(ω)− η]/ Im(ω)}q′(y)

+ n(n− 1 + 2λ)q(y) = 0.

Multiplicando a primeira equação em (2.31) por q(y) e a segunda equação por p(y) e

subtraindo os resultados, obtemos

(y2 + 1)W ′(y) = 2{(λ+ n− 1)y + [(λ+ n− 1) Re(ω)− η]/ Im(ω)}W (y).
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Assim,

W (y) = const . exp

(∫
2{(λ+ n− 1)y + [(λ+ n− 1) Re(ω)− η]/ Im(ω)}

(y2 + 1)
dy

)
= const .(y2 + 1)(λ+n−1) exp

(
(λ+ n− 1) Re(ω)− η

Im(ω)
arctan(y)

)
.

Entretanto, como W é um polinômio, segue que W (y) = 0.

Para a segunda parte do teorema, usamos a relação entre os polinômios de

Romanovski-Routh e os polinômios de Jacobi, P
(α,α)
n , com parâmetros e variável com-

plexos como vimos em (2.2). Temos que P
(α,α)
n satisfaz a equação diferencial

(1− z2)h′′(z)− 2{i Im(α) + [Re(α) + 1]z}h′(z) + n(2 Re(α) + 1 + n)h(z) = 0. (2.32)

Fazendo a mudança de variavel z = iy em (2.32) obtemos a equação diferencial

dos polinômios de Romanovski-Routh. Mais que isso, fixando −Re(α) = λ + n e

Im(α) = −[(λ+ n− 1) Re(r)− η]/ Im(r) temos que h(z) é uma solução de (2.32) se, e

somente se, h(iy) é uma solução de (2.30). Dessa relação obtemos a representação dos

polinômios de Romanovski-Routh em termos dos polinômios de Jacobi, mencionada

em (2.2) e também a forma expĺıcita para a segunda solução de (2.30) [49, p. 65], que

é,

q(y) = (1− iy)−α 2F1

(
−n− α, n+ α + 1; 1− α;

1− iy
2

)
. (2.33)

Usando que Im(α) = 0, −Re(α) = λ+ n e que λ é um inteiro positivo conclúımos que

o grau de q(y) é −α− (n+ α + 1) = 2λ+ n− 1 ≥ n+ 1.

Teorema 2.6. Considere a função energia dada por n cargas unitárias positivas loca-

lizadas em {x1, x2, . . . , xn} que se movem livremente sobre a reta real e por duas cargas

fixas negativas de magnitude λn = (λ+n− 1)/2 nas posições i e −i que obedecem a lei

do potencial logaŕıtmico na presença de um campo externo dado em termos da função

arctan(x). Então a energia total do sistema, definida em

Λ := {(x1, . . . , xn) :∞ < x1 < . . . < xn <∞}

é

E(x1, . . . , xn) =
∑

1≤j<k≤n
− ln |xj − xk|+ λn

n∑
j=1

[
ln |xj − i|+ ln |xj + i|

]
− η

n∑
j=1

arctan(xj).

Essa função energia tem um único ponto de equiĺıbrio em Λ e ocorre precisamente

quando {x1, . . . , xn} são os zeros de Pn(b; ·).

Demonstração. O problema de minimizar E(x1, . . . , xn) é equivalente ao de maximizar
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a função

T (x1, x2, . . . , xn) = e−2E(x1,x2,...,xn) =

=
∏

1≤j<i≤n

(xj − xi)2
n∏
j=1

(x2j + 1)−(λ+n−1)
n∏
j=1

e2η arctan(xj). (2.34)

Note que T é cont́ınua, não negativa e se anula no infinito. Assim, T tem pelo menos

um ponto de máximo. Reescrevamos a função T como

s(x\xk)p2k(xk) (x2k + 1)−(λ+n−1) e2η arctan(xk), (2.35)

onde s(x\xk) é a parte de T que não depende da variável xk,

p(x) = (x− x1) . . . (x− xn) e pk(x) = p(x)/(x− xk). (2.36)

Seja X = (x1, . . . , xn). Observe que

∂T (X)

∂xk
= s(x\xk)

{
2pk(xk)p

′

k(xk)[(x
2
k + 1)]−(λ+n−1)e2η arctan(xk)

}
+ s(x\xk)p2k(xk)∂xk

{
[(x2k + 1)]−(λ+n−1)e2η arctan(xk)

}
= T (X)

{
2p
′

k(xk)

pk(xk)
− (λ+ n− 1)

2xk
(x2k + 1)

+
2η

(x2k + 1)

}
= T (X)

{
p′′(xk)

p′(xk)
− 2

[
(λ+ n− 1)xk − η

(x2k + 1)

]}
. (2.37)

Se X é um ponto de máximo da função T , então

T (X) 6= 0

e
p′′(xk)

p′(xk)
− 2

[
(λ+ n− 1)xk − η

(x2k + 1)

]
= 0, para k = 1, . . . n,

que é equivalente a

(x2k + 1)p′′(xk)− 2 [(λ+ n− 1)xk − η] p′(xk) = 0, para k = 1, . . . n.

Como (x2+1)p′′(x)−2 [(λ+ n− 1)x− η] p′(x) é um polinômio de grau n com os mesmos

zeros do polinômio p(x), segue que

(x2 + 1)p′′(x)− 2 [(λ+ n− 1)x− η] p′(x) + n(n− 1 + 2λ)p(x) = 0,

que é a equação diferencial (2.29) com ω = i, que possui uma única solução polinomial

de grau n. Portanto, p(x) = const.Pn(b;x).
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Para os casos ω ∈ C e Im(ω) 6= 0, a função energia para a solução polinomial de

grau n da equação diferencial (2.29) é

E(x1, . . . , xn) =
∑

1≤j<i≤n

− ln |xj − xi|+ λn

n∑
j=1

[
ln |xj − ω|+ ln |xj + ω|

]
+ κn

n∑
j=1

arctan

(
xj − Re(ω)

Im(ω)

)
,

onde κn = [(λ + n − 1) Re(ω) − η]/ Im(ω). A solução polinomial de grau n pode ser

expressa por

R(α,β)
n

(
x− Re(ω)

Im(ω)

)
,

com α = −2[(λ + n − 1) Re(ω) − η]/ Im(ω) e β = −(λ + n − 1). Além disso, se

(λ+n−1) Re(ω)−η = 0, a função energia obtida coincide com os casos considerados em

[36] por Orive e Garćıa. Em [36] foram considerados problemas de equiĺıbrio envolvendo

cargas unitárias que se movem em R na presença de cargas fixas localizadas em C.

2.4 Funções Geradoras para os Polinômios CRR

As funções geradoras são uma importante ferramenta na teoria de funções especiais

e polinômios ortogonais. Por exemplo, a partir da função geradora para polinômios

ortogonais clássicos, é posśıvel recuperar as relações de recorrência. Nesta seção, esta-

belecemos uma função geradora para a sequência de polinômios CRR mônicos. Esta

função, em contraste com a função apresentada em (2.10), é uma função inteira, cujas

propriedades são estudadas no próximo caṕıtulo.

O teorema a seguir é uma aplicação da função geradora dos polinômiosQ(α,β)
n que foi

apresentada (2.10) com as escolhas de parâmetros adequadas de forma a obter Pn(b; ·),
uma vez que temos (2.11).

Teorema 2.7. Para os polinômios CRR {Pn(b; ·)}n≥0 onde b = λ+ iη, λ > 0, temos

e2η arccot(x)

[(xw − 1)2 + w2]λe2η arccot[x−w(x2+1)]
=
∞∑
n=0

2n(λ)nPn(b;x)
wn

n!
. (2.38)

A seguir, apresentamos uma outra função geradora utilizando a sequência

{P̂n(b; ·)}n de polinômios CRR mônicos. Seja p
(b)
n o coeficiente do termo de maior

grau do polinômio Pn(b; ·). Usando a relação de recorrência de três termos, ou sim-

plesmente aplicando o Lema 2.4, segue que

p(b)n = (1− `(λ)n )p
(b)
n−1 =

(2λ)n
2n(λ)n

, (2.39)
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onde {`(λ)n }n≥1 é a sequência de parâmetros minimal dada em (1.2). Assim,

P̂n(b;x) =
1

p
(b)
n

Pn(b;x) =
2n(λ)n
(2λ)n

Pn(b;x), n ≥ 1. (2.40)

Ademais, usando (2.13) e (2.40), segue que a sequência {P̂n(b; ·)}n satisfaz

dP̂n(b;x)

dx
= nP̂n−1(b;x) (2.41)

e de (2.16) e (2.40) obtemos a relação de recorrência para os polinômios CRR mônicos

P̂n+1(b;x) =
2

2λ+ n

[
(λ+ n)x− η

]
P̂n(b;x)− n

2λ+ n
(x2 + 1)P̂n−1(b;x), n ≥ 1,

(2.42)

P̂0(b;x) = 1, P̂1(b;x) = x− η/λ.

Uma sequência de polinômios que satisfazem a propriedade (2.41) é chamada de

sequência de Appell [5]. É sabido na literatura que toda sequência de Appell pos-

sui uma função geradora da forma exw F (w). O próximo teorema fornece a função

geradora explicitamente.

Teorema 2.8. A sequência de polinômios CRR mônicos {P̂n(b; ·)}n≥0 é uma sequência

de Appell com função geradora dada por

exw N (b;w) =
∞∑
n=0

P̂n(b;x)
wn

n!
, (2.43)

onde

N (b;w) = e−iw 1F1(b; b+ b̄; 2iw). (2.44)

Demonstração. Primeiramente observe que, escolhendo x = i na relação de recorrência

(2.16) e usando (2.40), resulta em

P̂n(b; i) =
2nin(b)n

(2λ)n
, n ≥ 0.

Tomando N (b;w) = e−iwH(b;w), onde H(b;w) =
∑∞

j=0 h
(b)
j w

j, precisamos mostrar

que

h
(b)
j =

(b)j 2jij

(2λ)j n!
, j ≥ 0.

Temos

exwN (b;w) = e(x−i)w
∞∑
j=0

h
(b)
j w

j =
∞∑
n=0

P̂n(b;x)
wn

n!
.
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Assim,(
∞∑
k=0

(x− i)k

k!
wk

) (
∞∑
j=0

h
(b)
j w

j

)
=
∞∑
n=0

(
n∑
l=0

h
(b)
n−l

(x− i)l

l!

)
wn =

∞∑
n=0

P̂n(b;x)
wn

n!
,

e igualando os coeficientes das potências de mesmo grau, temos

P̂n(b;x) = n!
n∑
l=0

h
(b)
n−l

(x− i)l

l!
, n ≥ 0. (2.45)

Usando a representação hipergeométrica para P̂n(b; ·) dada no Teorema 2.1 segue que

h(b)n =
1

n!
P̂n(b; i) =

(b)n2nin

(2λ)n n!
, n ≥ 0,

e isto completa a prova.

Observação 2.9. A função H(b; ·) é a função de Kummer confluente de primeiro tipo

definida em (1.13), que é uma função inteira. Desta forma, a função geradora da

sequência dos polinômios CRR mônicos é uma função inteira e o lado direito de (2.43)

é absolutamente convergente em C.

A função N (b; ·), quando Im(b) = η = 0 e Re(b) = λ ≥ 1/2, está relacionada com

as funções de Bessel definidas em (1.17). Precisamente,

N (λ;w) = Γ(λ+ 1/2)
(w

2

)−λ+1/2

Jλ−1/2(w), (2.46)

e com esta representação seguem os seguintes corolários.

Corolário 2.10. Para α > −1/2 temos a seguinte fórmula de expansão para a função

de Bessel Jα(w)

exwJα(w) =
1

Γ(α + 1)

(w
2

)α ∞∑
n=0

P̂n(α + 1/2;x)
wn

n!
.

Para o próximo corolário basta fixar α = 1/2 e usar a representação J1/2(w) =√
2/πw sen(w) [24, p. 924].

Corolário 2.11.

exw w−1 sen(w) = exw N (1;w) =
∞∑
n=0

P̂n(1, x)
wn

n!
.

A função geradora está relacionada com as funções de Whittaker Mk,m, definidas

em (1.15), da seguinte forma

N (b;w) = N (λ+ iη;w) = (i2w)−λM−iη,λ−1/2(2iw).
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Se λ for um inteiro, temos que N (b; ·) está relacionada com a função de onda

Coulomb regular, FL(η, ·), definida por

FL(η, w) = CL(η)wL+1e−iw 1F1(L+ 1− iη; 2L+ 2; 2iw),

onde

CL(η) =
2Le−πη/2|Γ(L+ 1 + iη)|

(2L+ 1)!
(2.47)

com L ≥ 0 inteiro e η ∈ R, ver em [1, p. 537]. Logo, para λ = L ≥ 1 inteiro, temos

FL−1(−η, w) = CL−1(−η)wLN (b;w).

De maneira geral, para b = λ+ iη e λ > 0, podemos definir a função M (b; ·) por

M (b;w) = C(b)wλ N (b;w) e C(b) = 2λ−1eπη/2
|Γ(b)|
Γ(2λ)

, (2.48)

que chamamos de função de onda Coulomb estendida, pois se λ = L é um inteiro

positivo, segue que

M (b+ 1;w) = FL(η, w) e C(b+ 1) = CL(η). (2.49)

Logo, usando a conexão da função geradora do Teorema 2.8 com as funções de onda

Coulomb temos o próximo resultado.

Corolário 2.12. A seguinte fórmula de expansão com respeito a função de onda Cou-

lomb estendida M (b; ·) vale

exwM (b;w) = C(b)wλ
∞∑
n=0

P̂n(b;x)
wn

n!
.

Em particular, para a função de onda Coulomb FL(η, ·) temos

exwFL(η, w) = CL(η)wL+1

∞∑
n=0

P̂n(L+ 1− iη;x)
wn

n!
,

para L = 0, 1, 2, . . ., onde CL(η) dado em (2.47).

Fazendo x = 0 no Corolário 2.12 obtemos uma série de expansão

FL(η, w) = CL(η)wL+1

∞∑
k=L+1

ALk (η)wk−L−1,

onde (k − L − 1)!ALk (η) = P̂k−L−1(L + 1 − iη; 0). Esta expansão juntamente com a

relação de recorrência de três termos (2.42) satisfeita por {P̂n(L + 1 − iη; 0)}n≥0 é
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exatamente a fórmula de expansão para FL(η, ·) dada em [1, p. 538]. Se usarmos a

expressão hipergeométrica para Pn(b; ·) descrita no Teorema 2.1 obtemos a expressão

fechada para ALk (η), a saber,

ALk+L+1(η) =
(−i)k

k!
2F1(−k, L+ 1− iη; 2L+ 2; 2), k = 0, 1, 2, . . . .

Fazendo x = −η/(L+ 1) no Corolário 2.12 obtemos a série de expansão para a função

de onda Coulomb descrita em [34].

A seguir apresentamos outras fórmulas de expansão associadas com as funções

N (b; ·) e M (b; ·) definidas em (2.44) e (2.48).

Teorema 2.13. Seja b = λ + iη, λ > 0. Considere as sequências reais {an}n≥0 =

{a(λ,η)n }n≥0 e {bn}n≥0 = {b(λ,η)n }n≥0 dadas por an+1

bn+1

 =
2

2λ+ n

 −η −(λ+ n)

(λ+ n) −η

 an

bn

 , n ≥ 0,

com a0 = 1 e b0 = 0. Então,

1

C(b)
w−λ cos(w) M (b;w) = cos(w) N (b;w) =

∞∑
n=0

an
wn

n!
,

1

C(b)
w−λ sen(w) M (b;w) = sen(w) N (b;w) = w

∞∑
n=0

1

n+ 1
bn+1

wn

n!
.

(2.50)

Além disso, se cn(w) = an cos(w) + bn+1w sen(w)/(n+ 1), n ≥ 0, então

N (b;w) =
∞∑
n=0

cn(w)
wn

n!
.

Demonstração. No Teorema 2.8, fazendo x = i e x = −i, e então, respectivamente,

somando e subtraindo obtemos as equações

2 cos(w) N (b;w) =
n∑
n=0

[
P̂n(b; i) + P̂n(b;−i)

] wn
n!
,

i2 sen(w) N (b;w) =
n∑
n=0

[
P̂n(b; i)− P̂n(b;−i)

] wn
n!
.

Desta forma, segue que

2an =
[
P̂n(b; i) + P̂n(b;−i)

]
e i2bn =

[
P̂n(b; i)− P̂n(b;−i)

]
, n ≥ 0.

Logo a0 = 1 e b0 = 0. Usando (2.16), (2.40) temos que P̂n(b; i) = P̂n(b;−i) =

2nin(b)n/(2λ)n, n ≥ 0 e isto fornece explicitamente os termos das sequências {an}n≥0
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e {bn}n≥0, a saber,

2an =
2n

(2λ)n

[
(i)n(b)n + (−i)n(b)n

]
e i2bn =

2n

(2λ)n

[
(i)n(b)n − (−i)n(b)n

]
,

para n ≥ 1. Definindo

2ãn =
[
(i)n(b)n + (−i)n(b)n

]
e i2b̃n =

[
(i)n(b)n − (−i)n(b)n

]
,

temos que

ãn+1 = −ηãn − (λ+ n)b̃n e b̃n+1 = −ηb̃n + (λ+ n)ãn, para n ≥ 0.

Note que η = [(b + n) − (b + n)]/(2i) e (λ + n) = [(b + n) + (b + n)]/2. Com estas

substituições completamos a prova das fórmulas para an e bn. Para finalizarmos a

demonstração do teorema basta multiplicar a primeira fórmula em (2.50) por cos(w)

e a segunda fórmula (2.50) por sen(w), e usar a identidades trigonométrica sen(w)2 +

cos(w)2 = 1.

Para o caso das funções de onda Coulomb do Teorema 2.13 temos o seguinte resul-

tado.

Corolário 2.14. Para L ≥ 0, considere as sequências reais {an}n≥0 e {bn}n≥0 dada

por a0 = 1, b0 = 0 e an+1

bn+1

 =
2

2L+ n+ 2

 η −(L+ n+ 1)

(L+ n+ 1) η

 an

bn

 , n ≥ 0.

Então,

cos(w)FL(η, w) = CL(η)wL+1

∞∑
n=0

an
wn

n!
,

sen(w)FL(η, w) = CL(η)wL+2

∞∑
n=0

1

n+ 1
bn+1

wn

n!
,

(2.51)

onde CL é como no Corolário 2.12. Além disso, se {cn}n≥0 é dada por

cn(w) = an cos(w) +
bn+1

n+ 1
w sen(w), n ≥ 0,

então

FL(η, w) = CL(η)wL+1

∞∑
n=0

cn(w)
wn

n!
.

Quando η = 0, as fórmulas an e bn no Teorema 2.13 são simplificadas. É fácil

verificar que

a1 = b0 = 0, b1 =
2

2λ
(λ)a0 = 1.
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Desta forma, seguem as fórmulas para a função de Bessel.

Corolário 2.15. Para α > −1/2, seja

a2n = (−1)n
22n(α + 1/2)2n

(2α + 1)2n
, b2n+1 = (−1)n

22n(α + 3/2)2n
(2α + 2)2n

, n ≥ 0.

Então,

cos(w) Jα(w) =
1

Γ(α + 1)

(w
2

)α ∞∑
n=0

a2n
w2n

(2n)!
,

sen(w) Jα(w) =
w

Γ(α + 1)

(w
2

)α ∞∑
n=0

1

2n+ 1
b2n+1

w2n

(2n)!
.

(2.52)

Além disso, se c2n(w) = a2n cos(w) + 1
2n+1

b2n+1w sen(w), n ≥ 0, então

Jα(w) =
1

Γ(α + 1)

(w
2

)α ∞∑
n=0

c2n(w)
w2n

(2n)!
.

2.5 Zeros dos Polinômios Pn(b; ·)
Nesta seção abordamos as expectativas para continuação do estudo dos polinômios

complementares de Romanovski-Routh. Vimos que os polinômios Pn(b; ·) satisfazem a

relação de recorrência do tipo RII como adiantado no Lema 2.4, e disto sabemos que

Pn(b; ·) tem grau exatamente n e possui zeros reais e distintos. Além disso, como

consequência do trabalho de Ismail e Ranga [26], também segue que os zeros dos

polinômios Pn(b; ·) se entrelaçam, ou seja, se denotarmos os zeros de Pn(b; ·) por x
(λ,η)
n,j ,

j = 1, 2, . . . , n, com x
(λ,η)
n,j < x

(λ,η)
n,j+1, então vale

x
(λ,η)
n+1,1 < x

(λ,η)
n,1 < x

(λ,η)
n+1,2 < · · · < x

(λ,η)
n+1,n < x(λ,η)n,n < x

(λ,η)
n+1,n+1, n ≥ 1. (2.53)

Também foi estabelecido que Pn(b; ·) é o polinômio caracteŕıstico do problema de au-

tovalor generalizado

A(b)
n u(b)

n (x) = xB(b)
n u(b)

n (x),

onde as matrizes A
(b)
n e B

(b)
n são, respectivamente,

c
(b)
1 i

√
d
(b)
2 0 · · · 0 0

−i
√
d
(b)
2 c

(b)
2 i

√
d
(b)
3 · · · 0 0

0 −i
√
d
(b)
3 c

(b)
3 · · · 0 0

...
...

...
...

...

0 0 0 · · · c
(b)
n−1 i

√
d
(b)
n

0 0 0 · · · −i
√
d
(b)
n c

(b)
n


,



1

√
d
(b)
2 0 · · · 0 0√

d
(b)
2 1

√
d
(b)
3 · · · 0 0

0

√
d
(b)
3 1 · · · 0 0

...
...

...
...

...

0 0 0 · · · 1

√
d
(b)
n

0 0 0 · · ·
√
d
(b)
n 1


.
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Os coeficientes das matrizes A
(b)
n e B

(b)
n são os mesmos da relação de recorrência de

três termos (2.16). Além disso, A
(b)
n e B

(b)
n são hermitianas e, como {d(b)n+1}n≥1 é uma

sequência encadeada, a matriz B
(b)
n é ainda positiva definida.

Os próximos teoremas são uma aplicação natural dos resultados sobre as funções

geradoras dos polinômios CRR que estabelecemos na Seção 2.4. O primeiro teorema

fornece a relação entre os polinômios CRR com os polinômios clássicos de Laguerre e

Hermite, e como consequência deste temos um resultado assintóticos sobre os zeros de

Pn(b; ·).

Teorema 2.16. Seja Qn(b;x) = (−2)n(λ)nPn(b;x) e n ∈ N fixo. Então, temos as

seguintes fórmulas assintóticas

lim
η→∞

(−1)nQn(b; 2η/x)xn

(2η)nn!
= L(2λ−1)

n (x) e lim
λ→∞

(−1)nQn(b;x/
√
λ)

λn/2
= Hn(x),

onde Hn e L
(2λ−1)
n são os polinômios ortogonais de Hermite e Laguerre, respectiva-

mente.

Demonstração. Usando a função geradora dada no Teorema 2.7 temos[
1

(xw + 1)2 + w2

]λ
e2η arccot(x)

e2η arccot(x+w[x2+1])
=
∞∑
n=0

Qn(b;x)
wn

n!
. (2.54)

Substituindo x por x/
√
λ e w por −w/

√
λ em (2.10) segue que

[
1−

(
−w2 + 2xw

λ
− x2w2

λ2

)]−λ
e2η arccot(x/

√
λ)

e2η arccot[(x−w)/
√
λ−wx2/λ3/2]

=

∞∑
n=0

(−1)nQn(b;x/
√
λ)

λn/2
wn

n!
.

Fazendo λ→∞ ambos os lados, temos

lim
λ→∞

[
1−

(
−w2 + 2xw

λ
− x2w2

λ2

)]−λ
= e−w

2+2xw

e

lim
λ→∞

e2η arccot(x/
√
λ)

e2η arccot[(x−w)/
√
λ−wx2/λ3/2]

= 1.

Reconhecendo que e−w
2+2xw é a função geradora (1.26) dos polinômios de Hermite

segue o primeiro resultado assintótico.

A segunda propriedade assintótica segue de forma análoga substituindo x por 2η/x,

w por −wx/2η em (2.10) e usando que

lim
η→∞

e2η arccot( 2η
x )

e
2η arccot

(
4η2(1−w)−wx2

2ηx

) = e
−wx
(1−w) (2.55)

e que (1 − w)−2λe−wx/(1−w) é a função geradora (1.26) dos polinômios de Laguerre
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L
(2λ−1)
n . Estes resultados também podem ser verificados diretamente fazendo a mu-

dança de variável na relação de recorrência Pn(b; ·) e comparando as relações de re-

corrência de Hn e L
(2λ−1)
n .

Como consequência imediata temos as propriedades assintóticas envolvendo os zeros

dos polinômios CRR com os zeros dos polinômios de Hermite e Laguerre.

Teorema 2.17.

lim
λ→∞

√
λx

(η,λ)
n,k = hn,k e lim

η→∞

2η

x
(η,λ)
n,k

= l
(2λ−1)
n,k (2.56)

onde hn,k e l
(2λ−1)
n,k são os zeros de Hn e L

(2λ−1)
n , respectivamente.

Uma questão levantada pelo Teorema 2.17 é como ocorre a convergência de
√
λx

(η,λ)
n,k

e 2η/x
(η,λ)
n,k . Para tentar responder esta questão, inicialmente fizemos as simulações

numérica ilustradas nas Figuras 2.1 e 2.2. Por exemplo, a Figura 2.1 sugere que a

partir de um certo valor λ,
√
λx

(η,λ)
n,k converge de forma decrescente para os zeros de

Hermite. Este tipo comportamento assintótico envolvendo os zeros dos polinômios

complementares de Romanovski-Routh também levanta questões com respeito a or-

dem da convergência e sobre comportamento monotônico dos zeros com relação aos

parâmetros λ e η, questões que pretendemos investigar no futuro.

λ xm,k
(η,λ)

hm,k

20 40 60 80 100
λ

-2

2

4

6

Zero(λ)

Figura 2.1: m = 5, η = 1

2η/xm,k
(η,λ)

lm,k
(2 λ-1)

4 5 6 7 8 9 10
η

5

10

15

20

25

30

35

Zero(η)

Figura 2.2: m = 5, λ = 1

Análises desta natureza são bastante conhecidas para os polinômios de Gegenbauer

C
(λ)
n [6, 15, 19, 20]. A saber, se n, k ∈ N é fixo e ζ

(λ)
n,k , k = 1, . . . , n são os zeros do

polinômio ortogonal de Gegenbauer C
(λ)
n , é sabido que

√
λζ

(λ)
n,k são funções crescentes de

λ que convergem para os zeros hn,k de Hermite. Ademais, é bem conhecido que os zeros

positivos ζ
(λ)
n,k de C

(λ)
n são funções decrescentes de λ. Em [20], os autores estabeleceram

um resultado mais forte, a saber, se fn(λ) =
√
λ+ cn com cn = (2n2 + 1)/(4n + 2)

então fn(λ)ζ
(λ)
n,k são funções crescentes de λ, para λ > −1/2. Posteriormente, em

[19] os autores estabeleceram a questão sobre quão “grande” fn(λ) pode ser de modo

que fn(λ)ζ
(λ)
n,k seja crescente de λ para k = 1, ..., bn/2c e conclúıram que a função é

precisamente a apresentada em [20].



3 Estudo das Funções N (b; ·) e M (b; ·)

Neste caṕıtulo apresentamos resultados sobre os zeros e estimativas da função de

onda Coulomb estendidas M (b; ·) e da função N (b; ·). Tais resultados estão contidos no

trabalho [33], que encontra-se em fase final de preparação. A função de onda Coulomb

regular FL(η, w) = M (L+ 1− iη;w) com L ∈ N e η ∈ R é uma importante ferramenta

em problemas de espalhamento nuclear e compõe as soluções da equação de Schrödinger

para uma part́ıcula carregada sujeita ao potencial coulombiano. Isto justifica o extenso

interesse cient́ıfico no estudo de propriedades destas funções e também de estimativas

dos valores da mesma [22, 44]. Por questão de clareza vamos relembrar sua definição

M (b;w) = C(b)wλN (b;w), b = λ+ iη, λ > 0, (3.1)

onde

C(b) = 2λ−1eπη/2
|Γ(b)|
Γ(2λ)

e N (b;w) = e−iw 1F1(b; b+ b; 2iw).

Utilizando a equação diferencial das funções hipergeométricas confluentes (1.14)

obtemos que

w
d2

dw2
N (b;w) + 2λ

d

dw
N (b;w) + [w + 2η] N (b;w) = 0, (3.2)

Transformando esta equação diferencial na sua forma normal segue que M (b; ·) satisfaz

d2

dw2
M (b;w) + q(λ, η;w) M (b;w) = 0, (3.3)

onde

q(λ, η;w) = 1 + 2ηw−1 − λ(λ− 1)w−2. (3.4)

Note que M (b;w) é proporcional da função de Whittaker M−iη,λ−1/2(2iw) dada em

(1.15). Das relações cont́ıguas satisfeitas pelas funções de Whitakker [48, p. 27] segue

que

M (b+ 2;w) =
(2λ+ 1)

λ |b+ 1|

[λ(λ+ 1)

w
− η
]

M (b+ 1;w)− (λ+ 1)|b|
λ |b+ 1|

M (b;w), (3.5)

37
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para todo λ > 0. Em particular, temos

FL+1(η, w) =
(2L+ 1)

L |L+ 1 + iη|

[
L(L+ 1)

w
+ η

]
FL(η, w)− (L+ 1)|L+ iη|

L |L+ 1 + iη|
FL−1(η, w),

que vale para L = 1, 2, 3, . . .. Esta relação de recorrência de três termos associada com

a função de onda Coulomb foi dada primeiramente por Powel em [38]. A maioria das

propriedades básicas e estudos sobre zeros da sequência de funções de Onda Coulomb

{FL(η, ·)}L≥0 são consequências de um problema de autovalor obtido através de sua

relação de recorrência de três termos. Dentre estas propriedades, temos que FL(η, ·)
tem infinitos zeros, todos reais e simples [25]. Estas propriedades também seguem

analogamente para a sequência {M (b + n; ·)}n≥0. A seguir provamos que M (b; ·) tem

infinitos zeros, todos reais e simples, usando uma abordagem diferente. Para isto

usamos o famoso Teorema da Comparação de Sturm [49].

Teorema 3.1 (Teorema da Comparação de Sturm). Sejam f e F funções

cont́ınuas em x0 < x < x1 com f(x) ≤ F (x). Sejam y e Y , ambas não nulas, sa-

tisfazendo as equações diferenciais

y′′(x) + f(x)y(x) = 0 e Y ′′(x) + F (x)Y (x) = 0. (3.6)

Sejam x′ e x′′, x′ < x′′, zeros consecutivos de y em (x0, x1). Então, a função Y possui

pelo menos um zero no intervalo (x′, x′′) a menos que F (x) = f(x) no intervalo [x′, x′′].

Além disso, se x′ = x0 satisfaz

lim
x→x+0

y(x) = 0 e lim
x→x+0

{y′(x)Y (x)− y(x)Y ′(x)} = 0,

então Y tem pelo menos um zero em (x0, x
′′) (similarmente, vale para x′′ = x1).

Observe que da primeira transformação de Kummer para funções hipergeométricas

confluentes, e−z 1F1(a; b; z) = 1F1(b− a; b;−z) dada em [48, eq. 1.4.1], temos

N (b;w) = N (b;−w) = N (b;w). (3.7)

Se x é real, derivando a função geradora com respeito a w, do Teorema 2.8 temos

N ′(b;w)exw =
∞∑
n=0

[
P̂n+1(b;x)− xP̂n(b;x)

] wn
n!
.

Visto que P̂n(b; ·) é um polinômio com coeficientes reais temos, portanto,

N ′(b;w) = N ′(b;w). (3.8)
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Além disso,

N ′(b; 0) = P̂1(b;x)− xP̂0(b;x) = −η
λ
.

Observe que os zeros não nulos de M (b; ·) são os zeros de N (b; ·). Desta forma, o

próximo teorema dá uma nova abordagem para os zeros da função de onda Coulomb

estendida.

Teorema 3.2. Seja b = λ + iη tal que λ > 0. Então N (b; ·) tem somente zeros reais.

Além disso, possui um número infinito enumerável de zeros e todos eles são simples.

Demonstração. Considere a equação diferencial (3.3). Mostraremos inicialmente que

N (b; ·) tem infinitos zeros reais. Note que limw→±∞ q(λ, η;w) = 1. Assim, dado qual-

quer ε in (0, 1), existe A > 0 tal que se |w| > A então |q(λ, η;w)− 1| < ε e isso implica

que q(λ, η;w) > 1−ε. Por outro lado, sen(
√

1− ε w) é a solução da equação diferencial

F′′(w) + (1− ε)F(w) = 0.

Assim segue do Teorema da Comparação de Sturm que entre dois zeros consecutivos

de sen(
√

1− ε w) em (−∞,−A] ∪ [A,∞) existe pelo menos um zero de N (b; ·). Visto

que sen(
√

1− ε w) possui infinitos zeros, o resultado segue.

Usamos agora a equação diferencial (3.2) para mostrar que N (b; ·) possui somente

zeros simples. É fácil ver que N (b; 0) 6= 0. Desta forma, se w0 6= 0 é um zero múltiplo

de N (b; ·) segue de (3.2) que N (m)(b;w0) = 0 para todo m, sendo N (m)(b;w0) a m-ésima

derivada de N (b; ·) em w0. Logo, N (b; ·) é identicamente nula e isso nos leva a uma

contradição. Portanto, N (b; ·) possui apenas zeros simples.

Ademais, como N (b; ·) é uma função inteira, todos os seus zeros são isolados. De

(3.7) segue que se wc é um zero de N (b; ·) então wc também é um zero de N (b; ·). Para

finalizar, multiplicando a equação (3.2) por w2λ−1 e substituindo w, respectivamente,

por ζ1u e ζ2u e fazendo as devidas simplificações, obtemos

ζ1u
2λN ′′(b; ζ1u) + 2λu2λ−1N ′(b; ζ1u) + [ζ1u+ 2η]u2λ−1N (b; ζ1u) = 0,

ζ2u
2λN ′′(b; ζ2u) + 2λu2λ−1N ′(b; ζ2u) + [ζ2u+ 2η]u2λ−1N (b; ζ1u) = 0.

Multiplicando a primeira equação por N (b; ζ2u), a segunda por N (b; ζ1u) e subtraindo

ambas segue que

u2λ[ζ1N ′′(b; ζ1u)N (b; ζ2u)− ζ2N ′′(b; ζ2u)N (b; ζ1u)]

+ 2λu2λ−1[N ′(b; ζ1u)N (b; ζ2u)− N ′(b; ζ2u)N (b; ζ1u)]

+ [ζ1 − ζ2]u2λN (b; ζ1u)N (b; ζ2u) = 0.

(3.9)
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Observe que

d

du

{
u2λ[N ′(b; ζ1u)N (b; ζ2u)− N ′(b; ζ2u)N (b; ζ1u)]

}
= 2λu2λ−1[N ′(b; ζ1u)N (b; ζ2u)− N ′(b; ζ2u)N (b; ζ1u)] + u2λ[ζ2 − ζ1]N ′(b; ζ1u)N ′(b; ζ2u)

+ u2λ[ζ1N ′′(b; ζ1u)N (b; ζ2u)− ζ2N ′′(b; ζ2u)N (b; ζ1u)].

Então podemos reescrever (3.9) como

d

du

{
u2λ[N ′(b; ζ1u)N (b; ζ2u)− N ′(b; ζ2u)N (b; ζ1u)]

}
= [ζ2 − ζ1]u2λ[N (b; ζ1u)N (b; ζ2u) + N ′(b; ζ1u)N ′(b; ζ2u)].

Integrando ao longo da reta em u de 0 até 1 resulta em

N ′(b; ζ1)N (b; ζ2)−N ′(b; ζ2)N (b; ζ1)

= [ζ2 − ζ1]
∫ 1

0

u2λ[N (b; ζ1u)N (b; ζ2u) + N ′(b; ζ1u)N ′(b; ζ2u)]du.

Desta forma, considerando ζ1 = wc e ζ2 = wc dois posśıveis zeros complexos de N (b; ·)
e as equações (3.7) e (3.8) segue que

0 = (wc − wc)
∫ 1

0

u2λ(|N (b;wcu)|2 + |N ′(b;wcu)|2)du. (3.10)

Como a integral do lado direito é diferente de zero, isto mostra que existem apenas

zeros reais.

Corolário 3.3. Seja b = λ+ iη tal que λ > 0. Então N ′(b; ·) tem somente zeros reais.

Além disso, possui um número infinito enumerável de zeros, e seus zeros são simples

exceto possivelmente em −2η.

Demonstração. Usando (3.10) segue que os zeros são reais, são infinitos pelo do Teo-

rema do Valor Intermediário e são simples, exceto possivelmente em −2η, pela equação

diferencial (3.2).

Observação 3.4. Usando a relação entre N (b; ·) e M (b; ·), segue do Teorema do Valor

Intermediário que M ′(b; ·) também tem um número infinito de zeros reais. Os zeros w0

são simples, exceto possivelmente se satisfaz a equação q(λ, η;w0) = 0, onde q(λ, η; ·)
é definida em (3.4).

O próximo resultado descreve a monotonicidade dos zeros da função geradora N (b; ·)
com relação aos parâmetros λ e η. Note que N (b; 0) 6= 0. Como N (b; ·) possui zeros re-

ais, contáveis e simples, vamos denotar os zeros de N (b; ·) por w
(λ,η)
j , j = ±1,±2,±3, . . .
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ordenados da seguinte forma

· · · < w
(λ,η)
−2 < w

(λ,η)
−1 < 0 < w

(λ,η)
1 < w

(λ,η)
2 < · · · .

Teorema 3.5. (i) Seja λ > 0 fixo. Para todo j positivo ou negativo a função w
(λ,η)
j é

estritamente decrescente com relação a η, com η ∈ (−∞,∞);

(ii) Seja η ∈ (−∞,∞) fixo. Para todo j ≥ 1, a função w
(λ,η)
j é estritamente crescente

com relação a λ, desde que λ esteja em (1/2,∞);

(iii) Seja η ∈ (−∞,∞) fixo. Para todo j ≤ 1, a função w
(λ,η)
j é estritamente decres-

cente com relação a λ, desde que λ esteja em (1/2,∞).

Demonstração. Primeiramente observe que estudar o comportamento monotônico do

zeros da função N (b; ·) é equivalente a estudar o comportamento monotônico dos zeros

não nulos de M (b; ·). Utilizando a ideia do Teorema da Comparação de Sturm faremos

a prova do item (ii); para os demais casos, a demonstração é análoga.

Dado ε > 0 suficientemente pequeno, considere (3.3) para b e b + ε. Em seguida,

multiplicando por M (b; ·) e M (b+ ε; ·), respectivamente, obtemos

M ′′(b;w) M (b+ ε;w) + q(λ, η;w) M (b;w) M (b+ ε;w) = 0,

M ′′(b+ ε;w) M (b;w) + q(λ+ ε, η;w) M (b+ ε;w) M (b;w) = 0.

Subtraindo a primeira equação da segunda obtemos

d

dw
[M ′(b;w) M (b+ ε;w)−M ′(b+ ε;w) M (b;w)]

= [q(λ+ ε, η;w)− q(λ, η;w)]M (b;w) M (b+ ε;w).

Substituindo M (b;w) e M (b+ ε;w) por wλN (b;w) e wλ+εN (b+ ε;w), respectivamente,

e fazendo as devidas simplificações temos

d

dw

{
w2λ+ε[N ′(b+ ε;w) N (b;w)− N (b+ ε;w)N ′(b;w) ] + εw2λ−1+εN (b;w) N (b+ ε;w)

}
(3.11)

= [(2λ− 1)ε+ ε2]w2λ+εN (b;w) N (b+ ε;w).

Integrando a equação acima de 0 a w
(λ+ε,η)
1 , temos

[w
(λ+ε,η)
1 ]2λ+ε N ′(b+ ε;w

(λ+ε,η)
1 ) N (b;w

(λ+ε,η)
1 ) (3.12)

= [(2λ− 1)ε+ ε2]

∫ w
(λ+ε,η)
1

0

w2λ+εN (b;w) N (b+ ε;w) dw.

Note que como N (b; 0) = N (b+ε; 0) = 1, então N (b+ε; ·) é positiva em [0, w
(λ+ε,η)
1 ) e

N ′(b, w(λ+ε,η)
1 ) < 0. Mostramos que o zero w

(λ,η)
1 de N (b; ·), que está suficiente próximo
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do zero w
(λ+ε,η)
1 de N (b+ ε; ·) devido a continuidade, pertence ao intervalo (0, w

(λ+ε,η)
1 ).

Com efeito, suponha que N (b, ·) não possui o primeiro zero w
(λ,η)
1 em (0, w

(λ+ε,η)
1 ); então

N (b, ·) também é positiva em [0, w
(λ+ε,η)
1 ). Consequentemente, o lado esquerdo de (3.12)

é negativo enquanto o lado direito é positivo, e isto nos leva a uma contradição. Logo,

o zero w
(λ,η)
1 de N (b, ·) está em (0, w

(λ+ε,η)
1 ), ou seja, w

(λ,η)
1 < w

(λ+ε,η)
1 .

Para concluir que os zeros positivos são uma função estritamente crescente de λ

vamos supor por indução que w
(λ,η)
k < w

(λ+ε,η)
k , para k = 1, . . . , n. Integrando (3.11)

de w
(λ+ε,η)
n+1 a w

(λ+ε,η)
n , resulta em

[w
(λ+ε,η)
n+1 ]2λ+ε N ′(b+ ε;w

(λ+ε,η)
n+1 ) N (b;w

(λ+ε,η)
n+1 )

− [w(λ+ε,η)
n ]2λ+ε N ′(b+ ε;w(λ+ε,η)

n ) N (b;w(λ+ε,η)
n )

= [(2λ− 1)ε+ ε2]

∫ w
(λ+ε,η)
n+1

w
(λ+ε,η)
n

w2λ+εN (b;w) N (b+ ε;w) dw,

Se w
(λ,η)
n+1 > w

(λ+ε,η)
n+1 segue que N ′(b+ε, w

(λ+ε,η)
n )N ′(b+ε, w

(λ+ε,η)
n+1 ) < 0 e N (b, ·) tem sinal

constante em [w
(λ+ε,η)
n , w

(λ+ε,η)
n+1 ]. Isto implica que na equação anterior o lado esquerdo

tem sinal oposto do sinal do lado direito, o que nos leva a uma contradição e o resultado

segue.

Ainda usando o Teorema da Comparação de Sturm podemos obter uma estimativa

de limitantes inferiores e superiores para o primeiro zero positivo e negativo de N (b; ·),
respectivamente.

Proposição 3.6. Sejam 0 < λ < 1,

2m = min
{
−2η +

√
4η2 + 4λ(1− λ),−2η −

√
4η2 + 4λ(1− λ)

}
e

2M = max
{
−2η +

√
4η2 − 4λ(λ− 1),−2η −

√
4η2 − 4λ(λ− 1)

}
.

Então,

w
(λ,η)
−1 < m < 0 < M < w

(λ,η)
1 .

Demonstração. Como N (b, 0) = 1 existe um intervalo aberto I 3 0 tal que N (b, w) 6= 0,

para todo w ∈ I. Note que os zeros não nulos de M (b; ·) são os mesmos zeros de N (b, ·)
e que M (b; 0) = 0. Vimos que M (b; ·) satisfaz a equação diferencial (3.3), onde

q(λ, η;w) =
w2 + 2ηw − λ(λ− 1)

w2
. (3.13)

Observe que, para 0 < λ < 1 o numerador de q(λ, η; ·) possui dois zeros com sinais

opostos, a saber, m e M . Então, N (b, ·) não tem zero em I = (m,M). De fato, suponha

que N (b, ·) possui pelo menos um zero em I. Logo, M (b; ·) possui pelo menos dois zeros

em I e q(λ, η;w) < 0 para todo w ∈ I. Pelo Teorema da Comparação de Sturm isto
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implica que v(x) ≡ 1, que é solução da equação diferencial v′′(x) + 0v(x) = 0, possui

pelo menos um zero em I, o que é um absurdo.

Observação 3.7. Em [35] foi mostrado que os zeros de FL(η, ·) e F ′L(η, ·) se en-

trelaçam. Este resultado é estendido em [7] para os zeros de M (b + 1; ·) = Fλ(η, ·) e

M ′(b + 1; ·). Precisamente, se denotarmos os zeros não nulos de M ′(b; ·) por z
(λ,η)
j ,

j = ±1,±2,±3, . . ., então temos

· · · < w
(λ,η)
−2 < z

(λ,η)
−2 < w

(λ,η)
−1 < z

(λ,η)
−1 < 0 < z

(λ,η)
1 < w

(λ,η)
1 < z

(λ,η)
2 < w

(λ,η)
2 < · · · .

(3.14)

Para 0 < λ0 ≤ 1 e b0 = λ0 + iη considere a sequência de funções {Mn(b0; ·)}n≥0
dada por

Mn(b0;w) = M (b0 + n;w) = C(b0 + n)wλ0+nN (b0 + n;w), (3.15)

para n = 0, 1, 2, . . .. Usando (3.5) é fácil ver que yn(w) = Mn(b0;w) satisfaz a relação

de recorrência de três temos

|(b0 + n)|
(λ0 + n)

yn+1 +
2λ0 + 2n− 1

(λ0 + n− 1) (λ0 + n)

[
η − (λ0 + n)(λ0 + n− 1)

w

]
yn

+
|(b0 + n− 1)|
(λ0 + n− 1)

yn−1 = 0,

(3.16)

para n ≥ 1. Considere

χn(b0;w) = M ′
n(b0;w)Mn−1(b0;w)−Mn(b0;w)M ′

n−1(b0;w), n ≥ 1,

onde M ′
n(b0;w) = dMn(b0;w)/dw. Então multiplicando (3.16) por M ′

n(b0; ·), derivando

(3.16) e multiplicando por Mn(b0; ·) e posteriormente subtraindo os resultados resulta

em

χn(b0;w) =
A

(b0)
n+1

B
(b0)
n+1

1

w2
[Mn(b0;w)]2 +

1

B
(b0)
n+1

χn+1(b0;w), n ≥ 1,

onde

A
(b0)
n+1 =

(2λ0 + 2n− 1)(λ0 + n)

|b0 + n|
e B

(b0)
n+1 =

|b0 + n− 1| (λ0 + n)

(λ0 + n− 1) |b0 + n|
.

Observe que

lim
n→∞

N (b0 + n;w) = 1 e C(b0 + n)wλ0+n v const
(2w)nn!

nλ0(2n)!
,

então limn→∞ χn(b0, w) = 0 e

χn(b0, w) = w−2
∞∑
k=n

A
(b0)
k+1∏k

j=nB
(b0)
j+1

[Mk(b0;w)]2 > 0, (3.17)
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para n ≥ 1 e w real. Como χn(b0;w) > 0 temos

M ′
n(b0;w

(λ0+n,η)
j )Mn−1(b0;w

(λ0+n,η)
j ) > 0, M ′

n(b0;w
(λ0+n,η)
j+1 )Mn−1(b0;w

(λ0+n,η)
j+1 ) > 0,

−M ′
n−1(b0; z

(λ0+n,η)
j )Mn(b0; z

(λ0+n,η)
j ) > 0, −M ′

n−1(b0; z
(λ0+n,η)
j+1 )Mn(b0; z

(λ0+n,η)
j+1 ) > 0,

para j = 1, 2, 3, . . . e j = −2,−3,−4, . . .. Disto segue o resultado.

Teorema 3.8. Seja b0 = λ0 + iη e 0 < λ0 ≤ 1. Então para n = 1, 2, 3, . . .,

(i) os zeros positivos de Mn−1(b0; ·) se entrelaçam com os zeros positivos de Mn(b0; ·),

(ii) os zeros negativos de Mn−1(b0; ·) se entrelaçam com os zeros negativos de Mn(b0; ·),

(iii) os zeros positivos de M ′
n−1(b0; ·) se entrelaçam com os zeros positivos de M ′

n(b0; ·),

(iv) os zeros negativos d M ′
n−1(b0; ·) se entrelaçam com os zeros negativos de M ′

n(b0; ·).

Experimentos numéricos com M (b; ·)

Existem várias estratégias para fazer estimativas de valores de funções especiais.

Isto acontece porque geralmente, para uma dada função especial, existem várias formas

de representá-la. Por exemplo, podemos citar expansões em séries de potências, repre-

sentações integrais, expansões assintóticas [50]. Nesta seção estimamos numericamente

a função de onda Coulomb M (b; ·) usando a função N (b; ·), utilizando a linguagem

Python versão 3.6. e precisão dupla. As técnicas utilizadas são baseadas em

1. Relação de recorrência;

2. Função geradora.

Observe que para estimar os valores de M (b; ·), b = λ+ iη, com λ > 0, se decompor-

mos λ = λ0 + k de modo que 0 < λ0 ≤ 1 e k ∈ N, então estimar M (b; ·) é equivalente

a estimar Mk(b0; ·), com b0 = λ0 + iη.

Definindo N n(b0;w) = N (b0 + n;w), n ≥ 0, segue que podemos estimar o valor

da função Mn(b0; ·) usando as estimativas de N n(b0; ·) e da constante C(b0 + n). Além

disso, a constante C(b0 + n) pode ser simplificada por

C(b0 + n) = 2n+λ0−1eπη/2
|Γ(b0 + n)|

Γ(2λ0 + 2n)
(3.18)

=
2n+λ0−1

Γ(2λ0 + 2n)

{
[(n+ λ0 − 1)2 + η2] · · · [λ20 + η2][(λ0 − 1)2 + η2] |Γ(λ0 − 1 + iη)|2eπη

}1/2
.

Se λ0 = 1 e aplicando a fórmula da reflexão de Euler dada em (1.6) obtemos

C(1 + L− iη) =
2L

(2L+ 1)!

{
(L2 + η2) · · · (22 + η2)(1 + η2)

2ηπ

e2πη − 1

}1/2

, (3.19)
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que é a constante CL(η) que aparece na definição da função de onda Coulomb FL(η, ·).
A seguir apresentamos técnicas de estimativas para as funções N (b; ·).

Primeira técnica

A primeira estimativa é baseada na relação de recorrência. Para 0 < λ0 ≤ 1 e b0 =

λ0+iη consideremos a sequência de funções {N n(b0; ·)}n≥0. Usando a definição Mn(b0; ·)
e sua relação de recorrência (3.16) segue que N n(b0; ·) satisfaz

N n+1(b0;w) + an N n(b0;w) + bn N n−1(b0;w) = 0, n ≥ 1, (3.20)

com

bn =
[4(λ0 + n)2 − 1](λ0 + n)2

|b0 + n|2w2
e an = bn

(
η w

(λ0 + n)(λ0 + n− 1)
− 1

)
. (3.21)

Quando queremos estimar uma função através de uma relação de recorrência, uma

primeira abordagem consiste em estimar as condições iniciais e em seguida calcular

todos os demais valores recursivamente, levando em consideração os erros de arre-

dondamento. Entretanto, não são somente os erros de arredondamento que podem

comprometer a confiabilidade das estimativas. Em [22] Gautschi aponta a possibili-

dade de uma relação de recorrência de três termos possuir soluções especiais, chamadas

de soluções minimais. Na prática, ser solução minimal de uma relação de recorrência

implica que gerar as funções numericamente recursivamente no sentido de crescimento

do ı́ndice n resulta em instabilidade numérica. A seguir discorremos brevemente sobre

soluções minimais. Mais detalhes em [22].

Definição 3.9. Seja {hn}n≥0 solução da relação de recorrência de três temos

hn+1 + an hn + bn hn−1 = 0, n ≥ 1. (3.22)

{hn}n≥0 é dita ser uma solução minimal da relação de recorrência de três termos se

existe uma solução {gn}n≥0 de (3.22) linearmente independente de hn tal que

lim
n→∞

hn
gn

= 0. (3.23)

O próximo resultado fornece um critério para detectar se uma dada relação de

recorrência de três termos tem solução minimal [22, 50].

Teorema 3.10 (Teorema de Perron). Considere a relação de recorrência (3.22) e

suponha que os coeficientes satisfazem

an ∼ anα bn ∼ bnβ ab 6= 0 α, β real n→∞.

Sejam t1 e t2 os zeros do polinômio caracteŕıstico p(t) = t2 + at+ b com |t1| ≥ |t2|.
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1. Se α > β/2, a relação de recorrência (3.22) tem duas soluções hn e gn linearmente

independentes tais que

hn+1

hn
∼ −anα, gn+1

gn
∼ − b

a
nβ−α, n→∞.

Além disso, gn é a solução minimal.

2. Se α = β/2, a relação de recorrência (3.22) tem duas soluções hn e gn linearmente

independentes tais que

hn+1

hn
∼ t1n

α,
gn+1

gn
∼ t2n

α, n→∞,

se |t1| > |t2|. Se |t1| = |t2| então

lim
n→∞

[|gn|(n!)−α]1/n = |t1|

para toda solução não trivial gn de (3.22). Além disso, gn é a solução minimal

no primeiro caso.

3. Se α < β/2, então para toda solução não trivial gn de (3.22) temos

lim
n→∞

sup[|gn|(n!)−β/2]1/n =
√
|b|.

Note que de (3.21) temos

bn ∼
4n2

w2
e an ∼ −

4n2

w2
para grandes valores de n. (3.24)

Neste caso, o Teorema de Perron fornece uma resposta positiva sobre a existência de

soluções minimais e garante que se hn e gn são duas soluções linearmente independentes

de (3.20), elas se comportam assintoticamente como

gn
gn−1

∼ 1 e
hn
hn−1

∼ −4n2

w2
. (3.25)

Comparando (3.25) com o comportamento assintótico de N n(b0;w) ∼ 1, segue que

N n(b0; ·) é a solução minimal da relação de recorrência de três termos (3.20) na direção

de crescimento do ı́ndice n. Da mesma forma, segue que Mn(b0; ·) é solução minimal da

relação de recorrência (3.16). A conclusão desta propriedade segue da mesma análise

feita para as funções de Onda Coulomb FL(η, ·) em [22].

Uma estratégia para contornar este problema é gerar as funções via relação de

recorrência no sentido de decrescimento no ı́ndice n ou usar o algoritmo de Gautschi

para estimativas de soluções minimais [22]. Vamos denotar por {fk}k≥0 as aproximações

para {N L+k(b0, w)}k≥0 através do algoritmo de Gautschi para um w fixo. O algoritmo
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pode ser descrito da seguinte forma.

Passo 1: Fixar um inteiro N , precisão ε e normalização

∞∑
m=0

γmN L+m(b0, w) = s, 0 < |s| <∞.

Passo 2: Calcular fk, k = N,N − 1, . . . , 1, 0 através das fórmulas

rN = 0, rk−1 =
−bk

ak + rk
,

sN = 0, sk−1 = rk−1(γk + sk),

f0 ∼
s

γ0 + s0
, fk ∼ rk−1fk−1, k = N,N − 1, · · · , 1.

Passo 3: Se f0 não estiver com a precisão desejada, aumentar N por um inteiro r

e repita o passo 2.

A Tabela 3.1 fornece os resultados obtidos usando este método para aproximar

N L(1 − iη, 1) para alguns valores de L e η. Os números na coluna N L(1 − iη, 1) são

os valores de referência (Vr
1) obtidos através de substituição direta usando o software

Wolfram Mathematica 11.2. A coluna f0 representa a aproximação para N L(1− iη, 1).

Dizemos que esta aproximação está com a precisão desejada quando

|Vr − f0| < ε, com ε = 10−4.

As condições iniciais para gerar a tabela pela primeira técnica foram N = 100, γN =

s = 1, γk = 0 para k 6= N . Além disso, o valor de N foi aumentado de 100 a cada

reiteração do processo. Logo o valor de N na tabela é o valor que torna f0 uma

aproximação com a precisão desejada.

Segunda técnica

A segunda estimativa é dada através da função geradora (2.43). Faremos a análise

para estimar N L(1− iη;w) via função geradora. Então fixado w e x definimos

AN(w) = e−xw
N∑
k=0

Pk(L+ 1− iη;x)

k!
wk. (3.26)

Desejamos encontrar N de modo que AN(w) ∼ N L(1− iη;w).

A Tabela 3.1 fornece os resultados obtidos usando este método para aproximar

N L(1 − iη, 1) para alguns valores de L e η. Nas colunas 6 e 7, da segunda técnica,

temos as aproximações AN(1), como em (3.26), para N L(1 − iη, 1) com x = 0 e

x = −η/(L + 1), respectivamente. Além disso, nas colunas 6 e 7 apresentamos o

1Vr com precisão de 10 d́ıgitos
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número de termos (N+1) que precisam ser calculados para obter AN(1) com a precisão

desejada. Dizemos que a aproximação estará com a precisão desejada quando

|AN(w)− Vr| < ε, com ε = 10−4.

Os valores de referência Vr são os mesmos da primeira técnica.

Vr 1a técnica 2a técnica

L η N L(1− iη, 1) f0 N
x = 0

AN (1) : N + 1
x = −η/(L+ 1)
AN (1) : N + 1

0 0 0.8414709848 0.84156 2200 (0.84146): 7 (0.84146): 7

2 0 0.9305257802 0.93062 2400 (0.93055): 5 (0.93055): 5

5 0 0.9621732438 0.96226 2500 (0.96217): 5 (0.96217): 5

0 1 2.098514451 2.09841 15800 (2.09852): 7 (2.09856): 8

2 1 1.293748136 1.29364 9700 (1.29365): 4 (1.29377): 6

5 1 1.136160309 1.13606 8600 (1.13609): 5 (1.13619): 5

0 2 4.365329317 4.36522 76400 (4.36531): 8 (4.36535): 12

2 2 1.773469712 1.77336 31100 (1.77341): 6 (1.77344): 6

5 2 1.338836124 1.33873 23500 (1.33877): 5 (1.33890): 5

2 3 2.401518958 2.40141 66100 (2.40158): 6 (2.40147): 7

3 4 2.462451116 2.46235 92400 (2.46245): 7 (2.46241): 7

4 5 2.503498395 2.50339 119000 (2.50359): 5 (2.50345): 6

5 6 2.533094529 2.53299 145700 (2.53315): 6 (2.53308): 6

Tabela 3.1: Estimativas para N L(1− iη, 1)

A Tabela 3.1 mostra que as estimativas feitas com a primeira técnica convergem

mais lentamente, visto que o valor de N necessário para se alcançar a precisão com a

primeira técnica é alto. Isto acontece porque o algoritmo de Gautschi depende de uma

normalização no passo 1. A normalização para este primeiro teste equivale a supor que

as aproximações iniciais são fN = 1 e fN+1 = 0. Uma forma de melhorar a velocidade

da convergência seria combinando a segunda técnica para estimar alguns termos da

sequência {N L+k(b0, w)}k e fornecer outras normalizações. Por exemplo, seja w fixo,

se estimarmos N L+m(b0, w) e N L+m+1(b0, w) para um certo m ∈ N podemos iniciar as

iterações com N = m e usar a normalização N L+m(b0, w) + N L+m+1(b0, w) = s com

isto o algoritmo fornecerá os demais termos {N L+k(b0, w)}m−1k=0 de forma mais rápida.

A segunda técnica, baseada na série de expansão, é bem promissora e com poucos

termos é posśıvel alcançar a precisão desejada. A escolha de x = 0 na expansão foi

motivada pelo fato de que P̂n(b; 0) −→
n→∞ 0, como veremos no Teorema 3.11, e isso garante

a convergência rápida da expansão. A escolha de x = −η/(L+1) foi estudada em [34] e

seria interessante comparar qual expansão converge mais rápido. Analisando os dados

da tabela temos que a quantidade de termos necessários para obter a aproximação com

precisão desejada, ε = 10−4, com x = 0 é menor ou igual a quantidade de termos

necessários para obter a aproximação com a escolha de x = −η/(L+ 1).
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O próximo teorema descreve o comportamento do termo geral dos coeficientes da

aproximação AN(w) fixando x = 0. Tais coeficientes são os coeficientes da função

geradora (2.43) com x = 0.

Teorema 3.11. Seja Re(b) = λ ≥ 1. Então para todo δ tal que 0 < δ < 1,

lim
n→∞

(2− δ)n|Pn(0)| = 0.

Em particular,

lim
n→∞

(2− δ)n

2n
nλ|P̂n(0)| = 0.

Demonstração. Usando (2.16) e (2.42) temos

P̂0(b; 0) = P0(b; 0) = 1 e P̂1(b; 0) = P1(b; 0) = −η/λ, γ1 = 1

Pn+1(b; 0) = − η

λ+ n
Pn(b; 0)− 1

4

n(2λ+ n− 1)

(λ+ n)(λ+ n− 1)
Pn−1(b; 0)

γn+1 =
2(λ+ n)

2λ+ n
γn e P̂n+1(b; 0) = γn+1Pn+1(b; 0).

Da fórmula de recorrência para {Pn(b; 0)}n≥0 temos

tn+1 < (2− δ) |c(b)n+1| tn + (2− δ)2d(b)n+1 tn−1, n ≥ 1,

onde tn = (2− δ)n|Pn(0)|, n ≥ 0. Observe que |c(b)n+1| = |η|/(n+ λ) decresce monotoni-

camente para zero e d
(b)
n+1, que é positiva, converge (monotonicamente crescente quando

λ > 1) para 1/4. A convergência monotônica crescente da sequência encadeada segue

de
1

4
− d(b)n+1 =

1

4

λ(λ− 1)

(λ+ n− 1)(λ+ n)
, n ≥ 1.

Dado qualquer δ satisfazendo 0 < δ < 1, seja N ∈ N tal que

(2− δ) |c(b)n+1| < δ(1− δ), n ≥ N.

Isto é sempre posśıvel devido ao comportamento monotônico de |c(b)n+1|.
Considere TN = max

0≤n≤N
tn. Vamos analisar o comportamento de tN+r para r ≥ 1,

encontrando primeiramente limitantes para tN+1, tN+2 tN+3 e tN+4. Temos

tN+1 < δ(1− δ) tN +
(2− δ)2

4
tN−1 <

[
δ(1− δ) +

(2− δ)2

4

]
TN =

4− 3δ2

4
TN < TN ,

tN+2 < δ(1− δ) tN+1 +
(2− δ)2

4
tN <

[
δ(1− δ) +

(2− δ)2

4

]
TN =

4− 3δ2

4
TN ,
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tN+3 < δ(1− δ) tN+2 +
(2− δ)2

4
tN+1

<
[
δ(1− δ) +

(2− δ)2

4

](4− 3δ2

4

)
TN =

(4− 3δ2

4

)2
TN <

4− 3δ2

4
TN ,

tN+4 < δ(1− δ) tN+3 +
(2− δ)2

4
tN+2

<
[
δ(1− δ) +

(2− δ)2

4

](4− 3δ2

4

)
TN =

(4− 3δ2

4

)2
TN .

Assim, recursivamente temos

tN+2r−1 <
(4− 3δ2

4

)r
TN ,

tN+2r <
(4− 3δ2

4

)r
TN ,

r ≥ 1.

Fazendo r →∞ obtemos

lim
n→∞

tn = lim
n→∞

(2− δ)n|Pn(0)| = 0.

Da definição da função Γ(z) temos

lim
n→∞

nλ(2− δ)n

2n
|P̂n(0)| = lim

n→∞

nλ(λ)n
(2λ)n

(2− δ)n|Pn(0)| = Γ(2λ)

Γ(λ)
lim
n→∞

(2− δ)n|Pn(0)| = 0.

Com isso conclúımos o resultado.

Observação 3.12. Observe que, se escolhemos δ suficientemente pequeno, o teorema

sugere que |P̂n(0)| tende a zero de forma similar ou mais rápida que 1/nλ.

Alguns fatos interessantes relacionados aos assuntos discutidos nesta seção que

ainda ficaram em aberto e que serão objetos de trabalhos futuros são:

• Estimar a distância entre os zeros de M (b; ·) e os zeros da função de Bessel, visto

que estas funções estão relacionadas;

• Comportamento assintótico de Pn(b; ·) com n suficientemente grande;

• Investigar se Pn(b; ·) é solução minimal da relação de recorrência de três termos

(2.16).

O segundo item nos ajudaria a responder se Pn(b; ·) é ou não solução minimal da relação

de recorrência de três termos, pois o Teorema de Peron é inconclusivo para este caso.



4 Aproximações por Funções com

Ortogonalidade Hı́brida

Este caṕıtulo está dividido em duas seções. Na Seção 4.1 apresentamos os resultados

conhecidos na literatura sobre as funções com ortogonalidade h́ıbrida. O resultado

inédito desta seção aparece no Teorema 4.11, onde respondemos um problema deixado

em aberto no artigo [9]. Na Seção 4.2 introduzimos as aproximações por funções com

ortogonalidade h́ıbrida através método dos mı́nimos quadrados modificado. Como

aplicações do método dos mı́nimos quadrados modificado, apresentamos resultados de

convergência e estimativas para funções no espaço vetorial Ωn.

4.1 Definições e Propriedades

Seja Pn o espaço vetorial dos polinômios reais de grau no máximo n e Ωn o espaço

vetorial das funções reais em [−1, 1] definido por Ω0 = P0, e se n ≥ 1,

F ∈ Ωn ⇔ F(x) = B(0)(x) +
√

1− x2B(1)(x), (4.1)

com B(0) ∈ Pn, B(1) ∈ Pn−1 satisfazendo B(0)(−x) = (−1)nB(0)(x), e B(1)(−x) =

(−1)n−1B(1)(x).

O espaço das funções Ωn foi introduzido recentemente em [9], e sua importância se

encontra no fato de que este espaço contém a sequência de funções {Wn}n≥0 que pos-

suem propriedades análogas às propriedades dos polinômios ortogonais na reta real.

No caso em que a medida ψ é simétrica, estas funções podem ser vistas como ex-

tensão de polinômios ortogonais simétricos em [−1, 1]. Ademais, as funções Wn estão

conectadas, através da transformação de Delsarte e Genin, com polinômios definidos

na circunferência unitária. Desta forma, usando as propriedades das funções Wn foi

posśıvel concluir fatos sobre polinômios para-ortogonais no que diz respeito aos seus

zeros e suas propriedades monotônicas, e a existência de gaps no suporte das medidas

[14, 18, 17, 31].

A seguir estabelecemos alguns resultados relacionados aos espaços Ωn já conhecidos

na literatura [9]. Seja F(x) = B(0)(x) +
√

1− x2B(1)(x) ∈ Ωn. Então, podemos

51
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reescrever B(0) e B(1) da seguinte forma

B(0)(x) =

bn/2c∑
j=0

b
(0)
j xn−2j e B(1)(x) =

b(n−1)/2c∑
j=0

b
(1)
j xn−1−2j, (4.2)

para coeficientes apropriados b
(0)
j e b

(1)
j . Dizemos que F possui grau n se (b

(0)
0 )2 +

(b
(1)
0 )2 > 0. Observe que a dimensão de Ωn é n + 1, e como base podemos tomar, por

exemplo,

{1, x
√

1− x2, x2, . . . , xn−1
√

1− x2, xn}, (4.3)

se n é par, e

{
√

1− x2, x, x2
√

1− x2, . . . , xn−1
√

1− x2, xn}, (4.4)

se n é ı́mpar. Observe que Ω2n ⊂ Ω2n+2, Ω2n+1 ⊂ Ω2n+3, para todo n ∈ N. Além disso,

se m e n tem paridades diferentes temos que Ωm∩Ωn é o conjunto que contém somente

a função nula.

Teorema 4.1. Seja F ∈ Ωn. Então, o número de zeros de F em (−1, 1) não excede

n. Além disso, se 1 é zero de F então −1 também é zero de F e, neste caso, o número

de zeros de F em [−1, 1] não excede n+ 1.

O próximo teorema define a sequência {Wn}n≥0 de funções que serão utilizadas para

o método de aproximação que iremos propor neste caṕıtulo. A demonstração pode ser

encontrada com detalhes em [9].

Teorema 4.2. Seja {Wn}n≥0 a sequência de funções definidas pela relação de re-

corrência

W0(x) = γ0, W1(x) = (γ1x− c1
√

1− x2)W0(x),

Wn+1(x) = (γn+1x− cn+1

√
1− x2)Wn(x)− dn+1Wn−1(x), para n ≥ 1. (4.5)

Aqui, {dn}n≥2, {cn}n≥1 e {γn}n≥0 são sequências de números reais com γn 6= 0, n ≥ 0.

Então, para qualquer n ≥ 0,

• Uma base para Ω2n é {W2n(x),
√

1− x2W2n−1(x), . . . ,
√

1− x2W1(x),W0(x)};

• Uma base para Ω2n+1 é {W2n+1(x),
√

1− x2W2n(x), . . . ,W1(x),
√

1− x2W0(x)}.

Conforme adiantado na introdução, queremos utilizar a sequência de funções

{Wn}n≥0 para propor um método de aproximação. Seja ψ uma medida positiva em

[−1, 1]. Consideremos a sequência de funções {Wn}n≥0, onde Wn tem grau n satisfa-
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zendo a propriedade de ortogonalidade h́ıbrida∫ 1

−1
W2n(x)W2m(x)

√
1− x2dψ(x) = ρ2mδn,m;∫ 1

−1
W2n+1(x)W2m+1(x)

√
1− x2dψ(x) = ρ2m+1δn,m; (4.6)∫ 1

−1
W2n+1(x)W2m(x)dψ(x) = 0, m, n = 0, 1, 2, . . . .

Desta forma, para a sequência de funções {Wn}n≥0 dadas em (4.5) satisfazendo (4.6)

temos o seguinte resultado.

Teorema 4.3. Uma sequência de funções {Wn}n≥0 satisfazendo a propriedade de orto-

gonalidade (4.6) eWn ∈ Ωn possuindo grau n sempre existe. Além disso, os coeficientes

são dados por γn 6= 0, n ≥ 0, e

c1 = γ1ρ
−1
0

∫ 1

−1
xW2

0 (x)dψ(x),

cn+1 = γn+1
1

ρn

∫ 1

−1
xW2

n(x)dψ(x),

dn+1 =
γ2n+1 + c2n+1

γ2n + c2n

γn
γn+1

ρn
ρn−1

, (4.7)

para n ≥ 1. Aqui, ρn =
∫ 1

−1W
2
n(x)
√

1− x2dψ(x) > 0, n ≥ 0.

Observe que se a medida ψ é simétrica, ou seja, dψ(−x) = −dψ(x), então os

coeficientes cn = 0, para todo n ≥ 0 e as funções Wn são polinômios simétricos em

[−1, 1].

Dizemos que as funções Wn são normalizadas quando ρn = 1 para todo n ≥ 0.

Denotamos por {Ŵn}n≥0 a sequência de funções reescaladas, definidas por

Ŵ0(x) =
1

γ0
W0(x) e Ŵn(x) =

1

γ0 · · · γn
Wn(x), n ≥ 1. (4.8)

Observe que as funções reescaladas satisfazem a relação de recorrência

Ŵ0(x) = 1, Ŵ1(x) = (x− ĉ1
√

1− x2),
Ŵn+1(x) = (x− ĉn+1

√
1− x2)Ŵn(x)− d̂n+1Ŵn−1(x), para n ≥ 1, (4.9)

onde

ρ̂n =

∫ 1

−1
Ŵ2

n(x)
√

1− x2dψ(x), ĉ1 =
1

ρ̂0

∫ 1

−1
xŴ2

0 (x)dψ(x),

ĉn+1 =
1

ρ̂n

∫ 1

−1
xŴ2

n(x)dψ(x), d̂n+1 =
1 + (ĉn+1)

2

1 + (ĉn)2
ρ̂n
ρ̂n−1

. (4.10)
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O próximo exemplo pode ser encontrado com detalhes em [9].

Exemplo 4.4. Seja ψ a medida positiva dada por dψ(x) = [e− arccos(x)]2η(1− x2)λ−1dx
com parâmetros λ, η ∈ R, λ > 1/2, com arccos(x) entre 0 e π. Então,

Ŵn(x) = 2−n
(2λ)n
(λ)n

e−inθ/2 2F1(−n, b; b+ b; 1− eiθ)

onde x = cos(θ/2), b = λ+ iη. Além disso,

ρ̂n =
πn!(λ+ n)Γ(2λ+ n)

22λ+2n−1eπη|Γ(b+ n+ 1)|2
1

[(λ)n]2
[(Re[(b)n])2 + (Im[(b)n])2],

ĉn =
η

n+ λ− 1
e d̂n+1 =

1

4

n(n+ 2λ− 1)

(n+ λ− 1)(n+ λ)
.

Os próximos resultados também podem ser encontrados com detalhes em [9].

Lema 4.5. Se a sequência de funções {Wn}n≥0 é dada pela recorrência (4.5), com Wn

de grau n e satisfazendo a ortogonalidade h́ıbrida (4.6), temos∫ 1

−1
(1− x2)W0(x)W1(x)dψ(x) = σ1,∫ 1

−1
(1− x2)W1(x)W2(x)dψ(x) = σ2, e para n ≥ 3, (4.11)∫ 1

−1
(1− x2)Wn−1−2k(x)Wn(x)dψ(x) =

{
σn, k = 0,

0, 1 ≤ k ≤
⌊
n−1
2

⌋
,

onde σn = −ρn(γn+1cn + γncn+1)/(γ
2
n + c2n)γn+1, n ≥ 1.

Lema 4.6. A sequência de funções {Wn}n≥0, com Wn ∈ Ωn de grau n satisfaz a

ortogonalidade h́ıbrida (4.6) se, e somente se, para todo n ≥ 1∫ 1

−1
F(x)Wn(x)dψ(x) = 0, sempre que F ∈ Ωn−1.

Lema 4.7. A sequência de funções {Wn}n≥0, com Wn ∈ Ωn de grau n satisfaz a

ortogonalidade h́ıbrida (4.6) se, e somente se, para todo n ≥ 1∫ 1

−1
p(x)Wn(x)dψ(x) = 0 e

∫ 1

−1
q(x)Wn(x)

√
1− x2dψ(x) = 0,

onde p ∈ Pn−1 e q ∈ Pn−2 e satisfazem

p(−x) = (−1)n−1p(x) e q(−x) = (−1)n−2q(x).

Considere f uma função cont́ınua. Diremos que um zero ξ de f é relevante se f
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muda de sinal em ξ. Os próximos resultados dizem respeito aos zeros das funções Wn.

Teorema 4.8. Sejam {Wn}n≥0 a sequência de funções dadas no Teorema 4.3. Para

n ≥ 1, a função Wn tem exatamente n zeros distintos no intervalo [−1, 1]. Além disso,

todos os zeros são simples.

Em [9] também foram apresentados fórmulas de quadratura envolvendo a sequência

de funções dadas no Teorema 4.3. Uma consequência disto é o próximo teorema.

Teorema 4.9. Para n ≥ 1, considere x
(n)
0 = −1, x

(n)
n+1 = 1 e sejam x

(n)
j , j = 1, 2, . . . , n

os zeros deWn ordenados da seguinte forma x
(n)
j < x

(n)
j+1, j = 1, 2, . . . , n−1. Então, em

todo intervalo (x
(n)
j , x

(n)
j+1), j = 0, 1, . . . n, existe um zero deW2nr com nr = b(n+ 2r)/2c

e r ≥ 1. Em particular, temos a propriedade do entrelaçamento

x
(2n)
1 < x

(2n−1)
1 < x

(2n)
2 < · · · < x

(2n)
2n−1 < x

(2n−1)
2n−1 < x

(2n)
2n , n ≥ 1. (4.12)

Note que o Teorema 4.9 fornece apenas uma propriedade de entrelaçamento parcial,

isto é, os zeros de W2n−1 e W2n se entrelaçam. Para o estudo sobre os zeros das

funções de ortogonalidade h́ıbrida podemos sem perda de generalidade considerar tanto

a sequência de funções {Wn}n≥0 quanto a sequência reescalada {Ŵn}n≥0. Em [18] os

autores mostraram que se na relação de recorrência (4.9) a sequência {d̂n+1}n≥1 é uma

sequência encadeada positiva, então os zeros de Ŵn e Ŵn+1 se entrelaçam, ou seja,

entre os zeros de Ŵn+1 existe um único zero de Ŵn. Então, em [9] os autores fazem

duas conjecturas:

• Seja {Wn}n≥0 a sequência de funções definidas no Teorema 4.3. Podemos afirmar

que os zeros de Wn+1 e Wn se entrelaçam?

• Seja {Ŵn}n≥0 a sequência reescalada dada em (4.9). É posśıvel garantir que

{d̂n+1}n≥1 é uma sequência encadeada positiva?

Recentemente foi confirmado o entrelaçamento para W2n e W2n+1 [54]. De fato,

Teorema 4.10. Seja {Wn}n≥0 a sequência de funções dadas no Teorema 4.3 com

γn 6= 0 para todo n ≥ 0. Então os zeros de W2n e W2n+1 se entrelaçam.

Portanto, do Teorema 4.8 segue que Ŵn possui exatamente n zeros relevantes em

[−1, 1] e dos Teoremas 4.9 e 4.10 segue que os zeros de Ŵn+1 e Ŵn se entrelaçam para

todo n ≥ 1. Além disso, do Teorema 4.3 temos que d̂n+1 > 0 para todo n ≥ 1. A

seguir, mostramos que a sequência {d̂n+1}n≥1 é uma sequência encadeada positiva.

Teorema 4.11. A sequência de parâmetros {d̂n+1}n≥1 que aparece na relação de re-

corrência (4.9) da sequência de funções {Ŵn}n≥0 é uma sequência encadeada positiva.
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Demonstração. Se garantirmos que Ŵn(1) > 0 para todo n ≥ 1, então

gn+1 = 1− Ŵn+1(1)

Ŵn(1)

é a sequência de parâmetros minimal para {d̂n+1}n≥1. De fato, fixando x = 1 na relação

de recorrência (4.9) temos

Ŵn+1(1) = Ŵn(1)− d̂n+1Ŵn−1(1),

que é equivalente a

d̂n+1 =

(
1− Ŵn+1(1)

Ŵn(1)

)(
Ŵn(1)

Ŵn−1(1)

)
.

Usando o fato de d̂n+1 > 0 e Ŵn(1) > 0 para n ≥ 1, segue que 0 < Ŵn+1(1)

Ŵn(1)
< 1 para

todo n ≥ 1 e o resultado segue.

Portanto, para concluir a prova, basta verificarmos que Ŵn(1) > 0 para todo n ≥ 1.

Sejam {x(n)i }ni=1 os zeros da função Ŵn ordenados da seguinte forma x
(n)
j < x

(n)
j+1,

j = 1, 2, . . . , n − 1 e Ii = (x
(i)
i , 1). Que Ŵ1(1) > 0 é trivial. Usando a relação de

recorrência (4.9) para n = 1 e o fato de d̂2 > 0 segue que Ŵ2(x
(1)
1 ) < 0. Como os zeros

de Ŵ2(x) e Ŵ1(x) se entrelaçam existe um único zero relevante de Ŵ2(x) em I1 e isso

implica que Ŵ2(1) > 0. Visto que Ŵ2(1) > 0 e Ŵ1(1) > 0 então Ŵ2(x) > 0 em I2 e

Ŵ1(x) > 0 em I1 e devido ao entrelaçamento dos zeros temos I2 ⊂ I1. Usando a relação

de recorrência (4.9) para n = 2, o fato de d̂3 > 0 e de I2 ⊂ I1 segue que Ŵ3(x
(2)
2 ) < 0;

isto juntamente com I3 ⊂ I2, devido o entrelaçamento, implica que Ŵ3(1) > 0. Assim,

recursivamente, mostra-se que Ŵn(x
(n−1)
n−1 ) < 0 e, portanto, Ŵn(1) > 0, para todo

n.

4.2 Aproximação em Ωn

Nesta seção iremos propor um método sobre aproximação de funções f por sequência

de funções em Ωn. Antes de propor o método vamos fazer uma breve introdução sobre

séries ortogonais. A referência utilizada é livro de G. Alexits [3].

Seja ψ uma medida positiva [a, b]. Vamos denotar por L1
ψ o espaço das funções

reais f módulo integráveis em [a, b], ou seja, o espaço das funções f tal que a integral∫ b
a
|f(x)|dψ(x) exista. E seja L2

ψ o espaço das funções reais f quadrado integráveis em

[a, b], ou seja, o espaço das funções f tal que a integral
∫ b
a
f 2(x)dψ(x) exista.

Uma sequência {ϕn}n≥0 de funções quadrado integráveis é dita ser ortogonal em

[a, b] com relação a medida ψ, ou simplesmente um sistema ortogonal se

〈ϕn, ϕm〉 :=

∫ b

a

ϕn(x)ϕm(x)dψ(x) = 0, m 6= n, (4.13)
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onde ϕn são funções não nulas em quase toda parte do intervalo [a, b]. Vamos denotar

por ‖ · ‖2 a norma induzida pelo produto interno (4.13), ou seja,

‖f‖2 =

{∫ b

a

[f(x)]2dψ(x)

}1/2

. (4.14)

O sistema ortogonal é chamado de ortonormal se ‖ϕn‖2 = 1 para todo n ≥ 0. Qualquer

série
∑
cnϕn(x) constrúıda formalmente com funções de um sistema ortogonal, onde

ci, i = 1, 2, . . . são números reais arbitrários, é chamada de série ortogonal. Entretanto,

se os coeficientes cn são os coeficientes de Fourier, isto é,

cn =
1

‖ϕn‖22

∫ b

a

ϕn(x) f(x)dψ(x), (4.15)

a série ortogonal é conhecida como expansão ortogonal da função f . Quando o sistema

ortogonal é formado pelos polinômios trigonométricos {1, sen(nx), cos(nx)}n≥1, a série

ortogonal da função f é bem conhecida como série de Fourier, e se o sistema ortogonal

for a sequência de polinômios ortogonais de Legendre {Pn}n≥0, a série ortogonal é

chamada de série de Fourier-Legendre.

Vamos denotar a soma parcial da expansão ortogonal de f por

Sn(f ;x) =
n∑
k=0

ckϕk(x). (4.16)

A diferença entre a série ortogonal e a expansão ortogonal é que a soma parcial Sn(f ; ·)
satisfaz uma propriedade de mı́nimo:

Teorema 4.12. Seja f ∈ L2
ψ, {ϕn}n≥0 um sistema ortogonal e Xn o espaço vetorial

de dimensão n + 1 gerado por ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn. Então, Sn(f ; ·) é a melhor aproximação

de f em Xn, isto é,

‖f − Sn(f ; ·)‖2 ≤ ‖f − g‖2, para toda g ∈ Xn. (4.17)

O problema de encontrar Sn(f ; ·) recebe o nome de método dos mı́nimos quadrados

(MMQ) em Xn. [3, 23].

Exemplo 4.13. Se {Pk}k≥0 são os polinômios de Legendre e Xn = span{Pk : k =

0, . . . , n}, então Sn(f ; ·) é uma aproximação polinomial de grau n para a função f

obtida através do método dos mı́nimos quadrados.

Uma propriedade importante dos coeficientes da expansão ortonormal é que os

coeficientes são dados explicitamente por (4.15) e satisfazem a desigualdade de Bessel

∞∑
n=0

c2n ≤
∫ b

a

f 2(x)dψ(x). (4.18)
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Disto também segue que os coeficientes cn convergem para zero se f ∈ L2
ψ. Uma

caracterização sobre a completeza dos sistemas ortonormais é dada pela equação de

Parseval
∞∑
n=0

c2n =

∫ b

a

f 2(x)dψ(x). (4.19)

Esta propriedade de completeza do sistema ortogonal é consequência da teoria de con-

vergência das expansões ortogonais. É bem conhecido que se o sistema ortogonal é

uma sequência de polinômios ortogonais ou trigonométricos, então ele é um sistema

completo. Esta completeza garante que Sn(f ; ·) converge para f em L2
ψ.

Há também resultados sobre a convergência pontual de Sn(f ; ·) para f . Por exem-

plo, para as aproximações com um sistema de polinômios trigonométricos, se a função f

for suave por partes em [a, b], então nos pontos de continuidade de f , Sn(f ; ·) converge

para f , e nos pontos de descontinuidade Sn(f ; ·) converge para a média da desconti-

nuidade. Existem também estudos de convergência usando funções núcleos como, por

exemplo, o núcleo de Christoffel–Darboux. Detalhes sobre resultados de convergência

de expansões ortogonais podem ser encontrados com detalhes em [2, 3, 37].

Daqui em diante vamos fixar ψ uma medida positiva em [−1, 1] tal que∫ 1

−1

1√
1− x2

dψ(x) <∞, (4.20)

e definir as medidas ψA e ψB dadas por

ψA(x) =

∫ x

−1

√
1− t2dψ(t), ψB(x) =

∫ x

−1

1√
1− t2

dψ(t). (4.21)

Ainda, para f ∈ L2
ψB

, vamos definir as normas ‖ · ‖B e ‖ · ‖A por

‖f‖A =

{∫ 1

−1
[f(x)]2dψA(x)

}1/2

, ‖f‖B =

{∫ 1

−1
[f(x)]2dψB(x)

}1/2

. (4.22)

Nosso objetivo é descrever um método alternativo para aproximar funções perten-

centes a L2
ψB

por funções em Ωn. Devido a natureza do espaço Ωn, os casos com n par

e ı́mpar devem ser analisados separadamente. Pelo Teorema 4.2 temos que quaisquer

f ∈ Ω2n e g ∈ Ω2n+1 podem ser unicamente escritas como

f(x) =
n∑
j=0

a
(2n)
j W2j(x) +

n−1∑
j=0

b
(2n)
j

√
1− x2W2j+1(x), (4.23)

g(x) =
n∑
j=0

a
(2n+1)
j W2j+1(x) +

n∑
j=0

b
(2n+1)
j

√
1− x2W2j(x). (4.24)
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Por motivo de clareza vamos denotar

G(a2n; b2n;x) :=
n∑
j=0

a
(2n)
j W2j(x) +

n−1∑
j=0

b
(2n)
j

√
1− x2W2j+1(x), (4.25)

G(a2n+1; b2n+1;x) :=
n∑
j=0

a
(2n+1)
j W2j+1(x) +

n∑
j=0

b
(2n+1)
j

√
1− x2W2j(x), (4.26)

onde am,bm são os vetores com entradas reais

am =
(
a
(m)
0 , . . . , a

(m)
bm/2c

)
e bm =

(
b
(m)
0 , . . . , b

(m)
b(m−1)/2c

)
. (4.27)

Vamos definir formalmente as séries ortogonais h́ıbridas como sendo as do tipo

∞∑
j=0

a
(2n)
j W2j(x) +

∞∑
j=0

b
(2n)
j

√
1− x2W2j+1(x), (4.28)

e
∞∑
j=0

a
(2n+1)
j W2j+1(x) +

∞∑
j=0

b
(2n+1)
j

√
1− x2W2j(x), (4.29)

onde {Wn}n≥0 são as funções de ortogonalidade h́ıbrida do Teorema 4.3 e {a(m)
j }j≥0 e

{b(m)
j }j≥0 são coeficientes reais. As somas parciais das séries ortogonais h́ıbridas são as

dadas em (4.25) e (4.26), respectivamente.

Podemos obter uma expressão fechada para os coeficientes em (4.23) e (4.24). De

fato, se multiplicamos (4.23) por W2j+1 e integramos com respeito a medida ψ em

[−1, 1], então usando as propriedades de ortogonalidade h́ıbrida (4.6) determinamos

que b
(2n)
j é

b
(2n)
j =

1

ρ2j+1

∫ 1

−1
f(x)W2j+1(x)dψ(x), para j = 1, 2, . . . , n− 1, (4.30)

onde ρ2j+1 é como em (4.6).

Para obter os coeficientes a
(2n)
j , para j = 0, . . . , n, multiplicamos (4.23) por W2j

e integramos em [−1, 1] com relação a medida ψA. Usando a ortogonalidade h́ıbrida

(4.6) juntamente com o Lema 4.5 obtemos

ρ2ja
(2n)
j + σ2jb

(2n)
j−1 + σ2j+1b

(2n)
j =

∫ 1

−1
f(x)W2j(x)dψA(x), (4.31)

j = 0, 1, . . . , n, b
(2n)
−1 = b

(2n)
n = 0 e σj como no Lema 4.5.

Inspirados nos coeficientes deduzidos para f ∈ Ω2n vamos definir a soma parcial da
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expansão ortogonal h́ıbrida da função f em Ω2n como sendo

G(f ;α2n;β2n;x) =
n∑
j=0

α
(2n)
j W2j(x) +

n−1∑
j=0

β
(2n)
j

√
1− x2W2j+1(x), (4.32)

onde β2n e α2n são os vetores cujas entradas β
(2n)
j , α

(2n)
j satisfazem (4.30), (4.31),

respectivamente.

Da mesma forma vamos definir a soma parcial da expansão ortogonal h́ıbrida da

função f em Ω2n+1 como sendo

G(f ;α2n+1;β2n+1;x) =
n∑
j=0

α
(2n+1)
j W2j(x) +

n∑
j=0

β
(2n+1)
j

√
1− x2W2j+1(x), (4.33)

onde α2n+1,β2n+1 denotam os vetores com entradas α
(2n+1)
j , β

(2n+1)
j , respectivamente,

dadas por

β
(2n+1)
j =

1

ρ2j

∫ 1

−1
f(x)W2j(x)dψ(x), para j = 0, 1, . . . , n, (4.34)

e

ρ2j+1α
(2n+1)
j + σ2j+1β

(2n+1)
j + σ2j+2β

(2n+1)
j+1 =

∫ 1

−1
f(x)W2j+1(x)dψA(x), (4.35)

j = 0, 1, . . . , n, β
(2n+1)
n+1 = 0 e σj como no Lema 4.5.

Em suma, dada f ∈ L2
ψB

, nosso objetivo é estudar as propriedades de convergência

das expansões ortogonais h́ıbridas, ou seja, estudar a convergência de somas parciais

G(f ;αm,βm; ·) ∈ Ωm. Veremos que esta aproximação vai minimizar, em certo sentido,

ambas as normas ‖f − G(f ;αm;βm; ·)‖A e ‖f − G(f ;αm;βm; ·)‖B. Por isso iremos

nos referir a G(f ;αm,βm; ·) como aproximação da função f via o método de mı́nimos

quadrados modificado.

4.2.1 Método dos Mı́nimos Quadrados Modificado

Nesta seção descrevemos as propriedades da aproximação G(f ;αm;βm; ·) ∈ Ωm,

m ≥ 0. Dentre tais propriedades temos uma propriedade de mı́nimo envolvendo as

normas ‖ · ‖A e ‖ · ‖B e uma desigualdade do tipo Bessel.

Teorema 4.14. Seja f ∈ L2
ψB

, defina Ij(f) =
∫ 1

−1 f(x)Wj(x)dψ(x), j ≥ 0 e

βm = βm(f) =
(
β
(m)
0 , β

(m)
1 . . . , β

(m)
b(m−1)/2c

)
o vetor cujas entradas com m = 2n e m = 2n + 1 são os coeficientes das expansões
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ortogonais h́ıbridas (4.32) e (4.33), respectivamente, isto é

β
(2n)
j =

I2j+1(f)

ρ2j+1

, j = 1, 2, . . . , n− 1 e β
(2n+1)
j =

I2j(f)

ρ2j
, j = 0, 1, . . . , n. (4.36)

Então, para todo vetor am temos

‖f −G(f ; am;βm; ·)‖B = min
bm
‖f −G(am; bm; ·)‖B.

Demonstração. Vamos fazer a prova para m = 2n. Note que

‖f −G(a2n; b2n; ·)‖2B

=

∫ 1

−1

f(x)−
n∑
j=0

a
(2n)
j W2j(x)

2

1√
1− x2

dψ(x)− 2

n−1∑
j=0

b
(2n)
j I2j+1(f) +

n−1∑
j=0

[b
(2n)
j ]2ρ2j+1

=

∫ 1

−1

f(x)−
n∑
j=0

a
(2n)
j W2j(x)

2

1√
1− x2

dψ(x) +

n−1∑
j=0

{
[b

(2n)
j ]2 − 2b

(2n)
j β

(2n)
j

}
ρ2j+1

=

∫ 1

−1

f(x)−
n∑
j=0

a
(2n)
j W2j(x)

2

1√
1− x2

dψ(x)−
n−1∑
j=0

[β
(2n)
j ]2ρ2j+1 +

n−1∑
j=0

[b
(2n)
j − β(2n)

j ]2ρ2j+1.

Então, o mı́nimo com relação a b
(2n)
j ocorre quando b

(2n)
j = β

(2n)
j .

Uma forma alternativa de fazer a demonstração deste teorema é considerar o

sistema de equações

∂‖f −G(a2n; b2n; ·)‖2B
∂b

(2n)
k

= 0, k = 0, 1, . . . , n− 1.

O caso de minimizar ‖f −G(a2n+1,b2n+1; ·)‖2B é análogo.

Teorema 4.15. Seja f ∈ L2
ψB

, defina Jj(f) =
∫ 1

−1 f(x)Wj(x)
√

1− x2dψ(x), j ≥ 0 e

αm = αm(f) =
(
α
(m)
0 , α

(m)
1 . . . , α

(m)
b(m−1)/2c

)
o vetor cujas entradas com m = 2n e m = 2n + 1 são os coeficientes das expansões

ortogonais h́ıbridas (4.32) e (4.33), respectivamente, isto é

ρ2jα
(2n)
j + σ2jβ

(2n)
j−1 + σ2j+1β

(2n)
j = J2j(f), j = 0, . . . , n, (4.37)

com β
(2n)
−1 = β

(2n)
n = 0 e

ρ2j+1α
(2n+1)
j + σ2j+1β

(2n+1)
j + σ2j+2β

(2n+1)
j+1 = J2j+1(f), j = 0, . . . , n, (4.38)
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com β
(2n+1)
n+1 = 0. As constantes são ρj e σj como no Lema 4.5 e Teorema 4.3, respec-

tivamente. Então,

‖f −G(f ;αm;βm; ·)‖A = min
am
‖f −G(f ; am;βm; ·)‖A.

Demonstração. Vamos fazer a prova para m = 2n. Note que

‖f −G(f ; a2n;β2n; ·)‖2A

=

∫ 1

−1

[
f(x)−

n−1∑
j=0

β
(2n)
j

√
1− x2W2j+1(x)

]2√
1− x2dψ(x)− 2

n∑
j=0

a
(2n)
j J2j(f)

+
n∑
j=0

aj[β
(2n)
j−1 σ2j + β

(2n)
j σ2j+1] +

n∑
j=0

[
a
(2n)
j

]2
ρ2j

=

∫ 1

−1

[
f(x)−

n−1∑
j=0

β
(2n)
j

√
1− x2W2j+1(x)

]2√
1− x2dψ(x)

−
n∑
j=0

[
α
(2n)
j

]2
ρ2j +

n∑
j=0

[
a
(2n)
j − α(2n)

j

]2
ρ2j.

Então, o mı́nimo com relação a a
(2n)
j ocorre quando a

(2n)
j = α

(2n)
j .

Uma forma alternativa de fazer a demonstração deste teorema é considerar o sistema

de equações
∂‖f −G(a2n;β2n; ·)‖2B

∂a
(2n)
k

= 0, k = 0, 1, . . . , n.

O caso de minimizar ‖f −G(f ; a2n+1;β2n+1; ·)‖2A é análogo.

Observação 4.16. Se F ∈ Ωm, então G(F ;αm;βm;x) = F(x).

Observe que para toda função f em L2
ψB

temos as desigualdades

‖f‖A ≤ ‖f‖2 ≤ ‖f‖B. (4.39)

Tais desigualdades serão bastante utilizadas no decorrer dos próximos teoremas. O

resultado a seguir fornece estimativas para os coeficientes da aproximação

G(f ;αm;βm; ·) de funções f integráveis.

Proposição 4.17. Se {Wn}n≥0 é uma sequência normalizada e uniformemente limi-

tada, i.e., existe M ∈ R tal que

|Wn(x)| ≤M para todo x ∈ [−1, 1] e n ≥ 0 (4.40)

e f : [−1, 1]→ R é tal que ‖f‖1 =
∫ 1

−1 |f(x)|dψ(x) <∞, então

|β(m)
j | ≤M‖f‖1 e |α(m)

j | ≤ 3M‖f‖1, m ≥ 1. (4.41)
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Demonstração. Consideremos m = 2n. O resultado para m ı́mpar é análogo. Usando

a definição dos coeficientes β
(2n)
j e α

(2n)
j da soma parcial (4.32) temos

|β(2n)
j | ≤

∫ 1

−1
|f(x)||W2j+1(x)|dψ(x) ≤M‖f‖1,

e

|α(2n)
j | ≤

∫ 1

−1
|f(x)||W2j(x)

√
1− x2|dψ(x) + |σ2j||β(2n)

j−1 |+ |σ2j+1||β(2n)
j |

≤M‖f‖1 + |σ2j|M‖f‖1 + |σ2j+1|M‖f‖1.

Para concluir o resultado, usando o Lema 4.5 e a desigualdade de Hölder (ver por

exemplo [12]), obtemos

|σk| =
∣∣∣∣∫ 1

−1

√
1− x2Wk(x)

√
1− x2Wk−1(x)dψ(x)

∣∣∣∣
≤ ‖
√

1− x2Wk‖2 ‖
√

1− x2Wk−1‖2

≤ ‖
√

1− x2Wk‖B ‖
√

1− x2Wk−1‖B

= ‖Wk‖A ‖Wk−1‖A =
√
ρk
√
ρk−1 = 1.

Alguns exemplos de sequência de funções {Wn}n≥0 ortogonais h́ıbridas e uniforme-

mente limitadas serão mencionados em seções posteriores, inclusive resultados sobre

limitação uniforme serão obtidos como aplicação da desigualdade do tipo Bessel des-

crita a seguir.

Teorema 4.18 (Desigualdade tipo Bessel). Sejam f ∈ L2
ψB

, α
(m)
k e β

(m)
k os coeficientes

da aproximação G(f ;αm;βm; ·) dados nos teoremas 4.14 e 4.15. Então,

n∑
i=0

(
α
(2n)
i

)2
ρ2i +

n−1∑
i=0

(
β
(2n)
i

)2
ρ2i+1 ≤ ‖f‖2B,

n∑
i=0

(
α
(2n+1)
i

)2
ρ2i+1 +

n∑
i=0

(
β
(2n+1)
i

)2
ρ2i ≤ ‖f‖2B.

Em particular, se ρi ≡ 1 para todo i ≥ 0, então

bm/2c∑
i=0

(
α
(m)
i

)2
+

b(m−1)/2c∑
i=0

(
β
(m)
i

)2
≤ ‖f‖2B. (4.42)

Demonstração. Faremos a prova para o caso m = 2n, e o outro caso é análogo. Pri-

meiramente observe que
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∫ 1

−1
[f(x)−G(f ;α2n;β2n;x)]W2i(x)

√
1− x2dψ(x) = 0, i = 1, . . . , n. (4.43)

Isto implica que

‖f −G(f ;α2n;β2n; ·)‖2A =

∥∥∥∥∥f −√1− x2
n−1∑
j=0

β
(2n)
j W2j−1

∥∥∥∥∥
2

A

−

∥∥∥∥∥
n∑
j=0

α
(2n)
j W2j

∥∥∥∥∥
2

A

.

Disto segue∥∥∥∥∥∥
n∑
j=0

α
(2n)
j W2j

∥∥∥∥∥∥
2

A

≤

∥∥∥∥∥∥f −
√

1− x2
n−1∑
j=0

β
(2n)
j W2j−1

∥∥∥∥∥∥
2

A

≤

∥∥∥∥∥∥f −
√

1− x2
n−1∑
j=0

β
(2n)
j W2j−1

∥∥∥∥∥∥
2

B

≤ ‖f‖2B − 2

n−1∑
j=0

(
β
(2n)
j

)2
ρ2j+1 +

∥∥∥∥∥∥
n−1∑
j=0

β
(2n)
j W2j+1

∥∥∥∥∥∥
2

A

.

Para finalizar usamos a ortogonalidade (4.6) para garantir que∥∥∥∥∥
n∑
j=0

α
(2n)
j W2j

∥∥∥∥∥
2

A

=
n∑
j=0

(
α
(2n)
j

)2
ρ2j e

∥∥∥∥∥
n−1∑
j=0

β
(2n)
j W2j+1

∥∥∥∥∥
2

A

=
n−1∑
j=0

(
β
(2n)
j

)2
ρ2j+1.

Como consequência imediata temos

Corolário 4.19. Considere a sequência {Wn}n≥0 normalizada. Se f ∈ L2
ψB

e

αk, βk são os coeficientes da expansão ortogonal h́ıbrida de f em Ωm, como no Te-

orema 4.18, então

lim
k→∞

αk = 0 e lim
k→∞

βk = 0. (4.44)

Vamos reescrever a aproximação pelo MMQ modificado G(f ;αm;βm; ·) com o in-

tuito de iniciar a análise sobre a convergência. Sejam f ∈ L2
ψB

, a sequência {Wn}n≥0 de

funções ortogonais h́ıbridas normalizada e G(f ;αm;βm; ·) a função obtida via MMQ
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modificado. Então, usando a definição dos coeficientes podemos reescrever

G(f ;α2n;β2n; y) =
n∑
k=0

α
(2n)
2k W2k(y) +

√
1− y2

n−1∑
k=0

β
(2n)
2k+1W2k+1(y)

=

∫ 1

−1
f(x)

[
n∑
k=0

W2k(x)W2k(y)

]
√

1− x2dψ(x)

+

∫ 1

−1
f(x)

[
n−1∑
k=0

W2k+1(x)W2k+1(y)

]√
1− y2dψ(x)

−
∫ 1

−1
f(x)

[
n∑
k=1

σ2kW2k−1(x)W2k(y)

]
dψ(x)

−
∫ 1

−1
f(x)

[
n−1∑
k=0

σ2k+1W2k+1(x)W2k(y)

]
dψ(x),

e

G(f ;α2n+1;β2n+1; y) =
n∑
k=0

α
(2n+1)
2k+1 W2k+1(y) +

√
1− y2

n∑
k=0

β
(2n+1)
2k W2k(y)

=

∫ 1

−1
f(x)

[
n∑
k=0

W2k+1(x)W2k+1(y)

]
√

1− x2dψ(x)

+

∫ 1

−1
f(x)

[
n∑
k=0

W2k(x)W2k(y)

]√
1− y2dψ(x)

−
∫ 1

−1
f(x)

[
n∑
k=0

σ2k+1W2k(x)W2k+1(y)

]
dψ(x)

−
∫ 1

−1
f(x)

[
n−1∑
k=0

σ2k+2W2k+2(x)W2k+1(y)

]
dψ(x).

Se a medida ψ é simétrica em [−1, 1] segue que cm = 0 para todo m ≥ 1 e então,

pelo Lema 4.5, temos que σm = 0, para todo m ≥ 1 e a expressão para G(f ;αm;βm; ·)
se reduz a

G(f ;α2n;β2n; y) =

∫ 1

−1
f(x)

[
n∑
k=0

W2k(x)W2k(y)

]
√

1− x2dψ(x)

+

∫ 1

−1
f(x)

[
n−1∑
k=0

W2k+1(x)W2k+1(y)

]√
1− y2dψ(x), (4.45)
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e

G(f ;α2n+1;β2n+1; y) =

∫ 1

−1
f(x)

[
n∑
k=0

W2k+1(x)W2k+1(y)

]
√

1− x2dψ(x)

+

∫ 1

−1
f(x)

[
n∑
k=0

W2k(x)W2k(y)

]√
1− y2dψ(x). (4.46)

Além disso, para o caso de medida ψ simétrica conseguimos simplificar ainda mais

a expressão para G(f ;αm;βm; ·).

Lema 4.20. Seja {Wn}n≥0 a sequência normalizada associada a medida ψ simétrica.

Então,

n∑
k=0

W2k(x)W2k(y) =
1

γ2n+2γ2n+1

[
W2n+2(x)W2n(y)−W2n+2(y)W2n(x)

x2 − y2

]
,

n∑
k=0

W2k+1(x)W2k+1(y) =
1

γ2n+3γ2n+2

[
W2n+3(x)W2n+1(y)−W2n+3(y)W2n+1(x)

x2 − y2

]
.

Demonstração. Como ψ é simétrica, então cm ≡ 0 e dm = γm/γm−1. Definindo

T(2n+2)[x, y] :=W2n+2(x)W2n(y)−W2n+2(y)W2n(x), (4.47)

temos

T(2n+2)[x, y] =

= γ2n+2[xW2n+1(x)W2n(y)− yW2n+1(y)W2n(x)]

= γ2n+2 γ2n+1W2n(y)W2n(x)[x2 − y2]− γ2n+2 d2n+1[xW2n(y)W2n−1(x)− yW2n(x)W2n−1(y)]

= γ2n+2 γ2n+1W2n(y)W2n(x)[x2 − y2] +
γ2n+2d2n+1d2n

γ2n
T(2n)[x, y]

= γ2n+2 γ2n+1W2n(y)W2n(x)[x2 − y2] + γ2n+2 γ2n+1
1

γ2nγ2n−1
T(2n)[x, y]

e recursivamente o resultado segue. A outra soma segue de forma análoga.

Na próxima seção usaremos o resultado do Lema 4.20 para simplificarG(f ;αm;βm; ·)
e estabelecer resultados sobre a convergência pontual do MMQ modificado. Até o mo-

mento para o caso ψ não simétrica ainda não conhecemos uma simplificação como

esta.

4.2.2 Convergências com o MMQ Modificado

Nesta seção, fazemos um estudo sobre a convergência da aproximação pelo método

dos mı́nimos quadrados modificado. Resultados envolvendo a convergência na norma
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‖ · ‖A foram obtidos. Com respeito a convergência pontual foram estabelecidos resul-

tados para o caso em que a medida ψ é simétrica.

Teorema 4.21. Seja f ∈ L2
ψB

e G(f ; ãm; b̃m; ·) a aproximação para f obtida em Ωm

através do método dos mı́nimos quadrados com respeito a norma ‖ · ‖B, ou seja,

‖f −G(f ; ãm; b̃m; ·)‖B = min
am,bm

‖f −G(am; bm; ·)‖B.

Se

‖f −G(f ; ãm; b̃m; ·)‖B
m→∞−→ 0,

então

‖f −G(f ;αm;βm; ·)‖A
m→∞−→ 0,

sendo G(f ;αm;βm; ·) a aproximação via MMQ modificado.

Demonstração. Usando o Teorema 4.14 temos

‖f −G(f ; ãm; b̃m, ·)‖B = min
am,bm

‖f −G(f ; am; bm; ·)‖B

= min
am
‖f −G(f ; am;βm; ·)‖B.

Isso implica que G(f ; ãm;βm; ·) é a aproximação pelo MMQ com respeito a norma

‖ · ‖B. Portanto, do Teorema 4.15 e da desigualdade (4.39), dada qualquer f ∈ L2
ψB

temos que

‖f −G(f ;αm;βm; ·)‖A ≤ ‖f −G(f ; ãm;βm; ·)‖A ≤ ‖f −G(f ; ãm;βm; ·)‖B

e isso conclui o resultado.

Vale observar que enquanto G(f ;αm;βm; ·) tem um forma expĺıcita para se calcular

todos os coeficientes, encontrar G(f ; ãm;βm; ·) requer calcular:

•
∫ 1

−1W2k(x)W2j(x) dψ(x)√
1−x2 e

∫ 1

−1 f(x)W2k(x) dψ(x)√
1−x2 , no caso que m = 2n;

•
∫ 1

−1W2k+1(x)W2j+1(x) dψ(x)√
1−x2 e

∫ 1

−1 f(x)W2k+1(x) dψ(x)√
1−x2 , no caso que m = 2n+ 1;

• E resolver um sistema linear de ordem (n + 1) × (n + 1) para determinar os

coeficientes de ãm com m = 2n ou m = 2n+ 1.

Corolário 4.22. Seja f uma função real definida em [−1, 1] e κ = 0, 1. Se existe

uma sequência de funções {fl}l≥0 ∈ Ω2n+κ que converge uniformemente para f , então

G(f ;α2n+κ,β2n+κ; ·) converge para f na norma ‖ · ‖A.

Demonstração. Vamos fazer a prova para κ = 0; para κ = 1 é análoga. Fixemos

ν0 = (
∫ 1

−1 dψB(x))1/2. Dado ε > 0 existe fl ∈ Ω2n tal que para l suficientemente grande

|f(x)− fl(x)| < ε

2ν0
para todo x ∈ [−1, 1].
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Seja G(f ; ã2n,β2n; ·) a aproximação pelo MMQ para f em Ω2n. Então,

‖f −G(f ; ã2n,β2n; ·)‖B ≤ ‖f − fl‖B ≤
ε

2
.

Portanto,

‖f −G(f ; ã2n,β2n; ·)‖B → 0, n→∞

e pelo Teorema 4.21 conclúımos

‖f −G(f ;α2n,β2n; ·)‖A → 0, n→∞.

Corolário 4.23. Seja f definida em [−1, 1] tal que as funções

f(x) + (−1)κf(−x),
f(x)− (−1)κf(−x)√

1− x2

são cont́ınuas em [−1, 1], κ = 0, 1. Então, G(f ;α2n+κ,β2n+κ, ·) converge para a função

f na norma ‖ · ‖A.

Demonstração. Faremos o caso em que κ = 0. O caso com κ = 1 é análogo. Como

[f(x) + f(−x)]/2 é par e [f(x) − f(−x)]/2
√

1− x2 é ı́mpar, usando o Teorema de

aproximação de Weierstrass ([23]), dado qualquer ε > 0, existe uma sequência de

polinômios pares pn e ı́mpares qn, e N ∈ N tais que se n > N , então∣∣∣∣f(x) + f(−x)

2
− pn(x)

∣∣∣∣ < ε

2
, e

∣∣∣∣f(x)− f(−x)

2
√

1− x2
− qn(x)

∣∣∣∣ < ε

2
.

Seja F(x) = p2N(x) +
√

1− x2 q2N−1(x) ∈ Ω2N . Disso segue que F converge uniforme-

mente para f . Com efeito,

|f(x)−F(x)| =
∣∣∣∣f(x) + f(−x)

2
− p2N(x) +

√
1− x2

[
f(x)− f(−x)

2
√

1− x2
− q2N−1(x)

]∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣f(x) + f(−x)

2
− p2N(x)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣f(x)− f(−x)

2
√

1− x2
− q2N−1(x)

∣∣∣∣ < ε.

Observação 4.24. A hipótese do Corolário 4.23 é equivalente a f ser uma função

cont́ınua tal que limx→±1[f(x)−f(−x)] converge para zero pelo menos tão rápido quanto√
x2 − 1 para κ = 0 e limx→±1[f(x) + f(−x)] converge para zero pelo menos tão rápido

quanto
√
x2 − 1 para κ = 1.

Teorema 4.25. Se f ∈ L2
ψB

então G(
√

1− x2f ;α2n+κ;β2n+κ;x) converge para
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√
1− x2f na norma ‖ · ‖A para κ = 0, 1. Em particular, se f/

√
1− x2 ∈ L2

ψB
então

G(f ;α2n+κ;β2n+κ; ·) converge para f na norma ‖ · ‖A.

Demonstração. Seja ν0 = (
∫ 1

−1 dψB(x))1/2. Usando que o espaço das funções cont́ınuas,

C[−1, 1], é denso em L2
ψB

(detalhes em [12, p. 351])), dado ε > 0, existe h ∈ C[−1, 1]

tal que ‖f − h‖B <
√
ε/2. Isso garante que

‖f − h‖A = ‖
√

1− x2f −
√

1− x2h‖B ≤ ‖f − h‖B <
√
ε/2.

Como h é cont́ınua, da prova do Corolário 4.23 segue que existe N ∈ N tal que√
1− x2h(x) pode ser aproximada uniformente por funções em Ω2N , ou seja, existe

F ∈ Ω2N tal que

|
√

1− x2h(x)−F(x)| <
√
ε

2ν0
.

Assim,∫ 1

−1
[
√

1− x2f(x)−F(x)]2
1√

1− x2
dψ(x)

=

∫ 1

−1
[
√

1− x2f(x)−
√

1− x2h(x) +
√

1− x2h(x)−F(x)]2
1√

1− x2
dψ(x)

= ‖h− f‖2A + ‖F − h
√

1− x2‖2B

− 2

∫ 1

−1
[
√

1− x2f(x)−
√

1− x2h(x)][F(x)−
√

1− x2h(x)]
1√

1− x2
dψ(x).

Desta forma,

‖
√

1− x2f −F‖2B ≤ ‖h− f‖2A + ‖F − h
√

1− x2‖2B

+

∣∣∣∣2 ∫ 1

−1
[
√

1− x2f(x)−
√

1− x2h(x)][F(x)−
√

1− x2h(x)]
1√

1− x2
dψ(x)

∣∣∣∣ ,
e usando a desigualdade de Hölder obtemos

‖
√

1− x2f −F‖2B ≤ ‖h− f‖2A + ‖F − h
√

1− x2‖2B
+ 2‖f − h‖A||F −

√
1− x2h‖B

< ε/4 + ε/4 + 2
√
ε/2 ·

√
ε/2 = ε.

Portanto, em Ω2N

‖
√

1− x2f −G(f ; ã2N ;β2N ; ·)‖2B ≤ ‖
√

1− x2f −F‖2B < ε

e do Teorema 4.21 o resultado segue.

Os próximos resultados garantem condições suficientes para aproximar pontual-

mente funções f com G(f ;αm;βm; ·) ∈ Ωm por funções {Wn}n≥0 que satisfazem a
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ortogonalidade h́ıbrida com medida ψ simétrica em [−1, 1]. Já comentamos que neste

caso a sequência {Wn}n≥0 é composta por polinômios simétricos em [−1, 1] com relação

a medida ψA.

Nosso objetivo é estabelecer condições para a função f de modo a termos con-

vergência pontual, ou seja,

|f(x)−G(f ;αm;βm;x)| → 0 para m→∞. (4.48)

Sejam f : [−1, 1]→ R e αm, βm os coeficientes de G(f ;αm,βm; ·) dado em termos da

sequência {Wn}n≥0 normalizada com ψ simétrica. Usando a definição dos coeficientes

juntamente com o Lema 4.5 para m = 2n temos

β
(2n)
j = β

(2n)
j (f) =

∫ 1

−1
f(x)W2j+1(x)dψ(x), para j = 0, 1, . . . n− 1, (4.49)

α
(2n)
j = α

(2n)
j (f) =

∫ 1

−1
f(x)W2j(x)

√
1− x2dψ(x) para j = 0, 1, . . . n. (4.50)

A seguir apresentamos resultados para a convergência pontual usando G(f ;αm;βm; ·),
com m par. Os resultados com m ı́mpar são análogos.

Lema 4.26. Seja {Wn}n≥0 a sequência normalizada associada a medida ψ simétrica.

Então, ∣∣∣∣ 1

γn

∣∣∣∣ ≤ 1 para todo n ≥ 0. (4.51)

Demonstração. Usando a recorrência de três termos paraWn e a ortogonalidade h́ıbrida

temos

1 = ρn =

∫ 1

−1
W2

n(x)
√

1− x2dψ(x) = γn

∫ 1

−1
xWn(x)Wn−1(x)

√
1− x2dψ(x).

Desta forma, usando a desigualdade de Hölder com respeito a medida ψA temos∣∣∣∣ 1

γn

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ 1

−1
xWn(x)Wn−1(x)

√
1− x2dψ(x)

∣∣∣∣
≤ ‖xWn‖A ‖Wn−1‖A ≤

√
ρn
√
ρn−1 = 1.

Teorema 4.27. Seja {Wn}n≥0 a sequência normalizada associada a medida ψ simétrica.

Se a sequência {Wn(y)}n≥0 é uniformemente limitada em y ∈ [−1, 1] e f : [−1, 1]→ R
é tal que

Ly(x) =
f(x)− f(y)

x2 − y2
∈ L2

ψB
, (4.52)

então |G(f ;αm;βm; y)− f(y)| → 0 quando n→∞, ou seja, G(f ;αm,βm; y) converge

pontualmente para f(y).
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Demonstração. Vamos considerar m = 2n o outro é análogo. Vimos em (4.45) que

G(f ;α2n;β2n; y) =

∫ 1

−1
f(x)

[
n∑
k=0

W2k(x)W2k(y)

]
√

1− x2dψ(x)

+
√

1− y2
∫ 1

−1
f(x)

[
n−1∑
k=0

W2k+1(x)W2k+1(y)

]
dψ(x).

Vamos definir os núcleos simétricos

K1(x, y) =
n∑
k=0

W2k(x)W2k(y) e K2(x, y) =
n−1∑
k=0

W2k+1(x)W2k+1(y).

Pela ortogonalidade (4.6), independentemente de a medida ψ ser ou não simétrica,

temos ∫ 1

−1
K1(x, y)

√
1− x2dψ(x) = 1 e

∫ 1

−1
K2(x, y)dψ(x) = 0.

Segue do Lema 4.20 que

K1(x, y) =
1

γ2n+2γ2n+1

[
W2n+2(x)W2n(y)−W2n+2(y)W2n(x)

x2 − y2

]
e

K2(x, y) =
1

γ2n+1γ2n

[
W2n+1(x)W2n−1(y)−W2n+1(y)W2n−1(x)

x2 − y2

]
.

Desta forma, podemos reescrever G(f ;α2n;β2n; y)− f(y) como∫ 1

−1
[f(x)− f(y)]K1(x, y)

√
1− x2dψ(x) +

√
1− y2

∫ 1

−1
[f(x)− f(y)]K2(x, y)dψ(x)

=
1

γ2n+2γ2n+1

W2n(y)

[∫ 1

−1
Ly(x)W2n+2(x)

√
1− x2dψ(x)

]
− 1

γ2n+2γ2n+1

W2n+2(y)

[∫ 1

−1
Ly(x)W2n(x)

√
1− x2dψ(x)

]
+
√

1− y2 1

γ2n+1γ2n
W2n−1(y)

[∫ 1

−1
Ly(x)W2n+1(x)dψ(x)

]
−
√

1− y2 1

γ2n+1γ2n
W2n+1(y)

[∫ 1

−1
Ly(x)W2n−1(x)dψ(x)

]
.

Então identificando as integrais com os coeficientes dados em (4.49) e usando a desi-
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gualdade triangular segue que |G2n(f ;α2n;β2n; y)− f(y)| é limitado por∣∣∣∣ 1

γ2n+2γ2n+1

∣∣∣∣ |W2n(y)||β(2n)
n+1(Ly)|+

∣∣∣∣ 1

γ2n+2γ2n+1

∣∣∣∣ |W2n+2(y)||β(2n)
n (Ly)|+∣∣∣∣ 1

γ2n+1γ2n

∣∣∣∣ |W2n−1(y)||α(2n)
n (Ly)|+

∣∣∣∣ 1

γ2n+1γ2n

∣∣∣∣ |W2n+1(y)||α(2n)
n−1(Ly)|.

Para concluir usamos que |1/γn| e Wn(y) são uniformemente limitadas, e o Corolário

4.19 para garantir que αn(Ly)→ 0 e βn(Ly)→ 0 se n→∞ pois Ly ∈ L2
ψB

.

Como vimos no Teorema 4.27, a convergência pontual só foi estabelecida para medi-

das simétricas. Entretanto, experimentos numéricos têm mostrado interessantes com-

portamentos com relação à aproximação pontual mesmo com medidas não simétricas.

É importante observar que as aproximações pelo método dos mı́nimos quadrados mo-

dificado satisfazem

G(f ;α2n,β2n,−1) = G(f ;α2n,β2n, 1), n ≥ 0, (4.53)

e

G(f ;α2n+1,β2n+1,−1) = −G(f ;α2n+1,β2n+1, 1), n ≥ 0. (4.54)

Desta forma, dada uma função f genérica, é natural que as aproximações não sejam

boas em x = ±1. Entretanto, isto não oferece restrição ao método. De fato, considere

as funções definidas por

g(0)(f ;x) = f(x)− 1

2
[f(1)− f(−1)]x

e

g(1)(f ;x) = f(x)− 1

2
[f(1) + f(−1)].

Note que g(0)(f ; 1) = g(0)(f ;−1) e g(1)(f ;−1) = −g(1)(f ; 1). Então, podemos conside-

rar as aproximações, pelo método dos mı́nimos quadrados modificado, para as funções

g(0)(f ; ·) e g(1)(f ; ·) como sendo as funções G(g(0);α2n,β2n, ·) e G(g(1);α2n+1,β2n+1; ·).
E, por esta razão, temos as aproximações para a função f

N2n(f ;x) = G(g(0);α2n,β2n, x) +
1

2
[f(1)− f(−1)]x

ou

N2n+1(f ;x) = G(g(1);α2n+1,β2n+1, x) +
1

2
[f(1) + f(−1)].

Nas figuras abaixo, ilustramos testes numéricos fixando a medida ψ não simétrica
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dada por dψ(x) = (1− x)dx e a função

f(x) =

exp(−1/2), se x ∈ [−1, 0],

exp(−x) se x ∈ (0, 1].

Consideramos, no experimento, as aproximações G(f ;α2n,β2n, ·) e N2n(f, ·) para n = 5

e n = 12. Vale observar que f não respeita a simetria nos extremos do intervalo,

representadas por (4.53) ou (4.54), e é descont́ınua na origem. Entretanto, mesmo

a função f não possuindo essa simetria nos extremos do intervalo, as aproximações

G(f ;α2n;β2n; ·) têm bom desempenho e parecem convergir em (−1, 1). Usando as

aproximações N2n(f ; ·), observamos uma melhora da aproximação nos extremos x =

±1. No ponto de descontinuidade da função, as simulações sugerem uma convergência

para a média dos pontos de descontinuidade, conforme acontece para série de Fourier

[2].
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Figura 4.1: Aproximações G(f ;α2n;β2n; ·) para f com n = 5 e n = 12.
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Figura 4.2: Aproximações N2n(f ; ·) para f com n = 5 e n = 12.
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4.2.3 Aplicações: Estimativas no Espaço Ωn

É sabido [21, p. 33] que os polinômios ortonormais de Chebyshev de primeiro tipo

são uniformemente limitados em [−1, 1], isto é,

|Tn(x)| ≤
√

2/π para todo n ≥ 0, x ∈ [−1, 1]. (4.55)

Por outro lado os polinômios de Chebyshev de segundo tipo e os de Legendre são

uniformemente limitados em qualquer subintervalo próprio do suporte da medida, que

é (−1, 1) [21, p. 40]. A seguir vemos alguns exemplos de sequência de funções em Ωn

que são uniformemente limitadas e resultados teóricos sobre limitantes uniformes para

as funções Wn de ortogonalidade h́ıbrida .

Exemplo 4.28. Seja η < 0 e dψη(x) = e−2η arccos(x)dx. Então a sequência de funções

reescaladas Ŵn associadas a medida positiva ψη é uniformemente limitada em todo

subconjunto próprio de [−1, 1].

Com efeito, seja f(x) = (1− x2)Ŵ2n−2(x) ∈ Ω2n. Consideramos o conjunto

{T2n(x),
√

1− x2 T2n−1(x), . . . ,
√

1− x2 T1(x), T0(x)},

onde Ti são os polinômios de Chebyshev ortonormais, que é uma base para Ω2n. Então,

f(x) =
n∑
k=0

α
(2n)
k T2k(x) +

√
1− x2

n−1∑
k=0

β
(2n)
k T2k+1(x).

Usando a ortogonalidade da sequência de polinômios {Tn}n≥0 segue que α
(2n)
k e β

(2n)
k

são os dados por

β
(2n)
j =

∫ 1

−1
f(x)T2j+1(x)

1

(1− x2)
dx, para j = 0, 1, . . . n− 1, (4.56)

α
(2n)
j =

∫ 1

−1
f(x)T2j(x)

1√
1− x2

dx, para j = 0, 1, . . . n. (4.57)

Vale observar que a sequência {Tn}n≥0 pode ser interpretada como uma sequência de

funções de ortogonalidade h́ıbrida associada a medida ψ dada por

dψ(x) = 1/(1 − x2)dx, embora a medida não satisfaça a condição (4.20), pois a in-

tegral
∫ 1

−1 1/(1− x2)dx diverge.

Então, usando a desigualdade triangular, a desigualdade

n∑
k=0

|ck| ≤
√
n+ 1

(
n∑
k=0

c2k

)1/2

, (4.58)

o fato de {Tn}n≥0 ser uniformemente limitada, e parte da demonstração do Teorema
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4.18 temos

|f(x)| =
√

2

π

(
n∑
k=0

|α(2n)
k |+

n−1∑
k=0

|β(2n)
k |

)

≤
√

2(2n+ 1)

π

(
n∑
k=0

(α
(2n)
k )2 +

n−1∑
k=0

(β
(2n)
k )2

)1/2

≤
√

2(2n+ 1)

π

(∫ 1

−1
[f(x)]2

1

(1− x2)3/2
dx

)1/2

. (4.59)

Temos que 0 ≤ arccos(x) ≤ π e −η > 0 então 1 ≤ exp(−2η arccos(x)) e,

1

(1− x2)3/2
dx =

√
1− x2[(1− x2)−2dx] ≤

√
1− x2(1− x2)−2dψη(x). (4.60)

Usando que f(x) = (1− x2)Ŵ2n−2(x) é fácil ver que

|(1− x2)Ŵ2n−2(x)| ≤
√

2(2n+ 1)

π
ρ̂2n−2 (4.61)

com ρ̂2n−2 =
∫ 1

−1[W2n−2(x)]2
√

1− x2dψη(x). Vimos no Exemplo 4.4 que

ρ̂m =
π(m+ 1)2|(1 + iη)m|2

22m+1eπη|Γ(iη +m+ 2)|2
.

Além disso, note que
√

(m+ 3)ρ̂m → 0. De fato, considerando a série∑∞
m=0

√
(m+ 3)ρ̂m temos que

ρ̂m
ρ̂m−1

≤ (m+ 1)2

4m2

e usando o teste da razão segue que a série converge e logo o termo geral vai para zero.

Portanto, o lado direito da desigualdade (4.61) é limitado para todo n. E isso

conclui o resultado para a sequência {Ŵm}m≥0 com ı́ndice m par. Para ı́ndice m ı́mpar

a demonstração é análoga.

Teorema 4.29. Sejam {Wn}n≥0 a sequência de funções de ortogonalidade h́ıbrida

associada a medida ψ e A um subconjunto de [−1, 1] tal que

|Wn(x)| ≤ ϕ(x) para todo x ∈ A, n = 0, 1, 2, . . . .

Se m ≥ 2 e F ∈ Ωm−2 é não negativa em supp(ψ) ⊂ [−1, 1], considere a medida ψ∗

dada por

ψ∗(x) =

∫ x

−1
Π(t)dψ(t), Π(x) = (1− x2)F(x) (4.62)

e seja {W∗n}n≥0 a sequência de funções de ortogonalidade h́ıbrida associada a medida
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ψ∗. Fixando L = max
x∈supp(ψ)

F(x) temos

|Π(x)W∗n(x)| ≤
√

(m+ 1)Lϕ(x), para todo x ∈ A, n = 0, 1, 2, . . . .

Demonstração. Sem perda de generalidade vamos supor queWn eW∗n são normalizadas

e que m = 2l. Note que Π ∈ Ωm e então Π(x)W∗n(x) ∈ Ωm+n. Pelo Teorema 4.2 temos

Π(x)W∗2n(x) =
l+n∑
k=0

akW2k(x) +
√

1− x2
l+n−1∑
k=0

bkW2k+1(x) (4.63)

e

Π(x)W∗2n+1(x) =
l+n∑
k=0

ãkW2k+1(x) +
√

1− x2
l+n∑
k=0

b̃kW2k(x). (4.64)

Usando a ortogonalidade h́ıbrida da sequência de funções {Wn}n≥0 e definindo b̃−1 =

b−1 = bl+n = 0 temos∫ 1

−1
Π(x)W∗2n(x)W2k+1(x)dψ(x) = bk, 0 ≤ k ≤ n+ l − 1,∫ 1

−1
Π(x)W∗2n(x)W2k(x)

√
1− x2dψ(x) = ak + bkσ2k+1 + bk−1σ2k, 0 ≤ k ≤ n+ l,

e ∫ 1

−1
Π(x)W∗2n+1(x)W2k(x)dψ(x) = b̃k, 0 ≤ k ≤ n+ l,∫ 1

−1
Π(x)W∗2n+1(x)W2k+1(x)

√
1− x2dψ(x) = ãk + b̃kσ2k+1 + b̃k−1σ2k, 0 ≤ k ≤ n+ l.

Assim, usando que dψ∗(x) = Π(x)dψ(x) e o Lema 4.6 temos

bk =

∫ 1

−1
W∗2n(x)W2k+1(x)dψ∗(x) = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1,

ak =

∫ 1

−1
W∗2n(x)W2k(x)

√
1− x2dψ∗(x)− bkσ2k+1 − bk−1σ2k = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Logo, podemos reescrever (4.63) como

Π(x)W∗2n(x) =
l+n∑
k=n

akW2k(x) +
√

1− x2
l+n−1∑
k=n

bkW2k+1(x). (4.65)
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Similarmente,

b̃k =

∫ 1

−1
W∗2n+1(x)W2k(x)dψ∗(x) = 0, k = 0, . . . , n,

ãk =

∫ 1

−1
W∗2n+1(x)W2k+1(x)

√
1− x2dψ∗(x)− bkσ2k+1 − bk−1σ2k = 0, k = 0, . . . , n− 1.

Logo, podemos reescrever (4.64) como

Π(x)W∗2n+1(x) =
l+n∑
k=n

ãkW2k(x) +
√

1− x2
l+n−1∑
k=n+1

b̃kW2k+1(x). (4.66)

Por outro lado, ak, ãk e bk, b̃k são exatamente os coeficientes obtidos via método dos

MQM, que satisfazem a desigualdade dada no Teorema 4.18, isto é,

l+n∑
k=n

a2k +
l+n−1∑
k=n

b2k ≤
∞∑
k=0

a2k +
∞∑
k=0

b2k ≤
∫ 1

−1
[Π(x)W∗2n(x)]2

1√
1− x2

dψ(x),

l+n∑
k=n

ã2k +
l+n−1∑
k=n+1

b̃2k ≤
∞∑
k=0

ã2k +
∞∑
k=0

b̃2k ≤
∫ 1

−1
[Π(x)W∗2n+1(x)]2

1√
1− x2

dψ(x).

Usando que L = max
x∈supp(ψ)

F(x) então

∫ 1

−1
[Π(x)W∗n(x)]2

1√
1− x2

dψ(x) =

∫ 1

−1
Π(x)[W∗n(x)]2

1√
1− x2

dψ∗(x) =

=

∫ 1

−1
F(x)[W∗n(x)]2

√
1− x2dψ∗(x) ≤ L

∫ 1

−1
[W∗n(x)]2

√
1− x2dψ∗(x) = L.

Desta forma, para todo x ∈ A e n ∈ N usando as expansões (4.65) e (4.66)

|Π(x)W∗n(x)| ≤ ϕ(x)

{ ∑l+n
k=n |ak|+

∑l+n−1
k=n |bk|, se n é par∑l+n

k=n |ãk+1|+
∑l+n

k=n+1 |b̃k|, se n é ı́mpar

≤ ϕ(x)
√
m+ 1

{
(
∑l+n

k=n |ak|2 +
∑l+n−1

k=n |bk|2)1/2, se n é par

(
∑l+n

k=n |ãk+1|2 +
∑l+n

k=n+1 |b̃k|2)1/2, se n é ı́mpar

≤ ϕ(x)
√

(m+ 1)L.

Na última desigualdade usamos (4.58).

Teorema 4.30. Sejam σ(x) ≥ 0 cont́ınua em [−1, 1], e {Wn}n≥0 a sequência de
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funções normalizadas associada a medida simétrica ψ. Suponha que∫ 1

−1
[Wn(t)]2σ(t)dψ(t) ≤M,

n = 1, 2, 3, . . . (4.67)∫ 1

−1
[Wn(t)]2σ−1(t)dψ(t) ≤M,

e que

|Wn(x)| ≤ ϕ(x), para x ∈ A ⊂ [−1, 1]. (4.68)

Se existe δ > 0, que independe de x, tal que∣∣∣∣σ(x)− σ(t)

x2 − t2

∣∣∣∣ ≤ L, (4.69)

para x ∈ A e t ∈ {r : |x2 − r2| < δ} ∩ [−1, 1], então as funções W∗n normalizadas

associadas à medida ψ∗ dada por

ψ∗(x) =

∫ x

−1
σ(t)dψ(t) (4.70)

satisfazem

|W∗n(x)| ≤ [Bσ−1(x) + C]ϕ(x) (4.71)

onde B ≤ 4M1/2(L+ δ−1) e C ≤M1/2(1 + 4δ−1).

Demonstração. Usando (4.67) e a desigualdade de Hölder temos

un,k =

∫ 1

−1
|W∗n(t)||Wk(t)|σ(t)dψ(t) ≤

√∫ 1

−1
[W∗n(t)]2dψ∗(t)

√∫ 1

−1
[Wk(t)]2σ(t)dψ(t) ≤M1/2,

e

vn,k =

∫ 1

−1
|W∗n(t)||Wk(t)|dψ(t) =

∫ 1

−1
|W∗n(t)σ(t)||Wk(t)|σ−1(t)dψ(t)

≤

√∫ 1

−1
[W∗n(t)]2dψ∗(t)

√∫ 1

−1
[Wk(t)]2σ(t)−1dψ(t) ≤M1/2.

Sem perda de generalidade vamos supor n par, isto é, n = 2m. Então, pelo Teorema

4.2 e com a ortogonalidade (4.6) temos

W∗2m(x) =
m∑
k=0

αkW2k(x) +
√

1− x2
m−1∑
k=0

βkW2k+1(x) (4.72)
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com

αk =

∫ 1

−1
W∗2m(t)W2k(t)

√
1− t2dψ(t) e βk =

∫ 1

−1
W∗2m(t)W2k+1(t)dψ(t). (4.73)

Por outro lado, usando o Lema 4.6 temos

m−1∑
k=0

W2k+1(x)

∫ 1

−1
W∗2m(t)W2k+1(t)σ(t)dψ(t) = 0, (4.74)

m−1∑
k=0

W2k(x)

∫ 1

−1
W∗2m(t)W2k(t)

√
1− t2σ(t)dψ(t) = 0. (4.75)

Com isto, podemos reescrever (4.72) como

W∗2m(x) =W2m(x)

∫ 1

−1
W∗2m(t)W2m(t)

√
1− t2dψ(t)

+ σ−1(x)

∫ 1

−1

(
m−1∑
k=0

W2k(x)W2k(t)

)
W∗2m(t)

√
1− t2[σ(x)− σ(t)]dψ(t)

+ σ−1(x)
√

1− x2
∫ 1

−1

(
m−1∑
k=0

W2k+1(x)W2k+1(t)

)
W∗2m(t)[σ(x)− σ(t)]dψ(t).

Visto que ψ é simétrica segue do Lema 4.20 que

W∗2m(x) =W2m(x)

∫ 1

−1
W∗2m(t)W2m(t)

√
1− t2dψ(t)

+
σ−1(x)

γ2mγ2m−1

∫ 1

−1

[
W2m(x)W2m−2(t)−W2m(t)W2m−2(x)

x2 − t2

]
W∗2m(t)

√
1− t2[σ(x)− σ(t)]dψ(t)

+
σ−1(x)

√
1− x2

γ2m+1γ2m

∫ 1

−1

[
W2m+1(x)W2m−1(t)−W2m+1(t)W2m−1(x)

x2 − t2

]
W∗2m(t)[σ(x)− σ(t)]dψ(t).

Usando a hipótese (4.69) temos que∣∣∣∣σ(x)− σ(t)

x2 − t2

∣∣∣∣ ≤ L+
[σ(x) + σ(t)]

δ
, t ∈ [−1, 1]. (4.76)

Então, obtemos

|W∗2m(x)| ≤ ϕ(x)v2m,2m + σ−1(x)ϕ(x)L(v2m,2m−2 + v2m,2m + v2m,2m−1 + v2m,2m+1)

+ ϕ(x)δ−1(v2m,2m−2 + v2m,2m + v2m,2m−1 + v2m,2m+1)

+ σ−1(x)ϕ(x)δ−1(u2m,2m−2 + u2m,2m + u2m,2m−1 + u2m,2m+1)

e usando as desigualdades u2m,k e v2m,k o resultado segue.

Conforme vimos até o momento, a convergência pontual do método dos mı́nimos
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quadrados modificado foi estabelecida para medidas ψ simétricas. Como questões ainda

em aberto, que pretendemos investigar em próximos trabalhos, citamos

• Possibilidade de generalizar o Teorema 4.27 sobre convergência pontual para me-

didas não simétricas;

• Possibilidade de generalizar o Lema 4.20 para medidas não simétricas;

• Uma generalização do Lema 4.20 possibilita estender o Teorema 4.30, visto que

para a demonstração foi essencial o resultado do lema;

• Estimar o erro cometido pela aproximação via método dos mı́nimos quadrados

modificado;

• Descrever o comportamento da aproximação em pontos de descontinuidade.



Considerações Finais

Este trabalho é uma coleção de vários resultados, e está organizado em três partes:

investigação de propriedades dos polinômios complementares de Romanovski-Routh,

caracterização dos zeros da função geradora destes polinômios, e introdução de um

método de aproximação de mı́nimos quadrados modificado com base em funções com

ortogonalidade h́ıbrida. Os principais resultados estabelecidos podem ser sintetizados

da seguinte forma.

No Caṕıtulo 2 , vimos que os polinômios Pn(b; ·) estão conectados com polinômios

para-ortogonaisRn(b; ·) na circunferência unitária, através da transformação de Cayley,

e isso possibilitou uma demonstração alternativa para a ortogonalidade satisfeita por

Pn(b; ·) e a determinação de fórmulas de conexão envolvendo os polinômios Pn(b; ·) com

Pn(b + 1; ·). Apresentamos uma interpretação f́ısica para a localização dos zeros de

Pn(b; ·). Para isto consideramos a função energia dada por n cargas unitárias positivas

localizadas em {x1, x2, . . . , xn} que se movem livremente sobre a reta real, duas cargas

fixas negativas de magnitude λn = (λ+ n− 1)/2 nas posições i e −i, que obedecem a

lei do potencial logaŕıtmico na presença de um campo externo, a saber,

E(x1, . . . , xn) =
∑

1≤j<k≤n
− ln |xj − xk|+ λn

n∑
j=1

[
ln |xj − i|+ ln |xj + i|

]
− η

n∑
j=1

arctan(xj).

Então, os pontos de equiĺıbrio desta energia ocorrem precisamente quando {x1, . . . , xn}
são os zeros de Pn(b; ·).

Estabelecemos que a sequência de polinômios complementares de Romanovki-Routh

mônicos {P̂n(b; ·)}n≥0 é uma sequência de Appel com função geradora

exw N (b;w) =
∞∑
n=0

P̂n(b;x)
wn

n!
, com N (b;w) = e−iw 1F1(b; b+ b̄; 2iw).

Além disso, a função N (b; ·) está relacionada com a função de onda Coulomb regular e

com a função de Bessel regular e como consequência foi posśıvel obter várias fórmulas

de expansão envolvendo estas funções.

No Caṕıtulo 3 investigamos os zeros das funções N (b; ·) e da função de onda Cou-

lomb estendida regular

M (b;w) = C(b)wλ N (b;w) e C(b) = 2λ−1eπη/2
|Γ(b)|
Γ(2λ)

,

81
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que estão diretamente relacionadas com a função geradora dos polinômios complemen-

tares de Romanovski-Routh mônicos. Apresentamos uma abordagem alternativa para

mostrar que N (b; ·) tem infinitos zeros, todos reais e simples. Estabelecemos resultados

sobre o comportamento monotônico dos zeros de N (b; ·) com respeito as parâmetros

λ e η, que implicam resultados sobre os zeros de M (b; ·). Ademais, estabelecemos a

propriedade de entrelaçamento dos zeros de M (b; ·) com M (b + 1; ·) e de M ′(b; ·) com

M ′(b+ 1; ·).
No Caṕıtulo 4 apresentamos uma teoria de aproximação de funções usando uma

classe de funções Wn, que satisfazem uma relação de recorrência de três termos e

uma propriedade de ortogonalidade h́ıbrida. Estas aproximações podem ser obtidas

pelo método de mı́nimos quadrados modificado. Apresentamos resultados de con-

vergência na norma, desigualdade do tipo Bessel para os coeficientes da aproximação,

e convergência pontual para casos de ortogonalidade h́ıbrida associada a uma medida

simétrica. Foi ainda posśıvel obter teoremas que garantem quais tipos de mudanças na

medida preservam a limitação uniforme das funções Wn em subconjuntos do suporte

da medida [−1, 1]. Em outras palavras, se as funções Wn associadas a medida ψ são

uniformemente limitadas em A ⊂ [−1, 1], isto é,

|Wn(x)| ≤ ϕ(x), x ∈ A

para algum ϕ, mostramos que tipo de mudanças podemos operar na medida ψ de modo

as funções de ortogonalidade h́ıbrida associadas a nova medida continuem uniforme-

mente limitadas em A.

Finalmente, vale ressaltar que este trabalho abre várias questões para a classe de

polinômios de Romanovski-Routh Pn(b; ·), para as funções M (b; ·) e N (b; ·), e para as

funções de ortogonalidade h́ıbrida Wn. No final dos caṕıtulos 2, 3 e 4 apresentamos

problemas ainda em aberto. Dentre eles, mencionamos o comportamento assintótico

dos zeros de Pn(b; ·), a possibilidade de Pn(b; ·) ser solução minimal da relação de

recorrência de três termos, a estimativa da distância entre os zeros da função de onda

Coulomb e os zeros das funções de Bessel, e como estender os resultados de convergência

pontual do método dos mı́nimos quadrados modificado. Pretendemos, em trabalhos

futuros, continuar a investigar estas questões.
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