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Resumo

Consideramos propriedades e aplicacoes dos polinomios complementares de
Romanovski-Routh e de fungoes definidas em [—1, 1] que satisfazem uma ortogona-
lidade hibrida. Estas fungoes estao relacionadas com uma certa classe de polinomios
para-ortogonais na circunferéncia unitaria através das transformacoes de Cayley e de
Delsarte e Genin, respectivamente. Os polindmios complementares de Romanovski-
Routh estao relacionados com as fungoes especiais de onda Coulomb e de Bessel re-
gulares, e além disso, seus zeros coincidem com as coordenadas do ponto de equilibrio
de uma funcao energia. Também exploramos a expansao de func¢oes em termos de
uma série de fungoes com ortogonalidade hibrida, onde obtemos resultados sobre a
convergencia e desigualdade tipo Bessel. Além disso, esta expansao é obtida via um

método dos minimos quadrados modificado.

Palavras-chave: Polinomios de Romanovski-Routh. Funcao de onda Coulomb.
Funcoes de ortogonalidade hibrida. Polinomios para-ortogonais. Método dos minimos

quadrados modificado.



Abstract

We consider properties and applications of the complementary Romanovski-Routh
polynomials and functions defined in [—1, 1] that satisfy a hybrid orthogonality. These
functions are related with a class of para-orthogonal polynomials in the unit circle th-
rough the Cayley transform and through Delsarte and Genin transform, respectively.
The complementary Romanovski-Routh polynomials are related to the regular Cou-
lomb wave functions and also to the regular Bessel functions. Furthermore, their zeros
coincide with the coordinates of the equilibrium point of an energy function. We also
explore the expansion of functions in series of functions of hybrid orthogonality and
results concerning convergence and Bessel-type inequality were obtained. Moreover,

this expansion is given by a modified least square method.

Keywords: Romanovski-Routh polynomials. Coulomb wave function. Hybrid

orthogonal functions. Para-orthogonal polynomials. Modified least square method.
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Introducao

O estudo dos polinomios ortogonais ¢ uma area muito ativa na matematica e isso se
deve a sua relacao com a fisica matematica, estatistica, mecanica, e com importantes
ramos da andlise, por exemplo: teoria da aproximacao, fragoes continuas e equagcoes
diferenciais e integrais. Podemos mencionar ainda que os polindmios ortogonais estao
relacionados com problemas de expansao de fungoes em séries ortogonais e avaliacao
e aproximacao de integrais definidas, através das férmulas de quadratura e de inter-
polacao. Ademais, a investigacao sobre o comportamento dos zeros dos polinémios
ortogonais possibilita também a investigacao de pontos equilibrio de fungoes potenci-
ais [45], [49].

O presente trabalho é uma colecao de resultados referentes a alguns dos aspec-
tos acima mencionados, e estd dividido em trés partes. A primeira parte consiste
no estudo de uma classe de polinomios conhecida como polinomios complementares
de Romanovski-Routh, que denotamos por P,(b;-) com b = A +in e A > 0. Estes

polinomios podem ser expressos pela relagao de recorréncia de trés termos

Polb;z) =1, Pi(bjz) =2 — cgb),
Prii(byz) = (x — cflbll)Pn(b; x) — dﬁf’ll(xz + 1)Pp_1(b;x), paran>1,
cujos parametros sao dados explicitamente por

) _ n O 1 n(n—i—2/\— 1)
ey = ——— e dy | =~ :
Atn—1 dn+AX=1)(n+ N

Estes polinomios sao uma modificacao dos polinomios de Romanovski-Routh que fo-
ram introduzidos por Routh em 1884, [43], e redescobertos por Romanovski, [42], no
contexto de teoria de probabilidade e estatistica. Além disso, esta classe de polinomios
estd relacionada com problemas de fisica de quarks, teoria de matrizes aleatérias e tem
recebido bastante atencao na literatura [26, 28], 4], 42]

A segunda parte consiste no estudo dos zeros da funcao geradora associada aos

polinomios complementares de Romanovski-Routh, ou seja, estudar os zeros da funcao
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I definida por

o w"
F(z,w) = ZPn(b; m)ﬁ,

1=0

onde ﬁn(b; -) é o polinomio complementar de Romanovski-Routh ménico. A fungao
geradora que apresentamos, em contraste com a fungao geradora apresentada em [41],
é uma funcao inteira que estd relacionada com a funcao de onda Coulomb, com a funcao
de Whittaker e com a funcao de Bessel.

A terceira parte desta tese consiste na investigacao das propriedades de aproximagcao
da sequéncia de fungoes {W, }n>0, que foram definidas em [9], e satisfazem a relagao

de recorréncia de trés termos

Wo(z) =1, Wi(x) = (x — a1V 1 — 22)Wy(x),
Wit (z) = (x — eVl — 22)W,(2) — dps 1 Who1(x), paran > 1,

e uma propriedade de ortogonalidade hibrida. As fungoes W, estao conectadas, através
da transformacao de Delsarte e Genin, com polinomios ortogonais na circunferéncia
unitaria e tém sido objeto de estudo para investigar polindmios para-ortogonais no que
diz respeito aos seus zeros e suas propriedades monotonicas, e a existéncia de gaps no
suporte das medidas [14] [17] [18, [31].

O trabalho esta organizado da seguinte forma. O Capitulo (1| contém um resumo de
alguns dos principais resultados sobre sequéncias encadeadas, fungoes especiais e sobre
a teoria de polinomios ortogonais que serao utilizados nos capitulos seguintes.

O Capitulo [2{ apresenta os resultados sobre a sequéncia de polindémios {P,(b; ) }n>o.
Na primeira se¢ao descrevemos os principais resultados conhecidos na literatura sobre
P,.(b; ). Posteriormente, apresentamos a rela¢ao entre os polinomios P, (b; ) e os po-
lindmios ortogonais na circunferéncia unitaria, o modelo eletrostatico para os zeros de
P, (b;-), e sua fungao geradora. Estes resultados foram organizados no trabalho [32],
que foi aceito para publicacao. Finalizamos o capitulo com uma breve discussao sobre
resultados assintéticos dos zeros de P, (b; -) e perspectivas.

O Capitulo 3| contém resultados sobre o estudo dos zeros da funcao geradora dos
polinomios complementares monicos e simulagoes numéricas para estimativa da mesma.
Estes resultados compoem parte do trabalho [33] que estd em fase final de preparagao.

No Capitulo f] apresentamos um método de aproximagao por minimos quadrados
modificado utilizando as fung¢oes W, que satisfazem a relacao de recorréncia de trés
termos descrita acima e uma ortogonalidade modificada. Além disso, provamos algumas

condicoes de convergéncia e resultados sobre limitantes uniformes.



1 Preliminares

Neste capitulo apresentamos um resumo de resultados conhecidos na literatura so-
bre sequéncia encadeada, sobre as fungoes especiais: hipergeométricas, Whittaker e
Bessel, e sobre os polinomios ortogonais na reta real e na circunferéncia unitaria. Este
capitulo tem por objetivo apresentar os fundamentos necessarios para o desenvolvi-
mento do trabalho, e também fixar a notagao e linguagem que foram utilizadas nas

proximas segoes.

1.1 Sequéncia Encadeada

O conceito de sequéncia encadeada foi introduzido por Wall em sua monografia
sobre fragoes continuas [51]. Nesta segdo apresentamos brevemente os principais resul-
tados sobre sequéncias encadeadas que serao utilizadas nos capitulos posteriores. Para
mais detalhes, ver [13], [51].

Definicao 1.1. Uma sequéncia {a,}n>1 € uma sequéncia encadeada positiva se existe

uma sequéncia {gy fn>o tal que

i) 0<go<1l, 0<g,<1,n>1,

(i) an=01—=Ggn-1)9n, n=1,2,3...

{gn}n>0 € chamada de sequéncia de parametros para {a,},>1. go € chamado de parametro

micial.

Exemplo 1.2. A sequéncia constante com a,, = 1/4, n > 1, € uma sequéncia encade-
ada. A sequéncia {gn}n>0 com g, = n/[2(n+ 1)] € uma sequéncia de parametros para
{an}n>1 com parametro inicial go = 0. Outra sequéncia de parametros para {a,}n>1 €
a sequéncia constante com g, = 1/2, para todo n > 0.

Exemplo 1.3. Seja A > 0. A sequéncia {dil);zl}nzl definida por

\) _1 n(n—i—?)\—l)
o1 = 4dn+A—=1)(n+N)’ (1.1)
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, " A
¢ uma sequéncia encadeada e {K% )}nzl com

n__ n-1
& 20 +n—1) (12)

€ a sequéncia de parametros com pardmetro inicial nulo. Se A > 1/2, {ﬁq({\)}nzl, com

sy 122402

1.
" 2A+n—-1 (1.3)

; Al . A
¢ uma outra sequéncia de parametros para {d&ﬁl}nzl.

Na referéncia [I3] hd uma secdo contendo vérios resultados importantes sobre
sequéncias encadeadas. Um deles é que toda sequéncia encadeada {a, },>1 possui uma
sequéncia de parametros {m,},>0 tal que my = 0. Esta sequéncia de parametros é
chamada de sequéncia de parametros minimal. Ademais, se { M, },>1 é uma sequéncia
de parametros para {a,},>1 ¢ M, > g, para qualquer outra sequéncia {g,},>o de
parametros, entao diremos que {M,},>0 ¢ a sequéncia de parametros mazimal.

E conhecido que toda sequéncia encadeada possui sequéncias de parametros minimal
e maximal. Além disso, dada uma sequéncia encadeada, ou ela possui uma unica
sequéncia de parametros ou possui infinitas. No caso em que a sequéncia encadeada é
unicamente determinada, as sequéncias de parametros maximal e minimal coincidem.
O préximo resultado nos auxilia a determinar quando uma sequéncia de parametros é

maximal, mais detalhes em [13].

Teorema 1.4 (Critério de Wall). Seja {a, }n>1 uma sequéncia encadeada. A sequéncia

{gn}n>0 € a sequéncia de parametros mazimal para {a,},>1 se, e somente se,

= g192 - gn —
Z(l—gl)(l—gz)---(l—M o

Usando o critério de Wall, segue que {Eg)}nzl definida em ([1.3) é a sequéncia
de parametros maximal para {dﬁl}nzl no Exemplo A sequéncia {dfl)ﬁl}nZI ¢
exatamente a mesma que aparece na relacao de recorréncia dos polinomios monicos de
Gegenbauer [49]. No capitulo seguinte, veremos que a mesma sequéncia aparece na

relacao de recorréncia dos polindmios complementares de Romanovski-Routh.

1.2 Funcoes Especiais

Esta secao contém alguns dos principais resultados relacionados com o estudo de
fungoes especiais. Para mais detalhes, ver [4 [48].

O simbolo de Pochhammer, também conhecido por fatorial deslocado, denotado
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pelo simbolo (a),, sendo n um inteiro nao negativo e a € C é definido por

(@) =1,
(a)p =ala+1)(a+2)---(a+n—1). (1.4)

Observe que (1), = n! e se n > m sao inteiros positivos, temos que (—m), = 0.

Definigao 1.5. Para todo nimero complexo z # —1,—2,-3, ..., a funcao gama I" €
definida por
P(2) = lim BET 1.5
(Z) _kggo (Z)k ( . )

A fungao T satisfaz a propriedade I'(z + 1) = zI'(z). E, ainda, se n € N, temos
que I'(n + 1) = nl e I'(a +n) = I'(a)(a),. A funcdo I'(z) satisfaz vérias férmulas
interessantes. Dentre elas, vamos citar a formula da reflexdo de Fuler dada por

M-z = , 2 & Z. (1.6)

sen(7z)
A funcao gama apareceu primeiramente nos trabalhos de Euler durante a tentativa de
estender o dominio da funcao fatorial e possui varias representacgoes, dentre elas temos
o produtério infinito e a representacdo integral. Para mais detalhes veja [4].

Uma das razoes do estudo das fungoes hipergeométricas é o fato de que as fungoes
elementares, assim como varias outras importantes fun¢oes na matemaética, sao expres-
sas como funcoes hipergeométricas ou razao de fungoes hipergeométricas. A seguir
apresentamos as defini¢oes e algumas propriedades das funcoes hipergeométricas.

A série hipergeométrica é uma série ) ¢, tal que ¢,11/c, é uma funcao racional

de n, ou seja, usando a fatoracao polinomial, temos

Cnt1 _ zZ(n+a)(n+az)- - (n+ap)
o (n+b)(n+b)--(n+b)(n+1)

(1.7)

O fator z aparece pois o polinomio pode nao ser monico, e o termo n + 1 sempre pode
ser obtido pela multiplicacao do numerador e denominador por n + 1. Desta forma,

fazendo uma manipulacao em (1.7)), segue que

S  (a1)n (a2)n - (ap)n 2"
Cn = Co — = F (ar,...,a,;b1,...,b4;2). 1.8
% 2 (bl)n (a2)n - (bq)n n' p q( P q ) ( )
Aqui b;, i = 1,...,q nao podem ser inteiros negativos, visto que isso faria com que o

denominador do termo geral da série fosse zero para algum n. Se o termo geral estiver

claro no contexto podemos simplificar a notagao ,Fy(ay, ..., ay; b1, ..., by 2) por ,F.
Uma pergunta natural que surge sobre a série hipergeométrica diz respeito ao raio

de convergéncia da mesma. E conhecido que a série converge absolutamente para todo

ze€Csep<gepara|z| <lsep=q+1 Sep>q+1 asérie diverge para todo
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z # 0. Mais detalhes no Teorema 2.2.1 em [4].

Definicao 1.6. A funcao hipergeométrica de Gauss € definida pela série

7’L

Fi(a,b; In 1.
2 F1(a,b;c; 2) nZ:O O 1 (1.9)

para |z| <1 e por sua continuacao analitica para |z| > 1.

Desta forma, temos que o F} (a, b; ¢; z) converge para todo |z| < 1, e além disso a série

também converge absolutamente para |z| = 1 desde que Re(c—a—b) > 0. Mais detalhes

no Teorema 2.1.2 em [4]. A fungao hipergeométrica de Gauss y(z) = 2Fi(a,b;c; z)
satisfaz ay(2) ;
Z; :‘L—QFI(aH b+ 1lc+1; 2) (1.10)

e a equacao diferencial

d*y dy
1-— — — — = 0. 1.11
2( z)dz +lc—(a+b+ )]dz aby =0 ( )

Note que se m € N,

2Fi(=m,byc;z) =) Emalbla 2

1.12
~  (¢Ja nl (1.12)
¢ um polindémio, e também, pelo processo de confluéncia
_Ooa 2N~ (@ »
hm oF(a,b;¢;2/b) = 2 ©. b” i % @l 1Fi(a; e 2). (1.13)

A fungdo 1 Fi(a;c;-) é chamada de fungao hipergeométrica confluente ou de func¢do de
Kummer confluente de primeiro tipo. Pelas consideragoes feitas anteriormente sobre o
raio de convergéncia da série hipergeométrica, segue que 1 F; é um funcao inteira, ou
seja, ¢ uma funcao complexa holomorfa em C. A funcao hipergeométrica confluente

y(z) = 1Fi(a;c; 2) satisfaz a equacao diferencial
Y o)W 0 (1.14)
22—+ (c—2z)— —ay = 0. :
dz? i "

Outros exemplos de funcoes especiais que irao aparecer no decorrer deste trabalho
sao as fungoes de Bessel, as fun¢oes de Whittaker e os polindmios ortogonais. Para os
polinomios ortogonais dedicaremos a préxima se¢ao visto que suas propriedades sao de
demasiada importancia para o desenvolvimento desta tese.

A fungao de Whittaker é dada explicitamente por, ver [4, p. 195], [4§]

My (2) = e #2225 F(1/2 +m — k; 14 2m; 2) (1.15)
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e satisfaz a equacao diferencial

& 1k 1/4-m?
y+(__+_+—/ m)y:. (1.16)

dz? 4 z 22
A funcao de Bessel do primeiro tipo de ordem « pode ser representada por

2 _,
G2 e

Jol2) = T(a+1)

(v +1/2;2a + 1;2iz) (1.17)

e satisfaz a equacao diferencial

d*y 1dy a?
w‘f‘;@‘l—(l—;)yzo. (1.18)

Observe que a equacao diferencial ¢ invariante pela troca de a por —a. Isso
significa que Jo(2) e J_o(2) satisfazem a mesma equacdo diferencial. E bem conhecido
que se o nao é um inteiro, entao J, e J_, sao solucoes linearmente independentes e
quando @ = n € N elas sao linearmente dependentes e vale a igualdade J_,(z) =
(—1)"Jp(2).

O polinomio de Jacobi de grau n é definido por

1), 1-—
Péa,ﬂ)(Z)ZMQFl (—n,1+a+ﬁ+n;a+1; 5 z) (1.19)
n!
e satisfaz a equacao diferencial
d? d
(1-2% d_zél+[ﬁ_a_ (a+ﬁ+2)z]d—z—|—n(n+0z~|—ﬁ—|—1)y:0. (1.20)

Se os parametros o > —1 e f > —1 os polinomios de Jacobi sao ortogonais, e mais

detalhes serao discutidos na préxima secao.

1.3 Polinomios Ortogonais

Nesta secao, apresentamos algumas defini¢oes e resultados referentes as sequéncias
de polindmios ortogonais na reta real e na circunferéncia unitaria. Os resultados apre-
sentados nesta secao serao usados frequentemente durante os proximos capitulos e

constituem o alicerce desta tese.

Definicao 1.7 ([13]). Seja 1 uma funcao real nao decrescente definida em [a,b] com
—00 <a<b<oo. Un ponto ¢ € [a,b] é chamado de ponto de aumento de 1) se para
todo € > 0,

W(C+e)—v(C—€ >0

Dizemos que v é uma medida positiva em |a,b] se 1 é uma funcdo definida em |a, b,
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nao decrescente, limitada e com infinitos pontos de aumento.

O suporte da medida v é o conjunto de todos os pontos de aumento da medida
Y, e serd denotado por supp(¢). Diremos que ¥ é uma medida de probabilidade se
a integral de Riemann-Stieltjes fab di)(x) = 1. No decorrer deste trabalho definiremos
fungoes/polindmios ortogonais em termos da integral de Riemann-Stieltjes com relagao
a uma medida ¢. Se a medida é dada por dy)(x) = w(z)dz, chamaremos w(z) de fun¢do

peso.

1.3.1 Polindmios Ortogonais na Reta Real

As referéncias utilizadas para esta secao foram [I3], 29] e [49]. Seja 1) uma medida

positiva tal que as integrais de Stieltjes

b
= [ i)

existem para todo k > 0. Os valores py sao chamadas de momentos da medida 1.
Uma sequéncia de polinémios {p, },>0 ¢ uma sequéncia de polinémios ortogonais
com relagdo a medida positiva ¢ definida em [a, ] (00 < a < b < o0) se p, tem grau n

e

<pmpm> ::/ pn(x)pm@:)dw(x) = pi 5n,m7 (1'21>

onde 9,,,, ¢ o Delta de Kronecker, que vale um se n = m, e zero caso contrario e
p2 > 0. Dada uma sequéncia de polinémios ortogonais, entao seus termos satisfazem

uma relacao de recorréncia de trés termos

pn—i-l(I) - (An—l—lx - Bn+1>pn(x) - Cn+1pn—1(x)a n Z 07 (122>

com po(z) =1, p_1(x) =0, A,, B,,Cn € R. Se o coeficiente do termo de maior grau

de p,(z) é denotado por a,, temos

2
A o an+1,n+1 B o A <xpnapn> C o AnJrl pn
n+l — ) n+l — {In+41 n+l —

Y 2 *

@, [ An P
Se ay, = 1 para todo n > 0, entao a sequéncia é chamada de sequéncia de polinomios
ortogonais monicos. Neste caso os coeficientes da relacao de recorréncia sao A, 1=1 e
Cpi1=p2/p2_, > 0. Se p, = 1 para todo n > 0, a sequéncia é chamada de sequéncia

de polindmios ortonormais.

Exemplo 1.8. Para di)(z) = (1 — 2)*(1 + 2)Pdz com a > —1, 8 > —1 definida no
intervalo [—1, 1], os polinomios ortogonais correspondentes sao chamados de polinémios

de Jacobi Péa”g); 0s casos particulares em que o = =0, a = = —-1/2, a = f =
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1/2, a = B = X —1/2 sao conhecidos como polindmios de Legendre P,, polinémios
Chebyshev de primeiro tipo T,,, polinomios Chebyshev de sequndo tipo U,, e polinomios
de Gegenbauer C,({\), respectivamente.

Para di(x) = x“e *dx com o > —1 definida no intervalo [0,00), os polinomios
ortogonais obtidos sao chamados de polinomios de Laguerre L.
Para dip(z) = e *dx definida no intervalo (—co,00), os polinémios ortogonais

obtidos sao chamados de polinomios de Hermite H,.

Dizemos que {p,}n>0 ¢ uma sequéncia de polinoémios ortogonais simétricos se o
intervalo de ortogonalidade é simétrico, ou seja, I = (—b,b) e a fungao peso é par.
Por exemplo, os polinomios de Chebyshev de primeiro e segundo tipo sao ortogonais e
simétricos.

Uma importante consequéncia da relagao de recorréncia de trés termos é

dada no préximo resultado.

Teorema 1.9 (Identidade de Christoffel-Darboux). Seja {p,}n>0 uma sequéncia de

polindmios ortonormais. Entao {p,}n>0 satisfaz a sequinte propriedade

- 1 paa(2)pa(y) — Pasr (y)pa()
kzzopk(x)pk(y) = pr— : (1.23)
Em particular,
S @) = @ 2) = phla)pons () (124

k=0

Em certas aplicagoes é preciso ter conhecimento sobre os zeros do polinomio p,.
Sabemos que seus zeros sao reais, distintos e pertencem ao intervalo de ortogonalidade
(a,b). Ademais, os zeros de p, satisfazem a propriedade do entrelagamento, isto é, entre
dois zeros consecutivos do polindémio p,, 1 existe um tinico zero de p,,. Para o estudo dos
zeros destes polindomios podemos considerar tanto a sequéncia de polinomios ortogonais
monicos quanto a sequéncia de polinomios ortonormais. Considerando a sequéncia de
polinomios ortonormais, é bem conhecido que os zeros de p,, sao autovalores da matriz
tridiagonal simétrica conhecida como matriz de Jacobi, dada em termos dos coeficientes
da relagao de recorréncia (|1.22)

By vCy 0 ... 0
VCy By Oy ... 0 0 0
0 0 ... VCua1 Bho1 VG,
0 0 0o ... 0 VCn By |

Segundo Chihara [I3], os sistemas de polinomios ortogonais de Hermite, Laguerre, e

Jacobi (incluindo os casos especiais nomeados por Chebyshev, Legendre e Gegenbauer)
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sao sem duvidas os sistemas ortogonais mais estudados e amplamente aplicados. Estes
sistemas sao coletivamente chamados de polindmios ortogonais cldssicos. A seguir

apresentaremos uma sintese de propriedades satisfeitas por eles.

(i) A funcgao peso dos polindmios ortogonais classicos satisfaz a equagao diferencial de

Pearson, a saber,

= para z € (a,b), com A€P,BeEDP,,

e IP; denota o espaco dos polindmios de grau .
(ii) O polinémio y = p,, de grau n é solugao de uma equagao diferencial do tipo

d? d
cm(x)d—;é + al(x)d—i +ap(z)y =0, onde a; €P;.

(iii) p, pode ser expresso através da formula de Rodrigues, isto ¢, p,, é proporcional a

———— [w(z)B"(z)], com B € P,

(iv) A sequéncia de polinémios obtida pela derivacao dos polinomios ortogonais cldssicos
é também uma sequéncia de polinomios ortogonais classicos sobre o mesmo in-

tervalo de ortogonalidade.

(v) Possuem fungao geradora, isto é, existe uma fungao F' tal que

F(z,w) = Z a,(x)w", onde a, é um multiplo do polinémio ortogonal p,,.
=0

(vi) Os zeros dos polinémios sao pontos de equilibrio de uma fungao potencial.

A seguir, exemplificamos alguns destes fatos. Os polinomios de Jacobi podem ser
definidos pela férmula de Rodrigues
(_1)71 dn

PEP) = Gy =04 )P oo [ —a) ()’ (L -a)] . (1.25)

Os polinomios de Laguerre e Hermite podem ser dados através das funcoes geradoras
1 — T . (a) n 2rw—w? . w"
—(1 _w)a+1€ I—w — ZLn (I‘)w y (& = ZHn(m)F7 (]_26)
n=0 n=0

e além disso, satisfazem

dH,(x)
dx

AL (2)
dx

= 2nH, (), = Ly (@).
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Stieltjes observou que é possivel dar uma interpretacao fisica para a localizacao dos
zeros dos polindmios ortogonais classicos em termos dos pontos de equilibrio de uma
fungao potencial, o que é conhecido como modelo eletrostdtico [30]. Vamos mostrar um
exemplo para o caso dos polinémios de Laguerre. Sejam {x1,zs,...,x,} as posi¢oes
de n cargas positivas unitarias que se movem livremente em (0,00) e interagem entre
si pela lei do potencial logaritmico. Além disso, se o sistema esta sujeito a um campo
externo gerado por uma carga (o + 1)/2 na origem, que também obedece a lei do

potencial logaritmico, mais um termo igual a /2, ou seja, se a energia total do sistema

7

¢
a+1 x
E(x1,29,...,2,) = — Z In |z, — ;] — 5 ln|x—0\+§,
1<k<j<n
entdo existe uma tnica configuragao X* € A = {(z1,22,...,2,) 0 < x; <29 < ... <

x, < 00} que corresponde a posicao de equilibrio das cargas livres. Em outras palavras,
X* é o unico ponto de minimo global de E em A e ocorre quando as coordenadas sao
precisamente os zeros do polinomio de Laguerre L. Além disso, em [49] a energia
total do sistema referente aos polinémios de Laguerre é descrita de outra maneira. O

termo x/2 na energia é substituido por um vinculo entre as cargas livres, a saber,
-1 <K
no (1 + x4 a,) <K,

onde K é uma constante positiva pré-fixada. Os polinomios de Hermite e Jacobi

também possuem um modelo eletrostatico desse tipo.

1.3.2 Polindmios Ortogonais na Circunferéncia Unitaria

Nesta secao faremos uma breve introducao sobre os polindmios ortogonais e para-

ortogonais na circunferéncia unitdria baseada em [46, [47] e [40].

Considere 1 uma medida positiva na circunferéncia unitdria T = {z : |z]| = 1},
ou seja, se escolhermos a parametrizacao z = €, a medida p(e?) ¢ uma medida

positiva definida em 0 < 6 < 27. Além disso, vamos assumir que p é uma medida
de probabilidade. Uma sequéncia de polinomios {®,},>0, ¢, monico de grau n, é
chamada de sequéncia de polindmios moénicos de Szegd, ou sequéncia de polinomios

ortogonais na circunferéncia unitdria com relacao a u, se satisfaz

. e 4 . 1
/ 290, (2)dpu(z) = / B, ()Au() = 1500y 0<j<n (1.27)
T 0 n

onde k,? = ||®,]|* = [} |®n(2)[?du(z). Visto que a integral é sobre a circunferéncia
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unitaria, temos Z = 27!, de onde

[t = [ i,

Os polinémios moénicos de Szegd satisfazem as seguintes relagoes, ver [47],

0 11(2) = 95(2) — anz®u(2),

n>0 (1.28)
Dpi1(2) = (1= Jag[*)2@n(2) — TP, (2)-

onde ®y(2) = 1, i (z) = 2"P,(1/2) e @, = —P,,41(0). Utilizando as equagoes (|1.28))

obtemos
D,11(2) = 20,(2) —@,®)(2), n>0. (1.29)

Além disso, ®,, possui os zeros no disco D = {z : |z| < 1}. Os coeficientes a,,, n > 0,

chamados de coeficientes de Verblunsky, satisfazem

la,| <1 e nf:[ (1—|am]®) =k* = D para n >0, (1.30)
onde D,, sao os determinantes de Toeplitz, a saber,
Mo H—1 0 Hen
Do= o e Dn:u:l “:0 “’:"“, n>1, (1.31)
fin a1 - o
sendo p, os momentos associados a medida pu, definidos por u, = 0 Temmdu(e?), e

satisfazem p_, = 7,.
De forma analoga aos polinomios ortogonais na reta, da relacao de recorréncia é

possivel obter o seguinte fato.

Teorema 1.10 (Identidade de Christoffel-Darboux). Para qualquer n > 0 e z,{ € C
com 2C # 1 e {pp Y0 uma sequéncia de polinémios de Szegé ortonormal (i.e. |¢n| =
1) vale a identidade

#(Q)er(z) = n11(Qpns1(2) = Pria (O¢ni(2).

k=0

(1.32)

A funcdo K, é chamada de nicleo de Christoffel-Darbour ou nicleos CD [46].
Fixado qualquer ¢ o nicleo K,(z,() é um polindmio em z de grau menor ou igual a n

e, em particular, se |¢| > 1, é um polinémio em z de grau n.

Exemplo 1.11. Os polinomios ortogonais associados a medida de probabilidade p dada
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por du(z) = (1/2miz)dz sio ,(z) = 2", n > 0.
O préximo exemplo pode ser encontrado com detalhes no Teorema 3.1 em [40].

Exemplo 1.12. Sejam b= A+ in, A > —1/2, 2 = €™ com 0 < 0 < 27 e a medida de
probabilidade ;1) dada por

4ROIT(b+1)* 1
= O DR L oo sen(gj2)2ean, (139

d (b) (10 -
pLen) Ir'b+b+1) 27

. b . A . . A . . N .
i.€, u(()) = 1. Os momentos e os polinomios ortogonais monicos na circunferéncia

unitdria ®,(b;-), com respeito a medida de probabilidade *), sdo dados explicitamente

por
® _ -0 _ (b
WY =1 = G
b+b+1), .
@n(b;z):%gﬂ(—n,b%—l; b+b+11—2),n>0.  (L34)

Definido por Jones, Njastad e Thron [27] (detalhes também em [47]) para qualquer
pn € C com |p,| =1

Br(pn; 2) = Pn(z) 4 pn ,(2) (1.35)
¢ um polinomio para-ortogonal de grau n. Podemos também representa-lo de outra

forma usando as relagdes de recorréncia ([1.28)) e ((1.29)),

Pn — anfl

o . 1.36
1 — PnOtn_1 n—l(z) ( )

Bn(pn7 Z) = (1 - pnan—l) Zq)n—l(z) +

Denotando por 7, = [pn, — @n—1]/[1 — prn—1] observamos que, como |p,| = 1,

_ pTL(l — pnan*1>
1— PnCn—1

n

(1.37)

e entdao |7,] = 1. Assim, o polindémio B, (py,;-) em (|1.36) na forma ménica pode ser
dado por
20, 1(2) + 7,P) 1 (2). (1.38)

Uma propriedade importante destes polinomios é que eles possuem n zeros simples

localizados na circunferéncia unitaria T e satisfazem

/Z_an(pn; 2)du(z) =0, para k=1,...,n—1, (1.39)
T

/z_an(pn; 2)du(z) #0, para k=0,n. (1.40)
T
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Este fato segue da ortogonalidade de ®,, e da definicao de ®; visto que

/z_kCDZ(z)du(z) =0, para k=1,...,n. (1.41)
T

Exemplo 1.13. Se ®,(z) = 2"¢ |p| = 1, entao B,(p;z) = 2" + p claramente tem n

zeros distintos na circunferéncia unitdria.

Exemplo 1.14. Se {¢n}n>0 € uma sequéncia de polindmios ortonormais na circun-
feréncia unitdria associados a medida i, entdo, se |C| > 1, da identidade (1.32)) seque
que

Ku(2,0)(Cz—1), n>0 (1.42)

forma uma sequéncia de polinomios para-ortogonais em z de grau n + 1.
Mais detalhes do préximo exemplo podem ser encontrados no Teorema 5.1 em [40)].

Exemplo 1.15. Sejam b= A+ in, A >0 e p, = (b)pi1/(D)ns1. Se @,(b,-) for como
no Exemplo entdo

(0)n
(Mn

2®,_1(b;2) + @(I)n_l(b, )|, mn>0, (1.43)

¢ um polinomio para-ortogonal de grau n, que também pode ser expresso por

Rn(b§ Z) =

(2M)n
(Mn

Além disso, estes polinomios satisfazem

Ru(b; 2) = oF (=n,b; b+ by 1—2), n>0. (1.44)

Roir(b; 2) = [(1+¢cﬂl)z+(1—z’cﬁl) Rl ) — 4d®) 2Ry (b 2),  (1.45)

paran > 1, com Ry(b; z) =1 e Ry(b; 2) = (1 —i—icgb))z + (1 - icgb)) e

w_ ___n ORIy 1 n(n+ 2\ —1)
¢ ¢ Cnt1 = Gnt 4(n+X=1)(n+N)’

= > 1. 1.4
" A+n—1 "= (1.46)

. . b , N . .. .
Mais ainda, dﬁl}rl é a sequéncia encadeada positiva vista no Exemplo
Os polinomios para-ortogonais também estao relacionados com polinomios nicleos

CD. Esta relagao foi estudada, por exemplo, em [I1] e [14].

Observagao 1.16. Seja b = X + in, com A > 1/2.  Considere o nicleo
K,(z;1), definido em (1.32), associado aos polindmios ortogonais na circunferéncia

unitdria com respeito a medida ;1*=". Note que se z € T entdo

z
11—z

dpu® (z) = const. (z — 1)du®V(2).
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Disto seque que R, (b;z) = const. K,(z;1). Vamos também denotar este nicleo por
K,(b—1;z1) [10].

Como consequéncia desta observagao, dado que K, (b — 1; z; 1) satisfaz
/z_kKn(b — Lz 1) (z = Ddp® V() =0, k=1,...,n,
T
segue que R, (b;-) satisfaz
/Tszn(b; 21—z HdpV(z) =0, k=0,...,n—1. (1.47)

Como vimos anteriormente, dada uma sequéncia de polinomios ortogonais na cir-
cunferéncia unitaria, podemos construir sequéncias de polinomios para-ortogonais. Em
[10] é feito um estudo de vérias propriedades dos polinémios para-ortogonais que satis-
fazem uma relacao de recorréncia de trés termos. Dentre os resultados apresentados,
um deles trata de como recuperar os polinomios ortogonais a partir dos polinémios
para-ortogonais. A seguir descrevemos tal resultado em sua forma simplificada consi-
derando o polinomio para-ortogonal do Exemplo O caso geral deste resultado é
dado no Teorema 3.1 em [10].

Consideremos b = A+in, A > 0, z = € com 0 < § < 27, a medida de probabilidade
1 (e?), definida em (1.33)), e a sequéncia de polinomios para-ortogonais {R,(b; ) }n>0
dada em (L.45). Usando (L.47)) e a Observagao temos que o polinomio R,,.1(b;-)

satisfaz
z

2R (s 2)

du®(z) =0, para k=0,...,n. (1.48)
T z—1

Queremos mostrar que a sequéncia de polinomios ortogonais {®,,(b; -) },>0 associada a

medida ) pode ser expressa por

R (b; 2) = 2(1 = L)) R (b 2)
(== D TT (1 +icx)

®,(b; z) = (1.49)

onde {ﬁ,({\)}nzl, com
n—1
N =_—— — — pn>1,
" 20 +n—1) -
é a sequéencia de parametros minimal da sequéncia encadeada {dilbil}nzl.

Primeiramente, considere

fubi2) = 1 [Ros1(b, 2) — TEE R (b; 2)]
o P(L +dcy) 21 '

Note que f,(b;+) é um polinomio de grau n, pois z = 1 é um zero do numerador de
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fn(b;+). Desta forma, usando (1.48|) temos

/ _"“fn(bZ) ®(z)

[ et (b:2) — %Rn(b; 2)

du®(2) =0

/H 1+zck) (zil)

para k = 0,...,n — 1 e concluimos que {f,(b;-)},>0 é a sequéncia de polinomios
ortogonais em T com respeito a medida u®. Para finalizar, usamos a relacdo de

recorréncia de trés termos para R, (b; z) em z = 1 de onde segue que {65{\)}@1, com

R.(b; 1)
W —q - Bl 1.50
" 2R,1(b;1) (1.50)
é a sequéncia de parametros minimal para a sequéncia encadeada {d(’\)l}n>1



2 Polinomios Complementares de

Romanovski-Routh

Este capitulo esta dividido em cinco secoes. Na primeira secao apresentamos os re-
sultados conhecidos na literatura sobre os polindmios complementares de Romanovski-
Routh. Nas secoes e apresentamos as relagoes dos polindmios complementares
de Romanovski-Routh com polinomios ortogonais na circunferéncia unitaria, e a in-
terpretacao fisica para a localizagao dos zeros em termos de uma funcao potencial. A
Secao [2.4] apresenta uma funcao geradora para estes polinomios e sua relagao com a
funcao de onda Coulomb e a fungao de Bessel. Os resultados destas secoes compoe o
trabalho [32] que foi aceito para publicagdo. Finalizamos o capitulo com a Se¢ao
sobre problemas em aberto e expectativas em relagao as propriedades assintoticas dos

zeros dos polinomios complementares de Romanovski-Routh.

2.1 Definicoes e Propriedades

Os polinomios de Romanouvski-Routh podem ser definidos pela férmula de Rodri-
gues, ver [39],
1 ar

RO = oy e 7 @A+, (2.1)

onde w(®H) () = (1 4 ?)f~ 1o arccot(@)

Estes polinomios foram introduzidos por Routh em 1884, [43], e redescobertos por
Romanovski, [42], no contexto de teoria de probabilidade e estatistica. Eles também
sao conhecidos como polindémios Pseudo-Jacobi, [39], ou polinémios de Jacobi comple-
xificados e podem ser expressos em termos dos polinomios de Jacobi com parametros
complexos, a saber,

RP) (z) = (=2¢)"n) PP-ITe/207170/2) () -y > 0, (2.2)

n

Ademais, y(x) = Rﬁ{m ) (x) satisfaz a equacao diferencial
d?y dy
2 Y ay _ _
(1+=x )de + (2Bx + a)da: n(26+n—1)y =0, (2.3)

17
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com «, 3 € R e a propriedade de ortogonalidade finita, i.e., para m # n

m

/ R@H) () R@H) (1) @B (1) dx = 0 (2.4)
se, e somente se, m +n < 1 —20.

Estamos interessados em estudar uma modificacao dos polindomios de Romanovski-
Routh também conhecida como polinomios complementares de Romanovski-Routh
(CRR). Essa classe de polindmios apareceu nos trabalhos de Weber [52} 53], que consi-
derou uma variagao da férmula de Rodrigues (2.1). Os polinémios CRR sao definidos
por

(1+2%)"

QLA (x) = m% [w(a’ﬁ)(:ﬁ)] . (2.5)

Como observado em [41] e [52], os polinomios CRR satisfazem
O (x) = R ™(x), n>1, (2.6)

de onde, usando ((1.19) e (2.2)), segue que

Q@) = (<2)"(B—n+i5) 2R —n28—1—n B—n+iZ; 1 —2@:);) (2.7)

Com esta representacao, temos que

Ay (z)
dx

Entao, usando a equacao diferencial (2.3), (2.6) e (2.8)) segue a relagdo de recorréncia
de trés termos

=n(26 +n—1)Q"7 (x). (2.8)

@) =1, 01 (z) =28 — 1)z + a, (2.9)
0 (@) = o +2(8 — n — 1)a] QP (x) — n(~26 +n+1)(1 +2%) Q0D (x).

Também em [41] foi apresentado uma fungao geradora para os polinémios fo’ﬁ )
obtida a partir da férmula tipo Rodrigues (12.5)). Com efeito,
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& Q(Oé 5) e 1 n.qn (@B) w"
Z a ﬁ) T do [w@?) ()] — (2.10)
n=0 n=0
1 = d" w”
_ (@B) ()] X
~ w@h (1) ;)(1 )" dan [P )] n!
1 " w"

= o) Zdwn <aﬁ>(x+w(1+x))}(

w@B) (z + w(x? + 1))
wlesB) (x)

w=0 7’L'

Para o desenvolvimento das proximas segoes deste trabalho sobre os polinomios

CRR utilizamos a notagao modificada

Po(b;z) = (=1)" QU= (1) > 1, (2.11)

onde b = A+ e A > 0. Esta notacao é baseada na notacao utilizada no recente
trabalho de Ismail e Ranga [26]. Vale observar também que, usando (2.11)), e
(2.3), segue que y(x) = P, (b; x) satisfaz a equacao diferencial

2, Y e % _
(z +1)dx2 2[(A+n—1)x n}dx+n(n 14+ 2\)y =0. (2.12)

Além disso, de (2.8) e (2.11]), temos

dP,(b; )

S =n(l- (NP, 1 (b; z), (2.13)

onde )
(W) = _n=" > 1. 2.14
" 2(A+n—1) » ( )

Note que {62’\)}”21 é a sequéncia de parametros minimal da sequéncia encadeada
{dy+1}n>1 definida no Exemplo [1.3]

2.2 Polinomios CRR e Polinomios Ortogonais na

Circunferéncia Unitaria

Como mencionamos anteriormente a partir desta se¢ao usaremos a notagao modi-

ficada

Po(bix) = 2(77<1A)>n QAN (g), > 1, (2.15)

onde b = A+ in e A > 0. Apresentamos aqui os novos resultados obtidos sobre
os polinomios CRR. Mostramos que os polinomios CRR estao relacionados com uma

classe de polinémios ortogonais na circunferéncia unitaria e apresentamos algumas
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consequencias desta relacao. Em particular, parte do préximo teorema, que caracteriza
os polinomios P, (b; -), segue de resultados da se¢ao anterior. Entretanto, apresentamos
uma demonstragao utilizando a rela¢ao dos polinomios P, (b; -) com os polinomios para-

ortogonais.

Teorema 2.1. Os polinémios P,(b;-) podem ser dados através da expressio hiper-
geométrica
(x =)™ (2A),

on Wzﬂ(—n,b;b—i—b; _22.,>, n>1,

Pr(b;x) =

T —1

e satisfazem a relagdo de recorréncia de trés termos
Popi(b;z) = (2 — ) Pou(b;2) — dP) (2 + )P, 1 (b;2), n>1, (2.16)
com Po(b;x)=1¢ePi(bjx) =2 — AP onde

O N, g g 1 22— 1) > 2.17
T Xtn-—1 ¢ M1 T %n 4(n+X=1)(n+N)’ et (2.17)

Além disso, se X > 1/2, entao

> (03
/Oo xm—(?jf x;c;n V()"”)(x)dx = 77(1)‘)5,”7”, m=20,1,...,n,

onde

B 22>\—1|F(b)|2 en [6_ arccot(g:)} 2n

_ 22>\_1’F<b>’2£ (2n,—>\+1)(l,) — -
F2A—1) 27 (1+22)>

(Am) S el e B
V) = T 2

Aqui, 7((]>‘) = f_oooo v (2)dr =1 e vﬁ,f\) =(1- C,({\))y(/\) n>1, com

n—1

w122 +n-2

_oAnTE S 2.1
n T 9Ny n-1 ' (2.18)

Demonstragdo. Seja b = X+ in, X > 0 e {®,(b;-)},>0 a sequéncia de polindémios
ortogonais de Szegd associados a medida p*) definidos no Exemplo [1.12]

Seja {Rn(b; ) }n>0 a sequéncia de polinomios dada por

27Z
Pn(b;z), mn>0, (2.19)

Rn(b;2) = (i) n

onde z = (z +1)/(z — i) ou, equivalentemente, x = i(z + 1)/(z — 1). Esta mudanca
de variavel é também conhecida por transformacao de Cayley e leva a reta estendida
R = R U {oo} na circunferéncia unitaria T := {z = €%: 0 < 0 < 27} [46, p. 42].
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Utilizando (2.12)) e (2.19), segue que

%— b+b—(—n+b+ 1)(1_”2)]%

z2(1—2) +nbR,(b; z) =0, (2.20)

para n > 1. Comparando (2.20)) com a equagao diferencial da hipergeométrica de
Gauss (|1.11)), segue que

Rn(b; 2) = B (—n,byb+b; 1—2), n>0, (2.21)

(A)n
e com isso obtemos a representagao hipergeométrica para P, (b;-).
Observe que P, (b; ) satisfaz a relagao de recorréncia ([2.16)) se, e somente se, R, (b; -)

satisfaz a relacao de recorréncia
R (b; 2) = [(1 +icd )24+ (1 - zcﬁf’ll)} Ra(b; 2) —4d%) 2R 1 (b; 2),  (2.22)

paran > 1, com Ry(b; z) =1 e Ry(b; 2) = (1+1 cgb))z%— (1—i cgb)), onde os coeficientes

e dﬂl sao como em (2.17)). Este fato foi apresentado no Exemplo [1.15] Note que
esta relacao de recorréncia também pode ser obtida diretamente de e .

Além disso, usando as representacao e e a propriedade de derivagao

da funcao hipergeométrica, ver ((1.10)), temos

(/\)TL-H /
O, (b;z) = ——— > 0. 2.2
n(b; 2) DR 1Rn+1(b z), n>0 (2.23)
Sejam
(b4 1)n|
n(b; 2) = d,(b;2), n=>0, 2.24
ull2) = oI 0 :2) 220

os polindmios ortonormais associados a medida ;) e os nticleos associados
n(b;2,¢) = Z% b;C) pj(b;2), n>0. (2.25)

Como vimos na Observacao quando A > 1/2; os polinomios R, (b; ) sdo também
polinémios nicleos dados em termos dos polinomios ortogonais ®,(b — 1;-) quando
¢ =1. A saber,

Ru(b; 2) =€ VK, (b—1;2,1), n>0,

onde

(1-— E;’\)), n > 1.
1

7 = [t ), =g
T =

J

Aqui, {Eg)}nzl é a sequéncia dada em (1.3)) e, visto que a medida p*~ é uma medida
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de probabilidade, 5(()1771) = 1. Vimos em (1.47) que
/szn(b; 21—z NdpV(z) =0, 0<k<n-1. (2.26)
T
Fazendo a transformagao de Cayley na integral (2.26)) obtemos
% fr—i\" r—i\x—1(x—1 x—1
LG =) ) e () -
oo T+ r+i1) x+1\r+1 T+

para k =0,1,...,n — 1. Usando relacao (2.19)) segue que

/ (x — i) (x + i)”‘k‘lm [—du(b‘l) <Q)} —0, k=0,1,....n—1.

~ (x2 4 1) T4

Para concluir a ortogonalidade, basta observar que o conjunto {(x — i)*(x + )" %=1 :
k=0,...,n— 1} gera o espaco dos polinomios de grau no maximo n — 1, denotado

por P,_;. Assim,

/ P8 yae — 0, k=01, n—1,
N

onde

21| ()[2 e z—i
(>\777) - (2777_>‘+1) — (b_l) -
v (e)d F@2x—1) 27 “ (z)de dn (x + Z) '

Finalmente, para obter as férmulas para ’y,(f‘), segue da relagao de recorréncia ([2.16]),

([EQ + 1) :L.n—l ®) l.n—l ®) xn—l
biz) = (z—c ) Pu(biz)—d®)
(12 + 1) (I2 + 1)n73n+1( ,ZL’) (l’ Cn—l—l) (xz + 1)717)”( ,IL‘) n+1 (ZL‘2 n 1)n—1

Pn—l(b; :L‘)7

para n > 1. Assim, integrando com respeito a v (z)dx obtemos

N N d()\) (N n > 1

771—&—1 = ﬁyn n+1’yn—17 9

que pode ser reescrita como

oy O
o) =Y >

) )
77(1—)1 ’Yv(z )
Usando a sequéncia de parametros maximal para {d,},>1 (1.3), o que precisamos

verificar é que
A A r A 2\)"

E facil ver que,

%()A) :/ V(’\’")(x)dx - /du“’”(O = 1.

[e.9]
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Além disso,

> b; 1 1
= [P @y = ¢ [ R 2t (e)
—00 T

(1+2?%) 4 z
1 . (b)y (b . (b)y . (b—
= [+l p 24 (1 =iy,

Assim, usando a expressio para ¢\’ juntamente com p"" = g’ = (=b+ 1)/b,

obtemos 79) = (2A)~L. Isto completa a prova do teorema.

Utilizando a relagao entre os polinomios CRR e os polinémios para-ortogonais é
possivel deduzir outras propriedades como descrevemos nos proximos teoremas. Se
A > 0, de forma semelhante a ([1.49)), os polinomios ortogonais ®,,(b; -) também podem

ser obtidos através dos polindémios R, (b+ 1;-) por

A+1),
®,,(b; 2) = % [Ra(b+1;2) —2(1 = LOTNR, 1 (b+ 1;2)], n>1, (2.27)
onde {Eﬁf\ﬂ)}nzl é a sequéncia de parametros maximal de {df}jl”}nzl dado em ([1.3]).
Para mais detalhes ver [I0] e as referéncias 14 contidas.

Desta forma, combinando (2.19)) com as duas diferentes expressoes descritas por

(1.49) e (2.27) para @, (b;-), obtemos a férmula de conexao

Po(b+ 1;2) — ﬁ@ — 1)Poa(b+ L5 2)
A 2 \+n .
= [P (b;2) — m(ﬂﬁ — i) Pu(b; )],

n > 1, para os polinomios P,(b;-). Como, P,(b;:) e Pny1(b;-) sdo polinémios com

coeficientes reais segue o seguinte teorema.
Teorema 2.2. Seja Re(b) = A > 0. Entdo,

220+ n

) — — n ) = AT
Palb+1;2) 2M+mﬁwanHw+L@ o Pt
e
il ) (T ) = gy AN .

para n > 1.

Uma férmula de conexao entre R, (b+ 1;-) e R,(b;-) foi obtida em [8 eq. 4.4], a

saber,

P (2 = 1)?R, (b4 1;2) = Rusa(b; 2) + ng"”’)RnH(b; 24 k"R (b 2),  (2.28)
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para n > 0, onde

p("’b)zéw

A tnt1)
L (b) (b—=b)(2A+n+1) (1) _ b@A+)(2A+n+ 1)
! b (A+nt+1) 2 b A+n)A+n+1)

Desta forma, usando (2.19)) em (2.28)) e separando a parte real e a parte imaginaria da

equacao, resulta no proximo teorema.

Teorema 2.3. Seja Re(b) = A > 0. Entdo,

2
- <)\+n—|—1— 77)\) Prb+1;2) = (A+n+ 1)Ppia(b; )
2\ 1
P e NP

1 =) 2 +n)2A+n+1)
4 |b]? (A+n)

+ (2% + 1)Py,(b; ).

1(An)(2\ +n)

_n ) = L ) — =
)\Pn(b—i-l,x) Az + 1) Pp+1(b; x) 3 BEO T n)

TE (2 + 1)P,(b; z).

2.3 Modelo Eletrostatico para Polinomios CRR

Conforme mencionado, o modelo eletrostatico para os zeros dos polinomios orto-
gonais cldssicos foi obtido por Stieltjes, ver em [49]. Posteriormente, ele também tra-
balhou com um problema mais geral considerando polinémios (também chamados de
polinémios de Heine-Stieltjes) que sao solugdes de uma equagao diferencial de Lamé.
Desde entao, este topico tem chamado a atencao de varios pesquisadores, incluindo
[16] e [36]. Nessa secao apresentamos uma interpretacao eletrostética para os zeros da
sequéncia {P,(b; ) }n>o-

Antes de apresentarmos a interpretacao eletrostatica precisamos do proximo lema

que contém parte dos resultados do Teoremas 2.1 e Teorema 2.2 apresentados em [20].

Lema 2.4. Seja {P,}n>0 a sequéncia de polinomios que satisfazem a relagao de re-

correncia do tipo Ryy, isto €,

PnJrl(x) = (.T - CnJrl)Pn(x) - dn+1(x2 + 1)Pn71(x>7 n Z 17
Py(z) =1, P(z) =2 — ¢,

onde {¢, }n>1 € uma sequéncia real € {d, 11 }n>1 € uma sequéncia encadeada. Denotemos
por p, o coeficiente do termo de maior grau de P,. Entdo, po = 1, p1 =1 e p, =
(1—1,)pn—1, onde {1, }n>1 € a sequéncia de parametros minimal da sequéncia encadeada

{dns1}n>1. Além disso, os zeros de P, sdo reais e simples.
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E facil ver que P, (b; ) satisfaz uma relagao de recorréncia do tipo Rj;, de onde
Pn(b;-) tem grau n, zeros reais e simples. O préximo resultado, enunciado em uma
forma mais geral, combinado com o Lema vai garantir que P, (b; -) é a unica solugao
polinomial de grau n da equacao diferencial .

Lema 2.5. Considere w € C, Im(w) # 0, A >0en € R en € N. Se XA niao é um
niumero natural ou (A +mn — 1) Re(w) —n # 0, entdo a equagdao diferencial
d*f

(x —w)(x —w)@ —2[(A+n—1)z— n]% +nn—1+2\)f=0 (2.29)

possui uma unica solugcao polinomial. Caso contrario, possui duas solucoes polinomiais
linearmente independentes com graun e 2X+n —1>n+ 1.

Em particular, quando w =i a solugdo polinomial de grau n € P, (b;-).

Demonstragao. Primeiramente, observe que a unicidade da solugao polinomial de ([2.29))
é equivalente a unicidade da solucao polinomial da equacao diferencial

(v + 1)3—; —2{A+n—-1Dy+[A+n—1)Re(w) —n]/ Im(w)}g—i (2.30)

+n(n—1+2X)g =0.

Mais precisamente, se g(y) ¢ uma solugao da equagao diferencial ([2.30)), entdo g([z —
Re(w)]/ Im(w)) é solugao da equacao diferencial (2.29)). Isto é garantido fazendo a
mudanga de varidvel y = [z — Re(w)]/ Im(w).

Para simplificar a notacao vamos denotar a operacao de derivacao por uma aspa,
isto é, df /dr = f'. Desta forma, para provar a primeira parte do teorema vamos
supor que p e q sao duas solugoes polinomiais de e mostrar que o Wronskiano
W(y) = p'(y)q(y) + ¢ (y)p(y) é nulo, ou seja, p e g sdo linearmente dependentes. De

fato, temos

(v +1)p"(y) = 2{(A +n =)y + [(A +n — 1) Re(w) — 1/ Tm(w)}p'(y)
+nn—1+2X\)p(y) =0,

(2.31)
(4> +1)¢"(y) = 2{(A +n = Dy + [(A+n — 1) Re(w) — 1]/ Im(w) }¢'(y)
+n(n—1+2X)q(y) = 0.

Multiplicando a primeira equacao em (2.31)) por ¢(y) e a segunda equacao por p(y) e

subtraindo os resultados, obtemos

W+ D)W'(y) = 2{(A+n— 1)y + [(A+n — 1) Re(w) — 7]/ Im(w) }W (y).
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Assim,
V) = ot [ 2O (00 ) /e,
— const (y2 + 1)()\+n—1) exp (()\ +n _II;LI)(S)G(W) - arctan(y)) '

Entretanto, como W é um polindémio, segue que W(y) = 0.
Para a segunda parte do teorema, usamos a relagao entre os polinomios de
Romanovski-Routh e os polinémios de Jacobi, P, com parametros e varidvel com-

plexos como vimos em (2.2)). Temos que P gatisfaz a equagao diferencial
(1 —2%)R"(2) — 2{iIm(a) + [Re(a) + 1]2}1/(2) + n(2Re(a) + 1 +n)h(z) = 0. (2.32)

Fazendo a mudanca de variavel z = iy em obtemos a equagao diferencial
dos polinomios de Romanovski-Routh. Mais que isso, fixando —Re(a) = A+ n e
Im(a) = =[(A+n — 1) Re(r) — 5]/ Im(r) temos que h(z) é uma solugao de se, e
somente se, h(iy) é uma solugao de . Dessa relacao obtemos a representagao dos
polinémios de Romanovski-Routh em termos dos polindmios de Jacobi, mencionada
em e também a forma explicita para a segunda solucao de [49, p. 65], que

¢,

1

q(y) = (1 —iy)™ o F} (—n —a,n+a+1;1—aq 2zy> ) (2.33)
Usando que Im(a) = 0, — Re(a) = A+ n e que A é um inteiro positivo concluimos que
ograude q(y) é —a—(n+a+1)=2A+n—-1>n+1. O

Teorema 2.6. Considere a fungao energia dada por n cargas unitdrias positivas loca-
lizadas em {x1, 3, ..., T,} que se movem livremente sobre a reta real e por duas cargas
fixas negativas de magnitude N, = (A+n—1)/2 nas posicées i e —i que obedecem a lei
do potencial logaritmico na presenca de um campo externo dado em termos da funcdo

arctan(z). Entao a energia total do sistema, definida em

AN={(z1,...,25) 00<a1 < ...<2p <00}

SN

n n
E(z1,...,7) = Z —In|z; — x| + Ay Z {ln |z; — i + In|z; + z|] - nZarctan(xj).
1<j<k<n j=1 j=1

Essa funcao energia tem um unico ponto de equilibrio em A e ocorre precisamente

quando {xy,...,x,} sdo os zeros de P,(b;-).

Demonstragao. O problema de minimizar E(z1, ..., z,) é equivalente ao de maximizar
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a funcao
T(z1,22,...,2,) = —2E(x1,@2,..,Tn) _
= H (QZ]‘ - $i)2 H(sz + 1)*(>\+n71) H eQnarctan(xj). (234>
1<j<i<n j=1 e

Note que T' é continua, nao negativa e se anula no infinito. Assim, 7' tem pelo menos

um ponto de maximo. Reescrevamos a func¢ao 7' como
s(x\zp)p2(xy) (22 4 1)~ An=b) marctan(zr) (2.35)
onde s(z\zx) é a parte de T' que nao depende da varidvel xy,
p(z) =(r—x1)...(x —x,) e pp(z) = p(z)/(x — ). (2.36)

Seja X = (x1,...,x,). Observe que

oT(X)
8$k

= S(JT\ZEk) {Zpk(xk)p;g(l'k)[(xi + 1)]—()\+n—1)62narctan(ggk)}
+ S(l’\l‘k)pi(:ﬁk)ﬁxk {[(xz + 1)]—()\+n—1)62narctan(xk)}

B 2p,. (k) B . 21y, 2n
=700 {3 0 -0t )

:T(X){p”(xk) —2 {(AJF”_ 1)“_"”. (2.37)

P (zr) (z% + 1)

Se X é um ponto de maximo da funcao 7', entao

T(X)#0
e " )\ 1
p/(xk)_2 ( —|—n2— )Tk =1 =0, parak=1,...n,
P () (z7 +1)

que é equivalente a
(22 + D)p"(x1) —2[(A+n —Day —n]p'(vx) =0, para k=1,...n.

Como (224+1)p"(z)—2[(A +n — 1)z — n] p'(x) é um polindmio de grau n com os mesmos

zeros do polinémio p(x), segue que
(@® + 1)p"(x) = 2[(A+n = Dz —n]p'(z) + n(n — 1+ 2X\)p(z) = 0,

que ¢é a equagao diferencial (2.29)) com w = i, que possui uma tnica solugao polinomial

de grau n. Portanto, p(z) = const. P, (b;x). O
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Para os casos w € C e Im(w) # 0, a fungdo energia para a solugao polinomial de
grau n da equagao diferencial (2.29)) é

E(:El""’xn): Z _1n|%_$z|+)\nz[1D|$]—w|+1n|x]—|—w|]

1<j<i<n Jj=1
= z; — Re(w)
+ Kp, ; arctan <W> s

onde k, = [(A+n —1)Re(w) — n]/Im(w). A solugao polinomial de grau n pode ser

expressa por

e (£2Rele)),

" Im(w)

com a = —2[(A+n —1)Re(w) — n]/Im(w) e B = —(A+n —1). Além disso, se
(A+n—1) Re(w)—n = 0, a fungao energia obtida coincide com os casos considerados em
[36] por Orive e Garcia. Em [36] foram considerados problemas de equilibrio envolvendo

cargas unitarias que se movem em R na presenca de cargas fixas localizadas em C.

2.4 Funcoes Geradoras para os Polindomios CRR

As funcoes geradoras sao uma importante ferramenta na teoria de fungoes especiais
e polinomios ortogonais. Por exemplo, a partir da funcao geradora para polinomios
ortogonais classicos, é possivel recuperar as relagoes de recorréncia. Nesta se¢ao, esta-
belecemos uma funcao geradora para a sequéncia de polinomios CRR monicos. Esta
funcao, em contraste com a funcao apresentada em , ¢ uma funcao inteira, cujas
propriedades sao estudadas no proximo capitulo.

O teorema a seguir é uma aplicacao da funcao geradora dos polinomios Q%a’ﬁ ) que foi

apresentada ([2.10]) com as escolhas de parametros adequadas de forma a obter P, (b; -),

uma vez que temos ([2.11]).
Teorema 2.7. Para os polinomios CRR {P,(b;)}n>0 onde b= X +in, A > 0, temos

e2n arccot(z) n

00 . w
@] Z[:)Q (A)nPu(b; x>ﬁ' (2.38)

[(fL’U} _ 1)2 + wQ])\GQU arccot[z—w

A seguir, apresentamos uma outra funcao geradora utilizando a sequéncia
{P,(b;)},, de polinémios CRR ménicos. Seja py) o coeficiente do termo de maior
grau do polinomio P, (b;-). Usando a relacdo de recorréncia de trés termos, ou sim-
plesmente aplicando o Lema [2.4] segue que

p® = (1 — e p?, = (2.39)
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onde {E,({\)}nzl ¢ a sequéncia de parametros minimal dada em ((1.2]). Assim,

S 1 A O
Pn(b;x) = p%b) Pn(b;z) = N,

Pu(b;z), n>1. (2.40)

Ademais, usando (2.13)) e ([2.40]), segue que a sequéncia {ﬁn(b; ‘) }n satisfaz

dP,,(b: .
d(x 2 nPp_1(b; ) (2.41)

e de (2.16]) e (2.40) obtemos a relagdo de recorréncia para os polinomios CRR monicos

(mz + 1)73n_1(b; x), n>1,
(2.42)

Pati(biz) = (A +n)e — 1] Pa(bsz) -

n
22+ n 220+ n

ﬁo(b; x) =1, 7/51(b; r)=x—n/\

Uma sequéncia de polinomios que satisfazem a propriedade (2.41) é chamada de
sequéncia de Appell [5]. E sabido na literatura que toda sequéncia de Appell pos-
sui uma funcdo geradora da forma e™ F(w). O préximo teorema fornece a funcao

geradora explicitamente.

Teorema 2.8. A sequéncia de polinomios CRR monicos {ﬁn(b; ) }nso € uma sequéncia

de Appell com funcdao geradora dada por

Tw . S wn
e N(byw) =Y Py(bi ) — (2.43)
n=0
onde
N(b;w) = e ™ | Fy(b; b+ b; 2iw). (2.44)

Demonstracao. Primeiramente observe que, escolhendo x = ¢ na relagao de recorréncia

(2.16)) e usando (2.40)), resulta em

~ o 27(b),
byi) = > 0.
P,.(b; 1) 2, n>0
Tomando N(b;w) = e ™ H(b;w), onde H(b;w) = > 72 h§b)wj, precisamos mostrar
que
b); 27i
o _ (0 -
NCOV IR =Y
Temos



Funcgoes Geradoras para os Polinomios CRR 30

Assim,
= (x— )" - , - - (=)' . —=a w"
k=0 ) j=0 n=0 \ =0 ) n=0

e igualando os coeficientes das poténcias de mesmo grau, temos

~ ) o - (b) (LL’ - Z)l
P.(b;x) = n! Zhn—lT’ n > 0. (2.45)

Usando a representagao hipergeométrica para ﬁn(b; -) dada no Teorema segue que

1 (0)a2m"

(0 — — -4
hy) = n!Pn(b,z) >0,

(2\), n!’ "=

e isto completa a prova. 0

Observacgao 2.9. A funcdo H(b;-) € a fung¢do de Kummer confluente de primeiro tipo
definida em , que € uma funcao inteira. Desta forma, a fun¢ao geradora da
sequéncia dos polinomios CRR moénicos € uma fun¢ao inteira e o lado direito de (2.43)
é absolutamente convergente em C.

A fungao A((b;-), quando Im(b) = n = 0 e Re(b) = X > 1/2, estd relacionada com
as funcoes de Bessel definidas em . Precisamente,

—A+1/2

w
ANw) =TA+1/2)(5) "~ haja(w) (2.46)
e com esta representagao seguem os seguintes corolarios.
Coroléario 2.10. Para o > —1/2 temos a sequinte formula de expansao para a fungdo

de Bessel J,(w)

n

e Jo(w) = F(Oz+1< > f: a—i—l/?;x)%.

n=0

Para o préximo coroldrio basta fixar o = 1/2 e usar a representacao Ji o(w) =
V2/mwsen(w) [24, p. 924].
Corolario 2.11.

[e.e]

™ wt sen(w) = ™ A(1; w) Z
n=0
A funcao geradora estd relacionada com as fungoes de Whittaker My, ,,, definidas

em (|1.15)), da seguinte forma

A(b;w) = N(A + im; w) = (12w0) My a-1/2(2iw).
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Se A for um inteiro, temos que A(b;-) estd relacionada com a fungdo de onda

Coulomb regular, F(n,-), definida por
Fr(n,w) = Cp(nw* e ™  Fi (L +1 —in; 2L + 2; 2iw),
onde

2Le=™/2|D(L + 1 + in)|
(2L + 1)!

Cr(n) = (2.47)

com L > 0 inteiro e n € R, ver em [1, p. 537]. Logo, para A = L > 1 inteiro, temos
FL 1( ) CL 1( )waJ\[(b,w)

De maneira geral, para b = A +in e A > 0, podemos definir a fun¢ao M (b;-) por

o) — . _ or—1,my2 | L(0)]
M(b;w) = C(b)w* N(b;w) e €(b) =2*"te™/ @y (2.48)

que chamamos de fun¢ao de onda Coulomb estendida, pois se A = L é um inteiro

positivo, segue que
MOb+1,w) = Fr(n,w) e €Ob+1)=CL(n). (2.49)

Logo, usando a conexao da funcao geradora do Teorema com as funcoes de onda
Coulomb temos o proximo resultado.

Corolario 2.12. A sequinte formula de expansao com respeito a func¢ao de onda Cou-
lomb estendida M (b;-) vale

e M (b;w) = iﬁ byx) —
n=0

Em particular, para a fun¢ao de onda Coulomb Fp(n,-) temos
Tw _ L+1 — 5 —im- w_n
€ FL(naw) —OL(TI)U’ Zopn(L+1 Znax) n! )

para L =0,1,2,..., onde CL(n) dado em ({2.47)).

Fazendo x = 0 no Corolario obtemos uma série de expansao

Fr(n,w) = Cpln)w™™ >~ Ap(n)wh !

k=L+1

onde (k — L — 1)1 Ak(n) = ﬁk_L_l(L + 1 —in;0). Esta expansdo juntamente com a
relacdo de recorréncia de trés termos (2.42)) satisfeita por {73n(L + 1 —in;0)}nso é
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exatamente a férmula de expansao para Fp(n,-) dada em [I, p.538]. Se usarmos a
expressao hipergeométrica para P,(b;-) descrita no Teorema obtemos a expressao

fechada para AL(n), a saber,

—i)k

Afypa() = 2Pk, L+ 1— 2L +2:2), k=0,12,....

Fazendo x = —n/(L + 1) no Corolario obtemos a série de expansao para a fungao
de onda Coulomb descrita em [34].

A seguir apresentamos outras formulas de expansao associadas com as funcgoes

A(b;-) e M(b;-) definidas em ([2.44]) e ([2.48]).

Teorema 2.13. Seja b = A+ in, A\ > 0. Considere as sequéncias reais {a,},>0 =
{aﬁf"")}nzo e {b,}tn>0 = {bg{\’”)}nzo dadas por

An+1 - 2 —-n _<)\ + n) an
b1 2041 (An) -y b,

com ag =1 e by = 0. Entao,

1 P
ww A cos(w) M (b; w) = cos(w) N((b; w) = nz% U T

(2.50)

o0 n

1 1
@w”\ sen(w) M (b; w) = sen(w) N(b; w) = w 2 n——i—lb"H %

Além disso, se ¢,(w) = a, cos(w) + b, wsen(w)/(n+ 1), n > 0, entdo

n

Abiw) = Y enlw)

n=0

Demonstragao. No Teorema [2.8] fazendo x = i e x = —i, e entdo, respectivamente,

somando e subtraindo obtemos as equagoes

n

2 cos(w) N (b; w) = Z [ﬁn(b; i) + Plb; —i)] %,
i2sen(w) N (b; w) = Z [ﬁn(b; i) — ﬁn(b; —i)] l:l—T

Desta forma, segue que
2, = [Pu(b;i) + Pu(b;—i)] e i2b, = [Pa(b;i) — Pu(b;—i)], n>0.

Logo ap = 1 e by = 0. Usando (2.16), [@2.40) temos que P,(b;i) = P.(b;—i) =

2""(),/(2A)n, n > 0 e isto fornece explicitamente os termos das sequéncias {a, }n>0
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e {b,}n>0, a saber,

2a, =

26, = [(1)"(0)n + (=0)"(0)n] € 426, = [(0)" (D) — (=4)"(D)u],

temos que

A1 = —Na, — (A+n)b, e by = —nfan +(A+mn)a,, para n>0.

Note que n = [(b+n) — (b+n)]/(2i)) e (A +n) = [(b+n) + (b+mn)]/2. Com estas
substituicoes completamos a prova das férmulas para a, e b,. Para finalizarmos a
demonstracao do teorema basta multiplicar a primeira férmula em (2.50) por cos(w)
e a segunda férmula ([2.50) por sen(w), e usar a identidades trigonométrica sen(w)? +
cos(w)? = 1. O

Para o caso das fungoes de onda Coulomb do Teorema temos o seguinte resul-
tado.

Corolario 2.14. Para L > 0, considere as sequéncias reais {a,}n>0 € {b,}n>0 dada

porag=1,byp=0c¢e

o1 | 2 Ul —(L+n+1) iy
Brit 2L +n+2 (L+n+1) n b,

Entao,

oo w”
cos(w) Fuln,w) = Con) w* Y an
n=0 ’

- (2.51)
1 w"
sen(w) Fr(n,w) = Cp(n) w? Z 10 T
n=0 ’

onde Cr, € como no Coroldrio . Além disso, se {cp}n>0 € dada por

bn+1
n+1

cn(w) = a, cos(w) + wsen(w), n >0,

entao
n

Fu(.w) = Culm)w* 3~ eu(w) =

n=0
Quando n = 0, as férmulas a, e b, no Teorema sao simplificadas. B fdcil

verificar que

2
a; = bo = O, bl = ﬁ()\)ao = 1.
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Desta forma, seguem as férmulas para a funcao de Bessel.
Coroldrio 2.15. Para o > —1/2, seja

S22 (o +1/2)9,
(20{ + 1)271,

22”(a =+ 3/2)271
(20& —|— 2)2n ’

, bop = (—-1)" n > 0.

Aoy = (—1)

Entao,

cos(w) Jo(w) = F(oz—{— 0 < ) ZGQn Ik
(2.52)

w w 1 w?"

sen() Ju(w) = fo g (5) 7; B 1

Além disso, se con(w) = ag, cos(w) + 5= bop i wsen(w), n > 0, entdo

2n+1

Ja(w)zr(a+1 ( ) Z%

2.5 Zeros dos Polinémios P, (b; -)

Nesta se¢ao abordamos as expectativas para continuagao do estudo dos polinomios
complementares de Romanovski-Routh. Vimos que os polinomios P,,(b; -) satisfazem a
relacao de recorréncia do tipo R;; como adiantado no Lema [2.4] e disto sabemos que
Pn(b;-) tem grau exatamente m e possui zeros reais e distintos. Além disso, como

consequéncia do trabalho de Ismail e Ranga [20], também segue que os zeros dos

polinémios P, (b; -) se entrelagam, ou seja, se denotarmos os zeros de P, (b; ) por x;’\j’-n),
7=1,2,...,n, com xfﬁjn) < :L‘S\]Z_)l, entao vale
(Am) (Am) (Am) (Am) ; (Am)
Tt <Tpi < Tppip <00 < Tpfip < 575( W< Tyitny, N2 1 (2.53)

Também foi estabelecido que P, (b; ) é o polinémio caracteristico do problema de au-

tovalor generalizado
AV () = 2 BOW x),

. b b) - .
onde as matrizes A%) e B%) sao, respectivamente,

O i fd® o 0 0 1 \/dY o -~ 0 0
b b
—in/dP i/ 0 0 | a ... 0 0
b
0 —iy/dy o 0 0 0 a1 0 0

b
0 0 0 o P iy/aP 0 0 0 - 1 y/a?

0 0 0 oo —i/d? Y 0 0 0 - y/d? 1
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Os coeficientes das matrizes ASP e Bﬁf’) sao os mesmos da relacao de recorréncia de
trés termos (2.16). Além disso, AP e BY sdo hermitianas e, Como {d,(lbil}nzl ¢ uma
sequéncia encadeada, a matriz B%b) ¢é ainda positiva definida.

Os préximos teoremas sao uma aplicagao natural dos resultados sobre as fungoes
geradoras dos polinomios CRR que estabelecemos na Secao O primeiro teorema
fornece a relagao entre os polinomios CRR com os polinomios clédssicos de Laguerre e

Hermite, e como consequéncia deste temos um resultado assintoticos sobre os zeros de

Pn(b; )

Teorema 2.16. Seja Q,(b;z) = (—2)"(A\),Pn(b;z) e n € N fizo. Entao, temos as

sequintes formulas assintoticas

lim (=1)"Qun(b; 2n/z)2" _ @1 m (—=1)"Qn(b; :E/\/X)

100 (2n)™n! " A—00 An/2

= Hy(2),

2A-1) A . . .
onde H, e L% ) sio os polinomios ortogonais de Hermite e Laguerre, respectiva-

mente.

Demonstracao. Usando a fungao geradora dada no Teorema temos

1 A 6277 arccot(z
G| s = ke 254

Substituindo z por /v/A e w por —w/v/A em (2.10) segue que

{1 <w2 + 2w xzwz)] -A e2n arccot(z/VX) B i (=1)"Q,, (b; x/ﬁ) w

A - A2 e2n arccot[(z—w)/VA—wz2 /\3/2] - )\n/2 W

Fazendo A\ — oo ambos os lados, temos

-2
im 11 —w® + 20w rtw? _ w2
A—00 A A2

21 arccot (x/vV/X)

lim =
A—=oo @21 arccot[(z—w)/vVA—wz2 /A3/2]

— w2 / ~ e A . .
Reconhecendo que e~ % t22¥ ¢ a fungao geradora ([1.26) dos polinémios de Hermite
segue o primeiro resultado assintotico.

A segunda propriedade assintética segue de forma anéloga substituindo x por 2n/z,

w por —wz/2n em ([2.10) e usando que

6277 arccot(%) v

lim = e{-v) (2.55)

21— w)— w2
n—00 6277 arccot(%)

2)\67111:1:/(

e que (1 —w)~ 1=w) ¢ a funcdo geradora (1.26) dos polinomios de Laguerre
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Lgkl). Estes resultados também podem ser verificados diretamente fazendo a mu-

danga de varidvel na relagao de recorréncia P, (b;-) e comparando as relagdes de re-

corréncia de H,, e Lg’\_l). O

Como consequéncia imediata temos as propriedades assintoticas envolvendo os zeros

dos polinomios CRR com os zeros dos polindmios de Hermite e Laguerre.

Teorema 2.17.

. A . 2n 22—1
Jim VAGSY = e lim 25 =157 (2:56)
n,k

)

22A-1)  ~ 221 .
onde hy, e lé,k ) sdo os zeros de H, e Lgl , respectivamente.

. , A A
Uma questéo levantada pelo Teoremal|2.17|é como ocorre a convergéncia de v/A xfjk )

e 277/1‘53}3). Para tentar responder esta questao, inicialmente fizemos as simulagoes
numérica ilustradas nas Figuras e 22l Por exemplo, a Figura [2.1] sugere que a
partir de um certo valor A, \/Xxfg}?) converge de forma decrescente para os zeros de
Hermite. Este tipo comportamento assintotico envolvendo os zeros dos polinomios
complementares de Romanovski-Routh também levanta questoes com respeito a or-
dem da convergéncia e sobre comportamento monotonico dos zeros com relagao aos

parametros A e 7, questoes que pretendemos investigar no futuro.

Zero(A) Zero(n)
35F

[ .A)
1 VAR 3o} 207
N0 123
m,

Figura 2.1: m=5,n=1 Figura 2.2: m =5 A=1

Analises desta natureza sao bastante conhecidas para os polinomios de Gegenbauer
oY [0, 15, 19, 20]. A saber, se n,k € N é fixo e Cr(:‘,g, k =1,...,n sao os zeros do
polinémio ortogonal de Gegenbauer C’T([\), ¢ sabido que \/XC}L)‘IQ sao fungoes crescentes de
A que convergem para os zeros h, , de Hermite. Ademais, é bem conhecido que os zeros
positivos Cfl)‘,z de Cf{\) sao fungoes decrescentes de A. Em [20], os autores estabeleceram
um resultado mais forte, a saber, se f,(\) = VA +c, com ¢, = (2n? + 1)/(4n + 2)
entao fn()\)g(;\,g sao fungoes crescentes de A, para A > —1/2. Posteriormente, em
[19] os autores estabeleceram a questao sobre quao “grande” f,(\) pode ser de modo
que fn()\)g(lj\g seja crescente de A para k = 1,...,[n/2] e concluiram que a fungao é

precisamente a apresentada em [20)].



3 Estudo das Fungoes A\(b;-) e M(b; )

Neste capitulo apresentamos resultados sobre os zeros e estimativas da funcao de
onda Coulomb estendidas M (b; -) e da fungao A((b; -). Tais resultados estdo contidos no
trabalho [33], que encontra-se em fase final de preparacao. A fungao de onda Coulomb
regular Fp,(n,w) = M(L+1—in;w) com L € Nen e R é uma importante ferramenta
em problemas de espalhamento nuclear e compoe as solugoes da equagao de Schrodinger
para uma particula carregada sujeita ao potencial coulombiano. Isto justifica o extenso
interesse cientifico no estudo de propriedades destas funcoes e também de estimativas

dos valores da mesma [22] [44]. Por questao de clareza vamos relembrar sua definigdo

M(b;w) = Cb)w A (b;w), b=A+in, A>0, (3.1)
onde )
(b) = 2’\_167”7/2m e N(bjw)=e ™ Fy(b; b+ b; 2iw).

Utilizando a equacao diferencial das fungoes hipergeométricas confluentes ([1.14))

obtemos que

2

w_
dw?

AN(b;w) + 2 %N(b; w) + [w + 2n] N (b;w) = 0, (3.2)

Transformando esta equagao diferencial na sua forma normal segue que M (b; -) satisfaz

d2
Zgr M (b:w) +a(A, n; w) M(b;w) =0, (3.3)
onde
g\, m;w) =14+ 2nw™' — A\ — Dw 2. (3.4)

Note que M (b;w) é proporcional da funcao de Whittaker M_;, \_1/2(2iw) dada em
(1.15). Das relagoes contiguas satisfeitas pelas fungoes de Whitakker [48] p. 27] segue
que

atb4 20y~ PEUPOED g QD

= —— M(b; 3.5
NESTRRT ot e, (39)

37
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para todo A > 0. Em particular, temos

(2L +1) L(L+1) (L+ 1)|L + in
F ,W) = : +n| Fr(n,w) — — Fr_1(n,w),
L+, w) LIL+1+in | w n| Frnw) L|L+1+in 11, w)
que vale para L = 1,2, 3,.... Esta relacao de recorréncia de trés termos associada com

a fungao de onda Coulomb foi dada primeiramente por Powel em [38]. A maioria das
propriedades basicas e estudos sobre zeros da sequéncia de fungoes de Onda Coulomb
{Fr(n,-)} >0 s@o consequéncias de um problema de autovalor obtido através de sua
relagdo de recorréncia de trés termos. Dentre estas propriedades, temos que FF(n,-)
tem infinitos zeros, todos reais e simples [25]. Estas propriedades também seguem
analogamente para a sequéncia {M (b + n;-)},>0. A seguir provamos que M (b;-) tem
infinitos zeros, todos reais e simples, usando uma abordagem diferente. Para isto

usamos o famoso Teorema da Comparagao de Sturm [49].

Teorema 3.1 (Teorema da Comparagdo de Sturm). Sejam f e F fungoes
continuas em o < v < x1 com f(x) < F(x). Sejam y e Y, ambas nao nulas, sa-

tisfazendo as equagoes diferenciais
y'(x)+ f(x)y(x) =0 e Y"(x)+ F(2)Y(z) =0. (3.6)

Sejam o' e 2", ' < 2", zeros consecutivos de y em (xg,x1). Entao, a fungdo Y possui
pelo menos um zero no intervalo (z',x") a menos que F(x) = f(x) no intervalo [x', x"].

Além disso, se ' = xq satisfaz

lim y(z) =0 e lim_ {y ()Y (z) —y(x)Y'(x)} =0,

+
z%xo 93‘}220

entdo Y tem pelo menos um zero em (xg,x") (similarmente, vale para " = x4 ).

Observe que da primeira transformacao de Kummer para func¢oes hipergeométricas
confluentes, e=* 1 Fi(a; b; 2) = 1F1(b — a;b; —z) dada em [48] eq. 1.4.1], temos

N (b; w) = N (b; —w) = N(b; W). (3.7)

Se z é real, derivando a funcao geradora com respeito a w, do Teorema [2.8| temos

n

W) = 3 [Praltee) - By (bi)]

n!
n=0

Visto que P, (b;-) é um polinémio com coeficientes reais temos, portanto,

N (b;w) = N (b; ). (3.8)
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Além disso,
A(b:0) = Pa(bi) — aPo(bix) = .

Observe que os zeros nao nulos de M (b;-) sao os zeros de A((b;-). Desta forma, o
proximo teorema dé uma nova abordagem para os zeros da funcao de onda Coulomb

estendida.

Teorema 3.2. Seja b= \+in tal que A > 0. Entao N(b;-) tem somente zeros reais.

Além disso, possui um niumero infinito enumerdvel de zeros e todos eles sao simples.

Demonstracao. Considere a equagao diferencial . Mostraremos inicialmente que
A(b; ) tem infinitos zeros reais. Note que lim, 1. ¢(A,7;w) = 1. Assim, dado qual-
quer € in (0, 1), existe A > 0 tal que se |w| > A entdo |g(\,n; w) — 1] < € e isso implica
que q(\,m;w) > 1—e. Por outro lado, sen(v/1 — ew) é a solugao da equacio diferencial

F'(w)+ (1 —e)F(w) = 0.

Assim segue do Teorema da Comparagao de Sturm que entre dois zeros consecutivos
de sen(y/1 — ew) em (—oo0, —A] U [A, 00) existe pelo menos um zero de A((b;-). Visto
que sen(y/1 — ew) possui infinitos zeros, o resultado segue.

Usamos agora a equagao diferencial para mostrar que A(b; -) possui somente
zeros simples. E facil ver que A(b;0) # 0. Desta forma, se wy # 0 é um zero multiplo
de AL(b; -) segue de que N (b; wy) = 0 para todo m, sendo AL™ (b; wy) a m-ésima
derivada de AL(b;-) em wy. Logo, A((b;-) é identicamente nula e isso nos leva a uma
contradi¢ao. Portanto, A(b;-) possui apenas zeros simples.

Ademais, como A((b;-) é uma fungao inteira, todos os seus zeros sao isolados. De
segue que se w, é um zero de N((b; -) entdao W, também é um zero de A((b;-). Para

22—1

finalizar, multiplicando a equacao (3.2)) por w e substituindo w, respectivamente,

por Ciu e (ou e fazendo as devidas simplificagoes, obtemos

GuP AN (b; Gu) + 2207 (b; Gu) + [Gu+ 2n)u®*tal(b; Gu) = 0,
QU (b; Gou) + 22 1AL (b; Gou) + [Gu + 2n]u** P A(b; Gu) = 0.

Multiplicando a primeira equagao por N(b; (au), a segunda por A (b; (;u) e subtraindo

ambas segue que

WP G (b; Gu)N(b; Gou) — G (b; Cou) A(b; Gru)]
+ 220 AL (b; Gu) A(b; Gu) — N (b; Gu) N(b; Gru)] (3.9)
+ G — QU AL(b; Qu)N(b; Gu) = 0.
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Observe que

P (5 ) (0 G — (b o) )
= 20 AL (b; ) A(b; o) — AL (b; Cou) N (b; )] + 1[G — AL (b; Cru) N (; Gou)

+ uBA G A (b; Gu)A(b; Gou) — A (b; Gou) N(b; Gruw)].

Entao podemos reescrever (13.9)) como

P I (A (b o) — (o) ()]
= [CQ - Cl]u2)\ [-’7\[(53 CIU)N(I); C2U) + N’(bé ClU)N/(b§ C2U)]-

Integrando ao longo da reta em u de 0 até 1 resulta em

N/(b; Cl)N(b; Cz)—NI(bQ Cz)N(b; C1)
=[G - Cl]/o u A(b; Cu) A(b; Gau) + N (b; Gu) A (b; Cou)]du.

Desta forma, considerando (; = w, e (» = w, dois possiveis zeros complexos de A(b; )

e as equagoes (3.7) e (3.8) segue que
1
0= (@, — w,) / NN we) P + | (b we) [2) s (3.10)
0

Como a integral do lado direito é diferente de zero, isto mostra que existem apenas

ZEros reais. N

Corolario 3.3. Seja b= A+1in tal que A > 0. Entao N (b;-) tem somente zeros reais.
Além disso, possui um numero infinito enumerdvel de zeros, e seus zeros sao simples

exceto possivelmente em —21.

Demonstragao. Usando (3.10) segue que os zeros sao reais, sao infinitos pelo do Teo-

rema do Valor Intermediario e sao simples, exceto possivelmente em —27, pela equacao

diferencial (3.2)). ]

Observagao 3.4. Usando a relagao entre N(b;-) e M(b; ), seque do Teorema do Valor
Intermedidrio que M'(b;-) também tem um nimero infinito de zeros reais. Os zeros wy
sao simples, exceto possivelmente se satisfaz a equagao q(\,n;wo) = 0, onde q(\,n;-)

¢ definida em ([3.4)).

O préximo resultado descreve a monotonicidade dos zeros da fungao geradora AL(b; -)
com relagao aos parametros A e 7. Note que A (b;0) # 0. Como A((b; -) possui zeros re-

ais, contaveis e simples, vamos denotar os zeros de A (b; -) por w§A’”), J==+1,4+2,+3,...
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ordenados da seguinte forma

(Am) (Am)

< < ) _ ()

<O <w™” <wy <

(>\777) é

Teorema 3.5. (i) Seja A > 0 fizo. Para todo j positivo ou negativo a fungao w;

estritamente decrescente com relagdo a n, com n € (—00,00);

(ii) Sejan € (—o0,0) fizo. Para todo j > 1, a fungdao wj(./\’n) ¢ estritamente crescente

com relagao a X\, desde que A esteja em (1/2,00);

(iii) Seja n € (—o0,00) firo. Para todo j < 1, a fungdo wj(-’\’") ¢ estritamente decres-

cente com relagdo a X\, desde que A esteja em (1/2,00).

Demonstracao. Primeiramente observe que estudar o comportamento monotonico do
zeros da fungao A((b; -) é equivalente a estudar o comportamento monotonico dos zeros
nao nulos de M (b;-). Utilizando a ideia do Teorema da Comparacao de Sturm faremos
a prova do item (ii); para os demais casos, a demonstracao é analoga.

Dado € > 0 suficientemente pequeno, considere (3.3)) para b e b+ €. Em seguida,
multiplicando por M (b;-) e M (b + €; -), respectivamente, obtemos

M" (b; w) M(b+ €;w) + q(A\,n;w) M(b;w) M(b+ e;w) =0,
M"(b+ e;w) M(b;w) + A+ e,m;w) M(b+ e w) M(b;w) = 0.

Subtraindo a primeira equagao da segunda obtemos

%[M’(b; w) M(b+ 6 w) — M'(b+ & w) M(b;w)]

= [a(A + €, w) — q(X, 3 w) M (b; w) M (b + € w).

Substituindo M (b; w) e M(b+ e; w) por w*A(b;w) e wr<A(b+ €; w), respectivamente,
e fazendo as devidas simplificagoes temos

% {w”‘“[?\[’(b + &;w) N(b; w) — N(b+ € w)A (b w) | + ew " THeac(b; w) ALD + ¢; w)}
(3.11)
= [(2\ — 1)e + Jw? T (b; w) N(b + € w).
Integrando a equacao acima de 0 a wg’\“’"), temos
[w§/\+e,n)]2/\+e Nl(b te w](L/\Jre,n)) A (b; ng\ﬂm)) (3.12)

wAten

=[(2\ — 1)e + €7 / 1 WTEN(b; w) N(b+ € w) dw.

0

Note que como A((b; 0) = A[(b+¢;0) = 1, entao A (b+e¢; -) é positiva em [0, w§A+€’")) e

A (b, w") < 0. Mostramos que o zero w™” de N (b; -), que estd suficiente préximo
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do zero w*" de N (b+e€;-) devido a continuidade, pertence ao intervalo (0, wg’\“’")).
Com efeito, suponha que A((b, -) ndo possui o primeiro zero wg’\’”) em (0, w§A+€’")); entao

A((b, -) também é positiva em [0, nge’”)). Consequentemente, o lado esquerdo de
é negativo enquanto o lado direito é positivo, e isto nos leva a uma contradi¢ao. Logo,
o zero w™ de AL(b, ) estd em (0, w™), ou seja, WM < WM.

Para concluir que os zeros positivos sao uma funcao estritamente crescente de A

vamos supor por inducao que w,(ﬁ’\’") < w,(c’\%’"), para k = 1,...,n. Integrando (3.11)

de w(>\+6777) wg\-i-eﬂi)

1A , resulta em

o PN (b4 e w5 (b w )

. [wSLAJre,n)]Q)\Jre N/(b + €; wg)\+e,n)> N(b7 w7(1)\+e,n)>

w(kﬁem

= [(2\ — 1)e + €7 / " W TN(b;w) N(b + €; w) duw,

wgzk-&-em)

Se wly? > W segue que A (b+ e, ws T NAL (b+e, w ™) < 0 e A(b, -) tem sinal

Ate, Mte, T - .
constante em [wT(1 “7), wfl o ")]. Isto implica que na equacao anterior o lado esquerdo
tem sinal oposto do sinal do lado direito, o que nos leva a uma contradicao e o resultado

segue. L]

Ainda usando o Teorema da Comparacao de Sturm podemos obter uma estimativa
de limitantes inferiores e superiores para o primeiro zero positivo e negativo de A(b; ),

respectivamente.

Proposicao 3.6. Sejam 0 < A\ < 1,
9m = min {—277 /A% + AN — N), —20) — /A2 + AN(1 — )\)}

2M = max {—277 VA2 — AN — 1), =20 — /42 — AN\ — 1)} :

Entao,

wh < m <0< M <w™,

Demonstracao. Como N (b,0) = 1 existe um intervalo aberto I 5 0 tal que A((b, w) # 0,
para todo w € I. Note que os zeros nao nulos de M (b; -) sdo os mesmos zeros de A (b, -)
e que M (b;0) = 0. Vimos que M (b;-) satisfaz a equagao diferencial ((3.3]), onde
w? 4+ 2nw — A\ — 1
g\ myw) = B-b), (3.13)

w?2

Observe que, para 0 < A < 1 o numerador de g(\,7;-) possui dois zeros com sinais
opostos, a saber, m e M. Entao, A((b, ) ndo tem zero em I = (m, M). De fato, suponha
que A((b, -) possui pelo menos um zero em I. Logo, M (b; -) possui pelo menos dois zeros

em I e q(A\,m;w) < 0 para todo w € I. Pelo Teorema da Comparagao de Sturm isto
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implica que v(z) = 1, que é solucao da equacao diferencial v”(z) + Ov(x) = 0, possui

pelo menos um zero em I, o que é um absurdo. O

Observagao 3.7. Em [35] foi mostrado que os zeros de Fp(n,-) e Fi(n,-) se en-

trelacam. Este resultado ¢ estendido em [7] para os zeros de M(b+ 1;-) = Fy(n,-) e

M'(b + 1;-). Precisamente, se denotarmos os zeros ndio nulos de M'(b;-) por zj@’”),

J==x1,£2,43,..., entao temos

(Am)

< ) () (Am) (Am)

A
<w " <207 <0< 27" <y (o)

<2 (Zm)

< <w2 < v

z(_’\Q’") )
(3.14)

Para 0 < Ay < 1 e by = Ag + in considere a sequéncia de fungoes {M,(bo; ) }n>0
dada por
My, (bo; w) = M (bo + n; w) = €(b + n)uw "N (by + 15 w), (3.15)

paran = 0,1,2,.... Usando (3.5)) é facil ver que y,(w) = M, (bo; w) satisfaz a relagao

de recorréncia de trés temos

Cotn) T Do tn—1) (b +n) w Yn
[(bp +n —1)|
e, =0,
o +n—1) It

(3.16)
para n > 1. Considere

Xn (bo; w) = M, (bo; w) My, —1(bo; w) — My, (bo; w)M,, 4 (bo;w), n > 1,

onde M (bo; w) = dM;,(bo; w)/dw. Entao multiplicando (3.16) por M, (by; -), derivando
(3.16]) e multiplicando por 9, (bo; ) e posteriormente subtraindo os resultados resulta

em
AL , 1
Xn(bo; w) = —7=— [M(bo; )] + —5Xn+1(bosw), n>1,
Byl B
onde
A(bo) . (2)\0 + 271 — 1)()\0 + TL) B(bo) . ‘bo +n — 1| ()\0 + n)
n+1 — n+1 — .
’bo—Fnl ()\0+n—1)‘b0+n’

Observe que

2w)"n!
nh_)nolo N(bg+n;w) =1 e &(by+n)w**™ « const %,
entao lim,, o Xn(bo, w) =0 e
= A
Xn(bo, w) = w2 k—J“(bO) (M. (bo; w)]* > 0, (3.17)

k=n Hj:n Jj+1
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paran > 1 e w real. Como x,,(bo; w) > 0 temos

M’(bo;w(/\ﬁn’n))%_ﬂbo; w(z\o+n,n)> >0, Mﬁ(bo; w(/\o+nm))%_1(bo; w(AoJrnm)) >0,

n J J Jj+1 j+1

= (b 2 )M (b 2 ) >0, =9 (bos 225 ) 9 bz 225 T) > 0,

para j =1,2,3,... e j = —2,—3,—4,.... Disto segue o resultado.

Teorema 3.8. Seja by = \g+ 1 e 0 < A\g < 1. Entao paran=1,2,3,...,

(1) os zeros positivos de M,,_1(bo; ) se entrelagam com os zeros positivos de My, (by;-),
(ii) os zeros negativos de M,,_1(by; +) se entrelagam com os zeros negativos de My, (by; ),
(iii) os zeros positivos de M., (bo;-) se entrelacam com os zeros positivos de M (by; ),

(iv) os zeros negativos d M _,(by; -) se entrelagam com os zeros negativos de M, (by; -).

Experimentos numéricos com M (b;-)

Existem varias estratégias para fazer estimativas de valores de fungoes especiais.
Isto acontece porque geralmente, para uma dada funcao especial, existem varias formas
de representa-la. Por exemplo, podemos citar expansoes em séries de poténcias, repre-
sentagoes integrais, expansoes assintéticas [50]. Nesta se¢do estimamos numericamente
a fun¢do de onda Coulomb M (b;-) usando a funcdo A((b;-), utilizando a linguagem

Python versao 3.6. e precisao dupla. As técnicas utilizadas sao baseadas em
1. Relagao de recorréncia;
2. Funcao geradora.

Observe que para estimar os valores de M (b;-), b = A+in, com A > 0, se decompor-
mos A = A\g + k de modo que 0 < Ay < 1 e k € N, entdo estimar M(b;-) é equivalente
a estimar My (by; -), com by = Ao + 7.

Definindo A, (bo;w) = AN (b + n;w), n > 0, segue que podemos estimar o valor
da fungao M, (by; -) usando as estimativas de A ,,(bo; -) e da constante €(by +n). Além
disso, a constante €(by + n) pode ser simplificada por

_ gnro—1,m/2 (L0 +n)|
C(bo +n) =2 v (3.18)
grtio? 2, .2 2, .2 2, .2 V2w 1/2
= Tang 1 on) U H A0 = D70 Do 07 [Qo = 17407 Do — 1 im)Pe™ 7

Se Ao = 1 e aplicando a féormula da reflexao de Euler dada em ({1.6)) obtemos

. 2" 2 2 2 2 oy 2Nm 2
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que é a constante C(n) que aparece na defini¢ao da fungao de onda Coulomb Fp,(n, -).

A seguir apresentamos técnicas de estimativas para as fungoes A(b; ).
Primeira técnica

A primeira estimativa é baseada na relagao de recorréncia. Para 0 < \g < 1 e by =
Ao+ consideremos a sequéncia de fungoes { A, (bo; -) }n>0. Usando a definicao 24, (by; -)
e sua relagao de recorréncia (3.16)) segue que A, (by; -) satisfaz

Nn—i—l(bl);w) + ay, Nn(bmw) +bn Nn—l(bﬂ;w) :()7 n Z 17 (320)
com
[4(A0 +1)* — 1] (Ao + n)? nw
_ _ —1). 21
b |bo + n|? w? ¢ O =bn (Ao +n)(Ag+n—1) (3:21)

Quando queremos estimar uma funcao através de uma relacao de recorréncia, uma
primeira abordagem consiste em estimar as condicoes iniciais e em seguida calcular
todos os demais valores recursivamente, levando em consideragao os erros de arre-
dondamento. Entretanto, nao sao somente os erros de arredondamento que podem
comprometer a confiabilidade das estimativas. Em [22] Gautschi aponta a possibili-
dade de uma relagao de recorréncia de trés termos possuir solucoes especiais, chamadas
de solucoes minimais. Na pratica, ser solucao minimal de uma relagao de recorréncia
implica que gerar as fun¢oes numericamente recursivamente no sentido de crescimento
do indice n resulta em instabilidade numérica. A seguir discorremos brevemente sobre

solucoes minimais. Mais detalhes em [22].

Definicao 3.9. Seja {hy,}n>0 solucdo da relagao de recorréncia de trés temos
Pni1 + ap by + by by =0, n > 1. (3.22)

{hn}n>0 € dita ser uma solugao minimal da relagdo de recorréncia de trés termos se
existe uma solugdo {gn}tn>o0 de (3.22)) linearmente independente de h,, tal que

hy,
lim —2 = 0. (3.23)

n—o0 gn

O préximo resultado fornece um critério para detectar se uma dada relacao de

recorréncia de trés termos tem solu¢ao minimal [22] 50].

Teorema 3.10 (Teorema de Perron). Considere a relagdo de recorréncia (3.22) e

suponha que os coeficientes satisfazem
an ~an® by ~bn® ab#0 o, B real n— oo.

Sejam ty e ty 0s zeros do polinémio caracteristico p(t) = t* + at + b com |t1]| > |ta].
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1. Sea > (3/2, a relagao de recorréncia (3.22)) tem duas solugoes h,, € g, linearmente

independentes tais que

hn+1 o In+1 b —«
~ —an-, ~ ——N s n — oQ.
hn, In a

Além disso, g, € a solu¢cao minimal.

2. Se a = (3/2, a relagao de recorréncia (3.22)) tem duas solugées h,, e g, linearmente
independentes tais que

hn+1 In+1

~ tlna,
n In

~ tan®, n — oo,
se [ti| > |ta]. Se |t1| = |ta] entdo

lim [|ga| (n)~*]"" = |t

n—00

para toda solugdo nao trivial g, de (3.22)). Além disso, g, ¢ a solu¢ao minimal

no Primeiro caso.

3. Se a < /2, entao para toda solug¢ao ndo trivial g, de (3.22) temos

lim supllga(n!) 52" = /T5].
n—oo
Note que de (3.21]) temos
4n? 4n?
by ~ % ey~ —% para grandes valores de n. (3.24)
w w

Neste caso, o Teorema de Perron fornece uma resposta positiva sobre a existéncia de
solucoes minimais e garante que se h, e g, sao duas solucoes linearmente independentes
de (3.20)), elas se comportam assintoticamente como

In L (3.25)
gn—1 hy—1 w?
Comparando com o comportamento assintético de A, (bo; w) ~ 1, segue que
AL (bo; ) é a solugao minimal da relagao de recorréncia de trés termos na diregao
de crescimento do indice n. Da mesma forma, segue que 9, (by; -) é solugdo minimal da
relagao de recorréncia . A conclusao desta propriedade segue da mesma analise
feita para as fungoes de Onda Coulomb Fp,(n, -) em [22].
Uma estratégia para contornar este problema é gerar as fungdes via relagao de
recorréncia no sentido de decrescimento no indice n ou usar o algoritmo de Gautschi
para estimativas de solugdes minimais [22]. Vamos denotar por { f; }r>0 as aproximagoes

para {N 4% (bo, w) }r>o através do algoritmo de Gautschi para um w fixo. O algoritmo
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pode ser descrito da seguinte forma.

Passo 1: Fixar um inteiro IV, precisao € e normalizacao

S YA Lim(bo,w) =5, 0 < |s| < o0,
m=0

Passo 2: Calcular fi, k= N, N —1,...,1,0 através das féormulas

0 —bx
T = 5 Ti_ — ,
N k—1 P
sy =0, Sk—1 = Tk—1(7k + Sk),
S
fON s fkw?“k_1fk_1, k:N,N—l,---,l,
Yo + So

Passo 3: Se fj nao estiver com a precisao desejada, aumentar N por um inteiro r
e repita o passo 2.

A Tabela fornece os resultados obtidos usando este método para aproximar
A (1 —in, 1) para alguns valores de L e n. Os ntimeros na coluna A (1 —in, 1) sdo
os valores de referéncia (V@ obtidos através de substituicao direta usando o software
Wolfram Mathematica 11.2. A coluna fj representa a aproximagao para N (1 —in, 1).

Dizemos que esta aproximagao estd com a precisao desejada quando
V. — fol <€, com e=10""

As condigOes iniciais para gerar a tabela pela primeira técnica foram N = 100, vy =
s =1, v = 0 para k # N. Além disso, o valor de N foi aumentado de 100 a cada
reiteracao do processo. Logo o valor de N na tabela é o valor que torna f, uma

aproximacao com a precisao desejada.
Segunda técnica

A segunda estimativa é dada através da fungao geradora (2.43). Faremos a andlise

para estimar A (1 — in; w) via fungdo geradora. Entao fixado w e = definimos

N ,
—rw Pr(L+1—1in;x
An(w) = e S Kl o L) (3.26)
k=0 ’

Desejamos encontrar N de modo que Ay (w) ~ AN (1 — in;w).

A Tabela fornece os resultados obtidos usando este método para aproximar
A (1 —in, 1) para alguns valores de L e 1. Nas colunas 6 e 7, da segunda técnica,
temos as aproximagoes Ay(1), como em (3.26), para A (1 —in,1) com = = 0 e
x = —n/(L + 1), respectivamente. Além disso, nas colunas 6 e 7 apresentamos o

1V, com precisao de 10 digitos
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nimero de termos (N +1) que precisam ser calculados para obter Ax(1) com a precisao

desejada. Dizemos que a aproximacao estara com a precisao desejada quando
|[Ay(w) — V| <€, com e=10""

Os valores de referéncia V,. sao os mesmos da primeira técnica.

V 12 técnica 22 técnica

. z=0 z=-n/(L+1
Lopm | A= 1)} fo Nl ap@): N1 AN(1)77{(N+1>
0|0 0.8414709848 | 0.84156 | 2200 (0.84146): 7 (0.84146): 7
2 10 0.9305257802 | 0.93062 | 2400 (0.93055): 5 (0.93055): 5
510 0.9621732438 | 0.96226 | 2500 (0.96217): 5 (0.96217): 5
0 |1 2.098514451 | 2.09841 | 15800 | (2.09852): 7 (2.09856): 8
2 |1 1.293748136 | 1.29364 | 9700 (1.29365): 4 (1.29377): 6
5 11 1.136160309 | 1.13606 | 8600 (1.13609): 5 (1.13619): 5
0 |2 4.365329317 | 4.36522 | 76400 | (4.36531): 8 (4.36535): 12
2 |2 1.773469712 | 1.77336 | 31100 | (1.77341): 6 (1.77344): 6
5 12 1.338836124 | 1.33873 | 23500 | (1.33877): 5 (1.33890): 5
2 3 2.401518958 | 2.40141 | 66100 (2.40158): 6 (2.40147): 7
3 |4 2.462451116 | 2.46235 | 92400 (2.46245): 7 (2.46241): 7
4 |5 2.503498395 | 2.50339 | 119000 | (2.50359): 5 (2.50345): 6
5 16 2.533094529 | 2.53299 | 145700 | (2.53315): 6 (2.53308): 6

Tabela 3.1: Estimativas para A (1 —in, 1)

A Tabela mostra que as estimativas feitas com a primeira técnica convergem
mais lentamente, visto que o valor de N necessario para se alcancar a precisao com a
primeira técnica é alto. Isto acontece porque o algoritmo de Gautschi depende de uma
normalizacao no passo 1. A normalizacao para este primeiro teste equivale a supor que
as aproximacoes iniciais sao fy =1 e fyy; = 0. Uma forma de melhorar a velocidade
da convergéncia seria combinando a segunda técnica para estimar alguns termos da
sequéncia {N yx(bo, w)}r e fornecer outras normalizagoes. Por exemplo, seja w fixo,
se estimarmos N 7 m(bo, w) € N 1 1m+1(bo, w) para um certo m € N podemos iniciar as
iteragoes com N = m e usar a normalizagao N\ 1 1m (b, w) + N Lrmi1(bo, w) = s com
isto o algoritmo fornecera os demais termos {A 4 (bo, w)}ZL_O1 de forma mais rapida.

A segunda técnica, baseada na série de expansao, é bem promissora e com poucos
termos é possivel alcancar a precisao desejada. A escolha de = 0 na expansao foi
motivada pelo fato de que 73”(1); 0) n 5 0, como veremos no Teorema , e isso garante
a convergéncia rapida da expansdo. A escolha de x = —n/(L+1) foi estudada em [34] e
seria interessante comparar qual expansao converge mais rapido. Analisando os dados
da tabela temos que a quantidade de termos necessarios para obter a aproximacao com
precisao desejada, € = 107, com # = 0 ¢ menor ou igual a quantidade de termos

necessarios para obter a aproximagao com a escolha de x = —n/(L + 1).
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O préximo teorema descreve o comportamento do termo geral dos coeficientes da

aproximacao Ay(w) fixando = = 0. Tais coeficientes sdo os coeficientes da funcao

geradora ([2.43]) com = = 0.

Teorema 3.11. Seja Re(b) = A > 1. Entdo para todo § tal que 0 < § < 1,

lim (2 — 6)"|P,.(0)| = 0.

n—0o0

Em particular,
2-0)" &
lim %mwﬁn(on = 0.

n—o0 2

Demonstragao. Usando (2.16) e (2.42) temos

Po(b;0) = Po(b;0) =1 e Py(b;0) = Py(b;0) = —n/A, 71 =1

Pt

A+
€ 7)n+1 (b7 O) = ’Yn+177n+1(b; O)

Pn—l (b, 0)

~ 2(A+n) ~
Tn+1 = 2)\+n Tn

Da férmula de recorréncia para {P,(b;0)},>0 temos
tus < (2= 0) e[t + (2= 0)d )y taa, n =1,

onde t, = (2 —60)"|P,(0)], n > 0. Observe que |C£Lbll\ = |n|/(n+ A) decresce monotoni-
camente para zero e dflb}rl, que é positiva, converge (monotonicamente crescente quando
A > 1) para 1/4. A convergéncia monotonica crescente da sequéncia encadeada segue
de

Logo 21 2Dy

4 4A+n—1)A\+n)

Dado qualquer 0 satisfazendo 0 < § < 1, seja N € N tal que

2-06) ", <d(1—6), n>N.

Isto ¢ sempre possivel devido ao comportamento monotonico de ]c,(lbll\.
Considere Ty = 013?23\/ t,. Vamos analisar o comportamento de ¢y, para r > 1,
encontrando primeirarr_ler_lte limitantes para tyy1, tyio tnis € tyig. Temos
2 _ §)2 4 — 362
tN+1<5(1—(5)tN+( 4) =

2 —9)2
( 1 ) T]\/<TN7

tn_1 < [5(1 —8) + }TN

4357
4

2—9)2
tnNt2 < O(1—0)tny1 + ( 1 ) ty < [5(1—5)—{— }TN Ty,



20

2—4)2
tnNys <O(1—90)tnia+ ( 1 ) tN+1

- M1_®+J2—®ﬂ<4—3ﬁ)nvz<4—3ﬁ>%w<

4 4

2

9
tNta < O(1—0)tnys+ (

t
1 N+2

- M1_®+ﬁ2—®1<4—3ﬁ)ﬂvz(4—3$>Zw‘

4 4

Assim, recursivamente temos

4 — 352)T
N

tngor—1 < < 1

r>1.

4—3(52>T
N>

INtor < ( 1

Fazendo r — oo obtemos

lim ¢, = lim (2 —0)"|P,(0)| = 0.

n—oo n—oo

Da definigao da fungao I'(z) temos

A _ no__ A
i ™ (2—-19) nM(A)n,

1 r(2)\)

Com isso concluimos o resultado.

(2 5"Pu0) = [ i

(2—0)"|P,(0)] = 0.

[]

Observagao 3.12. Observe que, se escolhemos § suficientemente pequeno, o teorema

sugere que |P,(0)| tende a zero de forma similar ou mais rdpida que 1/n*.

Alguns fatos interessantes relacionados aos assuntos discutidos nesta secao que

ainda ficaram em aberto e que serao objetos de trabalhos futuros sao:

e Estimar a distancia entre os zeros de M (b; -) e os zeros da fungao de Bessel, visto

que estas funcoes estao relacionadas;

e Comportamento assintético de P, (b;-) com n suficientemente grande;

e Investigar se P,(b;-) é solucdo minimal da relagdo de recorréncia de trés termos

(2-16).

O segundo item nos ajudaria a responder se P, (b; -) é ou ndo solugdo minimal da rela¢ao

de recorréencia de trés termos, pois o Teorema de Peron é inconclusivo para este caso.



4 Aproximacoes por Funcoes com
Ortogonalidade Hibrida

Este capitulo esta dividido em duas secoes. Na Secao4.1|apresentamos os resultados
conhecidos na literatura sobre as fungoes com ortogonalidade hibrida. O resultado
inédito desta se¢ao aparece no Teorema [4.11], onde respondemos um problema deixado
em aberto no artigo [9]. Na Segao introduzimos as aproximacgoes por funcoes com
ortogonalidade hibrida através método dos minimos quadrados modificado. Como
aplicacoes do método dos minimos quadrados modificado, apresentamos resultados de

convergéncia e estimativas para fungoes no espago vetorial €,,.

4.1 Definicoes e Propriedades

Seja P, o espago vetorial dos polinémios reais de grau no méximo n e €2, o espago

vetorial das fungoes reais em [—1, 1] definido por g = Py, e se n > 1,
FeQ, e Flzr)=B9) + V1 - 22BW(z), (4.1)

com B® ¢ P,, BY ¢ P,_; satisfazendo B(-xz) = (-1)"BO(z), e BW(—z) =
(=) 1BW ().

O espago das fungoes €2, foi introduzido recentemente em [J], e sua importancia se
encontra no fato de que este espago contém a sequéncia de fungoes {W,, },>0 que pos-
suem propriedades analogas as propriedades dos polindmios ortogonais na reta real.
No caso em que a medida v é simétrica, estas funcoes podem ser vistas como ex-
tensao de polindmios ortogonais simétricos em [—1, 1]. Ademais, as fungdes W, estao
conectadas, através da transformacao de Delsarte e Genin, com polindmios definidos
na circunferéncia unitaria. Desta forma, usando as propriedades das funcoes W, foi
possivel concluir fatos sobre polinomios para-ortogonais no que diz respeito aos seus
zeros e suas propriedades monotonicas, e a existéncia de gaps no suporte das medidas
[T4], 18, 17, 31].

A seguir estabelecemos alguns resultados relacionados aos espacos €2, ja conhecidos
na literatura [9]. Seja F(x) = BO(z) + V1 —22BY(z) € Q,. Entdo, podemos

51
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reescrever B(®) e BM) da seguinte forma

[n/2] [(n—1)/2] '
Z V% e BU b1, (4.2)

Jj=0

para coeficientes apropriados b§0) e bgl). Dizemos que JF possui grau n se (béo))2 +
(b(()l))2 > (. Observe que a dimensao de €2, é n + 1, e como base podemos tomar, por

exemplo,

{1, avV1 — 22,27, .. 2" W1 — a2 2"}, (4.3)

se n é par, e

(V1 =22 z,2°V1 — 22 ... 2" W1 — 22 2"}, (4.4)

se n é impar. Observe que 2o, C Qop19, Qopi1 C o1 3, para todo n € N. Além disso,
se m e n tem paridades diferentes temos que €2,, N2, é o conjunto que contém somente
a funcao nula.

Teorema 4.1. Seja F € §),. Entdo, o nimero de zeros de F em (—1,1) nao excede
n. Além disso, se 1 € zero de F entao —1 também € zero de F e, neste caso, o nimero

de zeros de F em [—1,1] ndo excede n+ 1.

O préximo teorema define a sequéncia {W,, },,>o de fungbes que serao utilizadas para
o método de aproximacao que iremos propor neste capitulo. A demonstragao pode ser

encontrada com detalhes em [9].

Teorema 4.2. Seja {W, }n>0 a sequéncia de funcoes definidas pela relagao de re-

corréncia

Wo(x) =7, Wi(z) = (M2 — V1 — 22)Wy(w),
Wii1(x) = (Ynr12 — e V1 — 22)W, (2) — dpy 1 Wh-1(2), para n > 1. (4.5)

Aqui, {dy }n>2, {cntn>1 € {1 }n>0 sao sequéncias de nimeros reais com 7, # 0, n > 0.

Entao, para qualquer n > 0,
e Uma base para Qg € {Wan(2), V1 — 2*Way 1 (), ..., V1 — 22Wi(x), Wo(x)};
e Uma base para Qapi1 € {Wapi1(z), V1 — 22Wa, (), ... , Wi(x), V1 — 22Wy(x)}.

Conforme adiantado na introducao, queremos utilizar a sequéncia de fungoes
{W, }n>0 para propor um método de aproximagao. Seja 1) uma medida positiva em

[—1,1]. Consideremos a sequéncia de fungoes {W, },>0, onde W, tem grau n satisfa-
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zendo a propriedade de ortogonalidade hibrida
/_ 11 W (2)Wan (2)V1 = 220 () = pombpm;
/_11 Wani1 (2)Wam i1 (2)V1 = 22d(2) = pams10m.m; (4.6)
/_11 Wani1 (2)Wom (2)dip(x) = 0, m,n=0,1,2,....

Desta forma, para a sequéncia de fungdes {W, },>o dadas em (4.5)) satisfazendo (4.6

temos o seguinte resultado.

Teorema 4.3. Uma sequéncia de fun¢oes {W,, }n>0 satisfazendo a propriedade de orto-
gonalidade (4.6) e W, € Q,, possuindo graun sempre existe. Além disso, os coeficientes
sao dados por v, #0, n >0, e

1
qzwwﬁ/lﬂ%@MW@,

1 1
Cn+1 = 7n+1p_/ a:WZ(:c)dw(x),
n J-—1

Yo+ Y Pn

—— , 47
! 77% + 0727, Yn+1 Pn—1 ( )
paran > 1. Aqui, p, = f_ll W2(z)v/1 — 22d(z) > 0, n > 0.

Observe que se a medida v é simétrica, ou seja, di(—z) = —diy(z), entao os

coeficientes ¢, = 0, para todo n > 0 e as fungdes W, sao polindmios simétricos em
[_L 1]'
Dizemos que as fungoes W, sao normalizadas quando p, = 1 para todo n > 0.

Denotamos por {W, },,>0 a sequéncia de fungoes reescaladas, definidas por

W(z) = %Wo(:c) e Wila) = ——Wyla), n>1, (4.8)

Observe que as fungoes reescaladas satisfazem a relagao de recorréncia

Wo(z) =1, Wi(z) = (z — V1 — 22),
Wnﬂ(m‘) =(x — V1 — x2)1//\/\n(x) — c?nﬂw\n,l(x), paran > 1, (4.9)

onde
1 1 [~
pom | WVI=Pao@. a== [ oW@deta)
. 0 J_1
. 1 [1 = ~ 1+ (@u1)® P
SR LT T Goa= PP g
i = = [ aWE@)0(a) e R
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O préximo exemplo pode ser encontrado com detalhes em [9].

Exemplo 4.4. Seja 1) a medida positiva dada por dip(z) = [e™ 2ecos@)]2n(1 — x2) 1y

com parametros \,n € R, A > 1/2, com arccos(z) entre 0 e . Entao,

Wn(x) = 2_"%6_""9/2 2By (—n,b;b+b; 1 — €)

onde x = cos(0/2), b=\ +in. Além disso,

o= g o RO + (67,
R S R N S Y

Os préximos resultados também podem ser encontrados com detalhes em [9].

Lema 4.5. Se a sequéncia de fung¢oes {W,}n>0 € dada pela recorréncia (4.5), com W,
de grau n e satisfazendo a ortogonalidade hibrida (4.6|), temos

/_ (1 — 2 )Wo(2 )Wy (2)dy(z) = oy,

1

/_ (1 — 2 )W (2)Wy(z)dip(z) = 09, e para n > 3, (4.11)

1

/_ (1 = 2YWa1- o (2)Wy(2)dy(z) = {

o, k=0,

1 07 1§k§LnTAJ7

onde 0, = —pPu(Yns16n + TnCnt1)/ (Ve + 2 )Ynt1, 1 > 1.

Lema 4.6. A sequéncia de fung¢oes {W,}n>0, com W,, € Q, de grau n satisfaz a
ortogonalidade hibrida (4.6|) se, e somente se, para todo n > 1

1
/ F ()W, (x)dy(x) = 0, sempre que F € €, 1.
—1

Lema 4.7. A sequéncia de fungoes {W,}n>0, com W, € §, de grau n satisfaz a
ortogonalidade hibrida (4.6|) se, e somente se, para todo n > 1

1

/ p(2) Wa(e)di(z) = 0 e / 4(2) Wi ()T = 2dip() = 0,

1 1

ondep € P,_1 e q e P, o e satisfazem

p(—z) = (=" "'px) e q(—z)=(-1)""q(x).

Considere f uma funcao continua. Diremos que um zero ¢ de f é relevante se f
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muda de sinal em £. Os préximos resultados dizem respeito aos zeros das funcoes W,.

Teorema 4.8. Sejam {W,},>0 a sequéncia de fungoes dadas no Teorema . Para
n > 1, a fungio W, tem exatamente n zeros distintos no intervalo [—1,1]. Além disso,

todos os zeros sao simples.

Em [9] também foram apresentados férmulas de quadratura envolvendo a sequéncia

de fungoes dadas no Teorema [4.3] Uma consequéncia disto é o préximo teorema.

Teorema 4.9. Paran > 1, considere xén) = —1, xfﬁ:l =1 e sejam xg-n), j=12....n

os zeros de W,, ordenados da sequinte forma x§ " < a:§+)1, 7=1,2,...,n—1. Entao, em
todo intervalo (iL‘g " §+)1) Jj=0,1,...n, existe um zero de Why,, comn, = |(n+ 2r)/2]

er > 1. Em particular, temos a propriedade do entrelacamento

(2n) (2n—1)

a! < ! < man) (2n) (2n—1) (2n)

C L Xy < Ty < Ty, mo> 1 (4.12)

Note que o Teorema[4.9|fornece apenas uma propriedade de entrelagamento parcial,
isto é, os zeros de Wy, 1 e W, se entrelagam. Para o estudo sobre os zeros das
funcgoes de ortogonalidade hibrida podemos sem perda de generalidade considerar tanto
a sequéncia de fungoes {W, },>0 quanto a sequéncia reescalada {17\/\ }n>0 Em [I8] os
autores mostraram que se na relacao de recorréncia (4.9)) a sequéncia {dn+1}n>1 é uma
sequéencia encadeada positiva, entao os zeros de W e Wn+1 se entrelacam, ou seja,
entre os zeros de Wn+1 existe um unico zero de Wn. Entao, em [9] os autores fazem

duas conjecturas:

e Seja {W,}n>0 a sequéncia de fungoes definidas no Teorema . Podemos afirmar

que os zeros de W, 11 e W, se entrelacam?

e Seja {Wn}nzo a sequéncia reescalada dada em (4.9)). E possivel garantir que

{dn+1}n>1 € uma sequéncia encadeada positiva?
Recentemente foi confirmado o entrelagamento para Wa,, e Wh,, 11 [64]. De fato,

Teorema 4.10. Seja {W,}.>0 a sequéncia de funcoes dadas no Teorema com

Yo # 0 para todo n > 0. Entdo os zeros de Way, € Why, 11 se entrelacam.

Portanto, do Teorema {4.8 segue que W, possui exatamente n zeros relevantes em

[—1,1] e dos Teoremas e [4.10| segue que os zeros de Wnﬂ e 17\/\” se entrelacam para
todo n > 1. Além disso, do Teorema temos que c/l\nH > 0 para todon > 1. A

seguir, mostramos que a sequéncia {d,.1},>1 ¢ uma sequéncia encadeada positiva.

Teorema 4.11. A sequéncia de parametros {C/i\n+1}n21 que aparece na relacao de re-

corréncia (4.9) da sequéncia de func¢oes {W,}n>0 € uma sequéncia encadeada positiva.
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Demonstrag¢ao. Se garantirmos que W\n(l) > () para todo n > 1, entao

é a sequéncia de parametros minimal para {d,, 1 }n>1. De fato, fixando = 1 na relagao

de recorréncia (4.9) temos

Wm—l(l) = Wn(l) - C/Z\n-i-lw\n—l(l)a

(1P (W)
" wWa1) ) \ W)

Usando o fato de c/l\n+1 >0e Wn(l) > (0 para n > 1, segue que 0 < ﬁl()) < 1 para

que é equivalente a

)

S

todo n > 1 e o resultado segue.

Portanto para concluir a prova, basta verificarmos que )7\/\ (1) > 0 para todon > 1.
Sejam {Z‘ }” , os zeros da funcao W, ordenados da seguinte forma x( "< xﬁ)l,
j=12....n—1el ( ,1). Que Wl( ) > 0 ¢ trivial. Usando a relagdo de
recorréncia paran=1eo fato de dy > 0 segue que )7\72(3:?)) < 0. Como os zeros
de )//\72(91;) e V/\Z(x) se entrelagam existe um tnico zero relevante de V/\72(x) em [; e isso
implica que Ws(1) > 0. Visto que )7\/\2(1) >0e 17\/\1(1) > 0 entao )7\/\2(:6) >0em Ire
17\/\1 (x) > 0 em I e devido ao entrelagamento dos zeros temos I, C I;. Usando a relagao
de recorréncia para n = 2, o fato de d3 > 0 e de I, C I; segue que Wg(:pf)) < 0;
isto juntamente com I3 C I, devido o entrelacamento, implica que )7\/\3(1) > 0. Assim,
recursivamente, mostra-se que W (x nn 11)) < 0 e, portanto, Wn(l) > 0, para todo

n. O

4.2 Aproximacao em (),

Nesta se¢ao iremos propor um método sobre aproximacao de fungoes f por sequéncia
de funcgoes em €2,,. Antes de propor o método vamos fazer uma breve introducao sobre
séries ortogonais. A referéncia utilizada ¢é livro de G. Alexits [3].

Seja 1 uma medida positiva [a,b]. Vamos denotar por L}p o espaco das funcoes
reais [ mdédulo integraveis em [a, b], ou seja, o espago das fungoes f tal que a integral
f |f(x)|dy(x) exista. E seja L?p o espaco das funcoes reais f quadrado integrdveis em
[a, b], ou seja, o espago das fungdes f tal que a integral fab f2(x)dip(z) exista.

Uma sequéncia {¢,}n>0 de fungées quadrado integraveis ¢ dita ser ortogonal em

la,b] com relagao a medida 1, ou simplesmente um sistema ortogonal se

(s o) = / on(@)om(@)dp(z) =0, mAn, (4.13)
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onde ¢, sdo fungdes nao nulas em quase toda parte do intervalo [a, b]. Vamos denotar

por || - |2 a norma induzida pelo produto interno (4.13)), ou seja,

1/2

i = { [rPa} (414

O sistema ortogonal é chamado de ortonormal se ||¢,||2 = 1 para todo n > 0. Qualquer
série Y cppn () construida formalmente com fungoes de um sistema ortogonal, onde
¢, 1 =1,2,...sa0 nimeros reais arbitrarios, ¢ chamada de série ortogonal. Entretanto,

se os coeficientes ¢, sao os coeficientes de Fourier, isto é,

1

Cpn = T3
T el

b
| el f@lduta), (115)
a

a série ortogonal é conhecida como expansdo ortogonal da fun¢ao f. Quando o sistema
ortogonal é formado pelos polindémios trigonométricos {1, sen(nz), cos(nz)},>1, a série
ortogonal da funcao f é bem conhecida como série de Fourier, e se o sistema ortogonal
for a sequéncia de polinémios ortogonais de Legendre {P,},>0, a série ortogonal é
chamada de série de Fourier-Legendre.

Vamos denotar a soma parcial da expansao ortogonal de f por

n

Su(f;2) = cxpr(x). (4.16)

k=0

A diferencga entre a série ortogonal e a expansdo ortogonal é que a soma parcial S, (f; ")

satisfaz uma propriedade de minimo:

Teorema 4.12. Seja f € L2, {¢n}n>0 um sistema ortogonal e X, o espaco vetorial
de dimensao n + 1 gerado por o, p1,. .., pn. Entao, S,(f;-) € a melhor aproximag¢ao
de f em X,, isto €,

If = Sa(f;)l2 < |If = gll2, paratoda g € X,. (4.17)

O problema de encontrar S, (f; ) recebe o nome de método dos minimos quadrados
(MMQ) em X,,. [3 23].

Exemplo 4.13. Se {P;}r>0 sdo os polindmios de Legendre e X, = span{P; : k =
0,...,n}, entdo S,(f;-) € uma aproximacao polinomial de grau n para a fungao f

obtida através do método dos minimos quadrados.

Uma propriedade importante dos coeficientes da expansao ortonormal é que os

coeficientes sao dados explicitamente por (4.15)) e satisfazem a desigualdade de Bessel

00 b
Zés/ﬁmww. (4.18)
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Disto também segue que os coeficientes ¢, convergem para zero se f € pr. Uma
caracterizagao sobre a completeza dos sistemas ortonormais é dada pela equacgao de

Parseval

00 b
> = [ P (4.19)

Esta propriedade de completeza do sistema ortogonal é consequéncia da teoria de con-
vergéncia das expansoes ortogonais. E bem conhecido que se o sistema ortogonal é
uma sequencia de polindmios ortogonais ou trigonométricos, entao ele é um sistema
completo. Esta completeza garante que S, (f;-) converge para f em L?/}.

H& também resultados sobre a convergéncia pontual de S, (f;-) para f. Por exem-
plo, para as aproximacoes com um sistema de polinomios trigonométricos, se a fungao f
for suave por partes em [a, b], entdo nos pontos de continuidade de f, S,(f;-) converge
para f, e nos pontos de descontinuidade S, (f;-) converge para a média da desconti-
nuidade. Existem também estudos de convergéncia usando funcoes nticleos como, por
exemplo, o nicleo de Christoffel-Darboux. Detalhes sobre resultados de convergéncia
de expansoes ortogonais podem ser encontrados com detalhes em [2] 3], 37].

Daqui em diante vamos fixar ) uma medida positiva em [—1, 1] tal que

b

e definir as medidas 14 e g dadas por

x xT 1
— [ V1= 2dp), — [ ). 4.21
¢A<x> /1 ¢() 77Z)B(x) . m lb() ( )
Ainda, para f € L} , vamos definir as normas || - ||z e || - [l4 por

|mu:{fU@WWAmF7 th{/hﬁﬁ@ﬂwyé (4.22)

1 -1

Nosso objetivo é descrever um método alternativo para aproximar funcoes perten-
centes a LiB por fungoes em €2,,. Devido a natureza do espaco €2, os casos com n par
e impar devem ser analisados separadamente. Pelo Teorema temos que quaisquer

f € Qs e g € Qg1 podem ser unicamente escritas como

n

n—1
f@) =" aWa(2) + > 0PVT = 22 W1 (2), (4.23)
§=0

J=0

g(z) = Z ag-QnH)ngH(x) + Z b§2n+1)\/ 1 — 2®Wy,(x). (4.24)
=0 =0
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Por motivo de clareza vamos denotar

n n—1
G(agn; bgn; $) = Z ag-zn)ng (33') + ngn) V 1— $2W2j+1 (IE), (425)
7=0 j=0
G(azns1ibansr;2) = Y al I Woia(@) + D 0 IVT —a2Wy(x),  (4.26)
j=0 j=0

onde a,,, b, sdo os vetores com entradas reais

ap = (™ ala ) e b= (00 0) (4.27)

Vamos definir formalmente as séries ortogonais hibridas como sendo as do tipo

> a W) + D 0PIV = a2y (), (4.28)

<

oo o0
Z CL§»2n+1)W2j+1 (.T) + Z b§-2n+1) Vv 1— $2W2j (13), (429)
=0 j=0
onde {W, }n>0 sdo as fungdes de ortogonalidade hibrida do Teorema e {a§m)}j20 e
{b§m) }i>0 sdo coeficientes reais. As somas parciais das séries ortogonais hibridas sao as
dadas em (4.25]) e (4.26)), respectivamente.
Podemos obter uma expressao fechada para os coeficientes em (4.23)) e (4.24)). De
fato, se multiplicamos (4.23) por Whj1 e integramos com respeito a medida ¢ em
[—1,1], entao usando as propriedades de ortogonalidade hibrida (4.6)) determinamos

que b§2n) é

. 1 ! _
bg.z ) = —/ f(@)Wajsi(x)dy(z), para j =1,2,...,n— 1, (4.30)
—1

P2j+1

onde pg;+1 € como em ((4.6]).

Para obter os coeficientes a§2n), para j = 0,...,n, multiplicamos (4.23) por W,

e integramos em [—1, 1] com relagdo a medida ¢ 4. Usando a ortogonalidade hibrida
(4.6) juntamente com o Lema 4.5 obtemos

1
P2ja§-2n) + azjbﬁ"f + 02j+1b§-2n) = / f($)W2j (x)d¢A(x), (4'31>
-1

7=0,1,...,n, b(ﬁl) :bgn) =0 e 0; como no Lema

Inspirados nos coeficientes deduzidos para f € €2y, vamos definir a soma parcial da
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expansao ortogonal hibrida da func¢ao f em €y, como sendo

G(f; ctan; Boy; @) Za COW,,i(x) Z BN = B2 Wi (20), (4.32)

7=0

onde B,, e s, sdo os vetores cujas entradas BJ(»Q"), a§2n) satisfazem (4.30)), (4.31)),
respectivamente.
Da mesma forma vamos definir a soma parcial da expansao ortogonal hibrida da

fungao f em Q9,11 como sendo

G(f; aoni1; Bopi1i ) = Z @§2H+I)W2j<x) + Z 5]('2n+1) V1—a*Wy(x), (4.33)

5=0 5=0
(2n+1) (2n+1) .
onde @11, 39,41 denotam os vetores com entradas «; , B; , respectivamente,
dadas por
(2n+1) 1 ! -
B = p_ f(x)Whj(x)dy(z), para j =0,1,...,n, (4.34)
25 J-1

e

1
p2i10 " a1 B 4 gy BT = / (@)W (z)dipa(z), (4.35)
1

7=0,1,...,n, S:Lfrl) =0 e o; como no Lema.

Em suma, dada f € LQB, nosso objetivo ¢ estudar as propriedades de convergéncia
das expansoes ortogonais hibridas, ou seja, estudar a convergéncia de somas parciais
G(f;oum, B,,;°) € Q. Veremos que esta aproximagao vai minimizar, em certo sentido,
ambas as normas ||f — G(f;am;B,.;)|la e ||f — G(f; am; B,; ) |ls. Por isso iremos
nos referir a G(f; ap, 3,,;-) como aproximagao da fungao f via o método de minimos

quadrados modificado.

4.2.1 Método dos Minimos Quadrados Modificado

Nesta se¢ao descrevemos as propriedades da aproximacao G(f;au,;B,,;) € Qm,

m?

m > 0. Dentre tais propriedades temos uma propriedade de minimo envolvendo as

normas || - ||4 e || - ||z € uma desigualdade do tipo Bessel.

Teorema 4.14. Seja f € L, defina T;(f f f(x z)dy(z), j>0e

B = Bulf) - ( ™6 ﬁ{?ﬁiw)

o vetor cujas entradas com m = 2n e m = 2n + 1 sao os coeficientes das expansoes
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ortogonais hibridas (4.32) e (4.33), respectivamente, isto é

T, Ly;
ﬂ;Qn):Lm’j:l,Q,...,n—l e B = ) 501 e (4.36)
P2j+1 P2j

Entao, para todo vetor a,, temos
I = G(fsam; Byi)|lp = min || f — G(am; bm; ) || -

Demonstrag¢ao. Vamos fazer a prova para m = 2n. Note que

If = G(azn; bans )5

1 n 1 n—1 (2n) n—1 om)
= flx)— W (z dy(x) — 2 BT (f) + RERIENN
/| 0= 3ol ) =230 () + T P
r 12
1 n n—
_ (2n) 1 (2n)12 _ 51 (2n) p(2n) ,
7/71 Jz::oa] Wh; (z md¢(x)+§{[bj 2 - 2580 gy
- 52
1 n—
n 1 . .
:/1 Z R NED 17m2d¢( z) — 2[3( )2 ,023+1+Z B2 JQ 2241
_ s 2 2

Entao, o minimo com relacao a b§-2n) ocorre quando b§2n) = BJ@").

Uma forma alternativa de fazer a demonstracao deste teorema é considerar o

sistema de equacgoes

=0, k=0,1,....n—1.

O caso de minimizar ||f — G(azn+1, bayt1;+)||% ¢ andlogo.
0

Teorema 4.15. Seja f € L3, , defina J;(f f flz r)V1 —22di(z), j >0 e

a, =a,(f)= (oz(()m),ozgm) e 70‘({(2—1)/%)

o vetor cujas entradas com m = 2n e m = 2n + 1 sao os coeficientes das erpansoes

ortogonais hibridas (4.32) e (4.33), respectivamente, isto é

P2ja§2n) + 09, 3(27711) + 02j+15]('2n) =J25(f), 7=0,...,n, (4.37)

(2n) _ T(LQn)

com =0e

p2]+104( 2 + 09 2j+ /6(271 + 0o j+25]2n ) t72j+1(f)7 j = Oa sy 1y (438)
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= i 4.5 4.5
com B, ' = 0. As constantes sao p; e o; como no Lemal|4.5 e Teorema|4.5, respec-
tivamente. Entao,

1f = G(f3 0tmi B )lla = min | f = G(fs am; Bni ) a-

Demonstracao. Vamos fazer a prova para m = 2n. Note que
If = G(f; azn; Bani )4
1 n—1 2
— / [f(x) ZB O T = 22 Waji (z )] V1 —22dy(z) — 22a§2n).72j(f)

1 ey

n 2
(2n 2n 2n
+Zaﬂ B2 on; + 6] )02]-+1]+Z[a§- )} P2j
j=0

:[Iﬂ@ E)V”mfo@M>]v%w%W@

1

=0
) ST e en)?
@ 2 2
_Z[O{n} 023 [ Oéjn] /02j'
7=0
Entao, o minimo com relacao a a§2n) ocorre quando ag»Qn) = 0452”).

Uma forma alternativa de fazer a demonstragao deste teorema é considerar o sistema

de equagoes
Ol f — G(azn; Ban; )%

=0, k=0,1,...,n

O caso de minimizar ||f — G(f; aznt1; Bons1; +) |5 € andlogo. O
Observagao 4.16. Se F € (), entao G(F; am; B,,; ) = F(x).

Observe que para toda funcao f em L%sz temos as desigualdades

1 lla < ([ fll2 < [If]ls- (4.39)

Tais desigualdades serao bastante utilizadas no decorrer dos préximos teoremas. O
resultado a seguir fornece estimativas para os coeficientes da aproximacao

G(f; am; B,,; ) de fungoes f integréaveis.

Proposicao 4.17. Se {W, }n>0 € uma sequéncia normalizada e uniformemente limi-

tada, i.e., existe M € R tal que
(Wi (z)| < M para todo x € [—-1,1] en >0 (4.40)
e f:[-1,1] =R é tal que || f]i = [}, |f(2)|dp(x) < oo, entdo

871 < M| fll e laf™] < 3M| flly, m>1. (4.41)
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Demonstragao. Consideremos m = 2n. O resultado para m impar é andlogo. Usando
a definicao dos coeficientes BJ(-Q") e oz;%) da soma parcial (4.32)) temos

1
Eil S/_ |F(@)[Waja () |dy () < M| f]1,

1

1
™| < / | (@) Wi (2)VT = 22| dip() + |oa;]| 87| + |oage 18]

1
< M| flly + oo | M| flly + o241 [ M| f]1-

Para concluir o resultado, usando o Lema e a desigualdade de Holder (ver por

exemplo [12]), obtemos

o0l = \ / VI PWi(a)WVI = Wer (2) (o)

< IVT = 22We|l2 VT = 22Wi_1 ||
< IV1T = 22We||5 V1 = 22Wi |5
= [Willa [[Wi-1lla = Vor V-1 = 1.
O

Alguns exemplos de sequéncia de fungoes {W,, },>0 ortogonais hibridas e uniforme-
mente limitadas serao mencionados em sec¢oes posteriores, inclusive resultados sobre
limitagao uniforme serao obtidos como aplicacao da desigualdade do tipo Bessel des-

crita a seguir.

Teorema 4.18 (Desigualdade tipo Bessel). Sejam f € L7 _, oz,(gm) e ﬁ,im) 0s coeficientes
da aprozimacdo G(f; am; B,,;-) dados nos teoremas e 4.15( Entao,

n n—1
2n 2 2n 2
>, (0%( )> prit Y <51( )> pairr < || fl1 %
] =0

1=

n 2 n 2
> (@) oo+ 30 (87) s < U5l
=0 =0

7=

Em particular, se p; =1 para todo © > 0, entao

m/2] ,  Lm=1)/2 )
S (™) + S (B™) < (1.42)
=0 1=0

Demonstragao. Faremos a prova para o caso m = 2n, e o outro caso é analogo. Pri-

meiramente observe que
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/[f(ac)—G(f;am;,@%;x)]wgi(x)\/l—xde(x):0, i1, .n  (4.43)

1
Isto implica que

2 2

n

S o,

j=0

n—1
I1f = G(f: aton; B )5 = Hf —V1—a? Zﬂj@n)sz—l
=0

A A
Disto segue
n 2 n—1 2
Z 04§~2n)W2j <|f-V1-2? Zﬁ;gn)w2j—1
j=0 A Jj=0 A
n—1 2 n—1 9 n—1 2
2n 2n 2n
<= VI=a2 Y W | < IIE =20 (B57) o + || D0 B W
J=0 B j=0 j=0 A
Para finalizar usamos a ortogonalidade (4.6) para garantir que
n 2 n 9 n—1 2 n—1 9
2n 2n 2n 2n
S a Wyl =3 (o) gy e | W] =3 (87) e
Jj=0 A Jj=0 7=0 A 7=0

[]

Como consequéncia imediata temos

Corolério 4.19. Considere a sequéncia {W,}n>o normalizada. Se f € Lj e

ag, Br sao os coeficientes da expansdao ortogonal hibrida de f em $,,, como no Te-

orema[{.18, entao

lim o =0 e lim B = 0. (4.44)

k—o0 k—o0
Vamos reescrever a aproximagao pelo MMQ modificado G(f; an; 8,,;) com o in-
tuito de iniciar a andlise sobre a convergéncia. Sejam f € LzB, a sequéncia {W, },>o de

fungbes ortogonais hibridas normalizada e G(f; auy,; 3,,; ) a funcao obtida via MMQ
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modificado. Entao, usando a definicao dos coeficientes podemos reescrever
G([; aan; Bayi y) Z Qo )WQk )+ V1 Z ﬁngWQkH Y)
/ [Z W, (2)War(y ] )| VT = 22di(x)
+ / f(z) ZW%H MWWapia( )] V1= y?dy(z)
-1
1
- / f(@) Z o2 War—1(2)Wak(y )] dy(x)
-1

n—1

— /1 f(x) ZUQkHWQkH(x)WQk(y)] dy(z),

| k=0

n

G(f; @2ni1; Boni13y) = Z 217:1)1/\/2%1 )+ /1 — Zﬁ(2n+1 Wai(y)

k=0

/ [Z W1 (2)Wap1 (y )] V1—a?dip(x)
—l—/_lf(l‘ ZW% IWai( )] V1= yrdy(z)

— /_1 f(x) Zangng WWapia(y )] dy ()

n—1

—/_lf(x) 202k+2W2k+2($)W2k+1(y)] dy ().

Lk=0

Se a medida v é simétrica em [—1, 1] segue que ¢,, = 0 para todo m > 1 e entao,
pelo Lema , temos que o, = 0, para todo m > 1 e a expressao para G(f; am; G,,; ")

se reduz a

(f Qo B3, y / [Z Wzk WQk ] Vv1-— x2d¢(x)

/ [Z W2k+1 W2k+1 )] v 1-— y2d¢(x), (445)
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G(f; @on+1; Bont1iy) = / [Z Wopi1(2)War 1 (y )] V1—z?di(z)

/ [ZW% )Wai( )] V1= yrdy(a). (4.46)

Além disso, para o caso de medida v simétrica conseguimos simplificar ainda mais

a expressao para G(f; aun; B,,;°)-

Lema 4.20. Seja {W,}n>0 a sequéncia normalizada associada a medida v simétrica.
Entao,

1 Want2(2)Wan — Wan Wo, (z
ZWZk WWar(y) = { 22 () Ve (yz 22 +2(y) Wanl( )]’
V2n+272n+1 e =y
1 Wanaa(x) Wy, — W, Wit (2
szm Wi (y) = { 21 (2) War1 (0) = Wonss () Wor >] |
V2n+372n+2 T —y

Demonstragao. Como 1 é simétrica, entao ¢, =0 e d,, = Y /Ym—1. Definindo

Tonto)r, y] = Wani2(2)Wan(y) — Wani2(y)Wan (), (4.47)

temos

Tiont2)lz,y] =
= Yont2[2Won1(2)Wan(y) — yYWant1 (y) Wan ()]

= Yon+2 Y241 Wan () Wan(2)[2% — 42 — Yont2 dont1[3Wan () Wan—1(x) — yWan () Wan_1(y)]
Yon+2don+1dap

= Yon+2 V2n+1 Won () Wan () [352 - y2] + TT(%) [, y]
n
1
= Yont2 Vo1 Wan (1) Wan (2) [2% = 1°] + Y2n+2 Yans1 ——— Tion [2, Y]
YonY2n—1
e recursivamente o resultado segue. A outra soma segue de forma andloga. O

Na préxima se¢ao usaremos o resultado do LemaMpara simplificar G(f; am; Bn; )
e estabelecer resultados sobre a convergéncia pontual do MMQ modificado. Até o mo-
mento para o caso ¢ nao simétrica ainda nao conhecemos uma simplificacgdo como

esta.

4.2.2 Convergéncias com o MMQ Modificado

Nesta secao, fazemos um estudo sobre a convergéncia da aproximacao pelo método

dos minimos quadrados modificado. Resultados envolvendo a convergéncia na norma
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| - ||a foram obtidos. Com respeito a convergéncia pontual foram estabelecidos resul-

tados para o caso em que a medida 1) é simétrica.

Teorema 4.21. Seja [ € L%/’B e G(f:am:bm;-) a aprozimagio para f obtida em Q,

através do método dos minimos quadrados com respeito a norma || - ||g, ou seja,

”f_G(.f7ém76ma)HB = min Hf_G(amvbma)HB

my,Pm

Se
”f - G(fvémabma )HB nio)o 07

entao
If = G(f; @tm; Bu; M4 ™30,
sendo G(f; am; B,,; ) a aprozimacgdao via MMQ) modificado.

Demonstracao. Usando o Teorema temos

If = G(f:8m; b, )|z = min [|f — G(f:ambu; )5

am,Dbm

= min || f = G(f; am; Bi )l s-

Isso implica que G(f;a,;,;03,,;:) ¢ a aproximagao pelo MMQ com respeito a norma
| - ||z. Portanto, do Teorema e da desigualdade (4.39), dada qualquer f € L7
temos que

If = G(f; 0tm; B Ma < \If = G(f58m; B )la < f = G(fsam; By )l B

e isso conclui o resultado. O

Vale observar que enquanto G(f; a; 3,,; -) tem um forma explicita para se calcular

todos os coeficientes, encontrar G(f; ém; B,,; ) requer calcular:

° f_ll Wk (2)Waj () dw(z) e f f(@)Way(x )\/ﬂ, no caso que m = 2n;

° f_ll W1 () Wajia (2 dw(w e f f(2)Wapiq(x ) 2, no caso que m = 2n + 1;

Vi—z?
e E resolver um sistema linear de ordem (n 4+ 1) X (n + 1) para determinar os
coeficientes de a,,, com m = 2n ou m = 2n + 1.
Corolario 4.22. Seja f uma funcao real definida em [—1,1] e k = 0,1. Se existe
uma sequéncia de fungoes {fi}i>0 € Qaniw que converge uniformemente para f, entao
G(f; tantr, Bopsr; -) converge para f na norma || - ||a.

Demonstracao. Vamos fazer a prova para k = 0; para k = 1 é andloga. Fixemos
= (f_ll dip(z))Y2. Dado € > 0 existe f; € (, tal que para [ suficientemente grande

|f(z) = filz)] < QLVO para todo = € [—1,1].
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Seja G(f;aan,, By,; ) a aproximagao pelo MMQ para f em Qy,. Entao,

||f_ G(f;gl%z;ﬁ%w )HB < ||f leB

l\DIm

Portanto,

|f — G(f; 24, Bop; )|z = 0, n— 00

e pelo Teorema concluimos

|f — G(f; @an, Bop; )la — 0, n— 0.

Coroléario 4.23. Seja f definida em [—1,1] tal que as fungoes

flx) = (=1)"f(=x)
Va2

sao continuas em [—1,1], K = 0,1. Entao, G(f; 0tanix, Bopyw: -) cOnvErge para a funcao

f(@) + (=1)"f (=),

f na norma || - ||a.

Demonstracao. Faremos o caso em que Kk = 0. O caso com k = 1 é andlogo. Como
[f(z) + f(—=x)]/2 é par e [f(x) — f(—x)]/2V/1 — 2? é {mpar, usando o Teorema de
aproximacao de Weierstrass ([23]), dado qualquer ¢ > 0, existe uma sequéncia de

polinomios pares p,, e impares ¢,, e N € N tais que se n > N, entao

flx) + f(=2) f(@) — f(==)
‘ 2 ' 2\/@

Seja F(z) = pan(x) + V1 — 22 gon—1(x) € Qon. Disso segue que F converge uniforme-
mente para f. Com efeito,

— Gn()

<

DN | ™

|f(z) — F(z)| = JWP2N( )+ V11— { (23/#%) —Q2N1(x)H
_|f@) + f(-a)
- 2

‘f (=)

< €.

— P2N

e )

]

Observacao 4.24. A hipétese do Coroldrio ¢ equivalente a f ser uma func¢do
continua tal que lim, ,1[f(z)—f(—x)] converge para zero pelo menos tao rdpido quanto

Va?z—1 para k =0 e lim, 41 [f(x)+ f(—x)] converge para zero pelo menos tao rapido

quanto vx? — 1 para k = 1.

Teorema 4.25. Se f € Lj_ entio G(V1—22f; Qonyy; Boy,y, ) converge para



Aproximagao em 2, 69

V1 —22f na norma | - ||a para k = 0,1. Em particular, se f/v1—a? € L} entdo

G(f; Qontw; Bopsy;*) converge para f na norma || - || a.

Demonstracao. Seja vy = (f_ll dig(z))*/2. Usando que o espaco das funcdes continuas,
C[-1,1], é denso em L7, (detalhes em [12, p. 351])), dado € > 0, existe h € C[—1,1]
tal que || f — hl|p < /€/2. Isso garante que

If = Rlla=IV1—2a2f = V1—a?hllp < |If = hllz < Ve/2.

Como h é continua, da prova do Corolério segue que existe N € N tal que
V1 — x%h(x) pode ser aproximada uniformente por fungdes em oy, ou seja, existe
F € Qon tal que

V1 —a2h(z) — F(x)| < ﬁ

21/0 .

Assim,

_ /_ Z[M (@) — V1= 22h(z) + VI = 2h(z) — F(2)]?
= I S+ I T
o /_ 11[\/@ F(x) = VI = 2h(@))[F(z) — VI = 2h(x)

/_ WVI= 22 () — Fla)? ai(z)

1
1
1

ﬁd¢(x)

Desta forma,

V1 —a2f — FII5 < |h— fl4+IF —hvl-a2|

+ ’2/1[\/ 1 —22f(x) — V1 —22h(z)|[F(x) — V1 — 22h(z)] !

V1— 22

dip(z)],
e usando a desigualdade de Holder obtemos

V1 —a2f = Fllp < Ih— flI4 + IF — hv/1 — 225
+2|lf = hllallF = V1 —a?h] s
<e/d+e/d+2e/2-\e/2 =

Portanto, em 5
VI = 22f — G(f; 8an; Bons b < V1= 22f = Fll} < e

e do Teorema |4.21] o resultado segue. O]

Os préximos resultados garantem condigoes suficientes para aproximar pontual-

mente fungdes f com G(f;am;B,,;:) € O, por fungdes {W, },>0 que satisfazem a
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ortogonalidade hibrida com medida ) simétrica em [—1,1]. J4 comentamos que neste
caso a sequéncia {W,, },>¢ é composta por polinoémios simétricos em [—1, 1] com relagao
a medida 4.

Nosso objetivo é estabelecer condigoes para a funcao f de modo a termos con-

vergéncia pontual, ou seja,
|f(z) — G(f; am; B,,; )| = 0 para m — oo. (4.48)

Sejam f: [—1,1] = R e ay, B,, os coeficientes de G(f; aun, B3,,;-) dado em termos da
sequéncia {W, },>0 normalizada com v simétrica. Usando a definigao dos coeficientes

juntamente com o Lema [4.5 para m = 2n temos

1

ﬁ](.Qn) = BJ(%)(f) = / f(@)Wajt1(x)dyp(x), para j =0,1,...n—1, (4.49)
-1

a§2") = a§.2n)(f) = /1 f(@)Whj(x)V1 — 22dip(x) para j =0,1,...n. (4.50)
-1

A seguir apresentamos resultados para a convergéncia pontual usando G(f; an; B3, ),

com m par. Os resultados com m impar sao analogos.

Lema 4.26. Seja {W, }n>0 a sequéncia normalizada associada a medida v simétrica.
Entao,

<1 para todo n > 0. (4.51)

n
Demonstracao. Usando a recorréncia de trés termos para W, e a ortogonalidade hibrida
temos

1 1
l=p,= / W2(2)V1 — 22dip(x) = %/ IWp(2)Wy1(2)V1 — 22di)(x).

—1 —1
Desta forma, usando a desigualdade de Holder com respeito a medida 14 temos

= ‘/_1 Wy (2)Wh—1(2)V 1 — 22dip(x)
< leWalla Wailla < Vpu v/or—1 = 1.

1
In

]

Teorema 4.27. Seja {W,, }n>0 a sequéncia normalizada associada a medida 1 simétrica.
Se a sequéncia {W,(y)}n>o € uniformemente limitada emy € [—1,1] e f: [-1,1] = R
¢ tal que

fx) = fy)

LZJ(m) = 5172 o y2

el (4.52)

entio |G(f; ;B3 y) — f(y)| = 0 quando n — oo, ou seja, G(f; am, B,,:y) converge
pontualmente para f(y).
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Demonstragao. Vamos considerar m = 2n o outro é andlogo. Vimos em (4.45)) que

G(f; aon; Baniy) / [Z Wo,(2)War (y ] V1—22dy(x)

+ /1 —12 /_1 f(z) [Z W2k+1(5€)W2k+1(y)] ().

Vamos definir os nticleos simétricos
ZW% Wa(y) e Ka(z,y) szk-i-l IWaii1(y)-

Pela ortogonalidade (4.6, independentemente de a medida v ser ou nao simétrica,

temos

/_ i)V 2dile) =1 o / Kol pab(a) =

Segue do Lema que

Ki(z,y) = 1 |:W2n+2 (x)Wzn(yZ — V\;QHH (y)WM(Q;)}
Yon+2Y2n+1 2 —y
e
Koz, y) = 1 [Wzml(m)Wzn—l(yg — V¥2n+1(y)W2n_1(x)] '
V2n+172n T4 —y

Desta forma, podemos reescrever G(f; aon; Bs,;y) — f(y) como

/_ [F@) = T (VT =2 () + VT =y / fy)|Ka(z, y)dy (@)
Y [ /_ Ly(2)Wapn o (2)V1 — 22 xzdw(x)]

Y2n+272n+1 1
1 1
— —————— W 10(y) U Ly(2)Wap(2)V1 — x2dw(9€)]
Y2n+272n+1 -1
1

V2n+172n

VI | [ LWt

Yon+172n 1

+V1 =92
1

Warrs) [ [ Lot

Entao identificando as integrais com os coeficientes dados em (4.49) e usando a desi-
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gualdade triangular segue que |Ga,(f; @an; Ban;y) — f(y)| € limitado por

1 2n 1 n
| W WIBLULY) |+ |————| Wan ()| B (L) |+
Yon+2Y2n+1 Yont2Y2nt1

1 1 )

—————| [Wap— o (L,)| + Way, o (L),
W Il (L)) + | ———| Wara oL

Para concluir usamos que |1/7,| e W, (y) sdo uniformemente limitadas, e o Corolério
4.19| para garantir que a,(Ly) — 0 e B,(L,) — 0 se n — oo pois L, € L, . O

Como vimos no Teorema [£.27] a convergéncia pontual s6 foi estabelecida para medi-
das simétricas. Entretanto, experimentos numéricos tém mostrado interessantes com-
portamentos com relagao a aproximacao pontual mesmo com medidas nao simétricas.
E importante observar que as aproximacoes pelo método dos minimos quadrados mo-

dificado satisfazem

G(f; aon, By, —1) = G(f; aon, By, 1), n >0, (4.53)

G(fa QAon+1, /62n+1’ _1) = _G(fv Aon+1, B2n+17 1)a n Z 0. (454)

Desta forma, dada uma funcao f genérica, é natural que as aproximacoes nao sejam
boas em x = 1. Entretanto, isto nao oferece restricao ao método. De fato, considere

as fungoes definidas por

1

9O (f;2) = flz) - SIF () = f(=1)]=

9052 = () = 3LFO) + F(-1)]

Note que ¢ (f;1) = gO(f;=1) e gV (f; —1) = —¢gW(f;1). Entdo, podemos conside-
rar as aproximacoes, pelo método dos minimos quadrados modificado, para as funcoes
g O(f;-) e gV (f;+) como sendo as fungoes G(g; aan, Ban, *) € G(gYV; ani1, Bonst;)-
E, por esta razao, temos as aproximacoes para a funcao f

Nonl f52) = Gg%; s, B, ) + 5 [F(1) — F(~ D)z

ou

N2n+1(f§ x) = G(9(1)§ a2n+17/82n+17 x) + %[f“) + f(_l)]

Nas figuras abaixo, ilustramos testes numéricos fixando a medida 1) nao simétrica
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dada por dy)(z) = (1 — z)dz e a fungao

exp(—1/2), sex € [-1,0],

f(z) =
@) exp(—) se z € (0,1].

Consideramos, no experimento, as aproximacoes G(f; &, Bs,,, ) € Non(f,-) paran =5

e n = 12. Vale observar que f nao respeita a simetria nos extremos do intervalo,

representadas por (4.53]) ou (4.54), e é descontinua na origem. Entretanto, mesmo

a funcao f nao possuindo essa simetria nos extremos do intervalo, as aproximacgoes
G(f; aan; By,; ) tém bom desempenho e parecem convergir em (—1,1). Usando as
aproximacgoes Na,(f;-), observamos uma melhora da aproximagao nos extremos r =
+1. No ponto de descontinuidade da funcao, as simulacoes sugerem uma convergencia

para a média dos pontos de descontinuidade, conforme acontece para série de Fourier

2.

0.8

0.4 0.4

0.2 0.2

L L L L

|
|
i
i
i
i
i
i
; .
y

.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 4.1: Aproximacoes G(f; aan; By,;¢) para f comn =5en = 12.

— fx)
= Noy(fx)

0.4 0.4

0.2 0.2

-1.0 -05 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 4.2: Aproximagoes Na,(f;-) para f comn =5en = 12,
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4.2.3 Aplicacoes: Estimativas no Espaco (2,

E sabido [21, p. 33] que os polindémios ortonormais de Chebyshev de primeiro tipo

sao uniformemente limitados em [—1, 1], isto é,
T, (z)| < \/2/m paratodo n>0, z¢€[-1,1]. (4.55)

Por outro lado os polinomios de Chebyshev de segundo tipo e os de Legendre sao
uniformemente limitados em qualquer subintervalo préoprio do suporte da medida, que
é (—1,1) [21, p. 40]. A seguir vemos alguns exemplos de sequéncia de fungoes em €,
que sao uniformemente limitadas e resultados tedricos sobre limitantes uniformes para

as fungoes W, de ortogonalidade hibrida .

Exemplo 4.28. Sejan < 0 e dip,(z) = e arccos(z) dy: - Entdo a sequéncia de funcdes
reescaladas YW, associadas a medida positiva 1, € uniformemente limitada em todo
subconjunto prdprio de [—1,1].

Com efeito, seja f(z) = (1 — ;EZ)W%,Q(JJ) € Qy,. Consideramos o conjunto
{To (), V1 — 22T 1 (2),...,V1—22T(x), To(x)},

onde T; sao os polinomios de Chebyshev ortonormais, que é uma base para {2,,. Entao,

n

flz) = ( Tzk()"‘\/l_chZB;nTzkH ).

k=0
Usando a ortogonalidade da sequéncia de polindomios {7, },>0 segue que a,(fn) e ﬁ,g?")
sao os dados por

1
ﬁ]@") = / f(x)Thj11 () dx, para j =0,1,...n—1, (4.56)

b
(1— a?)
(2" / f(x)Ty(x dx para j =0,1,...n. (4.57)

Vale observar que a sequéncia {7}, },,>0 pode ser interpretada como uma sequéncia de
funcoes de ortogonalidade hibrida associada a medida 1 dada por
dip(z) = 1/(1 — 2®)dz, embora a medida ndo satisfaca a condi¢ao (4.20)), pois a in-
tegral f_ll 1/(1 — 2?)dx diverge.

Entao, usando a desigualdade triangular, a desigualdade

1/2
Z leel < Vn+1 (Z ) , (4.58)

k=0

o fato de {7, },>0 ser uniformemente limitada, e parte da demonstracao do Teorema
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418 temos
2 n n—1
|f(z)] = \/; (Z ‘al(fn)‘ n Z ‘5£2n)|>
k=0 k=0

n -1 1/2
2(2n +1) (Z(a’(fn))z n (/61(;”))2>

T
k=0 k=0

2(2n +1) (/_1 U(gy)ﬁﬁdaz) 1/2. (4.59)

™ 1

3

Temos que 0 < arccos(z) < 7 e —n > 0 entdo 1 < exp(—2n arccos(z)) e,

1
(1 — 22)3/2

dr = V1 — 22[(1 — 2*)2dz] < V1 — 22(1 — 2°) " 2dyy, (). (4.60)

Usando que f(z) = (1 — xz)WQn—z(x) é facil ver que

0= Pl < 225, (4.61)

com pPa,—o = f_ll[Wgn_g(x)]Q\/l — 22dy,(x). Vimos no Exemplo {4.4| que

o mm A+ DA+ in)w
Pm = 22m+167r77|r(2'n_+_m+ 2)|2

Além disso, note que (m+3)pm — 0. De fato, considerando a série

> o v/ (m =+ 3)py, temos que

P (m A1)
Pm—1 - 4777,2

e usando o teste da razao segue que a série converge e logo o termo geral vai para zero.
Portanto, o lado direito da desigualdade (4.61) é limitado para todo n. E isso
conclui o resultado para a sequéncia {W,, },n>0 com indice m par. Para indice m impar

a demonstracao é andloga.

Teorema 4.29. Sejam {W, }n>0 a sequéncia de funcoes de ortogonalidade hibrida

associada a medida v e A um subconjunto de [—1,1] tal que
IWh(x)| < p(x) para todo x € A, n=0,1,2,....

Sem >2eF € Q, o € nao negativa em supp(v)) C [—1,1], considere a medida 1*
dada por

Pr(x) = /x M(t)dy(t), T(z) = (1—a*)F(z) (4.62)

-1

e seja {W:}tn>0 a sequéncia de funcoes de ortogonalidade hibrida associada a medida
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Y*. Fizando L = max F(z) temos

zE€supp(Y)
IT(x)Wi(x)|] </ (m+ 1)L (), para todo x € A, n=0,1,2,....

Demonstragao. Sem perda de generalidade vamos supor que W, e W) sao normalizadas
e que m = 2. Note que II € Q,, e entao II(x)W!(x) € Q. Pelo Teorema |4.2| temos

l4+n l+n—1

W2n Z akWQk —|- V1— 2?2 Z biWhki1 (23) (4.63)
k=0

(§]
I4+n l+n
(z) Wy (2) =Y axWarsa (z) + VI =22y bpWar(). (4.64)
k=0 k=0

Usando a ortogonalidade hibrida da sequéncia de fungées {W, },>o e definindo by =

b_1 = b =0 temos

1
/ ()W (2) Wt (2)dib(z) = by 0 <k <n41—1,

1

1
/ H(x)Wgn(x)WQk(x)\/ 1-— Z'Qdiﬂ(l') = ag + bk‘72k+1 + bk,10'2]€, 0 < k <n-+ l,

1

1
/ ()W (0)War(@)di () = by 0 <k <n+1,

1

1
/ H(2)W5, 1 (2)Warga1 (2) V1 — 22dip(x) = ak + brooksr + bp—109k, 0 <k <n+ L

1

Assim, usando que dy*(z) = [I(z)di(x) e o Lema [4.6| temos
1
bk = / W;n(x>w2k+l<x)dw*(x) = 07 k= 07 17 - = ]-7
-1
1
ap — / W;n<l’>W2k(ZL’)v1 —JIde*(l’) _bk02k+1 —bk_lan :O, k= 0,1,...,’0— 1.
-1

Logo, podemos reescrever (4.63)) como

l4+n l+n—1

L)Wi (x Zakw% )+ VI—22 > bW (). (4.65)
k=n
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Similarmente,

1
b= [ Wi W)t (@) =0, k=0,....m,
-1
1
i = / W;n+1(x)w2k+1(x) V1 —22dy*(x) — bpookyr — bp—102k =0, k=0,...,n— 1.
-1

Logo, podemos reescrever (4.64]) como

l+n l+n—1
(z)W5, 11 (z) = Z axWap () + V1 — 2 Z biWak 11 (). (4.66)
k=n k=n+1

Por outro lado, ay, ay e by, Ek sao exatamente os coeficientes obtidos via método dos
MQM, que satisfazem a desigualdade dada no Teorema |4.18] isto é,

I4+n l+n—1

1
Suie Y Yt s s [ MW ),
k=n 1— a2
l+n l+n—1 1
dap+ Y b < Z +Zb? / (@)W1 () ——=dt)(x).
k=n k=n+1 V1—x?
Usando que L = max F(x) entdo
zEsupp(1))

MW (@) e dib(a) = [ TI@) W ()2 (2) =
-1 AV 11—z -1 vV 11—z

1 1
— [ Fewi@PVIm R @) <L [ Wi@PVI= (e - L
-1 —1
Desta forma, para todo x € A e n € N usando as expansoes (4.65)) e (4.66)

l+” l+n 1 3
[H(z)Wy(2)] < o(x) { wlae] 22,0, bkl sen & par

Zk:n |agi1| + Zgiﬂ |be|, se n é impar

l+n l4+n—1 ,
< o(aymTT ] Camnlal T 527 bl sen é par
B ( l+n O lags? + Z?ZH br|?)Y/2, se n é fmpar

< o)/ (m + DL.

Na ultima desigualdade usamos (4.58]). ]

Teorema 4.30. Sejam o(x) > 0 continua em [—1,1], e {Wy}n>o a sequéncia de
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fungoes normalizadas associada a medida simétrica . Suponha que

[ atorovas < i

1

n=1,23,... (4.67)
[ e taste) <
e que
Wp(x)] < ¢(x), para z € A C [-1,1]. (4.68)
Se existe 6 > 0, que independe de x, tal que
‘7(2 - ;’2@‘ <I (4.69)

parax € A et € {r:|z*> —r} < d}N[-1,1], entdo as fun¢oes W} normalizadas

associadas a medida * dada por

v - | "o (t)du) (4.70)

-1

satisfazem
(Wi(2)] < [Bo™'(z) + Clio(x) (4.71)

onde B < AMY*(L +67Y) e O < MY2(144571).

Demonstracao. Usando (4.67)) e a desigualdade de Holder temos

1 1 1
= / |w;(t>||wk<t>|a<t>dw<t>s\/ / [W:z(t)]zcw*(t)\/ / Wi ()20 (8)d(t) < M2,
-1 -1 -1

(S

b — / W2 () [ W ()| des () / W (O ()] Wa(®) o (E)d ()

< \//1[W;(t)]2d7,/)*(t)\//1[Wk(t)]20<t>_1dw(t) < A2

Sem perda de generalidade vamos supor n par, isto é, n = 2m. Entao, pelo Teorema
e com a ortogonalidade (4.6 temos

m—1
ng Z OékWQk + V1—z? Z ﬁkWQ}H_l(l’) (472)
k=0
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o = / 1 Wi (OWa (V1 — 2di(t) e B = / 1 Wi (Wit (H)do(t).  (4.73)

Por outro lado, usando o Lema [4.6] temos

m—1

W () / Wi (Wi (D0 ()0(0) =0, (4.74)

B
Il
o

3
L

W () / Wi (W VT = Polt)dit) =0, (4.75)

k=0

Com isto, podemos reescrever ([.72) como
Wi () = Wanl(z / () Wam (H)V1 — 2dy)(t)
/ (Z Wor() Wi ) ) | Wi (VT = Plo(x) — o(t)]di(t)
o)1= / 1 (Z wzkmx)w%ﬂ@)) Win(Dlo (@) — o (O]dw(t).
- k=0
Visto que ¥ é simétrica segue do Lema [1.20] que

1
Wi (@) = Wam () / W (W (VT = Pt

g e RO N R O
—1

YomY2m—1 1'2 - t2
_ 1
WL [ W 0ot = Vs OWent 0] gy (1)45(0) — o)1)
Y2m4+172m x
Usando a hipdtese (4.69)) temos que
o(x) —olt) [o(z) + o(?)]
— | < — . .
T '_L+ 5 , te[-1,1] (4.76)

Entao, obtemos

Wi (2)] < o(2)vamam + 0~ (2) (%) L(Vam 2m—2 + Vom.2m + Vam2m—1 + V2m 2m-+1)
+ ()0 (Vam,2m—2 + Vamam + Vam2m—1 + Vam 2m+1)
+ 0 1 2)p(2)0 (Uam.2m—2 + Uam2m + Uzm2m—1 + Uzm 2m+1)

e usando as desigualdades g, 1 € Vo, 1 0 Tesultado segue.
O

Conforme vimos até o momento, a convergéncia pontual do método dos minimos
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quadrados modificado foi estabelecida para medidas ¢ simétricas. Como questoes ainda

em aberto, que pretendemos investigar em préximos trabalhos, citamos

e Possibilidade de generalizar o Teorema [4.27] sobre convergéncia pontual para me-

didas nao simétricas;
e Possibilidade de generalizar o Lema [4.20] para medidas nao simétricas;

e Uma generalizacao do Lema possibilita estender o Teorema |4.30] visto que

para a demonstracao foi essencial o resultado do lema;

e Estimar o erro cometido pela aproximacao via método dos minimos quadrados

modificado;

e Descrever o comportamento da aproximacao em pontos de descontinuidade.



Consideracoes Finais

Este trabalho é uma colecao de varios resultados, e estd organizado em trés partes:
investigagao de propriedades dos polinomios complementares de Romanovski-Routh,
caracterizagao dos zeros da fungao geradora destes polinomios, e introducao de um
método de aproximacao de minimos quadrados modificado com base em fungoes com
ortogonalidade hibrida. Os principais resultados estabelecidos podem ser sintetizados
da seguinte forma.

No Capitulo [2[, vimos que os polinémios P, (b; -) estao conectados com polinémios
para-ortogonais R, (b; ) na circunferéncia unitéria, através da transformagao de Cayley,
e isso possibilitou uma demonstracao alternativa para a ortogonalidade satisfeita por
Pn(b;-) e a determinagao de férmulas de conexao envolvendo os polinémios P, (b; -) com
Pn(b+ 1;-). Apresentamos uma interpretacao fisica para a localizagdo dos zeros de
P, (b; ). Para isto consideramos a fungao energia dada por n cargas unitarias positivas
localizadas em {z1, x9, ..., 2, } que se movem livremente sobre a reta real, duas cargas
fixas negativas de magnitude A\, = (A +n — 1)/2 nas posigdes i e —i, que obedecem a
lei do potencial logaritmico na presenca de um campo externo, a saber,

n n
E(xy,...,2) = Z —In|z; —ak + )‘”Z [ln|xj — i+ In|z; + z|] - nZarctan(ajj).
1<j<k<n j=1 j=1

Entéao, os pontos de equilibrio desta energia ocorrem precisamente quando {z1, ..., z,}
sao os zeros de P, (b;-).

Estabelecemos que a sequéncia de polinomios complementares de Romanovki-Routh
monicos {P,(b; ) }n>0 ¢ uma sequéncia de Appel com funcao geradora
wn

7 com A(b;w) = e ™ 1 Fy(b; b+ b; 2iw).

e N(b;w) =Y Palbiz)
n=0
Além disso, a fungao A((b; -) estd relacionada com a funcao de onda Coulomb regular e
com a funcao de Bessel regular e como consequéncia foi possivel obter varias férmulas
de expansao envolvendo estas fungoes.
No Capitulo 3] investigamos os zeros das funcoes A((b; -) e da fun¢ao de onda Cou-
lomb estendida regular
T(0)

M(b;w) = €(b) w* N (b;w) e e:(b):?*lem/?m,

81
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que estao diretamente relacionadas com a fun¢ao geradora dos polinomios complemen-
tares de Romanovski-Routh monicos. Apresentamos uma abordagem alternativa para
mostrar que A(b; -) tem infinitos zeros, todos reais e simples. Estabelecemos resultados
sobre o comportamento monotonico dos zeros de A((b;-) com respeito as parametros
A e 1, que implicam resultados sobre os zeros de M (b;-). Ademais, estabelecemos a
propriedade de entrelagamento dos zeros de M (b;-) com M (b+ 1;-) e de M'(b;-) com
M'(b+1;-).

No Capitulo 4| apresentamos uma teoria de aproximacao de fungoes usando uma
classe de fungdes W, que satisfazem uma relagao de recorréncia de trés termos e
uma propriedade de ortogonalidade hibrida. Estas aproximacoes podem ser obtidas
pelo método de minimos quadrados modificado. Apresentamos resultados de con-
vergéncia na norma, desigualdade do tipo Bessel para os coeficientes da aproximacao,
e convergencia pontual para casos de ortogonalidade hibrida associada a uma medida
simétrica. Foi ainda possivel obter teoremas que garantem quais tipos de mudancas na
medida preservam a limitagao uniforme das funcoes W, em subconjuntos do suporte
da medida [—1,1]. Em outras palavras, se as fung¢oes W, associadas a medida v sao
uniformemente limitadas em A C [—1, 1], isto é,

(Wh(z)| < ¢(x), z€ A

para algum ¢, mostramos que tipo de mudangas podemos operar na medida 1) de modo
as funcoes de ortogonalidade hibrida associadas a nova medida continuem uniforme-
mente limitadas em A.

Finalmente, vale ressaltar que este trabalho abre varias questoes para a classe de
polinémios de Romanovski-Routh P, (b; -), para as funcoes M (b;-) e N(b;-), e para as
fungoes de ortogonalidade hibrida W,. No final dos capitulos [2] 3] e [4] apresentamos
problemas ainda em aberto. Dentre eles, mencionamos o comportamento assintético
dos zeros de P, (b;-), a possibilidade de P,(b;-) ser solugdo minimal da relagdo de
recorréncia de trés termos, a estimativa da distancia entre os zeros da funcao de onda
Coulomb e os zeros das fungoes de Bessel, e como estender os resultados de convergéncia
pontual do método dos minimos quadrados modificado. Pretendemos, em trabalhos

futuros, continuar a investigar estas questoes.
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