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RESUMO

Neste trabalho estudaremos propriedades locais e globais de equagtes diferenciais
complexas de primeira ordem z = f(z), onde f é uma funcao definida em um aberto
Q gue exceto para polos, € holomorfa em Q. Classificaremos o retrato de fase no
disco de Poincaré de uma familia de equacgbes racionais e por fim, estudaremos
sistemas holomorfos por partes em especial, apresentaremos condi¢cbes que
garantem a existéncia de ciclo limite para estes sistemas.

Palavras—chave: Sistemas Holomorfos. Sistemas Holomorfos por Partes. Sistemas

de Filippov.



ABSTRACT

In this work we will study local and global properties of complex first order differential
equations z = f(z), where f is a function defined on an open set Q c C, that excep
for poles, f is holomorphic in Q. We will classify the phase portraits on the Poincaré
disk of a family of rational equations and finally, we will study piecewide holomorphic
systems, in particular we provide conditions to ensure the existence of limit cycles of
these systems.

Keywords: Holomorphic systems. Piecewide holomorphic systems. Filippov

systems.
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1 Introducao

A Teoria Qualitativa de Equagoes Diferenciais Ordindarias ([9],[12]) desempenha um
papel muito importante em diversas areas do conhecimento, pois muitos fendmenos sao
descritos ou sao modelados usando equacoes diferenciais. Essa teoria consiste em deter-
minar resultados e métodos que descrevem as solugoes sem as resolverem explicitamente.

Durante o desenvolvimento da Teoria Qualitativa de Equagoes Diferenciais, varios
problemas surgiram. Como por exemplo, o 16° Problema de Hilbert, o problema do
Centro-Foco e apresentar, para uma familia de equagoes, uma classificacdo topoldgica.
Com este desenvolvimento também surgiram novas teorias, como a Teoria de Sistemas
Dinédmicos Suaves por Parte ([3]) que é uma teoria que tem recebido muito destaque nos
ultimos anos.

Neste contexto, o principal intuito deste trabalho é estudar uma classe particular de
sistemas, os sistemas holomorfos (ou equagoes diferenciais complexas)

CZ: (z) teR, zeC,

para entao, estudar os sistemas holomorfos por partes

{z:f+(z), se S(z) > 0,

z2=f"(2), se S(z)<0.

Note que um sistema holomorfo pode ser visto como um sistema em R? com uma
estrutura especial, as equacoes de Cauchy-Riemann. FEstes sistemas possuem diversas
propriedades e tem sido amplamente estudados. Veja por exemplo os artigos [2], [10], [18]
e [19].

Esta dissertacao esta estruturada da seguinte maneira:

No Capitulo 2, apresentamos conceitos que utilizaremos no decorrer deste trabalho.
Utilizando [5], descrevemos a compactificagdo de Poincaré, que é uma técnica que permite
estudar o comportamento global das solugoes de certos sistemas. Também, embasados na
referéncia [16], abordamos conceitos da Teoria de Campos Vetoriais Descontinuos.

No Capitulo 3, introduzimos o conceito de conjugacao conforme entre duas solugoes,
enunciamos e demonstramos o Teorema 3.11 que nos fornece a forma normal de uma equa-
¢ao Z = f(z) em uma vizinhanga de um ponto p. A partir deste resultado, classificamos
o retrato local em torno de um ponto p e estudamos a dindmica das solugoes de equacoes
racionais no infinito.

Jé no Capitulo 4 discutimos alguns aspectos sobre dinamica dos fluidos e mostraremos
que os sistemas holomorfos sao localmente integraveis.

No Capitulo 5, demonstramos que em uma vizinhanca de uma 6érbita periddica todas
as Orbitas também sdo periddicas. Além disso, definimos o que sao graficos e policiclos e
demonstramos que em uma vizinhanca de um policiclo todas as orbitas sao periddicas.

19
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Utilizando os conceitos e resultados apresentados nos capitulos anteriores, no Capitulo
6, classificamos os retratos de fase de uma familia de equacdes racionais z = g§27 onde
deg(P) <3 e deg(Q) =0, deg(P) <2edeg(Q) =1edeg(P) <1edeg(Q)=2.

O Capitulo 7 é dedicado ao estudo dos sistemas holomorfos por partes. Nesse capitulo,
estudaremos as regides de costura, deslize e escape, bem como os pontos de tangéncia dos
sistemas holomorfos por partes. Por fim, daremos condi¢ées que garantem a existéncia
de ciclo limite para sistemas holomorfos por partes.

Esta dissertagdo é baseada nos artigos [2] e [14] e complementado pelas referéncias [1],
[10] e [13]. Além destas, as obras [4], [11] e [18] também foram utilizadas. Os retratos
de fase presentes neste trabalho foram criados com auxilio dos softwares P4 (polynomial
planar phase portrait) e do MATHEMATICA.




2 Conceitos Iniciais

Neste capitulo apresentaremos conceitos sobre a teoria de campos vetoriais continuos
e descontinuos que serao utilizados no decorrer deste trabalho.

2.1 Compactificacao de Poincaré

Apresentaremos nesta se¢ao a construgao da compactificagado de Poincaré para sistemas
polinomiais planares. A compactificagdo de Poincaré é uma técnica que permite estudar
o comportamento de campos vetoriais polinomiais no infinito.

2.1.1 Cartas Locais

Consideremos o campo vetorial X (zy,z2) = (P(x1,22), Q(z1,22)), onde P e @ sdo
polinémios. Ao campo X estd associado o sistema:

{ 2y = P(xy,5), (2.1)

1:2 = Q(IL‘l,l'Q).
Dizemos que o grau do sistema X é d se d é o maximo dos graus de P e Q).
Identificamos R? no espago R?® como o plano definido por (yi,ys,y3) = (21,72, 1).

Considere §? = {y € R?;y? + y2 + v = 1} a qual é chamada de esfera de Poincaré, ela
é tangente a R? no ponto (0,0, 1).

Podemos dividir a esfera em H, = {y € S?*;y3 > 0} (hemisfério norte), H_ = {y €
S?;ys < 0} (hemisfério sul) e S' = {y € S?;y3 = 0} (equador).

A projecdo do campo X de R? em S? é obtida pelas projecoes centrais f* : R? — S?
e [~ :R? — §?, definidas por

onde A(z) = (/23 + 23+ 1. A expressao de f* (respectivamente f~) é obtida pela in-
tersecgao da reta que passa pelo ponto (x1,2s,1) e pela origem do R® com o hemisfério
norte (respectivamente o hemisfério sul) de S?.

Com estas fungoes, obtemos campos de vetores induzidos em cada hemisfério. O
campo de vetores induzido em H, é X*t(y) = Df(z)X(x), onde y = f*(x). O campo
de vetores em H_ é X~ (y) = Df~(x)X(z), onde y = f~(z).

21
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Assim, obtemos um campo de vetores X em S? \ S*, definido por

<, | X*(y), se yeHT,
X(y) = { X-(y), se yeH. (2.2)

Queremos estender o campo de vetores X de S?\ S! para S%. Para isso, vamos mul-
tiplicar o campo X pelo fator p(y) = y3~ !, onde d é o méaximo dos graus de P e Q. O
campo vetorial estendido é chamado de compactificacdo de Poincaré do campo de vetores
X em R? e é denotado por p(X).

Como S? é uma variedade diferencial compacta, conseguimos cobrir sua superficie com
cartas locais

Up={y € S?;yp > 0} com ¢y, : U, = R? ¢y (y) = (%, %2), onde m <nem,n#k,

Vi = {y € S?;yx <0} com ¢y, : Vj, = R% )y, = —¢y(y), para k = 1,2, 3.

Denotaremos por z = (u,v) as imagens das cartas locais ¢y (y) e ¥x(y) para algum k.
Dessa forma, z = (u,v) desempenham papeis diferentes em cada carta local. Geometri-
camente as coordenadas (u,v) podem ser vistas na Figura 2.1.

Figura 2.1: Cartas locais na esfera de Poincaré (Imagem retirada e modificada de [7]).

Note que, se y € S!, entdo em qualquer carta teremos que v = 0. De fato, dadas ¢; e
o temos

b1(y) = d1(y1,92,0) = <y2’ 0) = (u,0)

D2(y) = 1(y1,92,0) = (?/1’ 0) = (u,0).

A seguir faremos os célculos detalhados para encontrar a expressao de p(X) na carta
local U;. O célculo é analogo para as outras cartas locais. Temos que X (x1,29) =
(P(1,22), Q(x1,72)), entdo X(y) = Df*(x)X(x) com y = f*(x) e

Dy (y)X(y) = D (y) o Df " (2) X (2) = D(¢r 0 f7)(2) X (),
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onde

. B T To 1 (%2 i .
(610 P )anan) = on( o) = (e aye sy ) = () = (o)

fL‘l7 I
i 1 U
dai segue que r1 = — e 19 = —
v
Logo,
—T1 1
+ 2 @ P(l’l l’2)
X — 1 )
v [ 20 e

_ ;(_xzp(xl’xz) +Q($1,$2),—P($1ax2))
1

—U 1 u 1 1 u 1 u
2
= v <P<7>+Q<7 7_P Ty .
v v vo\v W v
Como X é um campo de vetores polinomial, um termo v?~' pode aparecer no de-
nominador da expressdo X|y,, o que faz o campo nao ser definido em v = 0. Mas, ao
multiplicarmos o campo por p(y) = ¥4, os possiveis termos v¢! sdo cancelados e, assim,

o sistema fica definido em toda S?.
Agora,

1—d

onde m(z) = (1 +u?+v?) 2 .
Consequentemente a compactificagdo de Poincaré para o campo X na carta local U
é dada por

= w3 (42) Lo () (1)

Dado que m(z) é uma fungao positiva, entdao a compactificagdo de Poincaré é topolo-
gicamente equivalente a

1 p(X o, (2)) = o <_“p (1 u) + 1@ (1 u) P (1 u)) ,

Y ) Y
m(z) vo\v W v \v v v v

Logo a expressao de p(X) na carta local U; é

i (cor () 0 (57):

1
0= —vitlp <, u) .

A expressao de p(X) na carta Us é

e a expressao de p(X) na carta Us é
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= P(u,v),
0 = Q(u,v).

As expressoes para a compactificacdo de Poincaré nas cartas Vj sdo as mesmas ex-
pressoes da compactificacio de Poincaré nas cartas U, multiplicadas por (—1)471, para
kE = 1,2,3. Assim para estudar o comportamento do campo vetorial X, incluindo seu
comportamento préximo do infinito ¢ suficiente trabalhar em H+ U S!, que chamaremos
de disco de Poincaré. Portanto, todos os calculos podem ser feitos utilizando as cartas
locais (U1,¢1>, (U2,¢2> e (Ug,gbg).

Chamamos de ponto singular finito (respectivamente, no infinito) de X ou de p(X)
ao ponto singular de p(X) que estd em S?\ S! (respectivamente S').

Note que se y € S' é um ponto singular no infinito, entdo —y também o serd, ja
que o comportamento local préximo de —y é igual ao comportamento local préximo de y
multiplicado por (—1)?~1. Logo a orientacio muda quando d é par e permanece a mesma
quando d é impar. Por exemplo, se d é par e y € S! é um né estdvel de p(X), entdo —y serd
um no instavel, ja se d é impar, entao —y serd um no estavel. Como os pontos singulares
no infinito aparecem aos pares e sao diametralmente opostos, ¢ suficiente estudar metade
deles e usando o grau do campo pode-se determinar a outra metade.

Por praticidade, na hora de esbogarmos o retrato de fase, projetamos o disco de Poin-
caré em {r € R* 2% + 23 < 1}.

2.1.2 Pontos Singulares no Infinito

Queremos estudar o retrato de fase local em pontos singulares no infinito, ou seja,
queremos estudar pontos da forma (u,0).

Sejam P; e Q; os polindbmios homogéneos de grau i com ¢ = 0,--- ,d tais que P =
P0—|—P1+"'+PdeQ:Q0+Q1+"'+Qd.

Entao (u,0) € S' N (U; UV;) é um ponto singular se, e somente se,

(e (0 e () o

0 que é equivalente a

v (—uP(1,u) + Q(1,u)) = 0.
Dado que v* 1P, =0 e v¥1Q; =0se v =0 e i < d, a condicdo acima ¢ equivalente a
F(u) = Qq(1,u) — uPy(1,u) = 0.

Semelhantemente (u,0) € S' N (U, U V5) é uma singularidade no infinito de p(X) se,
e somente se,

G(u) = Py(u,1) — uQq(u, 1) = 0.

Além disso, podemos calcular a matriz Jacobiana do campo vetorial p(X) nos pontos
(u,0). Para os pontos singulares (u,0) € S' N (U; UV}) temos:

F'(u) Qq-1(1,u) —uPy1(1,u)

0 —Pd(l,u) (2.3)
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e para pontos singulares (u,0) € S' N (Uy U V3) temos:

G'(u) Pyq(u,1) —uQa-1(u,1)
0 —Qd(u, 1)

Em alguns casos o equador pode consistir inteiramente de pontos singulares. Dentre
todos os pontos singulares hiperbdlicos, apenas nés e selas podem aparecer no infinito.
Todos os pontos singulares nilpotentes também podem aparecer no infinito.

Veremos a seguir um exemplo de como obter o retrato de fase global utilizando a
técnica apresentada nesta secao.

(2.4)

Exemplo 2.1. Considere o sistema

. 2
r= —-Tr—-Y,

Inicialmente note que o sistema (2.5) pode ser escrito como

 —oH
xr = ay,
_ on
y_ @xJ

1
onde H(z,y) = g(x:)’ +y3) + zy. Assim, H é uma integral primeira do sistema (2.5).
Os pontos (0,0) e (—1,—1) sdo os unicos pontos de equilibrio do sistema (2.5) e

J(O,O):[_Ol H : J(—l,—l):[:; ﬂ

Logo, +1 sdo autovalores de J(0,0) e +iy/3 sdo autovalores de J(—1,—1). Conse-
quentemente, (0,0) é um ponto de sela e, como a integral primeira H estd bem definida
em (—1,—1), segue que (—1,—1) é um centro.

Agora, vamos calcular os pontos singulares no infinito. Seja X o campo associado ao
sistema (2.5). A expressao de p(X) na carta U; é

=14+ 2uv + u,
v = v+ u?v.
Nesta carta, (—1,0) é o tinico ponto singular. Como a matriz Jacobiana de p(X) na
carta U; é

J(—l,O):[g _12]

entdo (—1,0) é um né instavel. Dado que o grau do sistema é par, entdo na carta local
V1 o ponto diametralmente oposto ao ponto (—1,0) € U; também é um ponto singular e
¢ um no estavel.

A expressao de p(X) na carta local Uy é

0 =—1—2uw —u,

0= —v? — u?v.
Como a origem da carta Us nao é um ponto singular, ndao existem outros pontos
singulares no infinito.

Portando, o retrato de fase do sistema (2.5) no disco de Poincaré ¢ esbogado na Figura
2.2.
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&/

Figura 2.2: Retrato de fase do sistema (2.5).

2.2 Sistemas de Filippov

Nesta se¢do, daremos algumas definig¢oes e resultados sobre sistemas dinamicos suaves
por partes.

2.2.1 Orbitas e Singularidades

Sejam U C R? uma vizinhanga aberta de (0,0) e f : R?> — R uma funcio de classe
C" tal que 0 é valor regular de f, isto é, V(f(z,y)) # (0,0) para todo (x,y) € f~(0) .
Considere X = f~1(0) N U, 3 divide o aberto U em dois conjuntos

5T ={(z.y) Ui f(z,y) >0} e ¥ ={(z,y) € U;f(z,y) <O}
Um campo de vetores suave por partes (ou campo de Filippov) é um campo

7 : U — R? tal que

X(z,y), se (x,y)€XT,
( (2.6)

Z(z,y) = { Y(x,y), se (x,y)€ X,

onde X e Y sao campos de vetores suaves.

Denotaremos Z = (X,Y) para indicar a dependéncia de Z em relagao aos campos X
eY.

Nossa finalidade é definir a solug¢do ¢z(t,p) do campo (2.6) passando por um ponto
p € U. Para isso, daremos algumas definigoes.

Definicao 2.2. A derivada de Lie de f em relacdo ao campo vetorial X é definida por
Xf(p)=(X(p).Vip) e X'flp)=(X(p), VX" f(p))
para i > 2, onde (,) denota o produto interno usual de R2.

Com a derivada de Lie, especificamos as seguintes regides em ..
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Defini¢ao 2.3. Considere o campo (2.6). Definimos as seguintes regices em X:
1. Regiao de Costura : X ={p e X; X f(p).Y f(p) > 0};
2. Regiao de Deslize : X* ={p e X; X f(p)<0 e Yf(p) >0}

3. Regido de Escape: ¥ ={pe¥; Xf(p) >0 e Y f(p) <0}

Regiao de Costura

N Y|
N
N 7 ~ »
Dy by
N
Y
N A ~ -
A A
Regiao de Deslize Regiao de Escape

Figura 2.3: Regiao de costura, Regiao de deslize e Regiao de escape, respectivamente.

Observagéo 2.4. Como (X(P),Vf(p)) = | X(p)|[IVf(p)|| cosf, onde 6 ¢ o angulo entre
os vetores X f(p) e V f(p), entdo o sinal de X f(p) depende deste angulo.

Assim, se (X(P),Vf(p)) > 0, entdo 0 < 0 < § e se (X(P),Vf(p)) < 0, entao
5 <f<m.

Note que as defini¢oes anteriores excluem os pontos em que X f(p) =0 ou Y f(p) =0,
esses pontos sao chamados de pontos de tangéncia e eles aparecem na fronteira das
regioes 3¢, 2% e 3¢ que denotaremos 0X¢, 0%° e 0X¢, respectivamente. .

Dizemos que p € ¥ é ponto de dobra de X ou que X tem uma tangéncia quadra-
tica com X se X f(p) =0e X?f(p) # 0.

Dizemos que X tem tangéncia ctibica com ¥ no ponto pse X f(p) =0, X2f(p) =0
e X°f(p) #0.

Agora vamos definir a trajetoria passando por um ponto p de ¢, 3¢ e 3¢ Se p € X°,
os campos X e Y apontam para LT ou para X, sendo assim, podemos justapor as
trajetérias de X e Y que passam por p.
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Figura 2.4: Campo deslizante.

Se p € ¥° U Y€, a orbita local é dada pela combinacao convexa dos campos X e YV
tangente a X, isto é, Z°(p) = AM(p) X (p) + (1 — A(p))Y (p). Uma vez que V f é ortogonal a
curva de nivel f(z,y) =0, entdo Z* é ortogonal a Vf em p, ou seja, (Z*(p), V f(p)) = 0.
Assim,

(AP)X(p) + (1 =Ap)Y(p),Vf(p) =0,

usando as propriedades de distributividade e homogeneidade do produto interno, temos
que

AP){X(p), VIP) + (1= Ap)(Y(p), VIp) =0,

logo,

Ap)((X(p),Vf(p) — (Y(p), Vf(p) ==Y (p), V(p))-

Portanto, obtemos que

_ Y f(p)
= Vi) - X )
7(p) L YIWXp) - XY (). (2.7)

Y f(p) - Xf(p)

O campo (2.7) é chamado campo deslizante. O campo normalizado é dado por
Fy =Y f(p)X(p) — X f(p)Y (p).

Defini¢ao 2.5. A trajetéria local pz(t,p) de um campo de Filippov (2.6) passando
pelo ponto p é definida por:

o Para p € X7, a trajetéria é dada por ¢z(t,p) = px(t,p). De maneira andloga, se
p € X7, a trajetéria é dada por pz(t,p) = py(t,p);

o Para p € 3¢ tal que X f(p),Y f(p) > 0 e supondo que as trajetérias passam por
p quando t = 0, a trajetéria é dada por @z(t,p) = py(t,p) para IN{t < 0} e
wz(t,p) = px(t,p) para I N{t > 0}. Se X f(p),Y f(p) <0, a trajetéria é dada por
pz(t,p) =y (t,p) para I N{t > 0} e z(t,p) = ¢x(t,p) para I N{t < 0};
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e ParapeXcUX®e Z%(p) £0, pz(t,p) = @zs(t,p) parat € I C R;

o Para p € 9X°U0%X°U0Y¢ tal que as defini¢oes de trajetérias para pontos em ambos
os lados de p podem ser estendidas para p e coincidem, a trajetéria por p é esta
trajetéria. Chamaremos estes pontos de tangéncias regulares.

« Para qualquer outro ponto ¢z(t,p) = p, para todo t € R. Este é o caso em que os
pontos de tangéncia em X nao sao regulares. Chamamos estes pontos de tangéncia
singulares e os pontos de equilibrio de X em ¥+, Y em ¥~ ¢ Z° em X* U X°.

Definigao 2.6. A érbita local do ponto p € U é o conjunto v(p) = {ps(t,p);t € I}.

Definigdo 2.7. Os pontos p € ¥° U ¢ que satisfazem Z°%(p) = 0, sdo chamados de
pseudo-equilibrios de Z.

Notemos que se Z*(p) = 0, entao X (p) = kY (p), onde k € R.
Definicao 2.8. As singularidades de um campo de Filippov sdo:
1. p € ¥* tal que X(p) = 0 ou Y (p) = 0, respectivamente.

2. p € X°U X° tal que p é um pseudo-equilibrio.
3. Pontos de tangéncia regular ou singular.

Daremos a seguir alguns exemplos para mostrar os conceitos acima. Consideremos
entdo f: R? — R, definida por f(z,y) =1y. Temos que 0 ¢é valor regular e ¥ = {(z,y) €
R%y = 0}.

Exemplo 2.9. Considere o campo

_ ] X(zy) =
Z(x’y)_{ YV(z,y)= (L,1) se y<O0.
Temos que:

Xf(z,y) = (X(z,y), VI(x,y)) = ((1,2%),(0,1)) = 22,
X2 f(z,y) = (X(z,9), VX f(z,y)) = ((1,2%),

X f(x,y) = (X(x,9), VX2 f(z,9)) = ((1,,2”
Yf(z,y) = (Y(z,y),Vf(z,y)) ={(1,1),

Logo, para (z,0) € ¥, X f(z,0)Y f(x,0) = 22 > 0, daf segue que ¢ = X\{(0,0)} e
Y5 = %¢ = (). Além disso, (0,0) é um ponto de tangéncia cibica de X, pois X f(0,0) =
X f2(0,0) = 0 e Xf3(0,0) = 2 # 0. Pela definigao segue que a trajetéria de um ponto
p € ¥ é a justaposigdo das érbitas px(t,p) e py(t,p). O retrato de fase é mostrado na
Figura 2.5.

Exemplo 2.10. Seja
r,y)= (1,2z) se y>0,
(( ) ( ) (2.9)

X
Z(@,y) = { Y(z,y) = (=2,-7z) se y<O.
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Figura 2.5: Retrato de fase do campo (2.8).

Temos que:
Xf(z,y) = (X(z,y), Vf(z,y) = (1,22 ) (0,1)) = 2z,
X2 f(z,y) = (X(2,9), VX f(2,9)) = (1, 22),(2,0)) = 2,
Yi(z,y) = Y(z,y), Vf(z,y)) = (=2, -7),(0,1)) = —Tz.

Se p = (x,0) € 3, entao X f(p).Y f(p) < 0. Logo, ¢ =0, X¢ = {(z,y) € X;z > 0},
¥ ={(z,y) € ;2 <0} eq=(0,0) é um ponto de tangéncia quadrética, pois Xf( )=0
e X?f(q) =2+#0.

1
Note que o campo que atua sobre X\{q} é o campo deslizante Z*(z,0) = (3,0) e
0z(q,t) = @zs(q,t). O retrato de fase é mostrado na Figura 2.6.

Figura 2.6: Retrato de fase do campo (2.9).



3 Teorema de Forma Normal
Consequéncias

Neste capitulo estudaremos um resultado que nos fornece a forma normal da equagao
2 = f(z) em uma vizinhanga de um ponto p, onde f é uma fungdo holomorfa definida
em uma vizinhanca perfurada de p. Estudaremos também algumas consequéncias desse
resultado.

3.1 Sistemas Holomorfos

Seja f : U — C uma fung¢ao holomorfa em um aberto U C C. Observemos que uma
fungao f: U — C é holomorfa em U se f’(z) existe para todo z € U. Além disso, se f é
holomorfa entao:

o u(z,y) =R(f(2)) e v(z,y) = I(f(2)) sdo fungdes continuas;

» As derivadas parciais u,, u,, v, € v, existem em U e satisfazem as equacoes de
Cauchy-Riemann

Uy = Vy, Uy = —Vy, VZz=2x+1y¢cU,;

e Para qualquer z,

f(2)=Ag+ Az —20) + -+ Ap(z — 2)F + -+
f*(20)

k!

Se f ¢ holomorfa em uma vizinhanga D(zo, R) \ {20} e ndo é derivavel em zy, dizemos
que zp ¢ uma singularidade da funcao f. Neste caso, f pode ser representada em
D(zo, R) \ {20} por uma tunica série de Laurent centrada em 2z

em que A, =

= § ( E,A — sk
1 z - Zo) - Kl ZO) ’
onde By = 55 [ f(2)(z— 20)" 1dz, Ay ! / Ldz C. é parametrizada por
27rz C. 27TZ C. (Z _ ZO)k+1 )

z(t) = ee", com € > 0 suficientemente pequeno.
Se By # 0 para uma infinidade de indices, dizemos que f tem uma singularidade
essencial em z; e, se existe n > 1 tal que B,, # 0 e B, = 0 para k > n, entdo dizemos

31



32 Teorema de Forma Normal e Consequéncias

que zg ¢ um polo de ordem n. O residuo de f em 2z, é o coeficiente B; e é denotada
por Res(f, zp) (para mais detalhes veja [15, 17]).

Seja f : D(0, R) — C uma funcao holomorfa em um aberto D(0, R) = {z € C: |z] <
R} C C. Consideremos a equagao

_ gz _
-2

z

f(z) zeC,teR. (3.1)

Observemos que a equacao (3.1) pode ser escrita em coordenadas cartesianas como

dx
E = U(fL‘,y),
(3.2)
d
dii = v(z,y),

onde u(x,y) = R(f(2)), v(z,y) = S(f(2)) e 2 = = + iy. Nos referimos ao sistema (3.2)
como sistema holomorfo se f é uma funcdo holomorfa ou sistema meromorfo se f
possui algum ponto singular do tipo polo.

Uma solugao da equagao (3.1) é uma funcdo z : I — C, onde I é um intervalo da reta
tal que

dz
% 10

para todo t € I. Denotaremos por ¢¢(t,2) a solugdo da equagao (3.1) que passa pelo
ponto zg em t = 0.

Um ponto z, é dito ponto de equilibrio da equagdo (3.1) se f(z9) = 0, caso contrario
2o ¢ dito um ponto regular.

Um ponto zy é dito ponto singular da equagao (ou uma singularidade) (3.1) se zg
¢ um ponto singular da fungao f.

Proposicao 3.1. Considere zy um ponto de equilibrio da equagio (3.1) tal que f'(zy) =

a+1ib # 0. Entao:

Jf(zo):lz _b].

a

Demonstracdo. Representamos f em termos de suas partes real e imaginaria como uma
fungao f(x,y) = u(z,y) + iv(z,y). Dado que f é uma funcao holomorfa, entdao f'(zy) =
%(Zo) + Z%Z(Zo) =a-+1ibe

ou ov ou ov

%(zo) = @(ZO) e @(ZO) = _%(ZO)’

dai segue que

]

Proposicao 3.2. Seja f : D(z9, R) — C uma fungdo holomorfa. Se f ndo é identicamente
nula, entdao a equagio z = f(z) tem wm nidmero finito de pontos de equilibrio.
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Demonstra¢io. Suponhamos que a equagao Z = f(z) tenha infinitos pontos de equilibrio,
entao existe uma sequéncia de pontos distintos (z,) tal que f(z,) = 0.

Tomando D(zg, R) se necessario, podemos assumir que z, admite uma subsequéncia
convergente (zy,,). Logo, f ¢ identicamente nula em um conjunto que possui um ponto
de acumulagdo. Entao, pelo Principio da Continuagdo Analitica (veja [15] para mais
detalhes) f é identicamente nula, o que é uma contradigao. O]

Com o intuito de comparar os retratos de fase de duas equagoes z = f(z) e 2 = g(z),
introduziremos a nogao de conjugacao conforme, mas antes sera necessario definir o que
é uma funcao conforme, como segue.

Definicao 3.3. Dizemos que uma funcao f : U — C definida em um aberto U C C ¢é
uma fungao conforme se f'(z) # 0 para todo z € U.

Uma propriedade importante das fungoes conformes é que elas preservam angulos.
Além disso, o dngulo entre duas curvas que se interceptam em um ponto zy também é
preservado por fungoes conformes. Para mais detalhes veja [6] ou [17].

Cl y 02 ¢ d)(C?)

\g/ P :

¢(Ch)

Figura 3.1: O angulo entre duas curvas é preservado por uma fungao conforme.

Isso posto definimos:

Definigao 3.4. Sejam f e g funcoes holomorfas definidas em uma vizinhanca perfurada
de 0 € C. Dizemos que 2 = f(z) e 2 = g(z) sao conformemente conjugadas préximas
a origem ou que f e g sao O-conformemente conjugadas se existe R > 0 e uma fungao
conforme ¢ : D(0,R) — D(0, R) tal que ¢(0) = 0 e ¢(p(t,2)) = @4(t,¢(2)) para todo
z € D(0,R) \ {0} e todo t para qual a expressao esteja bem definida.

Sejam f e g func¢oes holomorfas definidas em alguma vizinhanga perfurada de z; € C
e z5 € C, respetivamente. Dizemos que f e g sdo z;2o-conformemente conjugadas se
f(z = z1) e g(z — z2) sdo conformemente conjugadas préximas a origem.

Observagao 3.5. As defini¢oes anteriores sdo definigoes locais.

Defini¢do 3.6. Dizemos que 2 = f(z) e 2 = g(z), onde f : U - Ceg:V = C
sao conformemente conjugadas se existe uma fung¢ao conforme ¢ : U — V tal que

¢(p1(t,2)) = pg(t; 6(2)).

As préximas proposigoes nos fornecem condigoes para que duas equagdes sejam 0-
conformemente conjugas.
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Proposigao 3.7. As equagoes 2 = f(z) e 2 = g(z) sdo conformemente conjugadas pro-
rimas a origem se, e somente se, existe R > 0 e uma fungdo conforme ¢ : D(0, R) —
D(0, R) tal que

¢'(2)f(2) = 9(6(2)) (3.3)
para todo z € D(0, R) \ {0}.

Demonstragdo. Inicialmente suponhamos que as equagoes 2 = f(z) e 2 = g(z) s@o con-
formemente conjugadas proximas a origem, isto é, suponhamos que existe uma funcao

conforme ¢ : D(0, R) — D(0, R) tal que ¢(0) =0 e
P(ps(t, 2) = pq(t, ¢(2))- (3.4)

Derivando (3.4) em relagao a t, obtemos

#5(1,2)) (st ) = 51, 0(2)).

Como %(@f(ta'z)) = f(QOf(t,Z» € %(ng(tv z)) = g(QOg(t,Z)), entao
¢'(ps(t, 2))f (st 2)) = glepg(t, 9(2)).

Em ¢ = 0, vem que ¢'(2) f(2) = g(¢(2)).
Reciprocamente, suponhamos que exista uma func¢ao conforme ¢ : D(0, R) — D(0, R)

tal que ¢(0) = 0 e ¢'(2)f(2) = g(¢(2)).
Dado zy € D(0, R), temos que ¢(¢f(t, z)) é solugdo de 2 = g(z), 2(0) = 2, pois

i(éﬁ(w(tz))) = ¢/((Pf(t,2));i(gpf(tjz))
= (st 2)) fos(t, 2)) = g(lps(t, 2))).

Portanto, ¢(¢¢(t, z)) e p,(t, ¢(2)) sao solugdes do mesmo problema de valor inicial,
da unicidade segue que ¢(ps(t,2)) = p,(t, #(2)). O

Observagao 3.8. De maneira semelhante, duas equagoes Z = f(z) e 2 = ¢g(z), onde
f:U—Ceg:V — C, sao conformemente conjugadas se, e somente se, existe uma
fungao conforme ¢ : U — V tal que ¢'(2)f(2) = g(é(z2)).

Proposicao 3.9. Sejam f(z) e g(z) fungdes analiticas em uma vizinhanga perfurada da
origem. Se f e g sao 0-conformemente conjugadas, entao:
1 _ 19).
e Res (?, O) = Res (5, 0),
e A ordem do polo de f e de g na origem sdo iguais.

Demonstragio. a) Suponhamos que f e g sdo 0-conformemente conjugadas, entdao pela
Proposigao 3.7, existe R > 0 e uma funcao conforme ¢ : D(0, R) — D(0, R) tal que
(2)f(2) = 9(6(2)).

Considere 'y(t) = 56”, em que 0 <t < 27 e e > 0 suficientemente pequeno. O Teorema
dos Residuos nos fornece que

. 1 dw 2 ¢ (v(1)Y' (1)
2t fies (f’0> N /m):/o 9(;(:(%); o
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Portanto Res (%, 0) = Res (é, O).

b) Pela Proposigao 3.7 existe ¢ : U — V conforme tal que ¢(0) = 0 e ¢'(2)f(2) =
9(6(2)).

Uma vez que ¢(z) = O(z) e ¢'(z) = O(1), segue que a ordem do polo na origem das
funcoes f e g sao iguais. n

Observacao 3.10. a) Na demonstracao do item a) da Proposigdo 3.7 usamos o Teo-
rema dos Residuos, para mais informagoes deste resultado veja [15, 17].

b) Se 2 = f(z) e 2 = g(2) sao conformemente conjugadas proximas a origem, entao z =
f(2) e 2= f(z) sdo topologicamente conjugadas. A reciproca nao é verdadeira. De
fato, 2 = 2z e 2 = 3z sdo topologicamente conjugadas, mas nao sado conformemente
conjugadas.

De posse dos conceitos e resultados anteriores, podemos enunciar o principal resultado
desta dissertagao:

Teorema 3.11. Seja f(z) uma fung¢io holomorfa em uma vizinhanga perfurada U C C
de um ponto p. Considere a equacao diferencial

dz
z‘:a:f(z)zeU,teC (3.5)
Entdo em uma vizinhanga de p a equagio (3.5) é conformemente conjugada em uma
vizinhanga da origem a:

a) z=1, se f(p) #0;

b) 2= f(p)z, se p € um zero de ordem um, isto é, f'(p) # 0,

ZTL

¢) &= 14 czn=1’

1
onde ¢ = Res <f,p>, se p € um zero de ordem n > 1;

1
d) 2= —, sep éum polo de ordem n.
Z’VZ

Notemos que o caso em que f possui uma singularidade essencial em p nao é consi-
derado no teorema anterior. Este caso é muito mais complexo, pois em torno de uma
singularidade essencial o comportamento de uma funcao holomorfa é incontrolavel. Mais
precisamente, se p é uma singularidade essencial de f, o Teorema de Casorati-Weierstrass
afirma que arbitrariamente proximo a qualquer niimero complexo conseguimos encontrar
pontos de f(D(p,R) \ {p}), para qualquer R > 0. Os artigos [2] e [13] estudam casos
particulares de equagoes Z = f(z) em que f tem uma singularidade essencial.

3.2 Demonstracao do Teorema 3.11

Nesta secao, seguindo o artigo [1], daremos uma prova do Teorema 3.11. A grosso
modo, a ideia da demonstragao é utilizar o fluxo associado a equacao (3.5) para obter
uma mudanca de variavel que nos dé as formas normais do Teorema 3.11. Sem perda de
generalidade assumiremos que p ¢é a origem do plano complexo.

Antes de demonstrar o Teorema 3.11, estabeleceremos alguns resultados.
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Lema 3.12. Sejam z,w € C dados implicitamente pela equagcio z = @¢(h(w),w). Entao,
se h € uma fung¢ao holomorfa, a expressao z = f(z) na varidvel w é

L fw)
T+ ()i (w)

Demonstrag¢do. Derivando a expressao z = ¢s(h(w),w) com relacdo a t obtemos que

. _ 4z _ des
[ dh
- [ % ] ar )
ot 0z 1 (h(w)w) dﬂ
L
_ [ Ops D¢y } W (w)i ]
ot 0z Jhwyw | W
— (W) 2L (hw), w) + 2L h(w), w) ) .
ot ’ 0z ’
Logo,
o (1 an 291 ¢y :
¢ = (2 0w 0) + G2 0w ) ) (3.5)
Como z = ¢¢(h(w),w), entao
@QOf . 0z .
ot ot J)
Assim, podemos escrever (3.6) como
0
;= (h’(w) F(z2) + %(h(w), w)> w. (3.7)
Para calcular ?(h(w), w), vamos considerar o problema de Cauchy dado pela equa-
2
¢ao variacional
u = [t 2),
{ w(0) = 1. (38)

Observe que

d (9 a (dy
dt<azf(t,z)> = ag((%f(t,z)>

= 2 (flestta)) = Flest 2

%01 (9, 2) = gz ~1.

0
Logo, ﬁ(t, z) é solugao do problema de Cauchy (3.8).

0z
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t
Por outro lado, a funcao fes(t:2)) também é solugao do problema (3.8), pois

f(2)
i(f(w;((;d)) _ f/(Qjcf((Zt), z))dz;f(t ;
— Pt z))W
f(es(0.2) _ f(2) _,
f(2) f(z)

Pela unicidade das solugoes

Do feslt.2)
0z (t,2) flz)

Avaliando em (t, z) = (h(w),w), vem que

% w),w) =
o (hlw) w) = 55

Logo, voltando em (3.7) obtemos que

¢ = (M + o) o

- oo 1)

e dai segue que

e
) + 5

e
)

)
w) + f(2)

Portanto,

como queriamos provar.
m

O Lema 3.12 mostra que com uma escolha apropriada para a fungdo h, podemos
reduzir a equagdo z = f(z) a sua forma normal.
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Lema 3.13. A equagio z = ¢¢(t,w), associada ao fluro da equagdio 2 = f(z) €, em uma
vizinhanga perfurada da origem, dada implicitamente pela equagdo

exp ( /w ’ : fl(s)ds> — exp (Z) . onde c=Res (; o) (3.9)

ou por

z 1 1
/w mds =1t, onde 0= Res (f’ O> . (3.10)

1 1
Note que o caso Res <f,0> = 0 também inclui a situacao em que — € holomorfa em

f
z=0.

Demonstragcao. Para provar a primeira parte, vamos comecar mostrando que ambos os
lados da equagdo (3.9) estao bem definidas em uma vizinhanga perfurada da origem.

Considere Z = f(z). Usando o método das equagoes diferenciais separaveis e inte-
grando de ambos os lados obtemos:

/z R (3.11)

ds, nao estd bem definida, pois a integral depende do caminho que

1
Note que / —
| e f(9) | o | | )
liga z até w. Em outras palavras, a integral s6 estda bem definida em caminhos que nao
cruzam o eixo real negativo. Porém, pelo Teorema dos Residuos, se 7, e 5 sao dois

caminhos disjuntos ligando w a z, entao ao considerarmos v = v; — 72, temos

mf /wd —/—ds

se 71 € Y2 nao cruzarem o eixo real negativo ou

1 1 1 ) 1
[t 1 gty = L yo =2mimes (o).
caso contrario.

1
Assim, dividindo (3.11) por ¢ = Res (f’ O) e tomando a exponencial obtemos

exp C) — exp (/w Cfl(s)ds> .

Logo,

exp (/W1 Cfl(s)ds - /72 cfl(s) ds) =exp(0) =1,

se 71 € 72 nao cruzarem o eixo real negativo ou
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Al
72 0

o
>

°
w w

Figura 3.2: Caso em que a integral da expressao (3.11) estd definida a esquerda e o caso
em que a integral nao estd definida & direita (imagem retirada e modificada de [4]).

exp (/71 cfl(s)ds — /72 cfl(s)d8> = exp(2mi) =1,

caso contrario.
Em ambos os casos

Portanto,

e dai segue que

P </ f1(>d> - </ cf1(8>ds> |

provando assim que a expressao (3.9) estd bem definida.

Para completar a prova da primeira parte, precisamos mostrar que a solucao z
n(t,w), tal que n(0,w) = w # 0, da equagao (3.11) é igual ao fluxo da equagao z = f(z).
Para mostrar isso, usaremos o Teorema da Funcao Implicita.

Seja
F(z,w,t) = exp (/wz cfl(s)ds> — exp (Z) =0.

Temos

z

iF(z,w,t) = exp </w cfl(s)d8> 7 #0,
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entdo pelo Teorema da Fungao implicita, existe z = n(t,w) com n(0,w) = w.

Agora se calcularmos — F'(n(t, w),w,t), entao

ot

o </:<t,w> cfl(s)ds> it w = coo (7).

Logo,

- (/W 1 d3> Fln(t.w)) = Fln(t, w)).
w o cf(s)

Portanto, n(t,w) é o fluxo da equagao z = f(z).

Na segunda parte, isto é, o caso em que Res },0) = 0, segue do fato que o lado

esquerdo da equagao (3.10) estd bem definido em uma vizinhanga da origem.
m

Proposicao 3.14. Sejam f(z) e g(z) fungoes holomorfas em uma vizinhanga perfurada

,O) € assuma que

VR
|~

da origem. Considere ¢ = Res

Cf@-gx 11
HE =09t ~ o)~ 70 (312)

¢ holomorfa em z = 0 e defina h(z) = [5 H(s)ds. Entao, a transformagao z = ¢ ¢(h(w), w)
que nao € necessariamente bijetora transforma a equagao z = f(z) na equagio w = g(w).
Contudo em uma vizinhanga da origem a transformagdo pode ser escrita implicita-

mente como
o) e o

z 1 z (1 1
[ atat =k (o~ 7) (614

quando ¢ = 0. Além disso, estd equacao pode ser simplificada por

/—ds—/ o (3.15)
1

se — e —— sao holomorfas na origem.

g9(s) — f(s)

Demonstragio. Sejam z,w € C dados implicitamente pela equagao z = ¢¢(h(w), w).
Como H(z) é uma funcdo holomorfa, entdo h(z) também é uma funcdo holomorfa.
Sendo assim, pelo Lema 3.12 a expressao de Z = f(z) na variavel w é:

W)
1+ f(w)h'(w)

quando ¢ # 0 ou
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Uma vez que

/ B o () = g(w)
L+ fw)h(w) = 1+ f(w) flw)g(w) )
_ o fw) = g(w)
= 1+ 9(w)
_ fw)
g(w)
segue entao que
w = ];((ZU)) = g(w)
g(w)

Além disso, pelo Lema 3.13, a equac@o z = ¢s(h(w), w) é dada implicitamente por:

[ ) (5o . (5 )

Agora, usando que

£ Goysin) =L (i) (i~ )

obtemos

z ] 1 = 1 1 1 qw 1 1
exp(/wc (S)ds>:exp<c/0 (g(s)_f(s)>ds+c : <g(s)_f(s)>d5>7

dai segue que

ey el
ek b)) = S
([ )

ey
o </: cfl(s) ds)

o o

Finalmente, obtemos que

P </: cgts>ds> - (i | <g<1> - cf1(5)> dS) |
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como queriamos.

1
Quando Res <f7 0) = 0, entao pela equacdo (3.10) do Lema 3.13, z = ¢ (¢, w) é dado

implicitamente por

/wz f(ls)ds =t.

Assim, z = ¢¢(h(w),w) pode ser escrito como

z 1 w (] 1
/wf(s)dS:h(w):/o <g(s)_f(s)>d&

(i) £ G ) (i)

entao

~

de onde vem que

[ ae=1 <g<1s> - f(l)) “

1
Por fim, se —— e

1
9(z)  f(z)

z 1 1 2 |
F G ) = L

sao holomorfas em z = 0 temos que

Logo,
z 1 | w1 z 1
—ds—/ ——ds = — ——ds+ | ——ds.
/0 9(s) o f(s) o g(s) 0 g(s)
Portanto,

w1 z 1
/og(s)dsz oﬁd&
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Corolario 3.15. Sob as hipdteses da proposicao anterior, seja w = W(z) uma solug¢io
em uma vizinhanga perfurada da origem da equagdo (3.13) se ¢ # 0 ou da equagao (3.14),
se ¢ = 0, satisfazendo que W (z) tende a 0 quando z tende a 0. Se essa solugao pode ser
estendida para uma aplicacao conforme em uma vizinhanga da origem, entdo as equagoes

diferenciais
dz dz
a f(2) at

sdo conformemente conjugadas proximo a origem.

9(2)

Demonstragio do Teorema 3.11. Inicialmente iremos demonstrar os casos (a) e (d), ou

seja, 0 é um ponto regular (n = 0) ou 0 é um polo de ordem n. Assim, tomemos
n € NU{0}.
Para esses dois casos, f(z) = G02) com G(0) = go # 0. Seja g(z) = et temos
entao
H(2) = = = (a0~ G(2))
2)= — — ——=2"(go — G(2
() f2) ’

¢ uma fungao holomorfa em z = 0, dai segue que h(z) = / H(s)ds é holomorfa. Além
0

disso, as fungoes — e — sao holomorfas na origem. Assim, usando a Proposicao 3.14, a

transformagao z = ps(h(w),w) é dada implicitamente por:

/w gos"ds = /S s"G(s)ds.
0 0

Como
w Sn+1 w
s"ds =
/o 90 lgon—l—lh
wn+1
= goma
entao
2 ,wn—l-l
"G(s)ds = .
/Os (s)ds gon+1
Logo,

w=W(2) = n+\1/(n +1) 5 s"G(s)ds . n+\1/(n +1) fy sle(s)ds‘
90 goz"
Note que W(0) = 0 e W/(0) # 0. Entdo w = W(z) é uma mudanga de varidvel
1 ) 1
2"G(2) v gow™
n=0oua= /gy, se n # 0 finaliza a demonstragao dos casos a) e d).

conforme entre 2 =

. A mudanca de varidavel w = aw com a = gg, se

b) Neste caso, 0 é um zero simples da fungao f, assim podemos escrever f(z) =

G(z)’
onde G(0) = go # 0. Seja g(z) = gz, a fungao
0

_ 90— G(2)

R
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¢ uma funcao holomorfa em z = 0, de modo que as hipéteses da proposicao 3.14 sao
satisfeitas. Além disso, ¢ = Res(1/f,0) = go. Assim, a transformagao ¢¢(h(w),w) é dado

implicitamente por
z 1
exp (/ ds) = exp
w S

1/2 gO_G(S)dS> ‘ (3.16)
0
De (3.16), obtemos que
exp (glo /OZ gO_SG(S)d5> = exp(log(z) — log(w)) = %
Logo,
= = 2 G(s) — g
w—W(Z>—ZeXp </0 " >ds

é uma solugao da equagao (3.16) e é uma aplicagdo conforme, ja que W’(z) # 0. Temos
ainda que W(0) = 0.

Logo, o Corolario 3.15 nos garante que W(z) é uma conjugacao conforme entre z =
z w

ew=—.
G(2) 90 )
Como f'(z) = G(z()G—(zzg:; (2), entao f'(0) = glo de onde segue que w = f'(0)w, como
queriamos.

c) Por fim, 0 é um zero de ordem n da funcao f, sendo assim podemos escrever
n

f(z):GZ(Z), onde n >2e G(0) = go # 0.

Como G(0) # 0, decorre que
G(z) = go+2"9(z) =go+2"(90+ g1z +---)
= go+gmz™ +O(z").
Se fizermos z = z1(1 + az{"), entdo
2 = Z1(1+a2") + Zramz"
= Zi(l+a(m+1)z").
Com essa substituicao, obtemos

z

T T Utalm+ D)2y
Zn
(90 + gmz™ + Ozt 1)) (1 + a(m + 1)27")
(z1(1 4 azi™))™
(90 + gmz* (1 4 az?)™ + O(z™ 1)) (1 4 a(m + 1)27")
2y
(90 + gm2"(1 + azf")™ 4+ O(zm+1)) (1 + a(m + 1)27*) (1 + az") ™
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Usando que em uma vizinhanga da origem vale > 72, (7:) (az)k = (1+azf")™", entdo

) 27
Z g
! (g0 + gmzT (1 + az)™ + O(z™+t1)) (1 + a(m + 1)27*)(1 — naz* + O(zm+1))
_ 2y
G+ g2 + O(2FY) + goa(m + 1)12™ — gonazp

2"
go + 27 ((m + 1 —n)ago + gm) + O(zm+1)

Dado que 1 < m < n — 2, podemos escolher a tal que (m +1—n)agy + g = 0. Logo,

: Z" G(z) | - .
vamos assumir que f(z) = ~——, onde ¢ uma fungao analitica na
go + G121+ G(2) 2"

origem.
ZTL
Considere g(z) = —————————. Como nos casos anteriores,
go + gn—12""
1 1 Gz
H(z) = - = (2)

é uma funcao analitica na origem.
Comecando com o caso g,+1 # 0. A transformacio z = ¢(h(w),w) é dada implicita-
mente por

P n—1 z _é
exp ( st) = exp (/ (S)d5> : (3.17)
w On—15" 0 gn—15"
A equacao (3.17) estd bem definida em uma vizinhanga perfurada da origem N, porém

para tomar o logaritmo, vamos considerar a restricao de N sem o eixo real negativo. Temos
entao

z n—1 z @
/ Jo¥ G187 o / G g (3.18)
0

w gn—lsn gn—lsn

Multiplicando ambos os lados de (3.18) por g,_; e calculando a integral do lado es-
querdo, obtemos

1 7% = Gz
9o [ n—1:| + gn_1[log sz, :/ 75 )ds,
z w 0o s
logo,
1 1 : G
% - + gn—1log = + / (2) ds = 0. (3.19)
1—n |zt w, w 0o s"

Note que se g,_1 = 0, usando a expressao (3.14) da Proposigao 3.14, também irfamos
chegar na equagao (3.19). De fato,

’ @ds = /z _G(s)ds,
0

w 8" sn

calculando a integral do lado esquerdo obtemos que

2l [1 _ ! ]+/OZG<Z)ds:0.

1—nlzn1  qn-l sn
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Logo, prosseguiremos com os dois casos. Multiplicando (3.19) por z"~! e introduzindo
a varidvel u = Z, obtemos

F(u,z) = 90 1 ="+ gn 12" ogu + 2" /Z Gls)

1—n o s"

ds = 0. (3.20)

Temos entdo que F(1,0) = 0 e 2£(1,0) # 0. Pelo Teorema da Funcdo Implicita,

e
em uma vizinhanca de (u,v) = (1,0), existe uma funcdo analitica u = U(z) tal que
F(U(z),z) =0eU(0) = 1.

Assim, w = W(z) := 7oy ¢ uma aplicagao conforme que é solugao de (3.18) e w(0) = 0.

Portanto, o Corolario 3.15 nos garante que W(z) é uma mudanca de varidvel conforme
. w™

. n
entre 2 = 2 ~ e w=—"—"7.
go+gn—12""1+G(2) go+gn—1wn1

Para finalizar a demonstragao, considere a mudanga de variavel Z = aw, em que
a = /gy, entao

B w” Oénfl 571
Z = — —
9o + Gn—aw™ ' go + gpaalZnl
an—lgn gozn
9o+ gnrarmzZt 0 go(1+ gy 2" 1)
g?’L
1+ gn_lgn—l
~ . S on ~ . ;.
Portanto, as equagdes 2 = f(z) e 2 = ; +f;n71 sao conformemente conjugadas proximas
a origem. O

Observagao 3.16. Outra demonstragao do Teorema 3.11 pode ser encontrada em [2].
As afirmacoes a), b) e ¢) também sdo encontradas no artigo [10], ja os artigos [19, 20]
mostram que se z = 0 é um polo de ordem n, entao o retrato de fase local é topologicamente
equivalente a uma sela.

3.3 Consequéncias do Teorema 3.11

Descrevemos nesta secao os retratos de fase das equagoes que aparecem no Teorema
3.11. Além disso, apresentaremos algumas de suas consequéncias.

Exemplo 3.17. Consideremos a equacao Z = 1. Temos entdao que as Orbitas desta
equacao sao semirretas paralelas percorridas com velocidade constante. O retrato de fase
local é mostrado na Figura 3.3.

Exemplo 3.18. Tomemos agora a equagdo Z = (a + ib)z. Esta equagdo corresponde ao
caso linear e a solucdo ¢ dada por p(t, z) = zelaF®),
Temos 3 possibilidades: a =0eb#0,a#0eb=0oua#0eb+#D0.
Sea=0eb=#0, p(t,z) = z(cos(bt) + isen(bt)). Sea #0eb=0, o(t,z) = ze*. Se
a#0eb=#0, o z) = ze(cos(bt) + isen(bt)). O retrato de fase local é mostrado na
Figura 3.4.

Exemplo 3.19. Consideremos a equacao Z = 2", onde n > 2.
Fazendo a mudanca de coordenadas polar z = re®. Temos

3 =re'? + rie’s.
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NN\ N\

Figura 3.3: Retrato de fase da equagao z = 1.

b
v
( ] \/.' o
Y
~
N N
o v I~ A
A I~ SN
PN
A
% ~
o ® L4

Figura 3.4: Retrato de fase local da equagao z = (a + ib)z.

Logo,
e + rie?f = rme™?,
Dividindo ambos os lados da equacdo acima por e?, obtemos que
i+ irf = eV = 1 (cos(n — 1)8 + isen(n — 1)8),

dai segue que

Entao,

dr " cos((n — 1)0)
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usando o método de separacao de variaveis e integrando de ambos os lados obtemos

/cfﬁr = /cotg((n —1)6)do,

o que implica que

1
logr = 1log|sen((n— 1)0)| + K.
n —

Assim, r = C|sen(n — 1)9|ﬁ, de onde concluimos que em uma vizinhanca da origem
o retrato de fase é a unido de 2(n — 1) setores elipticos.

Note que r(0) = (7 —6), entao as orbitas da equagdo Z = 2™ sdo simétricas em relagdo
a semirreta § = /2, de onde segue que as dérbitas da equagao sao simétricas em relagdo
ao eixo y. Note ainda que as direcoes %, onde j =1, -+ ,2(n — 1) sdo invariantes pelo
fluxo da equacao Z = z". Veja a Figura 3.5.

< %
7 r~
S
/\
% v
3 K
< >
Figura 3.5: Retrato de fase das equacoes 2 = 22, 2 = 23 e 2 = 2%,
Exemplo 3.20. Seja 2 = ——— onde c# 0 en > 2.
1+ ¢zt
Usando a mudanca de varidvel w = ¢~ 127", obtemos que
dw  AN1-—n)
dt  1+1/w’
onde A = 1/c. Usando o método de separacao de varidveis temos que
A1 =n)t+ K =w+ logw, (3.21)

tomando a exponencial de ambos os lados de (3.21), obtemos que
KeM=mt = e,

Temos trés possibilidades dependendo de A: R(A) = 0, R(A) # 0e S(A\) =0 e
RA)SI(N) #0.

Se R(N\) = 0, entao as coordenadas de uma solu¢do w = z + iy satisfazem a equagao
2?2 +y? = Ce 2,
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Se R(A\) #0, w=x+1iy e A(1 —n) = a+ b, entdo
we? = K@t (3.22)
derivando (3.22) em relagao a t, vem que
we' (1 +w) = K(a+ ib)el @t (3.23)
logo de (3.22) e (3.23), concluimos que
w(l4+w) = (a+ib)w, (3.24)
ou equivalentemente

_ (a+ib)w(1 4+ w)

1t wp (3.25)
Uma vez que |1 + w|? é uma funcao positiva, segue que o sistema
w = (a+ib)w(l + w) (3.26)
tem o mesmo retrato de fase que o sistema (3.24). Além disso, w = 0 e w = —1 s@o
pontos de equilibrio de (3.26), w =0 é um n6 se b = 0 ou um focose b #0 e w = —1 ¢

uma sela.

Apo6s voltarmos a varidvel inicial, as trajetorias ¢(t) que tendem a co quando t — oo,
tornam-se trajetorias homoclinicas com os conjuntos a e w-limite sendo a origem. Note
que, a equacao 2 = Hj’% possui n— 1 pontos singulares, que sao polos de ordem 1. Além
do mais, veremos na Secao 3.4 que préximo ao infinito as equacoes 2 = kz e 2 = Hj% sao
conformemente conjugadas, sendo assim podemos concluir que o retrato de fase préximo

a origem é a unido de 2(n — 1) setores elipticos. Veja a Figura 3.6.

AV

—

— \

|
/\

¢ 22 23 2
Figura 3.6: Retrato de fase das equagoes z = , 2= , ez = — em
& anas 1+ 2 L+ (1+1)22 14423

uma vizinhanga da origem.

1
Exemplo 3.21. Por fim, consideramos a equagao z = —, onde n > 1.
ZTZ

Fazendo a mudanca de coordenadas z = re?, obtemos que

o o 1 .
el + rief = = e
yrnenid

?
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de onde vem que
i =r"cos((—n—1)8) e O=r""tsen((—n —1)6).
Como cos((n + 1)0) = cos((—n — 1)0) e —sen((n + 1)0) = sen((—n — 1)0), entao
{ = r7"cos((n +1)8),
0= r—"lsen((n+1)0),
dai segue que

dr

o 1
7 rcotg((n + 1)0),

separando as variaveis e integrando obtemos que

1
logr = 7 In|sen(((n+1)8))| + K.

Logo,

. C
N |sen((n + 1))/ (n+1)

Portanto, o retrato de fase em uma vizinhanca perfurada da origem é a uniao de
2(n 4 1) setores hiperbdlicos.

A4
\

1 1 . 1
z

Figura 3.7: Retrato de fase das equagbes 2 = —, 2 = — e 2 = —.

Temos que r(0) = r(m — ), entdo as érbitas da equacao sdo simétricas em relagao ao

eixo imaginario. Além disso, as direcoes nj::l, onde j = 1,--- ,2(n + 1) sao invariantes
pelo fluxo da equagao z = zin Veja a Figura 3.7.

Utilizando os exemplos anteriores e o Teorema 3.11, temos o seguinte resultado:

Corolario 3.22. Considere a equagio Z = f(z), onde f é uma fungdo holomorfa em uma
vizinhanga perfurada da origem. Temos que

a) Se 0 éum zero simples da funcao f, entao 0 é:
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i) um foco estdvel (respectivamente, instavel), se R(f'(0))(f(0)) # 0 e R(f'(0)) <
0 (respectivamente, R(f'(0)) > 0).

i) um nd estdvel (respectivamente, instdvel), se R(f'(0)) < 0 e Im(f'(0)) = 0
(respectivamente, R(f'(0)) > 0).

iii) um centro, se X(f'(0)) =0 e I(f'(0)) # 0.

b) Se 0 € um zero de ordem n > 2, entao o retrato de fase local em uma vizinhanga da
origem é a uniao de 2(n — 1) setores elipticos.

c) Se 0 é um polo de ordem n > 1 , entdo o retrato de fase local em uma vizinhanca
perfurada da origem € a unido de 2(n + 1) setores hiperbdlicos.

Observagao 3.23. Um problema muito conhecido da Teoria de Equagoes Diferenciais é
o Problema do Centro-Foco, o qual consiste em obter condi¢bes necessarias e suficientes
que determinam quando um ponto de equilibrio é um centro ou um foco. Para sistemas
holomorfos este problema ¢ facilmente resolvido.

A seguir, estudaremos a estabilidade dos pontos de equilibrio de equagoes polinomiais
que possuem todas as raizes simples. Para isso, utilizaremos o resultado:

Proposicao 3.24 (Férmula de Euler-Jacobi). Seja f um polinomio de grau n com todos
as raizes simples. Entao, para qualquer polindmio g tal que deg(g) < deg(f’) = n — 1,
vale

= oglwg)
kz::l frlwg)

onde f(wy) =0 para 1 <k <n.

9(2)

| | | A
Tome v uma circunferéncia de raio r tal que todos os zeros de f estdo no interior de

v. Pelo Teorema dos Residuos

Demonstragio. Considere a funcdo h: C\ {wy, - ,w,} — C, definida por h(z) =

/vh(Z)dZ = 27 zn: Res(h(z), wg).

k=1

Se wy, é um zero de f, entdo Res(h(z),wy) = f,(( 5. De fato, como por hipStese wy é

um zero simples da fungao f, entdo f(z) = (z — wk)fl( ), onde fi(wg) # 0. Temos que

Res(h(2), we) = lim (= = wi) - _i(;)fl(z) B JZ% |

Dado que f'(2) = fi(2)+(z—wi) f1(2), segue que f'(wy) = fi(wy). Logo, Res(h(2), wy) =
(wk)
e
Portanto,

3

2—27r

—

Por outro lado,

9(2) , |

2 g(re) i 2 |g(re”)|
= . Ydo| < —=df.
z|=r f(Z) - /0 e - /0 |

f(re?)




52 Teorema de Forma Normal e Consequéncias

Fazendo r — 00, j& que deg(g) + 1 < deg(f), a expressdo acima tende a zero. Assim,

]

Proposigao 3.25. Seja 2 = f(z), onde f(2) =k(z—21)--- (2 — 2m) € 2 # z; com i # j.
Entao:

a) Se z1,+++ , 2,1 SGo centros, entdo z, também é um centro;
b) Se z1,+-+ , 2,1 SG0 NOS, entao z, também é um no;

c) Se nem todos os pontos sao centros, entao ao menos dois tem estabilidades diferen-
tes.

Demonstrag¢io. a) Suponhamos que zq,--- ,z, 1 sdo centros, entdao pelo Corolario 3.22
f'(zx) = ibg, onde by é um ntimero real ndo nulo, para k =1,---n — 1.

Considerando g : C — C, definida por g(z) = 1. Temos que deg(g) < deg(f’) — 1.
Aplicando a Férmula de Euler-Jacobi obtemos

0 z”: 1 "z—:l 1 1 n 1
P A €79 Bt IZES f'(zn)
Logo,
0=18+ S
— 7
f'(zn)
o que implica que f'(z,) = % Portanto, z, também é um centro.
b) Suponhamos agora que z1,- - , 2,1 sdo nés. Considerando g(z) = 1 e aplicando a
Férmula de Euler-Jacobi, segue que
LA | oy | 1 1
0= =Y 4t ——=a+—.
L P e P G
1
Logo, f'(z,) = —— e dai segue que z, também é um né.
c¢) Aplicando a Formula de Euler-Jacobi, com g(z) = 1. Se k = 1,--- ,n denotemos
f'(zr) = ap + ib,. Temos
L n Ay — Zbk B
kz::l f’ Z::l aj, + by

Consequentemente,

n
a

Z 2 - 5 = 0.
= ay +

Como nem todos os pontos de equilibrio sao centros, entao nem todos a; tem mesmo
sinal. Portanto, ao menos dois tem estabilidade diferente. O

Terminamos esta se¢do com um exemplo para ilustrar a proposicao anterior.
Exemplo 3.26. Considere a equagao z = c(z —c¢o)(2 —¢1)(2 — ¢2) com ¢; # ¢;, para i # j
ei,7=0,1,2. As seguintes possibilidades nao sao realizaveis:

1. 2 centros e 1 né/foco ;

2. 2 n6s e 1 centro/foco.
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3.4 Dinamica no Infinito

Nesta secao, utilizaremos o Teorema 3.11 e a compactificacdo de Poincaré para estudar

P(z)
Q(z)

o comportamento das orbitas da equacgao 2z = em uma vizinhanc¢a do infinito, onde

P(z) e Q(z) sdo polinémios.

Proposicao 3.27. Seja f(z) wma fungio racional, isto €, f(z) = P('z, onde P(z) =

Q(
apz"+ - +ag e Q(z) =byp2™+ -+ by sao polinémios de grau n e m, respectivamente.
_o(t
Se ¢ é residuo da fungao g(z) = Zzi((j)) em z = 0, entdo existe R > 0 tal que a equacao

i = f(2) é em C\ D(0, R), conformemente conjugada a:
a) 2= (L)ymn 4 (L)2mmmH sen <m + 1,
b) 2= (3)z, sen=m+1,
c) 2=2% sen=m+2,
d) 2=2""",sen>m+2.
Demonstragio. Consideremos a equagao 2 = f(z), onde f é uma fungao racional, isto é,

P(z)  a,2"+---+ap

z=f(z) = = , com a,b,, # 0. 3.27
/() Q(z)  bpz™—+ -+ b 7 (3:27)
Fazendo a substituicao w = %, temos que W = —w?%. Logo,
_ 2P
= —w 1
Q)
L2 a0 o Ot agw”
bn ()™ 4 -+ - + by b + -+ - + bow™
= gt (Z" 4 O(z)) | (3.28)

Como a dindmica da equagao (3.28) em uma vizinhan¢a do w = 0 representa a dina-
mica da equagdo Z = f(z) em uma vizinhanga de z = oo, entao aplicando o Teorema 3.11
em uma vizinhanga de w = 0, digamos D(0, ¢), seguird que a forma normal da equagao
(3.28) e dada por:

a) W = w4 @) gen < m 41,

b) w ( ) w, sen =m+ 1,
c) w=1sen=m+2,
d) w=wT"""2 sen>m+ 2,
, , . - Q)
onde ¢ é o residuo na origem da fungao g(w) = ~w2p(Iy
w
Agora, para voltar a variavel original, vamos aplicar a mudancga de variavel inversa
zZ= i Temos entdo que z = —Z2 e, consequentemente em uma vizinhanga do infinito,

mais precisamente em C\ D(0, R), onde R = =, a forma normal da equagao (3.27) é:
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a) 2= —(2)"™ — ()2~ sen <m+1,
b) Z2=(3=)z, sen=m+1,

c) Z=—z%sen=m+ 2,

d) 2=—2"" sen>m+2.

Para finalizar, usando uma mudanca de variavel linear z = A\Z em que A = ( —1)m71n+1 ,
A=1,A=—-1loul= (—1)lfT}l+n dependendo dos casos a), b), ¢) ou d), obtemos as
formas normais indicadas na proposicao.

]

Para encerar esta secdo, vamos particularizar a Proposi¢cao 3.27 para uma familia de
sistemas racionais para os quais estudaremos o retrato de fase.

Corolario 3.28. Considere a equagao (3.27), onde P(z) e Q(z) sdo polindmios. O retrato
de fase em uma vizinhanca do infinito é conformemente conjugada ao retrato de fase em
uma vizinhanga do infinito a uma das sequintes formas normais:

a) =1, sedeg(P) =0 edeg(Q) =0. O retrato de fase topologico em uma vizinhanga
do infinito € dada pela Figura 3.8 .

b) 2 =kz, sedeg(P) =1 edeg(Q) =0 oudeg(P) =2 e deg(Q) = 1. O retrato de
fase topoldgico em uma vizinhanga do infinito é dada pelas Figuras i)-3.9, ii)-3.9 ou
i11)-3.9, dependendo se k = a, k = ib ou k = a + ib, respectivamente.

c) 2=2% sedeg(P) =2 edeg(Q) =0. O retrato de fase topoldgico é dado pela Figura
3.10.

d) =23 sedeg(P) =3 edeg(Q)=0. O retrato de fase topoldgico é dado pela Figura
3.11.

e) 2=1+¢, sedeg(P) =1 edeg(Q) = 1. O retrato de fase topolégico é dado pela
Figura 3.8.

f) 2=1+%5, sedeg(P)=0 edeg(Q) =1 oudeg(P) =1 edeg(Q) =2. O retrato de
fase topologico é dado pela Figura 3.12.

9) i= %, sedeg(P) =0 edeg(Q) =2. O retrato de fase topoldgico é dado pela Figura

3.13.

Demonstragio. Para verificar que o retrato de fase da equagao 2z = 58 é conformemente

conjugado em uma vizinhanca do infinito as equagoes dados no corolario acima, basta
aplicar a Proposi¢ao 3.27. Sendo assim, iremos verificar o caso a) os demais casos sdo
verificados de maneira analoga.

a) Se deg(P) = 0 e deg(Q) = 0, entdo aplicando o item a) da Proposi¢ao 3.27, obtemos

que a equagao (3.27) em uma vizinhanca do infinito é conformemente conjugada a equagao

—Q(1/z)
22P(1/z)

Como ¢ = 0, segue que as equagoes (3.27) e 2 = 1 sdo conformemente conjugadas em
uma vizinhanca do infinito.

Agora, utilizando a compactificacdo de Poincaré, vamos esbocar os retratos de fase em
uma vizinhanca do infinito das equagoes dadas, considerando cada caso:

em z = 0.

z

i=1+c (1), onde ¢ ¢ o residuo da fungao g(z) =
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a) A equacao Z = 1 em coordenadas cartesianas é
T =1, (3.29)
y=0.

Seja X o campo de vetores associado ao sistema (3.29). A expressdo de p(X) na carta
local U; é dada por

U = —u,
V= —.

Assim, a origem de U; é o Unico ponto singular. Uma vez que a matriz Jacobiana do
campo p(X) na carta U é

J(O,O):[_Ol _01]

entao segue que a origem da carta local U; é um n6 atrator. Dado que o grau do sistema
¢é par, a origem da carta local V; é um né repulsor.
A expressao de p(X) na carta local U, é

= -1,
v = —0.

Logo, ndo ha pontos singulares na carta local U; e dai segue que também nao hé
pontos singulares na carta local V5.
Na Figura 3.8 é dado o retrato de fase topolégico em uma vizinhanga do infinito.

Figura 3.8: Retrato de fase da equagdo 2 = 1 em uma vizinhanga do infinito.

b) Neste caso, temos trés possibilidades que dependem do valor de k € C.
Se k =a com a € R, entdo a equagdo z = az em coordenadas cartesianas é

T = azx,
Y= ay.

Seja X (z,y) = (azx,ay). Temos que a expressao de p(X) na carta local Uy é
v = 0,

v = —va.



56 Teorema de Forma Normal e Consequéncias

Ja a expressao de p(X) na carta local Uy é

i = 0,

= —av.

Logo, o equador é constituido inteiramente de pontos singulares e o retrato de fase
topolégico e mostrado na Figura i)-3.9.
Agora, se k = bi, entao

T = _by7
y = bz,

e a expressao de p(X3) na carta Uy, onde Xy = (—by, bx) é

u = b(u*+1),
= bou,
enquanto na carta Us é
w = —b(1+u?),
—buw.

Portanto, as cartas U; e U, ndo possuem pontos singulares e, consequentemente, as
cartas V; e V5 também nao possuem.
Por 1ltimo, se k = a + ib, entdo a equagdo Z = (a + ib)z pode ser escrita como

T = ax — by,

Y =ay+ bx.

Logo, o campo vetorial associado ao sistema acima é X3(z,y) = (ax — by, ay + bx).
Temos que a expressao de p(X3) na carta local U; é dada por

o= b(u? + 1),

U = av + buv.
Ja na carta Us

i = —b(1 + u?),

0= —av — buw.

Como no caso anterior, as cartas Uy, Us, V1 e V5 nao possuem pontos singulares. Note
que os ultimos dois casos ndo ha pontos singulares no infinito, para distinguir os dois
casos, vamos fazer a mudanga w = 1/z, que transforma a equagdo 2 = kz na equagao
w = kw. Pelo Coroléario 3.22, w = 0 é um foco, se kK = a + tb e um centro, se k = ib.
Portanto, o retrato de fase topoldgico é dado pela Figura ii)-3.9, se k = ib ou pela Figura
iii)-3.9, se k = a + ib.

c) A equacio Z = 2% em coordenadas cartesianas ¢ dado por

T = x2—y2,

= 2uy,
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N}
A

/]\

Ya#0eb=0 ii)a=0eb#0 wi)a#0eb#0

Figura 3.9: Retrato de fase da equagdo Z = (a + bi)z em uma vizinhanga do infinito.

e o campo vetorial associado ao sistema ¢ X (x,y) = (22 —y?, 2xy). Temos que a expressao
de p(X) na carta local Uy é

i = u(u® + 1),

v =v(u® —1).

Logo, a origem da carta U; é um ponto singular. Como a matriz Jacobiana de p(X)
na carta Uy é

J(O,O):H _01]

entao a origem da carta local U; é uma sela, o mesmo vale para a origem da carta local
V1. Por outro lado, a expressao de p(X) na carta local Us é

u = —(1+u?),
= —2vu.

Assim, a carta local U; nao possui pontos singulares. Portanto, o retrato de fase
topoldgico em uma vizinhanca do infinito é dado na Figura 3.10.

d) A funcdo 2® é representada em termos de suas partes real e imagindria por z* —
3zy? + i(—y® + 32%y). Considerando X (z,y) = (23 — 3zy?, —y> + 32%y), segue que a
expressao de p(X) na carta U é

= 2u(u®+1),

= 3% —w.

Logo, o inico ponto singular em U; é a origem e o0 mesmo ocorre na carta Us. A matriz
Jacobiana de p(X) na carta U; é

J(0,0>=[‘02 ﬂ

de onde concluimos que origem das cartas U; e V5 sdo selas.
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2

Figura 3.10: Retrato de fase da equagdo 2 = z* em uma vizinhanca do infinito.

A expressao de p(X) na carta U, é

U= —2u® — 2u,

0= —3u*v + 0.

Assim, vemos que a origem da carta Us é o inico ponto singular e, temos que a matriz
Jacobiana ¢é dado por

J(O,O):[_OZ H

Logo, a origem da carta U, é uma singularidade do tipo sela. O mesmo ocorre na
carta V5. O retrato de fase topoldgico é mostrado na Figura 3.11

3

Figura 3.11: Retrato de fase da equacao Z = z° em uma vizinhanca do infinito.

e) Se ¢ = a + ib, entdo podemos escrever Z = 1+ ¢/z como

az +y(b+y) + 47
x? + 12

br — ay

RS

)
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A funcio 22 +y? é uma funcio positiva, sendo assim o sistema acima é topologicamente
equivalente ao sistema

= ar+yb+y)+ 27
= —bxr+ ay.

A expressao deste campo na carta local U; é

v = —ud—buPv — 2auv —u — bo,

= —u?v — buv® — % — 0.

Nesta carta a origem ¢é o Unico ponto singular. Como
-1 —b

entao a origem da carta local U; é uma singularidade do tipo né estavel. Dado que o grau
do sistema ¢é par, segue que a origem da carta local Us é um né instavel.
Além disso, a expressao de p(X) na carta U é

U = bv+2auv+buPv+ut+1,

= buv® + av®.

Logo, nao ha pontos singulares nas cartas U, e V5. Portanto, o retrato de fase topolo-
gico no infinito é dado pela Figura 3.8.

f) A expressao da equagao Z = 1/z + ¢/z% em coordenadas cartesianas é

a(z® — 3xy?) + 3byx? — by® + 2° + 223y% + xyt

T = (22 + 42)8 ’
b(23 — 32 — 32 _ 42 2 2\2
(12 +y2)3

onde ¢ = a + ib.
A fungao (z? + y?)® ¢ uma fungao positiva, assim o sistema (3.30) é equivalente ao
sistema

i = a(z® = 3xy?) + 3bya® — by® + 2° + 223y* + ay?,
g = b’ —3zy* —y(a(32® — y*) + (a* + y*)).

Temos que a expressao de p(X) na carta U é

o = but? — 2u® + dauv? — 6bu*v? — dud — dauv® + ? — 2u,

buv® — vut + 3auv® — 3buv® — 2u*v — av® — .
Nesta carta (0,0) é o unico ponto singular e a matriz jacobiana é dada por
-2 0
J(0,0) = l 0 —1 ]

Logo, a origem da carta local U; é um no estavel e o mesmo se verifica para carta local
Vi1, pois o grau do sistema impar.
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A expressao de p(X) na carta local U, é

o = —bu'v? 4+ 2u° + daudv? + 6bu*v? + au® — dauv® — bv? + 2u,

= —bu*v® 4+ utv + 3au*v® + 3buv® + 2utv — av® + v.
Assim, a origem da carta local U, é o tinico ponto singular. Uma vez que
2 0
oa=[2 4],
concluimos que a origem da carta local U; é um né instavel. Como o grau do sistema é

impar, a origem da carta V5, também é um né instavel.
Portanto, o retrato de fase topoldgico é dado pela Figura 3.12.

Figura 3.12: Retrato de fase da equacao z = % + 5 em uma vizinhanga do infinito.

g) Temos que a equacdo 2 = 1/z2 é escrita como

' 22 _ y2
X =

xt + yt + 202y?’
. —2xy
’y =

24yt 2022
Dado que z* + y* + 222y? é uma funcio positiva, entdo o sistema acima é topologica-
mente equivalente a
& o= a® -y
= —2xy.
A expressao do sistema p(X) na carta Uy é
2

u = u(u®—3),

= U2U—U.

Os pontos (0,0), (v/3,0) e (—/3,0) sdo pontos singulares da carta U;. Além disso,

J(O,O):[_OS _02] o J(iﬁ,o):[g g]
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consequentemente (0,0) é um né estavel enquanto (£+/3,0) sdo nds instaveis. Dado que
o grau do sistema é par, segue que os pontos (0,0) é um no instével e (£1/3,0) sdo nés
estaveis.
Resta estudar a origem da carta Us. A expressao de p(X) nesta carta é
/L'L —

3u —1,
= —v(u®+1).

Nesta carta a origem nao hé pontos singulares. Logo, o retrato de fase topolégico no
infinito é dado pela Figura 3.13.

Figura 3.13: Retrato de fase da equacao 2z = Z% em uma vizinhanga do infinito.






4 Dinamica dos Fluidos e
Integrabilidade

Considere um fluido perfeito, homogéneo e incompressivel. Neste contexto, ser perfeito
significa que a for¢a que uma parte do fluido exerce sobre a parte adjacente é devida apenas
a pressao, sempre perpendicular a superficie de separagao entre as partes. Ser homogéneo
e incompressivel significa que a densidade de massa p é constante em todos os pontos do
movimento.

Além disso, suponhamos também que o movimento seja bidimensional e estacionario.
Bidimensional significa que existe um plano que tomaremos como o plano xy, tal que
a velocidade se mantenha paralela a este plano, independente da terceira coordenada
espacial z de forma que o movimento é o mesmo em todos os planos paralelos ao plano
xy. Estacionario é o movimento cuja velocidade em cada ponto se mantém constante no
tempo.

Seja X (z,y) = (Xi(z,y), X2(z,y)) o vetor velocidade deste movimento no ponto (x,y).
Suponhamos que as componentes X; e X, sdo funcoes suaves em R? e satisfazem a equa-
cao:

0X1  0X,

divX = — +

Adicionamos a hipotese que o movimento é irrotacional. Vamos comegar com a integral
de linha

r— / X.tds,
C

onde C' é uma curva fechada e simples e ¢ é o vetor unitario tangente a curva C'. Observe
que X.t representa o valor escalar da velocidade tangencial e I' representa uma medida
de quanto as particulas fluidas tendem a circular ao longo de C'.

Um teorema fundamental, publicado em 1869 pelo fisico, matematico e engenheiro
Lord Kelvin afirma que a circulagdo permanece constante ao longo do tempo. Como o
movimento se origina do repouso, a circulacao é inicialmente zero, logo, sera zero por todo
tempo. Entao,

0 :/ X.tds :/ Xyda + Xody.
c c
Aplicando o Teorema de Green, obtemos que
[ (2 _om)_,
R\ Ox oy )

63
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onde R é a regiao interior a curva C'. Dado que o integrando é uma funcao continua e R
¢ uma regiao arbitraria, entao as componentes X; e X, devem satisfazer a equagao
00X, 0X;

9Xx2 O _ 4.2
ox Jy 0 (42)

Note que as equagoes (4.1) e (4.2) s@o as equagoes de Cauchy-Riemann para as fungoes
Xl e —XQ.
Baseado nisso, vamos estudar os sistemas

[ i, »

y = _U($7y)7

onde f(z) = u(x,y)+iv(x,y) é uma fungdo holomorfa. Vamos chamar o sistema (4.3)
de sistema conjugado f(z).
A equagao (4.2) nos diz que a forma diferencial é exata, j4 que a integral ao longo de

qualquer curva fechada é zero. Logo, existe uma fun¢ao ¢ = ¢(x,y) tal que

99 99
y — _

Portanto, o sistema conjugado ¢ um sistema gradiente
99
oz’

0

i =u(z,y) =

Note que a fungao ¢ satisfaz a equacao de Laplace

0P¢  0%¢
A = — —_— =
¢ ox? + oy? 0

e, portanto, é uma funcao harmoénica. Isso implica que ¢ é a parte real de uma funcao
holomorfa F(z) = ¢ + it.

A ortogonalidade das curvas de nivel das partes real e imaginaria de F' implica que a
funcao 1 ¢ uma integral primeira do sistema conjugado.

Definigao 4.1. A funcdo F'(z) = ¢ + i1p é chamada o potencial complexo do movi-
mento.

Proposicao 4.2. Seja f(z) uma fungio holomorfa. A integral primeira do sistema con-
jugado 2 = f(z) € dada por (x,y) = I(f(2)), onde F'(z) = f(z). Em outras palavras, o
potencial complexo do movimento é uma primitiva de f(z).

Demonstragdo. Seja f = u + 1v uma fungdo holomorfa. Considere o sistema conjugado
& = u(z,y),
y = —’U<I', y)a

que ¢ gradiente, e assim existe ¢ tal que u = ¢, e v = —¢,. O potencial ' = ¢ + i) ¢
holomorfo e F' = ¢, + i), = u+iv = f(z). ]
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Proposicao 4.3. Seja f(z) uma fungao holomorfa. Os pontos de equilibrio do sistema
conjugado zZ = f(z) sao os pontos criticos da fungdo v e aqueles que sio nao degenerados
sao do tipo sela.

Demonstragdao. Seja zg = xg + 1Yo um ponto de equilibrio do sistema conjugado

{ b= u(z,y) = s,
y= —v(z,y) = ¢y,

entao u(zg, yo) = 0 = —v(xo, Yo)-

Usando que ¢, = —¢, e ¢, = 1, obtemos que ¢, = —¢, =0 e 1, = ¢, = 0.

Logo, 2y = xg + iyy € ponto critico da fungao .

A funcao ¢ é harmonica e ¢ € C'°, entao Yy, + ¥y, = 0 e pelo Teorema de Schwarz
Yy — 1y, = 0. Consequentemente o determinante da matriz Hessiana € 1,10y — ¥y ¥ye =
_wgz - :%y <0. U

Exemplo 4.4. Considere a fungio f(z) = z?. Entdo, o sistema conjugado é

b= 22—y
y - —21’y,

e a integral primeira é dada por ¥(x,y) = 2y — % Veja a Figura 4.1.

Figura 4.1: Curvas de nivel da funcio z%y — %

Exemplo 4.5. Seja f(z) = z3. O sistema conjugado é

= 2% — 3xy?,
=y’ — 3%,

2 4
3
e uma integral primeira é ¥ (x,y) = % + yz — §x2y2. Veja a Figura 4.2.
2
Exemplo 4.6. Considere a funcao f(z) = lj— . O potencial complexo é dado por
z
F(z) = % — z+1In(z 4+ 1) e o sistema conjugado ¢é

,:x3+x2+xy2—y
(1+2z)2+y2
—2?y + 2zy + y°
(1+2z)* +y?

Y

)

e a integral primeira é ¥(x,y) = (z — 1)y + arctg <:/_1> Vej Figura 4.3.
x
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D

=

4
3
Figura 4.2: Curvas de nivel da fun¢io ¢(x,y) = — + yz — §m2y2.

T
4

\

Figura 4.3: Curvas de nivel da fungdo (xz — 1)y + arctg (L)
x

Proposicao 4.7. O retrato de fase da equagio z = f(lz) ¢ igual ao retrato de fase da

equagio ¢ = f(2) onde f(2) # 0.

Demonstracao. De fato, temos que

— 1
Como |f(2)|? > 0, entdo as equagdes 2 = f(z) e z = m tem o mesmo retrato de
z
fase. m

Agora vamos considerar f(z) uma fungao holomorfa definida em um disco perfurado
D = D(0,R) \ {0}, onde 0 é o tnico zero da fun¢do f em D ou 0 é uma singularidade
isolada de f e f nao possui zeros em D.

Seja L uma semirreta comegando em 0. O conjunto = D\ L é um conjunto
estrelado com respeito a qualquer zy ao lado oposto de L, isto é, para qualquer z € €Q, %ok
estd inteiramente contido em 2. Uma propriedade que vale para uma func¢ao holomorfa
definida em uma regiao estralada é que ela possui uma primitiva nesta regiao, para mais
detalhes veja [17]. Sendo assim, as fun(;oes e f(z) possuem primitivas em €.

A proposigao anterior garante que o retrato de fase da equacao Z = f(z) é igual ao
retrato de fase da equacio z = g(z), onde g(2) = ﬁ Pela Proposicao 4.2, a integral
primeira da equagao Z = f(z) ¢ H(x,y) = S(G(z)) onde G’'(2) = g(2). Resumindo temos
o seguinte resultado:
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Proposicgao 4.8. Seja 2 = f(z) um sistema holomorfo definido em um conjunto 2 = D\

L. Entao suas trajetorias estao contidas nas curvas de nivel da fung¢io H(x,y) = S(G(2)),
1
onde G'(z) = ——.
/()

Demonstra¢io. Como ja observado, o retrato de fase do sistema 2 = f(z) é igual ao
retrato de do sistema 2 = g(z), onde g(z) = f(lz) = u(z,y) +iv(z,y).

Seja G(z) = U(x,y)+iV (z,y) uma primitiva da funcao g(z) em €. A fun¢do G é uma
funcao holomorfa e satisfaz que G'(z) = g(z). Temos entao que

G'(2)=U, +iV, =u+iv="V,— iU,

dai segue que VU = (U,,U,) = (u, —v).

Logo, # = g(z) é um sistema gradiente e, assim, as érbitas sdo ortogonais as curvas
de nivel de U. Uma vez que, G = U + iV é holomorfa, entdo as curvas de nivel de V' e U
sao ortogonais.

Portanto, as érbitas de 2 = f(z) estdo contidas nas curvas de nivel de H. ]
. . 9 1 1
Exemplo 4.9. Considere 2 = 2°. Temos que g(z) = — e G(z) = ——.
2 z
Pela Proposicao 4.8, as érbitas da equacdo 2 = 22 estdo contidas nas curvas de nivel
1 y
da funcao H(x, :<‘<—): :
gao H(z,y) =S|~ ) = 5= "

Figura 4.4: Curvas de nivel da funcao H(z,y) = A
x? + y?
. o 9 . 1 o
Exemplo 4.10. Considere a equagao z = z* — 1. Entéo, g(z) = ] e uma primitiva
Z —
1
para g(z) é G(z) = §(log(1 —z) —log(z+1)).
Temos entdo que as orbitas da equacao 2 = 22 — 1 estdo contidas nas curvas de nivel

1

1 _
da funcao H(z,y) = 5 arctg (1—y33> b arctg (1173)
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D

N

1
Figura 4.5: Curvas de nivel da fungao H(z,y) = 5 arctg (

Y
11—z

)

! t
— —arc
2 g

(

Y
1+z

)



5 Propriedades Globais da Equacao
¢ =f(2)

Este capitulo e dedicado ao estudo do comportamento da equacao Z = f(z) préximo
a Orbitas periddicas e de policiclos.
Iniciaremos com o seguinte resultado:

Proposicao 5.1. Considere a equagao 2 = f(z). Se vy € uma drbita periédica de periodo
T da equagdo, entao
1
T = / dz
v f(2)
Demonstragio. Como v é uma drbita periédica da equacao z = f(z), entdo v = {s(t, 2) :

t € 10,77}
Temos entao

1 L T @t 2)
L% =k 7aap®

Usando que f(¢f(z;t)) = ¢%(t, 2), obtemos que

T (L,
_#tz) dt /dt
o fler(t,2))

Portanto,

O

Seja f uma funcdo holomorfa definida em dominio A C C e considere a equacio
2 = f(2). Se 7 é uma Oorbita periddica da equagdo, entdo existe uma vizinhanga V' de
~ tal que 7 ¢é a tnica 6érbita periédica ou V' possui outras orbitas periddicas além de ~.
No primeiro caso, chamamos a 6rbita periddica de ciclo limite. Um dos problemas mais
investigados na Teoria Qualitativa dos Sistemas Planares é o X VI problema de Hilbert.
Este problema consiste em determinar o nimero e a posicao de ciclos limites de sistemas
polinomiais.

Veremos a seguir que a equagdo Z = f(z) nao possui ciclo limite. Este resultado é
consequéncia da seguinte proposicao.

69
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Proposigao 5.2. Seja f uma fungao holomorfa definida em um dominio A C C. Se ~
¢ uma orbita periddica da equagio z = f(z), entdo existe uma vizinhanga V' de ~y tal que
todas as orbitas em V' sdo periodicas e elas tém o mesmo periodo.

Demonstragio. Seja T' o periodo da érbita v, temos entdo que ¢¢(7,2) = z para todo
z €.

Considere £ : A — C, definida por £(z) = (T, z). A fungao £ é uma fungio analitica,
além disso, ¢ é igual a funcao identidade em todos os pontos de . Logo, pelo Principio
da Continuagao Analitica, ¢ coincide com a fungao identidade em alguma vizinhanga V'
de z.

Portanto, nesta vizinhanga todas as érbitas sao periddicas e possuem o mesmo periodo.
m

Nosso préximo objetivo é estudar o comportamento da equagdo 2 = f(z) préximo a
um tipo especial de conjuntos, os chamados policiclos. Mas antes de definir o que é um
policiclo, precisamos de algumas definigoes.

Definigao 5.3. Dizemos que A é um grafico da equacdo z = f(z) se A é compacto,
conexo, invariante e se z € v entdo a(z) e w(z) sao pontos de equilibrio ou pontos
singulares.

Observagao 5.4. 1) O fluxo da equacdo Z = f(z) nao estd definido em um ponto
singular.

2) Como um conjunto A é invariante se, e somente se, contém a 6rbita de cada um de
seus pontos, entao um grafico é a uniao finita e nao nula de pontos de equilibrio,
pontos singulares e érbitas, tais que o conjunto alfa e omega limite das érbitas sao
pontos de equilibrio e pontos singulares.

i) i)

Figura 5.1: i) Exemplo de um gréafico; ii) Um conjunto que nao é um gréafico.

Defini¢ao 5.5. Uma semi seg¢ao transversal de um grafico A é um difeomorfismo
I':[0,1) = I'([0,1)) C C tal que:

i) I'(0) € A;
ii ) I'((0,1)) é transversal ao sistema.

Seja A um grafico do sistema Z = f(z) e I' uma semi segao transversal com vértice em
pel, Tt =T\ {p}. Seja U uma vizinhanca e a semi 6rbita positiva go;f(t, q) passando
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Figura 5.2: Um grafico com uma aplicacao de Poincaré.

por g € 't C U. Suponha que A(q) é o primeiro ponto de interse¢ao de gp}r(t, q) comI" e
a curva ¢1(q;t) entre ¢ e A(q) estd em U.
A aplicacao
A:(p) = Tp), ¢— A

¢ chamada aplicacao de sucessao ou de aplicagdo de Poincaré.
Notemos que a aplicacao de Poincaré nao esta definida para todos os graficos.

Definicao 5.6. Um grafico em que a aplicagdo de Poincaré estd definida é chamada de
policiclo ou grafico monodrémico.

Observacao 5.7. Um policiclo pode consistir em um tnico ponto, por exemplo, um foco
ou um centro.

Proposicao 5.8. Seja A um grdfico da equagio 2 = f(z). Se zyp € A é um ponto de
equilibrio da equacdo, entao A nao € um policiclo.

Demonstracdo. De fato, se existir um ponto de equilibrio zyg em A, entdo o retrato de
fase local nao tem setores hiperbdlicos e, assim, a aplicacdo de Poincaré nao esta bem
definida. ]

Proposigao 5.9. Seja A um policiclo da equagio =z = f(z). Em uma vizinhanga onde a
aplicacao de Poincaré estd definida todas as orbitas sao periodicas.

Demonstracdo. Seja U uma vizinhanga de A tal que a aplicagao de Poincaré esta definida
em U e U nao contenha nenhum zero ou singularidade da funcao f.

Seja p € A, T" uma semi se¢ao transversal a A passando por p e A : (I'",p) — (A, p)
a aplicagao de Poincaré.

Considerando a equagdo z = f(z) em U, podemos estudar as solugoes do sistema
1

fz)
Pela Proposicao 5.2, se v ¢ uma 6rbita periddica, entao em uma vizinhanca de U todas

as orbitas sao periddicas. Logo, em U, todas as orbitas sao periddicas ou o policiclo é
estavel ou instavel. Em outras palavras, o caso de infinitas érbitas periodicas se acumu-
lando em alguma parte de A pode ser evitado, a menos que todas as 6rbitas em U sejam
periddicas.

Suponhamos entao que A seja estavel.

Z =

—

Dado ¢ € T', considere a regiao A limitada por A, o arco de trajetéria gA(q) e pelo
segmento gA(q) C I

Tome w € A, p(t,w) € A para todo t > 0, ou seja, A é positivamente invariante.
Além disso, ¢(t,w) intercepta I' em uma sequéncia {l, },en que converge para q.
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Por outro lado, considere um subconjunto fechado B, de area k tal que ¢ € By C A,
considere também n € N tal que nk > area(A).

Tome os conjuntos {¢(jT, By)}j=0, n-1. O fluxo da equagdo z = preserva

1
f(z)
area, pois o sistema conjugado é um sistema gradiente. Sendo assim, os conjuntos
{¢(T, By)} =0, n—1 ndo podem ser disjuntos. Logo, existem k e [ tais que 0 < k <
I <n-—1e@kT, By) No(T, By) # 0.

Usando que o fluxo é um difeomorfismo e a propriedade de grupo, defina B := By N
©(Bo,moT) # 0, onde myg = | — k. Temos que B; C By e By é um conjunto compacto.
Repetindo o processo infinitas vezes, obtemos um conjunto compacto nao vazio B =

=0 Bj.

Se w € B C By, entdao existe uma sequéncia de inteiros positivos {k,}n.en tal que
o(k,T,w) € By para todo n € N, o que leva a uma contradigao.

Logo, as érbitas em U sao periddicas. n
Como consequéncia da proposi¢ao anterior temos o seguinte resultado:

Corolario 5.10. Considere a equag¢io 2 = f(z). No interior de lagos homoclinicos e
heteroclinicos nao é possivel um foco ou um no.

Figura 5.3: Exemplos de lacos que nao podem ocorrer.



6 Classificacao Topologica de
Equacoes Racionais

Neste capitulo, utilizaremos os resultados apresentados nos capitulos anteriores para
obter uma classificagdo topoldgica do retrato de fase de uma familia de equagoes racionais

da forma
P(2)

" Q)

onde P e () sdo polindmios sem fatores em comum.

(6.1)

6.1 deg(P) <3edeg(Q)=0

Inicialmente, vamos estudar o retrato de fase da equagao (6.1) com deg(P) < 3 e
deg(Q) = 0, isto é, nesta se¢do vamos estudar o retrato de fase de equagdes polinomiais.
O proximo resultado nos fornece as formas normais dessa equagcao.

Lema 6.1. Sejam P(z) e Q(z) dois polindmios tais que deg(P) < 3 e Q(z) = d (isto €,
deg(Q) = 0), entao a equagio (6.1) é conformemente conjugada a:

a) 2=1, se P(z) =¢;

b) 2 =kz, se P(z) = c(z — cp) onde k=5 € C;

c) 2=2(2—¢), se P(z) =c(z — cp)(z — ¢1) onde & = Ccl dec) ¢ C;

d) z= z(z —&)(z2—&), se P(z) =c(z —cy)(z —c1)(z — ¢2), onde & = %(co —c)e
b= Ye(er — 1)

Demonstragio. a) Queremos mostrar que as equagoes Z = f(z) e 2 = g(z) sao conforme-
c
mente conjugadas, onde f(z) = 7€ g(z) = 1. Para isso, consideremos ¢ : C — C, definida

d
por ¢(z) = —z. Temos que ¢ é uma fungao conforme, pois ¢ é holomorfa e ¢/'(z) = — # 0.
c

Além disso,

S = L5 = 1= g(o().

~ . . c . .
Logo, as equagdes 2 = 1 e £ = — sao conformemente conjugadas.
d
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d
b) Neste caso, considerando f(z) = c(%co), g(z) =kze ¢(z) = —(2 — ¢p). Temos que
c

df() = 1w
= (e
()
— g(6(:).

Como ¢ ¢é holomorfa e tem derivada nao nula, segue que as equagoes z = kz e 2 =

c(z — )
d

sao conformemente conjugadas.

¢) Sejam f(z) = ETOETA) oy gy eg(e) =

y (z — ¢o).

Ul o

Temos que

I = S —a)

Por outro lado,

Logo, ¢'(2)f(z) = f(o(z)) e, além disso, ¢ é uma aplicacdo conforme. Portanto,

z= E(,z —co)(z—c1) e 2= 2z(z — &) sdo conformemente conjugadas.

d

d) Por fim, consideremos f(z) = oz =)z ; c)(z = ) L 9(2)=z2(z=&)(z—&) e

Ve

o(z) = ﬁ(z — ).

A fungdo ¢ é uma aplicagdo conforme, ja que ¢ é holomorfa e ¢'(z) # 0. Além do
mais,

S = Vi (LrmEaltoe))

d

2 9%

= (z —co)(z—c1)(z — c2).

S
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Em contrapartida

o) = (=) (7 va o) (5~ Yoo

— C\/E —cC1)(z—c1 —(cg—cC Z—C — |\ —C
= v aEma-(@-a)i-a=(e-a)

Ve

= ST aE-a)z- ).

c(z—co)(z—c1)(z — )

d
e 2 =2z(z—&)(z — &) sdo conformemente conjugadas. O

Logo, ¢'(2)f(z) = g(¢(z)) e concluimos que as equagdes z =

As proximas proposigoes nos fornecem o retrato de fase das formas normais do Lema
6.1.

Proposicao 6.2. As sequintes afirmacoes sao vdlidas:

a) O retrato de fase da equagio 2 =1 no disco de Poincaré é topologicamente equiva-
lente ao retrato de fase apresentado na figura 6.1.

b) Seja k € C. O retrato de fase da equagio 2 = kz no disco de Poincaré é topologica-
mente equivalente ao retrato de fase da:

b1) Figura i)-6.2, se ®(k) = 0;
b2) Figura ii)-6.2, se S(k) =0;
b3) Figura iii)-6.2, se ®(k)S(k) # 0.

c) Seja & € C. O retrato de fase da equagio 2 = z(z — &) no disco de Poincaré é
topologicamente equivalente ao retrato de fase mostrado na:

cl) Figura i)-6.3, se £ £ 0 e R(E) =0;
c2) Figura ii)-6.3, se £ #0 e R(E) #0;
c3) Figura iii)-6.3, se & = 0.

Demonstragio. a) Pelo Corolario 3.28, o retrato de fase da equagdo 2 = 1 no infinito é
dado pela Figura 3.8. Como a equacao nao possui pontos de equilibrios e nem pontos
singulares, entdo o retrato de fase é dado pela Figura 6.1.

b) Neste caso, z = 0 é o tinico ponto de equilibrio da equagao Z = kz e, pelo Corolario
3.22, z = 0 é: um nd, se (k) = 0; um foco, se R(k)I (k) # 0 ou é um centro, se R(k) = 0.

Além disso, o Corolario 3.28 nos mostra que o retrato de fase no infinito é dado
pela Figura i)-3.9, se (k) = 0, Figura ii)-3.9, se %(k) = 0 ou pela Figura iii)-3.9, se
R(k)S(k) # 0.

Portanto, o retrato de fase da equacao Z = kz é topologicamente equivalente ao retrato
de fase mostrado na Figura 6.2 i), se S(k) = 0, pela Figura 6.2 i), se R(k) = 0 ou pela
Figura 6.2 ii7), se ®(k)S(k) # 0.

¢) O Corolario 3.28 nos garante que o retrato de fase da equagao Z = z(z — &) no
infinito é topologicamente equivalente ao retrato de fase da equacao 2 = 22
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Figura 6.1: Retrato de fase da equagao Z = 1 no disco de Poincaré.

i=z =1z 2=(1+41)z
~ A A
< . >
v v o
i) S(k)=0 it) R(k) =0 i11) R(k)S(k) #0

Figura 6.2: Retrato de fase da equacao Z = kz no disco de Poincaré.

Além disso, temos duas possibilidades: € # 0 ou & = 0. Se £ # 0, entdo a equagao
Z = z(z — &) tem dois pontos de equilibrio, z =0e z =¢. Se £ =0, entdo z = 0 é o tinico
ponto de equilibrio da equacgao.

No primeiro caso, derivando a fungdo f(z) = z(z — &), obtemos que f'(z) = 2z — &.
Logo, f'(0) = =€ e f'(§) = &, consequentemente 0 e £ sdo centros, se R(§) = 0 ou 0 e &
sao focos (ou nés), se N(§) # 0.

Portanto, o retrato de fase da equagao z = z(z — &) no disco de Poincaré é topologi-
camente equivalente ao retrato de fase apresentado na Figura 6.3 i), se £(£) = 0 ou ao
retrato de fase apresentado na Figura 6.3 i), se £(§) # 0.

No segundo caso, z = 0 é o nico ponto de equilibrio e ¢ um zero de ordem dois, sendo
assim o retrato de fase em uma vizinhanga de z = 0 ¢ a unidao de dois setores elipticos.

Portanto, o retrato de fase da equagao Z = z(z — §) com £ = 0 no disco de Poincaré é
topologicamente equivalente ao retrato de fase mostrado na Figura 6.3 #ii). O

Proposicao 6.3. Considere a equagio z = z(z —&)(z — &). As sequintes afirmagoes sao
validas:

a) Se&& #0 e &y # &, entdo hd trés possibilidades para o retrato de fase da equagdo
p=2(z-&)(z - &);
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2=2z(z—1) i=z2(z—1) 2 =22

i) EF£0eR(E) =0 i) E£0eRE) A0 iii) § =
Figura 6.3: Retrato de fase da equagdo z = z(z — &) no disco de Poincaré.
b) Seé&r =& e& #0 ou&i&s =0 e &y # &, entdo hd duas possibilidades para o retrato

de fase da equagio z = z(z — &) (2 — &2).

c) Se & = 0 = & entdo ha uma possibilidade para o retrato de fase da equagio z =

2(z—=&)(z — &).

Demonstragio. a) Neste caso, z = 0, z = & e z = & sao zeros simples da fungdo
2(z — &) (z — &), sendo assim, pela Proposicao 3.25, temos as possibilidades:

o 3 centros Figura 7)-6.4;
+ 3 Focos/Noés Figura i7)-6.4;

e 2 Focos e 1 centro Figura #ii)-6.4.

Z=z(z—(141))(z— (34 3i)) Z=z2(z—-1)(z—2) 2=2(z—(3/2—1))(z — (2 — 30))

i) i) i)
Figura 6.4: Retrato de fase da equagdo z = z(z — &;)(z — &) no disco de Poincaré.

b) A equagdo 2 = z(z — &) (z — &) possui um zero simples e um zero de ordem dois. Logo
temos a possibilidades:

1 centro e a uniao de dois setores elipticos Figura 7)-6.5;

« 1 foco/né e a unido de dois setores elipticos Figura i7)-6.5.
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¢) Por fim, z = 0 é um zero de ordem trés e o retrato de fase local é a unido de quatro
setores elipticos Figura iii)-6.5. [

Z2=2z(z—(1—-1)) =z( 3= 53

A S
~
| |2
.
L

Figura 6.5: Retrato de fase da equacado z = z(z — & )(z — &) no disco de Poincaré.

6.2 deg(P)<2edeg(Q) =1
Agora iremos considerar o caso em que deg(P) < 2 e deg(Q) = 1.

Lema 6.4. Sejam P(z) e Q(z) polinomios tais que deg(P) < 2 e Q(z) = d(z — dy) (isto
é, deg(Q) = 1). Entao a equagao (6.1) é conformemente conjugada a:

a) =1 se P(z)=¢;
b) =25 se P(z) = c(z — ), onde & = CO ) e C;
c) = M,%P() c(z—co)(z—c1), ondek=5€Cel=2=0 386@

C

M’ g(z) = i e ¢(z) = \/z(z —dp). Note que

s =51

Demonstragdo. a) Sejam f(z) =

Por outro lado,

1 c

d
—d
\/:(Z — d()) c (Z 0)
B \/Ec 1
B dz—dy
Logo, ¢'(2)f(z) = g(¢(z)). Como ¢ é uma aplicacao conforme segue que as equagoes
1

. . c ~ .
2= — e £ = ———— sao conformemente conjugadas.

z d(z — do)
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b) Nesse caso, considere f(z) = dz=co) g(z) = 26 e o(z) = Sl(z —dp). Observe
c

d(z —dy)’ 2
que
, _dc(z—cq\  z—co
d(2)f(z) = cd (z—d()) 2 —dy
Além disso,
—(z—do) — ¢
9(#(2)) = d
E(Z—do)
c,d
_ Z—do—g(E(CO—do))
Z—do
_z—dy—cot+dy  z—c
N Z—do _Z—dO.

Logo, f(2)¢'(z) = g(¢(z)) e dai segue que as equagdes 2 = f(z) e 2 = g(z) sdo
conformemente conjugadas.

. - (2 -1
¢) Por tltimo, considere f(z) = (2 d(goz(jlo) Cl), g(z) = k(2 52(2 ) o(z) =
1

—dy). T
o d (z — dy). Temos que
1 — — k — —
() f(2) = c(z—co)(z— ) _ (z—co)(z cl).
Co — do d(Z — do) Co — do Z — do
Por outro lado,
1 dy 1 dy
k — — — -1
<Co—doz Co—do 5) (Co—doz Co—do >

9(6(2)) = 1 do

Co — doz co — dy
ko (z—dy—&(co—dp))(z — do — (co — dp))
co — do z —do
ko (z—c)(z—co)
co — dy z —dp ’

Portanto, as equagoes 2 = f(z) e 2 = g(z) sdo conformemente conjugadas.

O proximo resultado nos fornece o retrato de fase das equagoes do lema anterior.

Proposicao 6.5. As sequintes afirmacoes sio vdlidas:

a) O retrato de fase da equagio z = % no disco de Poincaré é topologicamente equiva-

lente ao retrato de fase da Figura 6.6.

b) O retrato de fase da equagio z = % no disco de Poincaré é topologicamente equi-

valente ao retrato de fase da:
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b1) Figura i)-6.7, se R(L¢) # 0;
b2) Figura ii)-6.7, se R(L¢) = 0.

% no disco de Poincaré é

c) Seja & € C. O retrato de fase da equagio z =
topologicamente equivalente ao retrato de fase da:
c1) Figura i)-6.8, se R(k) =0, R(L1) = R(Le) =0 e R(E) > 0;
c2) Figura ii)-6.8, se R(k) =0, R(L1) = R(Le) =0 e R(§) < 0;
c3) Figura i)-6.9, se R(k) = 0,R(L1)R(L¢) # 0;
c4) Figura ii)-6.9, se R(k) =0 e =1;
c5) Figura i)-6.10, se R(k)SI(k) # 0 e R(L1)R(Le) = 0;
c6) Figura ii)-6.10, se R(k)S(k) # 0 e R(Lq1)R(Le) < 0;
c7) Figura i)-6.11, se R(k)S(k) # 0 e R(L1)R(Le) > 0;
c8) Figura ii)-6.11, se R(k)S(k) #0 e £ =1;
c9) Figura i)-6.12, se S(k) =0 e R(L1)R(Le) = 0;
c10) Figura ii)-6.12, se S(k) =0 e R(L1)R(Le) < 0;
c11) Figura i)-6.13, se S(k) =0 e R(L1)R(Le) > 0;
c12) Figura ii)-6.13, se S(k) =0 e & =1,

onde Ly = k(1 —§) e Le = @ sao as partes lineares dos pontos de equilibrio z = 0 e

z=E.

1
Demonstragio. a) Neste caso, z = 0 é o unico ponto singular da fun¢ao f(z) = —, um
2z

polo de ordem um. Pelo Corolario 3.22, em uma vizinhanga perfurada de z = 0 o retrato
de fase é uma sela.

Por outro lado, o Corolario 3.28 nos garante que no infinito o retrato de fase é topo-
logicamente equivalente ao retrato de fase exibido na Figura 3.13.

Portanto, o retrato de fase da equagao z = % no disco de Poincaré é topologicamente
equivalente ao retrato de fase da Figura 6.6.

1
Figura 6.6: Retrato de fase da equagao Z = — no disco de Poincaré.
z
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Z J—
b) Inicialmente observe que z = 0 é o tnico ponto singular da fungao ez=¢

¢ um ponto de equilibrio da equacao z = Zzi Como z = 0 é um polo de ordem um,
entao pelo Corolario 3.22 o retrato de fase local é topologicamente equivalente a uma sela

hiperbdlica. Além disso, a derivada da fungao f(z) = %5 em 2z =§ é Lg = % Temos
entdo que z = £ é um centro, se R(L¢) = 0 e z = £ é um foco estavel ou instavel, se
R(Le) # 0.

Em contrapartida, pelo Corolario 3.28, o retrato de fase em uma vizinhanga do infinito
e correspondente ao da equagao Z2 =1+ %

Portanto, o retrato de fase no disco de Poincaré é topologicamente equivalente ao
retrato de fase apresentado na Figura ¢)-6.7, se R(L¢) # 0 ou da Figura i7)-6.7, se R(L¢) =
0.

no disco de Poincaré.

Figura 6.7: Retrato de fase da equacgao z =

c¢) Por fim, considere Z = f(z), onde f(z) = Rz = Dz = 6)

Como nos casos anteriores, z = 0 é um polo de ordem um e seu retrato de fase local é
uma sela hiperbdlica.

Para esta equacao temos duas possibilidades: £ # 1 ou £ = 1.

Se £ # 1, entao z = 1 e z = £ sdo pontos de equilibrio da equacao z = f(z).

Uma vez que,

kz(z—=&+2—1)—(z—=1)(z = &)

2 Y

entdo L; = f'(1) =k(1—-¢&) e Le = f'(€) = M Observe que Ly +&Lg = 0. De fato,

§
L4+ &L =k(1-&)+k(E—-1)=0.

fe) =

Se £ =1, entdo z = 1 e o unico ponto de equilibrio e o retrato de fase local é a uniao
de dois setores elipticos.

Pelo Corolario 3.28, o retrato de fase em uma vizinhanca do infinito corresponde ao
da equacgao 2 = kz. Por sua vez, o comportamento da equacao Z = kz ird depender se
R(k) =0, R(k)S(k) # 0 ou &(k) =0.

Sendo assim, vamos estudar cada caso separadamente.
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No que segue &€ = R +i¢l r=|¢| =€&€ e k = a+ib.
i) Caso R(k) = 0.
Entao k£ = ib e temos entao que

Ly = k(1-¢)
= b1 ¢ —igh)
= ib(1— &) +b¢’.

Também,
k(& —1
e - M2
_ kE(E-1)
N T
_ k(&E-9)
N r
b

= D+ (€ - g i)
Dy + @ -6 - 2

r
I _b€I x 1 ;
Logo, R(L1) = b¢" e R(L¢) = . Se R(L1) =0e R(Lg) =0, entdo £ =0 e, assim,
r
os dois pontos de equilibrio sdo centros e estao no eixo real.
Portanto, o retrato de fase no disco de Poincaré é topologicamente equivalente ao
retrato de fase mostrado na Figura )-6.8, se £ < 0 ou na figura i7)-6.8, se £ > 0.

i(z—1)(z+1) P i(z—1)(z—2)

z z

<
<

%

B

Figura 6.8: Retrato de fase da equacao 2z = no disco de Poincaré, onde

R(k) = 0.

Se R(L1)R(L¢) < 0, entdo a equagao 2 = f(z) tem um foco/né estavel e um foco/néd
instavel. Portanto, o retrato de fase no disco de Poincaré é topologicamente equivalente ao
retrato de fase mostrado na Figura ¢)-6.9. Note que ndo ha nenhuma outra possibilidade
para o retrato de fase neste caso, pois policiclos ndo podem ser estaveis ou instaveis.

Por fim, se £ = 1, o retrato de fase local é a uniao de dois setores eliticos e o retrato
de fase é dado pela figura 7i)-6.9.
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PGt [ Clnt)) ,_i(z—1)?

z =

7) i)
k(z—1)(z=¢)

z

Figura 6.9: Retrato de fase da equacao z =
R(k) = 0.

no disco de Poincaré, onde

ii) Caso R(k)S(k) # 0.
Entao k£ = a + b e, assim,

L, = /{;(1—5)
= (a+ib)(1 - —igh)
= a—afft —iat! 4 ib — ibe" + be!
= a—af® + ¢’ +i(—al’ +b—ibe!)

e
k(€ —1
L = M
k(€ —-1)E k -
= wzr(ff—f)
_ atib(r_(gR_ZfI)):(a—i—ib)(rr—SR—l—igl
_ar— al® +ial! + ibr — ib€® — b¢!
r
_ar— afft —be! +i(ag! + br — bR
. :
Logo,
R(L1) = a — g +be! = a(l — &) + be!
e

ar — afl — pel alER(ER — N2y _ pel
R(Le) = §h—be! _ (a(€"(E€" —1) +(¢1)?) —bg"

r r

Se R(L1)R(Le) = 0, isto é, a equagdo tem um centro e um foco/né, entdo o retrato
de fase no disco de Poincaré é topologicamente equivalente ao retrato de fase da Figura

i)-6.10.
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Se R(L1)R(Le) > 0, ou seja, os pontos de equilibrio da equagao sao dois focos instéveis
ou estaveis, entao retrato de fase no disco de Poincaré é topologicamente equivalente ao
retrato de fase da Fgura 4i)-6.10.

Se R(Lq1)R(Le¢) < 0, entdo a equacao tem um foco instavel e um foco estavel. O retrato

de fase no disco de Poincaré é topologicamente equivalente ao retrato de fase da Figura
i)-6.11.

1+2 (z=1)(z—1) 5 1+L (z=1)(z+1)
k(z = 1)(z = ¢)

Figura 6.10: Retrato de fase da equagao z =

R(k)S (k) # 0.

no disco de Poincaré, onde
z

Note que a tinica solugao da equagdo R(L1) = 0 = R(L¢) ¢ 8 =0 e & = 0, sendo
assim nao ha dois centros.

Se & = 1, entdo z = 1 é o tnico ponto de equilibrio e o retrato de fase é uniao de
dois setores elipticos. Portanto, o retrato de fase no disco de Poincaré é topologicamente
equivalente ao retrato de fase da Figura ii)-6.11.

1+z (z=1)(z—-2) B 1+1 z—l
(z—-D(z=¢)

Figura 6.11: Retrato de fase da equagao 2 =

R(E)S(k) # 0.

no disco de Poincaré, onde
z

iii) Caso (k) = 0.
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Dado que (k) = 0, entdo k = a. Portanto,

Li = k(1=¢) =a(l—¢&* —it") =a—atf —iat’

e
Le = —(-1)¢= k(Tr_ )

_ k(r=&R+ag")  ar —af® +ial!

— - = - .

Logo,

Re(Ly) = a(1—¢7)
ar — o€ _a((€" + (€~ € _ af€R(E"—1) + (€

r T r

R(Le) =

Como no caso anterior, nao ha dois centros.

Seja £ # 1. Se R(L1)R(Le) = 0, ou seja, os pontos de equilibrio sdo um foco e um
centro. O retrato de fase da equacgado no disco de Poincaré é topologicamente equivalente
ao retrato de fase mostrado na Figura 7)-6.12.

s G-DE-1-1) o (z-1E-2)
¢ ¢
> m )
M X
o
K
) i)
k(z —1)(z —¢)

Figura 6.12: Retrato de fase da equagdo z = no disco de Poincaré, onde

S(k) = 0.

z

Se R(L1)R(Le) < 0, isto é, os pontos de equilibrio sao um foco estével e um foco
instavel. O retrato de fase no disco de Poincaré é topologicamente equivalente ao retrato
de fase mostrado na Figura i7)-6.12.

Se R(L1)R(Le) > 0, ou seja, a equagdo tém dois focos instaveis ou dois focos estaveis.
O retrato de fase no disco de Poincaré é topologicamente equivalente ao retrato de fase
mostrado na Figura 7)-6.13.

Se £ =1, entao z = 1 é o tnico ponto de equilibrio e o retrato de fase local é a uniao
de dois setores elipticos. Portanto, o retrato de fase é topologicamente equivalente ao
retrato de fase mostrado na Figura i7)-6.13. O
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i) i)
k(z —1)(z = ¢)

z

Figura 6.13: Retrato de fase da equagao z =
(k) = 0.

no disco de Poincaré, onde

6.3 deg(P) <1 edeg(Q)=2

Para finalizar, nesta secdo vamos estudar o retrato de fase da equagao (6.1), com
deg(P) <1 e deg(Q) =2.

Lema 6.6. Sejam P(z) e Q(z) polinomios tais que deg(P) < 1 e deg(Q) = 2 (isto é,
Q(z) =d(z — dy)(z — dy)). Entao a equagio (6.1) é conformemente conjugada a:

1
a) z Z<z_€),se (2) =c, onde § = a(dy — dy), a .
. Z —c c
D) 2= i s PO = e ), onde = 423 ek = gt
C 1 __ 3/d

Demonstragio. a) Sejam f(z) =

=)=y O = sy o) = Vil )

Temos que ¢(z) é uma aplica¢ado conforme e, além disso,

. ol d c csld 1
' (2)f(2) = Ed(z —do)(z — dy) - d\/:(z —do)(z —dy)’

Por outro lado,

1
9(0(2)) = (\?/gz_\g/gdo)(f/gz—f/gdo—ﬁ)
1
; (i) (2 —do)(z — do — &)

_ CW 1
dV c(z—do)(z—dy)’

Assim, ¢'(2)f(z) = g(¢(2)) e, consequentemente, as equagoes z = f(z) e 2 = g(z) sao
conformemente conjugadas.
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b) Considere por fim, f(z) = %, g(z) = (zflﬁﬁ e ¢(2) = (2 — o).
Temos que,
1 c(z —c¢ 1 c(z —c¢
S)1() Coa) o e

- do — Cp d(Z—d[))(Z— dl) n Co —d[) d(»Z_dO)(Z_ dl)

Além disso,

9(6(2)) = i)
(doico - doc—oco - 1) (doico - doc—oco o 5)
doﬁco (z — co)
ey (2 = co = (do = co) (2 — o — (do — 0)€)
doﬁco (2 = co)
(do_lco)Q (z —co— (do — co)(z — co — (d1 — o)
1 c(z —¢p)
do — cod(z — do)(z — dy)

Logo, ¢'(z)f(z) = g(¢(2)) e dai concluimos que as equagdes zZ = f(2) e 2 = g(z) s@o
conformemente conjugadas. O

A préxima proposicao nos fornece os retratos de fase das formas normais da proposicao
anterior.

Proposicao 6.7. As sequintes afirmacoes sdo validas:

a) O retrato de fase da equagio z = no disco de Poincaré é topologicamente

b
z2(z = ¢)
equivalente ao retrato de fase da:

al) Figura i)-6.14 ou a Figura ii)-6.14, se & # 0;
a)) Figura 6.15, se £ = 0.

z

k(z—1)(z =€)

camente equivalente ao retrato de fase da:

b) O retrato de fase da equagdio z = no disco de Poincaré é topologi-

b1) Figura i)-6.16 ou a Figura ii)-6.16, se R(Lg) = 0;
b2) Figura i)-6.17 ou a Figura ii)6.17, se R(Lg) # 0;
b3) Figura 6.18, se £ =1 e R(Lg) = 0;
b4) Figura 6.18, se £ =1 e R(Lg) # 0.

onde Lo € a parte linear do ponto de equilibrio z = 0.

Demonstragio. a) Pelo Corolario 3.28 o retrato de fase da equagao Z = Z(# no infinito

z—€)
, . . e I |
é topologicamente equivalente ao retrato de fase no infinito da equagao z = —.

Além do mais, temos duas possibilidades: £ # 0 ou & = 0. Se £ # 0, entao z = 0 e
1

2(z =€)

z = & sao pontos singulares da equagao z = e sao polos de ordem 1, sendo assim,
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2z 1)
~ P/
y L /7
i)
Figura 6.14: Retrato de fase da equacao z = 2(21—5) no disco de Poincaré, onde £ # 0.

os retratos de fase locais sao formados por 4 setores hiperbdlicos. Desse modo, z = 0 e
z = £ sao pontos de sela.

Portanto, o retrato de fase no disco de Poincaré é topologicamente a equivalente ao
retrato de fase apresentado na Figura i)-6.14 ou na Figura ii)-6.14, dependendo da conexao
das separatrizes.

Se £ = 0, entdo a origem é um polo de ordem 2, consequentemente o Corolario 3.22
nos diz que o retrato de fase local é a uniao de 6 setores hiperbdlicos. Portanto, o retrato
de fase no disco de Poincaré é dado pela Figura 6.15.

1
Figura 6.15: Retrato de fase da equacdo 2 = ——— no disco de Poincaré, onde £ = 0.

2(2=¢)

b) Segue do Corolario 3.28 que préximo ao infinito o retrato de fase da equagao é
topologicamente equivalente ao retrato de fase mostrado na Figura 3.12.

Além disso, z = 0 é o tnico ponto de equilibrio da equacao, z = 0 é um centro se
R(Lp) = 0 ou é um foco/né se R(Ly) # 0. Como no caso anterior temos duas possibilida-
des: £ A0 ou & =0.

Se & # 0, entdo 2z = 1 e z = £ sdo polos de ordem 1 e segue pelo Corolario 3.22
que sdo pontos de selas. Portanto, se $(Lg) = 0 o retrato de fase no disco de Poincaré é
topologicamente equivalente ao retrato de fase apresentado na Figura 7)-6.16 ou na Figura
i1)-6.16, dependendo da conexao das separatrizes.
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iz —1)(z+1)

i)

Figura 6.16: Retrato de fase da equagao z = no disco de Poincaré se £ # 1 e

R(Lo) = 0.

2(z =€)

Se R(Lgy) # 0, o retrato de fase no disco de Poincaré é topologicamente equivalente
ao retrato de fase exibido na Figura ¢)-6.17 ou a Figura 7)-6.17, dependendo da conexao
das separatrizes.

P — 5 = z
Z_(z—l)z—Q

(z-1)(z+1 (2-2)
i)

Figura 6.17: Retrato de fase da equacgao z =
R(Lo) 0.

)
% ~ |
I~ N A

i)

no disco de Poincaré se £ #£ 1 e

2(z2 =)

Finalmente, se & = 1, entao z = 1 é um polo de ordem 2 e o retrato de fase local
em uma vizinhanca de z = 1 é a uniao de 6 setores hiperboélicos. Portanto, o retrato de
fase no disco de Poincaré é topologicamente equivalente ao retrato de fase apresentado na
Figura i)-6.18, se (L) = 0 ou a Figura ii)-6.18, se R(Ly). O
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i) i)

Figura 6.18: Retrato de fase da equacao 2z = -
2(z



7 Sistemas Holomorfos por Partes

Estudaremos neste capitulo os sistemas holomorfos por partes. Veremos alguns retra-
tos de fase de tais sistemas a partir das formas normais que aparecem no Teorema 3.11.
Além disso, daremos algumas condigdes que garantem a existéncia de ciclo limite para
sistemas holomorfos por partes.

7.1 Retrato de Fase e Pontos de Tangéncia em Siste-
mas Holomorfos por Partes

Consideremos f(z) = uy(2) +ivi(z) e f7(2) = ua(2) + iva(2z) fungdes holomorfas.
Seja h : C — C, definida por h(z) = S(2). A reta X = {z € C;3(z) = 0} divide o plano
em duas regices X" = {2 € C;3(2) > 0} e X7 ={z € C;(2) < 0}.

Consideremos também o sistema holomorfo por partes

{12078 = 387 71

Vamos considerar as fungoes f* e f~ como campos vetoriais no plano, isto é, f*(x,y) =
(ur(z,y),v1(z,y)) e f~(z,y) = (ua(z,y),v2(x,y)), onde z = x + iy. Além disso, vamos
representar a fungdo h em termos de suas partes real e imaginaria como uma funcao de
duas variaveis reais, h(z,y) = y. Note que X = {(z,y);y = 0}.

Uma vez que

(f)h(z,y) = (w2, ), vi(2,y)), Vh(z,y)) = ((w(z,y), v1(2,y)), (0, 1)) = vi(2,y)

e

(f_)h(l’,y) = <(UQ([E,y),UQ(ZE,y)),Vh(I,y» = <(U2(J],y),1}2(l‘,y)), (07 1)> = Ug(l’,y),

segue que as regioes de costura, deslize e escape sao definidas por:

¢ = {p e Z;u(p)va(p) > 0};
¥ = {peX;up) <0 e wvy(p) > 0};
¥ = {peXulp) >0 e wap) <0}

Além disso, os pontos de tangéncia sdo caracterizados pelos pontos p € ¥, tais que
v1(p) = 0 ou ve(p) = 0.

Como mostrado no Capitulo 2, as 6rbitas em ¢ sdo naturalmente conectadas, ja as
érbitas em ¥° e X¢ sdo dadas pelo campo deslizante F*(p).

91
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Usando 2.7, temos que:

oo 1 . s .
F*®) = o =G0 (R 0) = (FORP)F ()

= ; ((v2(p)ua(p), va(p)var(p)) — (vi(p)ua(p), vi(p)v2(p)))

v2(p) — vi(p)
[ va(p)us(p) — vi(p)ua(p) v1(p)ua(p) — va(p)us (p)
- ( PEED) ’0> ( 01(p) — 2 (p) ’0>‘

va(p) — vi(p
Apresentaremos a seguir alguns exemplos de sistemas holomorfos por partes:

Exemplo 7.1. Consideremos

{z’: z—2i, se $(z)>0,

2= 14, se $(z)<0. (7:2)

Note que z = 2i é um ponto de equilibrio da equagdo z = f7(z) = z — 2i e é um nd
instavel, pois 2i é um zero simples da funcao f*, R((f7)(2i)) =1 > 0e S((f1)(2¢)) = 0.
Note ainda que a equagdo Z = f~(z) = i nao possui pontos de equilibrio e nem pontos
singulares.

A fungao z—2i pode ser representada por (z—2) = wuy(z,y)+ivi(z,y), onde uy (z,y) = x
e vi(x,y) =y —2, jd a fungdo constante i é representada por ¢ = us(x,y) + ive(z,y), onde
us =0 e vz, y) = 1.

Para p € 3, temos v1(p) = —2 < 0 e vg(p) = 1 > 0. Logo, ¥ = ¥°. Além disso,
F*(2,0) = (3,0). Veja a Figura 7.1

vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv

RN e e
Sa\Wz==

o Q_E'\E\E\\\I i
e

Figura 7.1: Retrato de fase do sistema (7.2).

Exemplo 7.2. Consideremos

1
{ z= se  J(z) >0,

i)
zZ—1

(7.3)
i=z41, se (z)<0.

Observe que z = 7 é um ponto singular da equagdo z = fT(z) =

- e ¢ um polo de
—1
ordem 1, sendo assim, z = 7 é um ponto de sela. Observe ainda que z = —i é um ponto
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+ 1 e ¢ um no instavel, ja que z = —i é um zero
(=) = 0.

e (z+41) = us(x,y) + iva(x,y), onde ui(x,y) =
szr(mTl)fu vi(z,y) = %7 us(z,y) = v evy(z,y) =y + 1.
Para (z,0) =p € ¥, v1(p) = & > 0 e vp(p) = 1 > 0. Logo, ¥ = X¢. Veja a Figura 7.2.

IO,
e NN
s I NSRS
=
SEEI e
LI
- \\\\%\‘\\:\*\ /4/,,/;/?'/// s
N\ el

e
D |
=)

.......................

Figura 7.2: Retrato de fase do sistema (7.3).

Observagao 7.3. Se f := hop.(t,p), entdo (f1)(0) = (Vh(p), f£(p)) = fEh(p).

Proposicio 7.4. Sejam f* e g funcoes holomorfas e 0-conformemente conjugadas pela
funcao ¢. Entao ¢ preserva regioes de costura, deslize, e escape. Isto €, valem as sequintes
afirmagoes:

a) Se p € X, entio ¢(z) € B¢ := (X°);
b) Sep e XS, entio ¢(z) € BF 1= $(X%);
¢) Sepe X, entio ¢p(z) € B¢ 1= p(X).

Demonstragdo. Seja h uma funcio tal que & = 71_1(0). Temos que h = (%), implica que
h(z,y) = ho ¢(z,y) para todo (z,y) € ¥. Além disso, pela regra da cadeia

Vh(p) = Vh(é(p))Dé(p). (7.4)

Considere agora p € X¢, entao (f1)h(p)(f~)h(p) > 0. Queremos mostrar que ¢(p) €
¢, ou seja, (¢7)h(p)(g7)h(p) > 0. Para verificar tal afirmacdo seja f7 = ho @, (t, ¢(p)).

Como por hipétese f* e g* sdo 0-conformemente conjugadas, entao ¢+ (¢, ¢p(x,y)) =
¢ oppe(t,x,y). Logo fi(t) =hodowsm(t,p) e, usando a equacio (7.4), obtemos que:

(f1Y(0) = Vh((p)Dé(p)f*(p)
= Vh(p)f=(p).

Portanto, (¢7)h(p)(g7)h(p) = (fH)h(p)(f1)h(p) > 0 e consequentemente ¢(p) € 2°.
De maneira semelhante os itens b) e ¢) sdo verificados. ]
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Usando as mesmas ideias da proposicao anterior, temos o resultado:

Corolario 7.5. Se f* e g* sao_conformemente conjugadas prézimas a origem através
das aplicagoes ¢*. Se ¢*=(X) = (X), entdo

o= (Fgor (1ot o

preserva as regioes de costura, deslize e escape.

Para concluir a secdao, vamos estudar os pontos de contato entre f* = wu; + iv; e
[~ =wus+ivy com ¥ = {z € C;(2) = 0}. Consideremos p € ¥ um ponto de dobra de
f+ com X, entao (f*)h(p) = 0e (f*)*h(p) # 0.

Como
(D) = {(w(p),v2(p)), (0,1)) = v1(p)
rrne = (. ao). (520.500) )
— W+ a5
entdo p € ¥ é um ponto de dobra se vi(p) = 0, ui(p) # 0 e ?;;l(p) # 0. Além disso,

ov
p € ¥ é um ponto de dobra visivel para f* (respectivamente invisivel) se ul(p)a—l(p) >0
x
. ovy
(respectivamente, (p)ﬁ— < 0).
x

De maneira semelhante, p € ¥ é um ponto de dobra visivel para f~ (respectivamente,

0 0
% > 0 (respectivamente, uz(p)ﬂ <0).
x

invisivel ) se uq(p) 5
x
Mais geralmente:
Definicao 7.6. Considere o sistema (7.1), k € N e ¢ € ¥ tal que v1(p) = 0 ou va(p) = 0.

« Dizemos que fT tem contato de multiplicidade k com ¥ no ponto p, se v1(p) = 0,
ai—lv1 ak—lv1

w(p) # 0, 25— (p) = 0 parai = 2,k —1e ——=(p) # 0. Além disso,
se k é par entdo o contato é visivel, se u’fl(p)aa’;:}ll(p) > 0 e invisivel, se
)2 ) <.
Opk—1
e Dizemos que f‘ tem contato de multiplicidade k£ com ¥ no ponto p, se v3(p) = 0,
us(p) # 0, g;,:_vlg(p) = 0Oparat = 2,---k—1e (Z;:jf(p) # 0. Além disso,

o1y
se k é par entdo o contato é visivel, se ug_l(p)aikll(p) < 0 e invisivel, se
=
oF Ly
k—1 2
Ua (p) 8x’“*1 (p) > 0.
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A préxima proposicao caracteriza o contato de multiplicidade k& = 2 de uma funcgao
holomorfa F' com X.

Proposicao 7.7. Sejam F(z) = u+iv uma fung¢do holomorfa e z = x +1iy. Entdop € X
¢ um ponto de dobra se, e somente se, v(p) = 0, u(p) #0 e I(F'(p)) # 0.

ou Ov
8x( p) + Z%(p)-

—(p) e o resultado segue das consideragoes anteriores. ]

Demonstra¢io. Como F é uma fun¢ao holomorfa em p, entdo F’'(q) =
v
ox
Exemplo 7.8. Seja z = f(z), onde f(z) =i(z +1).

Observe que u(z,y) = R(f(2)) = —y — 1 e v(z,y) = S(f(z)) = . Logo, p = (0,0)

Logo, I(F'(p)) =

¢ o tnico ponto de contato de f com X e é um ponto de dobra, pois u(p) = —1 # 0 e
% (p) =1+ 0. Veja a Figura 7.3.

Figura 7.3: Contato entre a fungio i(z +¢) e X.

Exemplo 7.9. Consideremos a equacio 2 = (z +4)%. A fungdo (z + )% é representada
em termos de suas partes real e imaginaria por:

(z+14)* = (2 — 62y — 30 — 3wy?) +i(—3y* + 32%y + 32 — ¢y — 3y — 1) = u(x,y) +iv(z,y).

3

de contato entre f e ¥. Uma vez que, u(p;) = —Ssﬂ, u(pe) = 8\(, gz (p1) =2V3 #0e

%(pg) = —2v/3 #0, entdo p; e p, sdo pontos de dobra. Veja a Figura 7.4.

Para (z,0) = p € 3, v(p) = 32®> — 1. Logo, p; = (@,0) e py = (—@ 0) sao pontos

Exemplo 7.10. Consideremos a equacao z = ﬁ = f(z2).

Temos que

1 (22 -3(y+1)? (y+1)((y+1)% — 322 ,
R DR

(z+4)°* (2*+ @y +1)?) (2% + (y + 1))

Para (z,0) = p € 3, v(p) = (12+1)3, dai segue que p; = (‘T\/g,O) e py = (?,O) sa0
pontos de contato entre f e X.

Como u(p1) = u(ps) = —2L ¢ 2(py) = 2(ps) = —5L, segue que p; e p; sdo pontos

de dobra. Veja a Figura 7.5.

(2 +1)?

Exemplo 7.11. Seja z = f(z), onde f(z) = ﬁ
z+1
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Figura 7.4: Contato entre a funcio (z +1)% e X.

Figura 7.5: Contato entre a funcao ﬁ e .

Temos que

224t (- 1)(1+y)?
(124 (y+1)2

e
(1+y)2z+ 2+ (1+y)?)
v(z,y) = (f(z)) = :
2 241
Para (z,0) =p € X, v(p) = m, dai segue que (—1,0) é o tnico ponto de
x
contato entre f e ¥. Uma vez que, u(—1,0) = —2, %(—1,0) =0e %(—1,0) =240,

entdo f(z) tem um contato de multiplicidade & = 3 com X. Veja a Figura 7.6.

7.2 Ciclos Limites em Sistemas Holomorfos por Par-
tes

No Capitulo 4 vimos que os sistemas holomorfos nao possuem ciclo limite, porém ¢é
possivel mostrar que os sistemas holomorfos por partes possuem ciclo limite. Por estd
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razao, encontraremos condigoes que garantem a existéncia de ciclo limite para sistemas
holomorfos por partes.

(Z+i)2 e E

Figura 7.6: Contato entre a fun¢ao ey

Iniciaremos estudando o caso linear.
Proposicao 7.12. Os sistemas holomorfos lineares por partes cujos pontos de equilibrio

estao na regiao Y tém no mdximo um ciclo limite.

Demonstragio. Sem perda de generalidade, podemos supor que um dos campos lineares
tem um ponto de equilibrio na origem. Assim, podemos escrever o sistema como

{22 (a+ib)(z — ) se S(z) <0, (7.5)

2= (c+id)z se S(z) >0,

onde a, b, c,d e xy sao niimeros reais.

Note que se d, b e x( sdo zeros, entao o sistema nao tem ciclo limite. Entao assumiremos
que d,b e x¢ sao nao nulos. Considere wy € R™.

Se b > 0, entao

2T (t) = (wo — mo)e™(cos(bt) + isen(bt)) + x

¢ solucdo da equacdo 2 = (a +ib)(z — xo) com 27 (0) = wy e 27 (F) = zo — (wo — Tp)e .
Além disso,

27 (t) = —e((wo — xo)e® — x)(cos(dt) + isen(dt))

¢ a solugdo da equacdo z = (c + id)z, tal que z7(0) = xg — (wo — zo)e® , 27 (%) =
eT ((wy — mo)e® — x0) e d < 0. Por outro lado, se b < 0, entdo

2T (t) = —(wo + xo)e™(cos(bt) + isen(bt)) + g

¢ solugao da equacao ¢ = (a+1b)(z —x¢) que satisfaz 2 (0) = —wy e 27 (FF) = 2o+ (wo +

—am 7 .
zg)e v . Além do mais,

27 (t) = e ((wo + zo)e ™ + x)(cos(dt) + isen(dt))
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é solucdo da equagdo # = (c + id)z satisfazendo 27 (0) = xo + (wy + zo)e + e 2z~ (=F) =
ed ((—wy — mp)e ™ — ) com d < 0.
Logo, a aplicacao de Poincaré em uma vizinhanca de z = 4w, é dada por

term tarm

M(z) =e™d ((z—zp)e > — x0)

Temos que a derivada da aplicacio de Poincaré em wq é II(4) = =G +a)7,

Agora vamos buscar as solugoes da equagao II(+wg) = £wp. O nidmero de zeros desta
equacao corresponde ao numero de ciclos limites.
Se § + ¢ = 0, entao a equagao II(+wy) = Fwy nao tem solucao. Por outro lado,
se § + 5 # 0, entdo a equacdo II(+w) = Fwo tem uma tnica solucdo que é dada por
_ e%r(l-i—e%):co e_TCﬂ(l-t,-e_gﬂ- Zo
—1+8(%+§W ! —1-1-6(_%_§7r
maximo um ciclo limite. ]

seb>0ewy= , se b < 0. Logo, o sistema (7.5) tem no

Observagao 7.13. E possivel encontrar sistemas holomorfos lineares por partes que sa-
tisfazem as condig¢oes dadas na demonstragao da proposi¢ao anterior, como por exemplo,
se tomarmos a = 0, b=1,c=1,d = —1 e g = 1, entdo o sistema (7.5) tem um tnico
ciclo limite (veja a Figura 7.7).

i\
N RN

NN
[/ e

lllllllllllllllllllllll

Figura 7.7: Retrato de fase do sistema 7.5, onde a =0,b=1,c=1,d=—1e xyg=1.

Vamos estudar agora os campos vetoriais 2", em que n > 2. Dividiremos nossa analise
em 5 casos que dependem de n. Em cada caso, usaremos a simetria das formas normais e
que os raios %, j=1,---,(2n — 1)(respectivamente, ﬁ, j=13,--,4n—-1)—1)
sdo invariantes pelo fluxo da equagdo 2 = 2™, se n é par (respectivamente, Z = iz", se n é
fmpar).

Teorema 7.14. Seja n € N tal que n > 2. Entao, existem numeros reais nao nulos a,
b, d, yo e z = x9 + iy € C que satisfazem a Tabela 7.1 tal que o sistema holomorfo por
partes

2= 1"(z+2)" se S(z) >0,
2= (a+ib)(z —d), se (z) <0,

tem um unico ciclo limite estdvel, onde m =0 sen € par e m =1 sen € impar.
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n k |al|b|d]|x|yo Hipotese Principal
k-2 1 |—|+|R| R |+ d> —x
nm d(l1+e7)
dk—-1|>1| -] -1 — to | ———— s
> 0|+ c0g<2(n_1)>yo< —— <0
nm d(1+e%)
4k >1|—|—|—1010 tg | — <——= <0
= COg(Q(n—l) Yo 1— %
d(l1+e —2
k=2 >1|—-|+|+] 0|+ O<(+7€Mb)<cotg u Yo
1—ev 2(n—1)
d(l1+e% —2
dk+1 (21— |+ |+] 0|+ O<(+7€L:)<cotg u Yo
1—ev 2(n—1)

Tabela 7.1: Tabela Teorema 7.14.

A demonstragao do teorema é consequéncia das préximas proposicoes.

Proposicao 7.15. Sejam a e b numeros reais nao nulos, d € R e zy = xg + 1yg com
Yo > 0. Sea <0 <bed>—xg, entdo o sistema holomorfo por partes

2 =(2+2)?% se S(z)>0, (7.6)
z2 =(a+ib)(z —d), se (z)<0, '
tem um ciclo limite estavel.
Demonstragio. O sistema (7.6) pode ser escrito em coordenadas cartesianas como
(#,9) = ((z+20)* = (y +90)* 2(x +20)(y + %)), se y >0, (7.7)
(ZL',:I/) :(a(:v—d)—by,b(x—d)—l—ay), se y<0 .
Considerando as érbitas do sistema (7.7), quando y > 0, temos que
dy _ 2(x+x0)(y + %)
dr  (r+0)% — (y +v0)?’
ou equivalentemente
—2(x + 20) (y + yo)dx + ((x + 20)* — (y +y0)*)dy = 0. (7.8)

A forma (7.8) nao é exata, porém ela torna-se exata apds multiplicarmos pelo fator

de integracdo u(y) = . Logo, a solu¢do da equagao (7.8) com condigao inicial

(¥ + v0)?
z(0) = wy > —x¢ e y(0) = 0, satisfaz que

(l‘ -+ %0)2 Ly = (’wo -+ .%0)2

Y+ Yo Yo

Note que y = 0 se, e somente se, © = wy ou r = —2xy — Wy, entao existe tg > 0 tal
que z(ty) = —2x9 — wp e y(tp) = 0. Além disso,

2 (t) = —(d + wpy + 2p)e™(cos(bt) + isen(bt)) + d
¢ solugao de 2 = (a + bi)(z — d) satisfazendo que 27 (0) = —2x¢ — wy €

=

)
%) = d + (d+ 2z +wo)eT . (7.9)
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Logo, a aplicacio de Poincaré em uma vizinhanga de z = wy é dado por
I(2) = d+ (d + 2w + 2)e® e a derivada de IT em wy é IT'(wg) = e < 1.

Agora, vamos buscar as solugoes da equacao II(wg) = wy. O ntimero de solugoes desta
equacao corresponde ao numero de ciclos limite do sistema.

Como por hipétese a # 0, decorre que a equagao I1(wg) = wy tem uma tnica solugao

d+e% (d+ 2z
que é dado por i N ( T 0). Portanto, o sistema (7.6) tem um unico ciclo limite
—eb
estavel. O

Observagdo 7.16. E possivel encontrar sistemas holomorfos partes que satisfazem as
condicoes dadas na Proposicao 7.15. De fato, se tomarmos a = —1,b=1,d=1e 2y =1
entao o sistema holomorfo por partes (7.6) tem um ciclo limite estavel (veja a Figura 7.8).

i

||||||||||||||||||||||||||||||||||

Figura 7.8: Retrato de fase do sistema (7.6) coma=—1,b=1,d=1e zy =i.

Proposicao 7.17. Sejam a,d,d e y, niumeros reais nao nulos. Se a,b,d < 0, yo > 0,

—d(1 +e%
2(:i1)>y0 < (——i_aeﬁb) < 0, entao o

n = 4k para algum inteiro k > 1 e cotg( 7 =
— e

sistema

2= (z+1y))", se $(z) >0,
{2’: (aHg)(z—d), se I(z) <0. (7.10)

tem um unico ciclo limite estdvel.

Demonstracio. Na secao 3 do Capitulo 3 vimos que as solu¢oes da equagao 2 = z" sdo
simétricas em relagao ao eixo y. Considere entao a solugao z*(t) de (7.10) com condi¢ao
2%(0) = —wy < 0. Pela simetria das solugoes da equagao Z = (z + iyy)", existe ty > 0 tal
que zt(ty) = wg. Além do mais,

27 (t) = —(d — wg)e™(cos(bt) + isen(bt)) + d

é uma solucio de z = (a+1ib)(z—d) satisfazendo 2z~ (0) = wp e 27 (=F) = d+(d—wp)e v .
Logo, a aplicacdo de Poincaré em uma vizinhanga de z = —wy é dada por II(z) =
d+(d—2)e v eIl'(—wg) = e < 1.
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~ d(14e%) . ~ ~
Como a # 0, entdo wy = I ¢ a tnica solucao da equagao II(—wy) = —wy.
—eb
Portanto, o sistema tem um tnico ciclo limite que é estavel. O

Observacgio 7.18. E possivel encontrar sistemas holomorfos por partes que satisfazem
as condigoes dadas na Proposicao 7.17. De fato, se tomarmos a = —1, b = —1, d = %

e yo = 1 entdo o sistema holomorfo por partes (7.10) tem um ciclo limite estavel (veja a
Figura 7.9).

N

N~

Figura 7.9: Retrato de fase do sistema (7.10) com a = —1,b=—1,d=1 ey = 1.

Proposicao 7.19. Sejam a,d,d e yo numeros reais nao nulos. Se a < 0 < b,yg,d > 0,

0 —2
n = 4k — 2 para algum inteiro k > 1 e 0 < 7ﬂ) < cotg <(27§ )17;> Yo, entao o
b n —

sistema

{ i= (z24iy)", se S(z) >0, (7.11)

2= (a+ib)(z —d), se (z)<0.
tem um unico ciclo limite estdvel.
Demonstragio. Consideremos uma solugao 2™ (t) da equagdo 2 = (z+iyy)™ com a condigao
21(0) = wg > 0, pela simetria das solugoes existe ty > 0 tal que z*(tg) = —wy. Além do

mais,

2 (t) = —(d + wp)e™(cos(bt) + isen(bt)) + d

¢ uma solucao da equagao z = (a + ib)(z — d) satisfazendo que 27(0) = —wp e
2 (5) =d+ (d+w)e.
Assim, a aplicagdo de Poincaré em uma vizinhanca de z = —w, é dada por
(z) =d+ (d+ 2)e® e ll'(wp) =e® < 1.
5 ;o ~ , d(1+e%)
A equagao IT(wp) = wy tem uma tnica solugao que é dada por wy = .=

Consequentemente, o sistema tem um tnico ciclo limite estavel. n
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T e\ 2
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Figura 7.10: Retrato de fase do sistema (7.11), onde a = -1, b=1,d = —é ey = 1.

Observacio 7.20. E possivel encontrar sistemas holomorfos por partes que satisfazem

as condicoes dadas na Proposicio 7.19. De fato, se tomarmos a = —1, b =1, d = —1

5
e Yo = 1 entdo o sistema holomorfo por partes (7.11) tem um ciclo limite estavel (veja a

Figura 7.10).

Proposicao 7.21. Sejam a,d,d e yo numeros reais nao nulos. Se a,b,d < 0,5 > 0,

—d(1+e®
n = 4k — 1 para algum inteiro k > 1 e cotg <2<n7r1)> Yo < 1(4_:3:) < 0, entao o
n— —ev

sistema

{zzzu+ww% se %@>?, (7.12)

2= (a+ib)(z —d), se S(z
tem um unico ciclo limite estdvel.

Demonstragdo. Inicialmente, vamos mostrar que as o6rbitas da equagao z = f(z) = i(z +
iyp)" sdo simétricas em relagdo ao eixo y. De fato, a equagao Z = f(z) é escrita em
coordenadas polares como

{ = —r"cos((n —1)0),
0 =r""1tsen((n — 1)),

dai segue que r = K|cos((n — 1)8)|»-7.
Como r(m — 0) = r(0), segue que as érbitas sao simétricas em relacao 6 = 7, de onde
concluimos que as 6rbitas da equacao z = f(z) sdo simétricas em relacao ao eixo y.
Agora, consideremos z27(t) a solugio da equagdo (7.12) com condigao inicial
2t(0) = —wy < 0. Pela simetria das érbitas, existe to > 0 tal que z7(ty) = wp. Além

disso,
27 (t) = —(d — wo)e™(cos(bt) + isen(bt)) + d

é solucdo de 2 = (a + ib)(z — d) que satisfaz 2~ (0) = wg e 27 (—=%) = d + (d — wp)e > .
Logo, a aplicagdo de Poincaré em uma vizinhanga de z = —w, ¢ dado por
(z) =d+ (d+ z)e s .
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Como a # 0, entdo a equacdo II(—wy) = —wp tem uma unica solugdo que é dado
d(1+e7) . e — .
por wy = = Portanto, o sistema tem um tnico ciclo limite e ele é estavel, pois
— e
I'(—wp) =e < 1. O

Observacio 7.22. E possivel encontrar sistemas holomorfos por partes que satisfazem

as condigoes dadas na Proposicao 7.21. Como exemplo, tome a = —1, b = —1, d = %,

Yo = 1 e n = 4, entdo o sistema (7.12) tem um tunico ciclo limite estével (veja a Figura

7.11).

o

Figura 7.11: Retrato de fase do sistema (7.12), onde a = —1, b = —1, d = %, yo=1e
n =4.

Proposicao 7.23. Sejam a,d,d e yo numeros reais nao nulos. Se a < 0 < b,d,yo > 0,

d(l+e% —2
n = 4k 4+ 1 para algum inteiro k > 1 e 0 < L‘eﬂb) < cotg (gz )17;> Yo, entao o

sistema

{ Z= i(z+1yy)", se S(z)> ()),

i= (a+ib)(z—d), se S(z (7.13)

< 0.
tem um unico ciclo limite estdvel.

Demonstragcao. Na demonstracao da proposi¢ao anterior, vimos que as 6rbitas da equacao
Z =1i(z + iyp)" sao simétricas em relagao ao eixo y.

Seja z*(t) uma solugdo de Z = (z + iyp) com condigdo inicial z7(0) = wy > 0. Pela
simetria das solugoes, existe to > 0 tal que 27 (¢y) = —wy. Além disso,

2= (t) = —(d + wp)e™(cos(bt) + isen(bt)) + d

é solucdo de 2 = (a + ib)(z — d) satisfazendo 2~ (0) = —wp e 27 (F) = d + (d + wo)e s .
Consequentemente, a aplicacdo de Poincaré em uma vizinhanca de z = wy é dada por
(z) =d+ (d+ 2)e® e ll'(wp) =e® < 1.
Por fim, vamos buscar as solugdes da equagao II(wy) = wy. Uma vez que a # 0, a
d(l1+e%)

aT .
1—ev

O

equacao II(wg) = wp tem uma tnica solugdo que é dada por wy =
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Observacgio 7.24. E possivel encontrar sistemas holomorfos por partes que satisfazem

as condi¢oes dadas na Proposi¢ao 7.23. Como exemplo, tome a = —1, b =1, d = 13—0,

Yo = 1 e n = 5, entdo o sistema (7.13) tem um unico ciclo limite estével (veja a figura
7.12).

SR
(AN

[ o

Figura 7.12: Retrato de fase do sistema (7.13), onde a = —1, b =1, d = %, Yo € n = b.

Por fim, vamos estudar os campos 2 = =, n > 1. Dividiremos nosso estudo em 4

Zn )

casos dependendo de n. Em cada caso, usaremos a simetria das formas normais e que

os raios -2, j =1, ,(2n — 1)(respectivamente, 2(211), j=13 ,4(n— 1)‘— 1) séo

invariantes pelo fluxo da equacao z = Zin, se n é par (respectivamente, ¢ = —, se n ¢é
fmpar).

Teorema 7.25. Sejan € N tal que n > 1. Entao existem nimeros reais nao nulos que
satisfazem a Tabela 7.1, tal que o sistema holomorfo por partes

2= (a+ib)(z—d), se (z)>0,
1
f= —Q, se $(2),<0
(2 +iyo)"

tem um unico cilo limite estdvel, onde m =0 sen € par e m =1 se n é impar.

n k a|b|d]|y Higf)tese Principal
4k -2 | k>1 | — | — | + | + O<W<00tg(2<;il)>yo
d(1+e%
dk -1 k>1|— | — |+ | + 0<(é.bj_€1)<c0tg<2<;j:}) Yo
2 d(l+ev
4k k>1|—|+|— |+ cotg(é?;_i_);;) Yo < —(ea;_:i) <0
2 d(l+ev
4k+1 k>0 — |+ | — | + cotg(érén++)17)r> 0 —ia;__ez)<0

Tabela 7.2: Tabela Teorema 7.25

A demonstracao do teorema é consequéncia das proximas 4 proposicoes.
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Proposicao 7.26. Sejam a,b,d e yg numeros reais nao nulos. Se a,b < 0 e d,yy > 0,

d(1+e%
n = 4k — 2 para algum k inteiro k > 1, e 0 < % < cotg o Yo, entao o
ev —1 2(n+1)

sistema

2= (a+ib)(z—d), se S(z)>0,

1
i= ——, se S(z) <0, (7.14)
(z + yo)"
tem um unico ciclo limite estdvel.
. . . 1 e ~ .
Demonstragdo. As solucgoes da equagao z = ﬁ sao simétricas em relagao ao eixo
Z 4+ 1yo)"

y. Considere z~ a solugao de (7.14) com condigao inicial z~(0) = wy > 0. Pela simetria
das solugoes da equacao zZ = m , existe to > 0 tal que 2z~ (ty) = —wp. Além disso,

2T (t) = —(d + wo)e™(cos(bt) + isen(bt) + d

é uma solugio de # = (a+ib)(z—d) que satisfaz 2+ (0) = —wg e 27 (—T) = d+(d+wo)e” o .
De onde resulta que a aplicacdo de Poincaré em uma vizinhanca de z = wy é
I(z2) = d+ (d + z)es . Temos ainda que a derivada da aplicacio de Poincaré em
wo é ' (wp) = e < 1.
L _d(l4e ), N -
Como por hipétese a # 0, entao = é a tinica solugao da equacao I1(wg) = wy.
Logo, sistema (7.14) tem um unico ciclo limite estavel. O

Observacgao 7.27. E possivel encontrar sistemas holomorfos por partes que satisfazem
as condicoes dadas na Proposicao 7.26. Por exemplo, se considerarmos a = —1, b = —1
,d=3en =2, entdo o sistema (7.14) tem um tnico ciclo limite estavel (veja a Figura
7.13).
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Figura 7.13: Retrato de fase do sistema (7.14), onde a = —1, b= —1, d = % en=2.

Proposicao 7.28. Sejam a, b, ¢ e yo numeros reais nao nulos. Se a,d < 0, yg > 0,
(n—2)7r> d(1+e%)
0 < —— )

- ar < 0, entdo o sistema
2(n+1) et —1

n = 4k para algum k > 1 e cotg(
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holomorfo por partes

1
i= ——, se $(z) <0, (7.15)
(z +iyo)"

tem um unico ciclo limite estdvel

{2 (a+1ib)(z—d), se (z)>0,

Demonstrag¢io. Seja z~(t) uma solugdo de (7.15) com a condigao inicial 27 (0) = —wy.
1

——— em relacdo ao eixo y, existe t; tal
(2 + iyo)? ‘ Y "

Pela simetria das solugoes da equagao z =
que z~ (tg) = wp. Além do mais,
2T (t) = —(d — wp)e™(cos(bt) + isen(bt)) + d

é solucdo de 2 = (a + ib)(z — d) que satisfaz 27 (0) = wp e 27 (%) =d + (d — wp)es .
Assim, a aplicagdo de Poincaré em uma vizinhanga de z = —wy é dada por II(z) =
aT aT d 1 %
d+(d—=z)ev ell'(—wy) =e» < 1. Dado que a # 0, entdo (1—j_em) ¢ a tnica solugao
de TI(—wp) = —wp.
Portanto, o sistema (7.15) tem um tnico ciclo limite que é estavel. O

Observacgiao 7.29. E possivel encontrar sistemas holomorfos por partes que satisfazem

as condi¢oes dadas na Proposicao 7.28. Se tomarmos a = —1, b =1, d = ’?1, Yo =1e

n = 4, entao o sistema (7.15) tem um unico ciclo limite (veja a Figura 7.14).

Figura 7.14: Retrato de fase do sistema (7.15), onden =2, a=—-1,b=—-1led = %

Proposicao 7.30. Sejam a, b, d e d,yy numeros reais nao nulos. Se a,d < 0 yg > 0

2 —d(1+e%
n = 4k + 1 para algum inteiro k > 0 e cotg (%) _(1:_;;) < 0, entdo o
sistema holomorfo por partes
2= (a+ib)(z—d), se (z)>0,
z= #, se (z) <0, (7.16)
(z +iyo)"

tem um unico ciclo limite estdvel.
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1
(z +iyo)
solugbes de 2 = f~(z) sao simétricas em relacao ao eixo y. De fato, a equagao 2 = f~(2)
pode ser escrita em coordenadas polares como

Demonstragio. Considere z = = f7(z). Inicialmente vamos mostrar que as

{ = r"sen((n+1)0),
0= r~tmcos((n+1)0),

K
| cos((n + 1)f)|7
Como r(0) = r(m — 0), segue que as solugoes sdo simétricas em relagdo ao eixo y.
Consideremos agora z~(t) solucdo do sistema (7.16) com condigao inicial z~(0) = —wy.
Pela simetria das solugoes de 2 = f~(z), existe ¢, > 0 tal que 2z~ (tg) = wp. Além disso,

de onde segue que r =

2t = —(d — wp)e™(cos(bt) +isen(bt)) + d

é solugdo da equacdo # = (a+1b)(z—d) satisfazendo 2+ (0) = wg e 27 (X) = d+(d—wp)e .

Consequentemente, a aplicagao de Poincaré em uma vizinhanca de z = —wgy é dada
por I1(z) = d + (d + 2)e™ e a sua derivada em —wg é II'(—w;) = e% < 1.

Buscaremos as solugoes da equagio IT(—wy) = —wyp, o nimero de zeros desta equagao
corresponde ao nimero de ciclo limites do sistema (7.16).

Dado que a # 0, entdo a equagao II(—wg) = —wp tem uma tnica solugdo que é dada

or d(1+e)

p 71+e% '

Portanto, o sistema (7.16) tem um unico ciclo limite estével. O

Observacgio 7.31. E possivel encontrar sistemas holomorfos por partes que satisfazem
as condig¢oes dadas na Proposicao 7.30. Como exemplo, tome a = —1, b =1, d = _71,
Yo = 1 e n = 4, entdo o sistema (7.16) tem um tnico ciclo limite estavel (veja a figura
7.15).

s+ i&i

Figura 7.15: Retrato de fase do sistema (7.16), onde a = —1, b =1, d = —%, yo=1e
n = 4.
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Proposicao 7.32. Sejam a, b, d e yo numeros reais nao nulos. Se a,b < 0 d,yy > 0
d(1+e%)

nmw
=4k — 1 ) nteiro k > 1 e (0 < ————~ < cotg | —= , enta
n para algum inteiro k > 1 e g cotg (2(n .y Yo, entdao o
sistema holomorfo por partes
2= (a+ib)(z—d), se S(z)>0,
s= ' s 3(2) <0, (7.17)
(z + 1yo)"

tem um unico ciclo limite estavel.

Demonstrag¢io. Seja z~ a solugao de (7.17) com a condigao z~(0) = wy. Pela simetria das

solugbes de 2 = i = f~(2), existe tg > 0 tal que z~ (tg) = —wy. Além disso,

2T (t) = —(d + wo)e™(cos(bt) + isen(bt)) + d

é uma solucao de zZ = (a + bi)(z — d) satisfazendo que

a

27(0) = —wp e z*(—z) =d+ (d+wy)e” 7.

S

Consequentemente, a aplicacao de Poincaré em uma vizinhanca de z = —wg é dada
por (2) =d + (d+ z)e s e Il'(wy) = e < 1.
Uma vez que a # 0, entao a equagao II(wg) = wp tem uma tnica solugdo que é dada
d(1+e%)
—1+e% '
Portanto, o sistema (7.17) tem um tnico ciclo limite estavel. O

por

Observagao 7.33. E possivel encontrar sistemas holomorfos por partes que satisfazem

as condi¢oes dadas na Proposicao 7.32. Como exemplo, tome a = —1, b = -1, d = 13—0,

Yo = 1 e n = 4, entdo o sistema (7.17) tem um tnico ciclo limite estavel (veja a Figura
7.16).

L N
+ - T3
e =0

SNV T
DN

lllllllllllllllllllllll

Figura 7.16: Retrato de fase do sistema (7.17), onde a = —1, b = —1, d = %, Yo = 1e
n = 4.
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