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“O unico homem que estd isento de
erros, € aquele que ndo arrisca
acertar.”

(Albert Einstein)



Resumo

O problema que vamos estudar neste trabalho é motivado pela dinamica de equagoes
diferenciais nao auténomas. Vamos estabelecer a existéncia e unicidade de solugao para
uma classe de equagoes parabdlicas semilineares com condicao de fronteira de Dirichlet,

em uma familia de dominios que varia com o tempo.

Além disso, sob certas hipoteses sobre a nao linearidade, mostraremos a existéncia de uma

familia de atratores pullback.

Palavras-chave: Equacao de calor semilinear, dominio nao cilindrico, sistema dinamico

nao autonomo, atratores pullback.



Abstract

The problem that we are going to study in this work, is motivated by the dynamics of
differential equations nonautonomous. We will establish the existence and uniqueness of

solution for a class of parabolic semilineares equations with Dirichlet boundary condition,
mn a family of domains that varies with time.
In addition, certain hypotheses about the non-linearity, we will show the existence of a

family of attractors pullback.

Keywords: Semilinear heat equation, mnon-cylindrical domain, nonautonomous

dynamical system, pullback attractor.
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Introducao

Problemas onde dominios variam com o tempo vem sendo estudados a bastante tempo, como,
por exemplo, o problema de Stefan, que pode ser interpretado como um problema de propagagao do
calor, movimento de atomos, estudo de combustao, etc. Em [14], o autor estuda a equagao do calor
unidimensional onde o dominio da varidvel espacial varia no tempo. Por exemplo, podemos pensar
na propagacao do calor sobre um iceberg, onde queremos estudar a temperatura em cada um de seus
pontos. Neste caso, temos que levar em conta que, dependendo da temperatura exterior, o iceberg vai
mudando sua estrutura ao longo do tempo. Matematicamente podemos entender o iceberg como sendo
o dominio que varia ao longo do tempo e a equacao como sendo o modelo matemético que explica a
variagao da temperatura em cada ponto do iceberg. Podemos citar trabalhos recentes relacionados
com equagoes diferenciais parciais sobre dominios nao cilindricos, como por exemplo [9, 11].

Este trabalho é composto de trés capitulos. No Capitulo 1, colocamos os conceitos béasicos que
usaremos para o desenvolvimento desta dissertagdo. Os resultados mais importantes deste capitulo
sao os Teoremas de compacidade fraca-* de Alouglu (Teorema 1.15), Teorema de Imersao de Sobolev
(Teorema 1.39), Teorema de regularidade para equagoes elipticas (Teorema 1.42) e o Teorema de
existéncia de atratores pullback (Teorema 1.79). Adaptamos também os resultados de P. Kloeden [9]
para mostrarmos a existéncia de uma familia de atratores pullback. Também citamos os seguintes
trabalhos [4, 8, 15, 10], onde os autores abordam o estudo da existéncia de atratores pullback.

Grosso modo, o atrator de um sistema dindmico é um objeto que descreve completamente sua
dindmica assintética.

Nas ultimas décadas, o conceito de atrator para um sistema dinamico auténomo tem sido
consolidado e desenvolveu-se uma teoria geral bastante completa, por exemplo veja [15]. Nesta
dissertagao estudaremos a existéncia de atratores para um sistema dinamico nao auténomo (os
atratores pullback).

Um dos motivos do estudo do atrator pullback é que este tem propriedades semelhantes ao atrator

global para problemas autoénomos (ver [8]). A ideia fundamental do estudo dos atratores pullback é

10
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associd-los a um processo U(-,-) de evolucao para entender o comportamento assintético do processo
U(-,-) no “passado”. Esta andlise fica mais facil se todas as solugoes ficarem em uma familia de
subconjuntos limitados do espago de fase. Para a existéncia de um atrator pullback (ou um atrator
em geral) hd que garantir trés condigdes: Primeiro é que o atrator tem que atrair todas as solugdes
(a atracao esta relacionada com as distancias que tem as solugoes até o atrator ao longo do tempo).
Uma vez atraidas as solugoes, a ideia é que elas entrem no atrator. Segundo, o atrator tem ser um
conjunto compacto. A condigao de compacidade garante que as solugbes caiam no atrator e, uma vez
dentro do atrator, que as solucées permanecam ai. Terceiro, o atrator tem que ser invariante. Além
dessas trés condicoes, existe uma quarta condicao que é que o atrator tem que ser minimal no sentido
da primeira condicao, esta condicdo garante a unicidade do atrator. Quando estudamos a existéncia
e unicidade de atratores globais para semigrupos (problemas auténomos), esta quarta condi¢ao é uma
consequéncia direta das outras trés.

No capitulo 2 esta um dos resultados mais importantes de nosso trabalho, que é o Teorema de

existéncia e unicidade de solugao para o problema

% —Au+g(u) = f(t,x) em Q,
u =0, sobre X, (EFM)

u(t,z) =ur(x), =€ O,

onde ); é um dominio nao cilindrico.

Mais precisamente, neste capitulo apresentamos trés teoremas de existéncia e unicidade de
solugao para o problema (EFM). O primeiro teorema mostra a existéncia de soluc¢do fraca quando
f € L3(1,T; L*(O})), o dado inicial u, € LP(O;) N H(O;) e o dominio néo cilindrico é “cortado”
em qualquer tempo T > t > 7 fixado (Teorema 2.8). Além disso, com as condi¢oes de contorno
neste primeiro teorema, mostramos a regularidade de solu¢ao (Teorema 2.9). O segundo Teorema de
existéncia é praticamente um corolario do Teorema 2.8, pois usamos a densidade de LP(O,) N HE (O )
e L2(1,T; L*(Oy)) em L*(O;) e L*(1,T; H~1(0;)) respectivamente. O terceiro teorema mostra a
existéncia de solucdo fraca para o problema (EFM). Mas o primeiro teorema de existéncia nao é
demonstrado diretamente para o problema (EFM), pois ndo contamos com muita teoria para equagoes
diferenciais com dominios que variam no tempo, entdo para poder mostrar este teorema fazemos uma
mudancga de variavel transformando o dominio nao cilindrico em um dominio cilindrico. Sobre o novo
dominio cilindrico, definimos um novo problema de evolucao, que por meio da mudanca de variavel é
equivalente ao problema (EFM).

No capitulo 3, mostramos a existéncia de uma familia ©, - pullback atrator para o processo U (-, -).
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Primeiro mostramos que o processo U(-,-) possui uma familia de conjuntos D ,-absorvente pullback
(Lema 3.1) e que o processo U(-,-) é ©,,-assintéticamente compacto pullback (Lema 3.2). Con isto
provamos a existéncia de uma familia ©,,- pullback atrator para o processo U(:,-) é consequéncia

direta do Teorema 1.79.



CAPITULO

Preliminares

Neste primeiro capitulo apresentaremos os resultados importantes da andlise matematica que
usaremos para o desenvolvimento deste trabalho. Como por exemplo o Teorema de compacidade
fraca-x de Alouglu (Teorema 1.15), Teorema de Imersdo de Sobolev (Teorema 1.39), Teorema de
regularidade para equagoes elipticas (Teorema 1.42) e o Teorema de existéncia de atratores pullback

(Teorema 1.79).

1.1 Resultados importantes

Sejam N,k € IN, Q C RY aberto e limitado e denotemos por 92 a fronteira de Q.

Definicao 1.1. Dizemos que 02 € de classe C* se para cada xq € OQ existe 1 > 0 e uma funcdo

v :RN=1 5 R de classe C* tal que
QN B(xo,r) ={z € B(xo,r) : zn > y(x1, ..., sN-1)}.

Analogamente, 02 é de classe C> se 90 € de classe C* para k = 1,2, ....
Agora vamos considerar Q C RY aberto, limitado e 9§ é de classe C.

Teorema 1.2. (Formulas de Green) Sejam u,v € C%(Q). Entdo

(1) JoAuds = foq Gido,

(ii) [, DvDudr = — [, ulvdr + [, P udo,

(iii) [ouAv —vAudz = [, uds —vItdo.

13
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a0

| RN— 1

Figura 1.1: A fronteira de Q2

Demonstragao. Ver [7, Teorema 3, pag. 628]. ]

Teorema 1.3. (Existéncia local) Suponha que f : R x RN — RY ¢ continua e satisfaz

[f(t,2) = f(t,y)] < L(B)|z —y|

para z, y em conjuntos limitados B C RN e a constante de Lipschitz L(B) ndo depende de t. Entdo,

para todo xg € RN, existe T = T(xg) tal que a equagdo

= f(t,z) ,
7t 2) -
z(0) =z
tem uma unica solugdo sobre [0,T].
Demonstragao. Ver [15, Teorema 2.3, pag. 45]. O

Lema 1.4. Uma solugdo x(t) da equagao (1.1) tem um intervalo finito mazximal de existéncia [0,T*)

se e s6 se |x(t)] — oo quando t — T*.

Demonstragao. Ver [15, Lema 2.4, pag. 48]. O

Teorema 1.5. (Teorema de Representacao de Riesz) Seja H um espago de Hilbert e T : H — R

um funcional linear continuo. Entdo existe um dnico w € H tal que

Tu = (w,u) =: Tyu Yué€ H.
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Além disso, a funcao T : H — L(H,R) dada por Tw =Ty, € um isomorfismo linear e uma isometria.

Demonstragao. Ver [7, Teorema 2, pag. 639]. O

Espectro do Operador Laplaciano

Nesta secao faremos um estudo do espectro de operadores lineares compactos e simétricos que aparecem
em varios problemas de valor de contorno. O resultado bésico é o Teorema de Courant-Fischer,
que fornece uma caracterizacao dos autovalores de tais operadores. Usaremos estes resultados para o

operador (—A)~! (inversa de —A com condicdo de fronteira de Dirichlet).
Teorema 1.6. (Courant-Fischer) Sejam X um espago de Hilbert e T : X — X um operador linear
compacto e simétrico. Entdo qualquer valor préprio positivo de T pode ser caracterizado por:

pn =sup inf  (Tu,u),
Fy lull=1,u€Fy

onde o supremo € tomado sobre todos 0s subespagos n-dimensionais Fy,. Analogamente, qualquer valor

proprio negativo de T pode ser obtido como:

p—p =1inf  sup  (Tu,u).
B HuH:Luan

Demonstragao. Ver [12, Teorema 5, pag. 240]. O

Autovalores do Laplaciano. Seja € um conjunto limitado em RY. Consideremos o seguinte

problema de auto valor:
—Au = Au em €,

u =0, sobre 0f2,

(1.2)

isto é, queremos encontrar todas as auto funcoes u : Q — R, u # 0, e auto valores A € R satisfazendo

(1.2). Na formulagao fraca do problema (1.2) procuramos u € H}(2), u # 0, tal que
(u,v)Hé = )\/ wodz, v € HY(Q), (1.3)
Q

onde (u, U>H5 = [ VuVudz é um produto escalar padrao sobre o espaco de Hilbert X = H{(Q).
Seja u € H}(Q) fixo. Entdo a aplicagdo v — [, uvdz é um funcional linear limitado definido
sobre H}(2). De fato: usando a desigualdade de Cauchy e Hi(Q) — L%(Q), temos que {(u,v)r2 <

[ullz2llollz2 < Cllull 2 [[v]l -
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Agora, usando o teorema de representagdao de Riesz para funcionais lineares continuos definidos

sobre um espago de Hilbert, obtemos que existe um elemento Tu € H& (Q) tal que
(Tu,v) gy = / wodr Yo € H(Q).
Q

Observe que: O elemento Tu pode ser visto formalmente como w := (—A)~tu, ja que (w, U>H§ =
Jo VuVude = [(—Aw)vde = [ uvde = (T, U>H3 para todo v € H}(Q2). Esta é a razao pela qual o

operador T é as vezes escrito como 7' = (—A)~! e chamado de operador solucdo associado a —A.

Teorema 1.7. Seja Q C RY aberto e limitado. O operador —A com condi¢do zero na fronteira possui

uma sequéncia de valores proprios { g}, k<1 e
0< A <A< A3
cuja caracterizacao variacional é dada por
1 . 2
— =sup inf u*(z)dz,
e R llull gy =1ueF; Jo

onde Fy, sdo subespacos k-dimensionais de H}(SY). A sequéncia {\;} tem um ponto de acumulagdo

em oo, i.e., limg_ oo A = 00.

Demonstragao. Ver [12, Teorema 7, pag. 241]. O

Observacao: Se k = 1 entao todo subespaco unidimensional F; é gerado por um vetor u # 0, de

modo que o Teorema 1.7 implica:

1 u?dx 1 ul[?
— = sup f972, t.e. — > | H2LQ .
A1 u€HE (Q) u0 fQ |Vul*dz AL ||UHH%

Assim, obtemos a seguinte versao da desigualdade de Poincaré:

Proposicao 1.8. Seja Q € RN wm dominio limitado. Entdo
Mllullze < llullz, Yu € Hy (),

onde A\1 > 0 € a melhor constante possivel, ji que para uw = ¢1 obtemos a desigualdade, onde ¢p1 € a

funcao prépria associada ao valor proprio Ap.

Demonstragao. Ver [12, Proposicao 8, pag. 242]. O
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Topologia fraca o(X, X')

Sejam X um espago de Banach, X’ seu espaco dual e f € X’. Denota-se por ¢ : X — R a aplicagao
dada por ¢f(z) = (f,z). Quando f percorre X’ obtemos uma familia (¢f)rex+ de aplicagoes de X em
R.

Definigao 1.9. A topologia fraca o(X,X') sobre X € a topologia menos fina sobre X que torna

continuas todas as aplicag¢oes (¢f) rex:-

Notagao: Dada uma sequéncia {z,} em X, denota-se por x,, — x a convergéncia de z, a = na

topologia fraca o(X, X').

Proposicao 1.10. Seja {x,} uma sequéncia em X, entdo:

(1) zn =z emo(X,X') & (f,z,) = (f,2), Vf e X"

(ii) Se x, — x fortemente, entio x, — x fracamente em o(X, X').

(iii) Se x,, — x fracamente em o(X, X'), entdo ||x,| € limitada e ||z| < lminf ||z,]|.

(iv) Se x, — x fracamente em (X, X') e se f, — [ fortemente em X', entao (fn,xn) — (f, ).

Demonstragao. Ver [1, Proposigao IIL.5, pag. 35]. O

Proposigao 1.11. Quando X € de dimensdo finita, a topologia fraca o(X,X') e a topologia usual
coincidem. Em particular, uma sequéncia {x,} converge fracamente se, e somente se, converge

fortemente.

Demonstragao. Ver [1, Proposigao IIL.6, pag. 36]. O

Topologia fraca * o(X’, X)

Vamos definir outra topologia sobre X’: a topologia fraca * que vamos denotar por o(X’, X). Para
cada x € X considere a aplicacao ¢, : X' — R definida por ¢,(f) = (f,z). Quando x percorre X

obtemos uma familia de aplicagoes {¢;}cx de X' em R.

Definigao 1.12. A topologia fraca x, designada também por o(X', X), € a topologia menos fina sobre

X' que torna continua todas as aplicagoes {¢y}rex -
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Notagao: Dada uma sequéncia {f,} em X’ denota-se por f, —=* f a convergéncia na topologia

fraca *, o(X’, X).

Proposicao 1.13. Seja {f,} uma sequéncia em X', entao:

G) fa—="femoX', X) e (fux) = (fz), Vo € X.

(ii) Se f, — [ fortemente, entao f, — f fracamente em o(X', X"). Se f, — [ fracamente em
o(X', X"), entao f, —* f em o(X', X).

(iii) Se f, =* f em o(X', X), entdo || fnl € limitada e ||f|| < liminf || f,]].

(iv) Se fn —=* f em o(X', X) e se x, — x fortemente em X, entdo (fn,xn) — (f, ).

Demonstragao. Ver [1, Proposigao II1.12, pdg. 40]. O

Teorema 1.14. (Banach-Alaoglu-Bourbaki). O conjunto Bx: = {f € X';||f|| < 1} € compacto

na topologia fraca %, o(X', X).

Demonstragao. Ver [1, Teorema II1.15, pag. 42]. O

Teoremas de Compacidade

Teorema 1.15. (Teorema de compacidade fraca x de Alouglu) Seja X um espago de Banach
separdvel, e seja {fn} uma sequéncia limitada em X', entdo {f,} tem uma subsequéncia fraca x

convergente.

Demonstragao. Seja {x} uma sequéncia densa em X. Notar que se {f,(zx)} converge para cada
xg, entdo {f,(z)} converge para todo x € X. De fato: como {f,} é limitada, existe M > 0 tal que

| fullx < M. Logo, dado € > 0 e x € X , escolhemos k tal que ||z — x| < 35;, entdo temos que

[fn(@) = fm(@)] - < |fa(xr) = fo(@)] + | fuler) = fml@e)| + [ fm(2) = fo(2p)]

<e/3+|fulr) — fm(xr)| + /3.

O restante da demonstracao segue por um argumento de diagonal. O

Corolério 1.16. (Compacidade fraca reflexiva) Seja X um espaco de Banach reflexivo e suponha
que a sequéncia {ugty2, C X € limitada. Entdo existem uma subsequéncia {uy;}72, C {ur}pl, e
u € X tais que

U, — U.
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Demonstragao. Basta definir G : X’ — R como sendo Gi(f) = (f,ux) e depois aplicar o Teorema

1.15. U

Corolario 1.17. Seja H espaco de Hilbert entao toda sequéncia limitada em H possui uma

subsequéncia fracamente convergente em H.

Demonstracao. Basta usar o Corolario 1.16. O

Método de Faedo-Galerkin

Este método foi idealizado para procurar solugoes de problemas de evolugao. Este foi desenvolvido por
Sandro Faedo, trinta anos depois do método de Galerkin. Para ilustrar isto, consideremos o problema

de evolugao:

Ault) = f(2), (1.4)

Q x [0,00] 3 (z,t) = u(x,t) € R, onde x = (x1,...,xx). A fungdo u(zy,..., Ty, t) normalmente tem

que satisfazer os dados iniciais

dku k
W(z,@) =ug(z), k=0,1,2,...m—1 (1.5)

(onde ulg sao fungoes conhecidas e m > 1 é o ordem da equagao de evolugao) e a condicao de contorno,

por exemplo,

uly; =0, (1.6)

onde ¥ é a fronteira lateral do cilindro Q x (0,7").
Dado um sistema completo de fungdes {w;} ortonormalizadas, w; : @ — R e satisfazendo (1.6),

queremos aproximar a solucao de (1.4) - (1.6) por
N
uMN(a,t) =) gi(tywj(z), (1.7)
j=1

onde as funcoes g;(t) sao solugoes do sistema de equacoes diferenciais ordinarias

A?MM—ﬂ%mZQj:LwN, (1)
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com condicoes iniciais
k
a9,

o (0) :/Qulgwjdx, k=0,1,2,....m— 1.

Se o sistema (1.8) é da forma normal, entao as g;(t) estdo bem definidas pelo menos localmente no

tempo, e a solucao u(zx,t) é obtida tomando limite em (1.7) quando N — oo.

1.2 Distribuicoes e Espacos Funcionais

No estudo de equagoes diferenciais parciais cujos dados iniciais nao sao regulares (que possuem derivada
no sentido classico) faz-se necessaria a introducao de um novo conceito de derivada.

Para entendermos tal conceito necessitamos de algumas definicoes:
1. Espacos das funcoes testes
Dados a = (ay,...,ay) € NV ez = (x1,...,2y) € RY, representaremos por D* o operador

derivagao de ordem « definido por

Hlel

D =
- (o731 a9 N
0z 0x5°...0xy

onde |a| = Zfil a;. Se a = (0,0, ...,0), define-se D%u = u.

Seja Q um aberto de RY. Denotamos por C°(2) o conjunto das funcdes ¢ : 2 — K (onde
K =R ou K = C) que sao infinitamente diferencidveis em €2 e que tem suporte compacto, onde

suporte de ¢ é o fecho do conjunto {z € Q; ¢(z) # 0} em RY.

Introduzimos a seguinte nogao de convergéncia. Uma sequéncia {¢,} C C2°(2) converge para
zero e denotamos ¢, — 0 se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de 2, tal que:
i) supp(dn) C K, ¥n € N;

ii) D%¢, — 0 uniformemente sobre K, Yo € NV, ¥n € N,

Dizemos que uma sequéncia {¢n} C C(2) converge para ¢ C C°(2) quando a sequéncia
{¢n — ¢} converge para zero no sentido de i) e i7) acima.

O espago C2°(Q2), munido desta nogao de convergéncia, é denominado espaco das fungoes teste,

e denotado por D().

2. Distribuicoes sobre um aberto Q ¢ RY

Definimos como distribui¢ao sobre €2 a toda forma linear e continua em D(2). O conjunto de

todas as distribuigoes sobre 2 é um espago vetorial, o qual representa- se por D’'(€2), chamado
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espago das distribuigoes sobre 2, munido da seguinte nocao de convergéncia: Seja {T},} uma
sequéncia em D'(Q) e T € D'(Q). Dizemos que T,, — T em D'(2) se a sequéncia numérica

{{T, ®)} converge para (T, ¢) em R, Vo € D().

1

1oc(§2) 0 espago (das classes de) de fungoes u : 2 — K tais que |u| é integravel

3. Denotaremos por L

no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K de €.

Destas defini¢oes estamos aptos a entender este novo conceito de derivada. S. Sobolev introduziu, em
meados de 1936, uma nocao global de derivada a qual denominou-se derivada fraca, cuja construcao
dar-se-a a seguir:

Sejam u, v definidas num aberto limitado © de RY, cuja fronteira 9 é regular. Suponhamos que
u e v possuam derivadas parciais continuas em = QU 9. Se u e v se anulam sobre 9§ obtemos,

do lema de Gauss, que

A expressdo anterior motivou a derivada fraca dada por Sobolev: Uma fungao u € L}OC(Q) é derivéavel

no sentido fraco em €2 quando existe uma funcdo v € L}, () tal que

/ (@) 228 g - / v(z)d(z)dz, Yo € D(Q).
Q Q

Oxy,

Embora, tal conceito de derivada tenha sido um marco na evolugao do conceito de solucao de
uma equagao diferencial, ele apresenta uma grave imperfeicao no fato que nem toda funcao de L}OC(Q)
possui derivada neste sentido. No intuito de sanar este tipo de problema, Laurent Schwartz, em meados
de 1945, introduziu a nogao de derivada no sentido das distribuigoes, a qual generaliza a nocao de

derivada formulada po Sobolev, como segue:

Seja T uma distribuicdo sobre 2 e @ € N¥. A derivada de ordem o de T, no sentido das

distribuigoes, é definida por:
(DT, ) = (~1)*NT, D*¢), V¢ € D().

Verifica-se que D*T é ainda uma distribuigdo e que o operador D% : D'(Q2) — D'(Q), tal que a cada

T associa-se DT, é linear e continuo.
Espagos LP(12)

Seja © um aberto de RV,
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Definigao 1.18. Seja p € R,1 < p < 0o. Definimos o espago LP(2), como o espago das (classes de)

fungoes f: Q — R mensurdveis em Q) e tais que |f|P é integrdvel sequndo Lebesgue em (2, isto é,
LP(Q) ={f: Q= R; f mensuravel e / |fIPdz < oo}.
Q

O ndmero

I £ o= (] 1))t
denomina-se norma do elemento f € LP(2).

Definicao 1.19. O espago L*(Q2), denomina-se espago das (classes de) fungoes mensurdveis e

essencialmente limitadas e € dado por
L>(Q)={f:Q—=R; fmensuravel e 3 C tal que |f(z)| < C gq.s. em Q},
com norma definida por
1S oo (@)= esssupeeal f(2)| = min{M > 0: |f| < M gq.s. em Q},

onde q.s. significa: para quase todo ponto x € Q.

Teorema 1.20. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja {u,}) uma sequéncia
de funcdes, integrdveis num aberto Q@ C RN, que converge quase sempre para uma funcio u. Se existir

uma fungdo ug € L'(Q) tal que |u,| < ug quase sempre, ¥n € N, entdo u € integrdvel e tem-se

u = lim Up,.
0 n—oo 0

Demonstragao. Ver [1, Teorema IV.2, pag. 54]. O

Proposicao 1.21. (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP(Q) e g € LI(Q2), com 1 < p < o0 e
% + % = 1. Entdo fg € L'(Q) e temos a desigualdade

/Q ol < 11l oy ol zocen-

Demonstragao. Ver [1, Teorema IV.6, pag. 56]. ]
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Proposigao 1.22. (Desigualdade de Minkowski) Sejam 1 <p < oo e f,g em LP(f2), entdo

If +gllze) < 1 fllze) + 19l e (@)

Demonstragao. Ver [1, Teorema IV.7, pdg. 57]. d

O espago LP(Q2) foi definido para todo 1 < p < oo. Pelas Proposigdes 1.22 e 1.21 || - [| 1p() ¢é uma
norma no espaco LP(£2) para todo 1 < p < oo, e pelo Teorema 1.20 o espago LP(2) é um espago de
Banach.

No caso particular p = 2, L?(Q2) é um espaco de Hilbert.

Coroléario 1.23. (Desigualdade de Holder generalizada) Sejam f1, fo, ..., fr funcgoes tais que

fielPi(Q),p>1,1<i<k onde = + .+ E = % % < 1. Entao o produto f = f1fa...fr € LP(Q)

e temos a desigualdade

1 £llzr) < I fillzer @)l f2llzoa -l frll ow () -

Demonstragao. Consequéncia do Teorema 1.21 (Desigualdade de Holder). ]

Proposicao 1.24. (Desigualdade de Interpolacao) Se u € LP(Q) N LY(2) com 1 < p < q < o0

entao u € L"(Q2) para todo r € [p,q] e tem-se a desigualdade

lll iy < lull oyl Fagoy.

_ 0 1-0
onde 0 € [0, 1] verifica 1 =5+t

Demonstragao. Consequéncia do Teorema 1.21 (Desigualdade de Holder). ]

Além dos resultados acima, temos que:
Proposicao 1.25. i) LP(Q) € reflexivo para todo 1 < p < +00.
ii) LP(Q) € separdvel para todo 1 < p < 400.
iii) D(2) tem uma imersao continua e densa em LP(QY) para todo 1 < p < +00.

iv) Se{fn} € uma sequéncia em LP(2) e f € LP(S2) sao tais que || fr— f|lLr() — 0, entdo existe uma

subsequéncia { fn, } tal que fn, (z) — f(x) ¢.t.p. em Q.
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Demonstragao. Ver [1, Teoremas IV.8, IV.9, IV.10, IV.12 e IV.13, pag. 57-62]. ]

Proposicao 1.26. (Teorema de Representagao de Riesz) Sejam p,q € (1,+00), com % —I—% =1,

¢ € (LP(Q)). Entao existe uma tnica u € LI(Q), tal que

(6,0 = /Q w(z)o(z)dz,

para todo v € LP(Q2) e [lul pa) = |l (zr )y

Demonstragao. Ver [1, Teorema IV.11, pag. 61]. O

Quando p = oo, temos:

Proposicao 1.27. Seja ¢ € (L*(Q))'. Entdo existe uma tinica u € L>(Q) tal que

(6,0 = /Q w(z)o(z)dz,

para todo v € L'(Q) e [[ul|z(0) = 9]l (z1@)y

Demonstragao. Ver [1, Teorema IV.14, pdg. 63]. O

As Proposicoes 1.26 e 1.27 sdo muito importantes, pois expressam que toda forma bilinear continua
sobre LP(Q2), com 1 < p < oo, pode ser representada por uma fungao em L4(£2), com % + % =1 A
aplicagdo ¢ — u é uma isometria linear e sobrejetiva que permite identificar o dual de LP(€2) com

1,1 _
L), com &+ o =1

Proposigao 1.28. (Lema de Du Bois Raymond) Seja u € L}, (), entio T, = 0 se, e somente
se, u =0 q.t.p. em 2, onde T, € a distribuicdo definida por

(Tut) = [ u@o(w)dz, Vo € DE).
Demonstragao. Ver [1, Teorema IV.2, pag. 61]. O

1

Desta proposicao tem-se que 7, é univocamente determinado por v € L; .(2), isto é, se u,v €

L}OC(Q), entao T, = T, se, e somente se, u = v q.s. em ).

Proposicao 1.29. Seja {u,} C L (), 1 < p < 400, tal que u, — u em L}, (Q), entdo T, — T,
em D'(Q).
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Demonstracao. Consequéncia do Lema de Du Bois Raymond. ]

Espacos de Sobolev

Seja  um subconjunto do RY, 1 < p < 400 e m € N. Se u € LP(2) sabemos que u possui derivadas
de todas as ordens no sentido das distribuicoes. Porém, nao é verdade em geral, que D%u seja uma
distribuicao definida por uma fungao de LP(Q2). Quando D%u é definida por uma funcao de LP(£2)

define-se um novo espago denominado espago de Sobolev que definiremos a seguir:

Defini¢ao 1.30. Sejam n € N e p € [1,+00], 0 espago de Sobolev W™P(Q) define-se por
WmP(Q) ={u € LP(Q); D € LP(QQ) para 0 < |a| < n},

onde D%u € a derivada fraca.

No espago W"P(Q2) define-se a norma:
Se p € [1,00)
lullwnoiy = D 1D%ullf, )"

0<|e|<n
Sep=o0
lullwnooy = > 1D o y-

0<|a|<n

Definigao 1.31. Seja p € [1,00], Wi*(Q2) € o fecho de C°(Q) com a norma de W™P(2).

Dizemos que uy, — u em W™P(Q) se, e somente se, limy, o0 [[Um — ullwnr) = 0, € que uy — u

em W,"P() se, e somente se u,, — u em W“’p(Q') para todo Q' cC Q. A notacdo CC indica que

loc

é compacto e Q' c Q.

Observacoes:

1. Wor(Q) = LP.

2. u € Wy (Q), entdao FHum} C C(Q) tal que uy, — w em W™P(Q).

3. Assim como em LP(2), em W™P(Q) identificamos fungoes iguais q.t.p..
4. Usa-se a notacio H*(Q) = Wh2(Q) e HY(Q) = Wg’Q(Q).

Teorema 1.32. W™P(Q) é um espago de Banach.
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Demonstragdo. Temos que W™P(£) é um espaco vetorial e que |[|||lyyn.p() é uma norma. Seja {um }
uma sequéncia de Cauchy em W™P(Q), entao {D%u,, }, |a| < n é uma sequéncia de Cauchy em LP(Q).
Como LP(Q2) é Banach, existem fungoes u, € LP(2) tais que D%uy, — uq em LP(Q).

Vamos demonstrar que D*u = u, de fato: Seja ¢ € C2°(€2), assim

/uDa(;Sd:U: lim [ upD%dz = lim (—1)|a/Daum¢da;: (—1)|a/ua¢da:,
Q Q Q

m—0o0 0 m—0o0

e entdo D“u = u, no sentido fraco. Portanto u € LP(Q2) e D*u € LP(Q), || < n. Logouw € W™P(Q2). O

Observacao: W™2(2) é um espaco de Hilbert. E possivel mostrar que W™P(Q) é separavel

(1 <p < 0), usando o fato que LP(2) é separavel.

Teorema 1.33. (Propriedades de W™P(Q)) Sejam u,v € W™P(Q), entdo:
1. D% € W lelr(Q) e DB(Du) = DP+u para todo multi-indice o, B, com |a| + |8| < n.
2. VA p€R, Mu+ pv € WP(Q) e DY(Au+ pv) = AD*(u) + pD(v).
3. Se Q' ¢ aberto e Q' C Q, entio u € W™P(Q).
4. Se ¢ € CX(Q) eu € WHP(Q), entdo Cu € WHP(Q) e D(Cu) = (D¢)u + ¢(Du).
Observagao: Usando o fato 4 e indugao tem-se que

pcuy =S [ ) pPcpety,

BLa

onde a = (a1, g, ..., ), B = (B1, 52, -, Bn), B < « se, e somente se, [; < o

o
Vi=1,..,n, = Wiﬁ)" com a! = ailas!...ap!.

B

Teorema 1.34. (Aproximacao global até a fronteira) Sejan € N, 1 <p < oo, Q C RN aberto,
limitado e de classe C1. Seja u € W™P(Q), entdo existe {un}3°_, tal que u, € C*(Q), Ym € N, e

U, — u em WP(Q).

Demonstragao. Ver [7, Teorema 3, pag. 252]. O

Teorema 1.35. Seja G € C1(R) tal que G(0) =0 e |G'(s)| < M, Vs € R. Seja u € WIP(Q), entio

ou
Ba:z- '

O (Gou)=(C ou)

l,pQ
Goue WHP(Q) e oz,
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Demonstragao. Ver [1, Teorema IX.5, pag. 155]. O

Teorema 1.36. (Mudangca de variavel) Sejam Q e Q' dois abertos de RN e seja H : Q' — Q uma

aplicagao bijetora, x = H(y), tal que
HecY(Y), H'ec (Q), Jac(H)ec L>®(Y), Jac(H™')e L®(Q).

onde Jac(H) € o jacobiano da aplica¢io H. Se u € WHP(Q), entdo uo H € WIP(QY) e

N
—(uo H = —(H , Vj=1,...,N.
5y (e H)W) ; oy HW) 5 W), V3
Demonstragao. Ver [1, Teorema IX.6, pag. 156]. O

Definigcao 1.37. Se 1 < p < N o conjugado de Sobolev de p €

oo NP
N—p
Note que
1 1 1 ‘s
— =-——, p>p
p p N

Teorema 1.38. (Desigualdade de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg) Suponha que 1 < p < N.

Eziste uma constante C' que depende somente de p e N tal que
1, N
[ull Lo mvy < ClDullpowny,  Yu € Wyt (RY).

Teorema 1.39. (Teorema de imersao de Sobolev) Sejam Q C RN um dominio limitado de classe

C* eu e HF(Q).

i) Se k < N/2, entio u € L*N/(N=2K)(Q) ¢ existe uma constante C > 0 tal que
[ull L2/ v -2 0y < Cllull i) -

ii) Se k = N/2, entdo u € LP(Q)) para todo p € [1,00) e, para cada p, existe uma constante C =
C(p) > 0 tal que

[ullLr@)y < Cllull gr(q)-
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iii) Se k > j + (N/2), entdo u € C?(Q) e existe uma constante C > 0 tal que
lu(@)llci@) < Cllullgx -

Demonstragao. Ver [15, Teorema 5.31, pag. 142]. O

Teorema 1.40. (Teorema de compacidade de Rellich-Kondrachov) Seja Q C RY limitado de

classe C*. Entdo H'(Q) esta compactamente imerso em L?(S2).

Demonstragdo. Ver [15, Teorema 5.32, pdg. 143]. d

Proposigao 1.41. Seja 2 C RN x R aberto e limitado. Sejam {gn} e g fungoes em LA(SY) tais que
lgnllzag)y < C e gn — g qt.p.emQ,
entdo g, — g em L1(Q).

Demonstragao. Ver [15, Lema 8.3, pag. 218|. O

Resultado de Regularidade

Consideremos o operador diferencial de segunda ordem em sua forma divergente

N N
Lu=— 3" (@ @)ug)a, + > b (@)ug, + cl)u,
ij=1 i=1

para funcdes coeficientes dadas a¥/,b,c (i,§ =1, ..., N).

Assumiremos também a condi¢ao de simetria "’ = a’* (i,j = 1,...,N).

Teorema 1.42. (Regularidade H?) Seja Q@ C RN limitado, aberto e de classe C2, a” &€
Cl(Q), b,ce L>®(Q) (i,j =1,...,N) e f € L*().

Sewu € H&(Q) ¢ uma solucao fraca do problema de valor de contorno

Lu=f emQ,

u=0, sobre 01,
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entdo u € H?(Y) e, além disso,

[l g2y < O fllz2) + lullz2@))s

onde a constante C' > 0 depende somente de € e dos coeficientes de L.

Demonstragdo. Ver [7, Teorema 4, pag. 317]. O

Teorema 1.43. (Regularidade H™) Seja m € N e assuma que Q@ C RN ¢ limitado, aberto e de
classe C™*2 a% b ce C™M(Q) (i,7=1,..,N) e f € H"(Q).

Suponha que u € H&(Q) € uma solug¢do fraca do problema de valor de contorno

Lu=f emQ,
(1.9)
u=20, sobre 0NQ.
Entdo uw € H™2(Q) e, além disso,
1wl rm+2(0y < CUfllEm @) + l[ullL2@)),
onde a constante C' > 0 depende somente de m, €} e dos coeficientes de L.
Demonstragdo. Ver [7, Teorema 5, pag. 323]. O

Espago LP(1,T; X)

Seja X um espaco de Banach, para cada t € [r,T] fixo, interpretamos a fun¢ao = — u(x,t) como um

elemento do espago X. Denotaremos este elemento como u(t) € X com valores no espago X.

Definicao 1.44. Sejam X um espago de Banach, 7, T fizos, com T <T e p € [1,00]. Denotamos por

LP(1,T; X), o conjunto de fungées mesurdveis u : (7,T) — X tal que ||u(-)||x € LP(7,T).

Define-se a seguinte norma para o espago LP(7,T; X)

lull o (rrix) = MG llx e 7, 7)-
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O espago C™([r,T]; X), m = 1,2, ... consiste de todas as fungoes continuas u : [r,T7] — X que
possuem derivadas continuas até o ordem m em [7,7]. A norma em C™([r,T]; X) é dada por
m

m . = (l) t .
l[ullem (frry;x) iﬂggggelllu ®)llx

Proposicao 1.45. Sejam m € N, 1 <p < oo, X eY espacos de Banach e K(=R ou C).
(a) C™([r,T]; X) é um espago de Banach sobre K.
(b) LP(1,T;X), 1 <p < oo, e L>([1,T]; X) sao espagos de Banach sobre K.
(c) O congunto de todas a fungoes escada € denso em LP(1,T;X).
(d) C™([7,T]; X) € denso em LP(1,T;X) e a imersao C™([1,T); X) — LP(7,T;X) é continua.
(e) Se X ¢ um espago de Hilbert com produto escalar (-,-)x, entdo L?(7,T; X) também é um espago
de Hilbert com produto escalar
T

(,0) 200 7x) = / (ult), v(t)) .

(f) LP(7,T; X) ¢é separdvel, se X ¢é separdvel e 1 < p < oo.
(g) Se X =Y, entao L"(1,T; X) — LI(1,T;Y), 1 < g <r < oc.

Demonstragao. Ver [17, Proposigao 23.2, pag. 407]. O

Sejam U e V dois espagos vetoriais topolégicos. Denotamos por L(U, V) o espago dos funcionais
lineares e continuos de U em V.

O espago das distribuigoes sobre (7,7) com imagem sobre X serd denotado por D'(7,T; X). Assim
D'(1,T; X) = L(D(r,T); X) é o conjunto de todas as aplicagoes lineares e limitadas de D(7,T) em X.
A nogao de convergéncia em D'(7,T; X) é dada como segue: Seja S € D'(1,T; X), logo S : D(r,T) —
X é linear e se 0,, — 0 em D(7,T) entao S(0,) — S(6) em X. Diremos que S, — S em D'(1,T; X)
se Sp(0) — S(0) em X para todo 8 € D(r,T).

A derivada %, para S € D'(1,T; X), é definida como o tnico elemento deste espago que satisfaz

do

E% \V/QZ)ED(T,T)

(2.6) = (D,

A funcdo S — Ccll—f ¢ uma funcao continua de D'(7,T; X) sobre ele mesmo.
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Agora, se f € L*(1,T; X), definimos f por

5 T
(Fr6) = / f(Dé(t)dt, Ve D(rT).

A funcao f — f, de L?(7,T; X) em D'(1,T; X) é linear e continua, e ainda é injetora. Desta forma,
identificamos f por f e obtemos

L*(r,T;X) — D'(r,T; X).

1
loc

O espago Ly .(1,T;X) é o espago das fungoes u tais que para todo compacto K C (7,T), uXx €

L'(7,T; X), onde X denota a funcio caracteristica de K.

Defini¢ao 1.46. Seja J € D(R) tal que J(t) >0, Vt € R e [ J(t)dt = 1. Dado € > 0, definamos

1 _t
L=la(l) e (Js*u)(t):/Rjg(t—s)u(s)ds,

para as fungoes u em que o lado direito da dltima igualdade faz sentido.

Proposigao 1.47. Seja u uma funcgao definida sobre R que anula-se fora de um intervalo I.

(a) Seue L} (R;X), entio J. xu € CP(R; X).

(b) Seu € L*(R; X), entdo J.xu € L*(R; X). Além disso, [ Jexullp2mxy < llullp2rx) e lime_o+ || Je*
u —ullp2r;x) = 0.

Demonstragao. Ver [17, pag. 410]. O

Consideremos LP(7,T;X) e L%7,T;X’). Entao temos a seguinte relagdo de dualidade

(LP(7,T; X)) = LY(7,T; X') quando % + % = 1 devido ao teorema seguinte.
Teorema 1.48. Seja X um espaco de Banach reflexivo e separdvel, 1 < p < 0o, }D + % =1.

(a) Cada func¢ao v € LI(7,T; X") corresponde a wm tunico funcional v € (LP(r,T; X))’ dado por
T
(v, u) :/ ((t)u(t))xdt, Yue LP(1,T;X). (1.10)

Reciprocamente, cada v € (LP(1,T; X))’ corresponde a exatamente uma fun¢ao v € LI(t,T; X')

dada por (1.10). Além disso ||0||(rr(r7;x)y = |Vl La@rrx7)-
(b) O espago de Banach LP(t,T;X) € reflexivo e separdvel.

Demonstragao. Ver [17, Teorema 23.7, pdg. 411]. O
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Espago LP(7,T; X;)

Sejam @ C RY™ um subconjunto aberto, limitado e ndo vazio com fronteira 9O de classe C? e

r:OxR — RN

(y, 1) = r(y,t)

uma funcao que satisfaz as seguintes hipoteses:
H1: r é de classe C1(O x R;RY),
H2: r(-,t) : O — O; é um difeomorfismo de classe C2, ¥Vt € R, onde O; = r(O, 1).

Agora denotemos os seguintes conjuntos:

QT,T = U O x {t}a VT >,

te(r,T)

Q-= |J O x{t}, vreR,

te(7,+00)

ZT,T = U 80t X {t},
te(r,T)

o= J 000 x {t}.

te(r,+00)

O conjunto @7 ¢ um subconjunto aberto de RN*1 cuja fronteira é dada por
0Qr7 =X;7U(Or x{1}) U (O x {T'}).

Suponhamos que a funcio 7 = 7(x,t), dada por 7(-,t) = r~1(-, 1), satisfaz

— . _ — — 27 —
H3: 7 € C2’1(QT7T;RN) vr < T, ie., T, %, 5%_, &ia’;j pertencem a C(QﬂT;RN), para todo

1<4,7 <N, paratodo7 <T.

At
Q(t)

/ /
XD o)~

Figura 1.2: Interpretagao geométrica dominios nao cilindricos
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Exemplo 1.49. Suponhamos que O = (0,1), 7 =0 e T > 0. Entdo o conjunto Qo1 € dado por
QO,T = {(:E,t) €Rx (OaT)a Oé(t) <zr< /B(t)}a

onde a, 3 € C1(0,00) sdo tais que y(t) = B(t) — a(t) > 0, Vt > 0. Fazendo uma mudanca de

coordenadas no conjunto Qo obtemos o conjunto Q = O x (0,T'), dado por

r:Qor — Q
(2.0) = (1) = (280, ¢ )

tA
T
a Q B
0 %
Figura 1.3:
Sejam 7,7 € R com 7 < T e seja { X }¢[r,7] uma familia de espagos de Banach com || - || x, sendo

suas respectivas normas, tal que X; C Llloc((’)t) para todo t € [1,T].

Definicao 1.50. Para p € [1,00], denotamos por LP(1,T; X;) o conjunto das fungoes u € L}, (Qr1)

tal que u(t) = u(-,t) € X; para q.s. t € (1,T), e a funcdo ||u(-)||x. definida port — ||u(t)|x,, pertence
a LP(1,T).

Em LP(7,T; X;) consideramos a norma
lull Lo,y = IlwC)lx 1 e -
Cada u € L}OC(QT,T), pode ser estendida trivialmente a R™ x (7,7") da seguinte forma:

u(x,t), (z,t) € Oy x (1,T),
0, (x,t) € (R"\Oy) x (1,T).

u(x,t) =
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Para 1 < p,q < oo, temos

we LP(r,T; LY(O)) = 1 € LP(r,T; LYRYN)) (1.11)
e
we LP(r,T; H (Oy)) = 1 € LP(1,T; HE (RY)), (1.12)
com /\
ou ou
— 1<i<N. 1.1
ox; axi’ Visis ( 3)

Definicao 1.51. Seja u € L}, (Qr1). Se existe v € L}, (Qr 1) tal que

loc

(v,0) = — ¢ (@, t)u(z, t)dzdt, Vo€ CX(Qrr),
Q-1

dizemos que v € a derivada de u com respeito ao tempo, no sentido das distribuicoes em Q. T, e

denotamos por u' = u; :== v, onde ¢ = % € a derivada parcial cldssica.

Lema 1.52. Seu € L*(1,T; HY(O)) e € L?(1,T; L*(O})), entdo a extensdo trivial @ de u pertence

a H' (RN x (1,T)) e sua derivada com respeito ao tempo é dada por

-~/

o=l (1.14)

Demonstragdo. Como u € L*(1,T; H}(O)) e u' € L*(1,T; L*(Oy)), segue que u € H*(Q, 7). De

(1.13) segue que
du  Ou
31‘2' N axﬁ

Vie{l,...,N}.

Agora mostremos que @' = u/. De fato; Seja ¢ € CX (RN x (1,T)), entdo

/ u(x,t)¢ (x,t)dxdt :/ u(x,t)¢' (x,t)dxdt
RNX(TvT) QT,T
= —/ v (z,t)p(x, t)dwdt
QT,T

= —/ 17’(:U,t)¢)(x,t)dxdt
RN x (7,T)

e isto mostra (1.14). O

Definicao 1.53. Dizemos que uma fungdo u € L}, (Qrr) pertence a C([r,T]; L*(Oy)) se a extensio

trivial u € C([1,T]; L2(RN)) e dizemos que uma sequéncia {u,} converge para uw em C([r,T]; L*(0})),
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quando m — oo, se a sequéncia {iy} converge para @ em C([1,T]; L>(RY)), quando m — co.

Definicao 1.54. Dizemos que uma func¢io u € L}, (Qr1) estd em C([r,T); H}(Or)) se a extensio
trivial i € C([r, T); HY(RYN)) e dizemos que uma sequéncia {um,} converge parau em C([r,T); H} (Oy)),

quando m — oo, se a sequéncia {Uy} converge para i em C([7,T]; HY(RY)), quando m — oo.

A partir de agora usaremos (+,-); e | - |; para denotar o produto interno usual e a norma associada

em L2(Oy) ou (L?(0y))V.

Corolario 1.55. Se u € L*(1,T; H}(Oy)) e o € L*(r,T; L*(Oy)), entio u € C([r,T); L*(Oy)) e
0

satisfaz a igualdade de energia

to
u(t)[7, — lu(t)[f, = 2/ (u'(t), u(t))edt.

t1

Demonstracdo. Do Lema 1.52 segue que © € HY (RN x (7,T)). Da densidade de C®(RN x [r,T]),
existe uma sequéncia {u,,}°5_; € C®(RN x [, T]) tal que u,, — @ em H' (RN x (1,T)). Pelo teorema

fundamental do calculo obtemos

[um (t2)[7, — [um (t1)[F, = 2/ 2((U%I(t)7um(t))tdt-

t1

Fazendo m — oo, obtemos

to
A2, — a2 =2 / (@ (6), 3(0) e,

t1

para q.8. T < t] < ty < T. Portanto redefinindo u (sobre um conjunto de medida nula) segue que

u € C([r, T); L*(Oy)). O

Consideremos o intervalo finito [r,T]. Seja

ou equivalentemente,

u(z,t) = v(r(x,t),t) paraz e O t e |r,T).

Das hipéteses H1, H2 e H3 sob r e 7, temos os seguintes resultados.
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Lema 1.56. Para 1 < p,q < oo, u € LP(1,T;LY(O})) se, e somente se, v € LP(1,T; L1(0O)). Além

disso, existem duas constantes positivas Cy e Cy (que dependem unicamente de p, q, r, T e T') tais que

Cillull Loz rsza00)) < N0llLe a0y < Collull orrna(0,))s (1.15)

para todo u € LP(1,T; LY(Oy)).

Demonstracao.

T P
N A LR
Tt »
- / ( / fu(r (g, 1), 8)|*Tac(r, y, £)dy) & dt
T F(Ot,t)

P T p
<( max(acrant)F [ ([ ool far

(y,t)EOX[7,T]

< 1
escolhendo 0 < (7 < (T pE——— e R temos

Cillull Lo 1La9(0,)) < 1Vl Lo (r1iL9(0))-
Por outro lado, da hipétese sobre 7 segue que existe Co > 0 tal que
HUHLP(’T,T;LQ(O)) < CQHUHLP(T,T;L‘I(Ot))

e isto mostra a desigualdade (1.15). 0

Se para algum t € (7,T) a fungdo u(t) = u(-,t) € HY(O;), entdo a funcio v(-,t) = u(r(-,t),t) €
HY(O)e

dv N u ori(y,t)

7(% t) = (r(y,t),t) 6yj

8yj i1 8.1’1

Analogamente, se para algum t € (1,7T) a fungio v(t) = v(-,t) € HY(O), entdo a fungao u(-,t) =
v(7(-,t),t) € HY(Oy) e

Lema 1.57. u € L*(1,T; H}(Oy)) se, e somente se, v € L*(1,T; HY(O)). Além disso, existem duas

constantes positivas C e Cy (que dependem somente de r, T e T') tais que

Cillull o rmz o)) < Wvllp2q im0y < Collullpzqrmi o) (1.16)
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para todo u € L?(7,T; Hi (Oy)).
Demonstracao.
2 r 2 2
4l s 0y = / /O fulz, )2 + | Dule, t)|2dzdt
T N
ou
= t)| —— (=, t)Pdxdt
L[ 0+ 15w oras
T ) N N o a 7
_/T /O lu(z, 1) +§‘Z<T ) )5 1) Pt
T Y& o or;
- / /O (o + 321 35 000,05 Ot )
or;
PN et ) [ [ it
----- €T (y,t)eOx[1,T]
N ov
— (y, )P dydt.
+Z\ayj(y, )|*dy
J=1
Escolhendo 0 < € < (max; j—1,.. ,N{Hd 512, Hmax , o | Jac(r,y,t)]))~'/2, segue que
Cillull ze¢rrimz 00y < Wll L2 0))-
Fazendo as mesmas contas e sob a hipdtese relativa a 7, segue que existe Cy > 0 tal que
[0l L2712 (0)) < Collull L2 00)»
e isto mostra a desigualdade (1.16). O

Lema 1.58. u € L*(1,T; H*(Oy)) & v € L*(r,T; H*(0)).

Além disso, existem duas constantes

positivas Cy e Cy (que dependem unicamente de r, 7 e T') tais que

Cullullp2r w2000 < NVl 2@ m20)) < C2llull L2 m52(04))5 (1.17)

para todo u € L?(1,T; H*(Oy)).

Demonstracdo. A demonstracao é andloga a dos lemas anteriores. O

Lema 1.59. Suponhamos que H1 e H2 valem. A funcio u € C([1,T]; L*(Oy)) se, e somente se,

v e C([r,T); L*(0)).
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Demonstracao.

(a) Suponhamos que v € C([r,T];L*(©O)). Vamos mostrar que a extensio trivial u €

C([r, T]; L*(RY)).

Para tg,t € [1,T], temos

/ e, £) — T, to) Pda = / lu(z, t) — u(w, to)[2dz + / lu(x, to)|2dz
RN Oty NO;

O, \O

(1.18)
+/ u(z, t)|*d.
0\,
No que segue, vamos estimar cada um dos termos do lado direito de (1.18).
Pela continuidade uniforme de r sobre O x [r,T], temos
mes(Oy,\Op) — 0, t — o, (1.19)

onde mes indica a medida de Lebesgue de um conjunto.
Por outro lado, sabemos que v(-,tg) € L?(0), entdo u(w,ty) = v(F(x,to),to) € L*(Oy,), por
(1.19) temos
/ lula, t0)[2dz — 0, ¢ to. (1.20)
Oy \O¢

De (1.19) e das propriedades de 7, obtemos mes(7(O:\Oy,,t)) — 0, quando t — tg, logo pela

continuidade de v obtemos

[ tofde= [ oy PIact . Ody
Ot\OtO f(Ot\OtO,t)
= o) = vl ) + o) Pty
1O Y (1.21)
<O Pt [ ()P
7(O\Oxg ) 7(O\Ogy 5t)
<[ olo.) = otwto)Pdy+ [ ol to)Pdy) 0, o
O ?(Ot Oto,t
onde Jac(r, y,t) denota o valor absoluto do determinante da matriz jacobiana (2 (y, ) xx -

0y;



1.2 Distribuigoes e Espagos Funcionais 39

Finalmente

/ (. £) — u, to) de = / (e (g, t0), 1) — vy, to) |2 Tac(r, y, to)dy
OtﬂOtO F(OmOtO ,to)
- / [o(F(r (4, o), D). £) — v(y, to) 2 Tac(r, y. to)dy
f(otﬂ(’)to ,t())
=/ (P (g o), ), £) — v(F(r{y, t0), 1), o)
F(Om@to ,to)

+ U(F(T(yv to)v t)7 tO) B ’U(y’ tO) ‘QJCLC(Ta Y, tO)dy

<c / (0T (5, to), 1), £) — v(F(r(y, o), ) to) [
T(OtﬁOtO,tO)

+[o(F(r(y, to), t), to) — v(y, to)|*)dy.
Observe que

/ (”U(f(?"(y, tO)? t)7 t) - U(f(r(:% t0)7 t), tO) ‘Qdy

T(Otﬁoto,to)

< / (|v(z,t) — v(z,to)|*Jac(f~1, 2, t)dz (1.22)
Ut

<Cr | (Jo(z,t) —v(z,to)Pdz — 0, t — to,
U

onde z = f(y) = 7(r(y, to),t), (O D)U; :=7(Or N Oy, ty) e usamos a continuidade de v.

Por outro lado, para ¢ < 1, temos

P(r(y,to),t) =y Vyer( () Osto) t = to,
SE[to—E,t0+E]

0N\ (] 0sCOu\ (] O
s€[to—e,to+e] sE[to—e,to+e]
e ja que

F(Oto \ ﬂ 057 tO) cO \ f( ﬂ 057 tO)

sE[to—e,to+e] s€[to—e,to+e]

mes(F(O, \ (] Osito)) <mes(O\F( [  Osto)) =0, €0,

s€lto—e,to+e] s€lto—e,to+e]
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além disso, como t € [ty — &,tg + €], de

”U(F(T(y, tO)a t)7 tO) B ’U(y’ tO) ‘Qdy
F(Otﬂ@to,to)

/ [o(F(r (. o). 1), to) — v(y, to) [*dy
(N

s€[tg—e,tg+e] OS?tO)

IN

1 / (o(F(r(y, to), ), t0)* + [o(y o) [2)dy,
77(((910(9750)\erse[tofs,tO+zs] Os 7t0)

obtemos

/ (F(r(y, to), £), o) — vy, to)|2dy — 0 = to. (1.23)
F(Otﬂotoﬂfo)

Substituindo (1.20)-(1.23) em (1.18), obtemos que @ € C([r,T]; L>(RN)).

(b) Agora, assumindo que @ € C([r, T]; L2(RY)), vamos mostrar que v € C([r,T]; L?>(0))

para quaisquer to,t € [7,T],

/ o(y,t) — o(y.to)Pdy = / o (. t0), £) — (e, to) 2T ac(F, , to)dy
(@) (@)

to

_ /O (7, o), 1), £) — u( to) P ac(F, 2, o) dy

S/ |u(r(f(ac,to),t),t)—ﬁ(r(?(m,tg),t),t0)|2Jac(F,:c,t0)dy
Oty

+/ [a(r(7(x, ), t), to) — u(z, to)|*Jac(F, z, to)dy
(@]

to

< Cr(I (1) + (1)),

aqui

Ii(t) :/0 lu(r(7(z, o), 1), t) — a(r(7(z, to), ), to) |*dy

(1.24)
:/ a2, 1) — iz, ), to) 2T ac(h", 2, t)dz — 0, ¢ — 1o,
Oy

onde z = h(z) = r(r(x,tg),t) : Or, — O e usamos a continuidade de , e
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Iy (t) :/O |Q(T(F(x,t0),t),t0)fu(a:,tg)|2dy

to

_ / [a(r(7(x, to),t), to) — u(x, to) 2dy
n

s€[tg—e,tg+e]Os

+ /O |a(r(7(x, to), ), to) — u(z, to)[*dy.

tO\mse[tO—a,tO-Hs]Os

Pelo mesmo argumento feito na parte (a) temos
Ig(t) — 0 t—tg. (1.25)

A continuidade de v segue imediatamente de (1.24) e (1.25).

Lema 1.60. Das hipdteses HL e H2 sobre 7, a funcio u € C([r,T]; H}(O})) se, e somente se,
v € (|, T); HY(O)).

Demonstragao. Pela regra da cadeia, temos que: Se para algum ¢ € (7,7) a funcao u(t) = u(-,t) €

H'(O,), entdo a funcdo v(-,t) = u(r(-,t),t) € H(O) e

Analogamente, se para algum t € (7,7) a fungdo v(t) = v(-,t) € H(O), entdo a funcio u(-,t) =

v(7(-,t),t) € HY(Oy) e

ou X v, or;(x, )
%(ajat) = ; @(T(x’t)’t)aixi’

entao a demonstragao segue do mesmo argumento do Lema 1.59. O

Do Lema 1.52 sabemos que, se u € L*(1,T; H}(O)) e ' € L*(1,T; L*(0y)), entdao u € H (Qr.1)
u

e consequentemente pelo Teorema da regra da cadeia sabemos que v(y,t) = u(r(y,t),t) pertence a

HY(O x (1,T)) e em particular

Uy t) = (r(y,1),t) + [(Vou) (r(y, 1), £)] - %(y,t),

onde “” denota o produto interno em RV,



1.2 Distribuigoes e Espagos Funcionais 42

Para qualquer subconjunto Q2 C R, denotamos por H~1(Q2) o dual de H}(f2), com isto podemos

observar que, dado F € H~1(12), pelo Teorema de representacio de Riesz, existe f € H} () tal que

(F.9) a0 = (f,9)mi o)

para todo g € Hj(Q) e, além disso, ||F|| y-1(q) = 1/l 3 (c2)- Agora observando que
8f 39
(9 ar) = (F:9) L2 )+Z D 2O

podemos identificar F' como sendo F = f + Zf\i 1 %, e isto motiva a seguinte definicao.

Defini¢do 1.61. Definimos o espaco L*(t,T; H '(O;)) como o espaco vetorial de todas as

distribuicoes w em Q-1 da forma

w=fot Z Of (1.26)

com fi € L*(Qr1),i=0,....,N, i.e,

N
0¢ .
(w, @) —/ ] fopdxdt + Z/Q fz@Tc,;dwdt’ Vo € CZ(Qr ).
T, i=1 T,T
Se w é dada por (1.26), vamos denotar

N .
wit) = fo(t) + 3 2

=1

no sentido das distribui¢oes em Oy, q.s. t € (1,T), onde f;(t) := fi(+,t).
Denotamos por (-,-)_1+ o produto dual entre H1(O;) e H}(O;). Uma consequéncia do Teorema

de representacao de Riesz é:

lw®)Fr-1(0,) = ZHfz Nz 00

Com isto podemos definir

T
P p— / e (®) 310y @), (1.27)
e obtemos
N
lwll 2 m-1(00) = D 111720, - (1.28)

i=1
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Além disso, se ¢ € CH(Qr.1), entdo ¢(t) = ¢(-,t) € CL(O;) para qualquer t € (7,T) e portanto,

N
(w, @) Z/Q f0¢d:cdt+Z/Q figjdxdt
T i—1 T i

N
/TT 5 fo(z, t)o(x, t)dxdt + ;/TT A fi(m’t)gi(x’t)dxdt (1.29)

T
/ (w(t), G(£)) -1 4.

Dizemos que v’ € L?(7,T; H=1(O;)) se existe uma funcio w € L?(7,T; H-1(O;)) tal que
T
/ (w(t), B(8)) et = — / u(er, )¢/ (, t)dadt Vo € CH(Qrr).
T QT,T

Lema 1.62. u € L*(1,T; H}(Oy)) e u' € L*(1,T; HY(O})) se, e somente se, v € L*(1,T; H(O)) e
o' € L3(r,T; H1(0)).

Além disso, existem duas constantes positivas Cg e Cy (as quais dependem unicamente de T, T)

tais que

10"l 21 0)) < CallW | 21 (00)) + 1l 213 (04))) (1.30)
e

[ | 2 (rrsmi-1(0,)) < CallV' | 221 (0)) + 0l 22,1113 (0)))- (1.31)
Demonstragao. Ver [9, Lema 3.11, pag. 4712]. O

Seja p > 2, e consideremos os seguintes espacos de Banach

X = LQ(TaT; H&<Ot)) N Lp(7_7T; Lp(Ot))a

Y = L*(1,T; Hy (0)) N LP(1,T; L (0)),

sendo || - |x = || - 2 rsmzon) + |- v mine0y) & norma de X e |[ - [ly = || - [l 2z 11200y + 1 -
| 2o (.1 r(0)) @ nOrma de Y.

E os espacos

X* = LXr, T H Y(O) + LI(7, T; LY(Oy),

Y* = L*r,T; H 1(0)) + L7, T; LY(0)),

sendo || - [[x+ = || - [[L2(rmsm-1(00)) + || | La(r109(0,)) @ norma de X* e || - [ly« = || - | p2(rmym-1(0)) +

* 1 1 _
| llLa(r/7;09(0)) @ norma de Y*, onde sty =1
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Corolario 1.63. ue X v eY

Demonstracao. Usar o Lema 1.56 e o Lema 1.57. ]

Lema 1.64. uc X e € X* se, ¢ somente se, veY ev' € Y*.

Além disso, existem duas constantes positivas Cs e Cg (as quais dependem unicamente de T, T)

tais que

[0 [ly+ < Cs(llWllx= + llull 2 e, 1113 01))) (1.32)
e

10l x= < Co([1V"lly+ + 0]l L2(r, 1113 (0)))- (1.33)
Demonstragao. Ver [9, Lema 3.13, pag. 4716]. ]

Como consequéncia dos resultados anteriores, obtemos o lema a seguir.

Lema 1.65. Suponha que a sequéncia {up} € limitada em X e {u,,} € limitada em X*. Entao, {u,,}

é relativamente compacto em L*(1,T; L*(Oy)).

Demonstragao. Seja vy, (y,t) = un(r(y,t),t). Do Lema 1.64, sabemos que a sequéncia {v,}
é limitada em Y e {v/,} é limitada em Y*. Logo, pelo Teorema 1.45 sabemos que {v,} é
relativamente compacto em L?(7,T; L2(O)). Sem perda de generalidade, vamos assumir que vy, — v

em L?(7,T; L?(0)), entdo, de

T T
/ / [t (2, 1) — u(z, t)|*dedt = / / [om (y, 1) — v(y, t)|* Jac(r, t, t)dydt,
T Oy T O

conclufmos que u,, — u em L2(7,T; L?(0;)), onde u(x,t) = v(7(x,t),t). O

1.3 ®-Atractor Pullback

Seja {(X},d;); t € R} uma familia de espagos métricos com suas respectivas métricas.

Defini¢ao 1.66. Uma familia a dois parametros {U(t,T); —oo < 7 <t < oo} de aplicagdes continuas

U(t,7): X; — Xy, € dita um processo se:
1. U(ry1)x =z, Vo € X,

2. U(t,r)U(r,7)=U(t,7), V7T <r <t
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Além disso, consideremos ® uma classe nao vazia de conjuntos parametrizados da forma D =

{D(t); D(t) C Xy, D(t) # 0, t € R}.

Definigao 1.67. O processo U(-,-) é dito um pullback D -assintdticamente compacto se a sequéncia
{U(t,mn)xn} € relativamente compacta em X; para cada t € R, qualquer DeDe quaisquer sequéncias

{m} e{zn}, com 7, = —00 ez, € D(73,).

Definicao 1.68. Uma familia B €D ¢ dita um pullback ©-absorvente para o processo U(-,-) se para

cada t € R e qualquer De D, I 79(t, lA?) <t tal que

~

U(t,7)D(T) C B(t), Y1 <79(t,D).
Proposigao 1.69. Se Be® éum pullback ©-absorvente para o processo U(-,-) e B(t) C X; €
compacto para cada t € R, entao o processo U(-,-) € pullback D-assintdticamente compacto.

Demonstracao. Sejam De D, 1, - —oo quando n — 00 e x, € D(7y).
Como B €D é pullback ®-absorvente para o processo U (-, -), entao, para cada t € R, 3 7y(¢, ﬁ) <t

tal que

~

U(t,7)D(T) C B(t), Y1 <79(t,D). (1.34)

Agora, conforme 7,, = —o0, existe ng € N tal que Vn > ng, 7, < 70(¢, ﬁ) Mais ainda, de (1.34) temos
U(t, m)xn € B(t), ¥Yn > ng.

Como B(t) é compacto em X; para cada t € R, entdo a sequencia {U(t,7,)x,} é relativamente

compacta em X; para cada t € R. O

Definicao 1.70. Dizemos que D €D ¢ invariante sobre a agcao do processo U(-,-) se
U(t,7)D(1) = D(t), Vt>r.

Sejam D1, Dy C X; nao vazios. Denotaremos por dist;(D1, D2) a semidistancia de Hausdorff entre

os conjuntos nao vazios Dy e Do, definida por

disty(D1, D9) = sup inf di(x,y) para Dy, Dy C X;.
€D yED2
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Defini¢ao 1.71. i) Uma familia D €D atrai no sentido pullback a Be D, em tempo t, sob a acdo
do processo U(-,-) se
lim dist,(U(t,7)B(7),D(t)) = 0.

T——00

ii) Uma familia D €D atrai no sentido pullback a BeD soba agao do processo U(-,-) se

lim dist,(U(t,7)B(7),D(t)) =0, ¥teR.

T——00
iii) Uma familia D €D ¢ dita D-atraente pullback sob a ag¢do do processo U(-,-) se

lim dist,(U(t,7)B(7),D(t)) =0, YBe®DeVteR.

T——00

Definigao 1.72. Uma familia A = {A(t); A(t) C Xy, A(t) # 0, t € R} ¢ dita D-atractor pullback

para o processo U(-,-) se:

i) A(t) é um subconjunto compacto de Xy para todo t € R,
ii) A é um D-atraente pullback,

iii) A ¢ invariante sobre a agio de UY(.,.).

Definigao 1.73. Seja D e®D. O A-limite pullback de D define-se como

AD,t) = (U U(t,T)D(T)Xt), VteR.

s<t 7<s

Proposigao 1.74. Se De D, entao

A(]j,t) = {y € Xy; existe uma sequencia {sy} tal que {sy} <t, Vk € N, com s — —o0, quando k — oo,

e, para cada k € N, existe xp € D(sg) tal que y = klim Ul(t, sk)xg}-
—00

~ X
Demonstragao. Seja y € A(D,t), entdao y € U, ., U(t,7)D(7) ", Vs < t, assim para cada s < t
existe {y,} em J, ., U(t,7)D(7) tal que

ys =y quando — o0. (1.35)

Como y; € UU(t, 7)D(7), entdo, para cada n € N, existem 7, < s e z;, € D(7;;) tais que

7<s

n:

yy =Ul(t,1)xs (1.36)
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Agora, seja {s;,} C R, s, < t, Ym € N, tal que s, - —o0 quando m — oo, entdo, de (1.35), para

cada m € N existe {y]'} em U U(t,7)D(7) tal que

T<Sm

yn' =y quando n — oo.
E de (1.36), para cada n € N, existem 7,)* < s,, e 2] € D(7") tais que

ypt =U(t, 7" )z

n

Logo,

U, )z —y, n— o0, VmeN.

Fazendo 7,, = 7))} € x, = x| obtemos U(t, Tp,)Zm — y, m — 00.
Lema 1.75. Seja U(-,-) um processo de evolugao, entao as sequintes afirmacgoes valem:
(i) Para todo De D, A(ﬁ,t) € positivamente invariante, i.e.,

U(t, s)A(D,s) C A(D,t), —oo<s<t<oo.

(ii) Se A(ﬁ, s) € compacto em Xy e atrai no sentido pullback D em tempo s, entao

~ ~

U(t,s)A(D,s) = A(D,t), Vt>s.

Demonstracao.

(1.37)

(1.38)

(i) Seja y € U(t, s)A(D, s), entdo existe z € A(D, s) tal que y = U(t, s)A(D, s)z. Como = € A(D, s),

pela Proposigao 1.74, existe uma sequéncia {s,}, com {s,} < s, Vn € N, e com s, — —0o0

quando n — oo e, para cada n € N, existe x,, € D(s,,) tais que

x = lim U(s, sp)Tn.
n—oo

Pela continuidade de U(t, s), temos

y = li_)m U(t,s)U(s, sp)xy = lim U(t, sp)zy.

n—oo

Portanto, pela Proposigao 1.74, y € A(lA), t).
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(i) Seja z € A(ﬁ,t), entao pela Proposi¢ao 1.74, existe uma sequéncia 7, tal que {7,} <t, Vn € N,

com 7, — —oo quando n — oo, e para cada n € N, existe x,, € D(7,) tais que

x = lim U(t, 7)Tn.
n—oo

Como 7, — —oo quando n — oo, existe ng € N tal que 7, < s, Vn > ng. Portanto,
U(t,s)U(s, m)xn = U(t, 7)xn = x, Yn > np.

Além disso, como A(f), s) é compacto e atrae pullback a D em tempo s, entao

~

dists(U(s, n)xn, A(D,s)) — 0 quando n — oo.

Entao, {U(s, 7,)x,} tem uma subsequéncia que converge para algum y € A(ﬁ, s). Assim, segue

da continuidade de U(t,s) que U(t, s)y = = portanto = € U(t,s)A(D, s).

Lema 1.76. Seja U(-,-) um processo. Seja BeD um pullback atraido em tempo t por K e D, onde
K(t) é compacto. Entao A(E,t) € nao vazio, compacto, atrai no sentido pullback B em tempo t e

U(s,t)A(D,t) = A(D, s), Vs> t.
Demonstragao. Seja {r,} CR, 1, <t, Vn € N, tal que 7,, - —00 quando n — oo e seja para cada
n € N algum z,, € B(7,). Como K atrai no sentido pullback B em tempo t, entao

lim disty(U(t, 7y)xn, K(t)) = 0.

n—oo

Isto mostra que U (t, 7,)z, tem uma subsequéncia que convergente em K () pois K (t) é compacto, e
pela Proposigao 1.74 o limite da subsequéncia é um elemento de A(E , ).

Isto mostra que A(B,t) é ndo vazio e que A(B,t) C K(t), isto também mostra que A(B,t) atrai
no sentido pullback B em tempo ¢, caso contrario, existiria € > 0, uma subsequéncia {s,} C R com

$p — —oo quando n — oo e para cada n € N existiria z,, € B(s;) tal que
disty(U(t, sp)Tn, A(B, 1)) > &, VneN,

contradizendo a existéncia de uma subsequéncia convergente de {U(¢,s,)x,} que converge a um

clemento de A(B,t).
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Como A(ﬁ,t) por definicao é fechado e é um subconjunto de um compacto, portanto A(ﬁ,t) é
compacto.

~

Por tltimo, pelo Lema 1.75, obtemos U (s, t)A(D,t) = A(D,s) Vs > t. O

Este resultado é interessante quando exista uma familia K € ® formada por conjuntos compactos

tal que K atrai no sentido pullback B.

Lema 1.77. Se U(-,-) tem uma familia Ke® de conjuntos compactos e D-atraente pullback, entao

€ pullback ®-assintoticamente compacto.

Demonstra¢cao. Sejam De 9, {m} CR, s, <t ¥n €N, comr, - —0co quando n — oo, e para
cada n €N, z,, € D(r,;,). Como K é D-atracnte pullback, entio

lim disty(U(t, ) xn, K(t)) = 0.

n—oo

Como K (t) é compacto, entao {U(t,7,)x,} tem uma subsequéncia convergente em K (t), portanto

{U(t,m)xn} é relativamente compacto em X; para cada t € R. O

Lema 1.78. Se o processo U(-,) é pullback D-assintéticamente compacto e B € D ¢ D-absorvente
pullback para o processo U(-,-), entdo para cada t € R, A(E,t) atrai no sentido pullback B em tempo
t e a familia {A(B,t); t € R} é invariante.

Demonstrac¢ao. Como B é D-absorvente pullback, entao para cada DedDe para cada t € R, existe

To(ﬁ,t) <t tal que

U(t,7)D(r) C B(t) V7 < 19(D,1).

Isto implica que

lim dist,(U(t,7)D(7), B(t)) =0,

T —00
e portanto, B é D-atraente pullback.

Agora seja {y,} € A(B,t), entdo pela Proposicao 1.74, para cada k € N existe {sF} com s¥ — —oo
quando n — 0o, e para cada n € N existe zF € B(sF) tal que

lim U(t,s)zk = y,.
n—oo

Para cada k € N, existe n; € N tal que

dy(U(t sk ):Uflk,yk) <

? Ny

. (1.39)

| =
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k

Denotando por si := s,

, €Tk 1= xﬁk observamos que s — —oo quando n — oo e xy, € B(sg), Vk € N.
Como o processo U(+,-) é pullback D-assintéticamente compacto, U(t, sg)xp possui subsequéncia
convergente. Portanto, de (1.39), {yx} possui uma subsequéncia convergente e assim A(B,t) ¢
compacto. Segue do Lema 1.76 que A(E,t) atrai no sentido pullback B em tempo t e pelo Lema

1.75, a familia {A(B,t); t € R} ¢ invariante. O

Teorema 1.79. Se o processo U(-,-) € pullback ®-assintéticamente compacto e B € D éD-absorvente
pullback para o processo U(-,-), entio a familia A = {A(t); t € R} definida por A(t) = A(B,t), t € R,

é um ®-atractor pullback para o processo U(-,-) que satisfaz

A= A(f),t)Xt, vt e R.

Ded
Além disso, A é minimal no sentido que, se C = {C(t); t € R} € uma familia nio vazia tal que C(t)
€ um subconjunto fechado de X; e

lim dist,(U(t,7)B(7),C(t)) =0,

T——00
para todo t € R, entao A(t) C C(t), para todo t € R.

Demonstragdo. Pelo Lema 1.78, A(t) é compacto, nao vazio para todo t € R e A ¢ invariante. Para
mostrar que A é D-atractor pullback sé falta mostrar que A é D-atraente pullback. De fato, Pelo
Lema 1.78, A atrai no sentido pullback B , € Como B é D-absorvente pullback, entao A é D-atraente
pullback .
—/\Xt - —/\Xt

Como A(t) C Upen A(D,t) , Vt € R. Entao s6 falta mostrar que Up.o A(D,t) C A(l), Vt €
R. De fato, seja y € Upcg A(ﬁ,t), logo existe D € D tal que y € lA?, entao existem {sy}, sp < t,
Vk € N, com s — —o0, quando n — o0, e x € D(sg), Vk € N, tal que y = limy_, o0 U(t, sg)xk.

Como A é D-atraente pullback, entao

lim dist,(U(t,7)D(7),A(t)) =0, VD € D,Vt € R,

T——00

em particular, obtemos que

lim dist,(U(t, si)zk, A(t)) = 0.

k—oo
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Como A(t) é compacto, segue que y € A(t). Portanto, segue de ambas implicagoes que

— X3
Ay = |J AD,t) , VteR,
De®
Por fim, vamos mostrar que A ¢ minimal.
De fato, Seja y € A(t), entao existem duas sequéncia {sx} e {zy} tais que sx < t, Vk € N, com
s — —oo quando n — 00, x € B(s), Vk € N, e y = limg_, o U(2, sg) 2.
Como

lim dist,(U(t,7)B(7),C(t)) =0,

T——00

entao

lim dist,(U(t, sg)xr, C(t)) =0

k—o00

e, como C'(t) é fechado em Xy, segue que y € C(t). O



CAPITULO

Equacao do calor semilinear em dominios que

varlam com o tempo

Neste capitulo tratamos o problema de existéncia e unicidade para a equacgao de calor semilinear
definida sobre um dominio nao cilindrico, para esto usamos o Método de Faedo-Galerkin, desenvolvida
no Capitulo 1, sendo assim o resultado principal o Teorema 2.8 que mostra a existéncia de solugao

fraca quando a condicdo inicial u, € L?(O,) e f € L? (R; H-Y(Oy)).

loc

2.1 Existéncia e unicidade de solucao

Sejam 7 €R, u, : Or = R, f:Q, — R e g CYR,R) tais que existem constantes nido negativas oy,

s, 3,1 e p>2demodo que

—B+ a1]slP < g(s)s < B+ aglslP, VseR (2.1)

g (s) > -1, VseR. (2.2)

De (2.1) existem constantes nao negativas ai, ds, B tais que
—B+ayslP < G(s) < B+ aslslP, VseR (2.3)

onde

G(s) = /O T g(r)dr.

52
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Agora consideremos os seguintes problemas de valor inicial

% —Au+g(u) = f(t,x) em Q,
u =0, sobre X, (EFM)

u(t,x) = u-(x), =z € O,
e para cada T' > 7, o problema auxiliar
Gt — Autg(u) = f(t,2) em Qrr,

u=0, sobre X, (EFMA)

u(r,x) = ur(x), =€ O;.

Definicao 2.1 (Solugao forte do problema (EFMA)). Uma fung¢io u = u(x,t) definida em Q-1 €

uma solugao forte do problema (EFMA) se:
1. we L*(r,T; H*(0y) N C([r, T; Hy (Oy) N L(7, T; LP(Oy));
2. u' € L?(1,T; L*(0y))
e as trés equagoes em (EFMA) sao satisfeitas quase sempre sobre seus dominios correspondentes.

Consideremos o conjunto

Urr = {¢ € L*(1,T; Hy(Or)) U LP (1, T; LP(Oy)) = ¢ € L (7, T; L*(O)),

Dado ¢ € U, 1, multiplicando ¢ na primeira equacao de (EFMA) e integrando por partes, obtemos

/FT /Ot ud' dxdt — /TT o VuVpodrdt = /rT /Ot g(u)pdxdt — /TT o fodxdt. (2.4)

De (2.4), temos a seguinte definigao de solucao fraca para o problema (EFMA).

Definicao 2.2 (Solucao fraca do problema (EFMA)). Dizemos que u € uma solugdo fraca de (EFMA)

se.

1. we C([r,T); L*(O)) N L2(7,T; HE(Oy)) N LP(7,T; LP(O4)) com u(T) = ur;



2.1 Existéncia e unicidade de solugao 54

2. Ezistem uma sequéncia de dados regulares u,, € HE(O;) N LP(O.) e fm € L*(1,T; L*(Oy)),

com m € N, tais que

Urm — Uy em L2(07),  fm — f em L*(1,T; H_l((’)t))

U — u em C([r,T]; L*(Oy)),
onde Uy, € a unica solugdo forte de (EFMA) correspondente a (Urm, fm);
3. u satisfaz (2.4) para todo ¢ € Uy 7.

Das hipéteses sobre r, fazendo a mudanca de varidvel v(y,t) = u(r(y,t),t), obtemos o seguinte

problema
,
Pt) S (e, DYy, (9:1)) + by, 1) - 0y, 1) + 9(0(y, 1))
= f(r(y,t),1), em O x (1,T), -
v=0, sobredO x (r,T),
(o = v(y,7) =ur(r(y, 7)), yeO,
onde N )
) =3 T 00 S ),1), k= 1,
e b(y,t) = (bi(y,t), ..., b (y,t)) é definido por
O ) N day
bi(y, 1) = 5 (r(y, 1), 1) = Asdru(r(y, 1), 1) + ; 8ij (y,t), k=1,..,N.

Defini¢ao 2.3 (Solugdo forte do problema (EFF)). Uma fun¢do v = v(y,t) definida em O x (1,T) €
uma solugao forte do problema (EFF) se:

1. v e L(1,T; H*(0)) N C([7, T1; Hy (0)) N L®(7, T LP(0));
2. v' € L*(r,T; L*(0))
e as trés equagoes em (EFF) sao satisfeitas quase sempre sobre seus dominios correspondentes.

Lema 2.4. Para quaisquer —oo < 7 < T < oo, temos ajr € CY(O x [1,T]), by € C°(O x [1,T)),
Jk=1,...,N. Em particular, ajj, %a—ﬁ,bk € L>*O x (r,1)), j,k=1,...,N.
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Por outro lado, existe § = 0(r,7,T) > 0 tal que, para qualquer (y,t) € O x [1,T],
N
Z a;jr(y, t)ejer > dle?, Ve € RY.
J.k=1

Demonstragao. Seja A(y,t) = (ajx(y,t))nxn, entdo A(y,t) = T*(y,t)T(y,t), onde T(y,t) :=
F(r(y,t),t), com

ary (wvt) T2 (:E,t) BFN (:E,t)
ox1 ox1 ox1
F(z,t) =
OF1(z,t)  OF2(z,0) N (z,t)
oxr N oxr N ox N
e T*(y,t) é a transposta de T'(y, t).
Para qualquer ¢ € RV, temos
N
> ajn(y,t)gjer = (A(y,t)e,e)py = (T*(y, )T (y,t)e, €)= (T, Te)pn = ||T(y, t)el|*.
Jk=1

Note que T'(y,t) é invertivel, logo

1T (y, t)ell > 1T~ (y, )" fel,

onde ||[T~(y,t)|| é a norma do operador T~!(y,t) em RY. Consequentemente, temos

[ef?

(A(y,t)e,e) > W

Finalmente, pela continuidade de T~!(y, t) e a compacidade de O x [r, T], sabemos que || T~ (y,1)||

é uniformemente limitada sobre O x [, T] por uma constante positiva. O

Lema 2.5. Para quaisquer —oo < 7 < T < 00, existem constantes positivas &y e cg, que dependem de

r,7, T, tais que, para qualquer u € H*(O) N H}(O), a sequinte estimagdo vale
N
oo [ 18utPdy < [ 3 axj(0. Oy, Budy + o [ fuly)Pdy. Vi€ 1)
o 0452 @
Com as mesmas hipoteses do Lema 2.4, vamos definir o operador bilinear que depende do tempo
N

Blv,w;t] = /O( Z akj(y,t) @8”) Zbk y,t) )dy7 (2.5)

k,j=1
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para v,w € H}(O) e T <t <T.

Definigao 2.6 (Solucao fraca do problema (EFF)). Dizemos que uma funcgdo v(y,t) € solugcao fraca

do problema (EFF) se:
1. v e CO([r,T); L*(0)) N L3 (7, T : H}(O)) N LP(7,T : LP(0));

2. v € L*(r,T : H1(0));

3. (V' (t),w) + Blv(t), w;t] + (g(v),w) = (f(t),w), para toda w € H}(O) N LP(O) e q.5. T <t < T;

4. (1) = vr,

onde f(y,t) :== f(r(y,7),t) e v-(y) == ur(r(y, 7))

Dos resultados da se¢ao anterior e usando a regra da cadeia, vemos que u = u(x,t) é solugao fraca
(solugao forte) do problema (EFMA) se, e somente se, a fungao v = v(y,t) := u(r(y,t),t) é solugao
fraca (solugao forte) do problema (EFF).

Assim, para mostrarmos a existéncia de solucao fraca (solugao forte) do problema (EFMA) é
suficiente provarmos a existéncia de solucao fraca (solugao forte) do problema (EFF). Para fazermos
isto usaremos o método de Faedo-Galerkin.

Agora, sejam wy = wy(y) € H2(O) N HY(O), k € N, as fungdes préprias de —A sobre H}(O),
e seja 0 < A1 < A9 < A3 < ... seus correspondentes valores préprios. Do teorema 1.7, sabemos que
An = 00, quando n — oo, e podemos assumir que {wy}3°, é uma base ortogonal de H}(O) e uma
base ortonormal de L?(O).

Sejam € N fixo. Do método de Faedo-Galerkin sugere que escolhamos fungdes vy, : [, 7] — Hg(O)

da forma
v (t) =Y db (t)wg, (2.6)
k=1
onde os coeficientes d~,(t), t € [r,T], k = 1,...,m satisfazem
dfn(T) = (U‘H wk)a (27)
e
(0 (1), wk) + Blom (), wes ] + (9(vm (), wy) = (f,w), ¢ € [r,T], (2.8)

para todo kK =1,...,m.

Teorema 2.7. (Construgao de sequéncia de solugoes) Para cada m € N eziste uma inica fun¢do

Um da forma (2.6) satisfazendo as condigoes (2.7) e (2.8).
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Demonstragao. Suponha que vy, é da forma (2.6), entao
(U wi) = (dy,)' ()

m

Blom, wy;t] = _ eF(t)dL, (¢),

=1
onde e (t) := Blwy, wy;t], para k,l = 1,...,m.

Consideremos o seguinte sistema semilinear de EDO

(03 (8), wi) + Blom (), wis ] + (9(vm (?)), wi) = (f(£), we),

(2.9)
dt (1) = (vr,wy), k=T1,m.

Como g € C'(R), da Existéncia e Unicidade para um problema de Cauchy de EDO’s, para cada
m € N, existe uma tnica solucio d,,(t) = (d (t),...,d™(t)) do problema (2.9), definida num intervalo

[T, Tpn]. O

2.1.1 Existéncia de solugao fraca do problema (EFMA) quando u, € LP(O,) N Hy(O,)

Teorema 2.8. (Existéncia de solugao fraca quando u, € LP(O;) N HY(O.)) Sejam f €
L2

loc

(R; L2(0y)), r e 7 satisfazendo as hipdteses H1, H2 e H3. Também suponhamos que

D0 éde classe C* e N < 2p/(p — 2) ou
(2.10)

00 éde classe C™ com m > 2 inteiro, tal que m > N(p — 2)/2p.

Entdo para qualguer u, € LP(O.;) N HE(O;) e para qualquer —oo < 7 < T < oo, existe uma tnica

solugao fraca u(t) = u(t; 7,ur) para o problema (EFMA).

Demonstracao. A demonstracao sera feita em duas etapas. A primeira etapa é a unicidade da
solugdo fraca, e a segunda etapa é a existéncia de solugdo fraca para u, € LP(O,) N HE(O;). Como
j& mencionamos acima, é suficiente mostrar existéncia de solugao fraca para o problema (EFF), para
entdo garantir a existéncia de solugao fraca do problema (EFMA) e para isto precisamos das condigoes
de contorno dadas em (2.10). A pergunta é: Por que? e a resposta é a seguinte: Queremos garantir
que as fungoes proprias do operador —A sao todas elementos de LP(Q), onde p vem da condigao sobre

g dada em (2.1). Usando o Teorema 1.39, existe um k € N tal que

H*(0) c LP(0), (2.11)
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com

k> N(p—2)/2p. (2.12)

Note que k depende de N. Em particular, se N =1 ou N = 2, podemos tomar k = 1, independente
do valor de p.

Agora vamos supor que O é um conjunto limitado de classe C¥, onde k é escolhido como em
(2.12). Entao o teorema de regularidade das equagdes elipticas garante que as funcoes préprias do
Laplaciano sao elementos de H*(O) e assim, de LP(O) por (2.11). Sob as condicdes de contorno deste
teorema, podemos mostrar que se u € LP(O) ¢ suficientemente suave, entao as projegoes de u sobre o
spam{wi, ..., w,} convergem em LP(O), i.e., Pyu — u em LP(QO) (ver [15] pag. 220). Além disso, estas
condic¢oes de contorno garantem a regularidade da solucao fraca, o que serd demonstrado no Teorema

2.9.
a. (Unicidade)

Suponhamos que existem duas solugoes fracas v e u de (EFF), entao elas tem que satisfazer:

L (v/(),) + Blo(t), &3 1] + (9(v(1)), 6) = (f(£), ),
2. (W/(t),) + Blu(t), ¢ 1] + (9(u(1)), 6) = (f(1), 0),

para todo ¢ € H}(O) N LP(O) e q.s. t € [r,T]. Tomando w = v — u, segue que w(7) = 0, e dai,

para ¢ = w(t), obtemos

& (G0 (0)P) + Blu(t), w(e): 1]+ (9(u(t)) — gu(t), w(t)) = 0 (21

para q.s. t € [1,T]. Pelo Lema 2.4 temos a seguinte estimativa

ZG@F) + Ve
< %(%hﬂ(tm) + Blw(t),w(t); t] + /O(g(v(t)) — g(u(®)w(t)dy
al dw(?)
- [, 3ottt Futidy — [ (o) ~ stu(t)wlor
Y dw(t)
= —/O;bk(y,t)aykw(t)dy— /O(g(v(t)) — g(u(t))w(t)dy

< Gy Vo (t)]Jw(t)] + Uw(t)?,

onde Cp := N maxy{||bg||L(Ox[rm)}- Agora, utilizando a desigualdade de Cauchy-¢ (ab <

26

ga? b2 _
€5+ 55, Ve > 0) para e = ez temos
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2
3 G wOP) + 31V < v + (G2 + D)
e assim, ,
TGPy < (St phuoP (2.14)

Integrando sobre [, T, levando em conta que w(7) = 0 e aplicando o Lema de Gronwall (ver [7]

pag. 625) em (2.14), obtemos
02
lw(t)> < 02T HDT=7) g5t e [r,T). (2.15)

Nesta tltima desigualdade segue a unicidade.

b. Secja vy € LP(O,) N HE(O;).

Pelo Teorema 2.7 segue que, para cada m € N fixo, existe

o) = 3 (B (2.16)

k=1

satisfazendo o sistema

(v;n(t)a wk) + B[Um(t)vwk;t] + (g(vm)(t>7 wk) = (f(t)a wk)v
E=1,...mer <t <Tp, (2.17)

Um(T) = PmUTa

onde P, é a projegao de L?(O) sobre span{wy, ..., wy,}. Como v, € HF(O)NLP(O) e {w; : j > 1}
é uma base de Hilbert ortonormal de L?(0), que é formada pelos vetores préprios associando aos
valores préprios {\; : j > 1} do operador —A com condicao de Dirichlet zero sobre a fronteira
de O, entao, pelo Teorema de regularidade de equacoes elipticas, segue que w; € H 2(0) e, se

denotamos por
N

Uy, = Ppur = Z(UT,wj)wj,
j=1

entdo a sequéncia {v,,} converge para v, em H}(O), e assim, pelo Teorema de imersio de

Sobolev, segue que, se N < 2p/(p — 2), a sequéncia {v,, } converge a u, em LP(O).

Além disso, se @ € RY ¢ um dominio limitado de classe C*, com k > 2 e k > N(p — 2)/2p,

podemos provar (ver [15]) que {w; : j > 1} é denso em LP(O).
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Agora vamos obter estimativas para v,,:

Passo 1. (Esta primeira estimativa permitird estender a solugdo aproximada vy, (t), definida
para todo t € [7,T},) e T), < T, a todo o intervalo [r, T]). Multiplicando a (2.17) por d¥, (t)

e somando com respeito a k (para k = 1,...,m), temos

i loml? + Blom(®), vm (0151 + (0(om (1)), vm(0) = (F(O), om(1)), 7% ¢ < T,

Logo, do Lema 2.4 e da desigualdade (2.1), sabemos que existe uma constante § (que

depende somente de 7, T e r) tal que

1d
2dt
1d

< 5%’”’”’2 + Blom(t), vm(£); 1] + (g(0m(£)), vm (£))

N

- [ ntn B @iy + pl0
O k=1

|Um|2 + 5|va(t)|2 + alHUm(t)Hip(o)

Oy,

< NF @)1 (o) loml 30y + BIOL+ Co| Vo (t) [om (1)),

onde Cp = N maxi<p<n{ [0kl Lo (0x [, 1)) }-

Agora, usando a desigualdade de Cauchy-¢ para ¢ = %, obtemos

1F D)l i1y vmll 20 + BIO| + Col Vv (2)[vm (£)]
~ SIVu ()12 C?lum(t)|?
<22 F0) -1 0o )] + V(1)) + L lOFy Colom(D)
3 2
- 6|sz<t>|2 . 6|vnl<t>|2 N 4Hf<t>l(!SH—1<o> N 5|WZ@|2 N c&rv;nu)\?

51V m 2 ~
< VomOF 4 5170131 0) + lom ) + BIOL,

+ 810

+A[0|

2
onde Cjp := max{% + %, 41 Portanto, destas desigualdades, obtemos
: 1T 735 &

1d
2dt
< Cos(IF ) 3-1(0) + lom (D) + B0,

5
[om () + 5 [Vom (B + aa [[vm (D)0 o)

Integrando a expressao acima de 7 até T, e usando o Teorema fundamental do célculo,
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segue que

1 R ) Tm
Slom®P +5 [ [Fon®Pat +ar [ om0l oyt

T . T
< [ CosllF o)+ B1ONd+ Cap [l )t + 5o ()P

Além disso, usando a Desigualdade de Gronwall e o fato que |v,,(7)| < |v;|, obtemos

Tm

T
|vm(t)’2+5/ |va(t)’2dt+2a1/ ||vm(t)||§p(o)dt

T T

T
<2 [ ConlIF Oy 0 + A0+ a0

Desta ultima desigualdade e do Lema 1.4, segue que
{v} é limitada em CO([, T]; L*(O)) N L*(r, T; H{ (O)) N LP(1,T; LP(O)). (2.18)

Passo 2. Analogamente, multiplicando (2.17) por (d¥,)(t), somando com respeito a k (para

k=1,..,m) e tendo em conta que ay; = a;j, obtemos

Ovm, Ov,
bl t t)d
|07, (£) +2dt/2akgy7 By, D gy D

da 8vm Ovy, d
/ Z 00 t) G 00 0 0 + Gy [ Glom( )y
(et Yj Yk o

/

8vm ov
0 + / S ot "3 0) g (0, + (9(0m) )

k,j=1

— ()P + Blom(t), o0 1] + (@(0m). ) /Zbk 0,8 20y 0! (3, )y
< 1F D10l (®)] + ColV oW ®], ¢ € [T,

onde Cy = N maxi<k<N{l|0k|lLoo(Ox[r1])}- Agora, da Desigualdade de Cauchy-¢ para e =

V2, obtemos

Ovp,
v ( +2dt/ Z , y,t)aiyk(y,t)dy
8ak] va Ovp, d
-5/ Z p 0 G ) oy + 5 [ Gty 1)y

} 2
< F O o + 200 4 cvu,@r, te )
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e do fato que ay; € CH(O x [1,T]) (k,j =1, ..., K) temos a seguinte desigualdade

[vl, (6] / Ovp, OV, /
t)d — m (Y,
2dt Zkgy, ,y)ay )dy + G (vm(y,t)
< F@)NF- ©) + Coap|Vom(t)]?,  te[r,T),

onde Cyap = CF + NTZ manJ:L._,,N{H%HLN(@X[T’T})}. Integrando a desigualdade acima

de 7 até t, da desigualdade (2.3) e do Lema 2.4, obtemos

U
/‘ Par sl /|wm g )2dy mowal/rvm y, P dy

om0 / (5. y20m (. O0m /
B dt + 5 Okglakj(y,t) oy, (y.t) o (y,t)dy + | G(om(y,t))dy

T t
< [ 1FOs oyt + Cons [ (Vunto)at + [ Glomlr)iy

8m Ovp,
/ Z% (1.7 o) 07l

k,j=1
< / LF N2 10yt + Cou / Vo (t)2dt + C, /O Vom(y, 7)%dy

+ B10] + dallvn ()2 0,

onde C, := N? max{||ag;|| (o7} Disto, segue que

t
/ ol (0)2dt + 6 / Vom(y, t)2dy + 261 / oy, DPdy
T (@) (@)
_ t
< 2||f||%2(T7T;H,1(O)) + QCaa,b/ |V (t)|2dt + 2C, | Vo, (7))?

+ 2022””771(7)“217(0) =+ 43‘0‘-

Usando as condigoes de contorno e o fato que vy, (y,7) é limitada em H}(O) N LP(O),
[vm (Tl r(0) < lvrllzeo) € Vo ()] < |[Vur|. Fazendo C := max{2,2Cy,p} temos a
seguinte desigualdade:
t
[ 0Pt +5 [ 1Vonty0Pdy+ 260 [ om0y
T (@ ]
_ t
< CUrryon + | [Vom(OF ) + 20,V

T 2 [or |, 0y + 410,
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e assim, aplicando o Lema de Gronwall na ultima desigualdade, obtemos

Logo, concluimos que:

{vm} élimitada em L>(7,T;LP(O)), (2.19)

{vm}y élimitada em L™®(7,T; H}(O)) (2.20)
e

{v)} élimitada em L*(1,T;L*(O)). (2.21)

Passo 3. De (2.18) sabemos que {v,} é limitada em L?(7,T; H}(O)) e, como L%(7,T; H}(O))
é reflexivo, entdo, pelo Teorema 1.16, existe uma subsequéncia de {v,}, que denotaremos

por {v,}, e existe v € L?(7,T; H}(O)) tais que
v, —v em L*(1,T; H3(O)). (2.22)

Sabemos também que, de (2.18), {v,, } é limitada em LP(7,T; LP(O)) e, como LP(1,T'; LP(O))
é reflexivo, entdao, do Teorema 1.16, segue que, existe uma subsequéncia de {v,}, que

denotaremos por {v,}, e existe v € LP(7,T; LP(QO)) tais que
v, =0 em LP(r,T;LP(O)). (2.23)

De (2.21), {v},} é limitada em L?(7,T;L?*(0)) e, como L?(,T; L*(O)) é reflexivo, entdo,
pelo Teorema 1.16, existe uma subsequéncia de {v/,}, que denotaremos por {v/,}, e existe

v € L?(7,T; L*(0)) tais que
v, =% em L*(r,T;L*0)). (2.24)

Como p > 2 e |O| < o< entdo LP(7,T; LPO) — L*(7,T; L*0). Logo, de (2.22), temos
que v € L2(1,T; L*(0)) e, de (2.23), v € LP(7,T; LP(0)). Entdo, v € L*(1,T; L?O) e, da

unicidade do limite fraco, concluimos que v = v.
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Agora, como

T T
99 . 9¢
i =1 —
[ oG = jim [ g
T
= — lim v], pdt

T

T
. / dodt, Vo€ C(r,T),

~ v ~
entao Z = 0.
Além disso, j& que {vy,} é limitada em L%(7, T; H}(O)) e {v},} é limitada em L?(7,T; L*(O)),

obtém-se que {v,} é limitada em H'(O x (7,T)) e como
HYO x (1,T)) == L*(O x (1,T)),

existe uma subsequéncia de {v,}, que denotaremos novamente por {v,}, que converge
fortemente a um elemento de L?(O x (7,T)) e portanto, da unicidade do limite fraco, segue
que

v, = v L*O x (1,T)).

Assim, v,(y,t) — v(y,t) q.s. em O x (7,7). Mais ainda, como a funcdo g : R — R é
continua, g(v,(y,t)) = g(v(y,t)) q.s. em O x (1,T).

Além disso, g satisfaz

l9(s)] < k(L +[s["™)

e, dessa forma, tomando ¢ = p%l obtemos

p—1
lg(0n)ll Ls(0x (r,1)) < k(O X (T,T)H(/O o [on(y, t)[Pdydt) ). (2.25)
X(T,

De (2.18), segue que |[vn|rrox(rry) < K e assim, [|g(vn)llLoox@ry) < Ki e, pela
Proposigao 1.41,
g(vp) = g(v) em LI(O x (1,T)). (2.26)

Portanto, usando as estimativas acima, concluimos que
v, —v em L*(1,T;Hj(O)), (2.27)

v, =v em LP(1,T;L*(0)), (2.28)
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N v .
Un = 5 €M L(,T; L*(0)), (2.29)
g(vp) = g(v) em LI(O x (1,T)). (2.30)

Seja w € HE(O) N LP(O). Pela mesma construcio da sequéncia de solugdes feita

anteriormente, temos que

T T
| @00 + Blon(®). vt + (g(en(®) widt = [ (Fojwiae. (230
Por (2.27), (2.28), (2.29) e (2.30), fazendo m — oo em (2.31), obtemos
T T _
/ (W' (t),w) + Blv(t), w;t] + (g(v(t)), w)dt = / (f(t),w)dt, (2.32)

para todo w € H}(O) N LP(0).
Seja ¢ € CY([,T); HY(O) N LP(0)), com ¢(T) = 0. Entdo

T T
/ —(v(t),¢'(t)) + Blv, ¢5t] + (g(v(t)), ¢(t))dt —/ (f(t), (t))dt

(2.33)
+ (v(7), ¢(7))
Fazendo o mesmo em (2.31) obtemos
T T
| ~0n®).6®) + Blom, 65+ Glon)ol)de - = [ (7o) o(0)
r r (2.34)
+ (0m(7), 9(7)).
Logo, como vy, (1) — v, em L%(O), fazendo m — oo em (2.34), segue que
T T _
[ ~00:60) + Blogstl + gl o) = [ (Fe ol
T T (2.35)

+ (vr, 9(7)).

Pela arbitrariedade de ¢(7), comparando (2.33) com (2.35), concluimos que v(7) = v;.

Portanto, v é solugao fraca do problema (EFF).
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2.1.2  Regularidade de solugdo para o problema (EFMA) quando u, € L?(O,) N Hy(O,)

Teorema 2.9. (Solugao forte) Sejam f € L2 (R; L?(O4)) e as fungdes r e 7 satisfazendo as hipdteses

H1, H2 e H3. Também assumimos que:

00 éde classe C* e N < 2p/(p —2) ou
(2.36)

00 é de classe C™ com m > 2 inteiro, tal que m > N(p — 2)/2p.
Entao, para qualquer u, € LP(O;) N H&((’)T) e para qualquer —oo < 17 < T < 0o, existe uma unica

solugao forte u(t) = u(t; 7,ur) para o problema (EFMA).

Demonstracao. A demonstracao deste teorema vai ser feita em dois casos. O primeiro caso é quando
g(0) = 0 e o segundo caso é quando g(0) # 0 (um resultado parecido pode-se encontrar em [15] Teorema

8.5 (pag. 227) e Exercicio 8.3 (pag. 231)).

Caso 1. (g(0) = 0) Vamos provar que a sequéncia aproximada, construida no Teorema (2.10), {vp,}

é limitada em L%(7,T; L*(Oy)).

Multiplicando Axdk,(t) & primeira equagio de (2.17) e somando com respeito a k de 1 até m,

levando em conta que —Auvy, = > 7' A\ed®, (t)wy é 0 sobre O e usando o Lema 2.5, obtemos

L Goml? + ol Ao ()] — /0 9 (0m(,0) D0 (0, )y < 3 5 i

2dt

/ S a3 (0. 8) oy Amdy + / [om (3 2) dy — / 9(0m(y, 1) Av(y, )y

k,j=1
= 5ol - [ 5™ (oo a5 9) By + [ ety
k,j=1
1d

~ [ 9tom(y ) Avn (s >dy—ﬁrwm12+3[vm, ~Av]

@

/Og(vm(yy t))Avp (y, t)dy — / Z Um ykakj(?% )yj Avmdy

Ok,j 1

(3vm ®) v ¢ v 2
/Zbk Avpy (t)dy + 0/(9 m (Y, t)|"dy

<N O-10)| Avm ()] + colvm (B + C5| Vom (1) Ava(8)]

onde Cy = Nmaxg—1,__ n{||DkllLeoxiran} com be(y,t) = br(y,t) — 3270 (ajn(y, b))y, k =
1,...N.
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Agora, da Desigualdade de Poincaré e a Desigualdade de Cauchy-¢ para € = %0, obtemos

1F @)1 1-1(0) | A0 (8)] + colvm ()] + Cy [ Vom (1) Avm (1)
2 Lz 2 2 Cl? 2
| Av (8)]7 + %Hf(t)HHfl(O) +cC|Vom (8)]” + (TOIva(t)! :

o9

0

< 2D
-2

onde C' ¢é a constante da Desigualdade de Poincaré.

2
Se tomamos Cs,p = coC + Tg entdo

ld
2 dt

1 -
< £ IFOs0) + Canal Vom0

Vol + 21A0m(OF = [ gm0 (s 1y
© (2.37)

Integrando por partes g(vm(y,t))Avm(y,t)dy e levando em conta que g(0) = 0 e Avylsgo = 0

conseguirnos que

[ o900y == [ nlnt) Tnla )y
Qv (y,t
+/ g(vm(y,t))(;y)day
90 (2.38)
:Léﬂ%wmw%mm%y
< l/ [Vom(y, t)|*dy.
O
Denotando por Cs, p; = max{%, Csop + 1}, de (2.39) e (2.38), segue que
1d 5
== (Vo + 2 Av (1)
2 dt 2 (2.39)

< Coopt (If (Ol3-1(0) + [Vom(®)[).

Integrando (2.39), de 7 até t

t t
erwP+%/ﬂme&ﬁs%mw/Uﬂmﬁuw%wﬁﬁ+HMMﬂR

Aplicando o Lema de Gronwall na tltima desigualdade e levando em conta que |V, (7)| < |Vu,|

obtemos

t
[Vom (t)|* + 50/ | Avy (8)12dt < (2Cs0 00|l f 22 (r -1 (0)) + [V |2) 200047
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Desta desigualdade e da estimativa em (2.18) concluimos que a sequéncia {v,,} é limitada em

CO[r,T); Hy(0)) N L (7, T; H*(0)). (2.40)

Caso 2. (g(0) # 0) Pelo Teorema 2.8 sabemos que % € L*(1,T;L*(0)), v € L*(7,T; HY(O)) e
g(v) € LY(r,T; L1(0O)), com % + é = 1. J& que ¢ > 2, segue que g(u) € L*(r,T; L*(O)).

Tomando h = f — v’ — g(v), h € L?(7,T; L*>(O)) e como v é solucao fraca do problema (EFF),

entao para q.s. t € (1,T), v(t) é solugao fraca do seguinte problema

Lo(t) = h(t) em O, (2.41)

v(t) =0, sobre 00,
onde Lo(t) = — ch\,{jzl aiyj(ajk(ya vy, (£) + by, 1) - Vyu(t).

Logo, do teorema de regularidade de equacoes elipticas (Teorema 1.42) segue que, para .s.

t € (1,T), v(t) € H*(Oy) e, além disso, temos a seguinte estimativa
lo®32(0) < CURBE + [0(®)*) < CUF@B)zr-10) + [0 (O + lge®) + [o(@®)P),  (242)

onde a constante C sé depende de O e dos coeficientes de L.

Assim, integrando de 7 até T' em (2.42) e usando (2.21) segue que

v e C%[r, T); HY(0)) N L2(r, T; H*(0)). (2.43)

2.1.3 Existéncia de solugao fraca para o problema (EFMA) quando u, € L*(O;)

Teorema 2.10. (Existéncia de solugao fraca quando u, € L?(0;)). Sejam f € L? _(R; H-1(Oy))

loc

er eT satisfazendo as hipdteses H1, H2 e H3. Também suponha que

00 éde classe C* e N < 2p/(p — 2) ou
(2.44)

00 éde classe C™ com, m > 2 inteiro tal que m > N(p — 2)/2p.
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Entdo, para qualquer u, € L?(0;)) e para qualquer —oo < 7 < T < oo, existe uma tnica solucdo

fraca u(t) para (EFMA). Além disso, u(t) = u(t; T, u;) satisfaz a igualdade de energia

t)|f—|—2/:|Vu(t)\zds+2/: /Osg(u(x,s))u(:v, s)dxds

. (2.45)
—furf2 4+ [ (7G5),uls)heds,

para todo t € [1,T), e as sequintes estimativas

u(t)[f < 6A”(”)IU(T)!3+€M/ AN ()50,
T (2.46)

t
—l-QBe)‘”t/ e 510, ds,
T

t t t
[ (Vs + 200 [ fuPdo)ds < [ 1o+ 28 [ 10dds+ furl (2a7)
T Os T T
para todo t € [1,T)], onde Ay € o primeiro valor préprio de —A sobre H&(UTSSSt Os).
Demonstragao. Pelo Teorema 2.8 e o Coroldrio 1.55 a igualdade (2.45) é imediata.
Como consequéncia de (2.45) e de (2.1) e da Desigualdade de Hélder, temos que
d 2 v 2 p
dfl u(s)ls + [Vuls)ls + arlluls)ls 0,
[u(s)[2 + [Vu(s)[2 + (9(u(s)), uls))s + BlOs|
)su(8)) 1,5 + B1Os| < [ f(s)l-1.5luls)]s + BlOs|.

2
1d
<
~ 2ds
(f(s
Agora, vamos supor que u, € L?(0O,). Para provar a existéncia de solucdo fraca da equacio (EFMA),
levando em conta que Hg(O;)NLP(O;,) é denso em L%(O;), vamos considerar uma sequeéncia {u, } C
HE(O-)NLP(O,) tal que try, — ur em L2(O,) quando m — oo, e, da densidade de L?(7,T; L2(O;)) em
L3(1,T; H1(Oy)), seja fm € L2(1,T; L?(Oy)) tal que fn, — f em L2(7,T; H-1(0;)) quando m — oo.
Logo, pelo Teorema 2.9, para cada dado inicial (urp,, fm), m = 1,2, ..., existe uma unica solucao

forte u,, = upy(t) para o seguinte problema

aum — Aty + g(um) = fr(t) em Qrr,
Um =0, sobre X, 7, (2.48)

U (T) = Urm, em Or.
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Por outro lado, de (2.46) e (2.47), sabemos que a sequéncia {u,,} é limitada em L?(r,T; H}(O;))N
LP(7,T; LP(Oy)), entdo, pelo Teorema 1.16 e pelo mesmo argumento em (2.30), podemos extrair uma

subsequéncia, que denotaremos por {v,}, tal que

U — u em L*(1,T; H (Oy)), (2.49)
U —u em LP(7,T; LP(Oy)), (2.50)
g(um) = g(u) em LI(1,T; LY(Oy)). (2.51)
De
Upy — Dty + g(m) = frn(t),
Uy, — Aun + g(un) = fult),
segue que

u;n — u;@ = Auym — Auy + Q(Un) - Q(Um) =+ fm(t) - fn(t)

Multiplicando esta ultima desigualdade por u,, — u, obtemos

(g (8) = v, (1), i (8) — un(£))e = (At (t) — At (t), um (t) — un(t))e
+ (9(un(t)) = g(um(t)), um (t) = un(t))s

+ (fm() = fu(t), um () = un(t)):-

Se integramos por partes o primeiro membro, usamos a desigualdade (2.2) no segundo membro e
aplicamos a Desigualdade de Cauchy no terceiro membro desta expressao, entao

1d

5 g7 ltm® = un @ < = [Vum(t) = Vua(®)l;

1 1
+ 1+ Dlum(®) = un @B + 51 Fm®) = fa O F-10,)-
Portanto, chegarmos na seguinte desigualdade

lum(®) — un(F < 21+ Dl (8) = wn(OF + 1fm8) ~ Fu®) 0,

Integrando esta expressao de 7 até T' temos

t T
|t (1) = un (1)]7 < |u7'm_u7'n|3+(2l+1)/ ‘um(t)_un(t)ﬁdt"‘/ Hfm(t)_fn(t)H?-I—l(Ot)dt’ (2.52)

T
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e, pelo Lema de Gronwall, concluimos em

T
[t (1) = un(B)[7 < e(QHI)(tiT)’uTm — Urn[s + (=) / [ fm(t) — fn(t)”%{—l(Ot)dt' (2.53)

Portanto, {u,,} é uma sequéncia de Cauchy em C([r,T]; L?(O;)). Assim, pela unicidade do limite e
por (2.49), sabemos que
U, — u em C([r,T); L*(Oy)). (2.54)

Por outro lado, para cada fungao teste ¢ € U,r, sabemos que u,, satisfaz (2.4). Entao, utilizando
(2.49), (2.50), (2.51) e (2.54), passando o limite, quando m — oo obtemos que u satisfaz (2.4). Assim,

temos que u ¢ solugao fraca do problema (EFMA) com dado inicial u,. g

2.2 Geragao do processo U(t,7) pelas solugdes fracas

2.2.1 Existéncia de solugio fraca para o problema (EFM) quando u, € L?(0O,)

Definigao 2.11. Uma fungdo u : Uy, o0y Ot X {t} = R € chamada solugdo fraca do problema (EFM)

se, para todo T > T, a restricao de u sobre Ute[ﬂﬂ O x {t} € solugao fraca do problema (EFMA).
Pelo Teorema 2.10, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 2.12. (Existéncia de solugao fraca quando u, € L?(0,)) Sob as hipdteses do Teorema
2.10, para cada u, € L?(O;) e f € L2 (R; H™Y(O})), o problema (EFM) tem uma inica solucdo fraca.

loc

Além disso, esta solugdo fraca satisfaz (2.46) e (2.47) para todo t € [T,00).

Demonstragao. Pelo Teorema 2.10 podemos definir u : Uy, o) O X {t} = R como sendo a solugao
fraca do problema (EFMA) para u restrita a UtehT] O, x {t} para qualquer T' > 7.

A unicidade de solugao é imediata pois, do contrario, existiriam duas solug¢oes do problema (EFM)
¢ assim, existiria T' > 7 tal que as solugoes restringidas a ¢, ) O¢ x {t} seriam diferentes mas, ainda

seriam solucoes do problema EFMA, o que é um absurdo. ]

2.2.2  Geragao do processo U(t, T)

Consideremos f € L? (R; H~1(0,)) fixo. Do Teorema 2.12, podemos definir o operador

loc

U(t,7): L*(O;) = L*(0y), —o0 <7 <t < 00, (2.55)
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por

Ut, T)ur = u(t; 7, ur) = u(t), Yur € L*(O,), (2.56)

onde u(-;7,u,) é a tnica solucdo fraca do problema (EFM). J4 que u € C([r,T] : L?(0;)) para todo

T > 7, a inclusdo u(t) € L?(0;) tem sentido.

Da existéncia e unicidade, sabemos que a familia de operadores {U(t,7) : —o0o < 7 < t < oo}

forma um processo tal que
U(r,7) = Id (identidade em L*(O,), V1 € R, (2.57)

U(t,s)U(s,7) =U(7,t), V—oo<T<s<t<o0. (2.58)

No que segue, vamos apresentar umas propriedades do processo {U(t,7) : —oo < 7 < t < 0o} definido

acima.

Lema 2.13. Seja ul € L*(O,) e u;(s) = U(s,7)ul (i = 1,2) entdo, temos
lul (t) — u?())? < 2Dl (s) —u?(s)]?, Vr<s<t. (2.59)

s

Demonstracdo. Fixemos t > 7, pela densidade de H}(O,) U LP(O,) em L?*(0,), existem duas

sequéncias {u’,,}, i = 1,2, satisfazendo u,, € H}(O;) U LP(O,) e

ul,, —ul em L*(O;), m — oo, (2.60)

ul, = ut em CO[r,t]; L*(0y)), i=1,2, (2.61)
onde u!, é a tnica solugdo forte correspondente aos dados regular (ut,,, f).
Logo, similar a (2.53), temos
[t (8) = i, (D7 < €7 aug, () — iy (5) 2. (2.62)

m

Portanto, obtemos (2.59) imediatamente de (2.60) e (2.61). O
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Lema 2.14. Para todo —0o < 7 <t < 00, 0 operador U(t,7) : L*(0,) — L*(O;) é continuo.
Demonstragao. Segue diretamente de (2.59). O



CAPITULO

3

Atratores Pullback

Neste capitulo abordaremos outro resultado muito importante deste trabalho que é mostrar a
existéncia de atratores pullback para o processo U(.,.) definido pelas solugdes fracas do problema

(EFM) sendo o resultado principal o Teorema 3.4.

3.1 ©,,- Atrator pullback

Ao longo do capitulo, vamos supor que

Q=] O, limitado vt € R. (3.1)

s<t

Para cada t € R, denotamos
2
Voltza @iy

At = min , (3.2)
vEHJ (Q2t),v#£0 ’”U|%2(Qt)
o primeiro valor préprio de —A sobre HE(€:). Observe que
At > Mg, VT <, (3.3)
e
/\175 Z /\1715, Vs § t. (34)

74
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3.1.1 Conjunto D ,,-absorvente pullback

Sejam u, € L?(0;) e u(t) = U(t, 7)u,. De (2.46) obtemos

t t
() < e 2 4 et / | F(5) 310,y ds + 286! / 19O, |ds.
T

T

Ja de (3.3) temos a seguinte desigualdade

e i) < emMnllme) g < 5 <t

e de (3.6) obtemos

t t
QBe_A”t/ e)‘”s|(95\ds < Zﬁe_Alvtt/ 6)\1’t8|03|d8
T T
t
SZBC_Al‘ttQ”/ eMit5 (g

725 -1 tt‘ t|( A1t 6)\1’”-)

ALt
|2
<2
B)\lt

Substituindo (3.6) e (3.7) em (3.5) obtemos

|2

t
0 < D2 e [0, + 205

T

Agora, consideremos o seguinte conjunto

Ry, ={p:R—1[0,00): lim M2 (1) = 0}

T——00

(3.9)

¢ seja Dy, a classe de todas as familias D = {D(t) : t € R, D(t) # 0} tais que D(t) C {u € L2(O;) :

lult < pp(t)} para algum pg € Ry, .

Além disso, vamos assumir que f € L (R; H1(Oy)) satisfaz a condigao

t
/ M F ()10, s < 00, VEER.

—0o0

Para cada t € R,vamos definir o nimero positivo R?(¢) dado por

t
B =t [ ) o+ 2850 1.

—0o0

(3.10)
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Lema 3.1. A familia de conjuntos
Do :={{u € L*(Oy) : |uly < R()}: t € R} (3.11)

é um Dy, -absorvente pullback para o processo U(-,-), i.e., para qualquer De D), e qualquert € R,

eviste T(t, D) > 0 satisfazendo
U(t,7)D(r) C {u € L*(Oy) : |uls < R(t)}, Vt—7>T(t D). (3.12)

Além disso, 130 €9,,.

Demonstragao. Se u € U(t,7)D(1), entdo existe u, € D(7) tal que u = U(t, 7)u,. De (3.8) obtemos

¢ Q
|u|§ < e—)xl,t(t—’r)|u7_|3_ + €—>\1,tt/ e)x1,t$||f(8)”§{,1(os)ds + 25|>\t‘

T 1,t
_ 6_)‘1’t(t_7)’u7—’72_ +R2(t) 1 (3.13)
< e Ml R (7) + R (t) -
¢ (3.9) segue que existe T(t, D) > 0 tal que
luly < R(t), Vt—r7>T(t D). (3.14)

Agora, para mostrar que Dy € ©,, ¢ suficiente mostrar que R € R}, i.e.,

lim Mt R2(t) = 0.

t——o00

De fato, vamos considerar ¢t < 0. Entao, de (3.4) e da definigao de R(t), obtemos

t
M) = [P0+ 25 4
9

d A10t+e)‘10t%0 t — —oo.
1,0

t
< / M () By 1o, + 255"
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3.1.2 9,,-assintéticamente compacto pullback

Para mostrar que o processo U(t,7) é D,,-assintéticamente compacto pullback, vamos considerar,

para cada t € R, o seguinte conjunto
By :={ue L*(Op 1) : |uli_1 < M/2R(1)}.
Lema 3.2. A familia de conjuntos {U(t,t — 1)Bi_1.1er} € Dy, -absorvente pullback para o processo

U(-,-). Além disso, para cadat € R, o conjunto U(t,t — 1)By_1 € relativamente compacto em L*(Oy).

Demonstragao. Primeiramente, vamos mostrar que para qualquer De® A, € qualquer t € R, existe
70(t, D) < t tal que U(t — 1,7)D(7) C Bi_1 V7 < 79(t, D). De fato, seja u(t — 1) € U(t — 1,7)D(7),

entdo existe u, € D(7) tal que u(t — 1) = U(t — 1,7)u,. De (3.8) obtemos a seguinte desigualdade

1 Q
]u(t _ 1)‘1:2_1 < e—)\1,t—1(t—1—7)‘u7_’3 + e—)\1,t_1(t—1) / eALt_lsHf(S)HJQﬁjfl((’)s)dS + 26 ’)\ltt—11|
T [

t—1
Qp
< e Dt [ 00, + 285
T N 1,t
= Mt (e ety 2 4 R2(t) — 1)
Da mesma forma como procedemos no Lema 3.1, existe 7y(t, lA?) <t—1 tal que
e M=y 2 -1 <0 Vr < 7o(t, D)
e, a partir disto, obtemos
lu(t —1)]2, < Mt RY(t), T — —oc0 (3.15)

Isto mostra que

U(t—1,7)D(t) C B—1, V7 < To(t,ﬁ),

e consequentemente, a familia {U(¢,t — 1)By_1. ter} é D,-absorvente pullback para o processo U (-, -).
No que segue, vamos a mostrar que para cada ¢ € R o conjunto U(t,t — 1)B;—1 é relativamente

compacto em L?(Oy).

Passo 1. Seja up € B;_; e consideremos a funcao v(s) := U(s,t — 1)up. De (2.47) temos a seguinte
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desigualdade

/ (|w(s)y§+2a1/ lo(s)[Pdz)ds
=1 Os (3.16)

t
< [ s o,y + 2819 + ol .

Fazendo a mudanga de varidvel § = s+t —1, s € [0,1], em (3.16), obtemos

/t (|vu(9)\§+2a1/ [v(8)|Pdzx)df

—1 Oy

1
—/ (\vv(t—1+s)\§1+s+2a1/ lo(t — 1 + 5)Pda)ds.
0 O

t—14s

Mais ainda, redefinindo u(s) := v(t —1+4s) = U(t — 1+ s,t — 1)ug, com s € [0,1], (u(s) €

L?(O;_145)) e substituindo em (3.16), obtemos a seguinte desigualdade

1
[0V rt2an [ s pans
0 Ot— s
: ) " 2 (3.17)
< [ IO s + 281001+ ol

Agora, considere a funcio U(t — 1+t — 1)ug:s € [0,1] = U(t — 1+ s,t — Vug € L*(O4_145),
e denotemos por

A1y ={U(t =1+t —=1ug: up € By1}.

Observe que, da desigualdade (3.17), obtemos que
A1y limitado em L*(0,1; Hj(Os—145)) N LP(0,1; LP(O4—145)). (3.18)
Consequentemente, combinando isto com a equagao
W = Au— g(u) + f(2),

como Au — g(u) € L*(0,1; H Y(O4_145)) e f(t) € LY(0,1; LI(Oy_14+4)) entdo o conjunto {u’ :
u € Aft —1,t]} é limitado em L?(0,1; H Y(O_14s)) + L4(0,1; LY(O¢_145)), entdo combinando

isto com (3.18), do Lema 1.65, sabemos que

Alt — 1,t] relativamente compacto em L*(0,1; L*(O;_1.5)). (3.19)
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Passo 2. Sejam ug; € L*(O;_1) e u;(s) = U(t—1+s,t—1)ug;, i = 1,2. Definamos w(s) = u1(s)—uz(s).
Do Lema (2.13) temos
WD < A u(s)forrn Vs € 0,1] (3.20)

Paso 3. De (3.19), para cada ¢ > 0, existem, u; € At — 1,t], i = 1,...,m,, tais que para qualquer

u € Aft — 1,1, existe algum u;, j € {1,...,m.}, satisfazendo

1
/ lu(s) — Uz’(s)’?—1+5ds < e_le,
0
consequentemente, do Teorema de valor médio, existe 6 € [0, 1] tal que
[u(0) — ui(O)[}1 yods < e™'e,

e assim, de (3.20), temos

lu(1) — u;(1)|2ds < e.

Logo, pela arbitrariedade de € sabemos que U(t,t —1)B;_1 é relativamente compacto em L?(O;)

para todo t € R.

Corolario 3.3. O processo U(-,-) € Dy, -assintéticamente compacto pullback.

Demonstracao. Sejam De® A, € t € R. Consideremos uma sequéncia {s,} tal que lim, o sy, =
—0 e s, <t para todo n € N, além disso consideremos a sequéncia {z,} tal que, para cada n € N,
Zn € D(sy). Do Lema 3.2 temos que a familia {U(¢,t — 1)B;—1 : t € R} é D, -absorvente pullback,

logo existe (¢, D) < t tal que
U(t,7)D(r) C U(t,t —1)B,_1, V7 < 70(t, D).
Agora, ja que s, — —o0, existe ng € N tal que, Vn > ng, s, < 1o(t, ﬁ), o implica em
Ul(t,sp)xn € U(t,t —1)By—1, ¥n > nyg.

Do Lema 3.2, U(t,t — 1)B;_1 é relativamente compacto em L?(0;), logo a sequéncia {U(t,s,)z,}

possui uma subsequéncia convergente em L?(Oy). O
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Teorema 3.4. Sob as hipdteses do Teorema 2.10, a defini¢io do conjunto €y dada em (3.1) e f
satisfazendo (3.10). Entao, a familia A= {A(t); t € R}, definida por

A(t) = A(Do,t), t€R,

onde lA?o ¢ dado por (3.11), € a unica ®-atractor pullback para o processo U(-,-). Além disso,

7AL2((’%)
A = | AD,1) Vvt € R.

Ded

~

A € minimal no sentido que, se C = {C(t); t € R} € uma familia nao vazia tal que C(t) é um

subconjunto fechado de L*(0y), e

lim disty(U(t,)Do(7), O(t)) = 0

T——00
para todo t € R, entao A(t) C C(t) para todo t € R.

Demonstragao. Pelo Corolédrio 3.3 sabemos que o processo U (-, ) é ©),-assintéticamente compacto
pullback e, pelo Lema 3.1, a familia lA)o ¢ D, -absorvente pullback. Entao, pelo Teorema 1.79, obtemos

que A = {A(t); t € R}, definida por

é ®-atractor pullback para o processo U(-,-).

Além disso, ela satisfaz

e A é minimal. O



Conclusao

Neste trabalho fizemos um revisao sobre a teoria basica de equacoes de evolucao nao auténomas,
bem como tépicos atuais sobre existéncia e comportamento assintotico de solucGes. Aplicamos os
resultados estudados a um problema de propagacao de calor em dominios que podem deformar-se ao
longo do tempo. Como condicoes de contorno, escolhemos desenvolver o caso Dirichlet devido & maior
facilidade na escolha dos espacos funcionais onde se procurou a solucao, mas a aplicacao estudada
é relevante e é interessante estudar este mesmo problema sujeito a outras condigbes, por exemplo,

condicao de fronteira de Neumann ou Robin.
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