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Resumo

Neste trabalho, é formulado um problema de otimização para majorantes de uma
função custo, e é apresentada uma solução ótima para esse problema. Após isso, esse
resultado é aplicado para a obtenção de condição relaxadas de estabilidade e estabiliza-
ção para plantas não lineares descritas por modelos fuzzy Takagi-Sugeno (TS), baseadas
na Função de Lypaunov Fuzzy (FLF) e nas desigualdades matriciais lineares (do inglês
Linear Matrix Inequalities, ou LMIs). A FLF é dada por V(x(t)) = x(t)TP(h(x(t)))x(t),
sendo x(t) o vetor de estado da planta, P(h(x(t)))=h1(x(t))P1+h2(x(t))P2+ · · ·+hr(x(t))Pr,
Pi = PT

i > 0 e hi(x(t)) é o peso relacionado ao modelo local i na representação da planta
através de modelos fuzzy TS, para i = 1,2, · · · , r. Quando a derivada deV(x(t)) é calculada,
aparece o termo x(t)TṖ(h(x(t)))x(t), que normalmente é tratado utilizando-se majorantes
conservadores, supondo que os limitantes das derivadas de hi(x(t)), i = 1,2, · · · , r, são co-
nhecidos. O principal resultado desse trabalho é um procedimento para obter majorantes
ótimos para o termo x(t)TṖ(h(x(t)))x(t), que contemplem o valor máximo e sejam sempre
menores ou iguais do que esse valor máximo. Além disso, é mostrada também a importân-
cia de um cálculo exato desses limitantes das derivadas de hi(x(t)), i = 1,2, · · · , r, quando
a maioria dos resultados importantes da literatura apenas utilizam valores aleatórios para
majorantes que já eram conservativos. Por fim, é proposto, uma vez que esse método de
obtenção de um majorante ótimo retorna várias possibilidades de majorantes para ter-
mos desconhecidos, que toda essa informação seja associada ao projeto de estabilização
em si. Seguindo essa ideia, foram propostos também controladores dependentes dos ter-
mos gerados pelo método de obtenção desses majorantes ótimos, através de controladores
chaveados, gerando ainda menos conservadorismo na busca por solução do problema.

Palavras chave: Modelos fuzzy Takagi-Sugeno. Funções de Lyapunov fuzzy. De-
sigualdades matriciais lineares (LMIs). Estabilidade. Estabilização. Controle fuzzy. Con-
trole chaveado.



Abstract

This work initially proposes an optimization problem and after presents its optimal
solution. Then, this result is applied to obtain relaxed conditions to design controllers
for nonlinear plants described by Takagi-Sugeno (TS) models, based on fuzzy Lyapunov
function (FLF) and Linear Matrix Inequalities (LMI). The FLF are given by V(x(t)) =
x(t)TP(α(x(t)))x(t), where x(t) is the plant state vector, P(α(x(t)))=α1(x(t))P1+α2(x(t))P2

+ · · ·+αr(x(t))Pr , Pi = PT
i > 0 and αi(x(t)) is the weight related to the local model i in

the representation of the plant by TS fuzzy models, for i = 1,2, · · · , r. When one cal-
culates the time derivative of this V(x(t)), it appears the term x(t)TṖ(α(x(t)))x(t), that
is usually handled using conservative upper bounds, supposing that the bounds of the
time derivative of αi(x(t)), i = 1,2, · · · , r, are available. The main result of this paper is
a procedure to obtain optimal upper bounds for the term x(t)TṖ(α(x(t)))x(t), such that
they contemplate the maximum value and are always smaller than or equal to the maxi-
mum value. Furthermore, it is also shown the importance of a exact calculation of these
bounds of the derivatives of hi(x(t)), i = 1,2, · · · , r, while most of the important results
of the literature only utilize random values for these already constraint upper bounds.
Finally, it is proposed, once this procedure to obtain these optimal upper bounds utilizes
many possibilities for these upper bounds using unknown terms, that all this information
gets associated to the stabilization design itself. From this idea, it was also proposed
controllers that are dependent from this term generated by this method for these optimal
upper bounds, through switched controllers, resulting in even less constraints for search
of the solution to the problem.

Keywords: Takagi-Sugeno Fuzzy Models. Fuzzy Lyapunov functions. Linear Matrix
Inequalities (LMIs). Stability. Stabilization. Fuzzy control. Switched Control.
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8 Área de factibilidade para r = 3, (·) para Teorema 4 original, (·,×) para

Teorema 3 original, (·,×,o) para Teorema 3 utilizando o Algoritmo 1. . . . 48
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31 Região de factibilidade comparativa para r = 2 e intervalos diferentes de ḣi. 87
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43 Região de factibilidade comparativa para r = 3 e intervalos simétricos de ḣi . 95
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1 Introdução

A introdução da lógica fuzzy (ZADEH, 1965) teve grande papel no avanço de pro-

cessamento de dados e análises de sistemas, sendo um dos principais avanços dessa nova

abordagem o estudo de sistemas não lineares. Com esta abordagem, é posśıvel descre-

ver sistemas desse tipo em função de uma combinação convexa de sistemas lineares, na

chamada modelagem Takagi-Sugeno (TS) (TAKAGI; SUGENO, 1985).

Além disso, outra ferramenta introduzida para facilitar projetos de sistemas controle,

ou até solucionar problemas e sistemas mais complexos, foram as LMIs (Linear Matrix In-

equalities, ou Desigualdades Matriciais Lineares) (BOYD et al., 1994; WANG; TANAKA;

GRIFFIN, 1996). Através delas, o projeto de controladores robustos para sistemas in-

certos e/ou sujeitos a falha se tornou mais fácil, porém tornou-se necessário o uso de um

maior poder computacional para a resolução dos problemas de otimização propostos pelas

LMIs.

Assim, utilizando-se da modelagem TS para sistemas não lineares e do projeto de

controladores via LMIs, além das teorias de análise de sistemas dinâmicos (LYAPUNOV,

1992), a gama de soluções de controle aumentou consideravelmente, criando ainda novas

abordagens, como o controle chaveado (SOUZA et al., 2013), entre outros.

Uma dessas novas abordagens foi a utilização de uma função de Lyapunov fuzzy

(FLF) na análise de estabilidade e/ou projeto de controladores para estabilização de sis-

temas não lineares TS (MOZELLI et al., 2009; MOZELLI; PALHARES; AVELLAR, 2009;

ESTEVES, 2011; GUEDES, 2015). Porém, a abordagem dos limitantes inferiores e supe-

riores das derivadas temporais das funções de pertinência (ḣi(x(t))) ainda era conservativa.

Assim, em (LAZARINI, 2017), foram propostas condições necessárias e suficientes para es-

tabilidade de sistemas não lineares TS. No entanto, a abordagem adotada em (LAZARINI,

2017) para o ajuste de pesos foi aplicada apenas para análise da estabilidade de sistemas

não lineares TS. Neste trabalho os resultados apresentados em (LAZARINI, 2017) serão

devidamente formalizados e generalizados. Será mostrado que essa abordagem pode ser

aplicada para otimização de vários tipos de funções dependentes dos termos associados a

certos pesos, a fim de obter-se majorantes ótimos dessas funções.
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Neste trabalho, é apresentado um problema de otimização para majorantes de uma

função custo, e é apresentada uma solução ótima para esse problema. Após isso, esse

resultado é aplicado para obter-se condição relaxadas de estabilidade e estabilização para

plantas não lineares descritas por modelos TS, baseadas na FLF e nas LMIs. A FLF é dada

por V(x(t)) = x(t)TP(h(x(t)))x(t), sendo x(t) o vetor de estados da planta, P(h(x(t))) =

h1(x(t))P1+h2(x(t))P2+ · · ·+hr(x(t))Pr, Pi = PT
i > 0 e hi(x(t)) é o peso local relacionado

ao modelo local i na representação da planta em modelos fuzzy TS, para i = 1,2, · · · , r.

Quando a derivada de V(x(t)) é calculada, aparece o termo x(t)TṖ(h(x(t)))x(t), que nor-

malmente é tratado utilizando-se majorantes conservadores, supondo que os limitantes das

derivadas de hi(x(t)), i = 1,2, · · · , r, são conhecidos. O principal resultado desse trabalho é

um procedimento para o cálculo de um majorante ótimo para o termo x(t)TṖ(h(x(t)))x(t),

que contemple o valor máximo e é sempre menor ou igual que esse valor máximo.

No Caṕıtulo 2, será feita uma breve revisão de sistemas não lineares fuzzy TS, em

conjunto com alguns aspectos importantes desses sistemas, que serão utilizados nos resul-

tados desse trabalho. No Caṕıtulo 3, será apresentado o algoritmo que resulta no ajuste

ótimo de pesos em que se baseia todo esse trabalho e, no Caṕıtulo 4, esse algoritmo será

aplicado na análise de estabilidade de sistemas não lineares TS. No Caṕıtulo 5, serão

comparados resultados obtidos utilizando-se o algoritmo apresentado no Caṕıtulo 3 para

estabilização de sistemas não lineares TS com artigos publicados recentemente na liter-

atura especializada. No Caṕıtulo 6, será utilizado o conceito de região de operação, em

combinação com o algoritmo citado, a fim de garantir as condições de existência do sis-

tema, e também explicitar a importância de se calcular de maneira exata os limitantes

das derivadas das funções de pertinência (ḣi(x(t))). No Caṕıtulo 8, serão propostas novas

técnicas para projeto de controladores para sistemas não lineares TS, a partir dos mode-

los formados pelo algoritmo que será apresentado no Caṕıtulo 3, incluindo controladores

chaveados (SOUZA et al., 2014). Por fim, no Caṕıtulo 8 serão apresentadas as conclusões

do trabalho, bem como perspectivas de continuidade da linha de pesquisa.
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8 Conclusões

Neste trabalho, foram analisadas condições de estabilidade e estabilização de sistemas

não-lineares fuzzy TS a partir da utilização de Funções de Lyapunov Fuzzy (FLF) e uma

nova abordagem para otimização de funções com termos dependendo de pesos limitados.

A prinćıpio, foi apresentado o Teorema 1, que permite um ajuste ótimo de pesos para

uma função custo, com o objetivo de obter-se um majorante superior dessa função.

Utilizando esse ajuste ótimo de pesos apresentado pelo Teorema 1, foi proposto a

utilização do Algoritmo 1 para adaptação do termo Ṗ(h(x(t))), problema introduzido pela

utilização da FLF, em função dos limites das derivadas das funções de pertinência dos

modelos locais do sistema fuzzy TS.

Para os casos de estabilização, foi mostrado que utilizando-se do ajuste de pesos

propostos pelo Teorema 1 para o termo Ṗ(h(x(t))) em teoremas publicados em periódicos

recentes e importantes, é posśıvel relaxar a busca por controladores robustos para sistemas

complexos e incertos.

No Caṕıtulo 6, foi mostrado ainda que, se o sistema estiver sujeito a uma região

de operação, é posśıvel realizar um cálculo preciso dos limitantes do ḣi’s. Neste caso, a

utilização do Teorema 1 fica ainda mais interessante, uma vez que não é mais necessária

a suposição dos limitantes, fato que pode atrapalhar a busca por factibilidade das LMIs

se forem considerados desnecessariamente limitantes muito altos. Adicionalmente, ainda

há uma garantia de que, se as condições iniciais desse sistema estiverem dentro de um

intervalo conhecido, ele nunca sairá desse intervalo, o que ajuda na busca de uma solução,

já que todos os casos produzidos pelo algoritmo presente no Teorema 1 estarão dentro da

faixa de operação real do sistema.

No Caṕıtulo 7, foram propostas novas abordagens em relação ao projeto de contro-

ladores para sistemas não lineares TS, utilizando-se diferentes tipos de controladores:

um ganho K único (Teorema 7), um Kσ chaveado em função das possibilidades de or-

dem decrescentes dos Pi’s, retornada pelo Algoritmo 1 (Teorema 8) e um conjunto de

ganhos chaveados Kσ j , em função dos modelos locais dos sistema fuzzy TS e também das

possibilidades de ordem decrescentes dos Pi ’s, retornada pelo Algoritmo 1 (Teorema 9).
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As simulações apresentadas mostraram que a utilização do Algoritmo 1 para um cálculo

otimizado da influência do termo Ṗ(h(x(t))) ocasionalmente possibilita resultados mais

relaxados utilizando-se apenas um ganho K único de realimentação, mesmo quando com-

parados com controladores mais sofisticados, porém que utilizam métodos diferentes para

cálculo do termo Ṗ(h(x(t))) (MOZELLI; PALHARES; AVELLAR, 2009). Além disso, os

resultados mostraram que as novas propostas de técnica para projeto dos controladores,

agora utilizando-se de ı́ndices chaveados em relação a que modelo do algoritmo o sistema

está mais próximo em cada momento, produziram áreas de factibilidade maiores dos que

os outros controladores propostos na literatura recente.

A continuação do trabalho consiste na proposta de ainda mais técnicas de controle

baseadas nos modelos que o algoritmo presente no Teorema 1 produz, e utilização de

controladores dependentes não somente do h(x(t)), mas também de ḣ(x(t)), reduzindo

ainda mais a influência do termo Ṗ(h(x(t))) e relaxando a busca por soluções do problema.
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