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Resumo

As técnicas de bootstrap sao métodos computacionais intensivos que usam reamos-
tragem para o calculo de medidas de incerteza dos estimadores, tais como erros-padrao,
viés e intervalos de confianga. Os métodos sao aplicados a qualquer nivel de modelagem
e assim podem ser usados tanto na anélise paramétrica quanto na nao paramétrica. Os
métodos bootstrap estudados sao: o intervalo de confianga bootstrap padrao, o inter-
valo de confianca bootstrap-t, o intervalo de confianca bootstrap percentil, o intervalo
de confianca bootstrap BCPB e o intervalo de confianca BC,. Utiliza-se dois c6digos
computacionais a serem implementados no software Matlab. Os codigos fornecem sub-
sidios para a aplicagdo das técnicas estudadas a dados simulados e reais (problemas
biologicos). Os intervalos de confianga bootstrap foram comparados entre si e com 0s

métodos tradicionais de estimacao da incerteza de estimadores.

Palavras-chave: Estatistica, Erro Padrao, Intervalo de Confianca.



Abstract

The bootstrap methods are intensive computational methods that use resampling
to calculate measures of uncertainty of the estimators, such as standard errors, bias
and confidence intervals. The methods are applicable to any level modeling and thus
can be used in both parametric analysis as the non-parametric. The bootstrap me-
thods are studied: the standard bootstrap confidence interval, the bootstrap-t confidence
interval, the bootstrap percentile confidence interval, the bootstrap BCBP confidence
interval and the bootstrap BC, confidence interval. Two computer codes are presented
to be implemented in Matlab. Such codes allows the implementation of the techniques
studied in simulated and real data (biological problems). The bootstrap confidence
intervals were compared with each other and with traditional methods of estimation

uncertainty estimators.

Keywords: Estatistica, Standard Error, Interval Confidence.
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1 Introducao

Na inferéncia estatistica devem ser considerados os estimadores pontuais dos parame-
tros de interesse e alguma medida da incerteza destes estimadores. Pode-se citar al-
gumas medidas de variabilidade tais como a variancia, o desvio padrao e o erro médio
quadrético, ou pode-se pensar na precisao (inverso da varidncia) e na acuracia (inverso
do erro médio quadratico). Em geral, calcula-se a variancia e o desvio-padrao para
obter-se estimativas por intervalos para os parametros, fixando um coeficiente de con-
fianca. Na maioria dos casos hé a necessidade de utilizar resultados assintéticos para
o calculo destes intervalos (por exemplo, a normalidade assintotica dos estimadores de
méxima verossimilhanga) e muitas vezes as amostras utilizadas ndo sao do tamanho
suficiente para o uso destes resultados como por exemplo em dados biolégicos . Como
consequéncia disto pode-se obter intervalos muito amplos e, em alguns casos, em que
h& maior complexidade do modelo, o intervalo fora do dominio do parametro, fatos
comuns encontrados nos problemas biolégicos. Uma alternativa para esses casos é uti-
lizar as técnicas de bootstrap. Pode-se utilizar também as técnicas bootstrap quando a
distribuicao da estatistica de interesse nao é conhecida.

As técnicas bootstrap introduzidas por EFRON e TIBSHIRANI [7] s@o métodos
computacionais intensivos que usam reamostragem para calcular as medidas de in-
certeza dos estimadores como por exemplo: erros-padroes, viés e os intervalos de con-
fianca. Tem como objetivo obter informagoes de caracteristicas da distribuicao de
uma variavel aleatoria que nao podem ser facilmente avaliadas por métodos analiticos
tradicionais.

O método tem por base a ideia de que o pesquisador pode tratar a amostra como
se ela fosse a populacao que deu origem aos dados e usar reamostragem com reposigao
da amostra original para gerar amostras bootstrap. A partir destas amostras bootstrap,
é possivel estimar caracteristicas da populacao como média, variancia, mediana e con-
sequentemente encontrar o desvio padrao bootstrap e o viés. As vantagens da técnica
bootstrap sao intimeras tais como nao necessitar de muitas suposi¢oes para a estimacao
dos parametros das distribuigoes de interesse, fornecer respostas mais precisas, entendi-
mento facil, entre outras que veremos ao longo desse trabalho. A utilizacao da técnica
bootstrap nao implica que as outras técnicas devem ser deixadas de lado. Por exem-

plo, calculado o intervalo de confianca bootstrap pode-se comparar com os intervalos
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de confianga assintoticos. O objetivo deste trabalho é utilizar o método bootstrap para
determinar o erro padrao e a partir disso, construir intervalos de confianca e verificar
se existe um intervalo de confianca bootstrap adequado a cada situacao distinta. No
caso dos problemas biologicos, veremos que o método bootstrap é uma ferramenta im-
portante do ponto de vista pratico. Por ser uma técnica computacional intensiva, hé
necessidade do uso de softwares especificos. Neste trabalho utliza-se o software Matlab.

O bootstrap e os diferentes tipos de intervalos de confianca construidos através deste
método sao apresentados de forma concisa. O trabalho tem por finalidade aplicar essas
técnicas a dados simulados e reais (problemas biologicos), comparando-as entre si e
também comparando-as com os métodos tradicionais de estimacao da incerteza dos

estimadores.

1.1 Descricao dos capitulos

No capitulo 2 descreve-se um pouco da historia da estatistica, dos primoérdios a era
atual, constatando sua evolucao. Também ¢é descrito o processo de reamostragem e ao
final deste capitulo é caracterizado o método bootstrap, mencionando suas caracteris-
ticas. No capitulo 3 serao apresentadas definicoes béasicas, importantes para o bom
entendimento do trabalho, o método pioneiro de reamostragem jackknife, o método
bootstrap, o estimador bootstrap do erro padrao juntamente com a estimativa bootstrap
do viés e o algoritmo do mesmo. Uma breve revisao sobre intervalo de confianga assin-
totico é apresentada no comeco do capitulo 4, em seguida é descrito os diferentes tipos
de intervalos de confianga bootstrap, bem como as propriedades desejadas. No capi-
tulo 5 serao mencionados exemplos de aplicacao do método bootstrap e no capitulo 6
¢é descrita a aplicagao do método ao problema de contagem dos individuos da espécie

Brachycephalus pitanga, em atividade de vocalizagao.



2 (Conceltos 1niciais

As técnicas de bootstrap sao procedimentos de reamostragem para o calculo de me-
didas de incerteza dos estimadores. Tais técnicas foram introduzidas por EFRON e
TIBSHIRANTI [7] com o objetivo de obter informagoes de caracteristicas da distribui¢ao
de uma variavel aleatoria, que nao podem ser facilmente avaliadas por métodos analiti-
cos tradicionais ou cuja aproximagao existente tenha suposi¢oes questionaveis em al-
guma situagao. Se comparado a outras técnicas estatisticas, o método teve seu auge
um pouco tardio, devido a sua dependéncia do uso de computadores. Os progressos da
informatica, experimentados nas ultimas décadas do século XX, possibilitaram a popu-
larizacao do uso do computador e incrementaram o surgimento e acesso aos softwares
matematicos e estatisticos. Consequentemente, as aplica¢oes de métodos bootstrap nas
mais diferentes areas da estatistica se intensificaram.

Essas técnicas permitem aproximar a distribuicao de uma variavel aleatéria pela
distribuicao empirica baseada em uma amostra de tamanho finito desta variavel. A
amostragem é feita com reposicao, da distribuicao da qual os dados sao obtidos, se esta é
conhecida (bootstrap paramétrico) ou da amostra original (bootstrap nao paramétrico).

O bootstrap aborda o céalculo do intervalo de confianca de parametros em circunstan-
cias em que outras técnicas nao sao aplicaveis, em particular no caso em que a amostra
é pequena e o uso de resultados assintoticos nao é possivel. A técnica bootstrap consiste
em realizar o que seria desejavel na pratica, se tal fosse possivel: repetir a experiéncia.
As observagoes sao escolhidas de forma aleatdria e as estimativas recalculadas. Usa-se
a distribuicao bootstrap no lugar da distribuicao amostral.

Com a técnica bootstrap obtém-se os mesmos resultados que o processo tradicional,
baseado na maxima verossimilhanca. A sua grande vantagem consiste em apresentar
solucao para casos em que a deducao da precisao da estimativa, de seu viés e do erro
médio quadratico, é complexa, além de outras vantagens tais como: nao necessita
de muitas suposi¢oes para a estimacao de parametros das distribuicoes de interesse e

fornece resposta mais precisa e de entendimento fécil.
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2.1 A estatistica, dos primérdios a era atual

Os dados histoéricos apresentados a seguir foram retirados do trabalho de José Maria
Pompeu Meméria (MEMORIA), [17]. Desde a antiguidade a estatistica ja comecava a
ser empregada para investigar as propriedades e riquezas dos povos. A utilizacao da
estatistica ja remonta h& quatro mil anos antes de Cristo, quando era utilizada por
povos guerreiros na conquista de territorios. A propria Biblia descreve isso: “Naqueles
tempos apareceu um decreto de César Augusto, ordenando o recenseamento de toda a
terra.” Este recenseamento foi feito antes do governo de Quirino, na Siria. Todos iam
alistar-se, cada um na sua cidade (BIBLIA , N.T. Lucas, 2:1-3). A origem da palavra
Estatistica estd associada a palavra latina “STATUS” (Estado). Ha indicios de que
4000 anos A.C. ja se faziam censos na Babilonia, China e Egito e até mesmo o 4° livro
do Velho Testamento faz referéncia a uma instrucao dada a Moisés, para que fizesse um
levantamento dos homens de Israel que estivessem prontos para guerrear. Usualmente,
estas informagoes eram utilizadas para a taxacao de impostos ou para o alistamento
militar. O Imperador César Augusto, por exemplo, ordenou que se fizesse o Censo de
todo o Império Romano.

A palavra “CENSQO” é derivada da palavra “CENSERE”, que em Latim significa
“TAXAR”. Em 1085, Guilherme, O Conquistador, solicitou um levantamento estatistico
da Inglaterra, que deveria conter informacgoes sobre terras, proprietarios, uso da terra,
empregados e animais. Os resultados deste Censo foram publicados em 1086 no livro
intitulado “Domesday Book” e serviram de base para o célculo de impostos.

Contudo, mesmo que a pratica de coletar impostos,dados sobre colheitas, com-
posicao da populacao humana ou de animais, fosse conhecida pelos egipcios, hebreus,
e gregos, e se atribuam a Aristoteles cento e oitenta descrigoes de Estados, apenas no
século XVII a Estatistica passou a ser considerada disciplina auténoma, tendo como
objetivo basico a descricao dos bens do Estado.

A palavra Estatistica foi implantada pelo académico alemao Gottfried Achenwall
(1719-1772), que foi um notavel continuador dos estudos de Hermann Conrig (1606-
1681). Na Enciclopédia Britanica, o verbete “STATISTICS” apareceu em 1797.

Na ultima metade do século XIX, os alemaes Helmert (1843-1917) e Wilhelm Lexis
(1837-1914), o dinamarqués Thorvald Nicolai Thiele (1838-1910) e o inglés Francis
Ysidro Edgeworth (1845-1926), obtiveram resultados valiosos para o desenvolvimento
da Inferéncia Estatistica, muitos dos quais s6 foram completamente compreendidos
mais tarde. Contudo, o impulso decisivo deve-se a Karl Pearson (1857-1936), William
S. Gosset (1876-1937) e, em especial, a Ronald A. Fisher (1890-1962).

Karl Pearson (1857-1936) formou-se em 1879 pela Cambridge University e inicial-
mente dedicou-se ao estudo da evolucao de Darwin, aplicando os métodos estatisticos
aos problemas biolégicos relacionados com a evolugao e hereditariedade.

Entre 1893 e 1912 escreveu um conjunto de 18 artigos contribuindo extremamente

para o desenvolvimento da teoria da analise de regressao e do coeficiente de correlacao,
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bem como do teste de hipdteses de qui-quadrado. Em sua maioria, seus trabalhos foram
publicados na revista Biometrica, que fundou em parceria com Walter Frank Raphael
Weldon (1860-1906) e Francis Galton (1822-1911). Além da valiosa contribuigao que
deu para a teoria da regressao e da correlagao, Pearson fez com que a Estatistica fosse
reconhecida como uma disciplina auténoma.

William Sealey Gosset (1876-1937) estudou Quimica e Matematica na New College
Oxford. Em 1899 foi contratado como Quimico da Cervejaria Guiness em Dublin,
desenvolvendo um trabalho extremamente importante na &area de Estatistica. De-
vido & necessidade de manipular dados provenientes de pequenas amostras, extraidas
para melhorar a qualidade da cerveja, Gosset obteve o teste t de Student baseado na
distribuicao de probabilidades.

Esses resultados foram publicados em 1908 na revista Biometrica, sob o pseudénimo
de Student, dando origem a uma nova e importante fase dos estudos estatisticos. Gosset
usava o pseuddnimo de Student, pois a Cervejaria Guiness nao desejava revelar aos
concorrentes os métodos estatisticos que estava empregando no controle de qualidade
da cerveja. Os estudos de Gosset podem ser encontrados em “Student Collected Papers”
(Ed. por E.S.Pearson e J. Wishart, University College, Londres, 1942).

A contribui¢ao de Ronald Aylmer Fisher (1890-1962) para a Estatistica Moderna é,
sem duvidas, a mais importante e decisiva de todas. Formado em ciéncia natural pela
Universidade de Cambridge em 1912, foi o fundador do célebre Statistical Laboratory
da prestigiosa Estacao Agronémica de Rothamsted, contribuindo enormemente tanto
para o desenvolvimento da Estatistica quanto da Genética. Ele apresentou os princi-
pios de planejamento de experimentos, introduzindo os conceitos de aleatorizacao e da
analise da variancia, procedimentos muito usados atualmente.

No principio dos anos 20, estabeleceu o que a maioria aceita como a estrutura da
moderna Estatistica Analitica, através do conceito da verossimilhanga (likelihood, em
inglés). O seu livro intitulado “Statistical Methods for Research Workers”, publicado
pela primeira vez em 1925, foi extremamente importante para familiarizar os inves-
tigadores com as aplicacoes praticas dos métodos estatisticos e também para criar a
mentalidade estatistica entre a nova geracao de cientistas. Os trabalhos de Fisher
encontram-se dispersos em numerosas revistas, mas suas contribui¢oes mais impor-
tantes foram reunidas em “Contributions to Mathematical Statistics” (J. Wiley & Sons,
Inc., Nova lorque, 1950).

Fisher foi eleito membro da Royal Society em 1929 e condecorado com as medalhas
Royal Medal of the Society e Darwin Medal of the Society em 1938 e 1948, respectiva-
mente. Em 1955 foi novamente condecorado, desta vez com a medalha Copley Medal
of the Royal Society.

Outra area de investigacao extremamente importante para o desenvolvimento da
Estatistica é a Teoria das Probabilidades. Usualmente, costuma-se atribuir a origem

do Célculo de Probabilidades as questoes relacionadas aos jogos de azar que o célebre
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cavaleiro Méré (1607-1684) encaminhou & Blaise Pascal (1623-1662).

No entanto, outros autores sustentam que o Calculo de Probabilidades teve a sua
origem na Italia, com especial referéncia para Luca Pacioli (1445-1517), Girolamo Car-
dano (1501-1576), Nicolo Fontana Tartaglia (1500-1557) e Galileo Galilei (1564-1642).

Trés anos depois de Pascal ter previsto que a “alianca do rigor geométrico” com a
“Incerteza do azar” daria lugar a uma nova ciéncia, Christiaan Huygens (1629-1695)
publicou o trabalho denominado “De Raciociciis in Ludo Aleae”, que é considerado o
primeiro livro sobre o Célculo de Probabilidades. Além disso, ainda teve a notavel
particularidade de introduzir o conceito de esperanca matematica.

Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) também dedicou-se ao estudo do Calculo
de Probabilidades, publicando um trabalho sobre a “arte combinatéria” e outro sobre
aplicagoes as questoes financeiras. Leibniz também estimulou Jacques Bernoulli (1654-
1705) ao estudo do Célculo de Probabilidades, cuja grande obra, denominada “Ars
Conjectandi”, foi publicada oito anos ap6s a sua morte.

Em “Ars Conjectandi de Jacques Bernoulli”, foi publicada e rigorosamente provada
a Lei dos Grandes Numeros de Bernoulli, considerada o primeiro teorema limite. Pode-
se dizer que gragas as contribui¢oes de Bernoulli o Célculo de Probabilidades adquiriu
o status de ciéncia.

Além da obra péstuma de Bernoulli, o inicio do século XVIII foi marcado pelos
livros de Pierre Rémond de Montmort (1678-1719), denominado “Essai d’Analyse sur
les Jeux de Hazard”, e de Abraham De Moivre (1667-1754), intitulado “The Doctrine
of Chances”.

De Moivre era francés de nascimento, mas desde a sua infancia refugiou-se na
Inglaterra devido as guerras religiosas, fazendo aplicagoes ao calculo de anuidades e
estabelecendo uma equagao simples para a lei da mortalidade entre 22 anos e o limite da
longevidade que fixou em 86 anos. Mais tarde, na “Miscellanea Analytica”, apresentou
resultados aos quais Laplace deu uma forma mais geral e que constituem o segundo
teorema limite.

Os estudos dos astronomos Pierre-Simon Laplace (1749-1827), Johann Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) e Lambert Adolphe Jacques Quetelet (1796-1874) foram fundamen-
tais para o desenvolvimento do Calculo de Probabilidades. Devido aos novos métodos e
ideias, o trabalho de Laplace de 1812, intitulado “Théorie Analytique des Probabilités”,
até o presente ¢ considerado um dos mais importantes trabalhos sobre a matéria.

Johann Carl Friedrich Gauss, professor de astronomia e diretor do Observatorio
de Gottingen, em 1809 apresentou o estudo intitulado “Theoria combinationis Ob-
servatorium Erroribus Minimis Obnoxia”, explanando uma teoria sobre a analise de
observagoes aplicavel a qualquer ramo da ciéncia, alargando o campo de aplicagao do
Calculo de Probabilidades.

Com Lambert, Adolphe Jacques Quetelet, por sua vez, inicia-se a aplicacao aos

fenomenos sociais. O seu escrito “Sur 'homme et le développement de ses facultés” foi
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publicado em segunda edi¢ao com o titulo “Physique sociale ou Essai sur le développe-
ment des facultés de I’homme”; que incluia pormenorizada analise da teoria da probabi-
lidade. Quetelet introduziu também o conceito de “homem médio” e chamou particular
atencao para a notavel consisténcia dos fendémenos sociais. Por exemplo, mostrou que
fatores como a criminalidade apresentam permanéncias em relacao a diferentes paises
e classes sociais.

Antoine Augustin Cournot (1801-1877) percebeu a importancia da Teoria das pro-
babilidades na analise estatistica, tendo sido o pioneiro no tratamento matemético dos
fendomenos econdémicos. Suas ideias foram publicadas em “Exposition de la théorie des
chances et des probabilités”.

Na segunda metade do século XIX a Teoria das Probabilidades atingiu um dos pon-
tos mais altos com os trabalhos da escola russa fundada por Pafnuty Lvovich Chebyshev
(1821-1894), que contou com representantes como Andrei Andreyevich Markov (1856-
1922) e Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857-1918).

Contudo, o seu maior expoente foi Andrey Nikolayevich Kolmogorov (1903-1987), a
quem se deve um estudo indispensavel sobre os fundamentos da Teoria das Probabili-
dades, denominado “Grundbegrife der Warscheinlichkeitrechnung”, publicado em 1933.
Em 1950 foi traduzido para o Inglés sob o titulo “Foundations of Probability”.

Ainda seguindo os dados histéricos, retirados do trabalho de MEMORIA [17], na
era atual houve um aumento crescente do uso dos computadores. Segundo Cox (1997)
essa época € considerada a época aurea do pensamento estatistico. Neste periodo
apresentou-se grandes trabalhos sobre inferéncia com Fisher, Neyman, Egon, Pearson
e Wald, foi um periodo de consolidagao dos trabalhos anteriores. Para Cox(1997) a
primeira revolucao da estatistica surgiu com a introducao das maquinas de calcular.

Os “cérebros eletronicos” como foram chamados inicialmente os computadores tem
feito verdadeiras maravilhas, a ponto dos entusiastas da Inteligéncia Artificial acre-
ditarem que com o tempo, sera possivel duplicar qualquer atividade da mente humana,
j& que esta é também uma maquina. A Estatistica moderna é uma tecnologia quan-
titativa para a ciéncia experimental e observacional que permite avaliar e estudar as
incertezas e os seus efeitos no planejamento e interpretacao de experiéncias e de obser-
vagoes de fendmenos da natureza e da sociedade.

Pode-se afirmar que os métodos estatisticos foram desenvolvidos como uma mistura
de ciéncia, tecnologia e logica para a solugao e investigacao de problemas em vérias
areas do conhecimento humano. Para RAMOS [21], a Estatistica é uma ciéncia multi-
disciplinar que abrange praticamente todas as areas do conhecimento humano. Podem
fazer analises e utilizar de resultados estatisticos um economista, agréonomo, quimico,
gebdlogo, matematico, bidlogo, socidlogo, psicologo, cientista, politicos entre outros.
Neste sentido, graficos e tabelas sao apresentados na exposicao de resultados de uma
empresa. Dados numéricos sao usados para aprimorar e aumentar a producao. Censos

demograficos ajudam o Governo a entender melhor as necessidades de sua populagao
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e a organizar seus gastos com satde e assisténcia social.

A chegada de computadores cada vez mais avancados foi decisiva e fez com que
a estatistica se tornasse mais acessivel aos pesquisadores nos diferentes campos de
atuacao.

Atualmente, os softwares permitem a manipulacao de grande quantidade de da-
dos, o que veio a facilitar o emprego dos métodos estatisticos. A utilizagao de técnicas
estatisticas vem crescendo cada vez mais, devido principalmente a sua utilidade na com-
paracao de servicos, anélise para desenvolvimento de produtos, verificacao de qualidade
entre outras. Por exemplo, censos demograficos auxiliam o governo a entender melhor
sua populacao e a organizar seus gastos com saide, educagao, saneamento bésico e
infraestrutura. Com a velocidade da informagao, a estatistica passou a ser uma ferra-
menta essencial na produgao do conhecimento. Segundo RAO E WU [22], a estatistica
¢ uma ciéncia que investiga o levantamento de dados, com a méxima quantidade de
informagao possivel para um dado custo; o processamento de dados para a quantifi-
cacao da quantidade de incerteza sob o menor risco possivel. De fato a estatistica tem
sido utilizada na pesquisa cientifica para a otimizagao de recursos econdémicos, para
o aumento da qualidade e produtividade, na otimizacao em analise de decisoes, em
questoes judiciais, previsoes e em muitas outras areas. A estatistica tem ampliado a
sua participagao na linguagem, atividades profissionais da atualidade, considerando que
os numeros e respectivos significados traduzem as questoes do cotidiano, possibilitando
a analise com base em fatos e dados.

Com relagao ao método bootstrap, nao se pode estuda-lo sem antes mencionar o
método jackknife, que é o primeiro método de reamostragem. A ideia de reamostragem
surgiu em 1935 e consiste em um conjunto de técnicas ou métodos que se baseiam em
calcular estimativas a partir de repetidas amostragens dentro da mesma amostra. Nao
usa a distribuicao de probabilidades, no entanto calcula-se uma distribuicao rotineira
de estatisticas estimadas, ou seja, tendo a amostra original criamos varias amostras e
com a ajuda do computador, estimamos um valor de uma estatistica para cada amostra.

A metodologia jackknife ¢ um complemento aos trabalhos pioneiros de QUENOUIL-
LE [20], 1949, que introduziu um método de estimagao do viés de um estimador baseado
na divisao da amostra em duas subamostras. Esse método se popularizou em 1958 com
TUKEY [27], que propos a sua utiliza¢ao na construcao de estimadores da variancia,
nomeando de jackknife, também chamado de “leave-one-out”.

Em 1972 SCHUCANY, GRAY e OWEN [25] em seus trabalhos generalizaram a
técnica de Jakknife na reducao do viés de um estimador.

BABU e SINGH [1], em 1983, obtiveram a consisténcia do estimador bootstrap da
variancia para qualquer amostra.

EFRON e TIBSHIRANTI [7] em 1983, estenderam a técnica bootstrap para a con-
strucao de intervalos de confianga.

HALL [11], em 1986, sugeriu o intervalo de confianga bootstrap-t. Este caso, como
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veremos, funciona bem quando sabemos que a distribuigao da estatistica na distribuicao
bootstrap é aproximadamente normal e a estatistica apresenta viés pequeno.

O bootstrap, introduzido fortemente por EFRON e TIBSHIRANI [7] em 1979, vem
historicamente na linha do jackknife e pode-se dizer que é uma técnica nao paramétrica
que procura substituir a analise estatistica tedrica pelo uso da computacao, cada vez
mais acessivel nos dias de hoje. E considerada uma estratégia mais abrangente que o
jackknife, pois permite um maior nimero de replicagdes, como veremos ao longo do
trabalho.

2.2 O processo de reamostragem

A reamostragem é o nome que se da a um conjunto de técnicas ou métodos que se
baseiam em calcular estimativas a partir de repetidas amostragens dentro da mesma
amostra (tnica). Ou seja, consiste em sortear com reposi¢do dados pertencentes a
uma amostra retirada anteriormente, de modo a formar uma nova amostra. Surgiu
em meados de 1935, entretanto a aplicacao de tais técnicas se desenvolveu mais nos
ultimos anos, pois com o avanco tecnologico os softwares estao mais préaticos, rapidos
e acessiveis, uma vez que os procedimentos de reamostragem utilizam o computador
de forma intensiva. Segundo DAVISON E HINKLEY |[5], repetir um procedimento
de analise original com muitas réplicas de dados é denominado método computacional
intensivo. Criando vérias amostras da amostra original, a reamostragem precisa apenas
do poder computacional para estimar um valor de uma estatistica para cada amostra.

Uma diferenca chave entre os varios métodos de reamostragem ¢é se as amostras sao
extraidas com ou sem reposi¢ao. A amostragem com reposicao obtém uma observacao
a partir da amostra e entao a coloca de volta na amostra para possivelmente ser usada
novamente. A amostragem sem reposicao obtém observagoes da amostra, mas uma
vez obtidas as observacoes nao estao mais disponiveis. O verdadeiro poder da reamos-
tragem vem de amostragem com reposi¢cao. Pesquisas tém mostrado que esse método
fornece estimativas diretas dos intervalos de confianca.

Existem diversas técnicas de reamostragem que visam estimar parametros de uma
distribuicao de interesse. Nesta dissertacao, apresenta-se a técnica de reamostragem

bootstrap, descrevendo também a técnica jackknife.

2.3 Caracteristicas do bootstrap

O bootstrap € uma técnica estatistica, computacional intensiva de reamostragem,
introduzida por EFRON e TIBSHIRANI [7] em 1979, e tem como finalidade obter
informagoes de caracteristicas da distribuicao de alguma variével aleatoéria. Para isto,
aproxima-se uma distribuicao de probabilidade através de uma fungao empirica obtida

de uma amostra finita. Normalmente, esta técnica é empregada quando a distribuicao
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de interesse é de dificil, ou até impossivel, avaliacao analitica ou quando s6 a teoria
assintotica esta disponivel. O termo bootstrap vem do inglés “to pull oneself up by one’s
bootstrap” e é oriundo da ideia de que é possivel emergir de um afogamento puxando
pelo cadargo do proprio sapato. Em um contexto estatistico, essa frase transmite a
ideia de que é possivel obter propriedades de grandes amostras a partir de poucas ob-
servagoes. Esta frase pode ser reescrita ainda com outras palavras: em situacoes de
dificuldade tentar realizar o impossivel. Na estatistica as “situacoes de dificuldades”
podem ser vistas como os problemas complexos e o “impossivel” é a utilizacao de
uma metodologia que pode precisar de uma grande quantidade de esforco e calculos,
mas fornece solugao. A ideia basica deste método é estimar caracteristicas desejadas
reproduzindo-se o mecanismo probabilistico gerador dos dados originais, com a dis-
tribuicao de probabilidade desconhecida destes dados sendo substituida por uma outra
conhecida que possa aproxima-la. Em geral a distribuicao de probabilidade da estatis-
tica de interesse nao é conhecida. O bootstrap vem contribuir neste caso pois: nao
exige diferentes formulas para cada probabilidade, pode ser utilizado em casos gerais
que nao dependem da distribuicao original da estatistica do parametro. E claro que
nao se deve deixar as outras técnicas de lado, elas podem ser usadas na argumentacgao
das conclusées obtidas. Segundo EFRON e TIBSHIRANI 7], o bootstrap é um procedi-
mento robusto de simulacao estatistica para atribuir medidas de precisao a estimativas
de parametros estatisticos. Um dos atrativos deste procedimento ¢ encontrar medidas
de precisao sem termos que lancar maos de féormulas matematicas complexas. A téc-
nica bootstrap envolve solugoes de problemas complexos, é 1itil pois nao necessita de
muitas suposi¢oes para estimar parametros de interesse das distribuicoes, geralmente
fornece respostas mais precisas e de facil entendimento e implementacgao. Através dela,
os parametros como a média, a variancia e até mesmo os parametros como o maximo
e minimo que sao menos utilizados de uma populacao, podem ser estimados pontual-
mente e por intervalo. Segundo MANTEIGA, SANCHES e ROMO [15], as vantagens
da técnica bootstrap sao intimeras, tais como: obtencao de bons intervalos de confianga,
entendimento facil, nao necessita de muitas suposicoes para estimacao de parametros
das distribuicoes de interesse.

Dada uma estimativa de um determinado parametro calculado a partir de uma
amostra de dados, dois dos objetivos principais do bootstrap sao: estimar o erro padrao
da referida estimativa e estimar o intervalo de confianga apropriado.

Ha4 diversos métodos distintos para o calculo de intervalo de confianca bootstrap. Os
métodos sao: intervalo de confianca bootstrap padrao, intervalo de confianga bootstrap-
t, intervalo de confianca bootstrap Percentil, intervalo de confianca Percentil Corrigido
em relagdo ao Viés (BCPB) e o intervalo de confianga de Corregao do Viés Acelerado
(Biased Corrected Accelerated) BC,,.

Segundo NAVIDI [19], o interessante é estimar o viés das estimativas dos parame-

tros e efetuar as corregoes necessarias.
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O método de simulagao bootstrap foi originalmente proposto por Bradley Efron
em um influente artigo publicado no Annals of Statistics, em 1979. Este método de
simulagao se baseia na construcao de distribui¢oes amostrais por reamostragem, e é
muito utilizado para estimar intervalos de confianca e estimar o viés.

Vérios esquemas diferentes de simulacgao bootstrap tém sido propostos na literatura
e muitos deles apresenta-se bom desempenho em uma ampla variedade de situagoes.

Por outro lado, se o interesse for fazer inferéncia para algum outro parametro, como
por exemplo o coeficiente de correlacao, nao ha nenhuma férmula analitica simples que
permita calcular o seu erro padrao. O método de bootstrap foi construido para fazer
simulagoes para este tipo de problema. Dado o custo alto e a escassez consequente de
dados em muitas aplica¢oes, combinadas com o custo reduzido e abundancia do poder
da computacao, o método de bootstrap se torna uma técnica muito atraente por extrair
informagoes de dados empiricos DIACONIS e EFRON [6].

A técnica consiste em realizar amostragens de tamanho igual ao da amostra original
com reposicao da mesma. Em outras palavras, sao realizados n sorteios, sendo n o
numero de observagoes disponiveis na amostra, com reposicao da amostra inicial, o
que origina uma amostra bootstrap.

Este procedimento deve ser repetido B vezes para que se obtenham B amostras
bootstrap. Em posse destas B amostras, é possivel construir uma distribuicao bootstrap
da variavel de interesse. Essa distribuicao estimada é que sera utilizada para realizar
inferéncias e tirar informacoes sobre o parametro em estudo, ou seja, em posse desta
distribuicao bootstrap é possivel obter informacoes e até testar hipéteses. EFRON
e TIBSHIRANTI [7] provam que a distribui¢ao bootstrap converge para a distribuigao
verdadeira quando B (ntmero de amostras bootstrap) tende ao infinito. Cada apli-
cacao deve levar em conta a peculiaridade da amostra em estudo, além, é claro, das
caracteristicas da varidvel de interesse.

O termo bootstrap paramétrico é utilizado quando se tem alguma suposicao da
distribuicao, ja o termo bootstrap nao paramétrico é utilizado quando nao se tem ne-
nhuma suposicao da distribuicao do conjunto de dados, ou seja, a distribuicao da qual
os dados vieram é desconhecida. Na forma nao paramétrica nao se pode empregar a
distribui¢ao normal de probabilidade para fazer estimativas de parametro e de intervalo
de confianga. No caso do bootstrap paramétrico, o método consiste em gerar amostras
baseadas na distribuigao de probabilidade conhecida utilizando como parametros desta
distribuicao a estimativa dos mesmos, obtida através da amostra geral.

Neste capitulo foi apresentado o procedimento geral do bootstrap de forma bem
intuitiva. Nos préximos capitulos, abordar-se-a4 de forma detalhada o emprego do
bootstrap para estimar o erro padrao, bem como a estimativa bootstrap do viés e os

intervalos de confianca bootstrap.
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Neste capitulo é descrito o método bootstrap, tanto na sua forma nao paramétrica
como na sua forma paramétrica, como obter a estimativa bootstrap do erro padrao e a
estimativa do viés. Também é mencionado como obter a amostra jackknife e utilizé-la
para estimar o erro padrao. Primeiramente, sao apresentadas algumas defini¢oes e

resultados importantes para o bom entendimento do trabalho.

3.1 Definicoes basicas

Definicao 3.1. Ezperimento aleatorio € qualquer experimento cujos resultados sdo
aleatorios. A repeticao do experimento nas mesmas condigoes nao leva necessariamente

ao mesmo resultado.

Definicao 3.2. Espaco amostral € o conjunto de todos os possiveis resultados de um

experimento aleatorio. Notacao: ).

Definicao 3.3. Considere um experimento aleatorio e €2 o espaco amostral associado
a esse experimento. Uma fung¢ao X, que associa a cada elemento w € § um nimero

real, X (w) ,€ denominada varidvel aleatdria (v.a.). Notag¢ao: X,Y,Z, etc.

As variaveis aleatorias sao fundamentais para as aplicagoes, pois elas representam

as caracteristicas de interesse em uma populagao.

Definicao 3.4. Populagao € o conjunto de todos os elementos ou resultado sob inves-

tigagao (universo do estudo).

Defini¢ao 3.5. Uma amostra aleatdria (a.a.) € um subconjunto da populagdo, sele-

cionado aleatoriamente.

Exemplo 3.1. Em um estudo deseja-se estudar o contetido estomacal dos peixes do Rio
Sao Francisco. Para isso, foram selecionados 100 peixes aleatoriamente. A populacao,
neste caso, sao os peixes do Rio Sao Francisco e a amostra aleatéria sao os 100 peixes

selecionados.

22
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Definicao 3.6. Uma amostra casual simples de tamanho n de uma varidvel aleatoria
X, com uma dada distribui¢cao, € o conjunto de n varidveis aleatorias independentes
X1, Xo, ..., X,, cada uma com a mesma distribuicao de X. Ou seja, a amostra serd a
n-upla ordenada v = (1, x2, ..., x,), onde x; indica a observagdo do 1-ésimo elemento

sorteado. Todas as amostras tem a mesma chance de serem selecionadas.
Neste trabalho, considere-se amostra casual simples com reposicao.

Definicao 3.7. Uma estatistica € uma caracteristica da amostra, ou seja uma estatis-

tica T € uma funcao de (x1, T2, ....;x,), T = f (21, 22,...,2,).

Definicao 3.8. Pardmetros sao medidas de interesse da populacdao. FEm geral sdo

desconhecidos e precisam ser estimados. Notagao: i, 6, \, a.

Definicao 3.9. Estimadores sao fungoes dos valores da varidvel aleatoria na amostra,
construidas de forma adequada para estimar um pardametro de interesse. Notacao:
1,0, A\ a.

3.1.1 Variaveis aleatorias discretas

Definicao 3.10. Seja X uma varidvel aleatoria. Se o conjunto de valores possiveis de
X for enumerdvel (finito ou infinito), denomina-se X de varidvel aleatdria discreta.

Isto €, os possiveis valores de X podem ser postos em lista como x1,xs, T3, ....

Definicao 3.11. Seja X uma varidvel aleatoria discreta. A cada possivel resultado x;
associamos um valor p(x;) = P(X = x;), denominado fun¢ao de probabilidade para os
valores x;. As funcgoes de probabilidade devem satisfazer as sequintes condicoes:

1. 0<PX=ux)<1,i=1,23,.... ¢

Existem duas medidas importantes das varidveis aleatorias, tanto para o caso dis-
creto como no caso continuo. A esperanca como medida de posigao (locagao) e a

variancia como medida de variabilidade dos valores das variaveis aleatorias.

Definicao 3.12. Seja X uma v.a. discreta, com valores possiveis x1,Tg, T3, ..., Ty €
seja p(z;) = P(r = x;),i = 1,...n. A esperan¢a de X, também chamada de valor

esperado de X, denotada por E(X) ou u, € definida como,
E(X) =) n;P(X = ). (3.1)
i=1

Este valor também é denominado valor médio ou expectancia de X.
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Definicao 3.13. Seja X uwma varidvel aleatoria discreta. Define-se a varidncia de X,

denotada por Var(X) ou o por,

Var(X) = E (X?) - [E(X)]’ = Zﬁp(x = 1;) — inp(x = mi)] . (32

3.1.2 Variaveis aleatorias continuas

Definicao 3.14. Seja X wuma varidvel aleatoria. Suponha que o contradominio de X
seja um intervalo ou uma colecao de intervalos do conjunto dos reais. Entao diz-se que
X € uma varidvel aleatoria continua. Ou seja as varidveis aleatorias assumem valores

num conjunto nao enumerdvel.

Definicao 3.15. Considere uma v.a continua X que pode assumir qualquer valor em
um intervalo dos reais. Definimos uma funcgdao fx (z), denominada fungao densidade

de probabilidade tal que,
Pla<X <b) :/ fi (@) da.
b

As fungoes densidades de probabilidade devem satisfazer as sequintes condicoes:

1. fx(@)>0ce
2. / fx (x)de = 1.

Definicao 3.16. Seja X uma varidvel aleatoria continua com func¢ao densidade de

probabilidade f. Definimos o valor esperado ou esperanca de X por,

E(X)= /OO zrfx (z)dz. (3.3)

—00

A interpretagao de F (X)) para o caso continuo é similar ao mencionado para vari-

aveis aleatorias discretas.

Definicao 3.17. Seja X uma varidvel aleatoria continua. Definimos a varidncia de

X, denotada por Var(X) ou o por,

Var(X) = E(X?) — [E(X)] = /_oo 22 fx () dx — [E(X)]?. (3.4)

oo
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A funcao de distribuicao acumulada fornece uma maneira de descrever como as
probabilidades sao associadas aos valores ou aos intervalos de valores de uma variavel

aleatoria.

Definicao 3.18. A funcao de distribuicao acumulada de uma varidvel aleatoria X €

uma fun¢ao que a cada numero real xr associa o valor,
F(r)=P(X <x),z €R. (3.5)

A notagao (X < x) é usada para designar o conjunto {w € Q| X (w) <z} , isto
é, denota a imagem inversa do intervalo pela varidvel aleatoria X. Com isso, pode-se
observar que a fungao de distribui¢ao acumulada F' tem como dominio os ntimeros reais
R e imagem o intervalo (—oo, z]. O conhecimento da fun¢ado de distribuigao acumulada
é suficiente para entender o comportamento de uma varidvel aleatéria. Mesmo que a
varidvel assuma valores apenas num subconjunto dos reais, a funcao de distribuicao
¢é definida em toda a reta. Ela é chamada de funcao de distribuigao acumulada, pois

acumula as probabilidades dos valores inferiores ou iguais a z.

Definicao 3.19. As varidveis X e Y sao independentes se para quaisquer dois con-
Juntos de nimeros reais A e B, P(X € A, Y eB)=P(X € A)P(Y € B).

Quando X e Y sao v.a. discretas, a condi¢cao de independéncia é equivalente a

p(z,y) = px (z) py (y) para todo z, y.
Quando X e Y sao v.a. continuas, a condi¢ao de independéncia é equivalente a

//f (x,y) dedy = /f (x) d:z:/f (y) dy para todo x, y.

Se X; e X, sao independentes e possuem mesma func@o de probabilidade (ou funcao
densidade de probabilidade), para todo i # j, dizemos que as v.a. sdo independentes e

identicamente distribuidas (i.7.d.).

A caracteristica da populagao na qual estamos interessados, em geral pode ser re-
presentada por uma variavel aletoria X. Se F(z) é conhecida completamente nao héa
necessidade de colher uma amostra pois toda informacao desejada ¢é obtida através da
distribuicao da variavel. Mas isso raramente acontece, ou seja a informacao a respeito
da variavel, é apenas parcial. Por exemplo, podemos conhecer a forma da distribuicao
mas desconhecer os parametros que a caracterizam (por exemplo: média e variancia)
ou de forma contréria, podemos ter ideia da média e da varidncia, mas desconhecer a
distribuicao da variavel, ou ainda o que é mais comum, nao possuirmos informacgoes
nem sobre os parametros, nem sobre a forma da distribuicao da variavel. Um dos
objetivos da inferéncia estatistica é estimar um ou varios parametros desconhecidos da

populagao. De uma forma geral denotaremos o parametro a estimar por 6.



Defini¢oes basicas

26

Definicao 3.20. Um estimador 0 é nao viciado ou nao viesado para o pardmetro 0 se
E (9) = 0. Ou seja, um estimador é nao viciado se o seu valor esperado coincide com

o valor do pardmetro de interesse.

Definicao 3.21. Um estimador 0 € consistente, se a medida que o tamanho da amostra
aumenta, seu valor esperado converge para o valor do pardmetro de interesse e sua
varidncia converge para zero. Ou seja 6 € consistente se as duas propriedades sequintes

sao satisfeitas:

a) lim F (5) =0, b) lim Var (5) = 0. (3.6)

n—o0 n—o0

Definicao 3.22. O erro padrao ou de desvio padrdo, € definido como sendo a raiz

quadrada de sua varidncia.

Definicao 3.23. O erro padrao estimado também chamado de desvio padrao estimado

para a média T com base em n dados independentes, x1, T, ..., T, € dado por:

dp (T) = \/% (3.7)

n

o1 -
S_(n—l)E:(Z )

onde

O erro padrao dado por (3.7) é a mais simples medida de precisao estatistica para
a média. O S? ¢ um estimador ndo viesado e consistente para a variancia o>.

O erro padrao nao é uma estimativa de uma quantidade pertinente a uma populacao,
mas sim uma medida da incerteza da média amostral vista como uma estimativa da
média populacional. A expressao (3.7) indica que a magnitude desta incerteza diminui
conforme o tamanho da amostra n aumenta.

No caso de estimadores para outos parametros pode nao existir uma férmula como
enunciada em (3.7) para obter o erro padrao estimado. Em outras palavras pode ser

inviavel avaliar a precisao de alguns estimadores.

A fungao de distribui¢ao empirica (defini¢ao 3.24), que denotaremos por 2 , € uma
estimativa de toda a distribuicao F. Uma maneira de estimar algum aspecto interessante

de F, além da média, variancia e mediana é usar o aspecto correspondente de F'.

Definicao 3.24. Considere uma amostra aleatoria de tamanho n e uma distribui¢ao

de probabilidade F. A funcao de distribuicao empirica Fé definida como sendo a dis-

tribuicao discreta que atribui probabilidade — em cada x;, i = 1,2, ....n.
n
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A funcao de distribuicao empirica fornece a porcentagem ou proporc¢ao de valores
da amostra que sdo menores ou iguais a um determinado valor x. Assim dado um valor
p qualquer, entre 0 e 1, podemos obter o valor V,, que divide a amostra em duas partes
tais que 100%p dos elementos sdo menores ou iguais a V, e os restantes sdo maiores

ou iguais a V,, . Este valor V,, ¢ denominado de percentil de ordem p ou porcentagem
100%p.

O principio do “plug-in”, definido em 3.25, ¢ um método para estimar parametros a
partir de amostras. Este principio ¢ adequado quando a tinica informacgao disponivel de
F vem da amostra = = (x1, xa, ..., T, ), através de F. Esse principio consiste em estimar
um parametro, uma quantidade que descreve a populacao, utilizando a estatistica que

é a quantidade correspondente para a amostra.

Definigao 3.25. A estimativa “plug-in” para o parametro 0 =t (F) € definida como:
f—t (ﬁ) . (3.8)

Em outras palavras, estima-se a fungao 6 = ¢ (F) utilizando a distribui¢ao empirica
F.

Em geral, a estimativa ‘plug-in’ para a esperanca 6 = Ez (X) é:

Segundo BUSSAB e MORETTIN [3], assumir que os dados tenham uma dis-
tribuicao normal é conveniente tanto do ponto de vista teérico como do ponto de vista
computacional. Mas isto fornece um problema de fundamental importancia: sob quais
circunstancias é razoavel assumir que a distribuicao normal pode ser usada? Gauss
trabalhou neste problema por muito tempo, mas é um resultado de Laplace que é uti-
lizado hoje. Enunciado em 1810, Laplace chamou este resultado de Teorema Central
do Limite, que diz que sob a hipotese de amostragem aleatoéria, quando o tamanho da

amostra aumenta, a distribuicao da média amostral se aproxima de uma distribuicao

0.2

normal com média p e varidncia —, ou seja, se o tamanho da amostra é suficientemente

grande, pode-se assumir que a média amostral segue uma distribui¢ao normal.

Teorema 3.1. (Teorema Central do Limite - TCL) Para uma amostra casual simples

(z1, 3, ...,1,), retirada de uma populagio com média p e varidncia o2, a distribuicdo
n

amostral da média T = — g x; aproxima-se de uma distribuicao normal com média p
n

i=1
2

A . O
e variancia — quando n— oQ.
n
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T~ N (u, ‘7—2) . (3.9)

Corolario 3.1. Se (1, s, ...,x,) € uma amostra casual simples de X com média p e

n —
T—p
a

~N(@O, 1).

varidncia o e T = — E x; , entao Z =
n —_—

i=1 Vn

Ou seja, a distribuicao de Z se aproxima da distribuicao normal padrao quando
n tende ao infinito. O mais impressionante do teorema central do limite é o fato
de que nada é dito a respeito da funcao distribuicao. Ou seja, qualquer que seja a
funcao de distribuicao, desde que ela tenha variancia finita, a média amostral tera uma

distribuicao aproximadamente normal para amostras suficientemente grandes.

3.2 Jackknife: o método pioneiro para estimar o erro

padrao

Jackknife € um método de reamostragem também denominado computacional in-
tensivo, nao paramétrico que pode ser utilizado para avaliar alguma medida de va-
riabilidade, por exemplo o erro padrao. Introduzido por volta de 1950, por QUE-
NOUILLE [20] e aprimorado anos depois por TUKEY [27]. O metodo Jackknife ¢
também chamado de “leave-one-out”, utilizado para estimar a variancia de estimadores
em condigoes teoricamente complexas ou em que nao se tem confianca no modelo es-
pecificado. Nesse método recalcula-se o valor da estatistica de interesse em cada uma
das n amostras denominadas amostras jackknife de tamanho (n — 1) que sao formadas

a partir da amostra geral x = (z1, z9, ..., x,) da seguinte forma:

A primeira amostra jackknife é formada por todas as observagoes da amostra ori-
ginal, exceto a primeira.

A segunda amostra jackknife é formada por todas as observacoes da amostra origi-
nal, exceto a segunda. E assim sucessivamente.

A n-ésima amostra jackknife é formada por todas as observacoes da amostra origi-

nal, exceto a n-ésima.

Nota-se que o jackknife € um método que incorpora todas as n amostras extraidas
sem reposigao de tamanho (n — 1) da amostra original (EFRON), [7]. Ou seja, sendo
uma amostra original de tamanho n, x = (21, 29, ..., T,,_1, ) sdo geradas as amostras

jackknife:

xl = (.TQ,I:;, "'7xn—17xn) )
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LU2 - (xlwr?)a "'7xn—17x’n) )

" = (21,29, oy Tp1) -

A i-ésima amostra jackknife consiste no conjunto de dados observados com o i-ésimo

termo removido.

Da amostra original x = (xy, 9, ..., z,), estima-se § = s(x), em que s(x) é uma
estatistica de interesse.
Em cada uma destas amostras jackknife geradas, estima-se Qé) = s (x’), para

1=1,2,3,...,n denominada réplica jackknife da estatistica de interesse.

Na Figura 3.1 foram geradas n amostras jackknife da amostra original. Cada
amostra jackknife tem tamanho (n-1) e é obtida suprindo o i-ésimo valor das ob-
servagoes. Fm posse das amostras jackknife sao calculadas as réplicas jackknife s (a:‘l)

1=1,2,...,n.

Figura 3.1: Réplicas Jackknife

~ 1 o~
Definicao 3.26. Considere 9{,) = — E Oé). O estimador jackknife do viés € definido
n
i=1

por,

Ve et = (n— 1) <§(J,) - 67) . (3.10)

Definicao 3.27. O estimador jackknife do erro padrao é dado por,

n

8Z\jjack:k = - 12 </9\(Jz) - é\(J)>27 (311)

n
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—~ 1 e~
J J
onde 6y = ~> 0.
=1

Segundo MARTINEZ e LOUZADA [14] é possivel obter uma expressao mais simples
para (3.11) quando a estatistica for a média amostral. Considere entao 0 =s () =7 .

Obtemos a média amostral sem considerar a i-ésima observacao, dada pela expressao:

(i) _ nx _fi’ 7 = 1,27 ey M (3.12)
n_

A média das n médias, 79 de (3.12) é igual a média amostral.

De fato,
~ N Ix—nz —=x
0()=-) 7)== L —
) n;x n< n-—1
) DA P D S
n(n—1) n(n—1) —

1 1 _
:n(n_1>[nx—nx}:n(n_l)n(n—l)x—x
Portanto,

0(-) = EZW =T (3.13)

i=1
Usando a defini¢ao do estimador jackknife do erro padrao (3.11) para a média =7

temos,

n

Wy (0) = | IS @ - 1) (3.14)
=1

n

(2

Substituindo (3.12)em (3.14) segue que,
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Portanto,
B (7) = || 3 (0= 7 (3.15)
jack n (n . 1) p 7 . .
. e . , (n—1)
A expressao (3.15) é idéntica & expressao (3.7), o que motiva o termo ~——— em

n
(3.11). Este termo pode ser interpretado como uma corregao, para que a expressao

(3.14) seja um estimador nao viesado de 6.

Exemplo 3.2. Considere os dados a seguir:

Tabela 3.1: Dados para encontrar o estimador jackknife do erro padrao da média

52 | 104 | 146 | 10 | 51 | 30 | 40 | 27 | 46

Vamos determinar o estimador jackknife do erro padrao de 0=1.

Observe a Tabela 3.2, que ilustra os passos recorrentes para encontrarmos o esti-

mador jackknife do erro padrao para a média.

Tabela 3.2: Construgao do erro padrao jackknife da média, exemplo 3.6

i z; z® @0 — 7))
1 92 56,74 0,27

2 104 50,24 35,66

3 146 44,99 125,93

4 10 61,99 33,38

D 51 56,87 0,42

6 30 59,49 10,71

7] 40 58,24 4,11

8 27 59,87 13,34

9 46 57,49 1,63

T =56,22 | 6y = 56,21 | soma—225,49

G _nT—x 9T —ax;  9-956,22—x; 505,98 —x;
X —= —= = =

n—1 8 8 8 ’
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~ 1 —
i=1

Logo,

n

Aot = | — 12 (7 -7)° = g (225,49) = 14, 15.

n -
=1

Observa-se que o estimador jackknife do erro padrao de 0 =s (x) =T é igual ao

erro padrao da média estimado por dp (T) = {/ — o que era de se esperar.
n

Descreve-se a seguir o algoritmo jackknife para o calculo do erro padrao jackknife
de um estimador geral.

Considere uma amostra original = = (x1, 23, .., ) de tamanho n.
O algoritmo para estimativa do erro padrao jackknife,

1) defina a estatistica de interesse;
0=s(x);

2) gere as amostras jackknife;
gere a amostra jackknife 1;
xt = (19,73, ..., 7,)
gera a amostra jackknife 2;

22 = (11,23, ..., )

gere a amostra jackknife n;

" = (.Th L2y eeny xn—l)

3) calcule a estatistica de interesse da cada amostra jackknife obtido em 2;

~

O = s («')
O) = 5 (%)
Oy = s (")

4) estime o erro padrao jackknife da estatistica utilizando a seguinte expressao,

Ty = | =3 (B9 -

n -
=1
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n
onde 6 (1) = - Zé\(i)’ sendo € o valor que a estatistica assume na amostra original.
i=1

A Figura 3.2 esquematiza o diagrama do algoritmo jackknife do erro padrao.

Figura 3.2: Algoritmo para estimativa do erro padrao jackknife

Nota-se que o algoritmo jackknife multiplica a informacao inicial, pois além das

estimativas de 6, obtém-se n valores para a mesma estatistica.

3.3 Meétodo bootstrap

Para calcular os intervalos de confianca bootstrap, descritos no capitulo 4, é necessario
calcular primeiramente o erro padrao bootstrap, ja que é utilizado no lugar do erro
padrao da amostra original. Antes de descrever como encontrar o valor do erro padrao

bootstrap, (segdo 3.5), nesta segao, descreve-se como encontrar as réplicas bootstrap.

A ideia béasica do método bootstrap é reamostrar de um conjunto de dados direta-
mente ou via um modelo ajustado, a fim de criar réplicas dos dados, a partir das quais
pode-se avaliar a variabilidade de quantidade de interesse, sem usar calculos analiticos.
Assim pode-se classificar o método bootstrap em paramétrico e nao paramétrico, como

veremos a seguir.

3.3.1 Meétodo bootstrap nao paramétrico

O termo bootstrap nao paramétrico é utilizado quando nao se tem nenhuma su-
posicao sobre a distribuicao do conjunto de dados, ou seja, a distribuicao da qual os
dados vieram ¢ desconhecida. Neste caso utiliza-se o conjunto de dados diretamente

para gerar as réplicas.

3.3.2 Meétodo bootstrap paramétrico

O termo bootstrap paramétrico é utilizado quando se tem alguma suposi¢ao so-

bre a distribuicao de probabilidade dos dados. Ou seja, no caso do método bootstrap
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paramétrico, existe uma suposicao sobre a distribuicao que originou os dados e as B
amostras boostrap sao geradas utilizando esse modelo, a partir dos parametros estima-

dos com os dados da amostra original.

Tanto o bootstrap nao paramétrico como o bootstrap paramétrico geram uma grande
quantidade de amostras. A diferenca chave entre eles é que o método bootstrap nao
paramétrico utiliza-se a amostra original para gerar as amostras bootstrap ja o método
bootstrap paramétrico utiliza-se informagoes que tem-se em maos, por exemplo: depois
de ajustado o modelo conseguimos estimar os parametros dessa distribuicao de interesse
e utiliza-se esses parametros para gerar as amostras. Ou seja, no caso paramétrico cada
amostra bootstrap é obtida da distribuigao paramétrica que originou os dados, ao invés
de reamostrar-se as observagoes disponiveis. A forma de obtencao das réplicas bootstrap

¢ a mesma para o caso nao paramétrico e paramétrico.

3.4 Obtencao das réplicas bootstrap

Considere uma amostra de tamanho n, x = (x1, s, ..., Z,), oriunda de uma dis-
tribuicao F que chamaremos de amostra original. O objetivo é estimar um parametro
de interesse § = t(F') com base em x. Para isso, pode-se calcular uma estimativa
b =s (). Tal estatistica de interesse, pode ser o erro padrao. Segundo HESTER-
BERG [12], a amostra original representa a popula¢ao (objeto de estudo).

Definigao 3.28. Uma amostra bootstrap x* = (x7, x5, ..., x)) € obtida por amostragem

aleatdria n vezes, com reposicao a partir dos dados originais x = (1, Tg, ..., Ty).

A notacao * indica que x* nao é um conjunto de dados reais e sim uma reorganizagao
de x = (21, 29, ..., x,). Por exemplo, pode-se obter, x] = x7 , x5 = x5, T3 = T3, T) = T

*
R 7xn_x9'

Alguns elementos podem nao aparecer e outros aparecer com mais frequéncia.

A distribuicao bootstrap se baseia em muitas amostras bootstrap e representa uma
distribuicao amostral desta estatistica. Para obter resultados confiaveis, é preciso rea-
lizar varias amostras bootstrap do mesmo tamanho n. Essas amostras bootstrap devem
ser feitas com reposigao e de forma aleatoria. Para MONTGOMERY e RUNGER |[18],
o numero de amostras bootstrap pode ser estipulado verificando a variacao do desvio
padrao para a estimativa do parametro em questao calculado para as amostras boot-
strap a medida que estas sao realizadas. Quando esse valor ficar estavel teremos a
quantidade de amostras bootstrap adequada. A variabilidade do bootstrap é dada pela
escolha da amostra original e pelas amostras bootstrap. Deve-se gerar um ntmero

finito B de amostras bootstrap. Em relacao ao niimero de réplicas bootstrap B EFRON
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e TIBSHIRANTI |7], KENDALL e STUARD [13| e HALL [11] discutem a quantidade de
replicagoes bootstrap necessarias para uma boa estimativa do erro padrao e do intervalo
de confianga. EFRON e TIBSHIRANTI [7] afirmam que para obter-se uma boa estima-
tiva do erro padrao através do bootstrap sao necesséarias entre 25 e 200 replicagoes e
que, para uma boa estimativa dos limites de confianca seriam necessarias mais de 500
replicagoes. Utiliza-se neste trabalho 1000 replicacoes para a construcao de intervalos

de confianca bootstrap e 40 replicagoes para estimar o erro padrao bootstrap.

Definicao 3.29. Para cada amostra bootstrap estima-se 6 através das réplicas bootstrap

5}: =s(x;),b=1,2,....B, onde B € o niimero de amostras bootstrap geradas.

Resumidamente, o bootstrap gera um grande ntimero de amostras bootstrap B inde-
pendentes x7, x5, ...,x5 , por amostragens de tamanho n igual ao da amostra original
com reposi¢ao da mesma. Correspondente a cada amostra bootstrap tem-se uma réplica
bootstrap, que € o valor da estatistica avaliada, denotada por (/9\; =s(z;),b=1,2,...,B.

A Figura 3.3 ilustra esse procedimento.

Figura 3.3: Réplicas Bootstrap

3.5 Erro padrao bootstrap

O objetivo desta secao é descrever o erro padrao bootstrap, bem como a estimativa
bootstrap do viés, valores tteis para os calculos dos intervalos de confianca bootstrap,

descrito no capitulo 4.

Definicao 3.30. A estimativa bootstrap do erro padrao € o desvio padrao das réplicas

bootstrap, ou seja, define-se a estimativa bootstrap do erro padrao El;boot por,

__ ~ 1 E . )
Ao (0) = {ﬁZ[s (7) =5 ()] } (3.16)

b=1
com s (xy) igual ao valor da estatistica para cada amostra bootstrap e B é o nimero de

amostras bootstrap geradas, onde
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)= s )

A estimativa do erro padrao bootstrap mostra o quanto de variacao ou dispersao
existe em relagao a média (ou valor esperado).

Definicao 3.31. Define-se o estimador bootstrap ideal de dpp (5*), como sendo o

limite de El;boot quando B tende ao infinito, ou seja,
i dpoo = dpp (9 ) : (3.17)

Quando B — oo tem-se a oportunidade de verificar melhor a variabilidade real. O
quanto se deve aumentar B vai depender do método. O estimador bootstrap ideal e
sua aproximacao dp,,,, sao chamados estimadores bootstrap nao paramétricos, ja que

se baseiam em F', um estimador nao paramétrico de F.

Apresenta-se em seguida o algoritmo bootstrap para o calculo do erro padrao boot-
strap de um estimador geral. Considere uma amostra original x,, = (x1, %2, ..,z,) de

tamanho n.

1) selecione B amostras bootstrap independentes x7,z3, ..., x5, cada amostra

constituindo de n valores retiradas com reposi¢ao de x = (x1, za, .., ,);
2) calcule a réplica bootstrap /0\;‘ para cada amostra bootstrap;
§Z:s(x2), b=1,2,3..., B,

3) utilize as B estimagoes s (z;) para calcular a estimacdo do erro padrao

bootstrap da seguinte forma,

B
dpboot: {B 12 ;_9* : }7

onde 6’* Z@b

A Figura 3.4 esquematiza o diagrama do algoritmo bootstrap do erro padrao.
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Figura 3.4: Algoritmo para estimativa do erro padrao bootstrap

O algoritmo descrito na Figura 3.4 aplica-se ao caso do bootstrap nao paramétrico.
No caso do bootstrap paramétrico, procede-se de maneira semelhante com uma tnica
diferenga: cada amostra bootstrap é obtida da distribuicao paramétrica que originou os
dados, ao invés de reamostrar-se as observacoes disponiveis. O livro de SHAO e WU
[26], apresenta um apanhado geral dos teoremas sobre a consisténcia e precisao dos
estimadores. Os autores mostram que a aproximacao bootstrap é valida para a maioria
das estatisticas de interesse e que seus estimadores sao consistentes.

A técnica bootstrap nos permite verificar o viés olhando se a distribuicao bootstrap
da estatistica esta centrada na estatistica da amostra original. Se o valor do viés é
pequeno, hé uma indicagao de que os valores estimados devem se encontrar proximos

dos valores verdadeiros.

Definicao 3.32. Um estimador utilizado para estimar um pardmetro apresenta viés,
ou seja € viesado, quando a distribuicao amostral nao estiver centrada no verdadeiro

valor do pardmetro.
E (5* (-)> £0. (3.18)
Definicao 3.33. A estimativa bootstrap do viés é definida dado por,
Di€Sbont (5) —0*() -0, (3.19)

. 1 E
onde 0" (+) = EZ@Z
b=1

Segundo EFRON [7| podemos considerar o viés pequeno se é menor que 25% de seu
desvio padrao, isto € se |ViéSpoet <§)‘ <0, 25dp[<§>].

A Tabela 3.3 mostra a classificacao do viés.
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Tabela 3.3: Classificagdo do viés

v/z'Zeboot <§> < 0|8 <8 | Subestima a estatistica
ViS00t (5) —0|9=4¢ Nio h viés
ﬁgsboot (5) >0|0">0 Superestima a estatistica

Definicao 3.34. O estimador de 6 corrigido € definido por,
A) . (3.20)

eboot =0 Uiesboot (9

Os calculos de (3.16), (3.19) e (3.20) podem ser feitos utilizando o codigo 1 do anexo
A.1 (BORKOWSKI), [2].



4 Intervalos de confianca baseados no

método bootstrap

Neste capitulo apresenta-se os intervalos de confianca baseados no método bootstrap.
Antes descreve-se brevemente os intervalos de confianca assintéticos.

No processo de inferéncia estatistica, geralmente nao é suficiente somente avaliar
determinadas caracteristicas com o procedimento pontual. E necessario recorrer a um
mecanismo de estimacgao por intervalo, que possibilita avaliar o erro que se comete
na estimagao pontual. A avaliagdo deste erro pode ser feita com a construgao de um

intervalo de confianca para o parametro de interesse.

4.1 Intervalos de confianca assintéticos

Uma estimativa pontual de um parametro de interesse 6, pode nao ser suficiente
no auxilio de deducoes. Dai, as medidas de precisao desta estimativa possibilitam que
o pesquisador conjecture e tire conclusoes baseadas em suas observagoes. O intervalo
de confianga produz uma avaliagdo do erro que se comete na estimagao, sob ponto de
vista diferente do erro padrao.

Quando utilizamos um estimador pontual como por exemplo a média amostral
X, para estimar um pardmetro como a média populacional p, ndo temos meios de
julgar qual a possivel magnitude do erro que estamos cometendo. Dai surge a ideia
de construirmos intervalos de confianga para os parametros populacionais os quais sao
baseados nas distribui¢oes amostrais dos estimadores pontuais (MAGALHAES), [15].

A estimacao intervalar, como o proprio nome diz, consiste na determinacao de um
intervalo onde, com uma certa confianga, esteja o parametro 6 desconhecido, tendo-
se em conta seu estimador. A vantagem da estimacao intervalar é a possibilidade de
determinar o erro maximo cometido na estimacgao, com uma certa confianca.

Em vez de estimar o pardmetro por um tnico valor, é dado um intervalo de es-
timativas provaveis. O quanto estas estimativas sao provaveis sera determinado pelo

coeficiente de confianga (1 — «), para « € (0, 1).

Definicao 4.1. Considere uma amostra da varidvel X retirada de uma popula¢do com

39
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distribuicao que depende de 6. Denota-se o intervalo de confianca para 6 da sequinte

forma,

[Li(x) , Ls ()] (4.1)

onde, Ly (x) € o limite inferior do intervalo e Lg (x) é o limite superior do intervalo.

Definicao 4.2. O intervalo de confianca € simétrico quando a quantidade

Li(z)—0

q(z)= LS(:(:)—§

=1,

e dizemos que q (x) € o indice de simetria de um intervalo de confianga.

Dentre um grande nimero de possiveis realizacoes de um experimento que objetiva
gerar uma estimativa 0 de 0, todas considerando amostras de tamanho n, de cada 100,
100(1 — «) produzirao intervalos de confianga que vao conter 6, o verdadeiro valor do
parametro. A amostra obtida no experimento é apenas uma dentre varias ou infinitas
possibilidades e a estimativa 9 obtida na amostra poderia ser diferente em alguma
outra amostra obtida da mesma populagao, através do mesmo processo de amostragem.
Realizado o experimento uma tinica vez, o pesquisador tem em maos apenas uma destas
possiveis estimativas e dai surge a seguinte questao: qual a confianca que pode-se
depositar nesta estimativa? O coeficiente de confianca ajuda a responder essa questao.

A interpretagao de (4.1) pode ser dada, por

O intervalo de confianga descrito em (4.2) nao é uma aproximacao, ele é dito exato,
ou seja a probabilidade em questdo ¢ igual a (1 — «).
Em geral os intervalos de confianga sao construidos com &reas iguais sob a curva

normal,
PO <Li@) =5, Pelo> Ls(@)] = 5. (4.3)

No entanto as vezes nao é possivel construir intervalos de confianga como em (4.2).

Os intervalos de confian¢a mais utilizados sao os aproximados, ou seja,
Pr[Li(z) <0< Lg(x)] = (1 —a). (4.4)

A principal limitac¢ao para a construcao de intervalos conforme enunciado em (4.4)

é a necessidade de uma amostra suficientemente grande para garantir a validade das
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aproximacoes em questao, pois a teoria utilizada para a construcao de tais intervalos
¢ a teoria assintotica. Os intervalos de confianca exatos sao construidos através de
solugoes analiticas complexas, ja os intervalos de confianca aproximados dependem de
aproximacoes assintoticas como a normalidade assintotica dos estimadores de maxima

verossimilhanga, (EMV).

4.1.1 Intervalos de confianca para a média

Quando queremos estimar a média de uma populacao através de uma amostra
temos dois casos distintos a considerar: quando a variancia da populacao é conhecida
e quando ela é desconhecida.

Para interpretar o intervalo de confianca da média, assume-se que os valores sao
amostrados de forma independente e aleatéria de uma populagao normal com média g

%, Dado que estas suposicoes sdo validas, temos 100(1 — «) de “chance”

e variancia o
do intervalo conter o verdadeiro valor da média populacional. Em outras palavras,
se produzirmos diversos intervalos de confianga provenientes de diferentes amostras
independentes de mesmo tamanho, podemos esperar que aproximadamente 100(1—a)%

destes intervalos devem conter o verdadeiro valor da média populacional.

Considere uma amostra aleatoria simples x1, s, ..., x,, obtida de uma populagao com

distribuicdio Normal, com média y e variancia o conhecida. Desta forma, a distribuicao
2

. . . T A . O
amostral da média também é Normal com média y e varidancia —. Logo, temos
n

Z ~ N (0,1).

_ X

vn
A variavel Z segue distribuigao Normal padronizada.

Considere que a probabilidade da variavel Z com valores entre —zs e za ¢ (1 —a).
Os valores —zs e za sdo obtidos na tabela da distribuicao Normal. Assim o intervalo

de confianga da média com variancia conhecida é dado por,

ch;1—ay:CY—@ X4¢a“>. (4.5)

Vi Xt

Por exemplo, se considerarmos 100(1 — o) = 0,95, retirada uma amostra e encon-

trada sua média e, admitindo conhecer o podemos construir o intervalo,

— o — o
X-1,9%—, X+1,96— | . 4.6
(¥ 1907 X197 (4.)

Esse intervalo de confianca pode ou nao conter o parametro p mas pelo exposto

acima temos 95% de confianga de que contenha, Figura 4.1.
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Figura 4.1: Esquema-Intervalo de confianca

Na Figura 4.1 X1 ¢é a média da amostra X1, X2 é a média da amostra X2,..., Xk
é a média da amostra Xk.

Para ilustrar o que foi dito acima, considere-se o seguinte experimento de simulagao
BUSSAB e MORETTIN [3]. Foram geradas 20 amostras de tamanho n = 25 de uma
distribuicao normal com média . = 5 e desvio padrao o = 3. Para cada amostra foram
construidos os intervalos de confianca para p com coeficiente de confianga de 95%,
utilizando a equacao . Na Figura 4.2 tem-se esses intervalos representados e notamos
que trés deles nao contém a média p = 5.

Figura 4.2: Intervalos de confianca para a média de uma N(5 , 9), para 20 amostras de tamanho
n=25

No caso em que a variancia populacional é desconhecida, utiliza-se a variancia

amostral S? como estimativa de o?. Assim,

~ t — Student(, 1),
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A variavel T segue distribui¢ao ¢ de Student com n — 1 graus de liberdade.

Entao, ao fixar-se o coeficiente de confianga em (1 — «), obtém-se da Tabela da
distribuicao ¢t — Student, o valor t<(n_1) a): Logo, o intervalo com 100(1 — )% de
)

confianca para p, com variancia desconhecida, é dado por:

_ g
IC(p; 1—a)= (X —tn-1),2 ==, X Ftn (4.7)

NG

4.1.2 Intervalo de confianca para a variancia

o
)75 \/ﬁ :

Considere-se uma amostra aleatoria x=(z1, x9, ..., Z,), de tamanho n de uma popu-
lacdo com distribuicdo normal com média e variancia o?. Um estimador para o é a

variancia amostral S2.

Seja © = (x1,23,...,r,) uma amostra aleatoria de uma populagdo normal X ~

N (u, 02) com média populacional e variancia populacional o2 desconhecidas. Pode-
(n—1) 52

5 ~ x2_,,onde X2 _, é a distribuicdo qui-quadrado com (n—1)

se mostrar que
graus de liberdade.
A partir deste resultado, obtém-se o intervalo com 100(1 — «)% de confianga para

a variancia, dado por:

IC(0*; 1—a) = <(n6311152 7 (n 221) 52> . (4.8)

sendo @12 e Q2 obtidos na tabela da distribuigao Qui-quadrado.

4.2 Intervalos de confianca bootstrap

O método bootstrap ¢ uma técnica robusta na construgao de um intervalo de con-
fianca. A seguir apresenta-se os diferentes métodos de obtencao dos intervalos de
confianca bootstrap, sendo eles o intervalo bootstrap padrao, o intervalo bootstrap-t, o
intervalo bootstrap percentil, BCBP e o BC, sendo os dois ultimos uma adaptacao do
intervalo percentil para casos especiais. O calculo do erro padrao bootstrap é utilizado
nos intervalos de confianca bootstrap aproximados para um parametro de interesse
0. Utiliza-se em todos os intervalos de confianca bootstrap mencionados a notagao
[L;(z) , Ls(z)] em que L () é o limite inferior do intervalo e Lg () é o limite supe-

rior do intervalo, conforme (4.1).

4.2.1 Intervalo bootstrap padrao

Como na maioria dos intervalos de confianga bootstrap usa-se o erro padrao boot-

strap dp,,..:, deve-se primeiramente encontra-lo utilizando o cédigo 1 que se encontra
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no anexo A.l, (BORKOWSKI), [2]. Neste coédigo, também encontra-se o valor do
viés que ¢é utilizado nos intervalos de confianga bootstrap padrao e bootstrap-t com
viés ajustado. Considere X uma variavel aleatéria com distribuicao F' desconhecida,
x = (x1,29,...,4,) uma amostra de X. A partir das B amostras bootstrap z* =
(27,25, ...,x5) calculamos as réplicas bootstrap @\Z = s(z") b = 1,2,..., B e depois
encontramos C/Z]\)boot (5*) Segundo EFRON e TIBSHIRANTI 7] podemos definir a vari-

avel,

Z{,":MNN(O,U. (4.9)

A variavel Z; segue a distribui¢ao Normal padrao.

Adotando-se o coeficiente de confianga 100 (1 — )% com 0 < o < 1 é possivel

obter o valor z. na tabela da distribuicao normal padrao que satisfaz,
Pl-2.<Zy < +z]=(1-q).
Na tabela z. é o valor critico tal que,
PO< Z; <z)=(1—-a)/2.

Entao pode-se escrever

~

0—10

Pl—z. < —F
dpboot (0*>

<tz | = (1 - Oé) )
o que implica,

P [5— ZC@boot (5*) <H<b+ ZCE]\?boot (@\*)} =(1-a).

Logo, pode-se definir o intervalo de confianca bootstrap padrao conforme a definigao

4.3.

Definicao 4.3. Considere @boot (é\*), a estimativa bootstrap do erro padrao de 0. 0
intervalo de confianga bootstrap padrao para 6 com coeficiente de confianga 100 (1 — o) %

€ dado por,

[a— Zc@boot <§*> 0+ Zc@boot (5*” : (4.10)
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Uma vantagem desse método é a facilidade algébrica para obter o intervalo de
confianca para 6.

Usando o fato dessa aproximacao ser assintotica, o intervalo de confianca bootstrap
padrao pode ser impreciso. As vezes, a assimetria e o viés podem estar presentes na
distribuicao de Z.

Definicao 4.4. O intervalo de confianga bootstrap padrdao com viés ajustado, com

coeficiente de confianca 100 (1 — o) % € dado por,

(9 2 (7)) — 0 () (0 5 (7)) = 7800 (3)] . (210

4.2.2 Intervalo bootstrap-t

Segundo EFRON e TIBSHIRANTI [6] e HALL [10] o procedimento bootstrap-t tam-
bém é uma generalizacao do método t-Student, sendo em particular, aplicado as es-
tatisticas de locacao tais como a média amostral, a mediana ou ainda os percentis
amostrais. Estes autores citam que pelo menos em sua forma tradicional, o método
bootstrap-t nao é uma boa construcao de intervalos para outras estatisticas, como por
exemplo, o coeficiente de correlagao.

Da mesma forma que o intervalo bootstrap padrao pode-se encontrar o intervalo
de confianga bootstrap-t e o intervalo bootstrap-t com viés ajustado, ambos utiliza-se o

erro padrao bootstrap @boot (é\) .

Quando 6 ¢ a média amostral, Gosset (1876-1937) mostrou que a expressao (4.9)

tem uma aproximagao t — Student

. 0-9 N
C )

em que t,_; representa a distribuigao ¢t — Student com (n — 1) graus de liberdade.

(4.12)

O lado direito da expressao (4.12) é interpretado como uma quantidade pivotal
aproximada. Note-se que em seu denominador tem-se um estimador do desvio padrao
de 5; para a amostra bootstrap z*. Caso nao tivéssemos em maos esse estimador, um
novo esquema de reamostragem seria necessario para estimar o erro padrao, para cada
uma das B amostras bootstrap. Neste caso, o nimero de amostras bootstrap necessarias
para a construcao de intervalos de confianga bootstrap-t seria dado pelo produto de B
pelo nimero de novas amostras bootstrap requeridas para cada estimacao de El;boot (@\*)
Em alguns casos esse niimero de amostras requer um poder computacional muito alto.

Para Karlsson & Lothgren (2000) (apud MARTINEZ e LOUZADA-NETO), [14] este

processo recebe o nome de “douple bootstrap”.
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Ao fixar-se o coeficiente de confian¢a em 100 (1 — ) % com 0 < a < 1, obtém-se

na tabela da distribuicao ¢t — Student o valor t. que satisfaz,

Este valor é encontrado na tabela considerando (n — 1) graus de liberdade e con-

sultando a coluna 100a%.

Entao pode-se escrever,

o que implica

P [é\— tca;boot <§*> <h<f+ tcgz\?boot (é\*)} =(1-aq).

Assim, pode-se definir o intervalo de confianga bootstrap-t conforme a definigao 4.5.

Definicao 4.5. Considere c/lEboot <§*>, a estimativa bootstrap do erro padrao de 0.0
intervalo de confianga bootstrap-t para 6 com coeficiente de confian¢a 100 (1 — ) % €

dado por,

[é\_ tc;l;boot (é\*) , 0+ tc@boot (é\*)} ~ (4.13)

Definicao 4.6. O intervalo de confian¢a bootstrap-t com viés ajustado com coeficiente
de confianga 100 (1 — «) % € dado por,

(6= e (7)) = 0 (8) (7 1 (7)) 0 (3)] - (420

O intervalo bootstrap-t funciona bem quando a distribuicao da estatistica é aproxi-
madamente normal e a estatistica apresenta viés pequeno. Respeitando essas restrigoes
o intervalo de confianga bootstrap-t pode ser calculado na estimagao de diversos para-
metros, tais como a média populacional, a propor¢ao e a variancia.

Ha uma tendéncia geral para que os intervalos bootstrap-t tenham amplitudes
menores do que os intervalos baseados na tabela normal. No entanto, este ganho
de precisao faz-se a custo de uma perda de generalidade, como ja acontece em certa
medida, quando se aplicam as tabelas da distribuicao t de Student relativamente a

normal.
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4.2.3 Intervalo bootstrap percentil

Seré descrita uma outra abordagem para o intervalo de confianca bootstrap, baseada
em percentis de uma estatistica bootstrap. A ideia dos intervalos de confianca percentil
¢ muito simples e se baseia na utilizacao dos percentis do histograma bootstrap para
definir os limites de confianga. No intervalo de confianca bootstrap percentil do tipo 1
utiliza-se o percentil (%) 100% e o percentil (1 — %) 100% das estatisticas amostrais

no bootstrap.

Considere X uma v.a. com distribui¢do F' desconhecida e x = (z1, zs, ..., x,) uma
amostra de X. Encontradas as B amostras bootstrap x* = (x7, 3, ..., x)) e consequente-
mente as réplicas bootstrap 6; = s(x*) b= 1,2, ..., B, pode-se definir o intervalo boot-

strap percentil do tipo 1 da seguinte forma:

Definicao 4.7. O intervalo de confian¢a bootstrap percentil do tipo 1 com coeficiente

de confianga 100 (1 — ) % € obtido pelos (%) — ésimo e (1 — %) — ésimo percentis
de ﬁ, em que F éa funcao de distribuicao empirica de 0.
Uma expressao para esse intervalo de confianca é:
i) Ls@] = B Bty |- (415)
(5) 7 (1-%)

~ ~ «
Como F (_ al) = ’(‘g), representa o percentil de ordem <§> da distribuicao bootstrap,
2 2

pode-se reescrever a expressao (4.15) da seguinte forma,

Li(@) , Ls @) = g+ 8, _a)- (416)

Na pratica utiliza-se um numero finito B de replicacoes, gerando as amostras

xy, x5, ...z, e a partir destas calcula-se as replicagbes bootstrap 5;; = s(zy), b =
1,2,...,B.

Um exemplo para entendimento dos detalhes deste método bootstrap percentil,

encontra-se no Anexo B.

A distribuicao bootstrap da média 0 aproxima-se da distribuicao normal quando
n— o0o. Nesse caso, os intervalos de confianca bootstrap percentil e o intervalo de
confianca bootstrap padrao serao semelhantes. Quando n é reduzido, o histograma
bootstrap pode afastar-se da normalidade e os dois tipos de intervalos serao diferentes.
O intervalo bootstrap percentil estima automaticamente as transformacoes e faz a sua
incorporagao direta no calculo dos intervalos. EFRON e TIBSHIRANTI [7] apresentam

o exemplo em que se pretende estimar o parametro § = e a partir de § = e*. O
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intervalo de confianca padrao para # tera problemas de simetria e cobertura. Neste
caso pode ser feita uma transformacao gg = log@\ e em seguida, o calculo do intervalo
de confianca padrao. Depois, remeter os valores para a escala original dos valores de 6.
Assim os pontos criticos do intervalo de confianca de 6 serao deslocados para a direita.
O método percentil fornece diretamente um intervalo de confianga preciso para 6 e o
histograma obtido é proximo da distribuigao exponencial. Aplica-se o mesmo intervalo
percentil para ¢ e obtém-se um histograma préximo da distribuicao normal. Neste
sentido, o intervalo percentil pode ser interpretado como um algoritmo que introduz
automaticamente as transformacoes necessarias no calculo dos intervalos de confianca,
o que permite uma utilizacao mais geral e eficaz, dado que nao necessitamos conhecer

a transformacao apropriada a utilizar. Isto nos leva ao seguinte lema, EFRON e TIB-

SHIRANI [7].

A

Lema 4.1. Suponha a transformacao ggz m (Q) que normaliza a distribuicao de 9:
¢~ N (o, ),

para toda a escolha de 1/5, o mecanismo de probalidade. Entao o intervalo percentil

baseado em gg é,
[m_l(gb — z(%)c) , m! (QAS— 2(17%)c>] . (4.17)

Uma 6tima propriedade do intervalo construido pelo método percentil é a invarian-

cia de transformacoes mondtonas descrita na secao 4.3.

Para o Intervalo bootstrap percentil do tipo 2, utiliza-se os percentis das diferencas
dos valores da estatisticas das reamostragens em relacao ao valor médio desta mesma es-
tatistica. Considere X uma v.a. com distribui¢do F' desconhecida e z = (z1, 29, ..., T;,)
uma amostra de X. Encontra-se as B amostras bootstrap x* = (27, x5, ...,x)) e conse-
quentemente as réplicas bootstrap 5;" = s(z%), b = 1,2,..., B. Em seguida calcula-se
a média das réplicas bootstrap que denotaremos por é\g‘ Apos, encontra-se, para cada
réplica bootstrap, 5}; = s5(z"), b = 1,2,..., B a diferenga A} entre o valor de cada

=<
*

estimativa da réplica bootstrap e a média de todas as estimativas bootstrap 0}, ou seja,
AL =0; — 6. (4.18)
Apos este calculo, essas diferencas sao ordenadas de forma crescente, obtendo-se B

diferencas. Assim pode-se encontrar o percentil desejado para as diferencas de maneira

analoga ao tipo 1.
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Definicao 4.8. O intervalo de confianc¢a bootstrap percentil do tipo 2 com coeficiente
de confian¢a 100 (1 — «) % € obtido pelos percentis das diferencas dos valores das es-

tatisticas nas réplicas bootstrap, com sua média.

Uma expressao para esse intervalo de confianca é:
L; (z) , Lg(z)] = [A?%)% , A*{lfa)%] . (4.19)

Por exemplo: Para um intervalo de confianca de 95%, encontram-se os percentis de
2.5% e 97.5% das diferencas e calcula-se o intervalo de confianca bootstrap percentil da

seguinte forma:

[L1(z) , Ls(@)] = [Dlsy » Dorsvl - (4.20)

Para verificar se o intervalo de confianca t calculado é confiavel, podemos compara-
lo com o intervalo de confianca percentil. Se o viés for pequeno e a distribuicao bootstrap
for aproximadamente normal, os dois intervalos irao apresentar valores muito proximos.
Segundo HESTERBERG [12], caso os intervalos de confianga bootstrap calculados pela
t e pelo percentil nao tiverem valores proximos, nenhum destes métodos deve ser uti-
lizado. Entretanto EFRON e TIBSHIRANTI [7], afirma que se a distribui¢ao bootstrap
nao for aproximadamente normal, mas se existir uma transformacao monétona pos-
sivel que a torne normal, pode-se calcular o intervalo bootstrap percentil para os dados
transformados e posteriormente desfazer a transformagao para os limites do intervalo
encontrado. Isto é possivel uma vez que a transformacao utilizada é uma transfor-
macao monotona, portanto o intervalo de confianca bootstrap pelo método percentil
assim calculado coincide com o intervalo de confianca bootstrap pelo método percentil
para os dados transformados.

Segundo EFRON e TIBSHIRANI [7], se o viés e a assimetria estao presentes de
forma muito forte é mais recomendéavel que se utilize os métodos de bootstrap de cor-

re¢ao como o método BCPB e o método BC, .

4.2.4 Intervalo bootstrap BCPB

O intervalo de Confianga Percentil Corrigido em Relagao ao Viés (BCPB) “Biased-
Corrected Percentilt Bootstrap” segundo RIZZO e CYMROT [23], ¢ um método boot-
strap que faz correcoes substanciais. Neste método os extremos do intervalo serao os
percentis da distribuigao bootstrap ajustados, para corrigir o viés e a assimetria da dis-
tribuicao. Por exemplo, para encontrar um intervalo de confianca BCPB com 95% de
confianca, é preciso ajustar os percentis , que para um céalculo de intervalo de confianga

Percentil seriam 2,5% e 97,5%, como ilustrado no anexo B. No intervalo de confianga
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bootstrap BCPB serao outros valores de percentis. O intervalo de confianca BCPB

possui as seguintes propriedades:

Propriedade 4.1. Se a estatistica for viesada “para cima” o BCPB move os extremos

para a esquerda.

Propriedade 4.2. Se a estatistica for viesada “para baixo” o BCPB move os extremos

para a direita.

Considere X uma v.a. com distribui¢do F' desconhecida e x = (z1, 23, ..., x,) uma
amostra de X. Encontradas as B amostras bootstrap x* = (27, x5,...,x)) e as réplicas
bootstrap 5;; =s(z"),b=1,2,..., B, deve-se ordenar as B estimativas 5;',‘ =s(z"), b=
1,2, ..., B, de forma crescente. Entao encontra-se a proporcao das réplicas bootstrap,

menores que é\, denotada por py.

Definicao 4.9. A propor¢ao po € definida como a probabilidade de uma estimativa ser

inferior a estimativa da amostra original 6.

Uma expressao para a proporcao pg das réplicas bootstrap é dada por,

w=P0 <0, b=12..B (4.21)

Tendo o valor de py em maos, encontra-se o parametro de correcao do viés que é

denotado por zj.

Definicao 4.10. O pardametro de correcao do viés zy € a inversa da normal padrdo

aplicada no ponto py de modo que

2= (po). (4.22)

Assim tem-se B valores de zy e em seguida calcula-se a média para esses valores

obtendo um tnico valor, denotado por Zj.
Selecionado um coeficiente de confianga (1 — a) 100% para a estimativa do parametro

e encontrado z<g) obtém-se as correcoes para os percentis.
2

Definicao 4.11. As correcoes Pr e Ps sao definidas por,

Pr=a (22—0— z(%)> . Ps=0 (2z_o+ z(%)> . (4.23)

Definicao 4.12. O intervalo de confianca bootstrap BCPB € definido por:

~

(L;(z) , Lg(2)] = (5*(”) , 9*(p5)). (4.24)
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4.2.5 Intervalo bootstrap BCa

O método de Correcao do Viés Acelerado BC, (“Bias-Corrected and Acceleration”)
permite encontrar o intervalo de confianca quando a assimetria estiver presente de
maneira muito forte. Esta metodologia de construgao de intervalos de confianca cons-
titui um aperfeicoamento na concepcao dos intervalos de confianga bootstrap, EFRON
e TIBSHIRANT [7].

Tal método permite ultrapassar e sanar alguns problemas colocados pelos interva-
los de confianga bootstrap-t e percentil quando a distribuicao é bem assimétrica. No
entanto, os intervalos de confianca BC, exigem um volume de calculo elevado, fator
que constitui um grande inconveniente para este método.

Assim como nos casos dos intervalos de confianca percentil e BCPB, o BC, utiliza
os percentis da distribuicao bootstrap para a construcao dos intervalos de confianca
para parametros de interesse. Neste caso utiliza-se percentis que dependem de duas
constantes: Zzy denominada correcao para a tendéncia e a denominada constante de
aceleracao, que ajusta o intervalo de confianca em relacao a assimetria. A constante zg
representa a magnitude da tendenciosidade mediana de 0" ou seja a discrepancia entre
a mediana de 8%¢ 0. J4 a constante de aceleragao a representa a taxa de variagdo do
desvio padrao de 0 relativamente ao verdadeiro valor do parametro 6. Segundo EFRON
e TIBSHIRANTI [7] o método BC, é mais indicado que é o método BCPB. Antes de

definir o intervalo bootstrap BC,, vamos definir as constantes z, e a.

Definicao 4.13. O walor de Zy que representa o enviesamento mediano de 6%, isto
€, o desvio entre a mediana dos valores de 6 e o valor obtido para 0 em unidades
normais, € calculado diretamente a partir da proporcao das réplicas bootstrap inferiores

a estimativa original 6, ou seja,

— (4.25)

onde @~ € a inversa da funcdo de distribuicdo acumulada normal padrao.

Se a metade das medianas de 6 = s (z*), b=1,2,..., B forem menores ou iguais a

9 obtemos 20 = 0.

A constante de aceleracao a diz respeito a taxa de variacao do desvio padrao de )
relativamente ao verdadeiro valor do parametro 6. Essa constante corrige a hipotese
nao realista exigida pela aproximacao normal ~ N (0 . dp? (5)), segundo a qual
o desvio padrao de 0 ¢ igual para qualquer . Existem vérias maneiras de se obter a
constante de aceleragao. EFRON e TIBSHIRANTI [7] propde o calculo de @ em termos

de valores jackknife de uma estatistica 6 = s (z).
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Definiciao 4.14. Seja 2% uma amostra jackknife (apds eliminar a observacgao i) e

é\(i) =s (xz) . O fator de aceleragao a € obtido por

n —~ —~ 3
~_ & (%0 00 (4.26)

~ 1 e~
onde 9(.) = Eze(i).
i=1

Considere X uma v.a. com distribui¢do F' desconhecida e x = (z1, z9, ..., x,) uma
amostra de X. Encontradas as B amostras bootstrap, =* = (a3, x5, ...,z)) e as répli-
cas bootstrap 5;; = s(z*), b= 1,2,..., B, pode-se encontrar o intervalo de confianca
BC, utilizando a definicao 4.15.

Definicao 4.15. O intervalo de confian¢a bootstrap BC, com coeficiente de confianca
de (1 —a)100% € dado por,

(L;(z) , Lg(x)] = (e?(m) , 9%5)) , (4.27)
onde
R /Z\O + Z(%)
Pr=¢ |z — )

1-— a (/Z\o + Z(%)>
20—1-2(1_%)

1= (5 + 5 g)

sendo ¢ (+) fungao de distribui¢dao padrao normal e 2

Ps=¢ |z +

Y

Q

) € o percentil de ordem

|

]002( ) da distribuicao normal.

o3
2

4.3 Propriedades dos intervalos de confianca

Nesta secao, sao descritas as propriedades dos intervalos de confianga tais como:
a preservacao da amplitude, a acuracia de ordem 1 e 2, a corretividade de ordem
1 e 2 e a propriedade de invariancia a transformagoes monotonas, descrevendo seu

comportamento diante dos intervalos de confianca bootstrap.

A propriedade de preservacao da amplitude respeita as restrigoes aos valores pos-
siveis para um parametro. Os métodos que satisfazem essa propriedade sao geralmente

mais precisos e confidveis.
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Propriedade 4.3. Preservacao da Amplitude (PA): Considere o parametro 6, que
assume valores em um conjunto A, de forma que A = [a, b], tal que A = [a, b] C
R, com a < b. Diz-se que o intervalo de confianca para 6 possui a propriedade de
preservacao da amplitude se seus limites inferior e superior estao contidos em A. Ou

seja,

[L; (2), Ls (2)] C A. (4.28)

Exemplo 4.1. O coeficiente de correlagdo p assume valores no intervalo [—1,1].
Espera-se que um intervalo de confianga para p, construido através de uma amostra
aleatoria (a.a), tenha limite inferior ndo menor que -1 e limite superior ndo maior que

1. Ou seja, deseja-se obter,

[Lr (), Ls (x)] C [—1,1].

Os conceitos de acuracia e corretividade mencionados a seguir, sao descritos por
EFRON e TIBSHIRANTI [7|. Por simplicidade, segundo MARTINEZ ¢ LOUZADA-
NETO [14], para definir tais propriedades, utiliza-se um intervalo de confianga unila-

teral para um parametro de interesse #, em que o unico limite de confianca é dado por

o~

0(~), onde ~y & a probabilidade de cobertura deste intervalo. Ou seja,
P [9 < 5(7)] ~ v, V7.

A nocao de acurécia esté relacionada com a proximidade entre as probabilidades

de cobertura dos intervalos (—oo , é\(v)] e [5(7) , +00).

Propriedade 4.4. Acurécia de Ordem 1: Um limite de confianga é acurado de primeira

ordem se,

P10 <0y|=7+0 (%) . (4.29)

Propriedade 4.5. Acuréacia de Ordem 2: Um limite de confianga ¢ acurado de segunda

ordem se,

P

L |

- 1
0<Biy| =7+0 (ﬁ> . (4.30)
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O termo O (-) denota a ordem da magnitude de uma sequéncia {a,},-,; de nimeros
reais, sendo que a, = O {b,} indica existir um ntmero real £ > 0 e um namero positivo
inteiro ng = ng (K) tal que |a, \ b,| < K, para todo n > ng e {b,},~,; uma sequéncia
de ntimeros reais.

A propriedade (4.4) estabelece que os erros dos intervalos de ordem 1 tendem a zero,

1
a medida que n tende para o infinito, a uma taxa de T A propriedade (4.5) estabelece
n

que os erros dos intervalos de ordem 2 tendem a zero, a medida que n tende para o

P 1 . .

infinito, a uma taxa de —. Uma comparacao destas duas taxas fornece nao somente a
n

magnitude do erro que se comete nos intervalos, mas também, um critério de escolha

entre eles, visto que a segunda taxa converge para zero bem mais rapidamente que a

primeira.

A nocao de corretividade se refere a proximidade de um limite de confianca apro-

ximado para um limite de confianca exato.

Propriedade 4.6. Corretividade de ordem 1: Um limite de confianca é correto de
primeira ordem se,

~ ~ 1
Q(,y) = Q@?ATO + Op <—) . (431)

n

onde é\afATo é o ponto de confianca exato que satisfaz, P [9 < @\(7)} = .

Propriedade 4.7. Corretividade de ordem 2: Um limite de confianca é correto de

segunda ordem se,

~ ~ 1
_ pEXATO
onde g(b;i{ATo ¢ o ponto de confianga exato que satisfaz, P [9 < @\(7)} =7.

Se X,, = Oy (an) e Y, = Op(b,), onde {an},-, e {bn},>, sdo duas sequéncias
de nimeros reais (ou variaveis aleatorias), tem-se que X, Y, = O, (a,b,). Logo as
expressoes (4.31) e (4.32) s@o equivalentes a dizer que, o limite de confianca (/9\(7) é

correto de primeira ordem se,

0,y = 055470 + 0, (—) 7, (4.33)

e correto de segunda ordem se,

~ 1\
widehatf(,y = 0277 + O, (—) 7, (4.34)
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onde ¢ é um plausivel estimador do erro padrao de 6 que usualmente é de ordem
1
v
A corretividade de uma determinada ordem implica acuracia da mesma ordem.
Propriedade 4.8. Invariancia a Transformagdes Mondtonas (ITM): Um intervalo de
confianca para um parametro # possui a propriedade de invariancia a transformacoes

monotonas se o intervalo obtido para um novo parametro ¢ = g (@), onde g (-) é uma

transformagao monotona, corresponde ao intervalo para 6 transformado por g (0).

Se g (-) € mondtona crescente entao o intervalo para o novo parametro é dado por,

(L (@), Ls @] = |9 (8)) 9 (Fig))]-

Se ¢ (-) ¢ monodtona decrescente entdo o intervalo para o novo parametro ¢ dado

por,

(4.35)

) 55101 [o () o )] 420

Apresenta-se na Tabela 4.1 a informacao que resume o comportamento de cada

método bootstrap no que diz respeito a cada uma das propriedades estudadas acima.

Nesta tabela abreviamos “nao necessariamente'por NC.

Tabela 4.1: Propriedades dos intervalos de confianca bootstrap

I.C P.A | Acur. Corr. IL.T.M
boot. padrao | NC | 1"ordem | 1"ordem | NC
boot.-t NC | 2°ordem | 2°ordem | NC
percentil SIM | 1" ordem | 1°ordem | SIM
boot. BCPB | SIM | 2 ordem | 2°ordem | SIM
boot. BC, | SIM | 2°ordem | 2°ordem | SIM




5 Aplicacoes dos métodos bootstrap

Neste capitulo, sao descritos exemplos dos métodos bootstrap aplicados em 4 dados
simulados e um exemplo a dados reais. E realizado uma comparacao dos intervalos de
confianca bootstrap com os intervalos de confianca usuais e também é verificado, dentre

os intervalos de confianca bootstrap, qual apresenta o melhor resultado.

5.1 Exemplos - Comparacao dos intervalos de confi-
anca

Na maioria dos casos, como visto no capitulo 4, h& necessidade de utilizar resulta-
dos assintoticos para o calculo dos intervalos de confianga (por exemplo, a normalidade
assintotica dos estimadores de maxima verossimilhanga) e muitas vezes as amostras
utilizadas nao sao de tamanho suficiente para o uso destes resultados. Como conse-
quéncia disto, pode-se obter intervalos de confian¢a muito amplos e, em alguns casos
em que ha maior complexidade do modelo, o intervalo de confianga fora do dominio do

parametro. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 5.1. Considere 10 conjuntos de dados gerados com X ~ bino (n , p), usando
5 tamanhos de amostras: n =10, n = 12, n = 15, n = 25 e n = 50 e dois valores para
a probabilidade de sucesso p = 0,2 ou p = 0,8. A Tabela 5.1 ilustra os dez conjuntos
de dados gerados, o estimador de méaxima verossimilhanca (EMV) para o parametro p

e o respectivo intervalo de confianca usual para p com 95% de confianca.

Analisando a Tabela 5.1, percebe-se que quanto maior ¢ o valor de n, o EMV
para p aproxima-se mais do verdadeiro valor de p. Neste exemplo, nem sempre os
intervalos de confianca estarao fora do dominio do pardmetro, mas com n pequeno
isso acontece muitas vezes. Com n relativamente pequeno, o resultado assintotico
(usual) leva a intervalos de confianga fora do dominio do parametro, uma vez que p
¢ probabilidade, p € [0,1]. E ainda tem-se que os intervalos de confianga estdo muito

amplos. Uma alternativa para esse caso é a utilizacao das técnicas bootstrap.

o6
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Tabela 5.1: Pardmetros dos dados gerados, EMV para o parametro p e respectivo IC assintético

Amostras | Parametros | EMV(p) IC(p , 95%)
Dados 1: | p=0,2 e n=10 | 0,1200 | [-0,0814 , 0,3214]
Dados 2: | p=0,8 e n=10 | 0,8100 | [ 0,5668 , 1,0532]
Dados 3: | p=0,2 e n=12 | 0,1528 | [—0,1301 , 04357]
Dados 4: | p=0,8 e n=12 | 0,8542 | [ 0,5713, 1,1371]
Dados 5: | p=0,2 e n=15| 0,1511 | [-0,1019 , 0,4041]
Dados 6 | p=0,8 e n=15| 0,8578 | [ 0.6047 , 1,1108]
Dados 7: | p=0,2 e n=25 | 0,1872 | [-0,0088 , 0,3832
Dados 8: | p=0,8 e n=25 | 0,8240 | [ 0,6280 , 1,0200

[

[

Dados 9: | p=0,2 e n=50 | 0,1992 0,0885 , 0,3099
Dados10: | p=0,8 e n=50 | 0,8060 0,6964 , 0,9156

]
]
]
]

Para mostrar que os intervalos de confianga bootstrap preservam a amplitude dos
intervalos, geramos novamente uma amostra binomial X ~ bin(n,p), com paramétros

n =10 e p = 0,2 e obtivemos os resultados demonstrados na Tabela 5.2.

Tabela 5.2: Intervalos de confianca assintotico e bootstrap

Método IC (p, 95%)
Assintotico | (—0,0628 , 0,4028)
boot padrao | (0,0840 , 0,2560)

hoot-t (0,0708 , 0,2692)

boot percentil | (0,1000 , 0,2400)

BCBP (0,1000 , 0,2800)

Pensando em uma forma facil e rapida de implementagao do método bootstrap, ou
seja, obter as amostras bootstrap, as réplicas bootstrap e também encontrar o erro padrao
bootstrap e a estimativa bootstrap do viés, pode-se utilizar o codigo 1 que se encontra no
anexo A.1. O codigo 1 foi elaborado por (BORKOWSKI) [2], para a implementagao
no software Matlab. Dado uma amostra original de tamanho n, o cédigo 1 calcula
a média, o desvio padrao, a varidncia e a mediana para essa amostra denotadas por
5() , em que (-) representa a estatistica de interesse. O codigo dispoe as B amostras
bootstrap e calcula as réplicas bootstrap o () tais como a média, o desvio padrao, a
variancia e a mediana de cada amostra bootstrap e, em seguida, calcula a média de

cada estatistica de interesse, o erro padrao bootstrap, g]\obwt e a estimativa bootstrap
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do Vviés, ViéSpeot (9) Além disso, o codigo 1 reorganiza as réplicas bootstrap de forma
crescente, juntamente com o percentil, ferramenta 1til para os calculos dos intervalos

de confianga bootstrap. Os exemplos a seguir ilustram na pratica a técnica bootstrap.

Exemplo 5.2. Foi gerado no software Matlab uma amostra de X ~ bin(n , p), bino-
mial com pardme-tros n = 10 e p = 0, 2, obtendo a amostra original x = [4,2,0,2, 4,0, 1,

1,1,2]. Aplicando o codigo 1, foram obtidas as informagoes listadas na Tabela 5.3.

Tabela 5.3: Aplicacao do codigo 1, exemplo 5.2

O valor de 5() para a amostra original.

6 (-) | Média | Desvio Padrao | Variancia | Mediana
1,7000 1,4181 2,0111 1,5000
As 40 amostras bootstrap.

Observagao 11213[4]5(6|7[8]9]10
Amostra Original 412101214101 (1|1} 2
Amostra bootstrap 1 | 120|402 [2[1]1] 0
Amostra bootstrap 2 [0 | 1|12 [1|2[1[4]2]| 4
Amostra bootstrap 3 |1 |1]2]1]0[0|2]|1]0] 0
Amostra bootstrap 40 | 2 |2 |2 (2|2 |44 ]2|4]| 1

As 40 réplicas bootstrap.

Amostra boot | Média | Desvio Padrao | Variancia | Mediana
1 1,3000 1,2517 1,5667 1,0000
2 1,8000 1,3166 1,7333 1,5000
3 0,8000 0,7888 0,6222 1,0000
40 2,5000 1,0801 1,1667 2,0000
A média das B=40 réplicas bootstrap.
0% (-) | Média | Desvio Padrao | Variancia | Mediana
1,6225 1,2492 1,6447 1,4750
O erro padrao bootstrap.
c/i;bmt <§) Média | Desvio Padrao | Variancia | Mediana
0,4233 0,2937 0,6953 0,4929
A estimativa bootstrap do viés.
Qﬁa@boot <§> Média | Desvio Padrao | Variancia | Mediana
-0,0775 -0,1689 -0,3664 | -0,0250
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Aplicando o codigo 2, que se encontra no anexo A.2, para os dados da amostra origi-
nal do Exemplo 5.2, obtém-se os intervalos de confianga: bootstrap padrao, bootstrap-t,
bootstrap Percentil, o intervalo de confianca Percentil Corrigido em relagao ao Viés
(BCPB) e o intervalo de confianga de Corregao do Viés Acelerado (Biased Corrected
Accelerated) BC,, conforme as informagoes listadas na Tabela 5.4.

Tabela 5.4: Intervalos de confianga bootstrap, exemplo 5.2

IC boot Média Var DP Mediana
padrao (0,84, 2,56) (0,66 , 3,35) (0,87, 1,95) (0,37, 2,63)
boot-t (0,78 ,2,61) (0,57, 3,44) (0,84, 1,99) (0,29, 2,71)
perc 1 (1,00, 2,40) (0,55, 2,90) (0,73, 1,70) (1,00, 2,00)
perc I (1,00 , 2,40) (1,12, 3,47) (1,33, 2,10) (1,00 , 2,00)
BCPB | po 0,4350 0,3650 0,3650 0,3650
70 0,1637 0,3451 0,3451 0,3505
P | (0,0513, 0,9889) | (0,1021, 0,9960) | (0,1021, 0,9960) | (0,1040 , 0,9961)
IC (1,00 , 2,80) (0,84, 3,43) (0,91, 1,85) (1,00 , 4,00)
BC, a 0,0293 0,0439 0,0439 0,0000
P | (0,0802, 0,9954) | (0,1109, 0,9973) | (0,1109, 0,9973) | (0,1119, 0,9974)
IC (1,00, 3,00) (0,84, 3,56) (0,91, 1,88) (1,00 , 4,00)

A seguir, fazemos uma comparacao entre os intervalos de confianca bootstrap, e
os intervalos de confianca usuais, destacando, se o tamanho da amostra n é pequeno
(problema comum encontrado nos problemas biologicos) o objetivo é calcular a esti-
mativa da variabilidade de forma mais precisa do que usando resultados assintéticos.
Uma forma de verificar a qualidade dos intervalos de confiangca é comparar as ampli-
tudes destes, sendo que todos sao calculados com a mesma probabilidade de cobertura
100(1 — )% = 95%. Quanto menor essa amplitude, melhor é o intervalo do ponto de
vista pratico.

Exemplo 5.3. Foi gerada no software Matlab uma amostra de X ~ bin(n , p),
binomial com parametros n = 10 e p = 0,4. Com esses parametros sabemos que
E(X) =4, V(X) = 2,4, dp(X) = 1,5492 ¢ Md(X) = 3,5. A amostra original
éx = [4,51,3,6,1,5,3,5,2]. Aplicando o codigo 2 que se encontra no anexo A.2,
obtém-se as informacoes listadas na Tabela 5.5.
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Tabela 5.5: Intervalos de confianca bootstrap, exemplo 5.3

IC boot Média Var DP Mediana
padrao (2,44 , 4,56) (1,52, 4,81) (1,27, 2,29) (1,68 , 5,32)
boot-t (2,36 ,4,63) (1,41, 4,92) (1,23, 2,32) (1,56 , 5,43)
perc 1 (2,60 , 4,30) (1,37, 4,10) (1,17, 2,02) (2,00, 5,00)
perc II (2,70, 4,40) (2,23, 4,95) (1,53, 2,38) (2,00, 5,00)
BCPB | pg 0,4600 0,3160 0,3160 0,4460
70 0,0853 0,4789 0,4789 0,1358
P | (0,0368, 0,9834) | (0,1581 , 0,9982) | (0,1581, 0,9982) | (0,0457 , 0,9872)
IC (2,50 , 4,60) (2,00, 5,21) (1,41, 2,28) (2,00, 5,00)
BC, a -0,0099 0,0253 0,0272 0,0000
P | (0,0660, 0,9928) | (0,1329, 0,9978) | (0,1329, 0,9978) | (0,0727 , 0,9938)
IC (2,70, 4,70) (1,87, 5,11) (1,37, 2,26) (2,50, 5,00)

O intervalo de confianca assintotico para a média do Exemplo 5.3 com 95% de
confianga é [2,3577 , 4,6423], com amplitude de 2,2846. Comparamos com os inter-
valos de confianca bootstrap, para a média, e constatamos que a amplitude de todos
os intervalos de confianga bootstrap para a média sao menores que o intervalo de con-
fianga assintotico. O intervalo de confianca para a variancia com 95% de confianga é
[1,3916 , 8,7690] com amplitude de 7,3774. Também comparando com os intervalos
de confianca bootstrap para a varidncia vemos que todos os intervalos bootstrap para
a variancia sao menores que a amplitude do intervalo de confianca assintotico da va-

riancia. A amplitude dos intervalos bootstrap em geral sao menores que dos intervalos

assintoticos, conforme a Tabela 5.6.

Tabela 5.6: Comparacao das amplitudes dos IC assintotico e bootstrap, exemplo 5.3

Método 1C. Média A IC. Var A
Assintotico | (2,3577 ; 4,6423) | 2,29 | (1,3916 ; 8,7690) | 7,37
Boot-z | (2,4375 ; 4,5625) | 2,12 | (1,5242 ; 4,3091) | 3,28
Boot-t (2,3654 ; 4,6346) | 2,26 | (1,4128 ; 4,9206) | 3,50
Percentil | (3,2326 ; 7,7366) | 1,70 | (1,3778 ; 4,1000) | 2,72
BCPB (2,5000 ; 4,6000) | 2,10 | (2,0000 ; 5,2111) | 3,21
BC, (2,7000 ; 4,7000) | 2,00 | (2.5000 ; 5,0000) | 2,50

5.2 Analise dos métodos bootstrap

Dentre os intervalos de confianca bootstrap, existem intervalos de confianca que

apresentam melhores resultados, ou seja, é possivel estabelecer o intervalo de confianga
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bootstrap adequado para cada tipo de problema.

Exemplo 5.4. Foi realizada, num determinado periodo do ano, uma pesquisa para se
estimar a média da taxa de hemoglobina no sangue (em gramas cm?®) dos operarios
de uma companhia de construgio civil, MAGALHAES [16]. Foram feitas medidas
em 30 operarios dessa companhia. Os 30 dados coletados apresentados na Tabela 5.7
formaram a amostra original. Com base nesta amostra original, foram realizadas 1000
amostras bootstrap do mesmo tamanho e aplicada a técnica bootstrap, a fim de calcular
os intervalos de confianga bootstrap para a média da taxa de hemoglobina no sangue.
Estes resultados foram comparados com o intervalo de confianga usual. Foi também
calculado o intervalo de confianca bootstrap para a variancia. Os dados foram analisados
utilizando o software Matlab e os codigos 1 e 2, que se encontram respectivamente nos
anexos A.1 e A.2.

Tabela 5.7: Dados da taxa de hemoglobina de 30 operarios

11,1 | 12,2 [ 11,7 12,5 | 13,9 | 12,3 | 14,4 | 13,6 | 12,7 | 12,7
12,6 | 11,3 | 11,7 | 13,4 | 15,2 [ 13,2 | 13,0 | 16,9 | 15,8 | 14,7
135 | 12,7 (12,3 13,5 | 154 | 16,3 | 15,2 | 12,3 | 13,7 | 14,1

Na Figura 5.1 é apresentado o histograma das 1000 amostras bootstrap das médias

no qual foi verificado que a forma da distribuicao é préxima da normal.

Figura 5.1: Histograma das 1000 médias bootstrap, exemplo 5.4

O gréafico apresentado na Figura 5.1 sugere a normalidade da distribuicao do esti-
mador da média nas amostras bootstrap. Isto pode ser visto através da forma muito
proxima de uma distribuicao normal no histograma. Neste caso, o intervalo de con-
fianca bootstrap-t pode ser utilizado e deve apresentar limites proximos aos intervalos
de confianca bootstrap percentil, ou seja os intervalos de confianca bootstrap-t e boot-

strap percentil sao adequados. A amostra original apresentou uma média estimada
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para a taxa de hemoglobina no sangue igual a 13,4600 e variancia igual a 2,2135. As
amostras bootstrap apresentaram uma média igual a 13,4501 e variancia igual a 2,1300.
Os intervalos de confianca bootstrap para a média da taxa de hemoglobina no sangue
foram calculadas através de 3 formas distintas do método bootstrap descritas anterior-
mente, a saber: intervalo de confianga bootstrap padrao [12,9424 , 13,9776|, intervalo
de confianga bootstrap-t [12,9073 , 14,01273| e o intervalo de confianga bootstrap per-
centil [13,0167 , 13,8767|. Os intervalos de confianga bootstrap para a média calculados
através dos trés métodos citados acima, revelaram-se muito préoximos. Foi também
calculado o intervalo de confianca assintotico para a média. Para este calculo foram
utilizados os dados da amostra original, com 95% de confianca, tendo sido obtido o
intervalo [12,6363 , 14,2864]. A amplitude dos intervalos de confianca bootstrap calcula-
dos para a média foram menores que o intervalo de confianga assintotico para a média.
A estimativa bootstrap do viés para a média é igual a 13,4501 — 13,4600 = —0, 0099
<0, 258]\9 (média) = 0,0184 considerado pequeno. Sendo a estimativa bootstrap do viés
pequena para a média, reforca ainda mais que os intervalos de confianca bootstrap-t e
o intervalo de confianca bootstrap percentil sao adequados.

De modo analogo, foram obtidos os intervalos de confianca para a variancia da taxa
de hemoglobina no sangue dos operarios. Na Figura 5.2 é apresentado o histograma
das variancias obtidas nas 1000 amostras bootstrap no qual nao foi verificado a forma

aproximadamente normal da distribuigao.

Figura 5.2: Histograma das 1000 varidncias bootstrap, exemplo 5.4

Desta forma os intervalos de confianca bootstrap-t e bootstrap percentil nao sao
muito confidveis uma vez que a suposicao de normalidade nao se verificou. A esti-
mativa bootstrap do viés para a variancia é igual a 2,1300 — 2,2135 = —0,0853 <
0, 25@ (variancia) = 0, 1240, considerado pequeno. Como a distribui¢do do estimador
da varidncia nao é aproximadamente normal os métodos BCPB e BC, sao adequados.
Os intervalos de confianca bootstrap para a variancia, calculados através desses dois
métodos revelaram-se muito proximos a saber: intervalo de confianca bootstrap BCPB
[1,4027 , 3,4070] e o intervalo de confianca bootstrap BC, [1,4350 , 3,4656]. O valor da
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constante de aceleracao para a variancia é 0,0590. Como a estimativa bootstrap do viés
é negativa, a estimativa bootstrap estd subestimando o valor da estatistica. Pode-se
observar que o intervalo de confianca bootstrap BCPB corrige o intervalo de confianca
para a direita (Propriedade 4.2). O mesmo acontece com o intervalo de confianga boot-
strap BC, s6 que além de corrigir o intervalo para a direita este intervalo de confianga
amplia seu tamanho por causa da constante de aceleracao a. O intervalo assintotico
para a variancia com 95% de confianca é [1,3664 , 3,8229|. A amplitude desse intervalo
é 2,5959. A amplitude de todos os intervalos de confianca bootstrap para a variancia
sao menores que a amplitude do intervalo de confianca assintético da variancia. O
intervalo de confianca bootstrap para a variancia reduziu bem a amplitude em relagao

ao intervalo assintotico.

Assim, se o estimador do parametro de interesse tiver distribuigao aproximadamente
normal e apresentar viés pequeno, os intervalos de confianca bootstrap-t e o bootstrap
percentil sao adequados e os valores dos limites de confianca sao proximos. Caso os
intervalos de confianca bootstrap-t e o bootstrap percentil nao apresentarem valores
proximos os métodos nao sao adequados, ou seja, existem métodos melhores. Se a
distribui¢ao da estatistica de interesse nao for normal e/ou apresentar viés muito grande
os métodos BCPB e BC, sao adequados. Esses métodos também sao adequados quando
a distribuigao apresentar assimetria de maneira muito forte. Quando houver mais de
um tipo de intervalo de confianga bootstrap adequado, esses intervalos de confianca sao

bem proximos.

Exemplo 5.5. Foi gerada uma amostra de variavel aleatoria X ~ FExp(1/5), portanto
sabemos que E(X) =5 e V(X) = 25, com o objetivo de testar os métodos bootstrap de
estimacao por intervalos. Os dados estao apresentados na Tabela 5.8 e no histograma
da Figura 5.3.

Tabela 5.8: Dados gerados com modelo Exponencial(1/5)

1.5675 | 20.8504 | 1.9071 | 7.1948 | 8.8270 | 0.0224 | 0.0766 | 4.8808
10.4564 | 10.1107 | 1.1764 | 5.9008 | 2.5569 | 3.1698 | 0.9831
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Figura 5.3: Histograma da amostra gerada, Exponencial(1/5)

Com base nesta amostra original, foram geradas 2000 amostras bootstrap do mesmo

tamanho e aplicadas as técnicas de bootstrap afim de calcular os intervalos de confianca
para a média desta variavel. Todos os célculos dos intervalos foram obtidos utilizando
o software Matlab e os codigos obtidos em |2].
Os resultados foram comparados com o intervalo de confianca tradicional paramétrico,
considerando a normalidade assintotica do estimador de méxima verossimilhanca da
média e da variancia. Neste caso, se X ~ FExp(f) entdo o estimador de méxima
verossimilhanca EMV () = B\ segue distribuigao assintotica Normal com média E/( B\ ) =
B e varianica V(B) = n/8%.

(a) Histograma da meédia (b) Histograma da variancia

Figura 5.4: Histogramas distribuigoes bootstrap da média e da variancia, exemplo 5.5

Se estamos interessados nos intervalos de confianga para os estimadores da média
e da variancia de X, temos que E(X) = g(8) = 1/8 e V(X) = h(B) = 1/5% e pelo
principio da invariancia, EMV[g(B)] = g(ﬁ) = 1/3 e EMVIh(B)] = h(B\) = 1/52.

Para estimar a variancia do estimador da média g(g) temos que ‘A/[g(g)] = [g’(@)]Z/V(B\)
e para estimar a variancia do estimador da variancia temos V[h(g)] = [W(B)]?/ V(E),
CASELLA e BERGER, [4]. Com isso as distribuigdes assintoticas para os estimadores
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da média e da varidncia de X sao, respectivamente:

—~ 1 1 -~ 1 4
VBN () UF N (5 5.1

Na Tabela 5.9 apresentamos os intervalos de confianca para a média e para variancia
calculados utilizando normalidade assintética, bootstrap padrao-z, bootstrap-t , boot-
strap percentil , BCPB e BC,. Uma forma de se comparar a qualidade dos intervalos é
verificando-se a amplitude (A) destes, sendo a probabilidade de cobertura igual para

todos. Neste trabalho, consideramos a probabilidade de cobertura igual a 95%.

Tabela 5.9: Comparacao dos IC assintotico e bootstrap, exemplo 5.5

= =

Método I1C(g(B), 95%) A IC(h(B),95%) A
Assintotico | (3,3922 ; 9,4910) | 6,10 | (0,0000 ; 56,7782) | 56,78
Boot-z (2,5875 ; 8,0366) | 5,45 | (2,0020 ; 60,3398) | 58,64
Boot-t (2,4026 ; 8,2215) | 5,82 | (0,0227 ; 62,3191) | 62,30
Percentil | (3,2326 ; 7,7366)" | 4,50 | (5,9404 ; 53,2078)"" | 47,27
BCPB (3,0304 ; 8,6513) | 5,62 | (10,4234 ; 69,6711) | 59,55
BC, (3,5195 ; 10,2543) | 6,73 | (11,4405 ; 76,2715) | 64,83

Sabemos que para X ~ Exp(1/5) o verdadeiro valor da média é 5 e da variancia
é 25. As estimativas pontuais para média e variancia, calculadas a partir da amostra
original sio X = 5,312 e S* = 31,17 com V(X) = 2,08 e dp(X) = 1,44. A estimativa
pontual para a média calculada por bootstrap, como esperado, nao é muito diferente
0" (-) = 5,308. O interessante é notar que a estimativa da variabilidade deste esti-
mador é menor, isto é, o desvio padrao bootstrap é Zi;boot (5*) = 1,39. No caso da
estimativa pontual para a variancia calculada por bootstrap, temos o valor Vi, =28,98
com 8]\%oot (Vooor) = 14, 88.

—

A estimativa bootstrap do viés para a média é VI€Spy (5) = —0,004 considerado

pequeno (< 0,25@[(5)] = 0,3475). Além disso temos a simetria na distribuigao
bootstrap da média , como vemos no histograma da Figura 5.4. Esses resultados indicam
que o método bootstrap percentil 1é adequado para essa aplicagao e apresenta intervalo
com a menor amplitude. No caso da variancia, temos ?;Z%oot = —2,19 que nao é tao
pequeno e nao hé simetria na distribuigao do estimador, ver Figura 5.5. Isso indica que
o método percentil do tipo II é mais adequado para o célculo de intervalos de confianca
para a variancia. Vemos na Tabela 5.8 que ao comparar a amplitude do intervalo
assintotico para a média com as amplitudes dos intervalos calculados por bootstrap,

observamos que apenas o intervalo calculado com o método BC, apresenta amplitude
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maior que o assintotico, todos os outros apresentam amplitudes menores e essa é uma
propriedade interessante do ponto de vista pratico. A amplitude dos intervalos para

variancia nao sao menores, a nao ser o intervalo percentil tipo II.



6 Aplicacao a dados reais de natureza

biolbégica

Neste capitulo apresentamos a aplicacao dos métodos de calculo de intervalos de
confianca utilizando bootstrap paramétrico e nao paramétrico e a comparacao dos re-
sultados destes métodos aplicados ao problema de contagem e estimacao da média de
individuos da espécie Brachycephalus pitanga, em atividade de vocalizacao, no ano de
2011, em area da Mata Atlantica (Sao Paulo, Brasil).

Trabalhos sobre ecologia das espécies (problemas biologicos) sao de extrema im-
portancia para o entendimento dos fatores que afetam sua distribuicao, atividade e
relacao com fatores bidticos e abidticos, e servem de base para outros estudos e deli-
neamento de estratégias de conservagao e preservagao.

O delineamento de estratégias de conservacao e preservacao dos animais tem sido
cada vez mais discutido na atualidade. Com o aumento da preocupacao com o meio
ambiente e com os impactos da acao do homem na natureza, os estudos elaborados
tém apontado que as consequéncias das extingoes prematuras de espécies, causadas
pelo homem, incidem diretamente sobre seus habitats e também sobre a qualidade de
vida das populagoes.

O bioma é constituido de fauna e flora, formando um sistema que precisou de
milhoes de anos para se desenvolver, e que, portanto, é interdependente entre suas
espécies. A acao do homem, por meio da poluicao, do desmatamento de habitats na-
tivos, tem causado desequilibrio nos biomas. A interferéncia da destruicao e extingao
prematura de espécies incide diretamente na vegetacao e, por consequéncia, em todo o
bioma, afetando também os rios e cursos d’agua e a qualidade do ar, além das popu-
lagoes em gerais. Oficialmente o bioma mais sofrido do pais é a mata atlantica. Neste
contexto e com a preocupacao social e cultural, cientistas encontraram nos tltimos anos
algumas espécies raras em areas degradadas da mata atlantica, das quais se destacam
os anfibios anuros e se enquadram na questao do delineamento de estratégias de con-
servacao e preservacao. Um dos levantamentos mais recentes, divulgado em margo de
2012 pela Sociedade Brasileira de Herpetologia (que reune especialistas em anfibios e
répteis), mostra um grande aumento na quantidade de espécies de anfibios, sendo que

o Brasil é o campeao mundial de diversidade do grupo. A espécie Brachycephalus pi-

67
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tanga é endémica da mata atlantica. Isso significa que eles s6 existem ali, e em nenhum
outro lugar do mundo. Nesse cenario encontramos o género de anuros miniaturizados
Brachycephalus, que sao a espécie alvo deste trabalho. Seu nome cientifico é Brachy-
cephalus pitanga, SBH, [24]. Assim os problemas biologicos enfrentados sao, perda de
habitat por desmatamento e extin¢ao das espécies, informacoes precisas para tragar o

delineamento de estratégias de conservagao e preservagao.

6.1 Aplicacao com dados reais

Uma equipe integrada pelo bidlogo Célio Haddad, do Departamento de Zoologia
da Unesp (Universidade Estadual Paulista) de Rio Claro, um dos maiores especialistas
em anfibios do pais, descreveu recentemente o Brachycephalus pitanga. E um Anfibio
do grupo dos Anuros, minusculo, mede cerca de 1 cm, bem pequeno conforme a Figura
6.1 em relacao a mao do pesquisador, venenoso e é uma das novas espécies de sapos
da Mata Atlantica. Tem cores como amarelo, marrom, laranja e vermelho. Suas cores
lembram uma pitanga, dai a origem de seu nome, ESCOBAR [9]. Alimenta-se de
pequenos animais, como insetos. Usa a fuga, toxinas venenosas ou se esconde entre

plantas para se defender de predadores.

Figura 6.1: Brachycephalus pitanga. Fotografia: Célio FB Haddad

Segundo Haddad, “Varias espécies de Brachycephalus vém sofrendo perdas de habi-
tat por desmatamento e deverao enfrentar sérios problemas com as mudancas climéati-
cas’.

A espécie Brachycephalus pitanga desempenha um papel ecologico importante, con-
trolando a populacao de insetos e representa também uma promessa biomédica, pois
possue principios bioativos na pele, que nao foram bem estudados e que poderao ter
aplicagdo no desenvolvimento de farmacos. Assim, na perda dessa biodiversidade,
poderemos estar perdendo também uma série de medicamentos para doencgas hoje in-
curaveis.

Na regiao no Nucleo Santa Virgina do parque da Mata Atlantica os pesquisadores
Célio Haddad e Eliziane Garcia de Oliveira confirmaram que a espécie Brachycephalus

pitanga é abundante. Os dados para este estudo foram coletados contemplando todas
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as estagoes do ano, compreendidos entre os meses de fevereiro de 2011 até janeiro de
2012, sendo que em alguns meses nao houve coletas de dados. Ao todo foram 9 meses
de coletas. Essas coletas foram realizadas em um tnico dia de cada més. Em cada dia
de coleta foram considerados os fatores: periodo, que se subdivide em manha (M), meio
do dia (MD) e tarde (T), temperatura e umidade. A Figura 6.2 mostra um exemplar

da espécie.

Figura 6.2: Brachycephalus pitanga. Fotografia: Carlos Gussoni

6.2 Intervalos de confianca bootstrap nao paramétrico

A amostra original é dada pelas observagoes apresentadas no grafico da Figura
6.3, que consistem na variavel aletaéria X: nimero de individuos em atividade de

vocalizacao, em 27 ocasioes diferentes. Denotaremos

Figura 6.3: Numero de individuos em atividade de vocalizagao

Aplicando o codigo 1 para os dados do Grafico da Figura 6.3 obtemos os resultados

descritos na Tabela 6.1.



Intervalos de confiancga bootstrap nao paramétrico

70

Tabela 6.1: Aplicagao do codigo 1, dados das espécies Brachycephalus pitanga do nimero de indivi-

Para implementar o bootstrap nao paramétrico a amostra com 27 observacoes foi

reamostrada e obtivemos B=1000 amostras bootstrap com as quais calculamos os in-

duos em atividade de vocalizagao

O valor de 5() para a amostra original.
6 () | Média | Desvio Padrao | Variancia | Mediana
22,7407 23,3989 547,5071 | 14,0000
A média das B=40 réplicas bootstrap.
6" (-) | Média | Desvio Padrao | Variancia | Mediana
22,7994 22,9406 534,5910 | 15,7680
O erro padrao bootstrap.
c/i;baot <§) Média | Desvio Padrao | Variancia | Mediana
4,2752 2,8862 132,4821 8,4041
A estimativa bootstrap do viés.
@boot <§> Média | Desvio Padrao | Variancia | Mediana
0,0586 -0,4583 -12,9161 | 1,7680

tervalos de confiancga utilizando o c6digo 2, apresentados na Tabela 6.2.

Tabela 6.2: 1C bootstrap nao paramétrico, dados do ntimero de individuos em atividade de vocalizagao

IC boot Média Var DP Mediana
padrao (14,36 , 31,12) (287,84 , 807,17) (17,74, 29,06) (—2,47 , 30,47)
boot-t (13,95 ,31,53) (275,12, 819,84) (17,63 , 29,17) (—2,80, 30,80)
perc 1 (15,81 , 29,85) (327,76 , 767,06) (18,10, 27,69) (5,00, 33,00)
perc I (15,63 , 29,67) (327,76 , 767,05) (19,09 , 28,69) (=5,00, 23,00)
BCPB | po 0,4910 0,4450 0,4450 0,4130
Zo 0,0226 0,1383 0,1383 0,2198
P | (0,0278 , 0,9775) | (0,0461 , 0,9873) | (0,0461 , 0,9873) | (0,0642 , 0,9918)
IC (14,77, 31,63) (323,53, 861,95) (17,98 , 29,35) (5,00, 35,00)
BC, a 0,0266 0,0953 0,0989 0,0000
P | (0,0540 , 0,9943) | (0,0679 , 0,9943) | (0,0679 , 0,9943) | (0,0793 , 0,9955)
IC (15,93 , 33,97) (342,31, 901,84) (18,50, 30,03) (6.00 , 35,00)

Na Figura 6.4 é apresentado o histograma das 1000 amostras bootstrap das mé-

dias, na qual foi verificado que a forma da distribuicao é proxima da normal. O viés

bootstrap para a média é igual a 22,7994 — 22,7407 = 0,0587 considerado pequeno

(<0, 253]\9 (média) = 0,2166). Desta forma os intervalos de confianga bootstrap pelo

método bootstrap-t e pelo método bootstrap percentil sao confidveis uma vez que a
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suposicao de normalidade se verificou e o viés é considerado pequeno. Neste caso os
métodosbootstrap-t e bootstrap percentil sao adequados. Os intervalos de confianca
bootstrap para a média, calculados através desses dois métodos revelaram-se muito
proximos a saber: intervalo de confianga bootstrap-t [13,9510 , 31,5305] e o intervalo
de confianca bootstrap percentil [15,8148 | 29,8619]. O intervalo assintético para a
média com 95% de confianga é [13,4820 , 31,9988]. A amplitude desse intervalo é
18,5168. A amplitude de todos os intervalos de confianga bootstrap para a média sao
menores que a amplitude do intervalo de confianca assintético da média, como consta
a Tabela 6.3.

Figura 6.4: Histograma das 1000 médias bootstrap, dados de vocalizagao

De modo analogo foram obtidos os intervalos de confianca para a variancia. Na
Figura 6.5 é apresentado o histograma das variancias obtidas nas 1000 amostras boot-

strap no qual nao foi verificado a forma aproximadamente normal da distribuicao.

Figura 6.5: Histograma das 1000 variancias bootstrap, dados de vocalizacao

Desta forma os intervalos de confianca bootstrap pelo método t e percentil nao sao
muito confidveis uma vez que a suposicao de normalidade nao se verificou. O viés boot-
strap para a variancia foi igual a 534,5910 — 547.5071 = —12,9161 considerado grande
> 0, 256/15 (variancia) = 1,2266. Como a distribuigdo do estimador da varidncia nao é
normal e o viés é grande os métodos BCPB e BC, sao adequados. Os intervalos de con-

fianca bootstrap para a variancia , calculados através desses dois métodos revelaram-se
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muito proximos a saber: intervalo de confianca bootstrap BCPB [323,5328 | 861, 9516]
e o intervalo de confianga bootstrap BC, [342,3077 , 901, 8490]. O valor da constante de
aceleragao para a variancia é 0,0953. Como o viés foi negativo, a estimativa bootstrap
esta subestimando o valor da estatistica. Pode-se observar que o intervalo de confianga
bootstrap BCPB corrige o intervalo de confianga para a direita. O mesmo acontece com
o intervalo de confianga bootstrap BC, s6 que além de corrigir o intervalo para a direita
este intervalo de confianca amplia seu tamanho por causa da constante de aceleracao a.
O intervalo assintotico para a variancia com 95% de confianga é [329, 5945 , 998, 9603].
A amplitude desse intervalo é 669, 3658. A amplitude de todos os intervalos de confi-
anca bootstrap para a variancia sao menores que a amplitude do intervalo de confianga
assintotico da variancia, como vemos na Tabela 6.3. O intervalo de confianca bootstrap

para a variancia reduziu bem a amplitude em relacao ao intervalo assintético.

Tabela 6.3: Comparagao dos IC assintotico e os IC bootstrap para a média e varidncia, dados do

nimero de individuos em atividade de vocalizacao

Método IC. Média A IC. Var A

Assintotico | (13,4820 ; 31,9988) | 18,52 | (329,5945 ; 998,9603) | 669,37
Boot-z | (14,3614 : 31,1200) | 16,75 | (287,8422 ; 807,1721) | 519,32
Boot-t | (13,9510 ; 31,5305) | 17,57 | (275,1239 ; 819,8904) | 544,76
Percentil | (15,8148 ; 29,8619) | 14,03 | (327,7635 ; 767,0541) | 439,29
BCPB | (14,7778 ; 31,6296) | 16,85 | (323,5328 ; 861,9516) | 538,42
BC, (15,9259 : 33,9630) | 18,03 | (342,3077 ; 901,8490) | 559,54

6.3 Intervalos de confianca bootstrap paramétrico

No caso do método bootstrap paramétrico, existe uma suposicao sobre a distribuicao
que originou os dados e as B amostras bootstrap sao geradas utilizando esse modelo,
a partir dos parametros estimados com os dados da amostra original. Consideramos
que, em geral, quando trabalha-se com dados de contagem, o primeiro modelo a ser
testado é o Poisson. Mas para os dados desse trabalho esse modelo nao é adequado
devido a sobredispersao (variancia maior que a média) apresentada: Média amostral
X = 22,7407 e variancia amostral S? = 547,5071. Esse fenémeno ocorre provavelmente
por causa da heterogeneidade das unidades amostrais. O modelo indicado para esse
caso é o binomial negativo. Foi feito um teste de aderéncia e confirmou-se o modelo

com p — value ~ 0.2275.

Para verificar a afirmacao de que os dados do nimero de sapinhos vocalizando,

segue a distribuicao binomial negativa realizamos o teste de aderéncia. Considere a
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variavel aleatéria X: numero de individuos em atividade de vocalizacao. As hipoteses

a serem testadas sdo:

Hp : X segue distribuicao binomial negativa;

H; : X nao segue distribui¢ao binomial negativa.

Efetuando a estatistica do teste usando a expressao,

k 2
(0; — E)
Q=)
i=1 E;

onde K representa o ntimero de categorias, O; a frequéncia observada, Tabela 6.4
e F; a frequéncia esperada, Tabela 6.5 para a categoria 7, tem-se Q% = 8, 1468. Logo,
utilizando o = 0,05 e com o auxilio da tabela da Qui-Quadrado com 6 graus de

liberdade, obtém-se a regiao critica,
RC = {x* > 12,592} .

Tabela 6.4: Frequéncias Observadas

Ind. vocalizando | freq.obs.
0F 10 12
10 20 3
20 30 2
30 40 4
40 F 50 1
50 60 3
60 F 70 1
70 80 0
80 F 90 1
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Tabela 6.5: Frequéncias Esperadas

Categoria | freq.esp.

1 10,2505
5,8399
3,7941
2,4712
1,6115
1,0517
0,6867
0,4837
0,8107

O |0 ||| Ot | W

Concluimos pela aceitacao do modelo binomial negativo para a variavel aleatoria

X.

Assumindo que o ntmero de individuos vocalizando segue o modelo binomial ne-
gativo, CASELLA e BERGER, [4] com parametros w > 0 e 0 < p < 1, foi utilizado o
método dos momentos para estimar os parametros com os dados reais. Temos que a
funcao de probabilidade de X é dada por:

r
P(X ==z (z+w) )pw(l—p)’”,x:O,l,...
x

)= T(w+ I

O método dos momentos consiste na solucao de um sistema de equacoes que é

construido igualando os momentos populacionais aos momentos amostrais, ou seja:

1— _
E(X): wz X = 22,7407 { p= 0,0415
=
- 5=
vix)= o0 g sy som W= 0,9853
P

Com o modelo binomial negativo e esses valores estimados, geramos entao B = 1000
amostras de tamanho 27 com as quais calculamos novamente os intervalos de confianga

apresentados na Tabela 6.6.



Intervalos de confianga bootstrap paramétrico 75
Tabela 6.6: IC bootstrap paramétrico, dados do niimero de individuos em atividade de vocalizagao
IC boot Média Var DP Mediana
padriio (13,86, 27,76) | (63,00, 661,46) | (11,01, 27,04) (9,80 , 32,20)
boot-t (17,16 , 29,57) | (42,69, 681,76) | (10,47, 27,60) | (09,05, 32,95)
perc T (14,88 , 26,48) | (139,77, 626,03) | (11,82, 25,02) | (10,00, 24,00)
verc IT (15,14, 26,74) | (98,44, 584,69) | (13,14, 26,24) | (18,00, 32,00)
BCPB | pg 0,4860 0,4320 0,4320 0,4120
Zo 0,0351 0,1662 0,1662 0,2224
P | (0,0294 , 0,9788) | (0,0518 , 0,9891) | (0,0518 , 0,9891) | (0,0649 , 0,9919)
IC | (14,44, 28,11) | (141,23, 759,56) | (11,88, 27,04) | (10,00, 27,00)
BC, | a 0,0503 0,1429 0,1460 -0,0022
P | (0,0679 , 0,9956) | (0,0869 , 0,9977) | (0,0869 , 0,9977) | (0,0961 , 0,9975)
IC | (15,56, 30,70) | (160,56 , 822,42) | (12,67, 28,67) | (10,00, 28,00)
Foi realizada a comparacao dos resultados destes métodos tanto na sua forma
paramétrica quanto na sua forma nao paramétrica, aplicados ao problema de contagem
e estimagao da média de individuos da espécie Brachycephalus pitanga, em atividade de
vocalizagao, no ano de 2011, em area da Mata Atlantica (Sao Paulo, Brasil), conforme
os dados da Tabela 6.7.
Tabela 6.7: Comparacao entre o IC assintético e os IC bootstrap para a média do ntmero de
individuos em atividade de vocalizacao
Método Assintético | (13,4820 ; 31,9988) A= 18,5168
bootstrap nao paramétrico A bootstrap paramétrico | A
Boot-z (14,36 ; 31,12) 16,76 (13,86 ; 27,74) 13,90
Boot-t (13,95 ; 31,53) 17,58 (17,16 ; 29,57) 12,41
Percentil (15,81 ; 29,85) 14,04 (14,88 ; 26,48) 11,60
BCPB (14,77 ; 31,63) 16,86 (14,44 ; 28,11) 13,67
BC, (15,93 ; 33,97) 18,04 (15,56 ; 30,70) 15,14

Uma forma de verificar a qualidade dos intervalos de confianca é comparar as am-
plitudes (A) destes, sendo que todos foram calculados com a mesma probabilidade
de cobertura 100(1 — )% = 95%. Quanto menor essa amplitude, melhor é o inter-
valo do ponto de vista pratico. Vemos que, em ambos os métodos (ndo paramétrico
ou paramétrico) as amplitudes dos intervalos sdo todas menores que a amplitude do
intervalo assintotico. Comparando entre o método nao paramétrico e paramétrico ob-

servamos que o método paramétrico produz intervalos com amplitudes menores do que
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0 nao paramétrico. Isso indica que quando é possivel assumir um modelo para os da-
dos ¢ preferivel do que fazer apenas a reamostragem da amostra original. Do ponto de
vista da ecologia vemos que o resultado pode ser muito 1til para avaliacao da média
do ntmero de individuos em atividade de vocalizacao, fenémeno importante no estudo

do acasalamento da espécie Brachycephalus pitanga.



7 Consideracoes finais

Métodos de bootstrap sao métodos computacionais de analise estatistica que usam
simulagao para calcular erros-padrao, viés e intervalos de confianca. Sao muito tuteis
por nao necessitarem de muitas suposicoes para estimar parametros das distribuicoes
de interesse , fornecem respostas mais precisas e de facil entendimento e implementacao.
Uma grande vantagem do bootstrap é que essa técnica nao depende do teorema central
do limite, j4 em que em suas aplicacoes, medidas de precisao sao obtidas diretamente
dos dados. Os métodos sao aplicados tanto na analise paramétrica quanto na nao
paramétrica.

Em geral as distribui¢oes bootstrap tem aproximadamente a mesma forma e ampli-
tude que as distribuigoes amostrais dos estimadores, no entanto elas estao centradas nas
estimativas calculadas com os dados originais (amostras originais). Ja as distribui¢oes
amostrais estd centradas nos parametros da populagao.

O método de simulacao bootstrap mostrou uma grande eficiéncia ao estimar os
intervalos de confianca. A amplitude dos intervalos bootstrap foram menores em relagao
aos intervalos assintoticos, mesmo quando o tamanho da amostra era razoavelmente
grande. Na aplicagao do método bootstrap foram utilizadas 1000 replicacoes, pode-
se utilizar um nimero maior de reamostragens, mas durante os testes, para valores
de B perto e acima das 1000 replicagoes, os valores dos intervalos comecaram a ficar
iguais, apenas aumentando o tempo computacional demandado. Dentre os intervalos de
confianca bootstrap existem intervalos de confianca que apresentam melhores resultados,
ou seja é possivel estabelecer o intervalo de confianga bootstrap adequado para cada
tipo de situacao dependendo do tipo de distribuicao, viés e assimetria da estatistica do
parametro estudado.

Se o estimador do parametro de interesse tiver distribuicao aproximadamente nor-
mal e tiver viés pequeno, os intervalos de confianca bootstrap-t e o bootstrap percentil
sao adequados e os valores dos limites de confianca sao proximos. Caso os intervalos
de confianca de bootstrap-t e o bootstrap percentil nao apresentem valores proximos,
os métodos nao sao adequados ou seja existem métodos melhores. Se a distribuicao
do estimador de interesse nao for aproximadamente normal e/ou apresentar viés muito
grande, os métodos BCPB e BC, sao adequados. Esses métodos também sao ade-

quados quando a distribuicao apresentar assimetria de maneira muito forte. Quando

7
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houver mais de um tipo de intervalo de confianga bootstrap adequado, esses intervalos
de confianca sao bem proximos. Enfim o método bootstrap permite que o célculo do
intervalo de confianca seja realizado de modo mais simples e abrangente para diversos
estimadores, mesmo quando as distribuicoes dos mesmos nao sao conhecidas. Foi pos-
sivel observar a generalidade de aplicacao desta técnica visto que a mesma se adequa a
qualquer situacao, sendo seus calculos rapidos e seus resultados muito eficientes como
demonstrado na aplicacao do método bootstrap ao problema de contagem e estimacao

da média de individuos da espécie Brachycephalus pitanga, em atividade de vocalizagao.

7.1 Trabalhos Futuros

Efetuar anéalises e aplicacoes de um outro método de intervalo de confianca boot-
strap chamado ABC. Aprofundar os estudos sobre as propriedades dos intervalos de
confianca e aplicar o métodos bootstrap para outras areas de estudo, tais como medicina

e econommia.
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A Cobdigos bootstrap para a

implementacao no software Matlab

A.1 Codigo 1

disp(‘Codigo 1'); disp(* *);

n= : % n = tamanho da amostra;

B = 40; % B = ntmero de amostras bootstrap;
rand(‘seed’,8005241); % semente

Tr = [:Ela L2, .-y xn]a
disp(‘Os dados’);
disp(x); disp(* 7);

% Histograma da amostra original
histfit(x)

xtmp = zeros(n,1); % vetor inicial;
bmn = zeros(B,1);

bstd=bmn; bmed = bmn; bvar= bmn;

xbar = mean(x); % célculo das estimativas ;
xstddev = std(x);
xvr = xstddev™2;

xmedian = median(x);

disp(‘theta chapéu valor para a média, desvio padrao, variancia e mediana’);
disp(‘ média , desvio padrao , varidncia e mediana’);
xsum = [xbar xstddev xvr xmedian]|;

disp(xsum); disp(‘ ’);
disp(|‘O ntmero de amostras bootstrap B=",int2str(B)]);

81
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disp(‘ ");

disp(‘As amostras bootstrap’);

for b = 1:B;

xvec = ceil(n*rand(n,1));

for i=1:n; % Gerar amostras bootstrap;

xtmp(i) = x(xvec(i));

end;

disp(xtmp’);

bmn(b) = me an(xtmp) % b-ésima média bootstrap
bstd(b) = std(xtmp); % desvio padrao,;

bvar(b) = std(xtmp)~2; % variancia ;

bmed(b) = medlan(xtmp) % mediana ;
end;

disp(* ');

disp(‘Replicagbes bootstrap: theta chapéu estrela’);
disp(‘ média, desvio padréao ,varidncia e mediana’)
bout = [bmn bstd bvar bmed];

disp(bout); disp(‘ ’);

disp(‘Média das B replicagoes bootstrap : theta chapéu estrela ’)
disp(‘ média , desvio padrao , varidncia e mediana’)
bmean = mean(bout);

disp(bmean); disp(‘ ");

disp(‘Erro Padrao bootstrap: dp chapéu ’)

disp(‘ média , desvio padrao , varidncia e mediana’)
bstderr = std(bout);

disp(bstderr); disp(‘ ’);

disp(‘Estimativa bootstrap do viés: viés boot )
disp(‘ média , desvio padrao , variancia e mediana’)
bbias = bmean - xsum ;

disp(bbias); disp(‘ ’);

bmn = sort(bmn);
bstd = sort(bstd);
bvar = sort(bvar);

bmed = sort(bmed);

ECDF = ||
for b = 1:B; ECDF(b,1) = b/B; end,;
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disp(‘réplicas bootstrap ordenadas’)

disp(‘ Percentil, média desvio padrao variancia mediana’)
bout = [ECDF bmn bstd bvar bmed|;

disp(bout)

A.2 Cédigo 2

Codigo 2
disp(‘Codigo 27); disp(* );

n = ; % n = tamanho da amostra

B = 1000; % B = numero de réplicas bootstrap B

cl = 95; % Nivel de confianga em porcentagem:;
t = 2.0930; % valor utilizado no bootstrap-t;

z = 1.960; % valor utilizado no bootstrap padrao ;
rand(‘seed’,52789033); % semente

T =[x, T, ..., Tp;
disp(‘Os dados’);
disp(x’); disp(* ");

histfit(x);

xtmp = zeros(n,1); %vetor inicial;

bmn = zeros(B,1);
bstd = bmn; bmed = bmn; bvar = bmn; bstdn= bmn;

xbar = mean(x); % célculo das estimativas ;
xstddev = std(x);

xstdn = xstddev*sqrt((n-1)/n);

xvr = xstddev™2;

xmedian = median(x);

disp(‘theta(chapéu) valor para média, desvio padrao, variancia, s(n), mediana’);
disp(‘ média desvio padrao variancia s(n) mediana’);
xsum = [xbar xstddev xvr xstdn xmedianl|;

disp(xsum); disp(‘ ’);

disp(|‘O ntumero de amostras bootstrap B = ’/int2str(B)]); disp(’ ’);
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for b = 1:B;

xvec = ceil(n*rand(n,1));

for i=1:n; % Gerar amostras bootstrap;

xtmp(i) = x(xvec(i));

end;

bmn(b) = mean(xtmp); % b-ésima média bootstrap ;
bstd(b) = std(xtmp); %desvio padrao;

bstdn(b)= std(xtmp)*sqrt((n-1)/n); % desvio padrao denominador
n;

bvar(b) = std(xtmp)~2; % variancia ;

bmed(b) = median(xtmp); % mediana ;

end;

disp(‘Replicagdes bootstrap: theta chapéu estrela’);
disp(‘ média desvio padrao variancia s(n) mediana’);
bout = [bmn bstd bvar bstdn bmed]|;

disp(bout);

disp(* 7);

% Exibir histogramas das amostras bootstrap

bmn = sort(bmn); histfit(bmn,20);
% print -dwin

pause;

bstd = sort(bstd); histfit(bstd,20);
% print -dwin

pause;

bvar = sort(bvar); histfit(bvar,20);
% print -dwin

pause;

bstdn= sort(bstdn); histfit(bstdn,20);
% print -dwin

pause;

bmed = sort(bmed); histfit(bmed,20);
% print -dwin

pause;

disp(‘Média das B replicagoes bootstrap: theta chapéu estrela)’)

disp(‘ média desvio padrao variancia s(n) mediana’);
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bmean = mean(bout);

disp(bmean); disp(‘ ’);

disp(‘Erro padrao bootstrap: dp chapéu ’)

disp(‘ média desvio padrao variancia s(n) mediana’);
bstderr = std(bout);

disp(bstderr); disp(‘ ’);

disp(‘Esimativa bootstrap do viés: viés boot )
disp(‘ média desvio padrao variancia s(n) mediana’);
bbias = bmean - xsum ;

disp(bbias); disp(‘ ’);

bmn = sort(bmn);
bstd = sort(bstd);
bvar = sort(bvar);
bstdn=sort(bstdn);
bmed = sort(bmed);

ECDF — ||
for b = 1:B; ECDF(b,1) = b/B; end;

disp(‘replicagoes bootstrap ordenadas’)
disp(‘* ECDF média desvio padrao variancia s(n) mediana’)

bout = [ECDF bmn bstd bvar bmed|;

disp(bout)

disp(* );
disp(‘INTERVALO DE CONFIANCA bootstrap PADRAO *);
disp(* )

zl = xsum-z*bstderr; zu = xsum-+z*bstderr;

disp([int2str(cl),’% intervalo de confianga bootstrap padrao z'|);
disp(‘ média desvio padrao variancia s(n) mediana’);

disp([zl ; zul); disp(* ');

disp(‘Intervalo de confianga padrao z com viés ajustado’);
disp(‘ média desvio padrao variancia s(n) mediana’);

disp(|zl-bbias ; zu-bbias|); disp(‘ 7);

disp(‘ );
disp(‘ INTERVALO DE CONFIANCA bootstrap-t ’);
disp(* )
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tl = xsum-t*bstderr; tu = xsum+t*bstderr;

disp([int2str(cl),’% intervalo de confiaca bootstrap-t’|);
disp(‘ média desvio padrao variancia s(n) mediana’);
disp([tl ; tu]); disp(* );

disp(‘Intervalo de confianga bootstrap-t com viés ajustado’);
disp(‘ média desvio padrao variancia s(n) mediana’);
disp([tl-bbias ; tu-bbias|); disp(* *);

disp(‘ );
disp(‘INTERVALO DE CONFIANCA bootstrap PERCENTIL’);
disp(* )

Ipct = B*(100-cl)/100; upct = B*(cl/100)+1;

bsrt = [bmn bstd bvar bstdn bmed |;
pl = bsrt(lpct,:); pu = bsrt(upct,:);

disp([int2str(cl),’% intervalo de confianga bootstrap percentil- Tipo I'|);

disp(‘ mean s variance s(n) median’)
disp([pl ; pu]); disp(* *);

disp([int2str(cl),’% intervalo de confianga bootstrap percentil Tipo II']);
disp(‘ mean s variance s(n) median’)

pl2 = 2*xsum - pu; pu2 = 2*xsum - pl;

disp([pl2 ; pu2]); disp(* ");

disp* );

disp(‘INTERVALO DE CONFIANCA bootstrap CORRIGIDO EM RELACAO AO
VIES (BCPB));

disp(* )

pvec = zeros(1,5);

for b = 1:B;

for est = 1:5;

if bsrt(b,est) xsum(1,est); pvec(l,est) = pvec(l,est) + 1; end,;
end; end;

disp( 1: A proporcao p das réplicas bootstrap theta(chapeu));
disp(‘ média desvio padrao variancia s(n) mediana’);

pvec = pvec/B;

disp(pvec); disp(* ’);
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disp(‘ z0 valores associados a propor¢ao p’);
disp(‘ média desvio padrao variancia s(n) mediana’);
z0 = -norminv(pvec,0,1);

disp(z0); disp(‘ ’);

disp(‘Passo 2: obter os percentis’);

disp(’ média desvio padrao variancia s(n) mediana’);
phil. = normedf(2*z0-z*ones(1,5));

phiU = normedf(2*z0+z*ones(1,5));

disp( [ phily; phiU |); disp(’ ’);

BCL = ceil(B*phiL); BCU = floor(B*phiU);
BCCIL = zeros(1,5); BCCIU = zeros(1,5);

for est = 1:5;

BCCIL(1,est) = bsrt(BCL(1,est),est);

BCCIU(1,est) = bsrt(BCU(1,est),est);

end;

disp([‘Passo 3: 7, int2str(cl),’% intervalo de confianga bootstrap corrigido em relagao
ao viés']);

disp(‘ média desvio padrao variancia s(n) mediana’);

disp(|BCCIL ; BCCIU]); disp(‘ ’);

disp(* )
disp(‘BCa’);
disp(‘ );

for i=1:n; % remove row i from x and store;
jtmp = x; % remaining n-1 values in xtmp ;
jtmp li,:) = 1

(
(i,1) = mean(Jtmp) % i-ésima réplica jackknife ;
(
(i

1
i1 td(jtmp);
1

) =
) =
) = (Jtmp)
1
)

end;

jout = [jrmn jrstd jrvar jrstdn jrmd]|;

jmean = mean(jout);

for i=1:n; % Estimativa da constante de aceleracao ;
aout(i,:) = jmean - jout(i,:);
theta2(i,:) = aout(i,:).*aout(i,:);
theta3(i,:) = theta2(i,:).*aout(i,:);

end;
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disp(‘Estimativa da constante de aceleragao a’);

disp(‘ média desvio padrao variancia s(n) mediana’);
ac = sum(theta3)./(6* ((sum(theta2)).”1.5));
disp(ac); disp(" 7);

% (‘Célculos dos percentis’);

disp(‘ média desvio padrao variancia s(n) mediana’)

phil.2 = normedf(z0 + (z0-z*ones(1,5))/(1-ac.*(z0-z*ones(1,5)))) ;
phiU2 = normedf(z0 + (z0-+z*ones(1,5))/(1-ac.*(z0+z*ones(1,5)))) ;
disp( [ phil2; phiU2 |); disp(’ ’);

BCL2 = ceil(B*phil.2); BCU2 = floor(B*phiU2);

BCCIL2 = zeros(1,5); BCCIU2 = zeros(1,5);

for est = 1:5;

BCCIL2(1,est) = bsrt(BCL2(1,est),est);

BCCIU2(1,est) = bsrt(BCU2(1,est),est);

end;

disp(‘O Intervalo BCa’);
disp(‘ média desvio padrao variancia s(n) mediana’)

disp(|[BCCIL2 ; BCCIU2]); disp(‘ ’);



B Exemplo do intervalo de confianca

bootstrap Percentil

Exemplo B.1. Considere a amostra original x=(8,3,7,4,6,2,7,3,9,5). Utilizando O
codigo 1, A.1 (BORKOWSKI), [2], com B = 40 réplicas bootstrap, obtém-se ao final
deste codigo as réplicas bootstrap ordenadas para cada estatistica de interesse e também
os percentis em ordem crescente, conforme listado a seguir. Adotando o coeficiente de
confianca de 95%, ou seja o = 0,05, tem-se que o intervalo de confianca bootstrap
percentil do tipo 1 é dado pelos valores dos percentis 2,5% e 97,5%, sendo o valor
do percentil 2,5% como sendo o limite inferior do intervalo de confianca e o valor do
percentil 97, 5% como sendo o limite superior desse intervalo. Por exemplo, o intervalo
de confianga bootstrap percentil para a média é dado por:

Gfasey + s ogey | = [y - Tingrsy] = 14,1000, 6,6000].

2 2

PERCENTIS MEDIA DP VAR MEDIANA
0.0250 4.1000 1.4491 2.1000 3.0000
0.0500 4.2000 1.5055 2.2667 3.5000
0.0750 4.2000 1.6193 2.6222 3.5000
0.1000 4.7000 1.6865 2.8444 3.5000
0.1250 4.8000 1.7512 3.0667 4.0000
0.1500 4.8000 1.8135 3.2889 4.0000
0.1750 4.8000 1.8738 3.5111 4.0000
0.2000 4.9000 1.9322 3.7333 4.0000
0.2250 4.9000 1.9465 3.7889 4.5000
0.2500 5.0000 2.0028 4.0111 4.5000
0.2750 5.1000 2.0111 4.0444 4.5000
0.3000 5.1000 2.0790 4.3222 4.5000
0.3250 5.2000 2.0790 4.3222 4.5000
0.3500 5.2000 2.0790 4.3222 5.0000
0.3750 5.2000 2.1082 4.4444 5.0000
0.4000 5.2000 2.1108 4.4556 5.0000
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0.4250
0.4500
0.4750
0.5000
0.5250
0.5500
0.5750
0.6000
0.6250
0.6500
0.6750
0.7000
0.7250
0.7500
0.7750
0.8000
0.8250
0.8500
0.8750
0.9000
0.9250
0.9500
0.9750
1.0000

5.2000
5.2000
5.3000
5.3000
5.3000
5.4000
5.5000
5.6000
5.6000
5.6000
5.6000
5.6000
5.6000
5.9000
5.9000
5.9000
6.0000
6.0000
6.2000
6.3000
6.4000
6.5000
6.6000
7.2000

2.1187
2.1318
2.1499
2.1833
2.2211
2.2608
2.2706
2.2706
2.3214
2.3476
2.3944
2.4404
2.4495
2.4967
2.5033
2.5033
2.5144
2.5582
2.5734
2.5841
2.7406
2.7988
3.0258
3.1198

4.4889
4.5444
4.6222
4.7667
4.9333
5.1111
5.1556
5.1556
5.3889
5.5111
5.7333
2.9556
6.0000
6.2333
6.2667
6.2667
6.3222
6.5444
6.6222
6.6778
7.5111
7.8333
9.1556
9.7333

5.0000
5.0000
5.0000
5.0000
5.5000
2.5000
2.5000
5.5000
6.0000
6.0000
6.0000
6.0000
6.0000
6.5000
6.5000
6.5000
6.5000
6.5000
6.5000
7.0000
7.0000
7.0000
7.0000
7.5000
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