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Resumo

O presente trabalho de mestrado consiste em apresentar uma modelagem para escoa-
mentos isotérmicos viscoelasticos em que a viscosidade varia de acordo com a pressao e
estudos numéricos para alguns problemas bidimensionais, como escoamentos entre placas
paralelas e expansao planar 1:4. Para este trabalho é utilizado o modelo viscoelastico
Oldroyd-B e uma modelagem linear da viscosidade com relagao a pressao. O método nu-
mérico desenvolvido é baseado no método da projecao para desacoplar velocidade e pressao
nas equacoes de Navier-Stokes e depois calcula os tensores pela equacao constitutiva com
a informacao da viscosidade variando com a pressao. As equagoes sao discretizadas em
uma malha deslocada pelo método de diferencgas finitas. Os resultados numéricos sao
obtidos das simulagoes de escoamentos em um canal e expansao planar 1:4 bidimensional,
cujo foco é destacar algumas diferencas entre o modelo Oldroyd-B Standard e o mo-
delo Oldroyd-B sob influéncia da viscosidade que varia linearmente com a pressao. Este
trabalho de mestrado também tem por objetivo resolver problemas, com fluidos viscoelés-
ticos, em que haja regioes com variacoes da pressao e estudar estes resultados numéricos
comparando-os com o modelo Oldroyd-B Standard.

Palavras-Chave: Viscosidade dependendo da Pressao, Modelo Oldroyd-B, Escoamento
Poiseuille, Expansao Planar 1:4.






Abstract

The present master’s work consists in presenting a model for viscoelastic isothermal
flows with pressure-dependent viscosity and numerical studies for some two-dimensional
problems, such as channel flow and planar expansion 1:4. In this work will be considered
the Oldroyd-B viscoelastic model and a linear modeling viscosity with a linear relationship
between viscosity and pressure. The numerical method developed is based on the projec-
tion method to decouple velocity and pressure in the Navier-Stokes equations and then
calculates the tensor from the constitutive equation taking account the pressure-dependent
viscosity. The equations are discretized on a staggered grid by using the finite difference
method. The numerical results are obtained for two problems: two-dimensional channel
and planar expansion 1:4 flows, whose focus is to highlight some differences between the
standard Oldroyd-B model and the Oldroyd-B model under the influence of viscosity that
varies linearly with pressure. This master’s work aims to solve problems of viscoelastic
fluids in which there exist regions where pressure varies and to study these numerical
results comparing them with the standard Oldroyd-B model.

Keywords: Pressure-Dependent Viscosity, Oldroyd-B Model, Poiseuille Flow, Planar
Ezxpansion 1:4.
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CAPITULO

1

Introducao

O estudo de um escoamento viscoelastico em que a viscosidade depende da pressao
tem sido uma abordagem bastante atual. Por este motivo, livros ou artigos que tratam
sobre este conceito sao pouco encontrados na literatura.

Stokes [21] foi o primeiro a introduzir a rela¢do entre a viscosidade e pressao. Poste-
riormente, Barus desenvolveu os trabalhos [2] e [3] onde supos a viscosidade dependendo
da pressao regida por lei linear e exponencial, respectivamente.

Muitos trabalhos desenvolvidos até entao que envolvem escoamentos viscoeléasticos,
tém tratado principalmente a transferéncia ou variacao da temperatura. Trabalhos como
[23], [12] e [20] investigam os efeitos causados pela influéncia da viscosidade que depende
da temperatura para placas paralelas, tubos e dutos retangulares 2:1, respectivamente.

J4a a viscosidade dependendo da pressao tém sido aplicada em problemas que envolvem
lubrificagao elastohidrodinamica, que ocorre quando duas superficies que estao em contato
apresentam um movimento de rolamento. Em 1997, Larsson [13] aplica este conceito em
problemas de engrenagem invertida. Mais tarde, em 2005, estudos sobre os efeitos da
pressao na viscosidade para materiais poliméricos sao feitos para poliestireno atatico e
sindiotatico [18]|. Neste, é utilizada a expressao da viscosidade dependendo da pressao
exponencial proposta por Barus [3].

Alguns autores tém desenvolvido trabalhos recentes, tais como [11] e [14]. Housia-
das [11] por exemplo, estudou o escoamento de um fluido viscoelastico entre duas placas
paralelas, cuja viscosidade varia linearmente com a pressao. Este apresentou a solucao
analitica para as variaveis envolvidas em um escoamento utilizando o modelo Upper Con-
vective Mazwell (UCM), isto &, para fluidos totalmente viscoelésticos.

O presente trabalho tem por objetivo analisar o comportamento de um escoamento,
cujo fator de influéncia seja a pressao. Este estudo possibilitou o surgimento do coeficiente
v, responsavel por controlar o quanto a pressao influencia na viscosidade, e, consequente-
mente, no escoamento. Analises referentes a este coeficiente podem ser tratadas a fim de
destacar algumas diferencgas entre o modelo Oldroyd-B Standard e o modelo Oldroyd-B
sob influéncia da viscosidade que varia linearmente com a pressao. Para isto, é apresen-
tado o desenvolvimento de uma metodologia para o escoamento de um fluido viscoelastico
sob estas condigoes para o modelo Oldroyd-B. A metodologia utilizada é baseada no Mé-
todo da Projecao, onde as equacgoes sao discretizadas pelo método de diferencas finitas
em uma malha deslocada. Tem como plataforma de simulacao o FREEFLOW-2D e conta
com o auxilio de outra ferramenta computacional para anélise dos resultados, o Matlab.
Para estudo, é considerado um escoamento de Poiseuille totalmente desenvolvido entre
duas placas paralelas e que também é aplicada em outra geometria, a expansao planar
1:4.

21



1. Introducao 22

Os contetdos estudados sao divididos em capitulos estruturados da seguinte maneira:

o capitulo 2 apresenta a formulacao matematica do problema. Define as equagoes
que descrevem um escoamento incompressivel e isotérmico de um fluido, sendo estas
as equacoes de Navier-Stokes, além de apresentar as equacoes para o modelo viscoe-
lastico. Discorre ainda sobre um topico de grande relevancia para o desenvolvimento
deste trabalho, a adimensionalizacao das equacoes;

o capitulo 3 apresenta a metodologia numérica. Tem por finalidade informar o
tipo de malha, métodos numéricos e discretizacao utilizada para o desenvolvimento
deste trabalho. Ainda, é possivel encontrar o algoritmo computacional utilizando a
formulagao explicita para os tensores e semi-implicita para velocidade;

o capitulo 4 apresenta os resultados numéricos obtidos para duas geometrias: canal
reto e expansao planar 1:4 bidimensional. Este, tem por finalidade mostrar a veri-
ficacao da metodologia e a coleta de resultados para escoamentos viscoeldsticos sob
a influéncia da viscosidade que varia linearmente com a pressao;

e, por tltimo, o capitulo 5 discorre sobre as conclusoes geradas a partir do estudo.



CAPITULO

2

Formulacao Matematica

2.1 Equacoes Governantes

As equacoes de Navier-Stokes tem por objetivo descrever o escoamento de um fluido.
Assim, para estudar escoamentos incompressiveis e isotérmicos, as equacoes que descrevem
este tipo de escoamento sao a equacgao da continuidade e a equacao da quantidade de
movimento, expressas, na forma conservativa sem a acao da gravidade, respectivamente,

por
V-u=0

p(%—rl:—l—v-(uu))zv-a,

onde u é o vetor velocidade, t é o tempo, p é a densidade do fluido e o é o tensor tensao
total dado por

(2.1)

o=1—pl, (2.2)
em que p é a pressao, I o operador identidade e 7 é o tensor simétrico cuja representacao
bidimensional é dada por

TTT LTY
T = [ — } ) (2.3)

Neste trabalho, as equagoes (2.1) s@o utilizadas em coordenadas cartesianas bidimen-
sionais da seguinte forma

“ o o,
oxr Oy
) <8u Ouu 8uv> _ Op o™ Ot

o "o Ty )T o T oy (2.4)
Qu  duw  Ou\  Op O O
P\t T T ey ) T oy T ar oy

2.2 Modelo Newtoniano

Um fluido é classificado como Newtoniano se a taxa de deformacao é proporcional a
tensao aplicada. A equacao constitutiva para este tipo de fluido é dada por

T = 27]5D, (25)
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onde 7g é a viscosidade dinamica do fluido e D é o tensor deformacao expresso da seguinte
maneira

1
D= §(Vu + (Vu)?), (2.6)
onde
o ou ou o
va= |k u|i ver-|E & | (2.7
9z Oy dy 9y
Assim,
1] oo mgo
e as equagoes (2.4) tornam-se,
( Ju Ov
9+, =0
Ou  Ouu , Ow _ Op (0, O 29
P\at "oz "oy )T ax  \ae2 T ay2) (29)
v Ouv Qv _ Op, (0 0%
CP\ot T ar T ay ) T Tay T\ a2 T a2

2.3 Modelo Nao-Newtoniano

Para escoamentos de fluidos viscoelasticos, escreve-se o tensor tensao pela soma de
uma parcela viscosa (Newtoniana) e outra elastica (nao-Newtoniana), ou seja,

T =2nsD + 7p. (2.10)

Assim, a equagao da quantidade de movimento, apresentada no sistema (2.1) torna-se,

0
p (8_1; +V- (uu)) = -Vp+nsVu+V - 7p, (2.11)

ou ainda, em coordenadas cartesianas bidimensionais, segue que
( ou  Ov
T
ox + dy
ou N Juu N ouv Op 0%u N 0?u N oTE" N orp’
P\ot ™ o T oy ar P\ a2 T ay? br | By

L "\ar T ar T ay ay " P\oxz T 52) T ar | oy

(2.12)

A equacgao constitutiva de um fluido viscoelastico para o modelo Oldroyd-B é dada
por
Tp—i—)\’Tvp: 277PD, (213)

, . . . . , . v o, .
onde np é a viscosidade polimérica do fluido, A é o tempo de relaxacao e 7p é a derivada
convectiva contravariante definida por

v 0T

™P= 5 T V(ur) = (Va7 +7-(Vu)"). (2.14)
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Definindo cada termo da equacao (2.14), tém-se

O(ur™®) + O(vr*®)  A(ut™Y) + O(vr®Y)
_ ox dy z 9y
V(U’T) - O(ut¥®) + O(vr¥%)  O(ut¥Y) + O(vTYY) ) (215)
ox oy ox Oy
ou ou v cwdu | yodu aoydu | yydu
Vu~7':{gz gy:|'{7' 79}2{7 2I+T gy T gz+7 gy]_ (2.16)
ov  Ov yx vy Tx OV yxr ov Ty OU yy ov ) ’
or Oy T T T T ey T e TT g,

T du  dv zx Ju zydu  rxzdv zy Jv
T.(vu)T:{T ry}.[ : g%:|:|:7' gz-f—T 2 T gx+7 gy} (2.17)
Yz LYy Qu  Ov yx Ou yyou  yx v yyov | - :
T T oy 0Oy T oz +7 Oy T b +7 Oy

2.3.1 Equagao da Viscosidade Dependendo da Pressao

O conceito da viscosidade dependendo da pressao tem sido um topico abordado atual-
mente e é demonstrado por alguns autores que o aumento da pressao implica no aumento
da viscosidade [5]. Existem diferentes equagoes que aplicam este conceito. Barus [3] pro-
poe uma lei exponencial, onde a viscosidade varia exponencialmente com a pressao. Esta,
é expressa por

np(p) = 10 exp(7p), (2.18)

onde np(p) é a viscosidade polimérica & uma pressao p acima da ambiente, 7y é a visco-
sidade & uma pressao p = 0, v é o coeficiente constante da viscosidade dependendo da
pressdo em Pa™' e p é a pressdo normal em Pa.

Barus [2] ainda propos uma lei linear cuja viscosidade varia linearmente com a pressao.
Trabalhos como [11] apresenta a seguinte relagao

np(p) = o[l + (P — Pres)], (2.19)

onde np(p) é a viscosidade polimérica que varia com a pressao, 7y é a viscosidade & uma
pressao de referéncia p,.r e p € a pressao normal.

Neste trabalho, ¢ utilizada a viscosidade que varia linearmente com a pressao expressa
por (2.19).

2.4 Adimensionalizacao

Nesta secao, sera tratada cada componente de uma equacgao dimensional para transformé-
la em uma equacao adimensional. Isso permite estudar escoamentos de grandes escalas
em uma escala reduzida, conhecendo suas grandezas fisicas.

As escalas de grandezas utilizadas para o escoamento de um fluido sao L, U e p, que re-
presentam, respectivamente, o comprimento e a velocidade caracteristicos do escoamento
e a densidade do fluido.

Assim, a relacao entre a varidvel dimensional e adimensional, que por sua vez sera
denotada por x, sao definidas abaixo.

-
* * * * p * P * 2
t" = Pi=mm TPT= e V=00
P P
Através deste processo, ainda é possivel realizar o agrupamento de algumas variaveis
que fornece os parametros ou ntimeros adimensionais.



2. Formulagcao Matemética 26

e Nimero de Reynolds (Re): Relaciona as forcas inerciais e viscosas do escoamento.
Este apresenta diferentes formulacoes dependendo da modelagem adotada

1. Modelo Newtoniano UL
Re =22 (2.20)
Nls

onde 7ng ¢é a viscosidade dinamica do fluido.

2. Modelo viscoelastico
Re = PUL (2.21)
o
onde 79 é a viscosidade total a uma taxa nula de cisalhamento, expressa por
no = nNs + np. Ainda tém-se que 7ng é a viscosidade do solvente e np é a
viscosidade do polimero. Para o modelo viscoeldstico em que a viscosidade
depende da pressao, tem-se que 7, representa a viscosidade a uma pressao

nula, ou seja, 79 = ng + np(0).

e Nimero de Weissenberg (Wi): E um parametro que caracteriza um fluido viscoe-
lastico, definido por

AU

Wi=—. 2.22

- (222)

E representado pela raziao entre a escala de tempo caracteristico do fluido \ e a

escala de tempo caracteristico do escoamento.

e Pardametro [3: Relaciona a viscosidade do solvente com a viscosidade total do fluido.
Isso permite ter o controle sobre a contribuicao Newtoniana do fluido que sera
estudado, dado por

_ s
p= o (2.23)

Note que, quando [ = 1 significa que o fluido é Newtoniano.

e Funcdo Hp: E a funcdo da viscosidade polimérica que varia com a pressao na forma
adimensional. O surgimento desta se d4 somente para problemas que envolvem
escoamentos viscoelasticos com a viscosidade dependendo da pressio. E a razdo
entre a viscosidade do polimero e a viscosidade total do fluido, definida por

Hp(p) = 122, (2.24)

onde 7y é a viscosidade total medida a uma pressao nula, expressa por
no = ns + np(0). Neste trabalho, os valores para esta fungao serdo determinados
pela equacao da viscosidade dependendo da pressao, ja estudada na secao anterior.

A seguir, as equacgoes de Navier-Stokes serao adimensionalizadas para o modelo nao-
Newtoniano.
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2.4.1 Adimensionalizagao para o Modelo Nao-Newtoniano

Da mesma forma, utilizando agora as equagoes dadas por (2.12) referentes ao modelo
nao-Newtoniano, obtem-se
( ou Ov
— +==0
or 0Oy
ou  Ouu  Oww op B [(0*u *u orgr oy
—t———+tFF—=—F+ + + +
ot  Ox oy Or Re \0x? 0y? ox oy

ov  Ouw dvv  dp P (821) 821)) ar;y+argy

(2.25)

oo "oy T oy TRe\o2 Ta2) T or T oy

Tem-se ainda, que a equacao constitutiva para o modelo Oldroyd-B adimensionalizada
é dada por
2
Re
Reescrevendo a equagdo (2.26) em coordenadas cartesianas bidimensionais, segue que

TP + Wi Tp= — Hp(p)D. (2.26)

org® 220U g 0u O(urg®)  O(vrE*) T Hp(p) Ou
ot : (TP Ox e ay) Ox * dy Wi * 2R6Wi Ox (227)
oy v v O(ury?)y  O(vry!) 78 _Hp(p) v
= (=4 W) - P Pl__F 19 — 2.2
ot (TP oz TP ay) o oy Wi lrawvigy ¥
orp’ o ,0u  Oury’) O(vry!) 157 Hp(p) (Ov  Ou
- = gh _Ir D) 2.9
ot P oy TP oy ox * oy Wi + ReWi \ Ox * oy (2.29)

Por altimo, a adimensionalizacao para a equacao da viscosidade dependendo da pressao
(2.19) é dada por

Hp(p) =1+ 9D — VPrey- (2.30)

Através das equagoes (2.24) e (2.30), chega-se na seguinte relacao

np\p

r) g VP = VDref- (2.31)
o

Como [ = Z—i, entao tem-se que
- R— (2.32)

o ns+np(0)

e, somando e subtraindo a viscosidade polimérica 7p(0) no numerador, obtem-se

(1-8) =2~ f,(0). (2.33)

Assim, para que Hp(p) esteja bem definida em p = 0, considera-se, neste trabalho,

1
Drof =B~ 9.34
! 5 (2.34)

Substituindo (2.34) em (2.30), vem

Hp(p) = (1= 5) +p. (2.35)
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2.5 Condicao de Fronteira e Calculo do Tensor em Con-
tornos Rigidos

Nesta secao, serao apresentadas as condicoes de fronteira referentes ao injetor, ejetor
e contorno rigido.

e Fronteira de Injetor: Responsavel pela injecao de fluido no dominio, sao adotadas
as seguintes condigoes de contorno

Ui = Uinflow, (2.36)

u; =0, (2.37)

onde u; e uy ¢ a componente normal e tangencial da velocidade, respectivamente.

Ainda, winfiew € a velocidade com que o fluido ¢ injetado no escoamento. Ja para o
tensor neste tipo de fronteira adota-se

e Fronteira de Ejetor: Responsavel pela saida de fluido do dominio, sao adotadas para

as componentes do vetor velocidade e também para o tensor a condi¢ao de Neumann
homogénea. Assim,

8uﬁ

= 2.
57 = 0 (2.39)
(911,;

= 2.4
87'13

= 0. 2.41
57 = U (2.41)

e Fronteira de Contorno Rigido: Para este tipo de fronteira existem duas possibilida-
des quando levado em consideracao o posicionamento do contorno rigido.

1. Contorno rigido paralelo ao eixo .

Pela caracteristica de impermeabilidade tem-se que a velocidade normal ao contorno
é nula, ou seja
= = v _ 42
u, =0 = ov=0 = %—0. (2.42)
Ainda, pela condicao no-slip, nao havera deslizamento sob esta superficie, isto é, a
velocidade tangencial serd nula:

8u_

=0 = =0 — =0. 2.43

Up u o (2.43)
Logo, pela equagao da continuidade, tem-se que
ou ov

— =0 = —=0. 2.44

ox oy ( )

Simplificando as equagoes (2.27), (2.28) e (2.29), obtem-se

oTE* oy ou  TE"

— oyt TP 2.45

ot Py T Wi (245)
ory’ T

— _'r 2.46

ot Wi’ ( )

oy’ _ _wOu T n Hp(p) Ou (2.47)

ot~ P oy Wi ReWidy
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2. Contorno rigido paralelo ao eixo y.

Pela caracteristica de impermeabilidade tem-se que a velocidade normal ao contorno
é nula, ou seja
ou
u, =0 = u=0 = —=0. (2.48)
dy
Ainda, pela condicao no-slip, nao havera deslizamento sob esta superficie, isto é, a
velocidade tangencial seréd nula.

ov

Logo, pela equagao da continuidade, tem-se que
ov ou
oy ox ( )

De forma analoga, simplificando as equagoes, obtem-se

xrT Tr
oTs TH

= —— 2.51

ot Wi’ ( )
ory ov 1%

= 2 — — £ 2.52

ot P or Wi’ (2:52)

ot P or Wi = ReWidx






CAPITULO

3

Metodologia Numérica

O método MAC (Maker-and-Cell), desenvolvido por Amsden e Harlow, é uma técnica
baseada no método de diferencas finitas em uma malha deslocada. As aplicacoes deste,
sao encontradas em problemas que dependem do tempo, como o escoamento de fluido
incompressivel. Trabalho como [10] descreve detalhadamente esta metodologia. Posteri-
ormente, foi desenvolvida uma nova versao, chamada SMAC (Simplified Maker-and-Cell)
[1], tendo também as equagoes de Navier-Stokes discretizadas por diferengas finitas. De
acordo com [1] e [8], o método SMAC elimina as dificuldades das condi¢es de fronteira
para a equacao de Poisson e o ciclo computacional ¢ dividido em duas partes, uma para
calcular a velocidade e outra a pressao.

Finalmente, a metodologia GENSMAC ( Generalized Simplified Marker-and-Cell), pro-
posta por Tomé e Mackee [22] em 1994, baseada no método SMAC, tem suas modificagoes
feitas de modo a solucionar problemas para dominios arbitrarios e no caso de escoamen-
tos com superficies livres, diminuir o armazenamento de particulas marcadoras do fluido,
guardando apenas as particulas que descrevem a superficie livre. A plataforma de si-
mulacao FREEFLOW-2D, que ¢é utilizada neste trabalho, aplica esta metodologia, sendo
restringida aos escoamentos confinados bidimensionais.

3.1 Malha Computacional

Para a discretizacao das equacoes que descrevem o escoamento, a malha computacional
adotada é a malha fixa (Euleriana), com espacamento uniforme, ou seja, dx = dy, sendo dx
e 0y o espacamento da malha na direcao x e y, respectivamente. Ainda, considera-se que
a malha fixa é composta por células deslocadas (staggered grid), onde as componentes
do vetor velocidade uw = (u,v) sdo calculadas nas faces da célula, enquanto as outras
grandezas, bem como a pressao e os tensores sdo calculadas no centro da célula [9]. A
Figura 3.1, considerando um caso bidimensional, apresenta a estrutura de uma célula
deslocada com coordenadas (i, 7).

31
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& A
b
E".i.lJ—l
Yjpdl---- o
j b---- < ”i—%-.é' e D] UL oYy
Yj—lil—-- «
' Vij-1 :
1 1 |
1 1 |

Figura 3.1: Representacao de uma célula deslocada com as componentes do vetor veloci-
dade u armazenada na face.

Na figura 3.1, tem-se que ¢; ; ¢ uma variavel genérica que denota as grandezas que sao
calculadas no centro da célula.

3.2 Classificacao das Células

Para a simulagao de um escoamento ¢ considerada uma malha de células, como mostra
a Figura 3.1, em todo o seu dominio. Aqui, considera-se escoamentos confinados, isto &,
todas as células no interior do dominio contém fluido.

A classificacao das células é feita da seguinte forma:

Células [F] (full): células cheias de fluido;

Células [B] (boundary): células de contorno rigido;

Células [I] (inflow): células de entrada de fluido no dominio;

Células [O] (outflow): células de saida de fluido.

A Figura 3.2, apresenta a classificacao das células no dominio computacional.

B|B|B|B|B|B|B|B|B|B|B]|O
VR E PR E R LR EE R (e
| |F |F |F |F|F |F |F|F|F |F|O
| |F |F |[F|F |F |F|F|F|F|F]|oO
B|B|B|B|B|B|B|B|B|B|B]|O

Figura 3.2: Classificagao das células em um dominio computacional para escoamento
confinado.
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A interface entre as células [I] e [F] representa o contorno de entrada de fluido. De
maneira analoga, a interface entre as células [F] e [O] representa o contorno de saida de
fluido e a interface entre as células [B] e [F] representa o contorno rigido.

3.3 Meétodo e Solucao baseado no Método da Projecao

Como ja visto, as equacoes que descrevem um escoamento de um fluido viscoelas-
tico incompressivel, considerando a equacao constitutiva do tipo Oldroyd-B que inclui os
efeitos da pressao na viscosidade polimérica, sao

V-ou=0, (3.1)
ou B B s
E+V~(uu)——Vp+§V u+V.7p, (3.2)
2
TP + Wi Tp= 7o Hp(p)D. (3.3)
Hp(p) = (1= 5) +p. (3.4)

Tem-se que, pela equacao da quantidade de movimento, a velocidade u evolui com o
tempo, porém o comportamento da pressao p ¢ desconhecida. Com isso, existe o acopla-
mento entre pressao e velocidade, pois é necessario especificar o campo escalar de pressao
para garantir que a velocidade wu satisfaca a equagao (3.1).

Para se obter uma solugao numérica para estes escoamentos sera descrita uma metodo-
logia baseada no método da projegao, proposta por Chorin [6] para desacoplar velocidade
e pressao. Tal método ¢ fundamentado pelo Teorema da Decomposicao de Helmholtz-
Hodge (TDHH).

Teorema 1 (Decomposi¢ao de Helmholtz-Hodge)
Seja ) uma regiao com fronteira suave 02 e w um campo vetorial definido em S2.
Nestes termos, a decomposicio de w na forma

U

u+ Vi, (3.5)

existe e € unica, sendo Y um campo escalar também definido em Q. Jd o campo vetorial
u € solenoidal e paralelo a 0N, isto é€,

Vu=0 (3.6)
e, ao longo de OS)
u-1=0, (3.7)
onde 1 € o vetor normal a 0S).
A demonstracdo deste teorema, pode ser encontrada em |[6].
O método da projecao consiste em determinar um campo de velocidade intermediaria

u através da equacdo (3.2). Adicionando as ideias de Oishi et al. [15] que utiliza uma
formulacao semi-implicita para u, vem

ou - B oa-
5 + V- (uu) = —Vp+ Ev2«u,+v-r,f, (3.8)

com p # p, sendo p o campo de pressao tentativo.
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Como u nao necessariamente é solenoidal, aplica-se o divergente no TDHH, expresso
pela equagao (3.5),
V-ta=V-u+ V. (3.9)

Da equagao da continuidade (3.1), tem-se entao que ¥ é determinada pela seguinte
Equacao de Poisson

V%) =V - a, (3.10)
com condicao de fronteira nos contornos rigidos e no nflow
oy
— =0 3.11
a’ﬁ: ) ( )

j& no outflow a condicao de fronteira é dada por
P = 0. (3.12)
Calculando 1, a velocidade u pode ser calculada pela seguinte expressao
u=1u— V. (3.13)

Assim, aplicando a equagao (3.13) em (3.8) depois de discretizada por diferencas finitas
e comparando com a equagao (3.2), obtem-se

p=p+=— V. (3.14)

3.4 Integracao Temporal da Equacao da Quantidade de
Movimento

A integracao temporal da equacdo da quantidade de movimento para a velocidade
intermediaria @ sera feita utilizando o método de Euler Implicito (EI) [15|. Aplicando o
método EI na equacao (3.8) para a velocidade intermediaria, presente na se¢do anterior,
no tempo n + 1, segue que

~n+1 ~n

u"" —u -

————— + V(uu)" = -Vp"t + LRI +V - 7p" (3.15)
ot Re

Considera-se que u" = u™ e ainda que p"* = p™. Calculando " pela equacio de
Poisson, expressa por (3.10), obtem-se a nova velocidade através de

u" =gttt — vyt (3.16)

Aplicando esta tltima equacao em (3.15), tem-se

n+1 \V4 n+l)y _ ~n
et 5% )8 () =~V 4 %WW“ + VYT £ VeTpt (317)
Logo,
ou ~n+1 VWLH B 2, ntl g 3,/,n+1
el n_ gt _ = n - n -Tp". 3.18
o V() Y07 st ViU VT 4 Ve (3.18)
Comparando as equagoes (3.2) e (3.18), obtem-se a pressao corrigida, dada por
n+1
pn-l—l _ ﬁn—&-l + (G _ £V2¢"+1_ (319)

ot Re
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Sabendo que o método utilizado para resolver a equacao da quantidade de movimento
é EI, entdo é necessério respeitar a condigdo CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) para ot.
Tem-se a seguinte relacao

5tCFL = min{étCFLm, 5tC’FLy}7 (320)
onde 5 5
Storr, < —F e Stopn, < — 20— (3.21)
‘u|ma:r: ‘v‘mam

sendo que Upar € Umae representam os valores méximos em modulo que as componentes
de velocidade u e v atingem nas direcoes = e y, respectivamente.

Através da integragdo temporal apresentada pela equagao (3.15), cada componente da
velocidade intermediaria w resulta em um sistema linear da forma

Ad = b, (3.22)

onde A é a matriz dos coeficientes, u é o vetor da velocidade intermediaria e b é a matriz
dos termos independentes.
Desta forma, obtem-se

1T 7t B ~n+1 T

[ 14+25  —s Uy —suy ' +uf + oy
-s 1425 —s Ug uy + 0y
—s 1+2s —s Up—2 Up_o+ 0y o
—-s 1+2s Tp—1 —sutt Al + ol
A @ b
(3.23)
(5tﬁ ~ 6 026n+1
onde s = ——— e o =4t | —V(wu)"—Vp"+ — V-ri.
Hae s (0x)%Re ? ( (wu) P Re 0y? TVTe

Note ainda que a matriz dos coeficientes A é simétrica e esparsa, sendo este sistema
linear resolvido pelo método dos gradientes conjugados [17].

3.5 Integracao Temporal da Equacao Constitutiva

Neste trabalho, a equacao constitutiva para o modelo tipo Oldroyd-B ¢ dada pela
equagao (2.26) juntamente com a equagao (2.35). Tal equacao determina o tensor 7p, e
sua integragao temporal é feita utilizando o método de Euler Explicito (EE), podendo ser
escrita da forma

6’7’13
o G(u,Tp, Hp), (3.24)
onde
_ Hp(p) 0 TP .
G(u,Tp, Hp) = ReW@.[VU—i—(VU) ]—m—(v-(urp)—((Vu) -Tp+71p-Vu)). (3.25)

Aplicando o método de Euler Explicito, tem-se

n+1 n

ot
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3.6 Discretizacao Espacial e Tratamento das Variaveis
de Contorno

Nesta secao, serd apresentada a discretizacao espacial utilizando o método de diferen-
cas finitas para as equacgoes que modelam o problema em estudo, bem como também para
o contorno rigido, injetores e ejetores.

Equacao da Continuidade

A discretizagao para a equacao da continuidade em uma malha deslocada é feita apli-
cando o método de diferengas centradas na célula computacional com coordenada (i, 7).
Assim, da equagao (3.1), tem-se

B ou ov

Uppl g — W1y Vil = Yy
= — + —
ox dy

1—%5 hj—x
0 = LR 2 (3.27)

i N ox oy

ij
Equacao da Quantidade de Movimento

A discretizacao da equacao da quantidade de movimento em uma malha deslocada é
feita aplicando o método de diferencas centradas de segunda ordem. Considerando uma
célula computacional, com coordenada (i,j) como representado pela Figura 3.1, tem-se
que a discretizacao é avaliada em posigoes diferentes dependendo de sua direcao.

Enquanto a equacao da quantidade de movimento na direcao z tem sua discretizacao
avaliada sob a face em que a componente u do vetor velocidade esta localizada, isto é, na
posicao (i + %,j), a equacao da quantidade de movimento na direcao y é avaliada sob a
face da componente v do vetor velocidade (7,5 + %) Tem-se que o gradiente de pressao e
os termos difusivos sao discretizados por diferenca centrada.

Utilizando a equacao (3.2), na direcao z, avaliado em (i + %,j), tem-se

ou O(uu) N O(uv) _Op N I&; (82u 0?u )+
Otlipr; 0% lyay 0y Iy, Oy  Re\0x?|i1,; 0yl
oTE” orp’
o 5y
Tolivd Y livly
(3.28)
uttl -l u —2u +u
ity g O(uu) O(uv) _ DPivg — iy, B (Ui T Vil T Uiy
+ S X +
ot Ox i+ Jy i+ dx Re (0x)
(5y)2 Ox i+%7]‘ ay i+%,j
(3.29)

Na diregao y avaliados em (i, 7 + %), de forma anéaloga, tem-se

un-i—l )

i+l T Uigpl | Oluu) CD) _ P =y B (g~ 2y 541+ Uiy gy N
i 07 Jisey %W iy 0y Re (62)2
(9y)? Oz |00 0y s
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A discretizagao a ser utilizada para os tensores depende da posicao da célula em
seu dominio computacional. Serao apresentados a seguir alguns casos que deverdo ser
substituidos nas equagoes (3.29) e (3.30).

Caso 1: Células centrais no dominio computacional, quando uma célula [F] tem somente
células vizinhas do tipo [F]. Os tensores sao discretizados pelo método de diferengas

centradas.
xT zy
oTh oTp _
Oz i+3.] y i+3.]
e
xy vy
oTp orp _
0 Jije1 O liges

T _ iz Tlx)y L L Tﬁy 1 1
Piy1,; P ; it3.0+3 i+3.0-3
+ (3.31)
ox oy
= = Tp vy
i+5.+5 3ty Pij+1 P (3.32)
ox 0y

Como o tensor 7p nao tem valor armazenado nas faces da célula, é feita uma aproxi-
macao por média aritmética dos pontos centrais das quatro células vizinhas. Assim,

Ty Ly
Pl 41
Ty Ly
Piti-3 4l
Ty 1 [
Tp = -
i-3i+3 4

zy
Piy1541

xy ay
TPy, T TP,

i+1,5

Yy Yy
Tp +7p

0,5+1

Ty
+Tp

Ty Ty
+ TP + TP, ig+1 |

J

zy zy
i+1,5—1 + TP T TPm‘_

Ty Ty
. - TPio1 - TPL'—LJH_ :

Um exemplo para esta aproximacgao por média aritmética pode ser visto na Figura

3.3.

TJ”: 1,541

F
.J'I.-l_;
L

TP; +1,3

Figura 3.3: Representacao dos pontos para aproximacao por média aritmética dos tenso-

res.

Caso 2: Quando o lado superior ou & direita da célula [F] estiver em contato com a célula do
tipo [B], [I] ou [O], utiliza-se o método de diferenca atrasada para a discretizagao

dos tensores.

oTE" orp’
ox 8y 1

i+1.j

(3.33)
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© Ty zy
zy vy T -7 Yy Yy
OTp OTp Piiv} Piivjey | TPijn P 3.34
0 8 o d ' (3:34)
T |. .1 Y| T Y

Z7J+§ Z7J+§

Da mesma maneira, os tensores sao aproximados por média aritmética nos pontos
centrais de duas células vizinhas.

Ty Ty Ty
T =— |7 T :
Pivl 2 [ Fij P"‘”’j]
1
xry
T == :
Pi+%,j71 2 [ Pij—1 +7 P7,+1 371]
Tmy o 1 T:ry + Tmy
Py 2 L hi Pijta| -
1
xry
T == :
Pi—l,jJr% 2 [ Pz tT 1'7“]

Caso 3: Quando o lado inferior ou & esquerda da célula [F] estiver em contato com a célula do
tipo [B], [I] ou [O], utiliza-se o método de diferenca avancada para a discretizagao

dos tensores.

Ty ry
zy xx _ xrx T — T
oTp” OTp _ TPy T TRy Mg Ty 3.35
i+5,] 3.0
€ Y
Ty vy T — T, Y — T8
o orp e B 4 TP — TPy (3.36)
ax i,j+% 3y i,j-l—% 6[L' 5y

Aproximando os tensores por média aritmética dos pontos centrais de duas células

vizinhas, tem-se
Yy —

1

Piilin 2 [ Py T PZHJ“] '
1
2

ry ry
[ Pt + TP’L’+14’]'+1] :

A Figura 3.4 ilustra as configuracoes das células computacionais para cada caso des-

s =
Pz‘+1,j+%

crito acima.

B/I/0O F
F
] L]
)
F
5 F = B/1/0O
. .
. - .
F F BT B/1/0 F
- . . ° °
(a) Configuragio para o Caso 1 (b) Configuragdo para o Caso 2 (¢) Configuragdo para o Caso 3

Figura 3.4: Configuracoes das células computacionais para a discretizacao dos tensores.
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Equagoes de Contorno em Injetores e Ejetores

Como ja definido na secao 3.2, as células do injetor, responsavel pela entrada de fluido
denotado por [I], apresenta o contato na face de uma célula que contém fluido no interior
do seu dominio. A Figura 3.5 ilustra uma das quatro possiveis configuracoes para a
disposigao das células [I] e [F].

Figura 3.5: Representacao da célula do inflow.

Na fronteira do injetor, tem-se que TP, é determinado pela média aritmética dos
1T 5,7

pontos centrais das duas células vizinhas. Assim,

TP, TP,

™7, =—t——0 (3.37)

Portanto,

TPi,j = 27’1:;7L

—Tp, (3.38)

)]

N

Ja as células de ejetor [O], responsével pela saida do fluido de um dominio computa-
cional, como no caso do injetor, também apresenta uma face em contato com uma célula
que contém fluido. A Figura (3.6), ilustra uma das configuragbes para a disposi¢ao das
células [F] e [O].

F 0

T]U:' +1,5

Figura 3.6: Representacao da célula do outflow.
Considerando a condigao de contorno do tipo Neumann

an
— =0 3.39
aﬁ ) ( )
onde 7i ¢ a dire¢ao normal, tem-se que 7p,; pode ser determinado aplicando o método de
diferenca centrada,
TP ; — TPy
— = = (). 3.40
5 (3.40)
Logo,
Tpi,j = Tpi+1,j' (341)
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Equagao de Poisson

A discretizacdo para a equacao de Poisson que determina 1 é feita pelo método de
diferencas centradas de segunda ordem. Considerando as células que contém fluido [F],
tem-se pela Equacao (3.10) a seguinte aproximagao

Vitr; — 205+ Yic1 n Yijir = 205 + i1 Yitgi T Uizt n Yij+i = Yij-3 (3.42)
(02)? (6y)? oz oy

Para as células proximas as condigoes de contorno, como ilustra a Figura (3.7), tem-
se que pela condi¢ao de contorno do tipo Neumann 1) serd discretizada por diferencas
centradas na face das células full [F] que estao em contato com as células [B] ou [I].

B/l F

Wi 4 Witl,g

Figura 3.7: Representacao da célula full [F] em contato com o contorno rigido ou inflow.

Assim, tem-se

o UL v
) [ et . ) (3.43)
on i+l ox
Logo,
m = (3.44)

Ja no outflow, é aplicado a condi¢ao de fronteira (3.12). Sendo assim,
Pt = 0. (3.45)

Através das condigoes descritas acima, a discretizacao da equacao de Poisson resulta
em um sistema linear da forma (3.22). Assim, obtem-se

[ A1 o? ¢1,1 V-a
1 A, 1 a? a1 V-a

1 A, 0 a? Yn—11 Vot —
a? 0 A; 1 a? P12 V-u
042 1 A4 1 Oz2 ?/J272 V-u

o? 1 Ay O o? wnfl,z V.-u— wn,z
a? 0 A 1 Vim V-u
042 1 A2 1 ¢2,m V - U

| a? 1 AQ 1L 77/}71—1,771 i L V-u— 77Dn,m

A M b
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ondea:(;—x,A1:§+a2+l, Ay =E+a? Az=1+Ee Ay =&, sendo € = —2(1 + a?).
Yy

Desta forma, tém-se que a matriz dos coeficientes A é simétrica e esparsa, sendo este
sistema linear também resolvido pelo método dos gradientes conjugados [17].

Velocidade Solenoidal

A velocidade solenoidal descrita pelo método da projecao, expressa pela Equacao
(3.16), tem sua discretizacao feita por diferencas centradas. Assim, obtem-se

wnJrl n+1

_ 1.5 i j
wtl =gt Pt~ Vg (3.47)
t+3.0 i3 ox
n+l _ /n+l
gty =ity - P (3.49
) 2 ) 2 5y

Campo de Pressao
A discretizacao utilizada para o campo de pressao é o método de diferencas centradas.
Assim, da Equacao (3.19), obtem-se

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
ntl _ ant1 | Vi B Wity — 20 i i = 240 i
N . (3.49)

Pig - =Pis T 5 T Re (62)? (0y)>

Condicao de Contorno

Considerando o modelo Oldroyd-B, tem-se que definir o tensor tensao 7, nos contornos
rigidos, ou seja, células boundary [B] que estdo em contato com as células full [F] do
dominio computacional. Desta forma, dois casos podem ser estudados: contorno rigido
paralelo ao eixo z e contorno rigido paralelo ao eixo .

1. Contorno rigido paralelo ao eixo x

Para o contorno rigido paralelo ao eixo z, no caso bidimensional, tem-se que 7, sera
avaliado na coordenada (4, j + 3). A Figura (3.8), ilustra uma configura¢io para
este caso.

[ J [ ] [ ]
i—15+1 Tpi j+1 Uil j41

.
“”513'5

» L »
j i U; t %i

Figura 3.8: Configuracao para o contorno rigido paralelo ao eixo x.

Considerando-se a equacgao constitutiva para o modelo Oldroyd-B adimensionali-
zada, expressa pela Equagao (2.26). Apos aplicar as hipoteses para a condigdo de
contorno com o objetivo de simplificar as equagoes, como ja estudado na secao 2.5,
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sdo obtidas as equagdes (2.45)-(2.47). Desta forma, avaliando no ponto (i,j + 1),

obtem-se v
oTE" ou Pi,' s
I (3.50)
i+ RARRECAINPS !
orvy ]yDy
it
gf = - (3.51)
ij+s !
orey 9 Ty Hp(p) 0
) T Help) o a5
ot i,j+% Pi,jJr% 8y i,j—&-% Wi ReWi 8y i,j+%

Discretizando a derivada espacial das equacoes acima por diferencas centradas, tem-

se
Oul  _ Migh ~ Uiy (3.53)
ay mq.% 53/
onde
uil‘ _’_Ui_l' uil‘+ui_l'
/u/l’]_"_l — +27]+1 21J+1 e /U/Z,] — +27] 27] (3'54)
2 2
Substituindo estas equagbes em (3.53), segue que
du _ Uiyt F UL T Ul ui—%,j. (3.55)
o, .1 20y
1,J+5

A velocidade na interface de contato entre as células pode ser aproximada por média
aritmética de dois pontos vizinhos. Tem-se ainda, pela condicao no-slip, que as
velocidades no contorno rigido sao nulas. Logo,

Uipl jpr T Ul

U: 1 - —|— u: 1 -
. 7'_57.7""1 1_5’] . .

Aplicando as equagoes acima em (3.55), vem
du B N e e

7 5 (3.58)

ij+3
2. Contorno rigido paralelo ao eixo y

De forma analoga, o contorno rigido paralelo ao eixo ¥y, no caso bidimensional tem-se
que 7, serd avaliado na coordenada (i+3, j). A Figura (3.9) ilustra uma configuragao
para este caso.

B %ij+i Virlj+i Virig+iF
] l L
Tpl'.j “pg'_,_lr__, TPJ+1._,1
° l °
). 1. 1 ). ;
'i"t,._}—% :¢+.—_,-J—§ :"¢+1._;—%

Figura 3.9: Configuracao para o contorno rigido paralelo ao eixo y.
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Considerando as equagdes (2.51)-(2.53) para o modelo Oldroyd-B, avaliando no
ponto (i + 3, j), obtem-se

rx

-
87}5’”” _ Pi+%,j (3 59)
ot i+%7j Wi
Yy Tgy
87’13 oy ov ity (3 60)
=4Tp - s .
ot z’+%,j it+3.J ox i+%,j Wi
T
Y P. )
aTP __ TT @ _ ZJF%” HP(p) @ (3 61)
- Pi 1 o ; )
ot i+l +3.0 Ox i+1 Wi ReW1i Oz i+l
A discretizacao para a derivada espacial é feita por diferencas centradas
dv _ Vi1, — Vi (3.62)
= .
ox i+ ox
onde
Vit1,j+3 T Vir1,5-1 Vig+d + Uiyl
Vit1,j = € Vig = — o5
2 2
Aplicando as equagoes acima em (3.62), obtem-se
@ _ Vit15+3 T V1o 1 T V541 — Ul (3.63)
= 7 .
ox i+ 20w

Pela condicao no-slip, tem-se ainda que a velocidade no contorno rigido é nula, entao

Vig1j4d T Vigid

Vird j+d = 5 =0= V501 = —Vi50l (3.64)
V. .1 —|— V. . 1
Z+17]_§ Z7‘7_5

Substituindo as equagoes acima em (3.63), segue que

ov Vit1,j+1 T Vi1 5-1

o = = . (3.66)

i+3.J

3.7 Algoritmo Computacional

O algoritmo computacional tem como objetivo apresentar uma sequéncia de procedi-
mentos de uma metodologia a ser implementada. Para isso, suponha que u", p", 7p" €
H? sdo conhecidos no tempo t, para obter as variaveis atualizadas u"™, p"*1 7p" ! e
HpEthem t,41 = t, + 6t. A seguir é apresentado o algoritmo para a formulacdo explicita
para os tensores e semi-implicita para velocidade.

Passo 1: Calcula-se 7p"*! por

Tpn

Wi

" —7p" _ Hp(p)"

n n\t]__
5t Rewi LYW (VU]

—(V-(u"1p")—(Vu™)-mp"+7p"-Vu"));
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Passo 2:

Passo 3:

Passo 4:

Passo 5:

Passo 6:

Passo 7:

Calcula-se @™ por (3.15), levando em consideragdo que w" = u" e p"+! = p»

’EL”+1 _=n ﬁ

= u + V(UU)n — _vﬁn+1 + Ev2,&ln+1 +V- Tpn+l,

Calcula-se ¢! pela Equagao de Poisson (3.10)
v2¢n+1 -V ﬁ/nJrl.

n+1

Atualiza-se a velocidade u"*! utilizando a equacao (3.16)

un+1 — ,anJrl o an«kl'
Atualiza-se o campo de pressao p"*! pela equagao (3.19)

n—+1 — ~n-+1 4 wn+1 o ﬁ 277Dn+1.
ot Re ’

p

Calcula-se a viscosidade dependendo da pressao H}EH

Hp(p)"™™ = (1= 8) + "

Atualiza-se as condicoes de contorno no injetor, ejetor e contorno rigido para a

velocidade e tensor.



CAPITULO

z

Resultados Numéricos

Neste capitulo sao apresentados os resultados numéricos obtidos tanto para a veri-
ficacdao da metodologia numérica como também para andlise do comportamento de um
escoamento Poiseuille e expansao planar 1:4 de um fluido viscoelastico em que a visco-
sidade sofre influéncia da pressao. Como ja visto, o FREEFLOW-2D foi a plataforma
de simulacao que possibilitou a coleta de dados, e, consequentemente, algumas compara-
coes com o modelo viscoelastico Oldroyd-B Standard para o estudo do problema. O pos
processamento foi realizado com o auxilio de outra ferramenta computacional, o MatLab.

4.1 Verificagao da Metodologia Numérica

A verificacao da metodologia numérica foi feita considerando o escoamento de Poi-
seuille, ou seja, escoamento totalmente desenvolvido entre duas placas paralelas como
apresentado na Figura 4.1.

10m

Figura 4.1: Esboco da geometria para o escoamento entre duas placas paralelas ao eixo
x.

Para a simulacao numérica, os dados adotados sao

e Distancia entre as placas: L = 1m;
e Comprimento das placas: 10L;

e Viscosidade Cinematica: p = 1m?s™1;

45
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e Densidade do fluido: p = 1.0kgm=3;

e Velocidade média do escoamento: U = 1.0ms™!;

e Numero de Reynolds: Re = 1.0;

e Escala de tempo caracteristica do fluido: A = 0.3s;

e Numero de Weissenberg: Wi = 0.3;

e Parametro 5: = 0.1;

e Coeficiente da viscosidade dependendo da pressdo: v = 0.0002Pa~".

Além de especificar as propriedades que dizem respeito & geometria do escoamento e
atribuir os valores para os parametros que caracterizam o fluido em questao, as condicoes
de contorno também devem ser definidas. Tais condi¢des sao descritas na secao 2.5.

Até onde foi pesquisado, nao foi possivel encontrar a solucdo analitica para os es-
coamentos viscoelasticos de Poiseuille modelados pela equacao constitutiva Oldroyd-B
adaptada para capturar as variacoes da viscosidade de acordo com a pressao, portanto,
adota-se como solucao de referéncia os resultados para uma malha mais refinada. Tal
malha serd chamada de Ms5.

A analise da convergéncia da solucdo numeérica para a solucdo numérica de Ms é
realizada considerando quatro tipos de malha. A Tabela 4.1, apresenta as informacoes
sobre cada uma delas.

Tabela 4.1: Malhas computacionais.

Células Espacamento
M; | 100 x 10 dx =dy =0.1
My | 200 x 20 dx = dy = 0.05
Ms | 400 x 40 dx = oy = 0.025
My | 800 x 80 | dz=dy=0.0125
Ms | 1600 x 160 | dz = oy = 0.00625

Assim, uma comparacao entre a solucao de referéncia e as solugoes numeéricas para
cada uma das malhas sao apresentadas nas Figuras 4.2 e 4.3.

15 ey » M,
» M,
> M,
M
ik 4
M
5
=,
05F
g ;
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y

Figura 4.2: Refinamento de malha para a velocidade .
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 ™0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y y
(a) Tensor T&* (b) Tensor 3¢

Figura 4.3: Refinamento da malha computacional para os tensores.

Considerando a norma Euclidiana, tem-se que o erro relativo é dado por

€ref — €M,
1 En(e) o = Nerer = anllz (4.1)
lererlz

sendo € uma variavel generalizada, tem-se que ¢,.¢ diz respeito a solu¢ao numérica para a
malha M5 e €y, a solugao numérica para as respectivas malhas M;, com ¢ = 1,2, 3, 4.

A Tabela 4.2 apresenta os erros relativos para algumas variaveis, como a velocidade u
e os tensores 75" e 5.

Tabela 4.2: Erro Relativo para as variaveis u, 75" e 75°.

E(u) E(r5") E(ri)

M, | 1.9518-1072 | 2.8254 - 102 | 1.9750 - 102
M, | 4.8955-1072% | 7.1395-1073 | 4.9489 - 103
M; | 1.1702-1073 | 1.7110- 1073 | 1.1792 - 1073
M, | 2.3419-107* | 3.4283 -10~* | 2.3483 - 10~*

Por definicao, tem-se que o erro para uma norma N é dado por

| En|ln =2 ChP, (4.2)

onde C' é uma constante e p uma estimativa para a ordem de convergéncia.
Desta forma, para um refinamento de malha dobrando o niimero de pontos tem-se que

os (1
o)
FE
pa N/ (4.3)

log 2




4. Resultados Numéricos 48

Tabela 4.3: Ordem de convergéncia espacial para as variaveis u, 75" e 75°.

U TE s

Epn
log 1
p:@ 1.9953 | 1.9846 | 1.9967

log 2
Enry
o8 ( By )
p= log 2

2.0648 | 2.0610 | 2.0693

log Mg
p:M 2.3210 | 2.3193 | 2.3282

log 2

Este resultado era esperado pois como apresentado na Secao 3.6, a discretizacao espa-
cial adotada é majoritariamente de ordem 2.

Outro resultado que também pode ser obtido com a finalidade de verificar a meto-
dologia numérica é através da comparagdo entre a solugdo analitica proposta por [11]
e a solucdo numérica para a viscosidade dependendo da pressio. E utilizado para esta
simulacao numérica a malha computacional M,, considerando os valores ja definidos an-
teriormente para os parametros adimensionais.

0.925
— Modelagem Linear
* Sol. Numerica
0.921
0.915
e
o
T
091
0.905
09 . . . .
0 20 40 60 80 100

p

Figura 4.4: Comparacao da viscosidade dependendo da pressao.

4.2 Simulacao Numérica para Escoamento Poiseuille

4.2.1 Comparacao entre Modelos

Para estudar a influéncia que a viscosidade dependendo da pressao exerce em um escoa-
mento de um fluido viscoeléstico, serao analisadas algumas variaveis para os dois modelos.
A saber, modelo Oldroyd-B Standard e modelo Oldroyd-B com a viscosidade dependendo
da pressao, que por sua vez, serao chamados de Modelo 1 e Modelo 2, respectivamente.

Para a simulacao com estes modelos, é considerado as caracteristicas para a geometria
e também os valores para os parametros adimensionais ja definidos na secao anterior.
Ainda, M, serda a malha computacional utilizada para a coleta destes resultados por ser
capaz de fornecer de maneira clara, os perfis das variaveis.

As Figuras 4.5 e 4.6 ilustram a pressao para os Modelos 1 e 2, respectivamente. Note
que, a pressao na entrada do escoamento, ou seja, no inflow, é maior do que a pressao em



4. Resultados Numéricos 49

qualquer outro ponto interior, considerando seu dominio computacional. Ainda, tem-se
que na saida do fluido, isto é, no outflow, a pressao é nula.

Pressdo 30 para o Modelo 1

} 120
140"
100
120
104" g
o B0
T
2 160
xz
o B0

-

04

Altura do Canal
Comprimento do Canal

Figura 4.5: Grafico 3D da pressao para o Modelo 1: z = p(x;,y;) no tempo ¢t = 25, com
xr; =0.05-0z,7=0,1,...,200 e y; = 0.05- 0y, 7 =0,1,...,20.

Pressdo 3D para o Modelo 2

700
o0
EO0
700
BO0 4500
so0
- 4400
T
g 4009
& 4300
300 -
oo 200
0=
b 0.5

Altura do Canal

Comprimento do Canal

Figura 4.6: Gréfico 3D da pressao para o Modelo 2: z = p(z;,y;) no tempo ¢t = 25, com
xz; =0.05-6z,7=0,1,...,200 e y; = 0.05- 0y, 7 =0,1,...,20.

Das Figuras 4.5 e 4.6, é possivel observar o comportamento da pressao em relacao
a altura e o comprimento do canal. Observa-se que a pressao é constante em relacao a
altura para o Modelo 1 e apresenta um perfil parabolico para o Modelo 2. Além disso,
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apresenta um decrescimento ao longo do canal, sendo linear ou uma curva, dependendo
do modelo. Desta forma, sao analisados os valores da pressao em um corte longitudinal
no meio do canal, isto é, para y = 0.5.

700 . . .
— Modelo 1

— Modelo 2
600 1

500 | 1

400 1

300 1

2001 1

100 1

Figura 4.7: Comparacdo dos Modelos 1 e 2: z = p(x;,y;) no tempo t = 25, com
x; =0.05-6x,1=0,1,...,200; valores da pressao na linha central, no corte longitudinal
y = 0.5.

Uma anélise importante que nao pode deixar de ser feita, ¢ que tais resultados sao
reflexo do coeficiente v. Este, controla o quanto a pressao influencia na viscosidade, e,
consequentemente, em todo o escoamento.

A comparacao para as demais varidveis pode ser vista nas Figuras 4.8 e 4.9.
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* *
* *
* *
T * * i
>
* *
* *

0571 1

] ]

0 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Yy

Figura 4.8: Comparacao dos modelos para a componente u de velocidade.
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Figura 4.9: Comparacao dos modelos para os tensores: a) componente 75% do tensor
nao-Newtoniano, b) componente 75’ do tensor nao-Newtoniano.

Na secao a seguir serd analisada mais detalhadamente a influéncia do valor ~ no
escoamento.

4.2.2 Variacao do Coeficiente da Viscosidade dependendo da Pres-
Sao vy

Como ja visto, o coeficiente v apresenta um papel fundamental para o modelo Oldroyd-
B em que a viscosidade depende da pressao. O estudo deste serd proveniente de sua
variacao, cujo objetivo serd analisar os efeitos causados em um escoamento para cada
valor de v adotado.

Considerando os parametros adimensionais fixos, como 5 = 0.1 e Wi = 0.3, os gréficos
a seguir apresentam os resultados referentes a variagao de v para um dado nimero de
Reynolds. Sera tratada esta variagao para Re = 1.0, 5.0 e 10.0.

Pode-se notar pelas Figuras 4.10-4.12, que o aumento de v implica em um aumento
das forcas envolvidas no escoamento.

Tais resultados estdo coerentes, pois é possivel ver nas Figura 4.10-4.12 e) que os
valores da viscosidade polimérica crescem mais rapido quando se aumenta os valores de +.
De fato, pode-se ver a Eq. (2.35) como a equacao geral da reta y = axz+b, sendo y = Hp,
a=7v z=peb=(1—-/), em que v representa a inclinacao desta reta. Desta forma,
tendo o fluido uma viscosidade maior, terd uma maior resisténcia para escoar e entao,
para manter a mesma velocidade durante o escoamento, tal fato pode ser observado nas
Figuras 4.10-4.12 b). Ainda, os valores da pressdo deverd aumentar. Esse aumento da
pressao e, consequentemente, das tensoes, pode ser visto nas Figuras 4.10-4.12 a), ¢) e d).

Outro fator que também demonstra coeréncia nos resultados apresentados nas Figuras
4.10-4.12 é que quando v — 0, os resultados tendem aos valores do modelo Oldroyd-
B Standard. O que era esperado pois quando v — 0, Hp(p) — (1 — (), sendo que
(1 — /) corresponde ao valor adimensional que aparece na equagao constitutiva Oldroyd-
B Standard.
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e Para Re = 1.0, considera-se os seguintes valores de v = 2- 1078, 2

1-1072,2-10"2 ¢ 3- 1072

1074, 2- 1073,
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Figura 4.10: Variacao do coeficiente v com Re = 1.0.
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e Para Re = 5.0, considera-se os seguintes valores de v = 2- 1078, 2

2-1072,7-1072e1-107%.
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Figura 4.11: Variacao do coeficiente 7 com Re = 5.0.

0.8



4. Resultados Numéricos

54

e Para Re = 10.0, considera-se os seguintes valores de v = 2-107%, 21074, 2- 1073,

2.1072,7-1072,2-10"1 ¢ 3- 1071,
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Figura 4.12: Variacao do coeficiente v com Re = 10.0.

4.2.3 Variacao do Numero de Reynolds

Aqui, é apresentado os resultados referentes a variagao do niimero de Reynolds para
as diversas variaveis presentes no escoamento. Para esta verificacao, considera-se fixos os

parametros § = 0.1 e Wi =0.3.
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As Figuras 4.13 e 4.14 ilustram o comportamento do escoamento para a variacao de
Reynolds com v = 2-107% e v = 2 - 1072, respectivamente. Pode-se notar em ambos
0s casos, que quanto menor o niumero de Reynolds, maiores serao as forcas presentes no
escoamento.
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Figura 4.13: Variagao de Re com v = 2-107%.

A Figura 4.13, onde o coeficiente v é relativamento baixo, apresenta um perfil linear
para a pressao e também para a componente 75’ do tensor para qualquer valor de Re
adotado. Ainda, o perfil de velocidade nao sofre nenhuma alteragao com a variacao do
namero de Reynolds. A saber, os valores de Reynolds utilizados sao Re = 0.5, 1.0, 2.0,
5.0 e 10.0. Ja a Figura 4.14, o coeficiente v passa a exercer efeitos sobre o comportamento
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do escoamento, diferentemente do caso anterior, quase modelo standard. Para este caso,
as simulacdes numeéricas sao feitas para Re = 1.0, 2.0, 5.0 e 10.0.

700 g ‘ g y g " y
157
600
500
1t
4007
a s
300
0.5f
200 —Re=1.0
100 —Re=2.0
—Re=5.0
—Re=10.0
0 0 ' ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X y
(a) Pressao (b) Velocidade
80 30
—Re=1.0 —Re=1.0
—Re=2.0 20 —Re=20
60 —Re=5.0 —Re=5.0
—Re=10.0 —Re=10.0
10T
401
QPQ. ?Pn_ 0
201
-107
of 20}
-20 ‘ ‘ ‘ ‘ -30 ‘ ‘ ‘ '
0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8
y y
(c) Tensor TE® (d) Tensor 5!
14
121 1
107 1
z 8 . ]
Ta
T 6t r i
41 “ Re=1.0
ol * Re=20
- Re=5.0
0 ; i . ; - Re=10.0
0 100 200 300 400 500 600 700

P
(e) Viscosidade Hp(p)

Figura 4.14: Variacao de Re com v = 2-1072.

Na variac¢ao do namero de Reynolds é mantido o numerador (pU L) e altera-se apenas o
denominador, ou seja, altera-se a viscosidade total do escoamento. Desta forma, quando se
diminui o nimero de Reynolds, aumenta-se a viscosidade do escoamento, e entao, utiliza-se
um raciocinio analogo ao da se¢ao 4.2.2 para afirmar que ha coeréncia nos resultados das
Figuras 4.13 e 4.14 em que mostram que, para a componente u praticamente inalterada,
uma diminuicao do ntimero de Reynolds geram um aumento nas forcas envolvidas no
escoamento.
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4.2.4 Variacao de [

Para a variacdo do parametro [, considera-se os seguintes valores: g = 0.1, 0.5 ¢ 0.9.
Tal parametro, como ja descrito na secao 2.4, tem a funcao de controlar a quantidade de
solvente em um fluido, ou seja, quanto mais proximo de 1, mais Newtoniano este seré.
Em outras palavras, menor sera sua contribuicao elastica, tendo como reflexo disto o que
pode-se observar na Figura 4.15. Note que os perfis para velocidade u nao apresenta
modificacbes com a variacao de [, diferentemente das componentes do tensor. Quanto
mais baixo o valor de 5, maiores serao os tensores. Estes resultados sao apresentados a
partir de simulagoes numéricas para v = 0.02, Re = 1.0 e Wi = 0.3 fixos.
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Figura 4.15: Variacao de f.
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4.2.5 Variacao do Numero de Weissenberg

Por fim, para a variagao do nimero de Weissenberg, considera-se fixos os parametros
B =0.1e Re=1.0. As Figuras 4.16 e 4.17 ilustram o comportamento da variacao de Wi
para vy = 2-107% e 2- 1072, respectivamente.

Os resultados numeéricos expressos pelas Figuras 4.16 e 4.17 foram obtidos a partir de
simulacoes numéricas para Wi = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 e 0.5.

Note que, na Figura 4.16 onde v é pequeno, os perfis para as varidveis presentes em
um escoamento nao apresentam mudanca com a varicao de Wi, exceto para a componente
do tensor 75*. Ja na Figura 4.17 para v mais alto, estas mudangas podem ser observadas
para todas as variaveis, com excecao da velocidade e viscosidade dependendo da pressao
que se mantém. E possivel notar que, quanto maior o nimero de Weissenberg, maior seré
a pressao e as tensoes no escoamento.
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Figura 4.16: Variacdo de Weissenberg com v = 2 - 1078,
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Figura 4.17: Variacao de Weissenberg com v = 2 - 1072,
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4.3 Simulacao Numérica para Expansao 1:4

O objetivo desta secao ¢ analisar o comportamento de um escoamento viscoelastico
em que a viscosidade varia linearmente com a pressao utilizando o modelo Oldroyd-B
para uma nova geometria, a expansao planar 1:4, cujo esboco pode ser visto na Figura
4.18. Em geral, este tipo de problema em que ocorre a mudanca da secao transversal de
um duto ou canal, levando em consideragao um caso bidimensional, sao encontrados em
aplicagoes da engenharia.

Xr4
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Xro
— =

=
=

— >
*r1

<+ - »
L

20 50

Figura 4.18: Esboc¢o da geometria para expansao 1:4.

Trabalhos como [16] e [19], estudam o comportamento dos vortices para o caso New-
toniano e nao-Newtoniano. Ambos utilizam como geometria a expansao, porém com
diferentes proporg¢oes para a altura. Enquanto [16] aplica em uma expansdo planar 1:3,
[19] aplica em uma expansao planar 1:4. Ainda, utilizam como modelo para um fluido
viscoelastico o FENE-CR (Finite Extendable Non-linear Elastic - Chilcott and Rallison)
modificado.

Os resultados para esta nova geometria serao discutidos a seguir para fluidos Newto-
nianos e nao-Newtonianos. Para a simulagao numérica deste tipo de escoamento adota-se
uma malha uniforme com espacamento dx = dy = 0.1, possuindo o canal de entrada
200 x 10 células e o canal maior de saida 500 x 40 células.

4.3.1 Caso Newtoniano

Antes de avaliar os efeitos que a viscosidade dependendo da pressao causam em um
escoamento viscoelédtico, serao apresentados alguns resultados numéricos da expansao 1:4
fazendo comparacoes com outros resultados da literatura. Estas comparacoes foram reali-
zadas baseando-se no trabalho de Rocha [19], pois apresenta a mesma propor¢ao de altura
1:4. Rocha nao s6 traz resultados para o comprimento e intensidade dos vortices, mas
também apresenta resultados para a componente u do vetor velocidade fazendo cortes
transversais ao longo do canal maior. Para este trabalho foram escolhidos os cortes em
duas diferentes posicoes: = = 30 e 40, como mostra a Figura 4.19.
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Figura 4.19: Localizagao dos cortes transversais em x = 30 e x = 40 na expansao planar
1:4.

A Figura 4.20 apresenta a comparacao do perfil de velocidade u para o caso New-
toniano entre os resultados numeéricos obtidos e os resultados numéricos de [19], sendo
representados nos graficos pelas linhas continuas e pontos, respectivamente. Além disso,
considerou-se diferentes ntimeros de Reynolds, tais como Re = 60, 65,80 e 100.

2 2 * Re =60, Rocha
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* Re =65, Rocha
1r R 1r —Re =65
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y
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Figura 4.20: Comparacao do perfil u de velocidade. Resultados numéricos do presente
trabalho em linha continua e resultados numéricos de [19] em simbolos para o caso New-
toniano.

Ressalta-se que a velocidade maxima deste perfil paraboélico na saida da expansao é de
0.375m/s, pois impoem-se uma velocidade maxima de 1,5m/s no canal menor, ou seja,
na entrada do fluido.

Como pode-se observar pelas Figuras 4.20 a) e b), os resultados numeéricos obtidos
estao coerentes com os resultados de Rocha [19]. Além disso, Rocha também verificou o
comprimento dos vortices inferior e superior, sendo representado por xg; € xgo, respecti-
vamente. O estudo possibilitou a analise da simetria destes, obtendo assim um ntmero de
Reynolds critico Re., ou seja, nimero de Reynolds para a perda de simetria dos vortices.

Neste trabalho, para a coleta dos resultados numéricos, é analisada a quantidade de
células n em que a componente u do vetor velocidade é negativa, como mostra a Figura
4.21, e esta é multiplicada pelo espacamento dx.
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Figura 4.21: Esboco da malha computacional para o calculo do comprimento dos vortices.

Tabela 4.4: Comprimento dos vortices para um fluido Newtoniano.

Rocha [19] Resultados obtidos

Re TR1 TR2 T R4 TRl TR2 T R4
o | 1.291 1.291 - 1.3 1.3 -
35 | 6.262 6.262 - 6.3 6.3 -
36 | 6.449 6.428 - 6.5 64 -
37 | 7.645 5.389 - 6.6 6.6 -
39 | 8.595 4.812 - 72 6.8 -
40 | 8.929 4.681 - 76 6.6 -
45 | 10.18 4.423 - 10.1 4.5 -
50 | 11.13 4.386 - 11.1 44 -
55 | 11.90 4.417 - 11.9 44 -
60 | 12.56 4.474 - 12.6 4.5 -
65 | 13.13 4.544 14.87 | 13.1 4.5 14.5
80 | 14.41 4.774 19.81 | 14.4 4.8 19.7
100 | 15.69 5.075 24.56 | 15.3 5.0 244

A Tabela 4.4 mostra que os resultados obtidos aproximam-se dos resultados fornecidos
por Rocha, podendo-se notar ainda um namero de Reynolds critico de Re. = 36 em ambos
0S Casos.

Outros trabalhos que estudam o comprimento dos vortices para uma expansao planar
1:4 levando em considera¢ao um fluido Newtoniano, como de Drikakis [7] e Battaglia et
al. [4], encontram um Re, = 35.3 e Re. = 35.8, respectivamente.

Pode-se observar, uma boa concordancia entre os comprimentos dos vortices encontra-
dos por ambas metodologias numéricas (do presente trabalho e de Rocha [19]), entretanto,
em uma vizinhanca do Re. a diferenca torna-se bem mais significativa. Desta forma, foi
utilizado o trabalho de Drikakis [7] para mais uma comparagdo que pode ser vista na
Figura 4.22, sendo Dx a diferenca entre o comprimento do vortice inferior e superior.



4. Resultados Numéricos 63

10
© Rocha
Drikakis o 7
L
* Resultados obtidos | g0 &
5r Og

10 ' ' ' ' '
0 10 20 30 40 50 60
Re
Figura 4.22: Comparagao da bifurcagao da assimetria dos vortices para um fluido New-
toniano.

Esta nova comparacao indica que de fato ha uma necessidade de refinamento de malha,
pelo menos, para os casos de Re proximos ao Re., no intervalo de Re = 35 — 40; pois a
forma de medir o vortice depende diretamente da malha (ver Fig. 4.21) e além disso, o
intervalo é de grande instabilidade para o escoamento, onde ele passa de simétrico para
assimétrico.

Portanto, a atencao neste trabalho nao serd em buscar exatamente um conjunto de
parametros criticos para o escoamento, mas sim destacar na presente metodologia os
efeitos em considerar a viscosidade dependendo da pressao em comparacao com o modelo
viscoelastico Standard. Como as comparacoes estao em boa concordancia fora da zona
critica, utiliza-se a presente malha para o objetivo de estudo.

4.3.2 Caso Nao-Newtoniano

Para estudar o escoamento de um fluido viscoelastico considera-se o modelo Oldroyd-B
Standard e Oldroyd-B com a viscosidade dependendo da pressao. Assim como no caso
Newtoniano, sera realizada a andlise do comprimento dos vortices para ambos os modelos
variando alguns parametros adimensionais. O intuito deste estudo é verificar se os modelos
apresentam o mesmo comportamento para cada variagao.

Os resultados obtidos, expressos nas Tabelas 4.5-4.7 sao referentes a variacao de 3, Wi
e Re, respectivamente. As Tabelas 4.5-4.7 & esquerda sao referentes ao modelo Oldroyd-
B Standard e as Tabelas 4.5-4.7 & direita sao referentes ao modelo Oldroyd-B com a
viscosidade variando linearmente com a pressao.

Para a variagao de (3 considera-se fixo Re = 40, Wi = 0.5 e v = 0.2. Os valores
adotados para 3 sao de 0.1, 0.25, 0.5, 0.75 e 0.9. Para a variacao de W74 cujos resultados
estao expressos na Tabela 4.6 considera-se fixo § = 0.75, Re = 80 e v = 0.02. J4 para
variacao de Re considera-se fixo § = 0.1, Wi = 0.1 e v = 0.07, sendo o coeficiente
apenas presente no modelo Oldroyd-B cuja viscosidade depende da pressao.
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Tabela 4.5: Comprimento dos vortices de um fluido nao-Newtoniano variando [ para o
modelo Oldroyd-B Standard & esquerda e Oldroyd-B com a viscosidade dependendo da

pressao a direita, com Re = 40 e Wi = 0.5.

s TRl TR2
01 ]62 6.1
0.25| 6.4 6.3
0.5 | 6.7 6.5
0.75| 7.2 64
09 | 7.3 6.6

5 TRl TR2
0.1 | 6.0 6.0
0.25] 6.2 6.2
05 | 65 64
0.7 1 6.9 6.5
09 | 70 6.7

Tabela 4.6: Comprimento dos vortices de um fluido nao-Newtoniano variando W+ para o
modelo Oldroyd-B Standard a esquerda e Oldroyd-B com a viscosidade dependendo da

pressao a direita, com Re = 80 e 8 = 0.75.

Wi | xpi Tr2 Tpa
0.1 1]14.3 4.7 19.6
0.3 |14.3 4.7 19.5
0.5 1]14.2 4.7 19.3
0.7 | 142 4.7 19.1
09 | 142 4.8 189

Wi | xpi Tr2y Tpa
0.1 1]14.3 4.7 19.6
0.3 |14.3 4.7 19.5
051|142 4.7 19.3
0.7 | 142 4.7 19.1
09 | 142 48 189

Tabela 4.7: Comprimento dos vortices de um fluido nao-Newtoniano variando Re para o
modelo Oldroyd-B Standard a esquerda e Oldroyd-B com a viscosidade dependendo da

pressao a direita, com Wi =0.1e § =0.1.

Re | xp1 Tpy Tp4
5 1.1 1.1 -
10 1.8 1.8 -
20 | 3.4 34 -
30 | 5.2 5.2 -
36 | 6.3 6.3 -
37 | 65 64 -
40 | 8.7 4.8 -
50 | 11.0 4.4 -
60 | 12.5 4.4 -
70 | 13.5 4.6 16.8
80 | 14.3 4.7 19.7
90 | 149 4.8 22.2
100 | 15.5 5.0 24.5

Re | xpi ZTpo Tpa
5) 1.1 1.1 -
10 1.7 1.7 -
20 | 3.3 3.3 -
30 | 5.2 5.2 -
35 | 6.1 6.1 -
36 | 6.3 6.2 -
40 | 8.6 4.8 -
50 | 11.0 4.4 -
60 | 124 4.4 -
70 1 13.5 46 17.0
80 | 14.3 4.7 19.8
90 [ 15.0 49 223
100 | 15.6 5.0 24.5

A Tabela 4.5 ilustra o comprimento dos vortices de um fluido viscoelastico conside-
rando alguns valores de [ para o modelo Oldroyd-B Standard e Oldroyd-B com a viscosi-
dade dependendo da pressao. E possivel observar que ambos os modelos apresentam um
mesmo comportamento. Note que, quanto mais viscoelastico é o fluido, isto é, quanto

menor o valor de 3, mais simétricos sao os vortices.

Da mesma forma, observa-se para a variacao de Wi através da Tabela 4.6 um mesmo
comportamento para as duas modelagens. Note que, quanto maior o niimero de Weissen-

berg, mais os vortices tendem a ficar simétricos.
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Ja para a variacao de Re para o modelo Oldroyd-B Standard e Oldroyd-B com a
viscosidade dependendo da pressao, os resultados numéricos podem ser vistos na Tabela
4.7. Pode-se observar que o comprimento dos vortices sao maiores com o aumento de Re,
surgindo um terceiro vortice para Re > 70. Note ainda que a diferenca entre as duas
modelagens é muito pequena.

Diante destas pequenas diferencas, serd estudado com um pouco mais de detalhe o
comportamento das variaveis velocidade, pressao, viscosidade e tensao ao longo de cortes
transversais e longitudinal na expansao 1:4 variando os parametros dos modelos, Re, Wi,
B e ~v; lembrando que v = 0.0 reduz-se ao caso Standard. Os cortes transversais serao em
x =30 e x = 45, e o corte longitudinal em y = 0, na linha central da geometria.

Variacao do Coeficiente da Viscosidade dependendo da Pressao

Como ja visto na Subsecao 4.2.2, o coeficiente y controla o quanto a viscosidade é
influenciada pela pressao. O estudo da variacao de v para um fluido viscoelastico seré
feita para dois casos: Re =40 e Re =80, com §=0.1e Wi =0.1.

e Para Re = 40.

Considerando-se fixo § = 0.1 e Wi = 0.1, os valores de v adotados sao de 0, 0.02, 0.07
e 0.1. A Tabela 4.8 ilustra os resultados numéricos para o comprimento dos vortices com
a variagao de vy, para Re = 40.

Tabela 4.8: Comprimento dos vortices de um fluido nao-Newtoniano para o modelo
Oldroyd-B com a viscosidade dependendo da pressao variando v, com Re = 40, § = 0.1
e Wi=0.1.

i TR1 ZR2
Standard | 8.7 4.8
0.0 8.7 4.8
0.02 87 4.8
0.07 8.6 4.8
0.1 86 4.8

Como pode-se notar, o comprimento dos vortices sofrem uma pequena alteracao com
a variacao de ~y apresentando uma tendéncia a um comportamento mais simétrico para y
mais alto. De acordo com as Figuras 4.24 e 4.25, quanto maior o coeficiente vy, maior sera
a viscosidade, e portanto, isto pode explicar a diminuicao no comprimento xr; da Tabela
4.8.

A Figura 4.23 apresenta os resultados obtidos a partir da variagao do coeficiente ~y
considerando Re = 40, § = 0.1 e Wi = 0.1 em um corte longitudinal em y = 0. As
Figuras 4.23 a) e b) ilustram o decrescimento da pressdo e viscosidade ao longo do canal,
respectivamente, sendo realizado um zoom para cada uma destas variaveis com o objetivo
de obter uma melhor visualizacao do comportamento na regiao de transicao do canal, como
mostra as Figuras 4.23 c¢) e d). J4 as Figuras 4.23 ¢) e f) mostram que as componentes do
tensor sao nulas em y = 0, apresentando uma variacao dos tensores na regiao de transicao
do canal menor para o maior, isto é, em x = 20, sendo este comportamento coerente com
o apresentado por [19]. Ainda, é possivel notar que quando v — 0 o modelo Oldroyd-B
em que a viscosidade varia linearmente com a pressao esta tendendo ao modelo Oldroyd-B
Standard.
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Figura 4.23: Variacao de v para um corte longitudinal em uma expansao planar em y = 0,
para Re = 40, f = 0.1, Wi = 0.1: a) Pressao. b) Viscosidade Polimérica. ¢) Zoom da
Pressao. d) Zoom da Viscosidade Polimérica. Componentes do Tensor nao-Newtoniano:

e) 5" e f) 5.

As Figuras 4.24 e 4.25 apresentam os resultados para a velocidade, pressao, viscosidade
e componentes do tensor, considerando Re = 40, § = 0.1 e Wi = 0.1 em um corte
transversal na posicao de x = 30 e x = 45, respectivamente.
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Figura 4.24: Variagao de v para um corte transversal em uma expansao planar 1:4 em
x = 30, para Re = 40, § = 0.1, Wi = 0.1: a) Perfil da componente u de Velocidade. b)
Pressdo. c¢) Viscosidade Polimérica. Componentes do Tensor ndo-Newtoniano: d) 75° e

e) 757 f) Zoom do Tensor 75°.

E possivel notar que os resultados obtidos para z = 30 ilustram o comportamento
de um escoamento proximo as regioes que contém vortices, diferente do corte em x =
45. Como pode ser visto na Tabela 4.8, o comprimento dos vortices para Re = 40 sao
relativamente pequenos, e, por conta disso, os resultados numéricos obtidos para um corte
na posicao de r = 45, como mostra a Figura 4.25, nao sofrem a influéncia das recirculagoes,
apresentando um comportamento de regime permanente de cisalhamento. Sendo assim,
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considerando-se o corte transversal em x = 30 cuja posi¢ao encontra-se proxima as regioes
dos vortices, tem-se que a velocidade se mantém para todos os casos. Ja as outras variaveis,
bem como a pressao, viscosidade e componentes do tensor sao menores na parte inferior
do canal devido ao voértice inferior ser maior que o vértice superior.

0.4 "
Y i
,"*/k, s X
0.3f 1
,’* *
5 02f 7 ]
f * Standard *‘**
01f / = =0 %
/ —v =0.02
# x
—y =0.07 \
* e _ *|
0 X v =0.1 .
-2 -1 0 1 2
y
(a) Velocidade u
0.912
0.91f
0.9081
* Standard
= 0.906] —7y=0
o —v =0.02
T 09047 —y =0.07
vy=01
0.9021
0.9
0.898 j '
-2 -1 0 1 2
y
(C) Viscosidade Hp
0.01
* Standard
—y=0
—v =0.02
0.005 —y 2007
v =01
W
> \
xPD_ 0
-0.005
-0.01 : '
-2 -1 0 1 2
N

(e) Tensor i

0.1186

oi184f— -
* Standard
—y =0
2 0.1182f1 —y =002
—vy =0.07
v=0.1
0.118¢

0.1178
-2

(b) Pressao

0.0008
* Standard
—y=0
0.0006 —7v =0.02
—1v =0.07
=0.1
0.0004 !
£ y
3 F
0.0002
0 *
-0. 2 -
Qe -2 -1 0 1 2
vy
(d) Tensor T5*
* Standard
0.008 —vy=0
—v =0.02
—v =0.07
0.0075 1 =01
T a
e

0.007

0.0065

18 -175 -17 -165 -1.6

y

(f) Zoom do Tensor i

Figura 4.25: Variacao de v para um corte transversal em x = 45, para Re = 40, § = 0.1,
Wi = 0.1: a) Componente u de Velocidade. b) Pressdo. c) Viscosidade Polimérica.

Componentes do Tensor nao-Newtoniano: d) 75% e e) 757, f) Zoom do Tensor 75°.
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e Para Re = 80.

Considerando-se fixo § = 0.1 e Wi = 0.1, os valores de v adotados sao v = 0, 0.002,
0.02, 0.07 e 0.1. A Tabela 4.9 ilustra os resultados numéricos para o comprimento dos
vortices com a variacao de v, para Re = 80.

Tabela 4.9: Comprimento dos vortices de um fluido nao-Newtoniano para o modelo
Oldroyd-B com a viscosidade dependendo da pressao variando v, com Re = 80, f = 0.1
e Wi=0.1.

Y TRl TR2 TR4
Standard | 14.3 4.7 19.7
0.0 14.3 4.7 19.7
0.002 14.3 4.7 19.7
0.02 143 4.7 19.8
0.07 143 4.7 19.8
0.1 14.3 4.7 19.8

De forma analoga, a Tabela 4.9 apresenta pequena alteracao para o comprimento do
vortice rrs com a variagao de 7y, porém agora exibe um aumento no comprimento de
T4 para y mais alto, ao contrario do caso anterior para Re = 40. Isto acontece devido
ao escoamento sofrer maior influéncia das regioes que contém voértices para nimeros de
Reynolds maiores. Note ainda que, para Re = 80 tem-se o surgimento do terceiro vortice.

A Figura 4.26 apresenta os resultados obtidos para a variacao do coeficiente da vis-
cosidade dependendo da pressao v, considerando Re = 80, f# = 0.1 e Wi = 0.1 em um
corte longitudinal em y = 0. O comportamento das variaveis envolvidas em um esco-
amento para Re = 80 nao difere dos obtidos anteriormente para Re = 40 (ver Figura
4.23). Porém, a pressao passa a ser menor quando o nimero de Reynolds é mais alto,
e, consequentemente, a viscosidade também. Tem-se ainda que os tensores sao nulos,
apresentando uma variagao na transicao do canal menor para o canal maior, expressos
pelas Figuras 4.26 e) e f).

* Standard * Standard

—y=0 —y=0
—7 =0.002 1.2 —v =0.002
—7 =0.02 —7 =0.02
— =0.07 —7 =0.07
¥ =0.1 = ¥ =01
o
L
0.9 N ,
-1 : ‘ ‘ : ' ‘ 0.8 ‘ ‘ ' ‘ ‘ ‘
0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70
X X

(a) Pressao (b) Viscosidade Hp



4. Resultados Numéricos 70

-0.13

* Standard * Standard
—7y=0 147 —y =0
—7v =0.002 —7v =0.002
-0.135 P\ —y=0.02 1.05F —y 2002
\ —v =0.07 Nig —v =0.07
N y =041 o 1 y =041
o
-0.141 T 095
0.9 e —
-0.1457 1 0.85f
: ' : : 0.8* : : : :
20.4 20.5 20.6 20.7 15 20 25 30
X X
(¢) Zoom da Pressio (d) Zoom da Viscosidade Hp
0.004 0.025
* Standard * Standard
0.003 —r=0 —r=0
i —v =0.002 0.02 i —=j=0.002
0.002 1 —7=0.02 —y =0.02
H — =0.07 0.015 it — =007
0.001 i —y =01 1R —y =01
%a p———— | | L 2o : 4 1
e L I o 0.01 : 3
0 A ! b
ek 4 0.005
-0.001 f 1
B 3/:*
11 |
-0.002 0
-0.003 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ' -0.005 ‘ ‘ ' ' ' ‘
0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70
X X
(€) Tensor T&* (f) Tensor 3¢

Figura 4.26: Variacao de ~ para um corte longitudinal em uma expansao planar 1:4 em
y = 0, para Re = 80, § = 0.1, Wi = 0.1: a) Pressdo. b) Viscosidade Polimérica. c)
Zoom da Pressdo. d) Zoom da Viscosidade Polimérica. Componentes do Tensor nao-
Newtoniano: e) 7% e f) 757,

Ja as Figuras 4.27 e 4.28 apresentam os resultados para as variaveis, considerando
Re =80,  =0.1 e Wi =0.1 em um corte transversal na posicao de x = 30 e z = 45,
respectivamente. E possivel notar que os resultados obtidos para z = 45 ilustram o com-
portamento de um escoamento que encontra-se proximo as regioes que contém vortices,
diferente do corte em x = 30, pois como mostra a Figura 4.27 a) o perfil de velocidade u
apresenta velocidade negativa apontando a existéncia do vortice inferior nesta posicao. A
existéncia do vortice em xz = 30 pode ser verificada também através da Tabela 4.9. Em
ambas as Figuras, nota-se que a velocidade se mantém e a viscosidade apresenta o mesmo
comportamento que a pressao. Entretanto, para niimeros de Reynolds maiores, onde as
recirculagoes afetam ainda mais o escoamento, faz com que a pressao seja negativa, e en-
tdo a viscosidade tende a ser menor com o aumento de vy (ver Figuras 4.27 b) e c)). Este
efeito torna os vortices mais assimétricos, como visto na Tabela 4.9. Ja os tensores sofrem
uma pequena variacao, e estes podem ser melhor visualizados nas Figuras 4.27-4.28 f).
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Figura 4.27: Variagao de v para um corte transversal em uma expansao planar 1:4 em
x = 30, para Re = 80, para Re = 40, § = 0.1, Wi = 0.1: a) Perfil da componente
u de Velocidade. b) Pressao. ¢) Viscosidade Polimérica. Componentes do Tensor nao-
Newtoniano: d) 75% e e) 757, ) Zoom do Tensor 7.
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Figura 4.28: Variagao de v para um corte transversal em uma expansao planar 1:4 em
x = 45, para Re = 80, para Re = 40, § = 0.1, Wi = 0.1: a) Perfil da componente
u de Velocidade. b) Pressao. c) Viscosidade Polimérica. Componentes do Tensor nao-
Newtoniano: d) 75% e e) 757, ) Zoom do Tensor 7.

Variacao do Nimero de Weissenberg

Considerando-se fixo Re = 80, § = 0.75 e v = 0.02, os valores de W+ adotados sao
Wi=0.1,0.3, 0.5 e 0.7. A Tabela 4.10 apresenta o comprimento dos vortices para cada

um destes casos que serd estudado a seguir. E possivel notar a existéncia do terceiro
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vortice e ainda observa-se que quanto maior o nimero de Weissenberg, menores serao os
vortices.

Tabela 4.10: Comprimento dos vortices de um fluido viscoeldstico variando Wi, com
Re =80, 5 =0.75e v=0.02.

Wil xr1 Try Tra
0.1 143 4.7 19.6
0.31]14.3 4.7 19.5
051142 4.7 19.3
0.7 1142 4.7 19.1

Nos graficos a seguir, serd incluido para efeito de comparacao um resultado do modelo
Oldroyd-B Standard.

A Figura 4.29 apresenta os resultados obtidos a partir da variacao de Wi em um corte
longitudinal em y = 0. De forma andloga a variagao de v, as variaveis apresentam um
mesmo comportamento, sendo o decrescimento da pressao e da viscosidade ao longo do
canal e os tensores nulos em y = 0, cujo comportamento esta coerente com [19].
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Figura 4.29: Variacao de Wi para um corte longitudinal em uma expansao planar 1:4 em
y = 0, para Re = 80, § = 0.75 e v = 0.02: a) Pressao. b) Viscosidade Polimérica. c)
Zoom da Viscosidade Hp. Componentes do Tensor nao-Newtoniano: d) 75* e e) 75°.

J& as Figuras 4.30 e 4.31 apresentam os resultados da variacao de Wi para as va-
riaveis envolvidas em um escoamento em um corte transversal na posicao de x = 30 e
x = 45, respectivamente. Como estes resultados numéricos sao para um Re = 80, a
Figura 4.30 ilustra o comportamento de um escoamento em uma regiao que possui vor-
tices, diferente da Figura 4.31, que por sua vez, ilustra o comportamento de uma regiao
situada préxima aos vortices que ainda sofre influéncia destes. Estas situacoes podem ser
constatadas na Tabela 4.10.

Note que a diferenca entre o modelo Oldroyd-B Standard e Oldroyd-B com a visco-
sidade dependendo da pressao por pequenas que sejam, ainda existem. Estas diferencas
para a pressao, viscosidade e tensor podem ser vistas nas Figuras 4.30 e 4.31.
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Figura 4.31: Variacao de Wi para um corte transversal em uma expansao planar 1:4 em
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Variacao de [

Yy

Tp

Considerando-se fixo Re = 80, Wi = 0.1 e v = 0.07, os valores de § adotados sao
8 =0.25,0.5¢0.75. A Tabela 4.11 apresenta o comprimento dos vortices para cada um
destes casos que serd estudado nos graficos a seguir.
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Tabela 4.11: Comprimento dos vortices de um fluido nao-Newtoniano variando [, com

Re =80, Wi=0.1e~=0.07.

5 Tr1 TR2 TR4
0.25 | 14.3 4.7 19.7
0.5 | 143 47 19.7
0.75|14.3 4.7 19.7

A Figura 4.32 apresenta os resultados obtidos a partir da variacao de 5 em um corte
longitudinal em y = 0. De forma anéloga a variagao de +, as variaveis apresentam um
mesmo comportamento, sendo o decrescimento da pressao e viscosidade ao longo do canal

e os tensores nulos em y = 0.
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Figura 4.32: Variacdo de [ para um corte longitudinal em uma expansao planar 1:4 em
y = 0, para Re = 80, Wi = 0.1 e v = 0.07: a) Pressao. b) Viscosidade Polimérica.

Componentes do Tensor nao-Newtoniano: ¢) 75% e d) 7,°.

As Figuras 4.33 e 4.34 apresentam os resultados da variacao de [ para as varia-
veis envolvidas em um escoamento em um corte transversal na posicao de z = 30 e
x = 45, respectivamente. Como estes resultados numéricos sao para Re = 80, a Figura
4.33 ilustra o comportamento do escoamento em uma regiao que possui vortices, diferente
da Figura 4.34, que por sua vez, ilustra o comportamento de uma regiao situada proxima
aos vortices que ainda sofre influéncia destes. Tais comportamentos podem ser verificados

pela Tabela 4.11.
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Figura 4.33: Variacao de [ para um corte transversal em uma expansao planar 1:4 em
x = 30, para Re = 80, Wi = 0.1 e v = 0.07: a) Perfil da componente u de Velocidade.
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Figura 4.34: Variacao de [ para um corte transversal em uma expansao planar 1:4 em
x = 45, para Re = 80, Wi = 0.1 e v = 0.07: a) Perfil da componente u de Velocidade.
b) Pressao. c) Viscosidade Polimérica. Componentes do Tensor ndo-Newtoniano: d) 75"
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Variacao do Numero de Reynolds

Considerando-se fixo g = 0.1, Wi = 0.1 e v = 0.07, os valores de Re adotados sao
Re = 5, 20, 40, 60, 70, 80 e 100. A Tabela 4.12 apresenta o comprimento dos vortices
para cada um destes casos que serd estudado a seguir.
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Tabela 4.12: Comprimento dos vortices de um fluido nao-Newtoniano variando Re, com
Wi=0.1, 6 =0.1e~y=0.07.

Re | Tri Tpy Tma
5 1.1 1.1 -
20 | 3.3 3.3 -
40 | 8.6 4.8 -
60 | 12.5 4.5 -
70 | 13.5 4.6 16.8
80 | 14.3 4.7 19.8
100 | 15.6 5.0 24.5

Além de analisar o comportamento das varidveis envolvidas em um escoamento para a
variacao de Re considerando o modelo Oldroyd-B cuja viscosidade varia linearmente com
a pressao, serd estudado também dois casos para o modelo Oldroyd-B Standard a fim de
destacar a diferenca entre estes dois modelos. Os resultados apresentados para o modelo
Oldroyd-B Standard sao para Re = 5.0 e 100.

A Figura 4.35 apresenta os resultados obtidos a partir da variagdo de Re em um
corte longitudinal em y = 0. De forma analoga a variacao dos parametros adimensionais
anteriores, as variaveis apresentam um mesmo comportamento, sendo o decrescimento da

pressao e da viscosidade ao longo do canal e os tensores nulos em y = 0.
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Figura 4.35: Variacao de Re para um corte longitudinal em uma expansao planar 1:4
emy = 0, para § = 0.1, Wi = 0.1 e vy = 0.07: a) Pressdo. b) Viscosidade Polimérica.
Componentes do Tensor nao-Newtoniano: ¢) 75% e d) 75°.
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As Figuras 4.36 e 4.37 apresentam os resultados da variacao de Re para as varia-
veis envolvidas em um escoamento em um corte transversal na posicao de x = 30 e
x = 45, respectivamente. E possivel notar que quanto menor o nimero de Reynolds,
maiores sao as forcas envolvidas em um escoamento.

Sabendo que o comprimento dos vortices dependem do niimero de Reynolds, expressos
na Tabela 4.12; a Figura 4.36 apresenta resultados numeéricos de regioes que contém vor-
tices para Re > 60. Tem-se ainda que as regioes de recirculagoes encontram-se proximas
para Re = 40, e, ja para os casos de Re < 40, apresentam um comportamento de regime
permanente de cisalhamento.

E importante ressaltar os resultados obtidos com a variacio do ntimero de Reynolds
para a pressao e viscosidade, dados pela Figura 4.36 b) e c¢), respectivamente. Observa-se
que a pressao é negativa nas regioes que contém vortices, fazendo com que a viscosidade
seja menor na presente modelagem do que a viscosidade obtida no modelo Standard para
Re > 70, quando comparado os dois modelos considerando os mesmos parametros. Estes
efeitos podem ser observados na Tabela 4.7, onde para Re > 70 a viscosidade serd maior
para o modelo Oldroyd-B Standard, o que justifica o comprimento dos vortices serem
menores do que o modelo Oldroyd-B cuja viscosidade varia linearmente com a pressao. O
comportamento inverso também pode ser observado para Re < 70, ja que a viscosidade é
maior na nova modelagem.

Ja a Figura 4.37 apresenta um comportamento de regime permanente de cisalhamento
para as diversas variaveis, com excecao dos casos de Re = 70, 80 e 100, pois estes sofrem
a influéncia das recirculacoes.
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Conclusao

Neste trabalho foi apresentada uma modelagem matemaética para escoamentos visco-
elasticos em que a viscosidade polimérica sofre influéncia das variacoes da pressao. A
aplicacao desta modelagem em um escoamento de Poiseuille foi baseada no trabalho de
Housiadas [11], que por sua vez, utilizou a equacao constitutiva UCM (Upper Convected
Mazwell), um modelo puramente viscoelastico. Foi utilizada uma modelagem linear para
a funcao viscosidade, a qual envolve uma nova variavel v com dimensao inversa a dimen-
sdo da pressao, ou seja, v = ms?/Kg = Pa™!, de tal forma que quando ~ tende a zero, a
viscosidade tende a nao sofrer com a influéncia da variagao da pressao, ou seja, quando
tende a zero, a nova modelagem tende a modelagem Oldroyd-B classica, que foi chamada
de Oldroyd-B Standard durante todo o texto deste trabalho. Ainda, a aplicacdo desta
nova modelagem foi aplicada em outra geometria, a expansao planar 1:4. Este estudo foi
baseado no trabalho de Rocha [19].

Uma metodologia numérica bidimensional, baseada no método MAC, foi desenvolvida
e implementada de maneira a estender as funcionalidades da plataforma FREEFLOW-2D.
A discretizacao das equacoes é feita em uma malha deslocada pela técnica de diferencas
finitas. A velocidade é discretizada de maneira semi-implicita, pois os termos convectivos
sao ainda considerados no tempo anterior para remover a nao-linearidade da equacao
da quantidade de movimento. A discretizacao da equacao constitutiva foi pelo método
explicito. Basicamente, as derivadas espaciais sao discretizadas por diferencas centrais,
com excecao de alguns casos proximos aos contornos.

Com base nas informacoes gerais da modelagem descritas acima foi possivel verificar a
implementacao desta nova metodologia numérica de diversas formas, considerando um es-
coamento totalmente desenvolvido em um canal bidimensional: (i) refinamento de malha
medindo o decaimento do erro em comparacao a uma malha mais refinada de referéncia
e calculando a ordem de convergéncia espacial, que por coeréncia a nossa discretizacao
esperavamos ordem 2; (ii) reducao dos valores de v para comparac¢ao quantitativa com
o modelo Oldroyd-B Standard. Ja a verificacao para uma expansao planar 1:4 bidimen-
sional foi feita considerando um fluido Newtoniano da seguinte forma: (i) comparagao
quantitativa do comprimento dos vortices com o trabalho de Rocha [19]; (ii) comparagao
quantitativa para o perfil da componente u do vetor velocidade para cortes transversais
em r = 30 e x = 45 para diferentes nimeros de Reynolds com o trabalho de Rocha
[19]; (iii) comparagdo quantitativa para assimetria do escoamento utilizando o trabalho
de Drikakis |7]. A partir deste estudo, foi possivel analisar o comportamento dos vortices
e também das variaveis envolvidas em um escoamento de um fluido viscoelastico, além
de destacar algumas diferencas entre o modelo Oldroyd-B Standard e Oldroyd-B com a
viscosidade dependendo da pressao.
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Todas essas formas de verificagoes nos forneceram resultados satisfatorios, portanto,
concluimos que a metodologia numérica desenvolvida neste trabalho é capaz de simu-
lar escoamentos viscoelaticos sob a influéncia da variacao da viscosidade com a pressao
utilizando como base o modelo Oldroyd-B e a modelagem linear para a viscosidade.

Considerando escoamentos totalmente desenvolvidos em um canal bidimensional e
também em uma expansao planar 1:4, estudamos o comportamento das variaveis com
relacdo & diversos valores de Re, Wi, § e 7. No canal bidimensional, nota-se que o
parametro que mais influencia nos valores da pressao e tensao é o nimero de Reynolds.
O ntmero de Weissenberg também exerce alteracoes no caso em que 7y é suficientemente
grande, enquanto o parametro [ afeta muito pouco estas variaveis, pressao e tensao.
O perfil de velocidade mantém-se o mesmo em todos os casos. Para o escoamento na
expansao planar 1:4, os parametros que mais modificam os valores da pressdao e tensao
sao o nimero de Weissenberg e o parametro 5. O nimero de Reynolds, nesse tipo de
processo, nao alterou significativamente as variaveis em questao. Para conclusoes mais
ricas e detalhadas sobre estas simulagoes pretende-se, em um trabalho futuro, refinar
suficientemente a malha para que seja possivel extrair informacoes ainda mais relevantes
para a Reologia.
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