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Resumo

Esse trabalho trata de elementos da Topologia Algébrica, a qual tem como funda-
mental aplicagao abordar questoes acerca de Espagos Topologicos sob o ponto de vista
algébrico. Uma das questoes ¢ tentar responder se dois espacos topologicos X e Y
sao homeomorfos. Neste sentido, o grupo fundamental é uma ferramenta algébrica 1til
por se tratar de um invariante topologico. Além disso, apresentamos o teorema de van
Kampen do ponto de vista da Linguagem de Categorias e Funtores.

Palavras-chave: Topologia Algébrica, Espacos Topologicos, Grupo Fundamental,
Teorema de van Kampen.



Abstract

This work treats of elements of the Algebraic Topology, which has as fundamental
application to approach subjects concerning Topological Spaces under the algebraic
point of view. One of the subjects is to try to answer if two topological spaces X and
Y are homeomorphics. In this sense, the fundamental group is an useful algebraic tool
for treating of an topological invariant. In addition, we presented the van Kampen’s
Theorem of the point of view of the language of Categories and Functors.

Keywords: Algebraic Topology, Topological Spaces, The Fundamental Group, van
Kampen Theorem.
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1 Introducao

Esse trabalho tem como objetivo abordar alguns elementos da Topologia Algébrica
com a missao de fazer um tratamento de questoes acerca de espagos topologicos com
abordagem algébrica. Inicialmente, sera feito um estudo sobre quando dois espagos
topologicos X e Y sao homeomorfos e posteriormente apresentaremos a definicao de
Grupo Fundamental de um espaco topologico. Mostraremos que se X e Y sao espacos
homeomorfos, entao seus respectivos grupos fundamentais sao isomorfos. Também
faremos aplicacoes interessantes usando Grupo Fundamental, entre as quais o Teorema
Fundamental da Algebra. Além disso, abordaremos o Teorema de van Kampen sob
dois aspectos, a saber: sua versao classica via Topologia Geral e sua interpretagao via
Linguagem de Categorias e Funtores. Este projeto foi inspirado a partir da referéncia
principal [1]. Também utilizamos como apoio as referéncias 2], [3] e [4].



2 Linguagem de Topologia Geral

2.1 Espaco Topolégico

Neste capitulo, apresentamos nocoes basicas sobre topologia geral. Nesta abor-
dagem destacamos o Lema da Colagem e a Conexidade por Caminhos, elementos que
serao utilizados de modo muito especial ao longo do nosso trabalho. Detalhes sobre
estes assuntos e demais consideragoes podem ser encontrados em [5, 6].

Defini¢ao 2.1. [Espago Topologico] Seja X um conjunto e T uma colegao de sub-
conjuntos de X satisfazendo:

(a) 0. X €7
(b) uniao arbitrdria de elementos de T pertence a T;
(c) intersec¢io finita de elementos de T pertence a T;

entao o par (X, 1) € chamado espago topoldgico e T é uma topologia para X.

Exemplo 2.1. Se X é um conjunto néo vazio e 7 = {(), X'}, entao (X, 7) é um espago
topologico, pois 7 satisfaz todas as condicoes da definicao acima. Esta topologia é
chamada topologia indiscreta ou trivial.

Exemplo 2.2. Seja X um conjunto nao vazio e denotemos por o(X) o conjunto das
partes de X, ou seja, o conjunto formado por todos os subconjuntos de X. O par
(X, p(X)) é um espago topologico onde 7 = p(X) é uma topologia para X denominada
topologia discreta. Por exemplo, se X = {a,b, c}, entao

7= {0, X, {a}, {0}, {c}, {a, b}, {a, ¢}, {b,c}}

é a topologia discreta para X.

Defini¢ao 2.2. [Conjunto Aberto| Se (X, 7) € um espaco topoldgico, dizemos que
um subconjunto U de X € um conjunto aberto de X se U pertence a colegao T.

Definig¢ao 2.3. [Conjunto Fechado] Se (X, 7) € um espago topoldgico, dizemos que
um subconjunto F de X ¢ um conjunto fechado de X se o complementar de F', denotado

CEF (ou F¢), ¢ um conjunto aberto de X, ou seja, pertence a topologia 7.

10
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Observacgao 2.1. Veja que, devido as leis de De Morgan! e as defini¢oes de topologia e
de conjunto fechado, segue que intersecao arbitraria e uniao finita de conjuntos fechados
sao conjuntos fechados de X. Também, segue que 0, X sdo conjuntos fechados de X.

Definicao 2.4. [Vizinhanga de um ponto| Sejam (X,7) um espago topoldgico,
r € X e U um subconjunto de X. Dizemos que U € uma vizinhanc¢a de x se U € um
conjunto aberto de X ex € U.

Defini¢ao 2.5. [Base| Uma base B para uma topologia T de X é uma subcolegao B
de T, B C T, onde:

(a) para todo x € X, existe B € B tal que x € B;

(b) se x € By N By, com By, By € B, entao existe By € B tal que x € By C By N Bs.

Os elementos de B sao chamados elementos bdsicos de X.

Exemplo 2.3. Se X ¢ um conjunto nao vazio qualquer, entao a colecao de todos os
subconjuntos unitarios de elementos de X, {{z},x € X}, é uma base para a topologia
discreta de X.

Lema 2.1. Se B € uma base para uma topologia T e 75 € a colecao constituida pelo
conjunto vazio e pelos subconjuntos U de X tais que para cada x € U existe um
elemento basico B € B tal que x € B C U, entao, 18 ¢ uma topologia para X, a
qual denominamos topologia gerada por B.

Demonstra¢ao. Mostremos que 75 é de fato uma topologia para X.

(a) 0 e X pertencem a 75. De fato:

Se U = (), o resultado segue pela definicao de 75 no enunciado deste lema. Para
U = X, dado qualquer = € X, temos que existe algum elemento basico B € B
contendo x e contido em X, uma vez que X € 7 e B é uma base para 7.

(b) Se {Us}aes ¢ uma familia de subconjuntos pertencentes a 73, entdo temos que
U =U,ec;Us € 78. Com efeito, dado x € U temos que x € U, para algum o € J.
Uma vez que U, pertence a 75 ¢ B é uma base, segue que existe um elemento
basico Be Btalquex € BC U, CJ,.,Us=U,isto é,x € Be B CU. Logo,
U € 5.

acJ

(¢) Se Uy, Us,...,U, sao subconjuntos pertencentes a 75, entdo U = ﬂ?zl U; € 3.
Mostraremos esta implicacao apenas para o caso n = 2, ja que o resultado segue
pelo Principio da Inducao Finita.

1Se {A;}icr ¢ uma familia de conjuntos (de um mesmo conjunto universo), entéo:
(1) C(ﬂiez Ai) = Uie] BAi§
(2) C(U;er Ai) = Nies CAs
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Seja x € U = U; N Uy qualquer. Como x pertence a intersecao, temos que
x € Uy e x € Uy. Todavia, Uy e Uy pertencem a 75, consequentemente existem
By, By € B tais que x € By C Uy e x € By C Us,, respectivamente. Assim, temos
quex € BN Bye BiN By, C U NUs.

Nestas condicoes, do item (b) da defini¢ao 2.5, temos que existe By C B tal que
r € B3 C BiN By, C Uy NU, = U. Portanto, existe By € B tal que x € By C U,
ou seja, U € 73.

]

Observaciao 2.2. E possivel mostrar que se (X, 7) é um espago topologico e B é uma
base para a topologia 7 entao, 7 é igual a colecao de todas as unioes de elementos de
B, vide [5, Lema 13.1, p. 80].

Exemplo 2.4. Dado um conjunto simplesmente ordenado? é possivel definir, por meio
de sua relacao de ordem, uma topologia para este. Esta topologia é denominada
topologia da ordem, denotada por 7. A saber, se (X, <) é um conjunto simplesmente
ordenado definimos os seguintes subconjuntos de X, chamados de intervalo aberto,
intervalo semi-aberto a direita, intervalo semi-aberto a esquerda e intervalo fechado,
respectivamente:

(a,b) ={r € X | a <z <D},
la,b) ={z € X | a <z < b},
(a,b] ={z € X | a <z <b},

[a,0] ={r € X | a <x <b},

onde a < b significa que a < b ou a =b.

Os seguintes subconjuntos formam uma base para (X, 7-):
(1) Todos os intervalos abertos (a,b) em X;

(2) Todos os intervalos semi-abertos & direita [ag,b), onde ag ¢ 0 menor elemento de
X, se houver;

(3) Todos os intervalos semi-abertos & esquerda (a, by], em que by é 0 maior elemento
de X, se existir.

De fato:

2Um conjunto X qualquer é dito simplesmente ordenado se existe uma relacio <, denominada
relacao de ordem, que satisfaz:

(1) Para quaisquer z,y € X com z # y temos = < y ou y < &;
(2) Para nenhum z € X arelagdo z < z é valida;

(3) Para quaisquer z,y,z € X,se xz <y ey < z entdo = < 2.
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(a) Para todo z € X existe B € B tal que x € B, pois o menor elemento (se houver)
pertence a todos os conjuntos do tipo (2), o maior elemento (se houver) pertence
a todos os conjuntos do tipo (3); além disso, qualquer elemento pertence a algum
conjunto do tipo (1) ja que neste caso (x # ag e x # by ) sempre existem a,b € X
tais que a < z < b e entdo = € (a,b).

(b) Suponha que x € B;N By, com By, By € B. Veja que a intersecao entre quaisquer
dois subconjuntos dos tipos (1), (2) e (3) ainda ¢ um conjunto de um destes tipos
ou o conjunto vazio. Desta maneira basta considerar o elemento basico B3 como
sendo a propria intersecao By N By para obtermos x € By C By N Bs.

Observacao 2.3. Observe que se X nao tem menor elemento, entdo nao existem
subconjuntos do tipo (2) e se X nao tem maior elemento, ndo existem subconjuntos
do tipo (3). Em particular, se X = R, entdo B = {(a,b);a,b € R} é uma base para a
topologia da ordem 75 para R, conhecida como topologia padrao.

Observagao 2.4. A partir de agora denotamos um espaco topologico (X, 7) apenas
por X, ou seja, a topologia esta subentendida sempre que possivel.

Definigao 2.6. [Sub-base] Uma sub-base S para uma topologia Ts em um espago
topolégico X é uma colecao de subconjuntos de X cuja uniao € igual a X.

Lema 2.2. A colecio 7s de todas as unioes arbitrdrias de intersecoes finitas de ele-
mentos de uma sub-base S para um espago topoldgico (X, T) é uma topologia. FEsta
topologia é denominada topologia gerada pela sub-base S.

Demonstracao. Pela observacao 2.2, para mostrar que 7s é uma topologia é suficiente
mostrar que a colegao B de todas as intersegoes finitas de elementos de & é uma base
para 7s. Observe que S C B.

Verifiquemos as duas condicoes para ser base.

(a) Para todo = € X, como X é a unido de elementos de S, segue que = pertence a

algum elemento de §. Mas, S C B, assim temos que x pertence a algum elemento
de B.

(b) Suponha que x € By N By, com By, By € B. Mostremos que existe By € B tal
que x € B3 C B1 N Bo.
De fato, de By,By € B segue que By = SN SyN---NS,, com S; € S e
i=1,...,metambém B, =Q:NQ2N---NE,,comQ; €Sej=1...,r.

Desta forma BiN B, =S5 N---NS, N1 N---NQ,, ou seja, By N By é uma
intersecao finita de elementos de S, logo B; N By € B. Deste modo, tomando
B3 = By N By, segue o resutado.

]

Definig¢ao 2.7. [Topologia Produto] Sejam X,Y espagos topoldgicos. Definimos a
topologia produto em X XY como sendo a colecao B de todos os conjuntos da forma
U xV, onde U é um subconjunto aberto de X eV um subconjunto aberto de Y .
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Definicao 2.8. Dados X,Y conjuntos quaisquer, as fungoes

m X XY — X M X XY — Y
(z,y) — @ (z,y) — y

sao denominadas projecoes em X e Y, respectivamente.

Lema 2.3. Sejam X,Y espacos topologicos. A colecao

S ={m(U); U é aberto em X} U {m,(V); V ¢ aberto em Y},

é uma sub-base para a topologia produto sobre X x Y, em que 7, (U) e m, (V) sdo as

respectivas imagens inversas de U pela aplicagao m e de V' por my .

Demonstracao. Considere T a topologia produto sobre X x Y e 7/ a topologia gerada
por S. Mostremos que 7 = 7.

(i) 7 C 7. De fato, observe que cada elemento A € S ¢ tal que A = 7;'(U), com

U aberto em X, ou A = 7,(V), com V aberto em Y. Mas, 7(U) = U x Y e

7, (V) = X x V, ambos abertos em X x Y, ou seja, cada elemento de S pertence

a topologia 7. Consequentemente, unides arbitrarias de intersecOes finitas de
elementos de S também, logo 7 C 7.

(ii) = C 7. Com efeito, todo elemento basico U x V' para a topologia T se escreve
como

UxV=x/(U)nm(V),

ou seja, cada elemento U x V' é intersecao finita de elementos de S. Consequente-
mente, U x V € 7/. Portanto, 7 C 7.

Por (i) e (ii) segue que 7 = 7. O

Teorema 2.1. [Subespacgo] Se (X, 7) € um espaco topoldgico e Y um subconjunto de
X, entao a colecao
v ={YnNU,; Uer}

¢ uma topologia para Y e (Y, Ty) € chamado subespago de X .

Demonstracao. Este teorema serd demonstrado a partir da verificagao das trés condigoes
da definicao 2.1 de espacos topologicos.

1. Vamos verificar que os subconjuntos Y e () pertencem a cole¢ao 7y.

(a) Como Y é subconjunto do espago topologico X, entdo Y € 7x, onde 7y é a
topologia de X. Sabemos também pela teoria de conjuntos que

Y =YnY,

donde segue que Y € 7y

(b) O conjunto () podemos escrever ) =Y N ().
Dai como () € Ty, pois X é espaco topologico, segue que @) € 7y.
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2. Seja {Y)}res uma familia qualquer de elementos de 7y. Queremos mostrar que
LJ Y\ € 1v.

De fato, para qualquer que seja A € J, tem-se que Y, =Y NU,, onde U, € 7x.
Dai,
Un=Urnuy=y n (Juv

AeJ AeJ AeJ

Como U Uy € 7x, o resultado segue.
A

3. Sejam Y7,...,Y, € 7yv. Temos que para cada i = 1,...,n, existe U; € Tx tal que
Y,=YnNU,.

Dai,

yinan---nyY, = YnU) NnYnUy) Nn---nN (YNU,)
= Y nUnUN---NU,)

Assim, como X ¢é espaco topologico, segue que Uy NUs N ---NU, € Tx e assim
YinYon---NY, € 1y.

O resultado do teorema segue pelo que demonstramos em 1,2 e 3. O

Proposicao 2.1. Dado Y um subespaco de um espaco topoldgico X, temos que um
conjunto A é um conjunto fechado em 'Y se, e somente se, este € igual a intersecio de
um conjunto fechado de X com Y.

Demonstracao. De fato, por um lado desta bicondicional:

(<=) Suponha que A = CNY, onde C' é um conjunto fechado em X. Entao, X — C
¢ um conjunto aberto em X e, consequentemente, (X — C)NY é aberto em Y,
pela definigao de subespago. Mas, como Y C X,

(X-CO)NY =Y —(CNY)=Y — A,

Logo, Y — A & um conjunto aberto em Y e portanto A é um conjunto fechado
em Y.

E pelo outro outro lado:

(=) Suponha que A seja um conjunto fechado em Y, entdo Y — A é um aberto em Y.
Logo, pela definicao de abertos no subespaco Y,

Y- A=UnY,

para algum subconjunto aberto U de X. Portanto, A=Y N(X —U) com X —U
um subconjunto fechado em X.

]
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Observagao 2.5. Observamos que se Y é um subconjunto fechado em X e A é um
subconjunto fechado no subespaco Y, entao A é fechado em X.

Defini¢ao 2.9. [Interior e Fecho| Se A é um subconjunto de um espago topoldgico
X, entao:

(a) a unido de todos os conjuntos abertos contidos em A é denominada interior de
A e denotada por Int A;

(b) a intersecio de todos os conjuntos fechados contendo A é chamada fecho de A e
denotada por A.

Observagao 2.6. Veja que da defini¢do acima segue que Int A C A C A e ainda, A é
aberto quando A = Int A e fechado quando A = A.

Proposicao 2.2. Se Y ¢ um subespago de X e A € um subconjunto de Y, entao
Ay =ANY.

Demonstracio. Seja Ay o fecho de A em Y. Mostremos que Ay = ANY.

(i) Ay c ANY. Como A é fechado em X, segue pela proposicdo 2.1 que ANY é
um subconjunto fechado em Y. Mas ANY contém A e temos por definicio de
fecho de A em Y, Ay ¢é igual a intersecdo de todos os subconjuntos fechados de
Y contendo A. Consequentemente, Ay C ANY.

(ii) ANY C Ay. Sabemos que Ay é fechado em Y logo, pela proposicio 2.1,
segue que Ay = C' NY para algum conjunto fechado C' em X. Entdo, C' é um
conjunto fechado de X contendo A. Uma vez que A & a intersecao de todos os
subconjuntos fechados de X contendo A, segue que A C C. Consequentemente,

ANY cCnY = Ay.

O resultado segue por (i) e (ii), ou seja, Ay = ANY. O

Proposiciao 2.3. Se A é um subconjunto de um espaco topoldgico X, entio x € A
se, e somente se, toda vizinhanc¢a U de x (isto €, U é um conjunto aberto contendo x)
intercepta A.

Demonstracdo. Devemos mostrar que = € A se, e somente se, toda vizinhanca U de x
intercepta A. Mas, pela contrapositiva desta equivaléncia, provar isto é o mesmo que
mostrar que x ¢ A se, e somente se, existe uma vizinhanca U de = que nio intercepta
A. De fato,

(=) Sexz ¢ A, entdao x € U = X — A, que é uma vizinhanca de x que nao intercepta
A.

(<) Se existe uma vizinhanca U de x que nao intercepta A, entdao X — U é um
subconjunto fechado contendo A. Pela defini¢ao do fecho A, o conjunto X — U
necessariamente contém A e portanto x ¢ A.

]
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Defini¢ao 2.10. [Ponto de Acumulagao] Sejam A um subconjunto de um espago
topoldgico X e x € X. Dizemos que x é um ponto de acumulacdo de A se toda viz-
inhanca de x intercepta A em algum ponto diferente de x. Denotamos o conjunto
formado por todos os pontos de acumulacao de A por A’

Observacao 2.7. Segue da proposicao 2.3 que, nas condigoes da definicao acima, x é
um ponto de acumulagio de A se pertence ao fecho do conjunto A\{z}.

Proposicao 2.4. Se A € um subconjunto de um espaco topoldgico X, entdo A = AUA'.

Demonstragao. Para demonstrarmos a igualdade A= AU A, basta que mostremos as
inclusbes AUA' C Ae AC AUA.

(i) Mostremos que AU A" C A. Se x € A’ toda vizinhanga de  intercepta A.
Portanto, pela proposicao 2.3 segue que x € A, consequentemente A” C A. Como
ja sabemos que A C A, entao AU A’ C A.

(ii) Vamos mostrar que A C AU A’

Seja x € A qualquer. Mostremos que x € AUA’. Se x € A segue que x € AUA’.
Suponha que r ¢ A. Por hipétese temos que z € A logo pela proposicao 2.3 se
U é uma vizinhanga arbitraria de = entdo U N A # (). Entretanto, x ¢ A, desta
forma segue que U necessariamente intercepta A em um ponto diferente de x, ou
seja, ¢ € A'. Portanto, x € AU A"

m
Defini¢ao 2.11. [Espago de Hausdorff| Dizemos que um espago topologico X €

um espago de Hausdorff se, para quaisquer pontos distintos x1 e xo de X, existirem
vizinhancas disjuntas Uy e Uy de x1 e xo, respectivamente.

Uy X
s LD

Us

il

Proposicao 2.5. Sao vdlidas as sequintes propriedades:

(i) Todo conjunto simplesmente ordenado é um espago de Hausdorff na topologia da
ordem.

(i1) O produto de dois espagos de Hausdorff é um espaco de Hausdorff.

(11i) Todo subespaco de um espaco de Hausdorff € um espaco de Hausdorff.
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Demonstracao. De fato, temos:
(i) e Seja X um conjunto simplesmente ordenado e finito, digamos

X ={x1,29,...,2,}, comx; <...<x,.
Dados quaisquer z;, z;, supondo z; < z;, 4,5 ¢ {1,n}, temos que as vizinhangas

I = (xi_1,241) e I; = (xj_1,2j11) de x; e x;, respectivamente, sdo disjuntas.

Para os casos, em que x; ou x; sao os extremos, basta considerar as seguintes
vizinhancas disjuntas:

I =[x1,20) e I; = (zj_1,2541), quandoz; =x; e z; # Ty;

I = (zim1,Ti41) e I; = (Tn-1,7,), quando z; #z; e Tj = Tn;

I = [x1,22) e I; = (xp_1,2,], quandoz; =21 e z; =,.

e Seja, agora, X um conjunto simplesmente ordenado e infinito (discreto ou nao).

Dados z;,z; € X, com z; < x;, se ambos nao forem nem o elemento minimo, nem
o elemento maximo de X, basta considerarmos as seguintes vizinhangas disjuntas
I e I; de x; e zj, respectivamente:

I; = (a;,c) elj=(cb;), coma,;cb;€X,

onde a; < x; < c < xj <bj.

Veja que a;, b; sempre existem j& que x; e z; nao sao elementos minimo ou maximo
de X. Agora, pode ocorrer de nao existir ¢, tal que x; < ¢ < x;, neste caso basta
considerar as vizinhangas disjuntas:

IZ‘ = (CL,L',Z'J') e [j = (l’l,bj)

de x; e x; respectivamente. Se z; for o elemento minimo de X e z; nao for
elemento maximo de X, entdao definimos

I; =[z;,¢) el; =(cb;), comb;,ceX,

onde z; < ¢ < x; < b;. Caso ndo exista ¢ tal que z; < ¢ < z; (veja que a
existéncia de b; é garantida pelo fato de z; ndo ser o elemento maximo de X),
consideramos:

Ii = [xi’,j(]j) e Ij = (xi,bj)7 onde T, < T < bj.

Se z; for o elemento maximo e x; nao for o elemento minimo de X, entao defini-
mos:
I; = (a;,c) e I; = (c,z;], ondea;ce X,
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(iii)

com a; < x; < ¢ < x;. Caso nao exista ¢ tal que z; < ¢ < z; (veja que a
existéncia de a; é garantida pelo fato de que z; nao é elemento minimo de X),
consideramos:

I = (aj,z;) el; = (z5,2;], coma; <z <z

Se x; e x; sao os elementos minimo e méximo de X, respectivamente, consider-
amos as vizinhancas:

I; = [x;,¢) e l; = (c,z;], ondece X,

com z; < ¢ < ;. Note que se nao existisse ¢ em X, este seria um conjunto com
apenas dois elementos.

O produto de dois espacos de Hausdorff, X e Y, é um espaco de Hausdorff. De
fato, sejam (x1,y1), (72, y2) elementos distintos de X x Y, ou seja, x1 # x9 ou
Y1 # yp. Vamos supor que x; # To. Neste caso como 1,72 € X e X é um
espaco de Hausdorff, temos que existem vizinhancas disjuntas U; e Uy de x1 e
Zo, respectivamente. Por outro lado, se y; # ys como y;,y2 € Y e Y é um
espaco de Hausdorff, temos que existem vizinhancas disjuntas V; e V5 de y; e ys,
respectivamente.

Desta maneira, se 1 # T3 € y; # o, segue que os conjuntos abertos U; x Vj e
Us x Vo, de X x Y, sdo vizinhancas de (x1,y1) e (x2,y2), respectivamente, e ainda

(U x V)N (U x Vo) = (U NUR) x (Vi NVa) =0.

No caso em que z; # x9 € Y1 = Y, segue que os conjuntos abertos U; x Y e
Uy x Y, de X x Y, sdo vizinhancas de (z1,y1) e (2, y2), respectivamente, e ainda

(U1xY)ﬂ(UQXY):(UlﬁUQ)XY:@

De modo anélogo, se 1 = x5 e y; # Yo, segue que os conjuntos abertos X x Vj e
X x V,, de X x Y, sdo vizinhancas de (x1,41) e (2,y2), respectivamente, e ainda

(X x V)N (X xV3) =X x (ViNVa) = 0.

Suponha que Y seja um subespaco de um espaco de Hausdorff X.

Sejam y1,yo € Y C X arbitrarios tais que y; # yo. Como ;1,152 € X e X é um
espaco de Hausdorff, segue que existem vizinhancas disjuntas U, e Us, em X, de
Y1 € Yo, Tespectivamente.

Desta maneira, as intersecoes Vi = U; NY e Vo, = U, NY sao ambas conjuntos
abertos de Y contendo ¥, € yo, respectivamente; e mais, sao vizinhancas disjuntas,
uma vez que:

VinVe=UNY)N({U,NY)= (U NU)NY = 0.
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2.2 Funcoes Continuas

Defini¢ao 2.12. [Fungao Continual Sejam X,Y espacos topologicos e f: X — Y
uma fungao.

(a) Dizemos que f € continua em um ponto x € X quando para cada aberto V de'Y
contendo f(x) existe aberto U de X contendo x tal que f(U) C V.

(b) Dizemos que f é continua se para todo aberto V de Y a imagem inversa f(V)
€ um subconjunto aberto de X.

!
—
Y
X

(¢) Dizemos que f é aberta se para todo aberto U de X o conjunto f(U) é um
subconjunto aberto de'Y .

Defini¢ao 2.13. [Homeomorfismo| Sejam X,Y espacos topoldgicos e f: X — Y
uma bijecio. Dizemos que f é um homeomorfismo quando f e sua inversa f~1 sdio
funcoes continuas.

Exemplo 2.5. A fun¢ao F : R — R dada por F(z) = kx onde k € R — {0}, é um
homeomorfismo.
De fato, para qualquer y € R a fungao F~'(y) = k~'y é a fungio inversa de F, pois

FoF N y)=F(F ' (y)=F(k'y) =kk'y=y
e ainda
FloF(z)=F YF(x)) = F ' (kx) =k ko = 2.

Como F possui inversa, segue que F é uma bijecdo. Observe ainda que F e F'~! sao
continuas. Logo, como F & uma bijecdo continua cuja inversa F'~! também é continua,
segue por definicdo que F' é um homeomorfismo.

A seguir, apresentamos propriedades importantes envolvendo continuidade entre
espagos topologicos.
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Proposicao 2.6. Sejam X, Y e Z espacos topoldgicos. Sao vdlidas as afirmacoes:

(1)

Funcao inclusao e funcdao constante sao fungoes continuas, ou seja,
(i) Se A € um subespago de (X, 1), entao a fun¢ao inclusao,
J: (AuTA) — (XvT)
a+— a,
é continua. Em particular, o funcao identidade iy : (X, 7) — (X, 7), ig(a) = a, €
continua.

(i) Se f: X =Y € tal que f(x) = yo, para todo x em X, entdo a funcdio f
é continua.

(II) Composi¢ao de fungoes continuas é uma fungao continua. Ou seja,

se f: X =Y eqg:Y — Z sao continuas entdo go f € continua.

(ITI) Se f : X — Y é uma funcio continua e A € um subespago de X, entdo a restri¢ao

fla t A=Y € uma funcio continua.

Demonstracao. De fato, temos:

(D)

(IT)

(I11)

(i) Seja U um subconjunto aberto de X. Devemos mostrar que j7(U) ¢ um
subconjunto aberto de A. Observe que, pela defini¢ao da funcao j, j/(U) = UNA
e este conjunto, pela topologia do subespago de A, é um conjunto aberto de A.

(ii) Seja V um subconjunto aberto de Y. Queremos mostrar que f7(V) é um
subconjunto aberto de X. Para isto, observe que se yo € V, entdao f7(V) = X
e, portanto, um conjunto aberto de X; caso contrario, isto é, se yo ¢ V, entao
f(V) = 0 que também & um conjunto aberto de X.

Seja W um subconjunto aberto de Z. Queremos mostrar que (go f)7(W) é um
conjunto aberto de X.

Primeiramente, observe que, como ¢g ¢ uma funcao continua e W é um sub-
conjunto aberto de Z, temos que g”'(W) é um suconjunto aberto de Y. Por
outro lado, como f também é uma fungdo continua e g*(W) ¢ um subcon-
junto aberto de Y, segue que f7(g7(W)) é um subconjunto aberto de X. Mas,
(g7 (W) = (go f)(W), consequentemente (go f)7(W) ¢ um conjunto aberto
de X.

Observe que f|, = foj, em que j é a funcao inclusao de A em X. Portanto, pelo
item anterior, segue que a funcao f|, é continua, uma vez que f e j sao aplicagoes
continuas.

O resultado segue pelo que demonstramos em (I), (I1) e (I11). O

Proposicao 2.7. Seja X1 x Xy com a topologia produto. Se

f:A—>X1XX2

é tal que f(a) = (fi(a), f2(a)), sendo que f; + A — X;, i = 1,2, entao, f € continua
se, e somente se, as fungoes coordenadas fi e fy sdo continuas.
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Demonstra¢ao.(—>) Primeiramente, consideramos as seguintes composigoes:

A L xxy & X
a +——

(f1(a), fo(a)) — fi(a)

ALy xxy oy
a — (fila), fo(a)) — fo(a)

onde m; é a projecao de X XY em X e m é a projecao de X X Y em Y,
respectivamente.

Temos, por hipotese, que f é continua e observe que podemos escrever as fungoes
coordenadas como as seguintes composicoes:

fi=mof e fo=molf.

Observe ainda que 7 e my, projecoes em X e Y respectivamente, sao funcoes
continuas. De fato, se U ¢ um subconjunto aberto de X, entao 7' (U) =U x Y ¢é
um subconjunto aberto de X x Y. Analogamente, se V' é um subconjunto aberto
de Y temos 7, (V) = X x V, subconjunto aberto de X x Y. Portanto, segue do

item (I1) da proposi¢ao 2.6, que f; e fy sdo fungdes continuas.

Considere um elemento basico U x V em X x Y, com U um subconjunto aberto
de X e V um subconjunto aberto de Y. Veja que

FAUxV)=/0O)NF(V)
pois

ac€ fAUXxV)e fla)eUxV & fila) eUe fola) €V & ac f(U)N (V).

Além disso, mostremos que

fUU V)= f(U)N f,(V)é um subconjunto aberto de A.

Com efeito, como U é um subconjunto aberto de X e f; é uma func¢ao continua,
segue que f{'(U) é um subconjunto aberto de A e também, como V' ¢ um subcon-
junto aberto de Y e f; é uma funcio continua, segue que f,'(U) é um subconjunto
aberto em A. Logo, f7(U x V) = f{(U)N f;'(V) & um subconjunto aberto em A
e, consequentemente, f é uma funcao continua.

m

Corolario 2.1. Se

fZA—>X1><X2X-"XXn

é tal que f(a) = (fi(a), fa(a),..., fu(a)), onde f; : A — X;,i = 1,...,n, entdo, [ €
continua se, e somente se, as funcoes coordenadas f1, fo, ..., fn sGo continuas.
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Lema 2.4. [Lema da Colagem] Sejam X e Y espacos topoldgicos com X = AU B,
em que A e B sao subconjuntos fechados de X, f : A —Y eqg: B — Y fungoes
continuas. Se f(x) = g(x) para todo x € AN B entao a aplicacao h : X — 'Y definida

por
 flx), se x€A,
M) = { g(x), se x€ B,

€ uma aplicagao continua.

Demonstracdo. Seja C' um subconjunto fechado de Y qualquer. Mostremos que h™(C)
¢ um subconjunto fechado de X e portanto segue a continuidade de h. Para tanto
basta observar que

W(C) = f(C)ug'(C).

Uma vez que f é continua segue que f7(C) é um subconjunto fechado de A, porém
A é um subconjunto fechado de X, logo f7(C) é um subconjunto fechado de X.

Analogamente, sendo g continua temos que g”(C) é um subconjunto fechado de B,
mas B é um subconjunto fechado de X, logo ¢*(C') é um subconjunto fechado de X.

Portanto, a unidao f(C)U ¢g*(C) = h™(C) é um subconjunto fechado de X. O

2.3 Conexidade e Conexidade por caminhos em Es-
paco Métrico

Defini¢ao 2.14. [Conjunto Conexo]

1. Uma cisao de um espaco métrico M é uma decomposicio M = AU B como
reuniao de dots subconjuntos abertos disjuntos A e B de M. As condicoes M =
AUB e AN B = 0 equivalem a dizer que A = M — B e B = M — A. Por
consequinte, numa cisao M = AU B, o0s conjuntos A, B sao abertos e fechados
em M.

2. Uma cisao M = AU B diz-se trivial quando um dos abertos, A ou B, € vazio (e
portanto o outro é igual a M ). Assim, a cisao trivial € M = M U) =0 U M.

3. Um espaco métrico M chama-se conexo quando a unica cisao possivel em M € a
trivial.

4. Um subconjunto X de um espaco métlrico M diz-se um conjunto conero quando
o subespaco X C M € conexo. Quando X admite uma cisdo nao-trivial, dizemos
que X € desconero.

Exemplo 2.6. 1. Veja que R — {0} = (—00,0) U (0, +00) ¢ uma cisao do espaco
métrico R—{0}. Se M é discreto, todo subconjunto A C M determina uma cisao
M =AU (M — A), pois A é aberto e fechado ja que M é discreto.

2. Dado um namero irracional a, sejam A = {z € Q;z < a} e B={z € Q;z > a}.
Entao AU B = Q é uma cisao do conjunto Q dos niimeros racionais.
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3. A reta com a métrica usual, (R, | |), ¢ um espago conexo. Com efeito, suponhamos,
por absurdo, que exista uma cisao nao-trivial R = AU B. Tomemos a € A e
b € B; digamos que a < b. Seja X = {z € A;x < b}. Como a € X, vemos que X
nio é vazio. Além disso, b é uma cota superior de X. Logo existe ¢ = sup X. E
claro que ¢ < b. Pela definigdo de sup, para todo £ > 0 existe x € X (e portanto
v € A)tal que c — & < o < c Logo c € A Sendo A fechado, concluimos que
c€ A. Como b € B, temos que ¢ < b, donde ¢ < b. Sendo A aberto, existe £ > 0
tal que c+& < be (c—& c+&) C A. Entao todos os pontos do intervalo (¢, c+ &)
pertencem a X, contradizendo que c seja o sup de X.

Proposicao 2.8. As sequintes afirmacoes de um espaco métrico M sao equivalentes:
(1) M é conexo;

(2) M e sao os inicos subconjuntos de M ao mesmo tempo abertos e fechados;

(3) Se X C M tem fronteira vazia, entao X = M ou X = ().

Demonstracao. (1) = (2) Supondo M conexo, mostremos que os Gnicos subconjuntos
de M ao mesmo tempo abertos e fechados sao: M e ().
Seja A C M aberto e fechado, qualquer. Logo

M=AuU(M—-A)
¢ uma cisao e como M é conexo temos que A = M ou A = ).

(2) = (3) Se X C M tem fronteira vazia, queremos mostrar X = M ou X = ().
Como X C M tem fronteira vazia temos que 0X = (), logo

X=IntXU(0XNX),

donde consequentemente temos X = Int X e que portanto X é aberto. Como 06X C X
temos que X = Int X U X, donde segue que X = X, ou seja, X é fechado. Assim X
é aberto e fechado, entao temos que X = M ou X = (.

(3) = (1) Usando o fato de X C M ter fronteira vazia mostremos que M é conexo.
Seja M = AU B uma cisao. Logo A e B sao abertos e fechados. Entao, como A é
aberto temos A = Int A e como A é fechado temos que A = A.

Assim,

A=A=Int AUSA = AUJA

e portanto 0A C A e consequentemente AN A = JA.

Mostremos agora que 0A N A = ().

Sabemos que A = Int A, logo 0AN A =0ANInt A.

Suponhamos que exista z € AN A. Assim, x € Int A e x € §A.

Como z € Int A sabemos que existe £ > 0 tal que B(z,§) C A.

Como z € 0A temos que para qualquer & > 0, B(x, &) N (M — A) # 0.

Assim, em particular ao tomarmos ¢ = £, temos um absurdo pois, B(z, ) C A.
Concluimos entao que 6A N A = () e portanto temos 0A = (). Logo A = M ou A = ().
Assim M é conexo. m

A seguir, vejamos propriedades sobre Espacos Conexos.
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Proposicao 2.9. A tmagem de um conjunto conexo por uma aplicacdo continua € um
conjunto conexo.

Demonstracao. Verifiquemos inicialmente um caso particular em que f : M — N &
continua, sobrejetora e com M conexo, provaremos que N = f(M) é conexo.

Para isso seja N = AU B uma cisao, ou seja A e B sao abertos e AN B = (). Logo
AU B é aberto e como f é continua temos que para qualquer A’ C N aberto f7(4’) é
aberto. Portanto f7(A) é aberto e f7(B) é aberto, assim f'(A) U f7(B) é uma cisdo,
mas M é conexo e portanto f7(A) ou fY(B) é (), como f & sobrejetora temos que A ou
B ¢é vazio e concluimos entao que N = AU B é um conjunto conexo.

Para o caso geral, seja f : M — N continua e X C M conexo, entao f : X — f(X)
é uma sobrejecao continua, logo f(X) é conexo. ]

Corolario 2.2. Seja f : M — N um homeomorfismo. Entao M é conexo se, e somente
se, N € conero.

Demonstracao. Sabe-se que f: M — N sendo um homeomorfismo entre os espagos M
e N, entdo f é uma bijecio continua cuja inversa f~': N — M é continua.

(=) Vamos supor que M seja conexo. Como f é continua, segue pela proposi¢ao 2.9
que a imagem f(M) = N é um conexo.

(=) Por outro lado, supondo que N seja um conexo e tomando a aplica¢ao inversa
71, que é continua, tem-se que f~}(N) = M é um conexo.

]

Exemplo 2.7. (i) Todo intervalo aberto da reta ¢ conexo. De fato, sabemos que
um intervalo aberto da reta ¢ uma bola aberta de um espago normado, logo ela
¢ homeomorfa ao espaco e dessa maneira homeomorfa a R. Como R é conexo
temos que toda bola aberta é conexa.

(i) O circulo unitario S* = {(z,y) € R?; 2?4+ y* = 1} é conexo pois é a imagem da
reta pela aplicagdo continua sobrejetora f : R — ST onde f () = (cos(t), sen(t)).

Proposicao 2.10. O fecho de um conjunto conexo é conexo.

Demonstracao. Provemos primeiro um caso particular em que X C M é um conjunto
conexo tal que X = M, isto é, X ¢ denso em M. Provemos que M ¢ conexo.

Se M = AU B for uma cisao, teremos a cisao X = (ANX)U(BNX), mas por hipdtese
temos que X é conexo, logo ANX =0 ou BNX = (. Sendo X denso temos que
ANX # 0 ou BNX # () para qualquer A, B abertos nao-vazios. Mas como ANX = ()
ou BNX =0, temos que A =0 ou B =0, logo M = AU B s6 assume a cisao trivial
e portanto temos que M é conexo e como M = X temos que X é conexo.

Provemos agora para o caso geral. Temos X conexo e queremos mostrar que X é
conexo. Como X é denso em X, temos que esta demonstracdo recai sobre o caso
anterior. ]
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Corolario 2.3. Se X CY C X e X ¢ conexo, entio Y € conezo.
Demonstracao. Note que o fecho de X no subespaco Y é
X=(XnY)=Y,

desta forma temos que X é denso em Y e portanto Y é conexo. O

Definigao 2.15. [Conexo por Caminhos| Um espaco topoldgico X ¢é dito conexo
por caminhos se para quaisquer dois pontos xqy, x1 € X, existe um caminho

v:[0,1] = X

ligando xo a 1, ou seja, 7(0) = xo € y(1) = ;.

A~
Y o
’ X

Io/—\/ll

Exemplo 2.8. A seguir listamos alguns exemplos de espacos conexo por caminhos,
bem como os que nao, admitem esta propriedade.

1. Qualquer intervalo da reta real é conexo por caminhos, inclusive a propria reta
real R.

ACR

2. O espaco R? ¢ conexo por caminhos. Em geral, todo R”, onde n > 2, é conexo
por caminhos.

3. S'é conexo por caminhos. Em geral, toda S™, onde n > 1, é conexo por caminhos.

St c R?

4. O conjunto X definido por X = S'U A onde A é um segmento de reta qualquer
que nao admite intersecio com S! ndo é conexo por caminhos.

- X=5uA
> —
X1 A

Zo
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Teorema 2.2. Se X € um espago conexo por caminhos entao X € conexo.

Demonstracao. Seja X um espaco conexo por caminhos. Suponhamos que X nao seja
conexo, logo devem existir dois abertos disjuntos nao vazios A e B tais que X = AUB.
Sejam a € A e b € B. Considere f : [0,1] — X um caminho em X entre a e b. Temos
entdao que [0,1] = f7(A) U f(B) e desta forma [0, 1] ndo seria conexo, o que ¢ absurdo
pelo Exemplo 2.7 e Proposicao 2.10. O

Observacao 2.8. A reciproca deste teorema nao ¢é verdadeira. Para tanto, basta que
observemos o espaco A C R?

A={O0,1D)}U{(+y); neN, y>0}U{(z,0); 0 <z <1}

conhecido como pente.
Temos que A é conexo, porém ndo é conexo por caminhos, pois o ponto p = (0, 1)
nao pode ser ligado por um caminho a nenhum outro ponto de A.

(0,1)

S =
—_

c:|'—
GOl
==
b=



3 Sobre o Grupo Fundamental

Antes de desvendarmos o proposito deste capitulo, abordaremos de modo elementar
a estrutura algébrica Grupo. A saber,

Definig¢ao 3.1. [Grupo] Sejam G um conjunto ndo vazio e * uma operagao bindria
de G, isto é, uma fun¢ao de G X G em G tal que (x,y) — x *y. Dizemos que (G,*) é
um grupo em relacao a esta operacao bindria ou que x define uma estrutura de grupo
sobre o conjunto G se, e somente se, valem as sequintes propriedades:

1. Associativa: a* (bxc) = (a*xb)*xc, ¥V a,b,c € G;
2. Ezisténcia de um elemento neutro: 3e € G |a x e=a=¢€ x a, Va€G;
3. FEzisténcia de elemento oposto: Y a € G, 3a€ G |a x a=e=a * a.

Ainda, no caso em que a operacao bindria (x,y) — x *xy € comutaliva, isto €,
xxy=yxz,V x,y€ G, dizemos que o par (G, *) € um grupo abeliano.

Observacao 3.1. Pode-se demonstrar que o elemento neutro enunciado no item 2. da
definicao 3.1 é tnico, bem como que para cada a € @, existe um tnico elemento oposto
a € GG tal como enunciado no item 3.

Definicao 3.2. [Homomorfismo| Dados dois grupos (G,*) e (H,©) quaisquer, dize-
mos que uma funcao f: G — H é um homomorfismo de grupos quando:

flx*xy) = f(x)o fly), Vr,yed.

O cerne deste capitulo é definir um grupo especial, a saber, 0 Grupo Fundamental
de um espaco topologico cuja importancia se da por resolver problemas topologicos via
ferramentas da algebra. Sobretudo a importancia deste grupo se da por se tratar de um
invariante topologico, no sentido de que se X e Y sao espagos topologicos homeomorfos
entao os respectivos grupos fundamentais sao isomorfos. A seguir damos inicio a sua
construgao.

28
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3.1 Construcao do Grupo Fundamental

Defini¢ao 3.3. [Caminho] Seja X um espago topoldgico com xy, ©1 € X. Um
caminho de xo a 1 em X € uma aplicacao continua

A:T=1[0,1 - X

tal que \(0) =z e A(1) = ;.

Defini¢ao 3.4. [Lacgo] Seja X um espaco topoldgico e xo € X. Toda aplica¢io con-
tinua \ : I =[0,1] = X tal que \(0) = g = A(1) é chamada de lago com ponto base
em xg.

Podemos dizer que laco é um caso particular de caminho em que os pontos inicial
e final sao coincidentes.

Ty
Iy

l_j .
1
Zo Loe

Lo
Figura 3.1: Lacos e Caminhos

Proposicao 3.1. Dado que X : [0,1] — X é um caminho tal que \(0) = z¢ e A(1) = 2y
entao

Xco0,1] — X
t — )
tal que X(t) = M1 —t) é um caminho de x1 a .

Demonstracao. Primeiramente tem-se que X(t) tal como definida é entao uma com-
posicio das aplicagdes continuas A e ¢(t) = 1 —t em que t € [0,1]. Logo A(t) é uma
aplicagao continua.

Também temos as seguintes identidades:

AMO)=A1-0)=X1)=2; e A1)=A1-1)=)0) = zo.
Nestas condicdes, podemos concluir que A(t) é um caminho de z; a . H

Observacio 3.2. O caminho A é chamado de caminho inverso de .

Como veremos, a estrutura que pretendemos exibir esta intimamente relacionada a
lacos. Denota-se por Q(X;x) o conjunto de todos os lagos em X com ponto base em
Zo-

Q(X;20) ={N: I — X; Xélaco em xp}.
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Definigao 3.5. [Lago Justaposto| Sejam o, f € Q(X;z0). O lago justaposto, o qual
denotamos e (3, é definido como sendo a aplicacao

aefB:I=[0,1—>X

em que, dado t € I, entao

@epn={ o el

Figura 3.2: Justaposicdo entre os lagos o, f € Q(X; xg).

A justaposicdo nada mais é que uma operacao definida entre lagos que possuem
o mesmo ponto base. No entanto, ao olharmos o conjunto Q(X;zy) munido desta
operacao de justaposicao “e” temos que o mesmo nao admite estrutura de grupo.

Basta observarmos que a propriedade associativa, uma das condicoes da definicao
3.1, ndo é valida no conjunto Q(X;xy) com rela(;éo a operacao de justaposicao, ja que
ao con81derarm0s os lagos a, B e v de Q(X;xp), por um lado temos:

(e B)(2t), se tel0,3],
((ve 3) @) { (2t — 1), se te[%,i],
a(2(2t)), se tel0,4],
B2(2t) — 1), se te[i ],
@2t —1), se tell]
a(dt), se tel0, 4],
— < Bat—1), se teli ]
v(2t — 1), se te [%’1}-
Mas por outro lado temos,
[ a2, se te€0,1],
(a'(ﬁ'V))(t) - { (5.7)(2t—1)7 se t€ [%,i]a
a(2t), se tel0,1],
= { Bet-1), se tel3,4],
y(2(2t —1) = 1), se te[31],
a(2t), se tel0,1],
= { B4t-2), se telz,3],
~(4t — 3), se telf1].
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Portanto, é de se concluir que a igualdade (v e 3) @ v = v e (5 @), que define
a propriedade associativa, nao se verifica em Q(X;zg) e portanto este nao possui a
estrutura algébrica de grupos ao considerarmos a operacao justaposi¢ao. Assim, como
a operagao justaposi¢do nao satisfaz as propriedades para que (Q(X;zo);e) seja um
grupo, vamos nos aprofundar em outras defini¢coes para se conseguir um grupo neste
contexto.

Definicao 3.6. [Homotopia] Sejam X eY espacos topoldgicos e f, g : X — Y funcdes
continuas de X em'Y . Uma homotopia entre as aplicacoes f e g € uma fun¢ao continua
H:X x1—=Y ondel=][0,1] tal que

H(t,0) = f(t)
’ Vie X .
{ H(t, 1) =g(t)
Notacgao: f S g
Definicao 3.7. [Caminhos Equivalentes] Sejam X um espago topolégico e x,y € X.

Dois caminhos A\, Ao : I — X de z para y sao equivalentes se eles sao homotdpicos
através de caminhos de x para y, ou seja, se existe homotopia H : I X [ — X tal que

H(t,0) = A\ (t) H(0,s) ==z
{H(t,l):/\z(t) Vtel {H(l,s):y Vs el

Como lago é um caso particular de caminho, segue a préxima definicao.

Definicao 3.8. [Lagos Equivalentes| Sejam X um espaco topoldgico e xg € X. Os
lagos a e  de QU X;xg) sao ditos equivalentes caso sejam homotdpicos, ou seja, se
existe homotopia H : I x I — X tal que

H(t,0) = a(t) H(0,s) = zg
{H(t,l): (t) Vtel {

Notagao: o 4 6]
Observagao 3.3. Geometricamente, dois lagos (ou caminhos) sdo homotdpicos se um

deles pode ser deformado continuamente no outro. Na figura a seguir, a, 3 e 7 sao
caminhos de z¢ a 1 € X. Entao a e 5 sao homotopicos, porém « e v nao o sao.

Figura 3.3: Homotopia entre os caminhos «a e (3.
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Lema 3.1. A relacao de lacos equivalentes é uma relacao de equivaléncia.

Demonstracao. Vamos aqui verificar que a relacao de homotopia satisfaz as propriedades
reflexiva, simétrica e transitiva.

1. |[Reflexiva] Dado um lago qualquer a € Q(X; z¢), vamos demonstrar que « A a,
para alguma H homotopia.

Convém aqui notarmos que, como « é um laco, entdo «(0) = o = «a(1). O
proximo passo ¢é exibirmos uma aplicagao continua de tal maneira que fique es-
tabelecida a relacao homotopica do laco o em si proprio.

Para tanto, consideremos a funcdo H : [ x I — X onde

H(t,s) = a(t), V(t,s) eI xI.

Note que esta funcao H acima definida satisfaz a definicao 3.6 da pégina 31, pois:

e Como « é laco de Q(X;zg) e portanto admite a continuidade, segue que H,
como acima definida, ¢ uma funcao continua.

e Também tem-se que

(t,0) = «
{ H(t,1)=at) Vtel
e H(0,s) = a(0) =2y = a(l) = H(1,s) Vs el

Segue assim que « e a, onde o é um laco de Q(X;xg) tomado arbitrariamente.
Portanto a relacao de homotopia admite a propriedade reflexiva.

2. [Simétrica] Sejam «, 5 lagos quaisquer de (X z) tais que « L B para alguma
homotopia F. Vamos demonstrar que existe G homotopia, de tal modo que

tem-se [ £ a.

Como por hipotese « K [, entao sabe-se que F' : I x I — X ¢é homotopia e
portanto é uma aplicacao continua que admite as seguintes relagoes:

F(t,0) = aft)
{F(tal)Zﬂ(t) Vtel e F(0,s) =z =F(1,5) Vs e .

Passemos entao a considerar a aplicacao G : I x I — X da seguinte maneira:
G(t,s) = F(t,1—s), V(t,s) el xI.
Verifiquemos que a funcao GG acima definida cumpre a defini¢ao 3.6.

(a) G é fungao continua pois trata-se de uma composigao de fungdes continuas.

(b) Séao validas as igualdades

{ G(t,0) = F(t,1
G(t,1) = F(t,0

I

Q
=

<

~

m

~
—N
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(¢) Também temos,

Consequentemente,

G(0,s) =z9=G(1,s), Vs e I.

Segue assim que [ £ a, ficando assim demonstrado que a relagao de homotopia
admite a propriedade simétrica.

. [Transitiva] Consideremos os lagos «, 3,7 € Q(X; zg) e suponhamos que « 4 15}

e f % v respectivamente através das homotopias H; e Hs. Vamos demonstrar
. . H

que existe uma homotopia H de tal forma que o ~ .

Primeiramente, observemos o seguinte:

e Como a ~ 3 via homotopia H;, temos que

{ Hi(t,0) = aft) { H,(0,s) =
Hl(t, 1):B<t) Vtel Hl(l,S):SL’Q Vs e I.

™

e E como  ~ v através da homotopia Hs, seguem

{ Hg(t,O) = 5(t) { HQ(O,S) = Tg
Hg(t, ].) = ’Y(t) Vtel HQ(]_,S) = To Vs e I.

[

Tendo como inspiragao as informagoes anteriores, definimos a seguinte aplicagao

H:IxI—-X
tal que
_ [ H(t2s) te0a] e seod],
H@”y_{fb@ﬂs—n; tel0,1] e sels1.

(a) A aplicacdo H é continua.
Note que as aplicagoes Hi e Hy tal como tomadas na definicao da aplicacao
H, tratam-se de restri¢oes respectivamente aos intervalos fechados

Li=1[0,1] x[0,3] e L =1[0,1] x [},1]
onde
]1U12:[0,1]X[0,1]:]XI e ]1ﬁ]2:[0,1]><{%},

e que para o caso de um elemento (¢, s) € I; N I, tem-se que:

H@@:H@é:{Hﬁé'

NN

hn;:{gﬁﬁﬁzﬁ@ Viel

Donde segue a continuidade da fun¢ao H via Lema 2.4 da Colagem .
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(b) Vale também observarmos que Vt € I:

{ H(t,0) = H,(t,2-0) = Hy(t,0) = a(t);
H(t,1) = Hy(t,2-1—1) = Hy(t,1) = ~(t).

E também, Vs € I:

o Hl(O,QS) . o H1(1,28) .
H(O,S) - { H2(0723—1) — :UO e H(lus) - { HQ(l,Qs—l) — :L'O
Em resumo, estd demonstrado que H é uma aplicagao continua tal que, Vi € I e
Vs € I tem-se
H{(t,0) = aft) e
{ H(t 1) = ~(t) e H(0,s) =29 = H(1,s).

Nesta condicoes, « i ~ e portanto é valida a propriedade transitiva.

Diante de todo o exposto esta provado que a relacao de homotopia entre lagos de
Q(X; o) é€ uma relagao de equivaléncia. ]

Observacao 3.4. A titulo de informacao, o Lema 3.1 acima demonstrado é uma con-
sequéncia direta de a relagao Caminhos Equivalentes ser uma relacao de equivaléncia,
pelo fato de um lago ser, em particular, um caminho.

Do fato de a relagao “~” vista acima ser uma relacao de equivaléncia, podemos
considerar o Conjunto Quociente

cujos elementos sdo classes de equivaléncia, denotados por [a], onde a é um lago de
Q(X; o). No que segue, passaremos a denotar este Quociente da seguinte maneira

Q(X;x0)

~

= 1 (X z9).

Nosso proximo passo serd o de estabelecer uma operacao binaria suficientemente
adequada sobre m1(X;zg), de modo que o torne um grupo.

Para fazer isto, relembremos que em Q(X; zy) esta definida a operacao de justaposicao
entre lacos a e 3, denotada por v e 3, definida da seguinte maneira:

_ ] a(20); se t€0,3],
(e B)(¢) = { B2t —1); se teli1].
A operacdo que vamos atribuir a m;(X; o), que denotaremos por
mente relacionada a justaposicao entre lacos, e definida a seguir:

W

, € essencial-

som (X5 xo) X m(Xsmg) — m(X;20)
(la], [6]) — [a] - [B] = [ove f]

Convém inicialmente observarmos que trata-se de uma operacao bem definida em
m1(X; ). Ou seja, a aplicacdo independe da escolha dos representantes a serem toma-
dos. Assim, verificada tal importancia com relacao a esta operacao, vamos demonstrar
este resultado através de um lema, tal como a seguir:
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Lema 3.2. Seja X um espago topoldgico, e m(X;xg) o conjunto das classes de equiv-

aléncia [a] onde av é um lago de Q(X;x0) e xg € X. A operacao denotada por “” em
m1(X; o) definida tal como a sequir
- m( X ) X (X)) — m(X;x0)
(], [8]) — o] - [8] = [ e f]
estd bem definida, ou seja, dados [ol,[5],[d'],[8'] € m(X;xo) tais que (o] = [&] e

18] = [B] entao devemos ter [a e f] = [o o F'].

Demonstracao. De fato. Vamos supor que ([a], [5]) = ([¢/],[B]). Nestas condigdes,
concluiremos que [a] - [B] = [&] - [#']. Ocorre que esta igualdade equivale a

e ] = [ 0 5],

esta que por sua vez, por se tratar de uma igualdade entre classes laterais, obrigatori-
amente, tem-se que

ae ﬁ E a/ ° /Bl
para alguma homotopia F'. Portanto, isto é o que devemos demonstrar, para enfim
concluirmos que a operacao estd bem definida em (X o).

Vejamos que da igualdade ([o],[8]) = ([¢/],[8']), por tratar-se de uma igualdade
entre pares ordenados temos:

([, 18) = (0], [8])) <= la]=[] e [B=[8] < a~ad e gRF

onde H e (G sao as respectivas homotopias entre o e o/ e entre g e 3.
Estas homotopias estabelecem as seguintes igualdades:

H(t,0) = a(t) G(t,0) = B(t)
H(t,1) =/(t) Vtel G(t,1) = p'(t) viel
H(0,s) =z G(0,s) = zg
H(1,s) =z Vs el G(1,s) = zg Vs el
Passamos agora a definir a seguinte funcao
F:IxI—X,
onde I = [0, 1] da seguinte maneira:
[ H(2t,s); tel0,3], sel
ﬂt$_{G@#&¢%t€%ﬁ,s€[

Vamos verificar a continuidade desta funcao F'.

Notemos que a funcao F' ¢ definida pelas composicoes das homotopias H e G,
respectivamente com as aplica¢des ¢(z,y) = (2z,y) e ¥(x,y) = (2z — 1,y). Podemos
escrever esquematicamente as composigoes:

0,3 x [0,1] -2 [0,1] x [0,1] & X
s (2hs) s (Hod)(t,s) = H(d(t,s) = H(2t,s)
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21 x[0,1] % [0,1]x[0,1] -5 X
(t,s) — (2t —1,5) — (Go)(t,s) =G(W(t,s)) =G(2t—1,s).

Assim, como H, G, ¢ e ¢ sao continuas segue que as respectivas compostas também
o sao. Temos também que tais compostas estao definidas respectivamente nos intervalos
fechados Jy, Jg, onde

Jy=1[0,4]x[0,1] e Jg=1[3,1]x10,1],

JyUdJg =1x1=DomF e os pontos da interse¢ao Jy N Jg sao do tipo (¢, s) = (%, s)
com s € [0,1].
Dai, dado (¢,s) € Jg N Jg, tem-se:

F(ls)=H(2-%s)=H(l,s) =2

[Nl

F(is)=G(2-5—1,5)=G(0,s) = .

2
Portanto, H(t,s) = G(t,s) para todo ponto (t,s) = (3,s) € Jg N Jg.
Segue, por estes fatos apresentados e aplicando o Lema 2.4 da Colagem, o resultado
de que F' é uma funcao continua.
Além disso, vejamos que:

H(2t,0); tel0,i], [ a(2t); tel0,3],
me:{Gm—Lmtegﬂ,_{M%—Mtegﬂ,_w°m®
Temos também,

H(2t,1); tel0,5], _ [ o'(2); tel05, _
F@D:{Gm—LU;te@ﬂ,‘{ﬂ@p&%te@u,_m°ﬁwy

E7
{ F(0,s)=H(2-0,s) = H(0,s) =z
F(l,s)=G(2-1—-1,5) =G(1,s) = x

Entao, resumidamente conclui-se que F' é uma aplicacao continua, tal que

F(1,0) = (a s )1 -
{ F(t’l):(()él.ﬁl)(t) e F(O,S)_Q;O_F(LS)_

Ou seja, F' é uma homotopia, tal que o e Lale ', que é justamente o que
nos propomos a demonstrar. Segue portanto, que podemos afirmar a igualdade entre

classes [ e 3] = [/ o '].

Assim,
([o], [8])

[
&
=
£
=
[
2
=

Fazendo uso desta operagao bindria sobre 71(X;xg), vamos agora apresentar um
resultado importante deste capitulo.
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Teorema 3.1. [O Grupo Fundamental] Seja X um espaco topoldgico e zq € X. O
par (m(X;x0),:) € um grupo, o qual é chamado de O Grupo Fundamental de X em
Zg-

Demonstra¢ao. Para que 7(X;xo) munido da operagdo binaria “-” seja um grupo,
devemos demonstrar que sao satisfeitas as propriedades de grupo: i) associativa, ii)
existéncia do elemento neutro e iii) todo elemento de 7 (X; o) é invertivel. Facamos
isto:

i) Assoctativa: Sejam [o], [B], [y] € m(X;2z0). Vamos mostrar que:

Mas para demonstrarmos esta igualdade, temos:
(o] - [8) - W =1 - (18] - W) <= | f]-[y]=a]-[5en]
= [(aep)eq]=[ae(3e7)
= (aef)eyrae(fe)

para alguma homotopia H. Busquemos portanto esta homotopia H.
De célculos ja realizados anteriormente, sabemos que

a(4t); tel0,4],
(ep)eq)(t) = § B4t —1); tel] 3,
y(2t=1); te 5]
a(2t);  tel0,3],
(ae(Bev)(t) = § BAt—2); tels3],
y(4t —3); teli 1]

O lago justaposto ((«ve ) @ y)(t) ¢ descrito da seguinte maneira: para valores de t,
tais que 0 <t < }l, aplica-se o laco a composto com a funcao linear

$a 0,5 = [0,1] tal que o(t) = 4t.

Enquanto que, para valores de t, tais que }1 <t< % deve-se aplicar o laco S composto
com a funcao linear
¢s:[3,2] = [0,1] tal que ¢p(t) =4t — 1.
Finalmente, para valores de t, tais que % <t <1 a aplicacao sera do lago v composto
com a fungao linear
¢yt [5,1] = [0,1] tal que ¢, (¢) =2t — 1.
Pretendemos obter uma homotopia entre os lagos (v e ) ey e av e (§ @ ). Para

tanto, vamos considerar o diagrama a seguir, para obtermos as descri¢coes algébricas
destes caminhos.
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1@ % 3 3/?“/ we(Gen)
0&% g ’ o laep)ey

Figura 3.4: Esquema para obten¢ao da homotopia entre os lagos (ve3) ey e cve (o).

Inicialmente, vamos explicitar as retas r e m. Para isto, fixemos um valor s qualquer

em [0, 1]. Dai, temos via semelhanca entre triangulos:

11 s+ 1
2
s t—1 1-°1 1

11
1 T4

Portanto a reta r é dada explicitamente por r : t = %. Analogamente obtém-se a

expressao da reta m, a saber, m : t = 2.
Entao, para um dado valor s, aplica-se o, S e ~ respectivamente nos intervalos

[0 ﬂ] [ﬂ ﬁ} e [ﬁ 1]
9 4 J 4 4 4 *
A homotopia que procuramos é obtida da seguinte maneira:

1. Fixado um valor s, os valores de ¢ em « percorrem de 0 até a reta r : r(s), ou

seja, 0 <t < %. Entao:

1 4
0<t< Tl o o<t <1
4 s+1
4t
= 0< <1
s+1

Conclusdo, para t € [0, =] temos a(ﬁ—tl).
2. Os valores de t em [ percorrem entre as retas r : 7(s) e m : m(s), ou seja,

% <t< %. Analogamente ao caso anterior, temos:

s+ 1 s+ 2 s+ 1 s+2 s+1
<t < = 0<t—- < —
4 — T 4 - 4 — 4 4
N 0<4t—3—1<1
- 4 !

= 0<4t—-—s—-1<1.

Assim, para t € [*, 2] temos B(4t — s — 1).
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3. Analisando os valores de ¢ em +, os mesmos percorrem entre a reta m : m(s) e o
eixo t = 1. Assim temos:

ST2 <1 o 0§t—¥§1—812

44 —-s5s—-2 2—s5
<

0<
- 4 - A4
At — 5 —
o< =572
e P
Portanto, podemos concluir que para t € [#, 1], tomamos 7(%).
Finalmente, a homotopia H que procuramos é a seguinte:
a(35); se telo, =], sel
H(t,s) =< p4t—s—1); se te[= =2 sel
Y2 se te [P, sel

E importante observarmos que H acima definida, de fato ¢ uma homotopia, pois:

1. A aplicagdo H é continua pelo Lema 2.4 da Colagem. Basta ver que os lagos a, 8
e 7 sao por hipdtese continuas, e cada um destes, quando na definicao de H é uma
composicao entre fungoes continuas e portanto cada composi¢ao é uma aplicacao
continua. Também verifica-se que cada uma destas compostas sao definidas em
intervalos fechados que satisfazem as hipoteses enunciadas pelo Lema da Colagem.

2. Calculando H(t,0) e H(t,1) temos:

a(4t); t €0, 7],

H(t,0) = ¢ BMAt—1); teg,35], =((aepf)ey)(t), Vte[0,1].
72t =1); telg 1],
a(2t); t 0,3,

Ht1) = { B2 teb3] =(aeBen)D), Vie(01]

1
211
(4t =3); teli1],

a9 = (F552) =0 (52) = =

Logo, H(0,s) =zo = H(1,s).

Portanto,

(aep)ey ~ ae(3ey).
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ii) Existéncia de Elemento Neutro: Seja c,, : I = [0,1] — X definida por
Cao(t) = o, para todo t € [0,1], ou seja, a aplicagdo constante. Entao e,, = [cz,] € 0
elemento neutro de m(X;xg), ou seja, dado qualquer [a] € m(X; ), tem-se que

(o] - [exe] = [0 = [eao] - [ad.
De fato, temos:
1. Ao aplicarmos a definigdo no primeiro membro da igualdade [a] - [¢,,] = [¢]
temos que [« ® ¢, | = [a]. Entdo, para demonstrarmos esta igualdade, basta que

. . F
mostremos que existe homotopia F' tal que o ® ¢, ~ o

Vejamos antes o seguinte:

rocaty = { X2 tE0dl _ faln 104

Como feito anteriormente na demonstragao da propriedade associativa, utilizare-

mos a figura contendo o esquema prético para explicitar a reta r, donde temos o
seguinte:

/ | G

Figura 3.5: Esquema para determinacao da homotopia entre os lagos o e ¢, € a.

1 1-1 t—3 s 1 s+ 1
- = = 5= > =t—-=t= .
s -1 77T T T 2 2

Fixado um valor de s, sabemos que os valores de t em « percorrem de 0 até a
reta 7 : r(s), ou seja, 0 <t < % Dai temos:

1 2 2t
St o<t <1=0< <1

0<t<
- = 2 s+1— T s4+1"

Passemos entao a considerar a seguinte aplicacao continua:

[ a(By); telo,
F(t.s) = { x0; t e[ 1].
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E assim,
a(5hh); 0,55, _ [ o2t); te(0,5], _
reo = { P LSty {5 LR e
F@U—a(ﬁ%):(m
F(0,s) =« (52—;—01) = a(0) = wp;

Segue portanto o resultado que v e ¢, L a.

2. Vamos também verificar que [c,] - [a] = [a], ou seja, [c,, ® ] = [a]. Portanto,
devemos mostrar c,, ® « < «, para alguma G homotopia continua.

Primeiramente, temos que considerar,

Cao (20); tel0,3], To; telo,3],

(%°®@:{am—m;tegm :{M%—mteﬁﬂ.

Seguindo o mesmo tratamento feito anteriormente, temos:

1 o
\ o
\
\
\
\\
S
A
\
\.
\
NS
S \\
| \
\
\
\ Cpn ® (Y
“
0 t A 1
Cry o}
t

Figura 3.6: Esquema para determinacao da homotopia entre os lacos c,, ® o e a.

N =

S
2 22 2

S S S
3_%—25 2 N

Fixado o valor de s, temos que os valores de ¢ em « percorrem entre a reta r : (s)

e 0 eixo 1, ou seja, =5 < ¢ < 1.
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Nestas condicoes,

_S2+1§t§1 = s 1<2<2
= 0<2A4+s5-1<2+s—1
= 0<2t+s5s—-1<s+1
N O§2t+s_1§1.
s+1

Logo, a homotopia G' que procuramos ¢é definida como a seguir:

G(t, S) = { Q(2t+s—1); te [5’ 1]‘
De fato, G é homotopia pois:

e (G ¢ continua, via Lema 2.4 da Colagem.

_ To; te [07 %] _ .
e
G(t,1) = a(F) = a(t)
e G(0,s) =g

e

G(1,s) = a(2E7) = a(®*ET) = a(1) = .

Portanto, G(0,s) = zo = G(1, s).
Segue portanto, c,, ® & ~ « e portanto [c,, ® a] = [, ou seja, equivalentemente
[Cao] - [0 = [e].

Segue assim, dos resultados anteriores demonstrados em 1. e 2.:

[o] - [exe] = la] = [ca] - [a], Vo] € m(X;0).

iii) Elemento Inverso: Dado a € Q(X; zo), seja@ : [ = [0,1] — X o laco inverso

de a, definido por a(t) = a(l — t). Entao verifica-se o seguinte:

[o] - [@] = [exo] = [a] - [a]

Para tanto, basta considerarmos as seguintes homotopias:

a(2t); se tel0,3],
K(t,s) =< «afs); se tels, %],
a2t —1); se te[525,1].
a(2t); se te0,3],
L(t,s) =< a(s); se tels, %],
a2t —1); se t e [55,1].

Portanto, diante das demonstracoes feitas em i), ii) e iii), segue que a operagao
que definimos em (X, xg) é associativa, admite elemento neutro e todo elemento

é invertivel. Logo (m(X,xo),-) é um grupo. O
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A préxima abordagem que faremos com relacao ao Grupo Fundamental do Espaco
Topologico X é um questionamento natural que se faz com relagao a escolha do ponto
base xyp € X, no seguinte sentido: se optarmos por um outro ponto base x; € X
distinto de zy, qual serd a relagdo existente entre os grupos fundamentais m (X, z¢) e
m (X, 21)?

Esse questionamento é muito importante, pois mais adiante veremos que para o
espaco X = S1 U A onde S! é o circulo de raio 7 e A é um segmento de reta disjunto
de S, mostraremos que para um ponto zg € S1, o seu respectivo grupo fundamental
sera (X, x9) = Z, mas por outro lado se tomarmos um outro ponto z; € A tem-se
que m (X, z1) = {0}.

A resposta desta relacdo entre os grupos fundamentais considerados com diferentes
pontos base esta fortemente relacionada através do conceito de conexidade por camin-
hos, vista em 2.3.

Proposicao 3.2. Sejam X um espaco topoldgico conexo por caminhos e xog € x1 pon-
tos quaisquer distintos de X. FEntdo os respectivos grupos fundamentais m (X, xo) e
m (X, x1) sdo isomorfos.

Demonstracao. Sendo X um espago conexo por caminhos, existe um caminho
v:[0,1] = X
ligando zy a x;.
Em seguida, definimos a seguinte aplicacao:
v m(Xsxg) — m(X;a)
]  — [Feaer]

onde 7 ¢ o caminho inverso de .

e A aplicacao 7 esta bem definida. Para isto, devemos mostrar que se as classes,
[a], [6] € m(X;20) sdo tais que [o] = [B] entao y([a]) =7([5]).
De fato. Pelo Lema 3.2 temos o resultado de que se [a1], [as], [51], [B2] € m1(X; 20)
sdo tais que (o] = [ag] e [B1] = [Po] entdo [a; @ B1] = [an @ Ba]. Ou seja, se ag ~ o
e b1 ~ Py entao existe alguma homotopia tal que a; ® 57 ~ ag e [3s.

Também é fato que dado o caminho 7, existem homotopias de tal modo que v ~
e ¥ ~ 7, visto que a relacao de caminhos equivalentes também ¢é uma relagao de
equivaléncia e portanto vale a propriedade reflexiva.

Nestas condigoes, temos:
a~f e v~y = aey ~ [fer.

E assim,
T~ e aey ~ Boy = Feaey ~ Je fev.

Portanto, segue que:

Feaery=[Fepeq] = F(a)=7(p)
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e A aplicacdo 7 € um homomorfismo de grupos.
De fato, sejam as classes [a], [5] € m1(X;z0). Temos que:
F([a] - [B]) = A([aef])
= [Ye(xep)en]
= [Je(aec, o) en]
= [Je(aeye7ep)eq]
= [(Yoeaey)e(yeey)]
= [Jeaey|-[yeSen]
= A(la)) -A(16)
e A aplicagdo 7 é um isomorfismo de grupos.
Vamos mostrar que
A (X ) — (X x0)
[a] = [yeae7]
¢ a aplicacao inversa de 7.
De fato, seja [a] € m(X; 1) qualquer,
G () =73 ([a])) = A(yeaer])
= [Fe(yeae7)eq]
= [(Fer)eae (7o)
= [e, 0 0cy]
= o]
= [dm(X;au)([aD
Portanto,
(Vo /'7\_1) = Idzr (x321)-
Por outro lado, seja [3] € m(X;x0). Dai temos que:
A eNB) =71 AB)) = T ([7eBen])
= [ye(7eBey)er]
= [(ve7)eBe(ye7)]
= [czp @ B @y
= [A]
- Idm(X;wo)([ﬁ])
Portanto,
(371 © '/7\) = Idm(X;wo)‘
Nestas condi¢oes, 7 ¢ um isomorfismo entre os grupos m (X; o) e m(X;z1). O
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A proposicao anteriormente demonstrada nos permite concluir que dado um espaco
topologico X conexo por caminhos tem-se que seu grupo fundamental independe da
escolha do ponto base. Nestas condicoes, podemos omitir o ponto xy e simplesmente
denotar m (X; xo) por m(X), quando X é conexo por caminhos.

Nosso proximo objetivo é o de estabelecer uma importante e especial aplicacao entre
grupos fundamentais m (X;x9) e m (Y f(x0)) onde f: X — Y é uma fungdo continua
entre os espacos topolégicos X e Y. Para tanto temos que inicialmente verificar as
proximas proposicoes 3.3 e 3.4 que configuram e garantem que tal aplicagao é bem
definida.

Proposicao 3.3. Sejam X eY espacos topolégicos quaisquer, f : X — Y wuma funcao
continua e o um lagco em xo € X. Entao, foa é um laco em f(xo).

Demonstracao. De fato. Vejamos que

foa : [0,1]

, Y
t

N
— (foa)(t) = fa())

tal como definida é uma composicao entre funcoes continuas e portanto é também
continua, bem como admite as seguintes igualdades:

(f 0 a)(0) = f(a(0)) = fzo) = f(a(1)) = (f o a)(D).

Logo, como (f o a)(0) = f(zo) = (f o )(1), segue que f o« é um lago de ponto base

Proposicao 3.4. Sejam X e Y espacos topoldgicos quaisquer, f: X — Y uma fungao
continua e o, B lagos de ponto base xq tais que « £ B por alguma homotopia G. Entao
foaX fopB via a homotopia H: I x I —Y dada por H(t,s) = (foG)(t,s).

Demonstracao. Veja que,
e H é continua, pois é uma composicao das fun¢oes continuas f e G.

e As seguintes igualdades sao satisfeitas:

{ H(t,()) = (fOG)(t,O) = f(G<t’ 0)) = f(a< ) =
H(t,1)=(foG)(, 1) = f(G(t 1)) = f(B()) =

foB)(t)
) {209 =(10 609 = 100,90 =
H(1,s) = (foG)(1,s) = f(G(1,5)) = f(x0)
Segue portanto que H é uma homotopia tal que f o« iy fop. O

Definicao 3.9. Seja f : X — Y uma funcdo continua entre os espacos topoldgicos X
eY, zg € X e um lago de ponto base em xy. Definimos fu como sendo a induzida
de f tal como a sequir:

fo @ m(X520) — m(Y; f(20))
@]  +— [foq]
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Proposicao 3.5. Sejam f: X =Y eg:Y — Z fungoes continuas, onde X,Y e Z
sGo espagos topoldgicos com xg € X, yo = f(xg) €Y e z0 = g(yo) € Z. Entao:

1. A fungio fu:m(X;20) = m(Y;y0) € um homomorfismo de grupos.
2. A funcao (go f)u: m(X;z0) = m(Z; 20) € tal que (go fg = gg o fu.
3. Se f: X — X € a aplicagcao identidade, entao a induzida
fo o m(X520) = m (X5 20)
€ 0o homomorfismo identidade.

Demonstragao. 1. Sejam [a], [5] € m1(X;x0). Temos:

fa(la] - [B]) = fy([ove B]) = [f o (e B)]

fa(la]) - fx([B]) = [foa] - [fo Bl = [(f o) e (f o B)].

Por outro lado, temos que:

Fetasat = fasno) = {4007 1ER
(oo ey
(Fom2t—1) te bl

= (foa)e(foB)D).

Assim sendo, temos:
fe(la]-[B]) =[folaeB)] =[(foa)e(foB)]=[foa]-[foB] = fulla]) fx([A])
e portanto, a aplicacao fx € um homomorfismo.

2. Considerando as funcgoes continuas f : X —- Y eg:Y — Z, logo podemos tomar
suas respectivas induzidas fx e gy,

fe + m(X;20) — m(Y;90 = f(20))
o] — fu(la]) = [foq]

’ gs  m(YVige) — m(Ziz)
Bl = gx(B]) =[g0 8]

Nestas condigoes, temos

(go flg : m(X;x0) — m(Z;20)
[a] > (go flela]) =[(go f)oal

E dai tem-se que:

(go fla(la]) = [(gof)oa]
= [go(foa)
= g4([foal])
= gx(f4([a]))
= (g4 0 f4)([a])



Construcao do Grupo Fundamental 47

3. Como f é aplicacao identidade, logo é uma funcao continua e passemos a denota-
la por f = Idx. Entao fy ¢ um homomorfismo. Basta agora provarmos que fyu
¢ uma funcao identidade em 71 (X; ). De fato, temos que dado [a] € m (X xg),
entao:

fa(la]) = [foa] = [ldx o o] = [a] = Idx, (x:x0)([0]).

Portanto,
f# = Idﬂl(X;xo)'

Finalmente, para finalizarmos esta secao, sera apresentado o principal resultado que
caracteriza a importancia da Topologia Algébrica, por se tratar de uma técnica que
soluciona a uma das grandes questoes da Topologia Geral que é a de respondermos se
dois espacos topologicos sao homeomorfos.

Teorema 3.2. Seja f: X — Y um homeomorfismo. Entao

fa:m (X5 20) = (Y f(20))
¢ um isomorfismo.

Demonstracao. Observe que como f é um homeomorfismo, valem as seguintes relacoes

foffl = Idy

f_lofzfdx

onde f~! é a inversa de f.
Também ja sabemos que:

(fo fﬁl)# = fgo (ffl)# - [d#ﬁ(Y;f(ZO))

(f_l o f)# = (f_l)# OJ# = Id#ﬂl(x;wo)'

Portanto (f~')4 ¢ a inversa de fg, ou seja, (fz)™' = (f7!)4.
Segue assim, fg € um isomorfismo. O]

Basicamente este tltimo teorema nos fornece que se dois espacos sao homeomorfos,
entdo necessariamente seus respectivos grupos fundamentais de pontos base g e f(xg)
sao isomorfos. Ou seja, este teorema nos garante que o grupo fundamental é de fato
um invariante topoloégico. Por outro lado, pela contra-positiva, se soubermos que os
grupos fundamentais nao sao isomorfos podemos afirmar que os espagos topologicos
nao sao homeomorfos.

Para encerrar este capitulo apresentamos um resultado bastante 1til sobre o grupo
fundamental de produto cartesiano de espacos topologicos.
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Teorema 3.3. Sejam X e Y espacos conexos por caminhos. Entdao m(X XY, (zo,v0))
é isomorfo a m (X, xo) x (Y, yo).

Demonstracao. Sejam p : X XY — X e q: X XY — Y as respectivas projegoes
de X e Y. Se usarmos os pontos bases indicados no teorema, podemos considerar os
homomorfismos induzidos

p# . 7Tl<X X Y7 (xOJyO)) — ﬂ-l(Xa LE’(]) € q# : ﬂ-l(X X Y7 (xOJyO)) — ﬂ-l(Y? yO)

Em seguida, podemos definir o homomorfismo

U (X XY, (z0,9)) — m (X, 20) X (Y, y0)

por

U(la]) = (px([e)), gz ([o])) = ([poal,lg e a]),  V]a] € m (X XY, (0, 40))
Vamos caracterizar a aplicagao W.

1. U é sobrejetiva. De fato, seja A: I — X e v: I — Y lacos de ponto base xg e g
respectivamente. Queremos mostrar que o elemento ([A], [v]) estd na imagem de
v,

Defina a : I — X X Y pela equagao a(t) = (A(t),~(t)).
Entdo o é um lago em X x Y de ponto base (xg,y0) € U([a]) = ([po a],[go a]).

Por outro lado,
poa(t) =p(At),y(t) = Alt) e goalt) =q(At),~(t)) =~(t), Vtel.
Logo,
poal =[N e [goa] =[]
Portanto, V([a]) = ([A], [y]), como esperavamos.
2. U é injetiva.

De fato, suponha que dadas as classes [a] e [3] € m(X X Y, (2, y0)) tem-se que
Y(la]) = w([a]).

Isto significa que
(P ([a]), ax(l])) = (p4((8]), ax([8]))-

Ou seja,

([poallgoal) = (lpepllqgopl)

Noutras palavras
Py
poa ~ pof
e
goa = qof

Assim, se considerarmos as homotopias F} : [ x [ — X e Fy : [ x I — Y que
garantem as equivaléncias acima, entao F': [ x [ — X x Y dada por

F(t,s) = (Fi(t,s), Fa(t, s))

nos mostra que « ~ 3 e que portanto [a] = [A].



Célculos de m1(R) e m1(S") e aplicagoes

49

3.2 Calculos de m(R) e 71(S') e aplicagoes

A determinacao dos respectivos Grupos Fundamentais dos espacos topologicos R e

S ¢ de extrema importancia para o deslinde de nosso estudo.

3.2.1 Calculo de m(R)

Nosso primeiro calculo é bastante simples e por isso, neste sentido, tal grupo fun-
damental ¢ também chamado de trivial. Vamos considerar a origem o = 0 como um
conveniente ponto base para a reta real R, que é conexa por caminhos e que portanto,
pela proposicao 3.2, o grupo fundamental que vamos calcular, independe da escolha do

ponto base.

Teorema 3.4. m(R) ~ {0}.

Demonstracao. Defina k : R x I — R por

k(t,s)=(1—s)-t.

Entao k é uma homotopia entre a identidade Idg : R — R, i(t) = ¢ e a aplicagao

constante ¢(t) = 0.
De fato, k é continua, e

{ k(t,0) =(1—-0)-t=t=1i(t)
k(1) =(1—1)-t=0=q(t)

Seja o : I — R um lago de ponto base xy = 0. Definimos

h(t,s) = k(a(t),s) = (1 —s) - at).

Temos que h é uma homotopia tal que « é equivalente a ¢, = ¢y : I — R em que

para todo t € I, ¢, (t) = co(t) = 0.

De fato, h é continua pois é composicao de aplicagoes continuas e além disso, tem-se

{ h(t,0) = k(a(t),0) = (1 — 0) - a(t) = a(t)
h(t, 1) = k(a(t),1) = 0 = ey (1)

E também,

h(0,s) = k(a(0),s) = k(xg,s) = (1—8)-20=(1—35)-0=0=x
h(l,s) = k(a(l),s) = k(zg,s) = (1 —35) -2 =0 =z

Assim, pela aplicacao h, temos que « ~ ¢, € portanto [a] = [¢,,] = [0].

Portanto segue o resultado, m (R) ~ m (R, zo) = {[0]}.

[]

Observacao 3.5. Denotamos 7 (R) ~ {0} em que neste contexto, o simbolo “0”

denota a classe nula [0].
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3.2.2 Caélculo de m(S!)

Nosso objetivo nessa secao é de apresentar um Grupo Fundamental nao-trivial,
a saber o grupo m;(S'). Contudo, primeiramente é necessario tratar de nogoes ele-
mentares sobre Espacos de Recobrimento, ferramenta esta muito 1til para o calculo de
grupos fundamentais.

Definicao 3.10. Sejam E, B espacos topolégicos e p : E — B uma aplicacao continua
e sobrejetiva. Dizemos que um subconjunto aberto U de B ¢é uniformemente coberto
por p se a imagem inversa p_ (U) pode ser escrita como reunido de subconjuntos abertos
disjuntos V,, em E tal que para cada «, a restricao de p a V,,

p‘va : Va — U

¢ um homeomorfismo de V, em U. A colegio {V,} é chamada de particio de p™(U)
em fatias.

Se U é um conjunto aberto que é uniformemente coberto por p, podemos imaginar
o conjunto p(U) como uma “pilha de panquecas”, cada uma com mesmo tamanho e
forma de U, flutuando acima de U; a aplicacao p as “esmaga” todos para baixo em U.

p*(U)

v

Figura 3.7: A aplicagio de p e o conjunto p™(U), a “pilha de panquecas”.

Definicao 3.11. Seja p : E — B uma aplicacao continua e sobrejetora. Se cada ponto
b € B admite uma vizinhanca U uniformemente coberta por p, entao p é chamada
aplicacao de recobrimento e 2 é chamado FEspaco de Recobrimento de B.

Notemos que se p : F — B é uma aplicacao recobrimento, entao para cada b € B,
o subconjunto p”(b) de E necessariamente possui a topologia discreta. Cada fatia V,
¢ aberto em E e intercepta o conjunto p4(b) em um unico ponto; portanto este ponto
é aberto no subespaco topologico p'(b).

Exemplo 3.1. Seja X um espaco qualquer. Entao a aplicacao identidade ¢ : X —
X ¢é uma aplicagdo recobrimento. Mais geralmente, tomando £ = X x {1,...,n}
consistindo de n copias disjuntas de X, a aplicagdo p : E — X dada por p(z,j) = «z,
para todo j, ¢ também uma aplicacao recobrimento. Neste caso, podemos imaginar
todo o espaco E como uma “pilha de panquecas” sobre X.

Para eliminar recobrimentos triviais de variedade “pilha de panquecas”, muitas vezes
requer que o espaco E seja conexo. Um exemplo util de um recobrimento deste tipo é
dado no seguinte teorema:
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Teorema 3.5. A aplicacio p: R — S dada pela equacao
p(z) = (cos(2mx), sen(2mx))
€ uma aplicacao recobrimento.

Podemos imaginar a aplicacao p como sendo uma funcao que “enrola” a reta real
R em torno do circulo S*;, e que no processo de aplicagao cada intervalo [n,n + 1] é
enviado para S'.

Demonstracao. O fato de que p ¢ uma aplicacao recobrimento vem de propriedades
elementares das funcoes seno e cosseno. Considere, inicialmente, o subconjunto U de
St formado de pontos que possuem a primeira coordenada positiva. O subconjunto
p(U) consiste de pontos de z no qual cos(2mz) seja positivo, isto é, a reunido de

intervalos ) .
Vi, = <n— Z,n—f—z)

para todo n € Z.

Agora, restringindo a qualquer intervalo fechado V,,, a aplicacao p é injetiva, pois
3 n» 3
sen(2mx) é estritamente mondtona neste intervalo. Além disso, p carrega V,, sobrejeti-
vamente para U e V,, para U pelo Teorema do Valor Intermediario. Uma vez que V,
é compacto, a restrigao p;_ ¢ um homeomorfismo de V,, com U. Em particular, pj, ¢é
Vn n
um homeomorfismo de V,, com U.

Argumentos similares podem ser aplicados as interseccoes de S com os semi-planos
inferior e superior, e com o semi-plano esquerdo. Estes conjuntos abertos recobrem S!
e cada um deles é uniformemente coberto por p. Consequentemente, p : R — S é uma
aplicagao recobrimento. O]

Definigao 3.12. Seja p : E — B uma fungdo entre os espagos topoldgicos E e B. Se
X = B éuma funcgao continua, um levantamento de f € uma aplicagio f : X — E

tal que po f = f.

E P B
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A existéncia de levantamentos quando p é uma aplicacao recobrimento é uma fer-
ramenta importante nos estudos de espagos de recobrimento e do grupo fundamental.
Vamos mostrar que para um espaco de recobrimento, caminhos possuem levantamentos.
E assim, podemos mostrar que caminhos homoté6picos também podem ser levantados.

Exemplo 3.2. Considere a aplicacdo p : R — S! dada pela equacio
p(z) = (cos(2mx), sen(27z)).
e O caminho f : [0,1] — S! iniciando em by = (1,0) dado por

f(t) = (cos(mt), sen(rt))

é levantado pelo caminho f(t) = L iniciando em 0 e terminando em 3.

e O caminho
g(t) = (cos(mt), — sen(nt))

¢ levantado pelo caminho §(s) = —£ iniciando em 0 e terminando em —1.

e O caminho
h(t) = (cos(4nt),sen(4nt))

¢ levantado pelo caminho h(t) = 2t iniciando em 0 e terminando em 2. Intuiti-
vamente, h “enrola” o intervalo [0, 1] em torno do circulo 2 vezes.

-1 012 -1 012 -1 012

Figura 3.8: Exemplo de levantamento de caminho.

Lema 3.3. Seja p : E — B uma fungdo recobrimento, com p(eg) = bo. Qualquer
caminho f :[0,1] — B iniciando em by possui um unico levantamento f :[0,1] — E
micitando em eg.

Demonstracao. Vamos demonstrar por etapas. Primeiro vamos verificar a existéncia
do levantamento f e no segundo passo veremos a unicidade do mesmo.

e Existéncia: Cobrimos B por conjuntos abertos U, cada qual uniformemente coberto
por p. Tomemos uma subdivisao de [0, 1], digamos g, t1, . .., t,, tais que para cada
i, o conjunto f([t;,t;41]) encontra-se em tal aberto U, o que é possivel pelo Lema
do Namero de Lebesgue. Definiremos o levantamento f passo a passo.

Primeiramente, defina f(()) = eg. E entao, supondo f(t) definido para 0 <t < t;,
definimos f em [¢;,?;11] de modo que, o conjunto f([t;, t;+1]) encontra-se em algum
aberto U que é uniformemente coberto por p.
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Tomemos {V,} como sendo a particdo de p™(U) em fatias; cada conjunto V,, é
aplicado homeomorficamente em U por p. Agora, f(t;) encontra-se em um desses
conjuntos, digamos que seja em V. Defina f(t) para t € [t;, t;11] pela equacdo

F(t) = (p,) (£ (2).

Pelo fato de py,, : Vo — U ser um homeomorfismo, f sera continua em [t;, t;41].

Prosseguindo assim, definimos f para todo ponto de [0,1]. Também temos que
a continuidade de f segue do Lema da Colagem 2.4, e o fato de que po f = f &
imediato da defini¢ao de f.

e Unicidade: A unicidade de f ¢ também provada passo a passo. Seja f um outro
levantamento de f iniciando em eq. Entao

~ ~

f(0) =eo = f(0).

Suponha que f(t) = f(t), para todo ¢ tal que 0 < t < t;. Considere Vj tal
como na demonstracao acima sobre a existéncia do levantamento. Entao para

t € [ti, tia], f(t) esta definido como (py,, )" (f(2)).

Uma vez que f é um levantamento de f, entdo f deve aplicar o intervalo [t;, ;1]
no conjunto p ' (U) = | V.

As fatias V,, sao abertas e disjuntas; pelo fato do conjunto f([ti, ti11]) ser conexo,
este deve estar inteiramente em um dos conjuntos V,,. Pelo fato de f(t;) = f(t;),
o qual estad em Vj, f deve aplicar todo o intervalo [t;,t;+1] no conjunto V4. Assim,
para t em [t;, t:41], f(t) deve ser igual a algum ponto y de Vj situado em p(f(¢)).
Mas s6 ha um tnico ponto y, nomeado (pj,, )"(f(t)). Consequentemente,

ft)y = f(t)
para t € [t;, ;1]

]

Lema 3.4. Seja p : E — B uma funcdo recobrimento, com p(ey) = by. Considere
a aplicacio F : I x I — B continua com F(0,0) = by. Nestas condi¢des, existe um
levantamento de F para uma aplicacao continua

F:IxI—>E

tal que F(O, 0) = eg. Ainda mais, se I' é uma homotopia, entao F ¢ uma homotopia e
o levantamento F de F € winico.

Demonstracao. A demonstracdo segue o mesmo procedimento tomado no Lema ante-
rior, onde verificaremos a existéncia e a unicidade do levantamento F.
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e Existéncia de F: Dada a aplicagao F', primeiramente definimos F(0,0) = €g.
Em seguida, usamos o procedimento do lema anterior para estender F a borda
esquerda 0 x I e a borda inferior I x 0 de [ x I. Entao estendemos F a todos os
pontos de I X I, como segue:

Escolhemos subdivisoes
o<t <t < - <t,

Sp <851 <S8 << Sy

de I suficientemente fino para que cada retangulo
I < J;j = [tj_1,t] X [si_1, 8]

seja aplicado por F' em um conjunto aberto de B que seja uniformemente coberto
por p, o que é possivel usando o Lema do Nimero de Lebesgue. Vamos definir o
levantamento F' passo a passo, comecando com o retangulo [; X J;, continuando
com outros retangulos I; x Ji na linha inferior, depois com os retangulos I; x J,
na linha seguinte, e assim por diante.

Em geral, dado i e jo, assume que F é definido no conjunto A o qual é a unido
de 0x I e I x0 e todos retangulos anteriores a I;, x J;, (aqueles retangulos I; x J;
tal que j < jo e aquele que j = jo e @ < ip). Suponha também que F é um
levantamento de F],. Defina F em I;, x Jj,. Escolha um aberto U de B que &
uniformemente coberto por p e contem o conjunto F(I;, x Jj,).

Seja {V,} uma parti¢ao de p™(U) em fatias; cada conjunto V,, é aplicado homeo-
morficamente em U por p. Agora, I ja esta definido no conjunto

C=AnN <[ZO X J]O)

Este conjunto é a uniao das bordas esquerda e inferior do retangulo I;, x J;,, que
deste modo ¢ entao um conexo. Portanto F'(C') é conexo e deve estar inteiramente
contido em um dos conjuntos V,. Suponha que isto ocorra em V4.

Seja po : Vo — U a restricao de p a V. Uma vez que F é um levantamento de

F,,, sabemos que para z € C,

de modo que tenhamos F(x) = pg(F(z)). Assim, estendemos F' definindo como

sendo 3
F(x) = py(F(x)),

para x € I;, X Jj,. A aplicagao estendida sera continua pelo Lema da Colagem e
dando continuidade ao procedimento, fica definido F' em todo I? =1 x I.

e A unicidade de F: Para checar a unicidade, note que a cada passo da construcao
de F, como estendemos F primeiramente para as bordas esquerda e inferior de
I? e depois para os retangulos I; x J;, um por um, ha apenas uma maneira
de estender F continuamente. Assim, uma vez que o valor de F em (0,0) esta
especificado, F' estd completamente determinado.
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e F ¢ homotopia quando F também o for: Suponha que F seja uma homotopia.

Queremos mostrar que F' é uma homotopia.

A aplicacao F carrega toda a margem esquerda 0 x I de I? em um tnico ponto b
de B. Como F & um levantamento de F, este carrega essa borda para o conjunto

p"(by). Mas este conjunto tem a topologia discreta, considerado como subespago
de E. Uma vez que 0 x [ & conexo e F & continuo, entdao (0 x I) é conexo e
deve ser igual a um conjunto de um tunico ponto. Similarmente, F(I x I) deve
ser um conjunto unitario. Assim, F & uma homotopia.

]

O proximo resultado estabelece a relacao existente entre os espagos de recobrimento
e o grupo fundamental.

Teorema 3.6. Seja p : E — B uma funcgdao recobrimento com p(eg) = by. Considere
f e g como sendo ambos caminhos em B de by até by; em sequida, consideremos f e
g os respectivos levantamentos de caminhos em E o0s quais iniciam em ey. FEntao, se
f e g sido caminhos homotdpicos, entio f e § terminam em um mesmo ponto de E e
sao caminhos homotdpicos.

Demonstracao. Seja F : I x I — B a homotopia entre f e g que sabemos por hipotese
que sao caminhos homotopicos. Entao F(0,0) = by.

Seja F:IxI — E como sendo o respectivo levantamento de F em E tal que
F(O 0) = ep. Sabe-se pelo Lema anterior que F ¢ uma homotopia de modo que
F(OxTI)={e} e F(1x I) & um conjunto unitario {e; }.

Temos que a restricao I}, , de F para a borda inferior de I x I é um caminho em
E iniciando em ey que é levantamento de Fj, ,. Pela unicidade de levantamento de
caminhos, temos que

E(t,0) = f(1).

Similarmente, F|, , é um caminho em E que é um levantamento de [}, , e inicia
em ey pois F(0 x I) = {eg}. Dai, pela unicidade de levantamento de caminhos,

F(t,1) = g(t).

Nestas condi¢oes, ambos levantamentos f e g terminam em e; e F' é uma homotopia
entre estes. [

Vamos agora justamente aplicar este teorema para o caso do circulo unitario S?.

Teorema 3.7. O grupo fundamental do circulo S* é isomorfo a Z. Noutras palavras,
m1(SY) € um grupo ciclico infinito.

Demonstracao. O objetivo é construir um isomorfismo

O m(Shb) — (Z,+)
[ > @([a])
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em que by = (1,0) € S*.
Vejamos como construir ®([a]), onde o ¢ um lago de ponto base em by.
Primeiramente, considere a aplicacdo de recobrimento para S, p : R — S! dada
pela equacao
p(z) = (cos(2mx), sen(2mz)).

Temos que se o é um laco em S de ponto base by, entdo & é o respectivo levanta-
mento de o para um caminho sobre R iniciando em ey = 0. Note que isto é possivel
pelo Lema 3.3. Assim, temos entao as aplicacoes:

a:[0,1] =S a:[0,1] =R e p:R— S
em que « ¢ um laco, & é o levantamento de « e p é aplicagao recobrimento, e também,
poa = q.
Note que,
p(eo) = p(0) = (cos(0),sen(0)) = (1,0) = by e p(1) = (cos(2m),sen(2m)) = b.
O ponto &(1) deve ser um ponto do conjunto p*(by), ou seja, a(1) deve ser um
inteiro n, pois:
pi(bo) = {z€R; p(z)=by}
= {z €R; cos(2mx) =1 e sen(2mx) =0}
= {relZ}
7
Nestas condicoes, como &(1) € Z, denotemos &(1) = n, para algum n € Z.
Convém observarmos que se [a] = [f], isto &, a ~ 3, entdo pelo Teorema 3.6 tem-se
que & ~ f3, ou seja, [a] = [5] e assim a(1) = B(1).
Portanto, se definirmos
O([o]) = a(l),
entao ® é uma aplicacao bem definida, tendo em vista que ao considerarmos as classes
[a], [B] € m1(St;bg) tais que [a] =[], entao pelo Teorema 3.6 segue que

®([a]) = a(1) = B(1) = o([3]).
Afirmacao: A aplicacao ¢ é um isomorfismo de grupos.

e O é sobrejetiva.
Seja n € Z qualquer. Como Z = p”(by), entdo n € p”(by), isto é, p(n) = by.
Sabemos que R é conexo por caminhos, logo podemos escolher um caminho
a:[0,1] - R
entre 0 e n tal que @(0) =0 e &(1) =n.
Defina
a=poaqQ.
Entdo o ¢ um laco em S* de ponto base by, e consequentemente, pela unicidade
de levantamento garantida pelo Lema 3.3, segue que & ¢é o levantamento de a.

Portanto, por definigao,
®([a]) = a(1) = n.
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e O é Injetiva.

Suponha que as classes [a],[8] € m1(St;by) sao tais que ®([a]) = ®([3]) = n.
Devemos mostrar que [a] = [3].

Sejam & e 3 0s respectivos levantamentos de a e 3 tais que
(1) = ®([a]) = ([8)) = B(1).

Denotemos, (1) =n = 3(1).

Como & e 8 sao caminhos no conjunto convexo R ambos comecando em 0 e
terminando em n, segue que

H:[0,1]x[0,1] — R )
(t,s) — H(t,s)=a(t)-(1—s)+05(t)-s

¢ uma homotopia entre & e 3, tendo em vista que
g
g
e H é continua pela conexidade de R.

Consequentemente, a aplicacao

H : [0,1] x[0,1] — S! )
(t,s) > (poH)(,s)
é uma homotopia entre v e .

De fato, temos que H é continua pois p e H sao continuas e

/

H(t,0) = (po H)(t,0) = p(H(t,0)) = p(a(t)) = (po a)(t) = a(t)
H(t,1) = (po H)(t,1) = p(H(t.1)) = p(B(1)) = (po B)(1) = B(1)
H(0,5) = (po H)(0,5) = p(G(0) - (1 = 5) + B(0) - 5) = p(0) = by
H(1,5) = (po H)(1,5) = p(a(1) - (1 — )+ 5(1) - 5)

=pn-(1—=s)4+n-s)=pn)=nbh

Fica assim demonstrado que « e (3 sdo tais que « A (e portanto [a] = [5].

e & ¢ um Homomorfismo de Grupos.

Vamos demonstrar que dadas quaisquer classes [a], [8] € 71(S?, by), tem-se que
O([o] - [B]) = @([]) + 2([B]).

Sejam & e B os levantamentos de a e 8 caminhos em R iniciando em 0.
Consideremos que ®([a]) = @(1) = n e ®([3]) = (1) = m.

Passemos a definir o caminho h em R pelas equacoes

[ a(2t); tel0,3],
ht) = { n+ B2t —1); teli 1]
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Entao A é um caminho em R iniciando em 0.

Vejamos também que h é um levantamento para o e 3. Com efeito, recordemos
que

| a(2t); se telo,

(aeB)(t) —{ B2t —1); se teli 1]

Vamos entao demonstrar que poh = c e f3.

Para isto, observemos que como as fungoes cos(2mx) e sen(27x) sdo fungdes per-
iodicas de periodo 2, segue que p(n + x) = p(x), para todo x € R e para todo
n € Z.

p(n+z) = (cos(2m (n+x)),sen (27 (n+ x)))
= (cos(2mn + 27x),sen (2mn + 27x))
= (cos (2mz),sen (27x))

= p(x)

Nestas condigoes, temos:

p(a(2t)); se ¢ €0,3],
poh(t) =p(h(t)) = { p(n+6~(2t —1)); se te [%, 1]
_ { p(a(2t)); se tel0,1],
p(B(2t —1)); se te[3,1]
B a(2t); se tel0,3],
- { (2t —1)); se te[i 1]

Portanto segue que
(poh)(t) = (aep)(t),Vt € |0,1].

Também temos que h(0) = &(0) = 0. Logo pela unicidade de levantamento, tal
como no Lema 3.3, h é o levantamento de a e § que inicia em 0. Consequente-
mente,

h(1) = ®([a e 5]) = &([o] - [5])-

Por outro lado, pela definicao de h, temos que h(l) = n + B(l) Sendo assim,

temos:
h(1) = ®([a] - [8]) = ®([a]-[8) =n+B(1)
— ®([a] - [8)) = n+m
= ©([o] - [B]) = 2([a]) + 2([8])

Ficando assim demonstrado de que a aplicagao ® é um homomorfismo de grupos.

Assim, pelo que demonstramos em cada um dos itens anteriores, a aplicacdo ® é um
isomorfismo. Logo o grupo fundamental de S' que denotamos por 7 (S*, by) é isomorfo
ao grupo aditivo dos niimeros inteiros Z, denotamos (S, by) ~ Z. O
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Corolario 3.1. O grupo 7 (S') é um grupo abeliano.

Demonstragdo. Uma vez que m(S') é um grupo ciclico infinito, segue pelo Teorema
6.10, pagina 63 da referéncia [7], que este é um grupo abeliano. ]

Corolario 3.2. Considere o cilindro fechado C = S* x [a,b]. Entao,
7T1(C) ~ 7.

Demonstragdo. Basta que consideremos C' = S! x [a, b], onde [a,b] é um intervalo da
reta, e aplicar o teorema 3.3.

Dali,
m1(C) = m(S* x [a,b]) ~ 71 (SY) x m1([a, b))
onde 71(S') ~ Z e m([a,b]) =~ {0} . Portanto m,(C) ~ Z x {0} ~ Z. O
'®
C' = 5t x [a,b]

Figura 3.9: Cilindro C' = S x [a, b], em que [a,b] C R.
Corolario 3.3. O Toro T?, o qual pode ser identificado como S' x S* ¢ isomorfo a

7, X 7.

Demonstracao. Basta ver que ao consideramos X = S x St como sendo o toro entdo,
pelo teorema 3.3,
1 (X) =7 (S x SY) =~ 1 (S) x m (Sh)

onde m(S') ~ Z. Portanto m(X) ~Z x Z. O

T? =251 x st

Figura 3.10: Toro S x St
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3.2.3 Aplicacoes

Nesta subsecao apresentamos duas aplicacoes do grupo fundamental, a saber, o
Teorema do Ponto Fixo de Brouwer e o Teorema Fundamental da Algebra.

Seja D? o disco unitario, ou seja, D* = {y +iz;y* + 2? < 1}. A fronteira de D? é
o espaco S'. Vamos assim, considerar a inclusdo

i: St — D%
Exatamente como em R, tem-se que
7T1(D2> =0

para qualquer escolha do ponto base z, € D? que se faca, pois D? é conexo por
caminhos.

Proposicao 3.6. Nao existe aplicacao continua
r:D?— S
tal que r o1 = Idg,.

Demonstracao. Se houvesse uma aplicacao r : D?> — S! com a propriedade de que
ro1 = Id, entao a composi¢cao

7 (SY) — 1 (D?) — m (Sh)
também seria a identidade, tendo em vista que
roi=Id= (roi)g =1dy = rypoiy = Idy.

Por outro lado, ja temos que 71(D?) =0 e 7 (S!) ~ Z pelo isomorfismo .
Nestas condigoes, temos o diagrama comutativo a seguir:

71 (1)~ 7y (D2) Es 7y (SY)

T

Z {0} Z

que certamente ¢ um absurdo, pois a partir deste diagrama, deveriamos ter que a
imagem do homomorfismo identidade em Z deveria aplicar o grupo trivial {0} sobre-
jetivamente em Z, o que nao é possivel. O

Teorema 3.8. [Teorema do Ponto Fixo de Brouwer| Qualquer fun¢ao continua
f:D*— D?

admite um ponto fixo.
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f(txr) e St

Figura 3.11: z, f(z) € D? tal que x # f(x)

Demonstragdo. Suponha que f(x) # x, para qualquer xz € D?.

Para cada z € D? x # f(x), defina r(z) € S' como sendo o ponto diferente de
f(x), da intersec¢ao de S' com a semireta que comega em f(z) passando por z, tal
como na figura 3.11.

Assim, r ¢ uma aplica¢ao de D? em S! tal que r(z) = z, para todo x € S

Logo,

(roi)(z) =r(z) =2 = Ids(z)

em que i : S' < D? é a aplicacdo inclusdo.
Ainda, pela continuidade de f, segue que r é uma aplicagao continua. Ou seja, r é
uma aplicacao continua tal que r o7 = Idg1, contradizendo a proposi¢ao 3.6.
Portanto, necessariamente f(z) = x, para algum x € D2 O

Nosso proximo objetivo é o de também trazer o resultado do Teorema Fundamental
da Algebra como uma das aplicacoes de Grupo Fundamental. Anteriormente a isto,
faremos uma exploracao em torno do conceito de grau de uma aplicagao h : S* — St,
que é uma ferramenta muito importante para a demonstracao do Teorema Fundamental

da Algebra.

Considere a aplicagao continua h : ST — S e by como sendo o ponto (1,0) de S*.
Escolhamos um gerador || do grupo ciclico infinito 71(St, ), ou seja, m1(St,by) =
([n]). Observemos que existem apenas dois geradores e que estes diferem-se no sinal.

Se xp ¢ um ponto qualquer de S!, escolha um caminho 1 em S! cujos pontos inicial

e final sao by e x(, respectivamente.
1 Lo
\Jl}o

Figura 3.12: Caminho 7 iniciando em by = (1,0) até x5 em St

I8

Denote [n](zo) := §([n]), onde ¥4 & a aplicacao tal como definida na Proposi¢ao 3.2,
que em particular neste caso,

A 71(51,60) — (St 20)

em que §([n]) = [y e n @ ]. Entao [n](zo) gera o grupo fundamental 7 (S?, x).
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Temos que a classe [n](xq) independe da escolha do caminho 7, uma vez que o grupo
fundamental de S! é abeliano.

Dada a aplicagao continua h : S* — Sl para 7o € S! denote z; := h(zy) € St,
consideremos o homomorfismo induzido

h# . Wl(sl,l'o) — 7Tl<Sl,l'1).

Uma vez que (St x9) = ([n](x0)), m (S, 1) = ([n](x1)) e ambos isomorfos a Z,
temos

hy([n](z0)) = d - [n](x1)

para algum d inteiro.

Definicao 3.13. O inteiro d, acima definido, é chamado de grau da aplicacao h :
St — St e é denotado por d = deg(h).

Observacao 3.6. O grau de h é independente da escolha do gerador [n], pois es-
colhendo outro gerador simplesmente mudariamos o sinal de ambos os membros da
equagao.

Propriedade 3.1. Seja a aplicagao h : ST — S e d = deg(h) o seu respectivo grau.
Entao:

1. O grau d é independente da escolha do ponto g, do caminho n e do gerador de
m1(SY, by), uma vez que este grupo é abeliano.

2. As aplicacoes h,k : St — S' sdo homotopicas se, e somente se, ambas admitem
o mesmo grau, ou seja, deg(h) = deg(k).

3. Se h: St — S' é a aplicagdo constante, entao deg(h) = 0.
4. Se hy, : St — S' ¢ dada por h,(z) := ™ para n > 0, entdo deg(h,) = n.

5. O grau da composi¢ao h o k é tal que deg(h o k) = deg(h) - deg(k).
Para mais detalhes sobre o grau, veja a referéncia [8], Se¢ao 6.2, pagina 67.

Teorema 3.9. [Teorema Fundamental da Algebra] Se
fxy=a"+c - a" ey a" P4 dpg 2P Cp

¢ um polinémio com coeficientes complexos, ou seja, todo coeficiente ¢; € C e n > 0,
entdo existe um nidmero ¢ € C tal que f(c) = 0. Além disso, existem n nimeros
complexos, contando com a multiplicidade, com esta propriedade.
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Demonstra¢ao. Observe que se provarmos que existe ¢; € C tal que f(c;) = 0, entdo
podemos demonstrar a segunda parte via inducao, considerando o processo iterado a
seguir.

Decompondo, pelo Algoritmo de Euclides, temos que existe ¢;(x) € C[X] tal que

fl@) =z =) gi(@).

Agora, aplicando o resultado para gi(z) € C[X], temos que existe co € C tal que
g(ca) = 0. Dai g1(z) = (z — c2) - go(x) e assim, de modo iterado até que obtenhamos
gn(z) = k, onde k é uma constante.

Consequentemente,

f@)=(z—c) (2 =) g@)=(r-a) (r-c) - (r—c) -k

Donde segue portanto, que f(z) admite n valores ¢; tais que f(c¢;) = 0.

Resta-nos entao provar que existe ¢ € C tal que f(c¢) = 0. Para isso, provemos que
se para todo x € C tem-se que f(z) # 0 teremos um absurdo.

Assim, supondo que f(z) # 0,Vz € S', podemos definir a seguinte fungio

f:8t =8

dada por f(x) /(=) Devemos observar o seguinte:

1. Suponha que f(z) # 0,Vz; |z| < 1.

Neste contexto podemos definir i : S* x I — S* por h(z,t) = \%%

que h é uma homotopia entre a aplicacao constante fp em % e f

Verifica-se

Logo, assim sendo, temos:

~ -~

deg(f) = deg(fo) = 0 = deg(f) = 0.

2. Suponha que f(x) # 0,Vx;|z| > 1.
Deste fato, segue que podemos definir a aplicacdo j : S x I — S* dada por

. k(x,
jlx,t) = ﬁ em que

k(x,t) =1t"- f(%) = 2" 4+ t(er " tepr" - 1 e,

Logo, 7 ¢ uma homotopia entre f, e f e assim segue que

~ ~

deg(f) = deg(fn) =n = deg(f) = n.

Simultaneamente temos que (1) e (2) nao podem ocorrer, pois assim terfamos o
absurdo

~

0 = deg(f) = n,
pois sabe-se que n > 0. O



4 O Teorema de van Kampen

O Teorema de van Kampen é um resultado especial que nos fornece um método de
calculo do grupo fundamental de um espaco que pode ser decomposto em espagos mais
simples cujos respectivos grupos fundamentais ja sao previamente conhecidos. O uso
sistematizado deste teorema pode nos fornecer o conhecimento de um niimero maior de
grupos fundamentais de espacos topoldgicos. Para termos uma ideia de como podemos
calcular grupo fundamental por decomposicao de espacos, vamos observar um exemplo.
Consideremos um espaco X formado por dois circulos A e B que interceptam-se em
um tdnico ponto zy o qual tomaremos como sendo o ponto base.

X=AUB 2y A B

X=AUB

Figura 4.1: Decomposicao do Espago X como uniao de dois circulos.

Em nossos calculos anteriores, sabemos que 7 (A) é ciclico infinito, gerado por um
laco a que gira em torno de A uma vez. Similarmente 7;(B) é uma copia de Z gerado
por um laco S que também gira uma vez em torno de B. Cada produto de poténcias
de a e f nos da um elemento de m(X); estes produtos chamamos de palavras.

Por exemplo, o produto

@56204_36062
¢ um laco que gira 5 vezes em torno de A, em seguida 2 voltas em B, 3 voltas em
sentido contrario em A, logo depois ¢ dada uma volta em B e finaliza com 2 voltas em
A. O conjunto de todas as palavras como esta consistindo de poténcias de « alternando
com poténcias de [ forma um grupo o qual normalmente sera denotado por Z x Z.
A multiplicacdo neste grupo é definida tal como segue no exemplo:

(64a562a—3)(a46—1a63> — 64055/62056_10563-

O elemento identidade é a palavra vazia, denotado por “( )”, e os elementos inversos
sao como no exemplo a seguir:

(@5204_35_4)_1 — B4C¥3B_QOK—1

64
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pois
(a0 87 (@0 87" = (affa P87 (B8 20 = ()
O grupo Z*Z ¢ um exemplo de uma construcao geral chamada de produto livre de
grupos. O teorema de van Kampen serd demonstrado em termos deste conceito. Entao

antes de resolvermos o teorema, faremos uma revisao algébrica para descrevermos o
conceito de produto livre.

4.1 Produto livre de grupos

Suponha que dada uma colecao de grupos Gy, deseja-se construir um tnico grupo
que contem todos estes como seus subgrupos. Uma maneira de se fazermos isto é
tomarmos o grupo produto

116
k

cujos elementos podem ser considerados como sendo as funcoes k — g, € Gi.
Ou pode-se restringir a funcoes que assumem valores distintos da identidade, em
geral, finitamente, formando a soma direta

P é:.
k

Ambas construgdes produzem grupos que contem todos os subconjuntos Gy como
subgrupos, contudo com a propriedade de que elementos de diferentes subgrupos Gy
comutam com cada elemento dos outros subgrupos. No caso dos grupos nao-abelianos,
essa comutatividade nao ¢ algo natural, e assim desejar-se-ia uma versao nao abeliana
de [[, Gi ou de €@, Gi. Uma vez que a soma direta €, G é menor e provavelmente
mais simples do que [ [, Gy, deve entdo ser mais facil construir uma versao nao-abeliana
de @@, G, e isto é o que o produto livre

*x, G,

realiza.

Definicao 4.1 (Produto Livre). O produto livre
#, Gk

consiste de todas as palavras gi1gs - - - g de comprimento arbitrdrio finito m > 0, onde
cada letra g; pertence a um grupo Gy,, distinto do elemento identidade de Gy, em que
letras adjacentes g; € g;+1 pertencem a grupos Gy, distintos, isto €, k; # k1.

As palavras que satisfazem essas condicoes sao chamadas reduzidas. A ideia é
que palavras nao reduzidas possam sempre ser simplificadas em palavras reduzidas
escrevendo letras adjacentes de um mesmo grupo Gy em uma tnica letra, bem como
cancelando letras triviais.
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Definicao 4.2 (Justaposicao de Palavras). Consideremos o produto livre %Gy, e as
palavras, respectivamente de comprimento m e n, (192 gm), (hihe -+ hy) € *,Gy.
A operacao definida por

(9192 gm)(hiho -+ hyn) = g1+ Gmha -+ I,

a qual denominamos justaposicao € uma operacao em *x,Gy.

Temos que a operagao descrita na Definicao 4.2 tem como produto resultante uma
palavra em *,Gj que em geral pode ser nao reduzida, porém faremos a seguinte obser-
vacgao.

Observacao 4.1 (Redugao de Palavras). Dada a palavra g; - - - g, hy - - - by, obtida por
justaposicao das palavras g1 - - - g, € hy -+ - h,, se as letras g, e hy pertencem ao mesmo
grupo Gy, entdo estas devem ser combinadas em uma tnica letra (g,,h1) de acordo com
o produto de Gy, e se esta nova letra (g,,h1) vir a ser o elemento identidade de Gy, entao
esta sera cancelada da justaposicao. Este procedimento nos permite combinarmos ¢,,_1
com hy e que possivelmente também poderé ser cancelada. A repeticao deste processo
eventualmente produzira uma palavra reduzida. Por exemplo, no produto

(g1 gm) (g - 91 ")

todos os pares (g;g; ') comi = 1,...,m, faz com que a palavra resultante da justaposicio
torne-se o elemento identidade de %Gy, ou seja, a palavra vazia.

Observacao 4.2. O produto livre x, G, munido da operacao de justaposicao de palavras
é um grupo.

1. O elemento neutro de *,Gy, é a palavra vazia que denotamos por “( )”.

2. Toda palavra g; - - - g,, € %G admite a palavra inversa, a qual é dada por

(g1 gm) " =gt gt

3. A proéxima verificacao que faremos é a de que a justaposicao de palavras em .Gy,
é uma operacao associativa. Para que essa conferéncia nao seja tediosa, existe
uma abordagem indireta que evita grande parte do trabalho.

e Seja W o conjunto das palavras reduzidas ¢ - - - g,,, inclusive a palavra vazia.
Para cada letra g € Gy, associaremos a funcao

Ly W —=W
dada pela multiplicacao a esquerda,

Ly(91-+ 9m) = 991" Gm

onde combinamos g com ¢, caso g; € Gy para tornarmos (gg;) - - - g, uma palavra
reduzida.
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A propriedade chave da associatividade é a férmula
Lyy =1LgoLy
para g,g € Gy, a qual é
9(g (91 9m)) = (99) (91 -~ Gm)-

De fato, dada a palavra reduzida g; - - - g, € W, temos:

LgOLg’(gl"'gr) = Ly(Ly(g1---9r))
= Lydg1-9r)

= 99'q g,
= (99)1 - 9r
— ng,(gl...gr>

Este caso de associatividade segue trivialmente pela associatividade em GYy.
o A fungao L, : W — W é invertivel cuja inversa ¢ L,-1.

De fato, verificaremos usando a formula L, = Ly o L e a propriedade de que
L, é invertivel se, e somente se, existe funcao L;, onde h € Gy, tal que

Lyo Ly, =Idy
[§]
Lo L, =Idy

Para tanto, basta tomarmos Lj, = Lg-1, pois

LgoLh(gl"'gr) - LQOLQ*:l(gl"'gr)

= (997 g1 gr
= g1 ¢r
— Idw(g1 .. .gr)

LhOLg(gl"'gs) = Lg—loLg<gl"'gs)

= (97'9)g1 gs
— gl P gs

e Dado g € Gy, a associagdo g — L, onde Ly(g1---gm) = 991 - - gm, define
um homomorfismo de Gy para o grupo P(W) de todas as permutacoes de W, ou
seja, P(W) = {f : W — W | f é bijetora}. Mais geralmente, definimos a funcéo,
para cada palavra reduzida gy - - - g,

L:W — P(W)

por
L(gl"'9m>:Lglo"'oL9m
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Esta funcdo L ¢é injetiva desde que a permutacao L(g;---g,) envie a palavra
vazia para gi - - - Gm.-
De fato. Temos:
L. w PW)
w Lw): W — W
h +—— L(w)(h)
onde w e h sao palavras em W tais que w = wy---w,, ¢ h = hy---h,, e ainda
mais
L(w) = L(wy -+~ wy,) = Ly, 00 Ly, .

Nestas condigoes, temos

L(w)(h) = L(w)(hy -+ ha) =

b
g
o

c+0 Ly, )(hi--hy)

wv0 Ly, 0Ly 0Ly )(hi--hy)
«+0 Ly, 0Ly )Ly, (hi--hy))
0 Ly 50 Ly )(wphy - hy)
0 Ly (L, (Why -+ hy))

++ 0 mefg)(wm—lwmhl ot hn)

&~
S
O

firy

t~
S
(o]

firy

&~
S
@)

flary

|
A~ o~/ —~ —~
h
S
=
O

~
g
©)

= wy---wyhy - hy,

Assim, para analisarmos a injetividade de L, temos que verificar se é valida a
condicao

Liw)=Lw) = w=1u
para quaisquer w,w’ palavras em W,

Porém, L(w) = L(w') se, e somente se, para todo h € W,

L(w)(h) = L(w')(h),

ou seja, se, e somente se, wh = w'h.

E entao, wh = w'h implicard que w = w’ se, e somente se, h for a palavra vazia,
ou seja, h = () e portanto teremos

Assim, para garantir que L é injetiva, basta mostrarmos que a aplicacdo L(w)
envia a palavra vazia () para a palavra w, qualquer que seja w € W.

De fato, sejam w e h € W, tais que w = wy - - - w,, e h a palavra vazia h = ().
Entao,
L(w)(h) = L(w)(')
= Wy w()
— wl e wm

= w
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e A operagao produto em W corresponde em L a composi¢ao em P(W) devido
a relagao L, = L, o L. Uma vez que a composicao em P(W) é associativa,
concluimos que o produto em W é associativa.

J& descrevemos anteriormente o produto livre Z x Z. O mesmo é um exemplo de
grupo livre, o produto livre de quaisquer nimero de copias de Z finito ou infinito. Os
elementos de um grupo livre sao unicamente representados por palavras reduzidas em
poténcias de geradores das copias de Z, com um gerador para cada copia de Z. Estes
geradores sao chamados base para o grupo livre, e o ntimero de elementos bésicos é o
posto do grupo livre.

A comutatividade de um grupo livre é um grupo livre abeliano com base no mesmo
conjunto de geradores. Assim, o posto de um grupo livre abeliano é bem definido,
independente da escolha da base; o mesmo é verdade para o posto de um grupo livre.

Em geral, para um produto livre x,Gj, cada grupo G} é naturalmente identificado
com um subgrupo de x;G}, o subgrupo consistindo da palavra vazia e das palavras de
uma letra distinta da identidade. Deste ponto de vista, a palavra vazia é o elemento
identidade comum de todos os subgrupos G}, os quais sao, caso contrario, disjuntos.
Uma consequéncia da associatividade é que qualquer produto ¢ - - - g,,, de elementos g;
dos grupos GG, tem uma tnica forma reduzida, o elemento de *, G}, obtido multiplicando
em qualquer ordem. Qualquer sequencia de operagao de reducao num produto ¢y - - - gm
combinando letras adjacentes g; e g;+1 que estao no mesmo Gy, ou cancelando algum g;
que seja a identidade, pode ser visto como uma forma de inserir parénteses em g, - - - g,
e executando a sequencia resultante de multiplicacoes. Portanto, a associatividade
implica que qualquer duas sequencias de operacoes de reducao realizadas numa mesma
palavra nao reduzida sempre produzem a mesma palavra reduzida.

Uma propriedade basica do produto livre %Gy é que qualquer colecao de homo-
morfismos de grupos

Pk - Gk — H

estende-se unicamente ao homomorfismo ¢ : x,G — H. A saber, o valor de ¢ em uma
palavra g - - - ¢, com g; € Gj,, devemos ter

©r(91) * P (Gn)

e usando esta formula para definir ¢ tem-se o homomorfismo bem definido uma vez que
o processo de reducao de um produto nao reduzido em %G} nao altera sua imagem
sobre ¢. Por exemplo, para um produto livre G * H, as inclusoes G — G x H e
H — G x H induzem a um homomorfismo sobrejetor

GxH —GxH.

4.2 O Teorema de van Kampen - Classico

Suponha que o espaco topolégico X possa ser decomposto como uniao de uma
colecdo de subconjuntos abertos A, todos estes conexos por caminhos e cada um
contendo o ponto base xy € X.

Os homomorfismos

jk : 7T1(Ak) — 7T1(X)
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induzidos pelas inclusdes A, — X, estendem-se ao homomorfismo
O xpmy (Ag) — m(X).

O teorema de van Kampen nos dird que ® é sobrejetor, com kernel nao trivial, ou
seja, o nucleo da aplicacao ¢ nao-nulo.
Se
Tpy - 7T1(Ak N Al) — 7T1(Ak) e 7T1(Ak ﬂAl) — 7T1(Al)

sao, respectivamente, os homomorfismos induzidos pelas inclusoes A, N A, — Ay e
Ak N Al — Al, entao

Jk Otk = Ji © Uik,
sendo ambas composicoes induzidas pela inclusao A N A; — X, entdo o Kernel de ®
contém todos os elementos da forma i ([n])i([n]) ! para [n] € m1(Ax N A)).

Teorema 4.1. Se X € a unidgo de conjuntos Ay abertos conexos por caminhos, cada
um contendo o ponto base xo € X e se cada intersecao AN A; € conexo por caminhos,
entao o homomorfismo

O xpmy (Ag) — m(X)

€ sobrejetivo.
Além disso, se cada intersecao A, N A; N A, € conexo por caminhos, entdo o kernel
de ® € o subgrupo normal N gerado por todos os elementos da forma iy([n])iw([n]) ",

em que [n] € m (A N A)), ou seja, ® induz o isomorfismo

s, (Ag)

7T1<X)2 N

Demonstracao. Para mostrar que ® é sobrejetiva, precisamos garantir que para qual-
quer [n] € m(X), existe pu € #,m (Ag) tal que ®(u) = [n]. Veremos a seguir que tal
elemento pu trata-se da fatorizagao de [n] em xxm(Ag). Por uma fatorizacdo de um
elemento [n] € m(X), entendemos como sendo o produto formal

[01] - fom],

onde:

(I) Cada v; é um lago de ponto base zg em algum Ay, e [v;] € m(Ag,) é a classe de
equivaléncia homotoépica a v;.

(II) O lago n é homotopico a v, e --- e v, em X.

Vejamos como construir tal fatorizagao. Para isso seja n : I — X um laco de ponto
base xg.

Afirmacao: Existe uma particao 0 = sg < 81 < 89 < --- < 8,,, = 1 de I tal que
cada subintervalo [s,_1, s,] é aplicado por  em um tnico Ay, isto € n([s,_1, $4]) C A.

De fato, como 7 é aplicacao continua, para cada s € I, existe uma vizinhanca aberta
Vi em [ aplicada por n em algum A;. Mais ainda, podemos considerar V; como sendo
um intervalo cujo fecho é aplicado a um tnico Ayg.
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Consequentemente, {V;} € uma cobertura aberta para I. Agora, pela compacidade
de I = [0, 1], existe um namero finito, digamos m tal que

e
q=1

com V,, = [s4-1,5,). Com isso obtemos a particio 0 = 59 < 57 < --+ < 5, = 1
desejada.
Denotamos o conjunto Ay referente ao intervalo [s,_1,s,] por A, e no que segue,

um = 1,. Desta maneira, temos que 7 ¢ a justaposicao de caminhos

q—lssq]
nl.nz.....nm
em que cada 1, ¢ um caminho em A,.
Uma vez que A; N Ag41 € conexo por caminhos, segue que podemos escolher um
caminho p, em A, N A4 de xy ao ponto n(s,) € A, N Ay
Considere o seguinte lago homotopico a n:

(m efiy)e(prenyefiy) e (yenz i) e -0 (U, 1 @ny,).

Veja que as justaposicoes de caminhos dentro de cada parénteses sao lacos perten-
centes a um tnico A,. Ou seja, 77 é a justaposicao de lagos em Ay, Ay, ..., A,,.
Consequentemente,

] = [(m o71;) @ (11 @m0 7i5) @ (12 @73 0703) @ - @ (fi, 1 ®17)y,)]

em que,
[v1] := [m ey € m(Ay),

(V] 1= [y @ 12 @ J1y] € T (Ay),

[vg] == [12 @ 13 @ J13] € T (A3),

[Um] = [Mm—l d nm] S 7Tl(Am)y

Tomando,
= [vi][va] - [vm] = [m 0 Ty ] (11 @ m2 @ Tap) -+ [1tn—1 @ 1]

temos,

O(p) = O([v1][va] - - [Um])
= Ji([v1]) - ga([va]) - - -+ - Gm([vi])
= Jillm 7)) - ja([s @ m2 @ Ta]) -+ G ([1rm—1 @ 1))
= [ o] [ eme @ i) -+ [1n—1 @ 1]
= [(mef)e(uienef,)e (uyen; ;) e - o(i, 10n,)

= [l



O Teorema de van Kampen - Classico 72

lembrando que jj, : m(Ay) < m1(X) é a inclusao.

O proximo passo é mostrar que ker & = N em que N é subgrupo normal & s, (Ag) e
é gerado pelos elementos da forma ix([n]) (e ([1])) " € *xm1(Ak), com [n] € m(AxNA))
em que

ikl : 7T1(Ak N Al> — 7T1(Ak)

Uk 7T1(Ak N Al) — 7T1(Al)

sao homomorfismos induzidos pelas inclusées A, N A; < Ap e Ay N A, — Ay
Primeiramente, veja que a aplicacao

O owpm(Ag) — m(X)

induz um homomorfismo

@ o Bmle (X))
p- N — Y(p-N)

dado por ¥(u - N) := ®(u) desde que N C ker @, pois se isto ocorrer, 1) estd bem
definida.
De fato:

= v

Consequentemente, se 1 ¢ injetiva, entao segue que ker® C N, pois supondo a
injetividade de 1, entdo temos ker¢) = {0~ ap } = {N} e dai
N

keryp = {p-N; (- N) = ez}
= {u-N; ®(p) = exy}
= {u-N; p € ker &}.

Assim, temos que se u € ker ® entao seguem as implicagoes:

pwekerd = pu-Ne€kery
= pu-N=N
= pneN

donde portanto segue que ker ® C N. Mais ainda, segue que ker = N.
Desta forma, para concluirmos a demonstracao que ker ® = N resta-nos mostrar:

(a) N C ker®,

(b) v é injetora.
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Para provar o item (a), note que

N = <ig(m)iw() ™" ) € m(Aen A4) >

Assim, se cada gerador pertencer ao ker @, segue o resultado. Para isso, analisemos

o elemento @ (ig;([n])iw([n]) 1)
Temos que

(i ([0)ie(0) ™) = Ge(irl[n])) - Jiine
. D (i

[n )~
= gr([)) - (i)~
= [n]-[n]7"

Logo temos que ix([n])in([n]) ™" € ker ® e portanto N C ker ®.

Agora, vamos demonstrar o item (b), ou seja, vamos mostrar que 1 é injetiva. Para
tanto primeiramente precisamos estabelecer quando duas fatorizagoes a,b € *,mi(Ay)
de um mesmo elemento [n] € m(X) sdo equivalentes, o qual denotamos a ~ b. Antes
vamos aqui introduzir algumas terminologias.

Ja sabemos que uma fatorizagdo de [n] é uma palavra em %, (Ay), possivelmente
nao reduzida, que é aplicada para [n] por ®. A prova da sobrejetividade de ®, nos
mostrou que toda classe [n] € m1(X) possui uma fatorizacao.

Dizemos que duas fatorizacoes a e b sao equivalentes, a ~ b, se estas sao relacionadas
por uma sequéncia dos seguintes dois tipos de movimentos ou seus inversos:

(i) Combinar termos adjacentes [n;][n;+1] em um tnico termo [n; ®7;11] se [1;] € [1;+1]
pertencem a um mesmo grupo my(Ay).

(ii) Considerar o termo [n;] € m (Ax) como pertencente ao grupo m (A4;) ao invés de
m1(Ag) se m; for um lago em A, N A;.

Observacao 4.3. Primeiramente, observamos que esta relacao “~” é transitiva. O
item (i) nos diz que tal movimento nao altera o elemento de %, (Ax) definido pela
fatorizagao. Ja o item (ii) diz que com o segundo movimento, e da defini¢do de N, a
imagem do elemento no grupo quociente () = *’WT(A’” nao se altera, ou seja, se a ~ b
entdo ab~! € N, e consequentemente, a- N = b- N. Portanto, fatorizacoes equivalentes

dao o mesmo elemento de Q).

Neste contexto, para garantir a injetividade de 1 é suficiente mostrar que sendo
Y(a-N)=[n] =11(b-N)entdao a- N = b-N. Mas pelo argumento anterior, a- N = b- N
se, e somente se, a ~ b. Observe que a e b sao fatorizacoes de um mesmo elemento de
m1(X), as quais existem pela sobrejetividade de ®.

Facamos isso.

Sejam a = [m]| -+ [nm] € b =[] - [pn] duas fatorizagées de [n]. Como a e b sdo
fatorizacoes de um mesmo laco, a saber,

Dla) =[] =2(b) = [ e---eny] = [ e e,
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e podemos afirmar que os caminhos justapostos n;e- - -7, e 11 ®- - e, sa0 homotdpicos.
Seja F' : I x I — X a homotopia entre os caminhos 7, @ --- e, € (1 ®--- ® [1,.
Consequentemente, para todo (t,s) € I x I, temos F continua em que

F(t,0) =m0 en,(t)
F(t,1) =y e--- o pu,(t)
F(0,s) =29 = F(1,s)

Pela definicao de fatorizacao, existem particoes 0 = to < t; < --- < t,, = 1 e
0=150 <8 <---<s, =1 tais que cada retangulo R;; = [t;_1,t;] X [sj_1, s;] € aplicado
por F' em um unico A, o qual denotaremos A;;.

Pela compacidade de I e consequentemente [ X I, existe um ntmero finito de
retangulos [a, b] X [c,d] que cobrem [ x I, com cada retangulo sendo aplicado em um
unico Ay. Desta forma, I x I pode ser escrito como a uniao de todas as retas horizontais
e verticais que contém vértices desses retangulos. Podemos assumir que as s-particoes
subdividem as parti¢coes que dao os produtos 7, @ --- e, ¢ ;@ --- e 1. Uma vez
que F' aplica uma vizinhanca de R;; em A;;, podemos perturbar os lados verticais
de cada retangulo R;; de modo que cada vértice de I x I esteja no méximo em trés
retangulos R;;. Podemos assumir que existem no minimo 3 faixas de retangulos, logo
podemos realizar a tal perturbacao na faixa intermediaria, deixando as faixas da base
e do topo inalteradas. Apos tal perturbacao, renomeamos os nossos retangulos por

Ry, Ry, ..., Ry,. Por exemplo, para m =4 e n = 3 temos a seguinte configuracao para
I x1.

10 11 12 9 10 11 12

6 7 8 X" 5 6 7 8

2 3 4 1 2 3 4

Se v ¢ um caminho de I x I do lado esquerdo para o lado direito deste retangulo,
entao a restricao F|. ¢ um lago de ponto base xg, j& que F' aplica ambos lados direito
e esquero de I x I ao ponto xgy, ou seja,

v T — Ix1
u — (p(u),q(u))

é continua tal que

F,o: 1 — X
u e (F)()
onde
(F1,)(w) = F(y(u)) = F(p(u), q(u))
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Considere agora v, o caminho em [ x [ separando os r primeiros retangulos Ry, ..., R,
dos demais. Por exemplo, considerando m =4 e n = 3, Y9, 71,72, V6 € Y12 possuem as
seguintes configuragoes.

12

9 10| 11 | 12
. 5 | 6|78
T
) 123 4

Observe que Y9 € Y, S0 respectivamente a base e o topo do retangulo I x I.
Ainda mais, passamos homotopicamente de ~, para 7,,; através do retangulo R,.;.
Ilustramos tal situagao na figura a seguir considerando os valores m =4, n=3er = 1.

r\/6

9 110| 11 | 12

Observe que com esta construcao de ,, temos que 7, é equivalente a 7,1 e conse-
quentemente, como yg ~ yp ~ -+~ Yyp t€MOS que Yo ~ Ymn-

Denominamos de quinas os vértices de R,. Para cada vértice v com F(v) # xo,
(ou seja, vértices que nao pertencem aos lados {0} x I e {1} x I do retangulo I x I)
consideramos [, como sendo o caminho de zy a F(v), onde (,(0) = zy e B,(1) =
F(v), o qual existe pois podemos escolher (3, pertencente na intersecdo de 2 ou 3 A;;’s
correspondentes ao R,’s contendo v uma vez que assumimos que a intersecao de 2 ou
3 Aj;’s é conexo por caminhos.

(3
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Se inserimos em F| ~os caminhos apropriados BufB, em vértices sucessivos, como
na demonstracio da sobrejetividade de @, entdo nés obtemos a fatorizacao de [F] |
em relacao ao laco correspondente ao segmento horizontal ou vertical entre vértices
adjacentes que se encontram em A;; para qualquer um dos R,’s contendo o segmento.

Observe que diferentes escolhas destes A;; que contém a imagem do R,’s muda
a fatorizacdo da classe [F] ] em uma fatorizacdo equivalente. Além disso, as fator-
izagoes associadas aos caminhos sucessivos 7, € 7,11 sao equivalentes uma vez que
“empurramos” v, através de R,y para 7,41 movimenta F| = a F| ey POT UmMA homo-
topia no A;; correspondente ao R, ; e podemos escolher este A;; de todos os segmentos
de Yr € VY41 €M RT+1'

Finalmente, podemos adequar a fatorizagao associada a 7y de forma que esta seja
equivalente a fatorizagdo a = [n] - - - [n,] escolhendo os caminhos 3, para cada vértice
v ao longo da base de I x I de modo que nao pertenca a cada dois A;; correspondente
ao R,’s contendo v, mas também que pertenca ao A, para o 7; contendo v em seu
dominio. No caso em que v é o ponto final comum de dois consecutivos 7;’s, temos que
F(v) = xg, logo nao ha necessidade de escolher um j,.

Desta forma, temos vy ~ a. De modo analogo, podemos assumir que a fatorizacao
associada a vy, é equivalente a p = [p1] - [fm], i8to &, Ymn ~ b. Consequentemente
a ~ Yo ~ Vmn ~ b e portanto a ~ b.

Portanto, concluimos que

® : xpmy (Ag) — m(X)

é sobrejetor, ou seja, Im ® = 7 (X)) cujo ker & = N. Desta maneira, segue pelo primeiro
teorema do Isomorfismo que

BTUAY o o (X),

]

Corolario 4.1. Seja X um espaco topoldgico tal que X = U UV, em que U eV sao
subconguntos abertos de X e UNV # (). Suponhamos que X, U,V e UNV sdo conexos
por caminho. Nestas condigoes,

m(U) x (V)
m(UNV) "’

onde m (U N'V) denota o subgrupo normal gerado por todos os elementos da forma
ivu(w)igy(w)™t, em que w € T (U NV), com igy e iyy sdo as respectivas inclusoes.

7T1(X) ~
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Definigao 4.3. [Soma Wedge| Sejam X e Y espacos topoldgicos e os pontos xg € X

eyo € Y. Entao a Soma Wedge X VY € o conjunto quociente da uniao disjunta X 1Y
obtido pela i1dentificacao de x¢ e yo em um unico ponto.

Exemplo 4.1. O espaco S* vV S* ¢ homeomorfo & figura do ntimero 8.
Stv st

De fato, toma como sendo X a figura do nimero “8”, a qual pode ser pensada como
sendo dois circulos S* por um ponto zy em comum. Assim, X = S'V S! e daf temos

= 1(S?! 1 N”l(sl)*ﬁl(sl):Wl(sl)*ﬂl(sl):Z*Z: *
mX) =m(§V S = = T g m(w)) - qoy

Exemplo 4.2. Sejam S* o circulo e S? a esfera. Entao o espaco S?V S' é homeomorfo
a Z. De fato, seja X = S2V St e 2y 0 ponto em comum. Logo tem-se

e N 71 (S?) * m (ST) _ 71 (S?) * my(Sh) _ {0} xZ _
) EmEV =T eae) T A oy

Observagao 4.4. Para mais detalhes, o resultado 7;(S?) = {0} utilizado no exem-

plo acima, esta detalhado na referéncia [9], na Proposi¢ao 1.14, pagina 35, em que é
afirmado que para todo n > 2 tem-se que m;(S™) = {0}.




5 Categorias e o Teorema de van
Kampen

5.1 Categorias e Funtores

Nesta secao introduzimos nogoes bésicas sobre Categorias e Funtores no intuito de
preparar a notacao para desenvolver a secao sobre o Teorema de van Kampen neste
cenario.

Definig¢ao 5.1. Uma Categoria C consiste de um par (Obj(C), Morf(C)) em que Obj(C)
¢ uma cole¢ao de objetos e Morf(C) € uma colegdo de morfismos (aplicagoes) entre
objetos de C satisfazendo as condigoes descritas a sequir.
Para descrevé-las estabelecemos que para cada par de objetos (A, B) € Obj(C) x
Obj(C) serd denotado por C(A, B) a classe de morfismos entre os objetos A e B.
Dados objetos arbitrarios A, B,C € Obj(C) definimos uma lei de composi¢ao

o: C(B,C)xC(A,B) — C(A Q)
(9. f) = gof
tal que

1. Para quaisquer A, B € Obj(C) ezistem morfismos 1g € C(B,B) e 14 € C(A, A)
tais que

1Bof:f:fo]-A7
Vf € C(A, B). Tais morfismos sao chamados de morfismo identidade.

2. Para quaisquer f € C(A,B),g € C(B,C) e h € C(C, D),
ho(gof)=(hog)of.

A seguir definimos aplicages entre Categorias as quais estao em consonancia com
os elementos das Categorias envolvidas.

Defini¢ao 5.2. Um morfismo f € C(A, B) é chamado de isomorfismo em C quando
eriste g € C(B,A) tal que go f =14 e fog=1p.

78
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Exemplo 5.1. A seguir listamos algumas categorias cléssicas:

1. Denotamos por S a categoria em que os objetos sao conjuntos, os morfismos sao
fungoes entre conjuntos e a lei de composicao ¢ a usual entre estas funcoes.

2. A categoria U é tal que os objetos sdo espacos topoldgicos, os morfismos sao
funcoes continuas entre espagos topoldgicos e a lei de composicao é a usual entre
estas funcoes.

3. Usamos G para denotar a categoria cujos objetos sao grupos, os morfismos sao
homomorfismos entre grupos e alei de composicao é a usual entre homomorfismos
de grupos. Além disso denotados por Ab quando o grupo for aditivo abeliano.

4. Seja R um anel comutativo com unidade. Denotamos por Mpg a categoria em
que os objetos sao R-mddulos, os morfismos sao R-homomorfismos e a lei de
composi¢ao é a usual entre R-homomorfismos.

Defini¢ao 5.3. Dizemos que uma categoria é pequena se Obj(C) € um conjunto em
que € possivel definir uma relagao de pertinéncia e nao € apenas uma classe ou colecao.

Observacao 5.1. Observe que a categoria de Conjuntos S nao é pequena, pois se fosse
teriamos o paradoxo de que existe um conjunto contendo todos os conjuntos e nao so6
a sl mesmo.

Definicao 5.4. Dada uma categoria C denotamos por CP a categoria com 0s mesmos
objetos de C porém
CP(A,B) =C(B,A).

A categoria C°P é chamada de categoria oposta (ou dual) de C.

Definicao 5.5. Sejam C e D categorias quaisquer. A categoria produto C X D € aquela
em que 0s objetos sao pares (C, D) em que C' € Obj(C) e D € Obj(D), respectivamente.
Um morfismo (C,D) — (C',D'") de C x D é um par (f, '), em que f: C — C" é um
morfismo em C e f': D — D' é um morfismo em D. A lei de composicao é dada por

(f',9) e (fr9) = ("o f.g o)

Definicao 5.6. Sejam C e D categorias quaisquer. Um funtor covariante F entre as
categorias C e D € uma aplicacao F : C — D tal que

1. Se A € Obj(C) entio F(A) € Obj(D);

2. Se f: A— B é um morfismo em C entao F(f): F(A) — F(B) € um morfismo
na categoria D.

3. Se AL B4 C sio morfismos em C entdo F(go f) = F(g) o F(f) em D.
4. Para todo A € Obj(C): F(1a) = 1p(a).

Além disso, se G : D — £ € outro funtor, definimos o funtor composicao de G e F

como sendo Go F :C — &€ tal que (Go F)(C)=G(F(C)) e (Go F)(f) = G(F(f))-
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Veja que um funtor F' induz uma aplicacao entre C(A, B) e D(F(A), F(B)).

Definicao 5.7. Sejam C e D categorias quaisquer. Um funtor covariante F' entre as
categorias CP e D é chamado de funtor contravariante. Ou seja, um funtor contravari-
ante € uma aplicacao F : C — D tal que

1. Se A € Obj(C) entiao F(A) € Obj(D);

2. Se f: A— B é um morfismo em C entao F(f): F(B) — F(A) € um morfismo
na categoria D.

3. Se ALy B4 C sio morfismos em C entio F(go f) = F(f)o F(g) em D.
4. Para todo A € Obj(C): F(14) = 1pa).

Funtores podem ser definidos em varias variaveis considerando categorias produto
apropriada. Neste contexto, um funtor pode ser covariante em algumas variaveis e
contravariante em outras. Vejamos um exemplo na definicdo a seguir em que trata de
um funtor de duas variaveis.

Definicao 5.8. Se C,D e £ sao categorias, um funtor T de duas varidveis de C X D
em &, contravariante na primeira varidvel e covariante na sequnda, € uma aplica¢ao
tal que associa cada objeto (C, D) € C x D em um objeto T(C, D) € & e associa cada
par de morfismos (f,g) em C x D, com f € C(C,C") e g € D(D,D"), wum morfismo
T(f,g) em &, T(f,g): T(C'",D) — T(C,D") que satisfaca as seguintes condigoes,

1. T(lc, 1D) = 1T(CD V(C D) € C x D,‘

2. T(f'o f,g' 0 g) = T(f,g) o T(f', ), em que as composigies f'o f, g' o g estdo
definidas em C e D, respectivamente.

Veja que a condicao 2 implica que para cada objeto fixado C' de C a aplicacao entre
objetos T'(C, —) e aplicagao entre morfismos T'(1¢, —) constituem um funtor covariante
de D para £. Enquanto que para cada objeto fixado D de D, T(—,D) e T(—,1p)
constituem um funtor contravariante de C para £.

Exemplo 5.2. Apresentamos a seguir exemplos de funtores.

1. Dada uma categoria C, o funtor identidade
Ide : C—C
¢ o funtor tal que Ide(A) = Ae Ide(f) = f, VA€ Obj(C), Vf € C(A, B).
2. A aplicagao F entre S e Ab definida por: para todo S € S,
F(S) = (),
e para cada f: 5] — Sy € §(S51,59),
F(f): (51) = (52)
dado por F( Z Z f(si), € um funtor covariante.
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3. A aplicacdo U : Ab — S que aplica cada grupo abeliano (G, +) no conjunto G é
um funtor denominado FEsquecido.

4. Um exemplo interessante de um funtor de duas varidveis (contravariante na
primeira variavel e covariante na segunda) é o funtor Homg(—, —) do produto
de categorias Mp X Mp para a categoria Ab.

Definicao 5.9. Sejam F e G funtores entre as categorias C e D. Uma transformagao
natural « : F'— G € uma correspondéncia entre funtores tal que para cada A € Obj(C)
associa um morfismo oy : F(A) — G(A) em D, de forma que para cada morfismo
f € C(A, B) o sequinte diagrama comuta:

F(A) YL pep)

aA) YL q(B).

ou seja, ag o F(f) = G(f) o aa. Além disso, se cada aa € um isomorfismo dizemos
que o € um isomorfismo natural entre F' e G e denotamos este fato por a: FF = @G.

Definicao 5.10. Sejam A e B categorias quaisquer. Um par de funtores L : A — B e
R : B — A sdo chamados de adjuntos se para todo A € Obj(A) e B € Obj(B) eziste
uma bijecao

7 =75 : B(L(A), B) = A(A,R(B)).

que é uma transformacao natural em A no sequinte sentido: para quaisquer f : A — A’
em Aeqg:B— B em B o sequinte diagrama comuta:

Lf*

B(L(A'), B) = B(L(A), B) = B(L(A), B')

) lf ]

Rgs

A(A', R(B)) -~ A(A, R(B)) 2= A(A, R(B')).

em que Lf*(p) == o L(f), g(p) :=gop, [*(p) :==po f e Rg.(p) = R(g) o .

Ou seja, T € um isomorfismo natural entre os funtores B(L,—) e A(—, R) da cate-
goria AP x B para a categoria S. Dizemos que L € o adjunto & esquerda de R e que
R ¢ é o adjunto a direita de L e ainda que (L, R) é um par adjunto.

Exemplo 5.3. Os funtores I’ e U presentes no exemplo 5.2 determinam uma inclusao
S — (U o F)(S). Estes funtores sdo, um do outro, adjuntos a esquerda e a direita ja
que existe o isomorfismo natural :

AB(F(S), A) = S(S,U(A))

para todo conjunto S e um grupo abeliano A arbitrario. Observe que, deste isomorfismo
natural, segue que qualquer aplicacao de conjuntos S — U(A) se estende a um tunico
homomorfismo de grupos F(S) — A. Esta propriedade de extensao é o que chamamos
de Propriedade Universal.
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Definicao 5.11. Dizemos que duas categorias C e D sao equivalentes quando existem
funtores F': C — D, G : D — C e isomorfismos naturais F oG — Ildp e Go F' — Idg,
em que Ide e Idp denotam os respectivos funtores identidades. Além disso, dizemos
que um funtor F : C — D é uma equivaléncia de categorias C e D se existir um funtor
G:D —C tal que: Ide 2= GoF eldp=FoQG.

Definicao 5.12. Uma subcategoria B de uma categoria C é uma colecao de deter-
minados objetos e morfismos de C tais que os morfismos de B sao fechados sob a
composicao e contém como morfismo a identidade ig para todo objeto B em B. Além
disso, uma subcategoria B de uma categoria C € chamada subcategoria completa quando:
Homg(B, B") = Home(B, B') para quaisquer B, B' € B. Ainda, dizemos que um funtor
F :C — D ¢ completo quando as aplica¢oes Home(C, C") — Homp(F(C), F(C")) sdo
todas sobrejetoras, ou seja, todo g : F(C) — F(C') em D € da forma g = F(f) para
algum f: C — C".

Defini¢ao 5.13. Por uma subcategoria esqueletal (ou esqueleto de uma categoria C,
skC, entendemos como sendo uma subcategoria completa tal que todo objeto de C €
wsomorfo a exatamente um objeto de skC.

5.2 Grupoide Fundamental

Seja T a categoria cujos objetos sao espagos topologicos X com ponto base xr € X
escolhido e os morfismos sao aplicacoes continuas X — Y que leva o ponto base de X
ao ponto base de Y. O grupo fundamental age como um funtor entre as categorias 7
e G, em que G é a categoria de grupos e homomorfismos de grupos (Exemplo 5.1).

Quando temos uma relacao adequada de homotopia em uma categoria C definimos a
categoria de homotopia hC como sendo a categoria com os mesmos objetos de C porém
com os morfismos sendo classes de homotopia de aplicacoes. Nesse sentido temos, por
exemplo, a categoria de homotopia hif de espacos sem ponto base e a categoria de
homotopia h7 de espacos com ponto base. Veja que o grupo fundamental é um funtor
invariante por homotopia sobre 7, no sentido de que este produz um funtor entre A7
eq.

Ao tratarmos de grupo fundamental faz-se necessario escolher primeiramente um
determinado ponto base. Agora estamos interessados em abordar ‘Grupos Fundamen-
tais” que nao exijam tal escolha. Para isso, definimos o Grupoide Fundamental.

Definicao 5.14. Denominamos de Grupoide Fundamental I1(X) de um espago X como
sendo a categoria cujos objetos sao os pontos de X e os morfismos r — y sao classes de
equivaléncia de caminhos de x para y. Desta maneira, o conjunto dos endomorfismos
do objeto x é exatamente o grupo fundamental m (X).

O termo grupoide é usado para uma categoria de todos os morfismos dos quais sao
isomorfismos. A ideia é que um grupo possa ser visto como sendo um grupoide com
um tnico objeto. Tomando morfismos como sendo funtores, obtemos a categoria GP
de grupoides. Desta forma podemos ver Il como sendo um funtor 4 — GP, em que U
¢ a categoria de espacos topologicos tal como no Exemplo 5.1.
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Relembramos que um esqueleto skC de uma categoria C é uma subcategoria tal que
os morfismos entre dois objetos de skC sao todos os morfismos entre estes objetos em
C e com um objeto de cada classe de isomorfismo de objetos de C. Veja que o funtor
inclusao J : skC — C € uma equivaléncia de categorias, com funtor inverso C — skC
obtido aplicando F'(A) em um unico objeto em skC que é isomorfo a A, escolhendo
um isomorfismo a : A — F(A) e definindo F(f) = ago foasa™!: F(A) = F(B)
para um morfismo f: A — B em C. Escolhemos a como sendo o morfismo identidade
se A pertence a skC e entao F o J = Id; ou seja, ay gera um isomorfismo natural
a:ld— JoF.

Uma categoria C é conexa se quaisquer dois objetos podem ser conectados por uma
sequéncia de morfismos. Por exemplo, uma sequéncia A «— B — (' conecta A a C
embora nao haja morfismo entre A — C. Entretanto, um grupoide C é conexo se, e
somente se, quaisquer dois de seus objetos sao isomorfos. O grupo de endomorfismos
de qualquer objeto C' é entao um esqueleto de C. Com isso obtemos uma relacao entre
o grupo fundamental e o grupoide fundamental de um espago conexo por caminhos X.
A saber,

Teorema 5.1. Seja X um espaco conexo por caminhos. Para cada ponto x € X, a
inclusao m (X) — II(X) € uma equivaléncia de calegorias.

Demonstra¢ao. Basta olharmos 71 (X ) como sendo uma categoria com um anico objeto
x e este ¢ um esqueleto de I1(X). O

5.3 Limites, Colimites e o Teorema de van Kampen

No intuito de apresentar a versao do Teorema de van Kampen na linguagem de
categoria e funtores, primeiramente, precisamos introduzir os conceitos de Limites e
Colimites. A saber,

Definicao 5.15. Sejam D uma categoria pequena e C uma categoria qualquer. Um
diagrama D-perfilado em C € um funtor F : D — C. Ainda, um morfismo F — F’
de diagramas D-perfilados é wma transformagao natural e temos a categoria D|C| de
diagramas D-perfilados em C. Qualquer objeto C' de C determina o diagrama constante

C' que envia cada objeto de D para C e aplica cada morfismo de D para o morfismo
identidade de C.

Definicao 5.16. No contexto anterior, o colimite, colim F', de um diagrama D-
perfilado F € um objeto de C junto com um morfismo de diagramas i : F' — colim F
0 qual € o ‘primeiro’ entre todos tais morfismos, no sequinte sentido, sen: F — A €
um morfismo de diagramas, entao existe uma unica aplicacao 7 : colim F' — A em C
tal que noi =n. Esquematicamente, esta propriedade € expressa pela afirmacao: para
cada aplicacao d : D — D' em D, temos um diagrama comutativo

F(d)

F(D) F(D)

2\ colim '/,

|s

A
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Definicao 5.17. O limite de F, lim F' € um objeto de C junto com um morfismo de
diagramas 7 : im F' — F que € o ‘“dltimo’ morfismo entre todos os morfismos, no
sequinte sentido, se € : A — F € um morfismo de diagramas entao existe uma unica
aplicacao € : A — lim F' em C tal que wo & = . Esquematicamente, essa propriedade
¢ expressa pela afirmacao: para cada aplicacao d : D — D' em D, temos o sequinte

diagrama comutativo:
F(d) /
F(D) F(D")
A

Teorema 5.2. Seja O = {U,} uma cobertura do espago X de subconjuntos abertos
e conexos por caminhos tal que a intersecao finita de subconjuntos de O também per-
tencem a O. Considerando O como uma categoria cujos morfismos sao as inclusoes
de subconjuntos e considerando o funtor 11, restrito aos espacos e aplicacoes em O,
obtém-se o diagrama de grupoides.

M, : O — GP

Nessas condigoes, o grupoide I1(X) € o colimite deste diagrama 11, -perfilado.
Em simbolos,

H(X> Zeolimy, co H(Ua)

Demonstrag¢do. Devemos mostrar que I1(X) é o colimite de II}, em que IT, : O — GP
¢ um diagrama O-perfilado. Para tanto precisamos mostrar que para um grupoide C
e uma aplicagao 7 : II|, — C de um diagrama O-perfilado de grupoides existe uma
aplicacdo 7 : II(X) — C de grupoide tal que 707 = 7 , ou seja, 77 coincide com 7y em
II(U), para cada U € O. Sobre objetos, isto é, sobre os pontos de X, devemos definir
n(x) = nu(z),z € U. Veja que isto independe da escolha de U ja que O ¢ fechado sob
intersecoes finitas. Se um caminho f : x — y pertence inteiramente a algum U entao
devemos definir 7([f]) = n([f]). Novamente segue pelo fato de que O ¢é fechado sob
intersecoes finitas que esta especificacao é independente da escolha de U se f pertence
inteiramente em mais que um U. Qualquer caminho f é a composicao de um nimero
finito de caminhos f;, cada um dos quais pertence a um tnico U, e devemos definir
n[f] como sendo a composicao dos 7[f;]. Veja que este resultara a uma tnica aplicagao
7 exigida, ja que 7 estd bem definida, ou seja se [f] = [g] entdo 7([f]) = 71([g]) . De
fato, suponha que f seja equivalente a g, isto &, [f] = [¢g]. A equivaléncia é dada via
uma homotopia h : [ x I — X através de caminhos z — y. Podemos subdividir
o quadrado I x I em subquadrados, cada um dos quais é aplicado em um tnico U.
Podemos escolher a subdivisao tal que a subdivisao de {0} x I refina a subdivisao
usada para decompor f como a composicao de caminhos f;, e analogamente para g e a
subdivisao de {1} x I. Vemos que a relagao [f] = [¢g] em II(X) é uma consequéncia de
um namero finito de relagoes , cada uma das quais valem em um dos II(U). Portanto,

1(Lf1) = n(lg))- O

A versao classica do Teorema de van Kampen via Grupo Fundamental segue formal-
mente. Ou seja, é uma consequéncia essencialmente categorica da versao demonstrada.
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Corolario 5.1. Seja X um espaco conexo por caminhos e escolha um ponto base
g € X. Seja O uma cobertura de X por abertos conexos por caminhos tal que a
intersecao finita de subconjuntos de O também estd em O e que cada U € O contém
xg. Considerando O como uma categoria cujos morfismos sao as inclusées de subcon-
juntos e tomando o funtor m(—,xg) restrito aos espagos e aplicacdes em O, tem-se o
diagrama de grupos:

0O — ¢

Wl\o

onde o grupo (X, xo) € o colimite deste diagrama. Em simbolos,

T (X, xO) 2colimyeo 7_[_1(U’ xO)-

Demonstracao. Segue pelos Teoremas 5.1 e 5.2. O

Observacao 5.2. O Corolério 5.1 acima é equivalente & versao Cléssica do Teorema
de van Kampen explorado Capitulo 4 (Teorema 4.1).



6 Conclusao

Foi apresentado num primeiro momento um panorama sobre o Grupo Fundamental
e suas primeiras aplicacoes, a saber, o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer e o Teorema
Fundamental da Algebra. Posteriormente, apresentamos o Teorema de van Kampen
sob duas abordagens, com efeito:

(a) A versao Classica,

(b) A versao via Linguagem de Categorias e Funtores,

o que faz deste trabalho uma referéncia interessante para um futuro professor univer-
sitario que atuard na area de Geometria e Topologia.
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