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RESUMO

Nesse trabalho o estado fundamental para a molécula de H; é calculado usando o
método variacional. A abordagem proposta aqui usa a funcdo de onda molecular do
tipo Valence Bond (VB), escrita como sendo a soma do termo de valéncia com o
termo i6nico, sendo ao ultimo dado um peso diferente em relagdo ao primeiro. A
molécula é confinada em uma caixa elipsoidal impenetravel. Como uma primeira
aproximacao esse tipo de geometria pode ser usada para simular moléculas dentro
de cavidades proteicas. Os orbitais atbmicos sdo construidos através de sugestdes
inspiradas no método de fatorizagcao da equacgao de Schrédinger. A polarizabilidade,
momento de quadrupolo e os autovalores de energia para a parte vibracional
também sado calculados. O objetivo desse trabalho é propor uma funcao de onda
simples, em comparacdo com as encontradas na literatura, para a molécula de
hidrogénio confinada. Os resultados numéricos estdo de acordo com os encontrados
na literatura e levam a discussdao de quanto o termo ibnico € relevante para o
sistema estudado.

Palavras-chave: Confinamento Molecular, Molécula de Hidrogénio, Método

Variacional.



ABSTRACT

The ground state energies for the confined H> molecules are computed by using the
variational method. The approach proposed here uses the wave function molecular
of the type Valence Bond (VB), written as the sum of the covalent term with ionic
term, for last term is given a weight different in relation the first term. The molecules
are confined in impenetrable prolate spheroidal boxes. In first approach this system
can be used for simulate molecules in protein cavities. The atomic orbitals are built
from previous suggestion inspired from the factorization of Schrédinger equation. The
aim of this work is to propose a new simple and efficient wave function to be used for
confined hydrogen molecule. The polarizability, quadrupole moment and vibrational
states are also calculated. The results obtained are in agreement with other results
presents in the literature and they lead to discussion about of relevance of ionic term
in the wave function.

Keywords: Molecular Confinement, Hydrogen Molecule, Variational Method.
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1-INTRODUCAO

Sistemas confinados tem atraido a atengdo da comunidade cientifica devido seu
comportamento nao usual, (SABIN; BRANDAS; CRUZ, 2009). O confinamento espacial
afeta propriedades fisicas e quimicas de atomos e moléculas, como os niveis de energia, a
polarizabilidade e o potencial de ionizagdo. Os resultados para esse tipo de sistema tem tido
varias aplicacdes como simular efeito de alta pressio (CONNERADE; DOLMATOV;
LAKSHMI, 2000), estudo de zeolitas (LV et al., 2015), andlise de nano tubo de carbono
(GTARI; TANGOUR, 2013), entre outros.

No estudo de confinamento de moléculas, tem sido dado uma aten¢do especial para a
molécula de hidrogénio ionizada (COTTRELL, 1951; CRUZ; COLfN—RODRfGUEZ, 2009;
DA SILVA; SILVA;DRIGO FILHO, 2016; LEY-KOO; CRUZ, 1981; LONGO; LONGO;
GIORDANO, 2015; SARSA; LE SECH, 2012; SINGH, 1964) e para a molécula de
hidrogénio neutra (COLIN-RODRIGUEZ; CRUZ, 2010; CRUZ; SOULLARD; GAMALY,
1999; LESAR; HERSCHBACH, 1981, 1983; PANG, 1994; POWERS et al., 2016). Pequenas
moléculas poliatdmicas também tém sido estudadas (CRUZ; SOULLARD, 2004;
KOZEOWSKA; ROZTOCZYNSKA; BARTKOWIAK, 2015; PUPYSHEV; BOBRIKOV,
2004). Em particular, os autovalores de energia para a molécula de hidrogénio neutra dentro
de uma caixa elipsoidal impenetrdvel, com a aproximagdo de Born-Oppenheimer, t€ém sido
discutidos (COLIN-RODRIGUEZ; CRUZ, 2010; LESAR; HERSCHBACH, 1981; PANG,
1994), onde os autovalores para o sistema sdo obtidos via método variacional e via Monte
Carlo quantico. A principal proposta desse trabalho € obter os autovalores de energia via
método variacional usando uma fun¢do de onda molecular mais simples, do que as propostas
em trabalhos anteriores (COLIN-RODRIGUEZ; CRUZ, 2010; LESAR; HERSCHBACH,
1981) e que permite obter resultados numéricos com boa acuridcia. A abordagem proposta
envolve um gasto computacional mais baixo e uma melhor andlise do sistema.

Do ponto de vista biolégico esse tipo de sistema pode ser usado para modelar
moléculas dentro de cavidades proteicas. Uma das hipdteses que vem sendo analisada € que o
confinamento pode conferir maior estabilidade para a molécula. Nesse sentido, foram
estudados as moléculas de hidrogénio e de oxigénio sob confinamento (SILVA,2014), os

resultados mostram, ainda que de forma sutil, que existe uma regido de maior estabilidade
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para essas moléculas. Nessa direc@o, a proposta do presente trabalho é estudar a molécula de
hidrogénio neutra confinada e testar a hip6tese apresentada em (SILVA, 2014).

Recentemente, para a molécula de hidrogénio ionizada foram obtidos os autovalores
de energia via método variacional usando uma funcdo molecular escrita como uma
combinacdo linear das fun¢des atdomicas do estado fundamental com apenas um parametro
variacional (DA SILVA; SILVA; DRIGO FILHO, 2016). Nesse trabalho, a metodologia
apresentada previamente em (DA SILVA; SILVA; DRIGO FILHO, 2016) ¢é estendida para a
molécula de hidrogénio neutra. Nesse sentido, é proposta uma funcdo de onda molecular do
tipo Valence Bond (LEVINE, 2009) para a molécula de hidrogénio neutra confinada. Essa
funcdo € a soma do termo covalente com o termo i0nico. A relevancia deste ultimo termo
também € discutida aqui. A funcdo de onda atdmica usada como base para descrever o estado
fundamental molecular € a do estado fundamental do d4tomo de hidrogénio confinado (DRIGO
FILHO; RICOTTA, 2002).

Uma vez escritas as autofungdes, os autovalores de energia do estado fundamental sao
determinados para a molécula de hidrogénio confinada em uma caixa elipsoidal, adotando que
os nucleos estdo fixos nos focos. Os calculos sao feitos via método variacional (SCHIFF,
1968) utilizando uma fun¢do molecular com um ou dois pardmetros variacionais. Para um
melhor entendimento do sistema e teste para a precisdo numérica da abordagem proposta, foi
feita uma andlise da relevancia do termo i6nico na funcdo de onda teste. Sao discutidos os
resultados obtidos usando o peso do termo i0nico como parametro variacional, os resultados
obtidos quando esse termo € desprezado e quando € fixado igual a um.

Por questdo de complementariedade, a polarizabilidade e 0 momento de quadrupolo
também sdo calculados, seguindo os célculos feitos na referéncia (LESAR; HERSCHBACH,
1983).

Outro aspecto a ser estudado € as propriedades vibracionais da molécula de hidrogénio
confinada, que também tem sido discutido na literatura (SILVA; DRIGO FILHO, 2010;
LESAR; HERSCHBACH,1981). Na referéncia (SILVA; DRIGO FILHO, 2010) os
autovalores de energia vibracional sdo encontrado utilizando o potencial de Morse Confinado
com parametros da molécula livre. Em (LESAR; HERSCHBACH, 1981) as propriedades
vibracionais sdo encontradas utilizando 3 termos da expansdo de Dunham (DUNHAM, 1932)
com parametros obtidos para a molécula confinada. No presente trabalho é proposto um

método para encontrar os autovalores de energia via método variacional com a fungdo teste
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sugerida via supersimetria (DRIGO FILHO, 2009), cujo potencial usado é um polindmio de
quarta ordem com as constantes ajustadas dependendo do confinamento da molécula.

No capitulo a seguir € apresentada uma breve revisdo sobre a molécula de hidrogénio
livre. No capitulo 3 sdo apresentados os métodos utilizados, variacional e o método de
fatorizacdo. No capitulo 4 € apresentada a geometria da molécula de hidrogénio confinada.
No capitulo 5 € apresentado a metodologia adotada e os resultados para o cédlculo da energia
eletronica do estado fundamental da molécula confinada. No capitulo 6 é apresentado os
calculos da polarizabilidade e do momento de quadrupolo em fun¢do do confinamento. No
capitulo 7 € apresentado os célculos para a parte vibracional da molécula. E por fim, no

capitulo 8 s@o apresentadas as conclusoes.
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2-Molécula de Hidrogénio Livre

A molécula de hidrogénio € a molécula neutra mais simples encontrada na natureza,
sendo composta por quatro corpos, dois protons e dois elétrons. O estudo dessa molécula, do
ponto de vista tedrico, tem permitido um grande avanco no entendimento da quimica
molecular (por exemplo, como ocorre a ligacdo covalente), além de ser o ponto de partida
para o entendimento de moléculas mais complexas. Apesar de ser uma molécula simples a
solugdo da equacdo de Schrodinger € obtida utilizando algumas aproximagdes, como a
aproximacdo de Born-Oppenheimer e a de Heitler-London (SLATER, 1963). Essas
aproximacdes e a solucdo numérica para os autovalores de energia estdo sendo discutidos
nesse capitulo.

A aproximacdo de Born-Oppenheimer para moléculas consiste no seguinte argumento:
como os elétrons sdo muitos mais rapidos que o nucleo, ou seja, para cada movimento dos
nucleos a nuvem eletrOnica vai se rearranjar instantaneamente, desse modo € possivel separar
a equacao de Schrodinger para os movimentos dos nicleos e para o movimento dos elétrons.
A equacdo de Schrodinger para uma molécula diatdmica pode ser escrita como:

(— Zkﬁvi - Zz%vzz + V(Xk»xz)) Y (X, x1) = e (X, x1), 2.1
onde M, representa as massas dos nicleos e m as massas dos elétrons, X}, s@o as coordenadas
para os nucleos e x; as coordenadas para os elétrons. O operador laplaciano (V?) representa as
energias cinéticas e V (X, x;) € a energia potencial de coulomb total do sistema.

A ideia central dessa aproximacdo € separar as equacdes para a parte nuclear e para a
parte eletronica, de modo que a funcao total pode ser escrita como:

Y = @ (Xi, x) x (X)) (2.2)

Lembrando que a funcdo da parte eletronica vai depender da distancia entre os nicleos
Xk, sendo que essa, do ponto de vista da aproximacdo de Born-Oppenheimer é considerada
fixa para as coordenadas dos elétrons.

Outra aproximacao a ser feita é considerar que os operadores laplacianos da parte

nuclear nao vao atuar na autofuncdo da parte eletronica

=25 V2 (0 Ko )X (X)) = = STk 0(Xie x)VE(r(Xi))- (2.3)
Substituindo a eq.(2.2) e eq.(2.3) na eq.(2.1), temos:
~3 Tk 7 e K xDVE (X (X)) = = Zx XOVie e x) + - 24

V (X, x) 0 (X, x) x (Xi) = e (X, x) x (X))
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Pela eq.(2.4) € possivel separar as equacdes na parte eletronica e na parte nuclear,

sendo a parte eletronica dada por:

h
— - VioXi x) + VX, x)0Xi, x1) = E (X ) (X, ). (2.5)
E a parte nuclear dada por:
h
=3 T (VEx (0 ) + EGOx () = ex(X). (26)

Dessa forma, vemos que a energia eletronica E (X)) pode ser considerada como um

potencial para a equagdo nuclear, eq.(2.6), assim E (X)) é chamada de curva de Potencial. A

dE(Xy)
Xy

=0.

distancia internuclear de equilibrio do sistema é dada pela condig¢ao:

Os autovalores de energia eletronica para a molécula de hidrogénio (neutra) sdo
obtidos seguindo o método de Heitler-London (SLATER, 1963), ou seja, através de uma
combinacdo linear dos orbitais atdmicos para um sistema de dois elétrons. Nesse caso, a
fun¢do molecular é dada por:

Yy, = Pa(DYp(2) £ Yg(DPa(2), (2.7)
sendo P, (i) e Yg(i) os orbitais do estado 1s referente ao orbital do elétron i em relagdo aos
nucleos A e B. O sinal + se refere a duas possiveis funcOes de onda, simétrica e
antissimétrica, representando o estado fundamental (ligante) e o primeiro estado excitado
(antiligante), respectivamente.

Em termos da descri¢do do sistema molecular, o hamiltoniano do sistema para a parte

eletronica é dado por:

Ay, =— sV Vi—— = — —p — (2.8)

2 2 raa) TB) TA@@ TB(z Tiz Ras

onde os operadores laplacianos estdo relacionados com a energia cinética, os indices 1 e 2 sdo
referentes aos elétrons, o indices A € B sdo referentes aos nucleos, rj; € a distincia entre oS
elétrons e Rap € a distancia entre os nucleos.

A representacdo do sistema € mostrada na figura 2.1.
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Figura 2.1: Representagcdo da Molécula de Hidrogénio livre.

X,y
N

Rae

A funcdo de onda atomica do estado 1s, do dtomo de hidrogénio (SCHIFF, 1968) ¢é
dada:
Waes) X exp(—Hra)) (2.9)
Inicialmente o valor de p foi usado como sendo igual a 1 e depois | passou a ser um
parametro utilizado no método variacional.
Dessa forma, o autovalor de energia é obtido através do cdlculo do valor médio de
ﬁHz, dado por:

0 _ flszﬁHzlszdV
(Hy,) == v (2.10)

Desse modo € possivel obter a curva de potencial, E(Rsp), para os dois estados

representados pela eq.2.7. Esses resultados estdo sendo mostrado nas figuras 2.2 e 2.3.
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Figura 2.2 Autovalor da energia em funcdo da distancia internuclear R,, em unidades atdomicas para o

estado fundamental.
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A distancia internuclear de equilibrio € encontrada pelo minimo da curva E(Rxg). Pela
figura 2.2 vemos que o minimo estd em aproximadamente 1.5 bohrs. Essa é a distincia

internuclear, que minimiza a energia eletronica do sistema R,, sendo usada como parametro

para obter os autovalores de energia para a parte nuclear.

Figura 2.3 Autovalor da energia em funcio da distincia internuclear R,, em unidades atdmicas para o

primeiro estado excitado.

0.5
g 0.0
=
(4]
=
N
I
w

-0.5
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0 1 2 3 B 5 6

Rag[bohr]

A figura 2.3 indica que ndo existe minimo da curva E(Rag). Desse modo, vemos que

esse estado ndo € estdvel, o que ja era esperado, pois a fungdo de onda molecular é

antissimétrica, representando um orbital antiligante.
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A curva da figura 2.2 é utilizada na eq.(2.6) para estudar o espectro vibracional de
moléculas, essa curva pode ser aproximada por um potencial cuja solucdo analitica €
conhecida, como por exemplo, o potencial de Morse (MORSE,1929). A Figura 2.4 mostra a
curva de potencial obtida via eq. 2.10 e o ajuste do potencial de Morse para essa curva. No
Anexo A é mostrado a solucdo analitica para caso unidimensional e a solu¢do aproximada

para caso tridimensional, da eq. 2.6, quando E (X},) € substituido pelo potencial de Morse.

Figura 2.4- Autovalor da energia em funcdo da distincia internuclear R,, em unidades atdmicas para o

estado fundamental, obtido via eq.(2.7) e eq.(2.10), e o ajuste do potencial de Morse.

-0.75
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-0.85
-0.90
-0.95
-1.00
-1.05
-1.10

— .

Morse
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0 1 2 3 4 5 6
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A abordagem para obter a distancia internuclear de equilibrio pode ser adaptada para a

molécula confinada (capitulo 5).
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3-Método Variacional e Método de Fatorizaciao

Como a equacdo de Schrodinger tem solugdo analitica restrita a poucos casos, em
muitas ocasides € necessdrio utilizar métodos aproximativos, em especial, o método
variacional. O principio variacional garante que, para uma funcdo arbitrdria, o valor médio
obtido para o hamiltoniano é sempre maior ou igual a energia real do estado fundamental do
sistema, como mostrado a seguir.

Toda solugdo da equacdo de Schrodinger pertence ao espaco de Hilbert (SCHIFF,
1968), de forma que qualquer autofun¢do pode ser escrita como uma combinag¢do linear de um
conjunto dessas as autofuncdes, que formam uma base desse espago:

$n = Lk kW (3.1
sendo 1, fungdes ja normalizadas.

Lembrando que o valor médio do hamiltoniano é dado por:

(H) = [ ¢n"HpndV = [ Yim X CiPicHemtpmdV', (3.2)
admitindo que a equacgdo de autovalor € dada por:
HYry = Eqm, 3.3)

e substituindo a eq.(3.3) na eq.(3.2), temos:
(H) = [ X Xk ik CmEmm AV = Y Xy EmCiCm [ Withm V. (3.4)
Supondo que as autofuncdes sao ortonormais, obtemos:
(H) = Xom Xk EmCrCmOrm = X ExCreCre- (3.5)
Substituindo E,, por Ey, para qualquer estado E,, = E,, o sinal de igual representa o
caso em que n=0, a soma da equacgdo (3.5) fica:
(H) = X Excrcr = Eq Xk CcCre- (3.6)
O valor da soma das constantes pode ser obtido pela normalizacdo, ou seja:
S Wit AV = [ Ton S CibiComtPm AV = S Som Cim [ Wit AV = Tom T CCmrem
=Yk CrCr = 1. (3.7)
De modo que a eq.(3.6) pode ser escrita por:
(H) = E,. (3.8)
Vemos entdo que qualquer funcdo usada para encontrar o valor médio do
hamiltoniano, o valor de (H), vai ser sempre maior ou igual E, ou seja, quanto mais préximo
de E, valor real, mais a fun¢do de onda estd proxima da solugdo exata. Um artificio para
encontrar um valor mais proximo do real € escrever ¢ usando um conjunto de parametros e
minimizar (H) em func¢do desses pardmetros.

Dessa forma, o valor médio obtido via método variacional é dado por:
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Evm = | ®{ua,. 1 HOpa,. 4V, (3.9)
onde {y, @, ... } ¢ um conjunto de pardmetros chamados parametros variacionais.

Alguns métodos de solucdes para equagdo de Schrodinger podem nos dar sugestdes de
quais fungdes testes podem ser utilizadas no método variacional. Nesse sentido, o formalismo
de supersimetria pode ser aplicado em problemas da mecanica quantica a fim de ajudar a
encontrar solugdes, analiticas ou aproximadas, para a equacao de Schrodinger.

De certa forma a supersimetria pode ser vista como uma generalizacdo do método de
fatorizacdo. Esse método consiste em escrever uma equacao diferencial de segunda ordem em
uma equacao de primeira ordem (COOPER; KHARE; SUKTHATME, 1995; DRIGO FILHO,
2009). A vantagem desse tratamento € que equacOes de primeira ordem em geral sdo mais
faceis de serem resolvidas.

A equagdo de Schrodinger independente do tempo pode ser escrita como:

a2
HY = (= + V(@) ¥ = Eg. (3.10)
onde E, € o autovalor de energia de mais baixa ordem e Y € a autofuncio correspondente.

A eq.(3.10) pode ser fatorizada pelos operadores bosdnicos, que podem ser definidos
como (DRIGO FILHO, 2009):

Af =S4 W() e A” = —+W(x), (3.11)
onde W(x) é o superpotencial que permite fatorizar a eq.(3.10).

O préximo passo € escrever a eq. (3.10) em func¢do desses operadores, desse modo

temos:
2
H-E, = —%+V(x)—EO = A*A". (3.12)
Sendo A*A~ dado por:
_ d d az? d d d?
ata = (24 W@) (S+ W) = -5 — W@ + W) =+ W) = — o —
~W () + Wi (x). (3.13)

Comparando a eq. (3.12) com a eq.(3.13) temos que o superpoténcial tem que
satisfazer a seguinte equacao:

W2(x) — =W (x) = V(x) - Eo. (3.14)

A eq.(3.14) € um caso particular da equacdo de Ricatti. A solu¢do dessa equacdo,

quando possivel, nos permite encontrar o autovalor de energia E,. A autofuncido pode ser

obtida notando que:

Hpo(x) = Eqo(x) = (H — Eg)po(x) = ATA7Po(x) = 0. (3.15)
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Uma condi¢éo suficiente para satisfazer a equagio (3.15) é A" yry(x) = 0, desse modo

a autofungdo para o estado E, € dada por:

Lo 1 W (x)ipo(x) = 0. (3.16)

Pela eq. 3.16 temos que a fun¢do de onda € dada por:

Wo(x) o g™/ WEIax (3.17)

O formalismo pode ser desenvolvido para chegar aos outros estados de H usando, por
exemplo, a hierarquia de hamiltoniano, onde sdo construidos vdrios hamiltonianos
fatorizaveis conectados ao hamiltoniano original H (DRIGO FILHO, 2009). Outro possivel
desenvolvimento do formalismo € tratar potenciais shape-invariante (DRIGO FILHO, 2009;
BATAEL e COLS, 2018), em que é possivel obter as autofungdes e os autovalores de energia.
Para potencias que ndo tem a solu¢do de Schrodinger em uma forma fechada, o formalismo
apresentado aqui pode auxiliar na obtencdo de solugdes aproximadas, como ja abordado na
literatura (DOS SANTOS; DRIGO FILHO; RICOTTA, 2015; BORGES; DRIGO FILHO;
RICOTTA, 2010; SILVA; DRIGO FILHO, 2010). Como demonstracio do formalismo
descrito a solu¢do para o potencial de Morse, tanto em uma dimensdao quanto em trés
dimensoes, estd sendo mostrada no Anexo A.

As autofungOes testes para os problemas abordado nesse trabalho sdo obtidas via
equacdo de Ricatti, eq.(3.14), em conjunto com a eq.(3.17) e substituidas na eq.(3.9) para
obter de forma aproximada os autovalores de energia. Como estamos apenas interessados no
estado fundamental ndo iremos desenvolver o formalismo para determinar outros estados

quanticos.
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4-Geometria da Molécula de Hidrogénio Confinada

Nesse trabalho sdo estudados os aspectos eletronicos da molécula de hidrogénio
confinada no estado fundamental. A molécula € confinada em uma cavidade elipsoidal com os
nucleos acoplados nos focos da elipse. A molécula é composta por quatro corpos (dois

prétons e dois elétrons) como ilustrado na figura 4.1.

Figura 4.1: Molécula de H, em uma cavidade elipsoidal com uma excentricidade de 1/ &, A e B sdo os
nucleos, ra; € a distancia do nucleo A até o elétron 1 e rg; € a distdncia do nucleo B até o elétron i, o
indice i representa os elétrons 1 e 2, 1|, é a distincia entre os dois elétrons e R,g € a distincia entre os
nucleos.

MX,Y)

No tratamento adotado, o eixo z contém os nucleos A e B, sendo que estes sdo
acoplados nos focos da elipse.

Dado a geometria do sistema € conveniente adotar as coordenadas elipticas para
estudar o sistema, (§,n,p), (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1970) essas coordenadas podem ser

definidas como:
_ Ta*rBh), . _ TA@®~TBG)

g = POR0; = A0, @.1)
sendo ¢ o angulo em torno do eixo azimutal, as coordenadas podem variar entre 1 < & < &; -
I<nN< 1; 0 <@ < 2m, & € o parametro que define a cavidade eliptica que confina o sistema
cuja excentricidade € 1/&.. Tomando a varidvel § constante, para o caso bidimensional, as
linhas obtidas variando m serdo uma elipse, com um eixo maior dado por Rag&, ou seja,

conforme o valor de £ aumenta o tamanho da elipse aumenta. Quando n € considerado
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constante as linhas obtidas variando & sdo hipérboles, com a distancia entre os focos dada por
Rag. Para um ponto representado por p(&, ) conforme o valor de 1 aumenta (considerando &
constante) esse ponto se move ao longo da origem da elipse, como ilustrado na figura 4.2.

Figura 4.2: Representacdo bidimensional das coordenadas & e n.

A (X.y)

€ aumenta
p(&1)

< RA\>

v aumenta z

v

Para a molécula livre o valor de & € infinito, ou seja, a integral da eq.(2.10) é feita
somando a contribui¢do de cada elipsoide & em todo o espaco. No caso da molécula confinada
por um potencial infinito, a fun¢do de onda precisa satisfazer a condi¢ao de contorno de ser
zero para os elipsoides em que & > &, desse modo os limites das integrais para ¢ serd: 1 < § <
Ce.

No capitulo 2 foi discutido sobre qual € a distdncia internuclear que minimiza a
energia do sistema, para tal foi feita uma curva da distincia internuclear (Rap) versus a
energia eletronica, figura 2.2, como a integral da eq.(2.10) é feita tomando &, — oo, variar
Rap ndo altera a geometria desse elipsoide (. = 00), porém no caso da molécula confinada
variar Rag muda a excentricidade da cavidade confinante e consequentemente ., para que um
gréifico do tipo apresentado na figura 2.2, levando em conta o confinamento possa ser feito, o
eixo maior € usado como parametro para estudar os sistema. Fixando o valor do eixo maior é
possivel variar o valor de Rag com intuito de se obter uma curva semelhante a da figura 2.2,
ressaltando que ao mudar Rap, para um valor de eixo maior fixo, o valor de ¢, vai mudar
(figura 4.3). Nessa adaptacdo para curva de potencial, a geometria do elipsoide que minimiza
a energia eletronica, para um dado valor de eixo maior, serd o que representa o raio de

equilibrio.
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Figura 4.3: Representacdo da mudanca de excentricidade do elipsoide (em duas dimensdes) em funcio

da distancia entre os focos Rsg, mantendo o valor do eixo maior fixo Ragé,.

:

Eixo Maior Fixo

Ras
Aumentando

I 4
wl

:
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5-Autovalor de energia eletronica em funcao do grau de confinamento
5.1-Metodologia

O hamiltoniano para a parte eletronica da molécula H, confinada, na aproximacgdo de

Born-Oppenheimer, em unidades atomicas, é:

lypo Lttty (5.1)

22 a1) TB(1) Ta@ T'B(z) Tiz Ras

1
Ay, = — V2 -

onde os operadores laplaciano estdo relacionados com a energia cinética. Como indicado na
figura (4.1), os indices 1 e 2 sdo referentes aos elétrons, os indices A e B sdo referentes aos
nucleos, ri; € a distancia entre os elétrons e Rap € a distincia entre os ndcleos, V. é a barreira

de potencial que confina o sistema, sendo adotado como zero dentro da caixa e infinito fora.

A funcdo de onda Molecular usada é do tipo VB (LEVINE, 2009) com fung¢des de
onda atOmica inspiradas no sistema atomico confinado. Desta forma, para a molécula de H; a

funcdo de onda molecular adotada € dada por:
Yy, X Wa(W(2) + Ys(DWa(2) + A[Ya(DPa(2) + Ws(Dyp(2)], (5.2)

onde Y, e Pp sdo os orbitais dos atomos A e B com respeito aos elétrons 1 € 2, A € um
parametro variacional que representa a contribuicdo do termo idnico na fun¢do molecular. A
funcdo de onda atdbmica estd relacionada ao estado 1s do dtomo de hidrogénio confinado. E
oportuno lembrar que para A = 0 a funcdo molecular recupera a fung¢do de onda simétrica

indicada na eq.(2.7).
Pela eq.(5.2), € possivel identificar os termos covalente () e idnico (y;) sendo:

Yoy X Wa(Dwp(2) + Yp(DPa(2) e y; < Ya(DWa(2) + Yp(Dp(2). (5.3)

Nesse trabalho constatamos que a contribuicdo do termo i6nico no autovalor de energia
nao foi significativa, para um melhor entendimento de quanto esse termo € relevante foi feita
uma andlise em trés situacdes: (1) para 4 como sendo um pardmetro variacional, (2) para
A=0epara A =1 (o que equivale a dar o mesmo peso para o termo idnico e para o termo

covalente).
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O formalismo de supersimetria aplicado na mecanica quantica tem sido usado para
introduzir fungdes de onda testes para sistemas confinados, em particular para o dtomo de
hidrogénio (DRIGO FILHO; RICOTTA, 2002; SILVA; DRIGO FILHO, 2010). Seguindo
(DRIGO FILHO; RICOTTA, 2002) uma das formas de encontrar funcdes testes é via método
de fatorizagdo, como descrito no capitulo 3. Fazendo a seguinte substitui¢do Y (r) = r¢(r),
temos que o hamiltoniano para o &tomo de hidrogénio confinado € dado:

d? (l+1) 1 d? I(+1) 1
H=-+0 24y =—2 4y, ondeVy =52 —2+V,. (4

dr? T2

Nesta equagdo as constantes foram omitidas para facilitar os célculos, V. é barreira de
confinamento, sendo descrito como zero dentro da caixa e infinito fora. Nesse caso o atomo
esta sendo confinado em uma cavidade esférica.

O superpotencial W usado na equacgdo de Ricatti, eq.(3.14), para esse caso, é dado por:

w=——-24 2 (5.5)

T 2(1+1) T (re-1)

onde 7, € o raio de confinamento.

A equacdo de Ricatti usando o superpotencial apresentado na eq.(5.5) é dada:

2 _aw 1 (+1) 1 2 1 2041 ol
dr  4(1+1)? + T2 T + (re-1)? + U+ D(re-1)  1lre-1) Vap = Eo (5.6)

1(1+1)
TZ

Comparando a eq.(5.6) com a eq.(5.4) vemos que os termos - % sdo recuperados. Os

termos que contém (1, — 1) sdo responsaveis por simular o confinamento. A fun¢do de onda é

dada pela eq.(3.17):

1
2(1+1) T‘)

Y < exp(— [ Wdx) = (r, — r)r'*lexp(— (5.7

Tomando o termo que multiplica a varidvel r na exponencial como sendo um parametro
variacional e lembrando que para chegar ao hamiltoniano do atomo de hidrogénio, eq.(5.4), a
funcdo de onda é divida por r (SCHIFF, 1964). Assim, a sugestdo para as fun¢des de ondas
testes usadas para descrever o orbital atdmico do estado fundamental € dada por:

Yae) % (e — ram))exp(—Hra)). (5.8)
onde (r; — rag))€ o termo responsdvel pelo confinamento, sendo r o raio de confinamento,

e U € um parametro variacional.

O préximo passo € escrever a fun¢do atdmica em um sistema de coordenadas apropriado,
neste caso, as coordenadas elipticas (&,n,p), como definidas no capitulo 4. O laplaciano em

coordenadas elipsoidais, considerando uma simetria azimutal, € expresso por:
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2_ a(g?-1) 0 a(1-n?) 9 £2—n? a2
Vi= RAB(E2 2)[ 9%, 0% on; on; (E-1)(1- le)d(pz ) (5.9
e o potencial de barreira V. € dado por:
0’ 1< Ei < Ec
Ve = : 5.10
¢ { Oo) El > EC ( )

Pelas condi¢des do problema, o asantz proposto para as fungdes atOmicas, baseado na

funcdo proposta na eq.(5.8), € escrito como (DA SILVA; SILVA; DRIGO FILHO, 2016):

Pa (i) o (& — &exp[—u(& + i)l e
Yp(i) «x (& — &exp[—u(&§ —ny)] - (5.11)

Para a obtengéo dos resultados numéricos, o termo que descreve a repulsdo entre os

eletrons , € dado pela expansao multipolar em coordenadas elipticas (SLATER, 1963). No

caso onde nao hd dependéncia explicita com a coordenada ¢, essa expansao € escrita:

1

= = -T2k + DPGIQE) R R(n:) | (5.12)

r12

onde Py(§) representa o polindmio de Legendre de primeira espécie e Qi (§) sdo os
polindmio de Legendre de segunda espécie, como definido em (SLATER, 1963). Os sinais de

maior e menor da eq.(5.12) representam os casos: (1) quando & < &,, Pe(§.) = P(§;) e

Qk(&>) = Qk(&2) e (2) quando &; > &, P(8<) = Pi(§2) e Qi(Es) = Qi(§1).

O valor médio de Hy , € dado por:

f LIJ:[]\FIHZ '*I"u,hdv,

Hy ) =
(Hy,) T a i pdV

(5.13)

onde a fungdo teste € dada pela eq.(5.2), Y, ,, com os orbitais atémicos indicados na
eq.(5.11).

Seguindo o método variacional, o valor obtido (Hy 2) ¢ um limite superior do autovalor
de energia. Com vistas a melhorar a acurdcia do resultado, o autovalor de energia para a
molécula confinada é encontrado minimizando o valor médio de (f-\IH2 ), eq. (5.13), em fung¢do

dos parametros p e A ( pardmetros variacionais) para cada valor de &.
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5.2-Resultados para os autovalores de energia eletronica.

O método discutido na secdo anterior é usado para determinar a energia do estado
fundamental da molécula hidrogénio confinado em fun¢do do parametro de confinamento &..

Os autovalores de energia sdo determinados pelo método variacional (SCHIFF, 1968)
com a fun¢do molecular proposta na eq.(5.2). Os resultados obtidos sdo comparados com
outros apresentados na literatura (COLfN—RODRfGUEZ; CRUZ, 2010; PANG, 1994). Os
valores para Ragp, distancia internuclear, sdo os valores para o raio de equilibrio encontrado
nas respectivas referéncias.

As integrais da eq.(5.13) sdo resolvidas numericamente, e as integrais para o termo de
repulsdo sdo resolvidas utilizando nove termos da expansdo dada pela eq. (5.12). O critério
utilizado foi fixar o nimero de termos de modo que o autovalor ndo varia até a quarta casa
decimal. Assim, o erro esperado no autovalor de energia é ~107* O software Wolfram
Mathematica foi usado para realizar os cdlculos numéricos (licengca da Universidad de

Valladolid, Espanha).

A tabela 5.1 mostra os resultados obtidos pelo método proposto aqui e aqueles
encontrados na literatura (COLfN-RODRfGUEZ; CRUZ, 2010; PANG, 1994). Observa-se
que os resultados obtidos nesse trabalho estdo proximos aos resultados prévios. Em
comparagdo com (PANG, 1994), onde os autovalores de energia sdo obtidos via Monte Carlo
quantico, os resultados estdo coerentes, sendo que o maior erro percentual obtido foi cerca de
5%. Do mesmo modo os resultados obtidos concordam os resultados obtidos em (CRUZ;
COLfN—RODRfGUEZ, 2010). Nesse ultimo trabalho citado, os autovalores de energia sdo
obtidos usando uma fun¢@o molecular composta por orbitais atdmicos 1s e 2p do dtomo de
hidrogénio. Os resultados, nesse caso, estdo préximos aos encontrados aqui sendo a maior
diferenga percentual de 4%. Para obter o resultado da tdltima linha da tabela 5.1, foi usado o
valor Ry, igual da molécula livre (KOLOS; ROOTHAAN, 1960). De modo geral, os
resultados encontrados aqui indicam que a fun¢do de onda proposta para o orbital molecular é
apropriada para descrever a molécula de H, confinada. Complementarmente, a fungdo

proposta € simples e seu uso gera um baixo custo computacional.



28

Tabela 5.1: Resultados nimericos para o estado fundamental do H, obtidos, os resultados encontrados em
(PANG, 1994), E?, e os resultados encontrados em (COLIN-RODRIGUEZ; CRUZ, 2010), E°. As duas
ultimas colunas mostram o erro percentual e autovalor de energia obtido fazendo A=0, respectivamente. Os
valores para a distdncia internuclear (R4p) e o parimetro de confinamento (&.) sdo indicados. Todos os
resultados estdo em unidades atOmicas.

Ripéc  Ryp & " A E(H,) E E’ Ey, —E**  E(H2ho
E

2 0.454 4.405 0.160 —0.68 4.6217 - 4.6433 0.005 4.6364

0.4493 4452 0.16 —0.68 4.6212 45944 - 0.006 4.6358

3 0.683 4.392 0.234 —0.56 0.6711 - 0.6934 0.032 0.6833

0.885 4519 0.311 -0.48 —0.4503 - -0.4321 0.04 -0.4408

0.8949 4.4697 0.3153 —0.46 —0.4510 -0.4749 - 0.05 -0.4414

6 1.177 5.097 0.45 -0.26 —-1.0209 - —1.0079 0.0127 -1.0170

1.1771 5.0972 0.43 —0.28 —1.0210 -1.0523 - 0.03 -1.0170

8 1.321 6.0560 0.528 -0.1 -1.1219 e —1.1102 0.0104 -1.1212

1.3503 5.9246 0.577 —-0.11 —1.1237 -1.1533 - 0.027 -1.1229

10 1.372 7.288 0.637 0.02 —-1.1431 - —1.1292 0.012 -1.1432

1.3985 7.150 0.6477 0.03 —1.1436 -1.1702 - 0.023 -1.1436

12 1.386 8.6580 0.686 0.11 —1.1465  --eoeeeee- -1.1322 0.011 -1.1455
14 1.4 10 0.760 0.17 —-1.1460 -

Outro indicativo de que a fungdo teste proposta é apropriada, € que no limite Ry, = oo
os autovalores de energia estdo proximos do valor obtido para a molécula livre. Este valor é
encontrado, por exemplo, usando 40 termos da expansdo do tipo James-Coolidge (KOLOS;
ROOTHAAN, 1960), e vale 1.17444 hartree, ou seja, difere de menos de 3% do valor

encontrado aqui para Rygé, = 14.

Observamos que o parametro variacional A, que quantifica o peso do termo i6nico de
acordo com o grau de confinamento do sistema, decresce mudando de sinal para R45¢, entre
8 e 10. Essas varia¢des no valor de A podem indicar mudangas nas propriedades fisicas do H,
para certas condi¢des de confinamento. No capitulo 6 € feito o calculo da polarizabilidade e
do momento de quadrupolo com intuito de constatar se a mudancga no sinal de A altera essas

propriedades.

Com intuito de analisar qual ¢ a importancia do parametro A, isto € do termo idnico, no
autovalor de energia foram comparados os resultados obtidos minimizando o autovalor de
energia em funcdo de A, com os resultados obtidos utilizando A=0, ou seja, o termo idnico da

eq.(5.2) é desprezado. Esses resultados estdo sendo mostrado na ultima coluna da tabela 5.1.
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Pelos resultados mostrados na tabela 5.1, vemos que o ganho na minimizacao do autovalor
de energia utilizando A como um parametro variacional comparado com o autovalor obtido
fazendo A=0 nao ¢ muito relevante, a maior diferenca percentual ((E(H2)amin-
E(H2)a-0)/E(H2)a-0), foi de 1.8% para Ry pé.=3. A vantagem em usar a fungdo de onda
molecular com 2A=0, ¢ que essa funcdo molecular ¢ mais simples comparada com aquela

indicada na eq.(5.2).

Também foram comparados os autovalores de energia para A=0 com A=1, lembrando
que para A=1 a funcao molecular adotada, eq.(5.2), é equivalente a aproximag¢ao dos orbitais

moleculares (MOs LCOA) (LEVINE, 2009). A comparagdo € mostrada na tabela 5.2.

Tabela 5.2: Comparagdo entre os autovalores obtidos usando A =1 e 1 = 0. Os valores para a
distancia internuclear (R43) € o parametro de confinamento (&.) sdo indicados. Todos os resultados
estdo em unidades atOdmicas.

Rpé. Rup $e E(H)1=10 E(H)A=1 |AE|
2 0.454 4.405 4.6364 4.6446 0.008
3 0.683 4.392 0.6833 0.6951 0.012
4 0.885 4.519 -0.4408 -0.4256 0.015
6 1.177 5.097 -1.0170 -0.9960 0.021
8 1.321 6.0560 -1.1212 -1.0984 0.023
10 1.372 7.288 -1.1432 -1.1221 0.021
12 1.386 8.6580 -1.1455 -1.1280 0.017
14 1.4 10 -1.1438 -1.1298 0.014

Levando em conta o principio variacional e os resultados dados na tabela 5.2 vemos que
entre esses dois valores de A, o valor mais apropriado para tratar o H, confinado dado pela
eq.(5.2) é o valor de 4 = 0, pois o autovalor de energia é menor do que quando tomamos
A=1

A abordagem usada para obter a curva de potencial, como a da figura 2.2, pode ser
adaptada para a molécula confinada. Essa adaptacdo consiste em fixar o eixo maior, Rygé.,
em um determinado valor e variar o valor de R,p, desta forma temos uma curva de energia

eletronica em funcao da distancia internuclear, sendo que o raio de equilibrio, para um valor

dE(R4B)

IR =0. E importante ressaltar que

fixo do eixo maior, é dado pelo minimo da curva,

fixando o eixo maior e variando o valor de R,g o valor de ¢, ird mudar também, de modo que
nessa adaptacdo ndo estamos falando qual € o valor da distancia internuclear que minimiza a

energia eletronica, mas sim qual € a cavidade que minimiza essa energia.
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Usando A=0, foram construidas as curvas de potencial para diversos valores de eixo maior,

essas curvas estdo sendo mostrada na figura 5.1.

Figura 5.1 : Curva de potencial, E(Ryp) para diversos valores de eixo maior.
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Pela figura 5.1 vemos que para eixo maior pequeno a curva de potencial ndo se aproxima
da curva de Morse, figura 2.4. Para eixo maior grande, por exemplo, R4z, = 10, a curva
apresenta um comportamento mais proximo ao do potencial de Morse para valores de Ryp
pequeno. Porém para valores grandes de R4p a curva de potencial aumenta e diverge quando
Ryp for igual o valor do eixo maior, isso ocorre devido ao fato de que os prétons vao estar
mais perto da barreira infinita. Os valores obtidos para o raio de equilibrio estdao em acordo

com os encontrados na literatura, os mesmos apresentados na tabela 5.1.
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Na figura 5.2 é mostrado o comportamento do autovalor de energia em funcdo do
parametro de confinamento Rpg&., ou seja, cada ponto no grafico da figura 5.2 € o valor do
minimo para as curvas mostradas na Figura 5.1. Foi observado que o autovalor de energia
decresce conforme o eixo maior do elipsoide aumenta. Do ponto de vista da estabilidade do
sistema vemos que dentro da precisdo numérica adotada ndo existe uma regido de estabilidade
como citado em (SILVA,2014), ou seja, uma regido onde o autovalor de energia ¢ menor que
da molécula livre. O que indica que do ponto de vista eletronico, para essa molécula, o

confinamento nio confere maior estabilidade ao sistema.

Figura 5.2: Autovalor de energia para a molécula de hidrogénio em fun¢do do eixo maior do elipsoide
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Por fim, vale ressaltar que a fun¢do molecular proposta inicialmente é uma func¢do
simples, com apenas dois parametros variacionais, €q.(5.2), e os resultados obtidos nesse
trabalho estao de acordo com os encontrados anteriormente (COLfN —RODRfGUEZ; CRUZ,
2010; PANG, 1994). Nao foi observada nenhuma regido de maior estabilidade (figura 5.2).
Através dos resultados apresentados na tabela 5.1, vemos que a contribuicdo na minimizagao
de energia do termo idnico ndo € muito relevante, o erro associado a esta minimizagao €
menor que 2%. Desse modo, para um célculo mais rapido, esse termo pode ser desprezado.

Assim, o processo € simplificado ainda mais com a fun¢do de onda molecular sendo escrita

com apenas um parametro variacional.
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6- Propriedades eletronicas da Molécula de H; confinada: Polarizabilidade eletronica e

Momento de Quadrupolo
6.1-Metodologia

Vale ressaltar que o intuito desse capitulo é ver o quanto o parametro A é relevante
para o calculo da polarizabilidade e do momento de quadrupolo. Desse modo € analisado se a
mudanca de sinal do peso do termo i6nico leva a alguma variacdo nessas propriedades fisicas
para a molécula de hidrogénio confinada, comparado quando esse termo ¢ desprezado, A=0.

A polarizabilidade é uma grandeza que mede o qudo ficil ou dificil € um campo
elétrico externo induzir um momento de dipolo em uma molécula. A polarizabilidade pode ser
calculada através de uma adaptagdo na aproximagao de Kirkwood para moléculas (LESAR;
HERSCHBACH, 1983). Dessa forma, para a molécula de hidrogénio confinada a
polarizabilidade é dada por:

_at2ay (6.1)
3 7

onde oy € a componente paralela e a; € a componente perpendicular dadas por :
ay = 8((z%) + (z12,))% e (6.2)

a; = 8((x?) + (x1x2))?, (6.3)
z e X sdo as coordenadas cartesianas, onde (z2)=(z,2)=(z,?), (x*)=(x,?)=(x,2) e os indices 1 e

2 representa os elétrons. E adotado que os eixos x e y sdo simétricos.

Outra propriedade fisica a ser estuda € o momento de quadruplo, que € calculado

seguindo (LESAR; HERSCHBACH, 1983), dado pela expressao:
0 = 2 Rup” — 2((2%) = (x2)). (6.4)

Sendo que as coordenadas cartesianas x e z podem ser escritas em funcao das

coordenadas (&,m,0), dadas por:

x = %RABCOSQD[(fZ -1 - 7’[2)]1/2 e z= %RABfn‘ (6.5)
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6.2-Resultados para a polarizabilidade e para o momento de quadrupolo

Seguindo a metodologia descrita foram calculados os valores da polarizabilidade e do
momento de quadrupolo em fun¢@o do confinamento do sistema, Ry5¢.. A tabela 6.1 mostra
os valores médios x2, z2 e z,z,. Como a fun¢io de onda é simétrica na coordenada ¢, o valor
médio de x;x, € zero.

Tabela 6.1: Valores médios de x2, z? e z;z, obtidos pela eq.(6.5), em funcdo do eixo maior do
elipsoide R, p&..Todos os valores estdo em unidades atdmicas.

Rapé. Ryp u A E(H2) x? z? Z1Z;
2 0.455 0.1633 -0.66 4.6207 0.07627 0.08813 -0.00597
3 0686  0.2392 0.56 0.67051 0.15895  0.18728  -0.01980
4 0.893 0.3149 -0.46 —0.4501 0.31083 0.25741 -0.04358
6 1.208 0.4612 -0.27 —1.0215 0.45768 0.58153 -0.11431
8 1.355 0.5777 -0.12 —-1.1237 0.59618 0.78950 -0.18296
10 1.395 0.6504 0.02 —1.1436 0.66285 0.89224 -0.20759
12 1.403 0.6912 0.1 —1.1467 0.69559 0.95488 -0.22077
14 1.403 0.7171 0.16 —1.1461 0.59496 0.98512 -0.22317

Pela tabela 6.1 é possivel encontrar o valor de (r5), esse termo representa o quio forte
€ a repulsdo entre os elétrons, no caso estudado, € interessante ver o quanto esse termo varia
conforme o grau de confinamento, de modo que € possivel ver o quanto o potencial V. pode
afetar o sistema. A Figura 6.1 mostra uma representacdo dos vetores 1 1, € 112, pelas leis do

cosseno € possivel escrever:
Ir12]? = In11? + Ir2|? = 2|yl Irz]cosy, (6.6)
onde o angulo y pode ser escrito em funcdo dos angulos da coordenadas esféricas:
cos(y) = cos(0,)cos(0,) + sen(6;)sen(6,)cos(p, — ¢@5) (6.7)

Substituindo a eq.(6.7) na eq.(6.6) e expandindo o termo cos(@; — @,), |r12|? pode

ser escrito por:
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|7'12|2 = (6.8)
71| + |1y |% —
2(Irylcos(8,)Ir51cos(8,) + |ry|sen(6;)cos(dy) |z |sen(8;)cos(¢p,) +

1 |sen(6;)sen(¢p,)Irzlsen(8,)sen(d,)) = Iril? + |ra]? — 2(2125 + x1%5 + Y1¥2).

Pela simetria do sistema |r1|? = |r,|? = z2 + 2x? e tomando o valor médio para as

coordenadas x e z, o valor de (r;,2) é dado por:
(r12%) = 2(z%) + 4(x?) — 2(z,2,). (6.9)

E interessante notar pela eq.(6.9) e pela tabela 6.1 que o valor de (r7,2), aumenta
conforme o eixo maior cresce. Esse resultado indica que para um grau de confinamento forte
o potencial de barreira, V., € mais relevante para sistema e conforme o eixo maior aumenta
(menor grau de confinamento) o valor de (r;,2) aumenta de modo que a repulsdo entre os

elétrons passa a ser relevante para o sistema.

Figura 6.1: Representagdo dos vetores 77,, 17 € 7, em coordenadas esféricas.

A Z

Na tabela 6.2 s@o mostrados os valores obtidos para a polarizabilidade, esses valores

estdo sendo comparados com os valores encontrados na literatura (LESAR; HERSCHBACH,
1983).
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Tabela 6.2 resultados numéricos para as polarizabilidades médias a, ,a e a obtidos pelas eq.(6.2, 6.3,
6.4) e os valores de a encontrados na literatura (LESAR; HERSCHBACH, 1983),a%.Todos os valores
estdo em unidades atdmicas.

Rag&c Rap a a a o a—al
a
2 0.455 0.0471 0.0534 0.0494 0.047 0.049
3 0.686 0.2095 0.2244 0.2094 0.197 0.056
4 0.893 0.5301 0.5714 0.5439 0.509 0.064
6 1.208 1.6758 1.7463 1.6993 1.606 0.055
8 1.355 2.8435 2.9431 2.8766 2.769 0.038
10 1.395 3.5150 3.8158 3.6153 3.406 0.058
12 1.403 3.8078 4.3113 4.017 3.7832 0.058
14 1.403 4.0514 4.6446 42491 4.196 0.012

Pela tabela 6.2 vemos que os valores encontrados para a polarizabilidade estdo
proximos dos resultados encontrados na literatura (LESAR; HERSCHBACH, 1983) sendo
que o maior erro percentual foi de 6.4 %. Para ver o quanto a variacdo do pardmetro A afeta
essa propriedade, foi comparado os resultados usando A como um parametro variacional e

fixando A=0. Esses resultados estdo sendo mostrado na tabela 6.3.

Tabela 6.3: Resultados numéricos para as polarizabilidades médias obtidos usando A como um
pardmetro variacional, a;,,, e os valores obtidos fazendo A = 0, ay;—o. Todos os valores estdo em
unidades atdmicas.

Rag&c Rag [0 SY) Oy M=0 ~ %

Ayr=o
2 0.455 0.0511 0.0494 0.032
3 0.686 0.2190 0.2094 0.045
4 0.893 0.5707 0.5439 0.047
6 1.208 1.7483 1.6993 0.028
8 1.355 2.9255 2.8766 0.017
10 1.395 3.6685 3.6153 0.015
12 1.403 3.9796 4.017 0.001

14 1.403 4.1599 4.2491 0.02
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Pela tabela 6.3 vemos que nao hd uma mudanga significativa para o valor médio de o
quando o termo idnico € desprezado, sendo que o maior erro percentual encontrado foi de
4.7%.

A tabela 6.4 mostra os resultados obtidos para o momento de quadrupolo através da

eq.6.4 tanto para A variacional quanto para A=0.

Tabela 6.4: Resultados numéricos para o momento de quadrupolo ®, obtidos usando A como um
parametro variacional, e os valores encontrados na literatura (LESAR; HERSCHBACH, 1983), @". A
ultima coluna mostra os resultados obtidos fazendo A=0. Todos os valores estdo em unidades atdbmicas.

Rpps.c Ryp 0 Ol 0 -o° 0;-0
(0]
2 0.455 0.0807 0.082 0.016 0.0809
3 0.686 0.1786 0.174 0.026 0.1797
4 0.893 0.2919 0.272 0.068 0.2946
6 1.208 0.4819 0.427 0.114 0.4873
8 1.355 0.5314 0.490 0.077 0.537
10 1.395 0.5023 0.493 0.019 0.5031
12 1.403 0.4656 0.494 0.061 0.4582
14 1.403 0.4372 0.499 0.124 0.4236

Vemos pela tabela 6.4 que os resultados obtidos para R,5¢.<10 estdo de acordo com a
referéncia (LESAR; HERSCHBACH, 1983), exceto para R gé. = 6, e os resultados para
Ry5é.>10 comecam a ficar discrepantes. Isto indica que a fun¢do molecular proposta é mais
apropriada para realizar o cdlculo do momento de quadrupolo quando o eixo maior da
cavidade confinante é pequeno. Também vemos que o termo i6nico pouco contribui para o
cdlculo dessa propriedade, pois os resultados para 0,_, ndo diferem dos resultados quando A ¢
adotado como um parametro variacional, sendo o maior erro percentual encontrado variando A

e fixando A=0 foi 1.6 % para R ¢, =12.
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7-Energia Vibracional da Molécula de Hidrogénio Confinada.

Como discutido no capitulo 2 o potencial de Morse tem sido utilizado para descrever o
aspecto vibracional para moléculas diatdmicas livres. Porém pela curva de potencial
encontrada para os valores de eixo maior indicado na figura 5.1, vemos que o potencial de
Morse ndo € uma boa aproximagao, exceto para valores grandes de eixo maior. Na referéncia
(LESAR; HERSCHBACH, 1981), foi utilizado um potencial do tipo de Dunham (DUNHAM,
1932)

Vo(R) = E(Re) + ao (2¢) g, (B2, (.1)

onde E(R,) é a energia de equilibrio, R é o raio de equilibrio e as constantes a, sdo
encontradas ajustando a curva do tipo da figura 5.1, no artigo citado (LESAR;
HERSCHBACH, 1981) a somatoéria foi até N=2. Para cada valor de eixo maior as constantes
a, sdo ajustadas e entdo sdo obtidos as caracteristicas do sistema, como a frequéncia de
vibragdo, para a molécula de hidrogénio confinada.

No presente trabalho propomos um potencial polinomial de quarta ordem, semelhante
ao potencial de Dunham, que ajusta as curvas de figura 5.1. Nessa direcdo, é possivel obter os
niveis de energia para o espectro vibracional da molécula. A vantagem de usar o potencial
proposto aqui € que ele ajusta melhor a curva da figura 5.1, em relacdo ao potencial de
Dunham utilizado em (LESAR; HERSCHBACH, 1981) com N=2. A metodologia proposta
nesse capitulo também leva em conta que a molécula tem restricdo espacial para oscilar de
acordo com o grau de confinamento (eixo maior). O potencial é dado por:

(R) = N_oanR" (7.2)
onde os coeficientes a, sdo constantes ajustdveis para cada curva da figura 5.1. A diferenca

entre esse potencial e o potencial de Dunham, para N=2, ¢ que ele tem mais constantes
ajustaveis.

A equacdo para a parte nuclear, eq.(2.6), € dada, em unidades atdomicas:

{_ 1 @2 1 1(1+1)

L + BN @R = Erl (1.3)

2m, dR? = 2m,

onde m,, € a massa reduzida para os nucleos.
A solugdo da eq.(7.3) é bem conhecida para N=2, o que leva ao oscilador harmdénico
radial, e para valores muito grandes de eixo maior, em que a curva de potencial pode ser
ajustada pelo potencial de Morse (figura 2.4). Nesse ultimo caso, os coeficientes a,, podem ser

obtidos pela expansdo de Taylor em torno do raio de equilibrio. Para o caso onde existe



confinamento, sugerimos fazer a somatdria até N=4, este valor ja se mostra suficiente para
fitar as curvas de potencial apresentadas na figura (5.1). Lembrando que o potencial
polinomial V,, para N=4, tem a mesma ordem que o potencial de Dunham, para N=2, a
diferenca € que o potencial V, tem duas constantes a mais para serem ajustadas e o termo
linear. Outro motivo de escolher o potencial V, € que € possivel, para a eq.(7.3), encontrar um
superpotencial adequado equacdo de Ricatti (3.14).

Outra aproximacao que é feita quando escrevemos a eq.(7.3) € que os elipsoides de
revolugcdo sdo substituidos por esferas, com o didmetro, 2R, igual ao eixo maior (Rpgé.).
Essa aproximacdo pode ser justificada devido ao fato que, proximo ao raio de equilibrio, os
elipsoides de revolucdo convergem para esferas como mostrado na figura 7.1. Nessa figura,
estdo sendo mostrados as formas, em 2D, desses elipsoides para um valor de eixo maior fixo
igual a seis. Os célculos realizados no capitulo 5 para Rpgé. = 6, figura 5.1, apontam para um
raio de equilibrio proximo de 1.2. Para esse valor a geometria da cavidade é praticamente
esférica. Nesse sentido, espera-se que para niveis mais baixos de energia a contribui¢do dos
elipsoides com excentricidades baixas sejam mais relevantes. A condi¢do de que a cavidade
de confinamento converge para uma esfera, préximo ao raio de equilibrio, é observada para
todos os valores de eixo maior fixo apresentados nas figuras (5.1).

Figura 7.1: Representacdo bidimensional das caixas elipsoidais em fun¢do da distincia internuclear

para um valor de fixo do eixo maior, Rygé. = 6.
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Antes de encontrar os autovalores de energia iremos comparar os potencias V,,
eq.(7.2), e Vp, eq.(7.1) para Rygé§. = 6. O potencial V, é encontrado pelo ajuste da curva de
potencial mostrada na figura 5.1, nesse caso, foi encontrado, ay, = 0.218, a; = —2.464,
a, =1.6728, a; = —0.4483 e a, = 0.04543. Sendo Vp o potencial encontrado na
referéncia (LESAR; HERSCHBACH, 1981), a comparagao estd sendo mostrada na figura 7.2
junto com a curva de potencial.

Figura 7.2: Curva de Potencial, Ey, (Rsp), 0 ajuste do potencial ¥, e o potencial Vp encontrado na

referéncia (LESAR; HERSCHBACH, 1981) para Rygé. = 6.
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Pela Figura 7.2 vemos que o potenciais V, € Vp estdo proximos para valores de Rag
menores que ~2.5, para valores maiores que 2.5 o potencial encontrado na ref. (LESAR;
HERSCHBACH, 1981) diverge do potencial V, e da curva de potencial Ey, (R45). Como os
valores de Ey,(R4p) sdo obtidos via método variacional, capitulo 5, e pelo principio
variacional esses valores sdo sempre maiores ou iguais a energia real do sistema, eq.(3.8),
esperamos que o potencial V,, seja um potencial que descreve melhor Ey, (R4p) do que o
potencial de Dunham encontrado em (LESAR; HERSCHBACH, 1981), Vp.

A solucdo da eq.(7.3), para N=4, pode ser obtida via método variacional com a funcio
de onda teste obtida via método de fatorizagdo como descrito no capitulo 3, o superpotencial

para esse caso € dado por:
I+1 1

— 2 -
W =aR®+BR— -+ 5,

(7.4)
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onde a e f sdo parametros ajustaveis e (R, — R) € o termo responsavel por fazer a fungdo ser
zero na parede da caixa, sendo R, = Rypé./2.

Comparando a equagdo de Ricatti (eq. 3.14) para o superpotencial descrito na eq.(7.4)
com a eq. (7.3), onde n=4, podemos fixar o parametro & como sendo igual \/W ,€0
parametro f§ € deixado como um parametro variacional.

Desse modo, a fun¢do de onda teste € obtida pela eq.(3.17), é dada por:

R3
W = (R, — R)R"1e~ (V2 ua@s)5—FR (1.5)
E o autovalor de energia é obtido minimizando (E;) em fung¢éo de 3, sendo (E;) dado
por:
2
(Ep) = fwé'(_Zudizz+2ul(i2+21)+vp)wﬁ av (7.6)
T [ Wilig dv '

Para demonstrar como € obtido o autovalor de energia vibracional iremos usar a curva
de potencial da figura 5.1 para Rpgé. = 6, figura 7.2. O ajuste da curva € feito usando o
software Mathematica.

Pelo ajuste mostrado na figura 7.2 o potencial V,, € dado por:

V, = 0.04543R* — 0.4483R3 + 1.6728R* — 2.464R + 0.218 (7.7)

z

O autovalor de energia é obtido minimizando (Et) em relacio a f. Para tal, é
substituindo V,, da eq.(7.7) na eq.(7.6) e integrando em todo volume, lembrando que para
coordenada R os limites de integracdo sdo zero e R., sendo R. = Rppé./2 = 3. Para essa
cavidade de diametro 6, o autovalor valor de energia foi de Et=-0.992306, comparando com o
valor encontrado em (LESAR; HERSCHBACH, 1981), E=-1.029, o erro percentual
encontrado € de 3.5%. Lembrando que os potenciais, V, e Vp, sdo diferentes de modo que
essa comparagdo deve ser tomada como um indicativo.

Na Tabela 7.1 estd sendo mostrados os resultados obtidos para vérias cavidades, sendo

V), ajustado para cada curva de potencial apresentada na figura 5.1.
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Tabela 7.1: Resultados obtidos para a energia vibracional via eq.(7.5), Er, e os resultados encontrados
em (LESAR; HERSCHBACH, 1981) E°.

R gé.c Er E’ Ep — E“
Ed

2 =0 4.24752 4.68334 0.093
=5 4.28897 4.76214 0.099

=10 4.51101 497226 0.093

4 =0 —0.41157 —0.44705 0.079
=5 —0.40770 —0.42681 0.044

=10 —0.36658 —0.37283 0.016

6 =0 —0.99230 —1.02900 0.035
=5 —0.98810 —1.01782 0.029

=10 —0.96467 —0.9880 0.024

8 =0 —1.096531 —1.13270 0.032
=5 —1.09376 —1.12380 0.026

=10 —1.07713 —1.10001 0.021

10 =0 —1.11915 —1.15816 0.033
=5 —1.11710 —1.14978 0.028

=10 —1.10420 —1.12739 0.021

Pela tabela 7.1 vemos que os autovalores obtidos aqui estdo proximos aos valores
encontrados na literatura com um erro méaximo de, aproximadamente, 9%, para R,pé,=2. E
importante ressaltar que a comparagdo feita deve ser vista como um indicativo € ndo como
absoluta, pois os potenciais sdo diferentes. Outro fator que deixa dificil essa comparacio €
que para obter os autovalores encontrados em (LESAR; HERSCHBACH, 1981), nao ¢é
conferido nenhuma restricdo espacial para os nucleos oscilarem, ou seja, para encontrar 0s
valores E da tabela 7.1 ndo é levada em conta a condicdo de contorno de que a funcdo de
onda € zero em R.. Também € interessante notar que o espacamento entre os niveis de energia
diminui conforme o eixo maior, didmetro da esfera, cresce. Isso ocorre tanto para a diferenca

de energia entre 1=0 e 1=5, quanto para a diferenca entre 1=0 e 1=10.
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8- Conclusoes

Nesse trabalho € calculado o autovalor de energia eletronica do estado fundamental da
molécula de H, usando uma funcio de onda molecular do tipo VB com os orbitais atdmicos
modificados para incluir o confinamento. As fun¢des de onda atdmica sdo sugeridas pelo
formalismo da mecanica quantica supersimétrica (DRIGO FILHO; RICOTTA, 2002). Os
resultados indicados na tabela 5.1 mostram que a fun¢@o molecular proposta tem uma boa
acuricia numérica, de modo que para a energia do estado fundamental a abordagem seguida
mostra uma boa concordancia com os resultados prévios (COLfN—RODRfGUEZ; CRUZ,
2010; PANG, 1994).

Os resultados obtidos mostram que, dentro da precisdo numérica usada, o
confinamento ndo confere estabilidade para a molécula de hidrogénio, figura 5.2. Outras
moléculas, com uma maior complexidade, devem ser estudadas a fim de confirmar ou
descartar a hipotese proposta em (SILVA, 2014) de que confinamento confere maior
estabilidade para o sistema.

Esses resultados mostram que € possivel obter os autovalores de energia usando uma
funcio de onda simples, em comparacdo com outras propostas (COLIN-RODRIGUEZ;
CRUZ, 2010; LESAR; HERSCHBACH, 1981), o que implica em um custo computacional
baixo e permite uma andlise mais detalhada do sistema em termos dos parametros envolvidos.

Os valores numéricos mostram que o peso do termo i6nico (A) passa de um valor
positivo para negativo conforme o parametro de confinamento, Rap&., decresce, porém a
contribuicdo deste termo na minimizacdo de energia € pequena. Para a polarizabilidade e
momento de quadrupolo ndo foi encontrada nenhuma mudanga significativa quando
comparada com A=0, calculos de outras grandezas fisicas para o sistema podem contribuir
para esclarecer se esse parametro tem alguma relevancia para o sistema. Em termos da energia
do sistema, para os célculos realizados, o uso do pardmetro A fixo igual a zero altera pouco os
resultados (S 1.8 %), em comparag¢do com os resultados obtidos usando A variacional. Nesse
sentido, como uma primeira aproximacao o termo i6nico pode ser descartado da funcio de
onda molecular, eq.(5.2).

Pela curva de potencial mostrada na figura 5.1, propomos um potencial polinomial de
quarta ordem para descrever a parte vibracional da molécula de hidrogénio confinada. Nessa
abordagem foi verificado que uma aproximacao eficiente pode ser feita considerando que os
elipsoides podem ser substituidos por esferas (figura 7.1). Nesse modelo também foi

conferido aos nucleos restri¢do espacial para oscilarem. O método variacional foi utilizado
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para encontrar os autovalores de energia com a funcdo teste obtida via o método de
fatorizacdo, os resultados encontrados em (LESAR; HERSCHBACH, 1981) foram usados
como um indicativo de que os autovalores de energia obtidos estdo coerentes. Os resultados
mostram que os espacamentos entre os niveis de energia, para os valores de [ calculados,

diminuem conforme o valor do eixo maior aumenta.
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Anexo A- Solucao para o potencial de Morse via Método de Fatorizacao

Nesse Apéndice estd sendo mostrada a solu¢do para potencial de Morse. No caso
unidimensional estd sendo mostrada a solu¢do andlitica para o estado fundamental, para o
caso tridimensional a solucdo € obtida via método variacional.

Como discutido no capitulo 2, o potencial de Morse tem sido usado para descrever a
curva de potencial, Ey, (R4p), para estudar o aspecto vibracional de moléculas. O potencial
de Morse pode ser escrito como:

Vm(R) = D(e~22(R-Re) _ 2e~a(R-Re)y) (a.1)
onde D é conhecido como a constante de dissociacdo e a € uma constante caracteristica do
sistema, esses parametros D e a podem ser obtidos tanto via equacdo de Schrodinger para a
parte eletronica quanto via dados fenomenoldgicos.

A equagdo para a parte nuclear, eq.(2.6), em uma dimensao é dada por:

1 d?y —2a(R-R —a(R-R _ a.2
~ o aR + D(e 2a(R-Re) _ pg—al( e))q_, = Eq. (a:2)

A solucdo para a eq.(a.2) via formalismo de supersimetria tem sido discutida nas
referéncias (DRIGO FILHO, 1988; BALANTEKIN,1998; COOPER,1993;DRIGO FILHO
2009), nesse anexo iremos apenas tratar do estado fundamental via método de fatorizacao.

Reescrevendo a eq.(a.2) € possivel expressa-la da seguinte maneira:

_C;leiJ + )\2 (e—Z(y_Ye) — Ze_(y_Ye))qJ — EIIJ, (33)
E
onde y = aR, A2 =% =%.

Um superpotencial que satisfaz a equacdo de Ricatti, eq.(3.14), € dado por:
W=-Ae 0V —1)+a (a.4)
onde a € uma constante a ser encontrada via a propria equacao de Ricatti.

Substituindo a eq.(a.4) na eq.(3.14), temos
W2 — W' =2A%(e”0ve) — 1)2 —20A(e7 0¥ — 1) + a2 —A(e” V) = V(y) — ¢
onde V(y) = A2(e 20Ve) — 2e=0ve)), (a.5)
Rearranjando a e eq.(a.5) obtemos
W2 — W' =2%(e207Ye) — 2e=0ve)) + A24+Ae¥ Ve (2a — 1) + o + 201 = V(y) — &. (a.6)
A eq.(a.6) é satisfeita se a = —% e e=—(A+a?+200) =—-A*+21+ i). Pela

definicdo de € a energia do sistema ¢ dada:
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_ e _a?f(Daw)? | paw 1
Bo= £ = 2 (22) 4 22 ] (a.7)

21 a2 a2
e a funcao de onda € dada pela eq.(3.17)
P oc e d Wk ¢ g2 Y TO-y0—) (2.8)

Os demais estados podem ser obtidos pela chamada shape-invariant (DRIGO FILHO,
2009), cujas solucdes para esses estados sao obtidas também de forma analitica.

A solugdo para o Morse tridimensional é obtida de forma aproximada via método
variacional, para isso é obtido uma funcao teste através de um superpotencial aproximado.
Espera-se que esse superpotencial quando substituido na equacdo de Ricatti, gere um
potencial efetivo proximo do potencial usado na equacdo de Schrodinger. Nesse sentido,
espera-se que a funcdo de onda teste obtida pela eq.(3.17) seja apropriada para obter os
autovalores de energia para o sistema.

Em termos do potencial de Morse, a equagdo de Schrodinger para o caso

tridimensional € dada:

2
_ % + )\z(e—z(y—ye) - ze—(y—ye))q; +— l(l+1) Y = ey, (@.9)

lembrando que € feito as mesmas substituicdes feitas na eq.(a.3), sendo 1 o nimero quantico
do momento angular.

O superpotencial usado para esse caso € dado por:
W =A(e ) -2 4 a (a.10)

A justificativa para usar o superpotencial dado acima, eq.(a.10), € que o primeiro

termo € semelhante ao primeiro termo usado no caso unidimensional, eq.(a.4). O uso do termo
1

(;—) € justificado, uma vez que ele recupera o termo aos harmonicos esféricos da eq.(a.9). O

potencial efetivo € encontrado via equacao de Ricatti, eq.(3.14),
dw

Vef:W2 - dy.

(a.11)

Espera-se que o potencial efetivo dado pela eq.(3.14) seja aproximadamente igual ao
termo que acompanha a parte cinética na eq.(a.9). Substituindo a eq.(a.11) na eq.(a.10),

temos:

0+1> 4+ ZM(e—w—ye)) — e~ T-ve) “71 4 20D 5 —(y-ye)

y

= A2 20—Ve) 4 T2

(l+1) 1(0+1)

= A\2e~2(y-ve) 4 (e—(y Ye)) (200\ 2)\ }\) + o + o?. (a.12)

Através da eq.(a.12) vemos que o potencial efetivo se aproxima do termo que

acompanha a parte a cinética da eq.(a.9), nesse sentido o parametro a é deixado como um
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pardmetro variacional. Espera-se que o valor de a que minimiza a energia do sistema deixe o
potencial efetivo mais préximo potencial real.
A funcdo de onda teste € obtida pela eq.(3.17) e € dada por:

P e—dex P e—?\e‘(y'ye)—ya)yl+1_ (a.13)

A energia € obtida minimizando a energia média, eq.(3.9), em funcdo de «. Os
resultados estao sendo mostrados na tabela a.1. Na tabela a.1 também esta sendo mostrados os

valores encontrados na referéncia (MORALES,1989).

Tabela a.1: Resultados encontrados para o Potencial de Morse em trés dimensdes, encontrados via
método variacional usando a func¢do teste dada pela eq.(a.13), E,, e os resultados encontrados por
Morales (1989), En. Os paradmetros usados para a molécula de H, livre s@o dados: D=0.1743608
hartree, a=3.67098197 bohr, r. =1.40198781 bohr e m, = 918.075 m. . Os resultados estdo em

hartree.

l E, Ey Ey - E,

E,

0 -0.16448621 -0.16448254 0.00002
5 -0.15651161 -0.15641607 0.0006
10 -0.13686176 -0.13665964 0.0015
15 -0.1089764 -0.1086971 0.0025
20 -0.076534102 -0.076199684 0.0044

Observa-se pela tabela a.1, que os resultados estdo em concordancia com os resultados
encontrados por Morales (1981), sendo o maior erro percentual de 0.44 % para 1=20. Nesse
sentido, vemos que a funcdo de onda teste, eq. a.13, é adequada para estudar o potencial de

Morse em trés dimensoes.
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