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RESUMO

SANTOS, K. A. C. Técnica de identificacdo de parametros no dominio do tempo utilizando funcdes
ortogonais, Ilha Solteira, 2004 119p. Dissertagdo (Mestrado em engenharia Mecanica — Mecanica

dos Soélidos) — Faculdade de Engenharia, Universidade Estadual Paulista.

Nas técnicas de identificacdo de parametros, procuram-se determinar os valores
desconhecidos pela manipulagdo dos sinais de entrada e saida do sistema. O tratamento e analise de
sinais sdo relativamente recentes na engenharia, sendo que seu desenvolvimento deu-se juntamente
com o dos sensores e condicionadores de sinais € mais recentemente, com os sistemas automaticos
de aquisicao de dados. Varios métodos tém sido propostos para resolver problemas de identificacao,
embora nenhum deles possa ser considerado como sendo universalmente adequado a todas as
situacdes. Conhecendo-se o0s pardmetros dos sistemas, pode-se acompanhar através de
monitoramento e técnicas de identificagdo, a evolugdo de possiveis falhas devido a variacdo destes
parametros. Os processos de identificacdo, a partir de fungdes ortogonais, comegcam com a
constru¢do de uma matriz operacional, o que permite, através de integragdes a conversao de um
conjunto de equagdes diferenciais em um conjunto de equacdes algébricas e consequentemente a
obtencdo dos parametros desconhecidos. Neste trabalho, apresentam-se as técnicas de Identificagdo

de Parametros utilizando as fung¢des ortogonais de Fourier e polinomiais de Legendre e Chebyshev.

Palavras-chave: Polindmios Ortogonais, Identificagao de Parametros, Dominio do Tempo.



ABSTRACT

SANTOS, K. A. C. Parameter identification technique in the time domain using functions
orthogonal, Ilha Solteira, 2004 119p. Master’s Thesis (Mestrado em engenharia Mecanica —

Mecanica dos Solidos) — Faculdade de Engenharia, Universidade Estadual Paulista.

In the parameter identification techniques, it is important to determine the unknown values in
the manipulation of input and output signal of the system. The treatment and analysis of signals are
relatively recent in the engineering, and its development took place with the sensors and the signal
conditioning and recently, with the automatic data acquisition systems. Various methods have been
proposed to solve identification problems, although any of them can be regarded universally
adequate to all the situations. If the parameters of the systems, is known it can be accompanied,
through monitoring and identification techniques, the evolution of possible fault due to the variation
of the parameters. The identification process, from these types of functions, start with the
construction of an operational matrix for the integration of orthogonal bases vectors, which allow
the conversion of a differential equation set to a algebraic equation set, obtaining the unknown
parameters. In this work, the parameter identification techniques used, the orthogonal functions of

Fourier and polynomial of Legendre and Chebysheyv, is presented.

Keywords: Orthogonal polynomials, Parameter identification, Time-Domain.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Um dos fatores de interesse das industrias no desenvolvimento de novas técnicas de detecgao
e localizacdo de falhas ¢ a preocupacgdo com a seguranga de seus sistemas, havendo a necessidade de
supervisao € monitoramento para que as falhas sejam sanadas o mais rapido possivel.

O desenvolvimento de novas técnicas de detec¢do e localizagdo de falhas em sistemas
mecanicos submetidos a carregamentos dindmicos tem evoluido muito nos ultimos anos em fun¢ao
da necessidade cada vez maior das industrias em manter os equipamentos em funcionamento sem
paradas abruptas.

A ciéncia tem dedicado especial atencdo nos ultimos anos a constru¢do de modelos
matematicos capazes de representar o comportamento dindmico dos mais variados tipos de sistemas.
Paralelamente, constata-se o grande interesse cientifico que tem despertado a obtencdo de dados
associados aos fendmenos em observagao, que sejam capazes de levar a um maior conhecimento dos
proprios fenomenos, permitindo a identificacdo de caracteristicas que os representem
convenientemente dentro dos modelos estabelecidos (D’azzo e Houpis, 1988). Particularmente, no
caso dos sistemas mecanicos vibratorios, tem-se que descrever matematicamente seus
comportamentos dinamicos, partindo de modelos fisicos preestabelecidos. Desta forma, escrevem-se
as chamadas equagdes do movimento, com base nas leis basicas que regem os fendmenos
envolvidos. As andlises dindmicas, feitas em seguida, dependem da integracao de tais equacgdes, o

que podem ser feitas tanto por métodos analiticos como numéricos.
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Assim, passa-se a conhecer a resposta do sistema a diferentes tipos de excitagdes, sendo
possivel, daquilo que se aprendeu na analise, elaborar recomendagdes de projeto, introduzindo-se
dentro da engenharia propriamente dita (Emre E Silverman, 1980) e (Frank, 1990). Entretanto,
comumente, nas equagdes diferenciais representativas dos sistemas dindmicos, alguns parametros
sdao desconhecidos, geralmente pela impossibilidade ou inviabilidade de obtencdo de seus valores
através de medidas diretas das grandezas fisicas que eles representam dentro do modelo (Ding et
al., 1994 ). E dentro do contexto acima que se recorrem a técnicas de identificagio de pardmetros
(Chow e Willsky, 1984), (Cooper E Desforges, 1996), (Gertler, 1988) e (Melo, 1998), nas quais se
procuram determinar os valores desconhecidos, pela manipulagdo dos sinais de excitagcdo, de
resposta e das variaveis de estado do sistema.

Nos ultimos anos, tém-se desenvolvido varios métodos para a identificagao de parametros de
sistemas dinamicos utilizando fung¢des ortogonais (Trendafilova et al., 2000), embora nenhum deles
possa ser considerado universalmente adequado a todas as situagdes (Rico e Heydt, 2000). Os
processos de identificagdo a partir destes tipos de fungdes comecam com a construcao de uma matriz
operacional para a integracao de vetores de bases ortogonais, o que permite a conversao de um
conjunto de equagdes diferenciais em um conjunto de equagdes algébricas, que ¢ entdo resolvido
para se obter os pardmetros desconhecidos. Desta forma, apresenta-se uma metodologia unificada
para aplicacao de varios tipos de fungdes ortogonais na identificagdo de sistemas mecanicos de
varios graus de liberdade. O uso de fung¢des ortogonais reduz o problema da anélise de sensibilidade
do vetor de estado, a solucdo de um sistema de equacdes algébricas lineares. Este procedimento
requer a inversao de matrizes que podem ser de ordem elevada ou possuir mal condicionamento
numérico. Vdrias fungdes sdo utilizadas para a identificagdo de parametros de sistemas mecanicos
assim, serdo apresentadas as fungdes de Walsh, Block-Pulse , Fourier e polinomiais de Chebysheyv,
Jacobi e Legendre (Chen e Patton, 1996), (Chen e Hsiao, 1975), (Chen et al., 1977) e (Chow e
Willsky, 1984). Neste trabalho foram implementadas técnicas de identificag¢do utilizando func¢des de

Fourier, Legendre e Chebyshev.
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1.1 - Revisao Bibliografica Estudada

Sera apresentada uma revisdo bibliografica, onde pode-se observar a utilizagdo de funcdes
ortogonais para resolver problemas de dinamica de sistemas mecéanicos, mostrando ser uma

ferramenta eficiente muito utilizada.

Ibrahim, S. R. e Mikulcik, E. C., (1973): E apresentada uma técnica usando a resposta livre do
sistema para estabelecer um modelo matematico que proporcione a determinacdo dos parametros do
sistema. Simulagdes comprovam que a técnica desenvolvida a partir de sistemas com os parametros
concentrados ou distribuidos, tanto na presenca de freqii€éncias naturais proximas quanto com

grandes amortecimentos, apresenta bons resultados.

Paraskevopoulos, P. N., Sparis, P. D. e Mouroutsos, S. G., (1985): E apresentada uma expressao
geral, a qual ¢ analoga as outras expressdes desenvolvidas previamente para outros tipos de fungdes
ortogonais, como as fungdes de Walsh, Block-pulse, Laguerre, Legendre e Chebyshev. Este trabalho
se destina mais especificamente a resolu¢do do problema de integracdo das séries de Fourier. Os
autores desenvolvem uma matriz, denominada Matriz Operacional de Integracdo, que pode ser
utilizada em casos de identificagdo de forcas de excitagdo bem como na estimacdo de parametros.
Devido as propriedades integrais das fung¢des seno e co-seno, a metodologia usada apresenta

melhores resultados para as séries de Fourier que para outros tipos de fungdes ortogonais.

Chang, R.-Y. e Wang, M.-L., (1985): Uma equacao linear ¢ resolvida e pode ser chamada de
M¢étodo dos Polindomios de Legendre. O método ¢ proposto para o problema de estimagdao dos
parametros do sistema. A resposta do sistema ¢ particionada em varios intervalos onde cada
segmento ¢ representado por uma série de polindmios de Legendre. Um algoritmo ¢ proposto para a
resolucao do sistema de equacdes que contém os coeficientes polinomiais de Legendre. Um nimero
pequeno de coeficientes, resultantes da expansao polinomial, ¢ suficiente para alcangar resultados

acurados, obtendo assim um ganho computacional.
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Fritzen, C.-P., (1986): Um procedimento para o calculo das matrizes de inércia, amortecimento e
rigidez de sistemas mecanicos ¢ apresentado a partir dos dados de entrada e saida do sistema. Sao
estimados, como exemplo, os pardmetros fisicos de um sistema vibratorio com presenca de ruidos.

O método apresenta menos sensibilidade a ruidos que alguns outros métodos conhecidos.

Chung, H.-Y., (1987): Neste trabalho ¢ apresentado um método de estimagdo de parametros
baseado numa aproximacgao que resolve a integragdo das séries de Fourier. O algoritmo de resolugao
¢ similar a outros utilizados para 0 mesmo problema em func¢des ortogonais. Desde que a maioria
dos elementos da Matriz Operacional de Integracdo sejam nulos, hd um ganho computacional

consideravel. Além disso, o método apresentado € mais simples que outros conhecidos.

Frank, P. M. e Selinger, R., (1991): E apresentada uma aproximagio por redundancia de modelos
baseados na detecg@o e isolamento de falhas em processos dindmicos. O trabalho também frisa os
defeitos que podem levar a falsos alarmes, como falhas nos atuadores (e/ou em componentes da
planta dindmica e/ou em sensores), erros entre o sistema real e o modelo matematico ou

perturbagdes nas medidas.

Melo, G. P., (1992): Apresenta um método para a identificacio de parametros em sistemas
mecanicos com varios graus de liberdade operando no dominio do tempo. O método baseia-se na
expansdo das fungdes de excitacdo e de resposta do sistema em termos de séries de Fourier e na
transformagdo das equagdes diferenciais do movimento em equagdes algébricas por meio de
integragdes sucessivas, usando a Matriz Operacional de Integragdo. Cita a possibilidade de
identificacao de forgas de excitagdo periodicas através do conhecimento dos parametros do sistema e
da expansdo das respostas. Realiza simula¢des computacionais € um experimento para a

comprovagao das teorias.

Melo, G. P. e Steffen Jr. V., (1993): Aplicando um método para identificagdo de sistemas
mecanicos com varios graus de liberdade operando no dominio do tempo, baseando-se na expansao
das fungdes de excitacdo e de resposta do sistema em termos de series de Fourier e na transformagao
das equagdes diferenciais do movimento em equacdes algébricas através de integragdes sucessivas e

da utilizagdo de uma matriz operacional para integracdo das fungdes que formam aquelas séries. O
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método pode ser resumido em trés etapas fundamentais: a primeira ¢ a expansao da excitagdo e da
resposta em séries de Fourier; a segunda ¢ a integragdo das equacgdes de movimento e emprego de
uma matriz operacional para integracdo das séries de Fourier; e a terceira ¢ a estimativa dos

parametros pelo método dos minimos quadrados.

Wang, D. e Fellow, A. H., (1994): Os autores apresentam um procedimento para a estimacao de
parametros baseado num sistema de elementos finitos no dominio do tempo. Para isto, 0 método nao
requer o conhecimento das entradas do sistema, assim, as entradas podem ser de qualquer natureza.

Foram considerados trés exemplos onde se discute também a presenga de ruidos.

Silva, L. A., (2000): Enfoca trés métodos para a identificacdo das forgas de excitacdo em sistemas
dindmicos, o Método das Coordenadas Modais, que utiliza um conjunto de auto-solucdes
(freqliéncias naturais, massas generalizadas e autovetores); o Método Baseado na Deconvolucao no
Dominio do Tempo, que ¢ constituido por um conjunto de respostas ao impulso; e o Método
Baseado no Modelo Estrutural Inverso, que a partir das equagdes de estado intercambia vetores de

entrada e saida.

Pacheco R.P., (2001): Trata do estudo de métodos do dominio do tempo que utilizam fungdes
ortogonais, aplicados a identificacdo e analise de sensibilidade de sistemas mecanicos. Desenvolve-
se uma metodologia unificada baseada na propriedade de integracdo que tais fun¢des possuem, a
qual permite transformar as equagdes diferenciais em um sistema de equagdes algébricas. A
solucao deste sistema permite identificar parametros modais ou estruturais, for¢as de excitagdo e

condigdes iniciais de deslocamento e velocidade, dependendo do desejado.

Pacheco R.P. e Steffen Jr. V., (2003): E apresentado uma metodologia para identificar parametros
fisicos de sistemas ndo lineares por funcdes ortogonais. Estas func¢des sdo facilmente integradas
usando uma matriz operacional de integracdo. Consequentemente isto possibilita a transformacao da
equacdo diferencial ndo linear de movimento em equagdo algébrica. Depois da manipulagdo

matematica os parametros desconhecidos lineares e nao lineares sdo determinados.
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Este trabalho teve uma influéncia do trabalho de (Melo,1992) e (Pacheco, 2001), onde se
estudou as fungdes ortogonais e dando uma especial atencdo para as fung¢des de Legendre e
Chebyshev na utilizacdo destas funcdes para identificacdo de pardmetros de diversos sistemas

mecanicos excitado sobre diversas maneiras.
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CAPITULO 2

FUNDAMENTOS DO METODO

2.1 - Funcdes ortogonais

Seja um conjunto de fungdes reais ¢, (), k =1,2,3... definidas no intervalo [a,b] € R. Tal

conjunto ¢ dito ortogonal neste intervalo se (Spiegel, 1976):

b
P (D9, (Dd(1) =K (2.1)

a

na qual m, n e k sdo indices utilizados para diferenciar as fun¢des e K ¢ uma constante igual a zero

se m # n e diferente de zerose m=n.

O conjunto de fungdes ¢, (#) ¢ dito ortonormal se for valida a relagao (Spiegel, 1976):

b

G (D¢, ()dt =6, (2.2)

a
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na qual J,,,, denominado delta de Kronecker, se define como “0” se m#n ou “1”se m=n e
¢, (¢) € o conjunto de fungdes ortonormais.
Se o conjunto ¢, (¢) ¢ ortonormal em relacdo a fun¢do densidade ou fungdo peso w(?) na

qual w(z) =0, entdo o conjunto de fungdes ortonormais ¢ obtido através da equacao:

9 (1) = WD), (1), k=1223,. (2.3)
e verifica-se a relagao:

b

¢, (0, (Hw(dt =36, (2.4)

a

Se uma func¢do f(¢)¢é continua ou seccionalmente continua no intervalo [a,b], entdo f(¢)

pode ser expandida em séries de fungdes ortonormais, ou seja:

oc

fo= ¢, (2.5)

n=

Tais séries, chamadas séries ortonormais, constituem generalizagdes das séries de Fourier.

Admitindo que o somatério na Eq. (2.5) convirja para f(¢), pode-se multiplicar ambos os membros

por ¢, (¢) e integra-los no intervalo [a,b], obtendo-se:

¢, = [0)9,(0)dr 2.6)

na qual ¢, sdo os coeficientes generalizados de Fourier.

Neste trabalho, calculam-se estes coeficientes resolvendo a integral dada pela Eq. (2.6)

aplicando a Regra do Trapézio (Hornbeck, 1975).
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Um conjunto finito de fungdes ortonormais possui a seguinte propriedade em relagdo a sua

integracdo sucessiva no intervalo [0,¢]:

L. #o)do” =[P {p(n)} 2.7)

n vezes

na qual: n é o numero de vezes que a fungdo foi integrada, {9, ()} =1{9,(t) 4(t) ... d.(t)} € o

13 2

conjunto finito da série ortonormal e [P] ¢ uma matriz quadrada de ordem “r” com elementos
constantes denominada matriz operacional de integracao.

Na verdade, se for utilizada a base vetorial completa, ou seja, se a série ndo for truncada, a
relagdo obtida na Eq. (2.7) ¢ de igualdade. Porém, na pratica, isto se torna inviavel, devido a ordem

elevada da matriz [P].

2.1.1 - Séries de Fourier

A base vetorial {¢(¢)} das séries de Fourier, no intervalo [0,T], ¢ dada por Spiegel, (1976):

P} ={9,(t) ¢,(t) . 9, (1) @/ (1) ... p (1)} (2.8)

@, () o (1)

na qual:

9, (1) = cos 22

73 (0 =sin 22"

com T = Periodo.

Utilizando as equagdes anteriores, pode-se obter as primeiras func¢des das séries de Fourier:



Po(1) =1
27t x 27t
(1) = COST @)= SGHT
47t x 47t
@,(t) = cos— = 0, (t) = sen——

Uma funcdo f(¢) pode ser expandida em séries de Fourier da seguinte forma:

O =aypy O+ 1a,p, @)+ b0 1)}

1

Na qual os coeficientes de Fourier a, e b, sdo dados por:

~

Lt oa
TO
T
a, :g f(t)cos2 mdt n=1,2,..
TO
T
b =% £(t)sen 2" ar n=1,2,..

(=}
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(2.9)

(2.10)

2.11)

Na pratica, a expansao ¢ feita truncando-se a série com “r” termos (» =2s+1); sendo s o

numero de termos em senos € cossenos.

N

fO=za,0,(0+  {a,0,(O)+b,0,(1)}

(2.12)

Para a obtencao da matriz operacional de integracdo cada funcao da base vetorial ¢ integrada

no intervalo [0,t], Paraskevopoulos e Kekkeris, (1984 ):

t t
p,(0)do= do=t
0 0

(2.13)



0 0 2nrx T s
L " 2nrmo -7 2nmo) T T

wn (O-)dG: sen do‘:_ d(COS — (po (l‘) _ wn (t)
0 0 2nw 0 . —2’17[

Aproximando-se da Eq. (2.13) por uma série truncada de Fourier, resulta:

t t S
0o(0)do = do=t=copy(t)+ Y 1enp, (O +d, 0L ()]

0 0 n=1

Os coeficientes ¢, e d, sdo calculados através das Eq. (2.11), obtendo-se:

c,=T/2
c, =0 n=1,2,...,8
d =-T/nrx n=1,2,...,s

Considerando as Egs. (2.14) a (2.17) tem-se:

lp(0)jdr =[Plig(1)}

0

na qual:

26

(2.14)

(2.15)

(2.16)

2.17)

(2.18)
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Lo o o —L =1 —T |
2 T 2r STT
0 0 0 0 l 0 0
2r
0 0 0 0 0 i 0
4r .
Pl=l o o o - 0 0 0 - — (2.19)
AY/4
r -t 0 0 0 0
2r 2z
r o, =z 0 0 0 0
4z 4r
L 0 0 L 0 0 0
| 257 AY/4
De uma forma mais compacta:
T T~ ;|
= 0  ——lely
2 T
(0} 0  —]
[P]— sx1 SXS r SXS (220)
T - T =~
—{e -—1J7 0
i 27[ { }S 2” [ ]SXS [ ]SXS .
na qual:
1 1 ]
2 ) 1/2 0
e}, ={1/3p (21) [, = 1/3 (2.22)
: 0
1/s i 1/s

Encontra-se no Anexo A, a identificacio dos pardmetros para o sistema de 1 grau de
liberdade utilizando as func¢des de Fourier, onde foi desenvolvida mais detalhadamente esta

metodologia.
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2.1.2 - Polinomios de Legendre

Os polindmios de Legendre p,(z), n=0,1,2,...,obtidos a partir da equagdo diferencial de

Legendre, sio ortogonais no intervalo ze[-1,1] e sdo gerados pela formula recursiva

(Hwang e Chen, 1985) e (Shih e Kung, 1985):
(n+Dp,,,(z2)=2n+Dzp, (z)—np,(2), n=1,23,... (2.23)

com: p,(z)=lep,(z)=z e p ¢ um pardmetro real a ser escolhido. Na Fig. (2.1) encontra-se os
primeiros polindmios de Legendre.
Para o uso pratico dos polindmios de Legendre no intervalo de tempo de interesse, ¢ € [0, ¢ L

¢ necessario fazer uma mudanca no dominio de defini¢do através da seguinte transformacao de

variaveis (Chang e Wang, 1985):

S22 0<t<t, (2.24)

Iy

t . .
), de agora em diante denominados

/

Os polindmios transformados de Legendre p(

L,(t), sdo obtidos a partir da férmula recursiva:

C@aebf2e N n
L,.@)= (n+1) [tf 1L, () (l’l—i—l)LnH(t)’ n=x|] (2.25)

2t

(-1

com L,(t)=1¢e L, (t)=
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Grafico dos Polinémios de Legendre
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Figura (2.1) — Polindmios de Legendre.

Os polinémios transformados de Legendre satisfazem a seguinte relagdo de ortogonalidade

no intervalo [0,7,] (Chang e Wang, 1985):

ty [0 para n #m
L)L, (Hdt={ t bara mn (2.26)
0 (20 +1)

Uma funcdo f(¢#) pode ser aproximada por um numero finito de termos de polindmios

transformados de Legendre:

r

f= fL0 (2.27)

n

n+1"”

naqual: f, = f(¢)L,dt sdo os coeficientes das séries de Legendre.

S =0
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A formula derivativa recursiva dos polindmios transformados de Legendre ¢ dada por:

b (d a4 )
Ln - 2(27’l+1)(dt Ln+1 (t) dt Ln—l (t) (228)

Considerando-se a base vetorial {L(t)}:{LO @ L) ... L, (t)} e integrando-se Eq. (2.24)

de [0, ], obtém-se a matriz operacional de integragdo dos polindmios transformados de Legendre:

t
{L(0)}dz=[P{L(n)} (2.29)
0
na qual:
1 0 0 0 |
P
3 3
PR Ly 1 0
[P]= 7f : S 2 (2.30)
0 o -1 1
2r-3 2r-3
0 0 0 -1 0
L 2r—1
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2.1.3 - Polinomios de Jacobi

Os polindmios de Jacobi podem ser representados em termos de fun¢des hipergeométricas no

intervalo ze [-1,1] (Chou, 1987):

P*A)(z) = (-1)!

(B+1), . —iita+f+1
v ! B+1

1+z
- > (2.31)

na qual: aef sdo parAmetros com « >-1, f>—-1. Na Fig. (2.2) encontra-se os primeiros

polindmios de Jacobi.

(B+1),=(B+1)(B+2)...(B+1)

(/H+1)0:1

A=a+p+1

plhirer Bl ivz | (—f>k<i+z>k(1+zv
‘ B+1 2 | Bk L 2

A férmula de recorréncia para a obtengao dos polindmios de Jacobi é dada por Horng e Chou

(1986):

(2.32)
2ii +a+ B)2i+ o+ f-2)P* P (2)=
(2i+a+ﬁ—l)[(2i+(x+/3)(2i+a+,8—2)z+a2 _/32];;(_016+ﬁ)(z) =23
2(i+a-1)i+B-1)2i+a+ B)P%P) ()
na qual:
PP (z)=1
| (2.33)

PeP)(z) =5[(ﬂ +1)z+a+ B
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A integracao dos polindmios de Jacobi resulta:

" plep) _ i+ (@.5) a-p (@) _
BT Ondw 2[(21- i) Ot i araieaoyt @
(i+a)i+p) COTG+BAD ep .y |

)P,.E”f*” ((2)- (2)

Qi+ A)2i+A-1)i+A-1 (+A-1)G+1)T(B)"°
(2.34)

na qual T'(*) ¢ a fungfio gama.

Grafico dos Polindmios de Jacobi
1 0 T T T

-1 -0.5 0 0.5 1
(Z)

Figura (2.2) — Polindmios de Jacobi.

[

Para a conveniente aplicagdo pratica dos polindmios de Jacobi, a variavel independente “z” ¢

transformada para a varidvel tempo no dominio 7€ [0,7, ], da seguinte forma:
z= 2 1 (2.35)
Ly

Os polindmios transformados de Jacobi sdo definidos por Horng e Chou (1987):



1

1

E sua formula de recorréncia ¢ definida da seguinte forma:

2i(i+a+B)2i+a+p-2)J.(t)=

=(2i+a+,8—1)[(2i+0{+,B)(2i+a+,8—2)(2t/tf “+a? -l 0)-

2i+a-1)i+p-1)2i+a+pB),_, ()
com i=2,3,...
na qual:

Jo(=1

O ==(B+1)+(A+1)/t,

a L (B+1) —iLi+A
Jy = PP /i, ~1]=(-1) ( ! ) 2F1< P
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(2.36)

(2.37)

(2.38)

Os polindmios transformados de Jacobi satisfazem a seguinte relagao de ortogonalidade:

(0

iy

tﬁ(tf—t)"‘J,.(t)Jj(t)dt:{F(i+a+1)1‘(i+,8+1)t A
0 | Qi+Ari+a) 7

(2.39)

A expansdo de uma funcdo arbitrdria f(¢), em uma série truncada de polindmios

transformados de Jacobi ¢ dada por:

I

fo= fJ,@®

-1
i=0

na qual

@i+ ARTG+2) " e ()

fi= rli+a+)ri+B+t"

sdo os coeficientes das séries de Jacobi.

(2.40)

(2.41)
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Das Egs. (2.28) € (2.29), a integracao dos polindmios transformados de Jacobi se torna:

" [ i+A-1 oa-p
J.(wydw=t, J. )+ J.\t)—
. (W)=t (2i+A-1)2i+A-2) alt) (2i+A+1)2i+1-1) ) (2.42)
el g e CUTEEAED
(2i+A-1)2i+1-2) i+ A-1)i+1)(B)
A equagado acima pode ser representada na forma matricial:
t
{J(@)dr =[PKs(e)} (2.43)
0
na qual [P] € a matriz operacional de integracdo dada por:
by ¢ 0 0O 0 0 |
by d; ¢, 0 0 0
b, e d, c 0 0
[P]= t,|bs 0 e dy .. 0 0 (2.44)
br—2 0 0 0 €3 dr—2 Cro
b, 0 0 O 0 e, d._
na qual:
B+1)
b, =| — 2.45
’ (/1+1 (245)
blz[—(a+1)(,8+1)]_F(,B+2) (2.46)
AA+D)(A+2)" 2'AT(B)
p = DL+ S+D (i=2.3....r—1) (2.47)
(+A-D'I(B)
(i+A-1) (i=1,2,....r—1) (2.48)

T it A-D)2i+A-2)
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_ @p o
Qi A+D2i+ A1) (i=L2...,r=1) (2.49)

o= —(+oa+D)(i+[+]1)
Qi+ A+1)i+A)

(i=1,2,,r=2) (2.50)

2.1.4 - Polinomios de Chebyshev

O polinomio de Chebyshev de primeira ordem, denominado de E(z), ¢ a solucdo da equagdo

de Chebyshev definida da seguinte forma (Mohan e Datta, 1988):

d’y dy
-2 )2 -z +2=0 2.51
( Z)d22 Zdz hE ( )

Os polinémios de Chebyshev sdo ortogonais no intervalo ze [—1,1] e sdo definidos como:
P.(z)=cos(icos™ z) (2.52)

ou:

P(z)= FO(— 1y m(l _2) (2.53)

na qual a notagdo | %] significa a fun¢do mais proxima do inteiro. Utilizando a Eq. (2.53), os

primeiros polindmios de Chebyshev sdao dados por:

(z)=1 P3(Z)=4Z3—3Z
(z)=z P(z)=8z" -8z +1 (2.54)
P(z)=22"-1 P,(z)=16z"-202* +5z

v Jo
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Na Fig. (2.3) encontra-se os primeiros polinomios de Chebyshev.

Grfico dos Polinomios de Chebyshev

2 ' ! '
-------- p(0)
............... p(1)
15} T |
. p(3)
— p@
1 .
0.5} |
Al J
0.5+ |
o

Figura (2.3) — Polinomios de Chebyshev.

A fim de resolver problemas praticos, o dominio deve ser transformado para 7€ [0,7,]

através da seguinte transformacao de coordenadas (Chou e Horng, 1985):

=2 (2.55)

Iy

Os polindomios transformados de Chebyshev, P. (2t/ iy — l)le.(t) , sdo obtidos pela férmula

de recorréncia:

(2t ) .
T.(0)=2 =1 L0~ i=1,2,... (2.56)

)
com T,(t)=1e Tl(t):z— .
t.
S
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A condigao de ortogonalidade dos polindmios transformados de Chebyshev ¢:

cron e iz

dt ={z/2 sei=j#0 (2.57)
O;t}f_tj |7 sei=j=0

Uma fungdo do tempo arbitraria f(¢) pode ser aproximada por polindmios de Chebyshev, da

seguinte forma:

r

fO=  £T0) (2.58)

i=

na qual f; sdo os coeficientes da expansdo em série de polindmios transformados de Chebyshev e

1

sdo dados por:

f =k fwdt (2.59)

o ,/tizf —t)

/7 se i=0
na qual: k= .
2w se i#0

A formula derivativa recursiva dos polindmios transformados de Chebyshev ¢ dada por:

dr,(t)

2t(tf —t) a’]

Utilizando a relagdo da Eq. (2.56) na Eq. (2.60) e integrando de [O,t], obtém-se a matriz

=it [T, (1) = T, ()7, (0)] (2.60)

operacional de integracao dos polindmios transformados de Chebyshev:

{r()}dr=[Pir (1)} 2.61)

0

na qual:



1 1 0 0 ..
14 0 J4 0 ..
3 =2 0 16 ...
t . . . o0
Pl=7| @
D=
&)
| 2
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0 0 —|
0
0
4 (; i (2.62)
) A-))
-1
-2

Os polindmios de Chebyshev sdo um caso especial dos polinomios de Jacobi.

2.1.5 - Funcoes Block-Pulse

Um conjunto de fungdes Block-Pulse pode ser definido no intervalo [0, rT ]como

(Palanisamy e Bhattacharya, 1981):

'//,-(t)=lol

foradointervalo

para (i-)T <t<iT ,i=1,2,...,r

(2.63)

A Fig. (2.4) mostra um conjunto com quatro fun¢des Block-Pulse (r=4) no intervalo [0, 1] s.
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Figura (2.4) — Conjunto de fung¢des Block —Pulse (=4, T=0.25 s).

As fungdes Block-Pulse satisfazem a seguinte relagdo de ortogonalidade:

rT

0

0w, =10

T

parai#j

parai=]

39

(2.64)

Uma fungdo f(¢), absolutamente integravel no intervalo [0, rT ], pode ser expandida em

séries de fungdes Block-Pulse (Jiang e Schaufelberger, 1985):

0= Ly

i

na qual f; sdo os coeficientes das fung¢des Block-Pulse dados por:

(2.65)
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fi=— fow 0 (2.66)

A matriz operacional generalizada de integracdo para as fung¢des Block-Pulse ¢ dada por

Wang e Marleau (1987):

1
[Pl=T | ]jl (2.67)

na qual / é o nimero de integragdes sucessivas.

fi =1
fo=i" =2 =1 +(-2)"7 i=2,3...,r

2.1.6 - Funcoes Walsh

As fungdes Walsh podem ser obtidas a partir das fungdes de Rademacher
(Chen e Hsiao, 1975), as quais constituem um conjunto de ondas quadradas de altura unitaria com
periodos iguais a 1, 1/2, 1/4, 1/8, ..., 2D (G=1,2,3,...). As quatro primeiras fungdes Rademacher sao
mostradas na Fig.(2.5). Nota-se que o conjunto envolve apenas func¢des impares e, portanto, ndo €

completo.

As fungdes Walsh constituem um conjunto completo de fungdes ortonormais no intervalo

ze [0,1] e relacionam-se com as fungdes de Rademacher da seguinte maneira:

6, 2) =1, Pl @ i @) n=0,1,,r -1 (2.68)



na qual:

q

q:[log2 n]+1

b,b, , ---b, € a expressdo binaria de “n”.

¢, (z) é an-ésima fungio Walsh

r.(z) éa g-ésima fungio Rademacher

LEI

O S R R
Mz 0

[; 0?2 0.4 ﬂfﬁ CIIB
LE

o o5 oi a5 o5
a0

; 2 o T T

Figura (2.5) - Fun¢des Rademacher.
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Para a aplicagdo das funcdes de Walsh, faz-se a seguinte transformac¢ao de coordenadas:

z=—
Iy

onde 7€ [0,7,] e considera-se, agora, que é(z)= ¢)(t/ t; ): w(t).

As fungoes Walsh satisfazem a seguinte relacdo de ortogonalidade:

(2.69)
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s JO para i # j

; - (2.70)
0 - Ly para 1= j

A Figura abaixo apresenta um conjunto com oito fungdes Walsh (r=8).

1 T T
fy 0
-1k 1 1 1 1
; 3 04 0 [1 5
oy ?
Ml [z [ N &
1 1 1 1 1
i ?
il 0z e O [s
1 1 1 1 1
dy 0
_1 C i i i i
1 0z 04 0 1
M ?
; 02 L4 MRS IR
s O
-TE ] ] 1 1
; 0 04 0f [&
g 0O
_1 L 1 1 1 1
rl I"II'} I"Ildi I“Ifi I"IIR
1
@y 0
_1 C i i i i
] nz 04 )5 nsE 1
t

Figura (2.6) — Fungdes Walsh.

Uma fungéo f(¢) absolutamente integravel no intervalo [0,7, ], pode ser expandida em

séries de Walsh (Shih e Han, 1978), da seguinte forma:
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I

fO= fw 0 @.71)

i

na qual £, sdo os coeficientes da expansao em série de fungdes Walsh, dados por:

1

/ JWw, (t)dt (2.72)

0

fi =

1

Ly
Em funcdo da estrutura das fungdes Walsh, deve-se utilizar um nimero de termos para a

expanso que seja uma poténcia de dois, ou seja, » =27, na qual “” é um niimero inteiro positivo.
Realizando a integracdo das fun¢des Walsh, varias ondas triangulares sdo obtidas (Chen et

al., 1977). Avaliando os coeficientes de Walsh para estas fungdes triangulares, obtém-se a matriz

operacional de integracao para as fungdes Walsh.

| {o@)}dr =[PRw()} (2.73)
1 2 i ! 1
SR ] AR :
e LR
—[1]@: [0](’,) ! d :—2—[] )
[Pl=1,| E--tg-m ot EEEEEEE e (2.74)
;[1]@ ! [Okg !
LIRS

Se a matriz operacional [P]( ¢ particionada em quatro matrizes de iguais dimensoes, a

VXV)

sub-matriz superior esquerda ¢ idéntica a matriz operacional [P] (/2xr2) - Esta regularidade na

estrutura da matriz operacional permite aumenta-la até o numero de termos que se deseja.
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CAPITULO 3

IDENTIFICACAO DE SISTEMAS MECANICOS POR MEIO DE
FUNCOES ORTOGONAIS

O método proposto neste trabalho opera no dominio do tempo, ou seja, utiliza os sinais
temporais do sistema para identificagdo de pardmetros modais (freqliéncias naturais, fatores de
amortecimento ¢ modos de vibrar) e pardmetros estruturais (matrizes de massa, rigidez e
amortecimento). Pode-se utilizar as respostas livres do sistema (deslocamento, velocidade ou
aceleracdo) ou as respostas forgadas dependendo do caso a ser analisado.

A principal caracteristica desta técnica de identificagdo decorre da propriedade do célculo de
integrais das fungdes ortogonais normalizadas, (Chen e Patton, 1996), (Chen e Hsiao, 1975), (Chen
et al., 1977) e (Chow e Willsky, 1984) a qual possibilita a transformacao da equagao diferencial de
movimento do sistema mecanico em uma equagao algébrica cuja resolugdo ¢ muito mais simples e
rapida.

Na seqiiéncia serdo apresentadas as formulagdes para os diversos casos possiveis no que se

refere ao tipo de excitagdo do sistema e tipo do sinal de resposta utilizado.
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3.1 - Sistema Livre — Formulacao Usando o Deslocamento

O desenvolvimento do método parte da equacdo de movimento livre de um sistema mecanico

de N graus de liberdade (Meirovitch, 1986):

M Ex (0 }+ [CRx(0}+ [K Kx(H}={o} (3.1)

Na qual [M], [C] e [K] s@o0, respectivamente, as matrizes de ordem N de inércia, de

amortecimento e de rigidez e {x(t)} ¢ o vetor de deslocamento.

Pré-multiplicando-se a Eq. (3.1) por [M ]_le integrando-a duas vezes no intervalo [0,t],

obtém-se:

t tt

)
{X(t)}—{X(O)}—{X(O)}H[M]I[C]( x(0)idr - {x(0)jt +[M]"[K] {x(7)}dz* =0 (3.2)

0 00

Na qual {x(0)}e{x(0)} sdo os vetores das condig¢des iniciais de deslocamento e velocidade.

(13 2

O sinal {x(z)} ¢ expandido em séries de fungdes ortogonais truncadas com “r ” termos:

{x(0} =[XHo()} (3.3)

na qual [X] ¢ a matriz (Nxr) dos coeficientes da expansao de {x(¢)},

{o()} = {(Dl ) o,(t) ... @, (t)}T ¢ o conjunto de funcdes da série ortogonal truncada.

Substituindo a Eq. (3.3) na Eq. (3.2), tem-se:

| : \
[XJio(6)} — {x(0)} — {x(0)}t + [M]‘I[C][ [X Jip(r)1dT - {x(0)}t +
0
(3.4)

+IM]'[K]  [xJp(o)ydr? ={0}
00
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Para as funcdes ortogonais descritas no Cap. 2 , observa-se que a primeira funcao da série

2

ortogonal ¢ igual a unidade para qualquer instante “ ¢ ”, com excecao da funcdo Block-Pulse.

Portanto, pode-se escrever o seguinte:

{e o)) =1 (3.5)

Na qual {e} é um vetor constante de dimensdes (rxI) cuja forma depende da série ortogonal
utilizada. Para o caso de fun¢des Block-Pulse {e}T ={1 1 .- 1}; para séries de Fourier, Chebyshev,

Legendre, Jacobi e Walsh {e}T ={1 0---0}.

Integrando-se a Eq.(3.5) no intervalo [0, t] e aplicando-se a propriedade de integracao da

base ortogonal da Eq. (2.7) obtém-se:

t=1{e}' [PKo(t)} (3.6)

Na qual [P] ¢ a matriz operacional de integracdo especifica para cada uma destas fungdes.
Encontra-se no Anexo A, a identifica¢do dos parametros para o sistema de 1 grau de liberdade, onde
foi desenvolvida mais detalhadamente esta metodologia.

Substituindo a Eq. (3.5) e a Eq. (3.6) na Eq. (3.4), aplicando a propriedade de integragao da
base ortogonal da Eq. (2.7) e igualando os coeficientes de {#(¢)}, resulta:

A
[{x«))} oy + Ml -MI'e] - mPI]] 8P 67

[x]P]
[x]PP

Fazendo:

[H]{{x«))} x(0)) + M [cHx(0)} - [M]'[c] —[M]'I[Kﬂ (3.8)
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e} ]
_ el [P
V1= e ©2)
[x]PP
[E]=[xX] (3.10)

na qual: [H] ¢ a matriz que contém os parametros e as condi¢des iniciais, [J] e [E] sdo as matrizes
formadas pelos coeficientes de expansdo da resposta do sistema. A Eq. (3.7) pode ser escrita da

seguinte forma:
[H]N,2N+2 [‘]]2N+2,r = [E]N,r (3.11)

Pode-se fazer uma estimativa da matriz [H] através da solugdo normal do método dos

minimos quadrados:

()= [EY (T ) (3.12)

A estimativa de [H], através da Eq. (3.12), fornece os parametros desconhecidos
[M]_1 [K]e[M]_1 [C], e as condigoes iniciais do sistema {X(O)} € {X(O)} .

Escrevendo a Eq. (3.1) do movimento do sistema mecanico no espago de estado, tem-se:

IOTE [ZT{M} (3.13)
{X(t)}l
na qual: {y(t)}=1 . ¢ o vetor de estado.
{x(0)}

[ o] L .
{A—‘ = [_ k] —[M][C] ¢ amatriz (2N X 2N) de estado do sistema.

Encontra-se no Anexo B, o desenvolvimento mais detalhado desta metodologia.
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Uma vez identificada a matriz de estado, determinam-se os parametros modais do sistema

(freqiliéncias naturais, fatores de amortecimento e modos de vibracao), calculando-se os autovalores

e autovetores da matriz {A .

3.2 - Sistema Livre — Formulacao Usando a Velocidade

A formulagdo apresentada a seguir para o caso em que o sinal de saida do sistema mecanico

¢ a velocidade.
Pré-multiplicando-se a Eq. (3.1) por [M ]_1 e integrando-a no intervalo [0,t], obtém-se:

t t t

X(O)dT+[M][C] {x(2)dT+[M]'[K] {x(t)}dT=0 (3.14)
0 0 0
Sabe-se que:
x(0)} — x(0)} = {x(r)dr (3.15)
0
x(0)} — x(0)} = {x(r)dr (3.16)

0

Utilizando a Eq. (3.15) e a Eq. (3.16) na Eq. (3.14), resulta:
(3.17)

) ) t tt ‘\
x(0)} — {x(0)} +[M]7'[C] {x(r)}dH[M]‘l[K]( {x(0)}d7? + {x(0)}t ={0}

0 00
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O sinal {x(¢)} ¢ expandido em séries de fungdes ortogonais truncadas com * r ” termos:

x(0)} =[VI{p(t)} (3.18)

na qual [V] ¢ a matriz (Nxr) dos coeficientes da expansao de {}c(t)}.

Substituindo a Eq.(3.18) na Eq. (3.17), tem-se:

t

’ 3
[V ip(2)}dr* + {x(0)}t =1{0}

00

[V Jg(6)} = {x(0)} +[MT7'[C] [V]{¢(r)}dr+[M]l[K]{

(3.19)

Substituindo a Eq. (3.5) e a Eq. (3.6) na Eq. (3.19), aplicando a propriedade para a integracao

da base ortogonal da Eq.(2.7) e igualando os coeficientes de {¢(¢)}, resulta:

e ]
- 4 A 4 el
{{x(O)} -M]Y[c] -[MIT[K] —[Mm] [K]{x(0>ﬂ - =[] (3.20)
el [P]
Fazendo-se:
[H]{{x(o)} MP'lC) ~MIK] - M K]} Ga1)
o
VP
[/]= V1P (3.22)
el [P]
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E]=[V] (3.23)

a Eq. (3.20) pode ser escrita da seguinte forma:

[H]y a2 [ honen, =[Ely., (3.24)

A estimativa de [H], através da Eq. (3.24), fornece os pardmetros desconhecidos e as

condicdes iniciais do sistema.

3.3 - Sistema Livre — Formulaciao Usando a Aceleracao

Finalmente, se o sinal de saida do sistema for a aceleracdo, multiplica-se a Eq. (3.1) por

[M ]_1 e utilizam-se as relagdes da Eq. (3.15) e da Eq. (3.16), obtendo-se:

{x(r)}+[M]*[C]{ {x(r)}dﬂ{x(on)ﬂM]*[m[ ()37’ +{x(0)}t + {x(0)} =10}

0 00
(3.25)
Expandindo o sinal {x(r)} em séries de fungdes ortogonais truncadas com “ r ” termos,
escreve-se:
x()} =[Alip(1)} (3.26)

na qual [4] é a matriz (N x r) dos coeficientes da expansio de {x()} .

Substituindo a Eq. (3.26) na Eq. (3.25), tem-se:
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i)y + 17" [C]( lkg(r)sdz +{x(0)}) +
0 (3.27)

tt

. 3
+[M]™ [K]( [4lip()}d7* + {x(0)}t + {x(0)} ={0}

00

Substituindo a Eq. (3.5) e a Eq. (3.6) na Eq. (3.27), aplicando a propriedade para a integracao
da base ortogonal da Eq. (2.7) e igualando os coeficientes de{#(¢)}, resulta:

[4]P] 1
-1 -1 : -1 -1 -1 : {e}T _
{—[M] [c] -IM]'[clx(0);-IM]' [K]x(0)y  -[MT'[K] —[M] [K]{x(O)}W L PT =[4]
el [P]
(3.28)
Fazendo:
[H]=[-[M]‘1[C] - [M]'[clix(0); - [M]' [K]ix(0) - [M]'[K] —[M]'I[K]{)'c(O)}»1 (3.29)
[4]P] T
e
[/]= L]PT (3.30)
e} [P]
[E]=[4] (3.31)

a Eq.(3.20) de identificacao pode ser escrita da seguinte forma:

[H ]N,2N+2 [J ]2N+2,r :[E]N,r (3.32)
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3.4 - Sistema Forcado — Formula¢ao Usando o Deslocamento

Se o sistema mecanico for sujeito a forcas de excitagao ¢ possivel identificar as matrizes dos
parametros estruturais, permitindo a geragao do modelo do sistema.
A equacdo de movimento de um sistema mecanico de N graus de liberdade sujeito a

excitacao ¢ dada por:
(M5} + [CRe}+ [K Kx ()} ={£(1)} (3.33)

na qual: {f (t)} ¢ o vetor das forgas de excitagao.

Integrando a Eq. (3.33) duas vezes no intervalo [0,t], obtém-se:

t tt tt

- )
[M]({X(Z)}—{x(O)}—{x(O)}f\HC]{ @YdT—{x(0)}¢ +[K] {x(n)}d7r’= {f(7)}d7°

0 00 00

(3.34)

2

Os sinais {x(¢)}e{f(¢)} sdo expandidos em séries de fungdes ortogonais truncadas com “ r

termos:
{x()} =[X]{g(t)} (3.35)
{f(®)} =[Fl{o(V)} (3.36)

na qual [F]é a matriz (N x r) dos coeficientes da expansdo de {f()}.
Substituindo a Eq. (3.35) e a Eq. (3.36) na Eq. (3.34) obtém-se:
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| ' \
[M]([X]{mr)} —{x(0)} - {x(O)}J + [C]{ (X Jip(r)1dT - {x(0)}t +
0
(3.37)

+[K]1 [Xle()rde* = [Flig()}dr?

00 00

Substituindo a Eq. (3.5) e a Eq. (3.6) na Eq. (3.37), aplicando a propriedade para a integracdo
da base ortogonal da Eq. (2.7) e igualando os coeficientes de {¢(t)}, resulta:

x] T
e}
[[M] ~[MJx(0)} (-[M]ix(0); - [CHx(0)h) [C] [Kﬂ {el'[p] =[F]Pf (3.38)
[x]p]
[x]P
Fazendo:
[H]{[M] -MEx(0)} (-[M]x(0) ~[Cx(0)} [C] [Kﬂ (3.39)
x] 1
{e}
[71=|{e}" [P] (3.40)
[x]P]
[x]PP
[E]=[F]PT (3.41)

a Eq. (3.38) pode ser escrita da seguinte forma:

[H]N,2N+2 [J ]2N+2,r :[E]N,r (3.42)
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Calculando [H] da Eq. (3.42), obtém-se os parametros desconhecidos [M], [C] e [K], e as

condigdes iniciais do sistema {x(0)}e {X(O)} .

3.5 - Sistema Forcado — Formulacido Usando a Velocidade

Integrando a Eq.(3.33) uma vez no intervalo [0,t] , obtém-se:

[M] {}é(f)}d1+[C] {k(z‘)}a’z‘+[K] {x(0)}dr= {f(r)}drt (3.43)

0 0 0 0

Utilizando a Eq (3.15) e a Eq (3.16) na Eq (3.43), resulta:

: : ‘o teo A
[M{x(0)} = [M]{x(0)} +[C] {X(T)}d7+[K]( (D} +{x(O)} = {f(D)}dr  (3.44)
0 00 0
O sinal {X(t)} e {f (t)} sao expandidos em séries de fungdes ortogonais truncadas com “ » ”

termos. Substituindo a Eq. (3.18) e a Eq. (3.36) na Eq. (3.44), tem-se:

_ t tt ‘\ t
(MY Jg(6)} —[M1{x(0)} +[C] [V]{¢(r)}dr+[1<][ Vlig()yde? +{x(0)jt = [Flig(r)idz

00 0

(3.45)

Substituindo a Eq. (3.5) e a Eq. (3.6) na Eq. (3.45), aplicando a propriedade para a integracao
da base ortogonal da Eq. (2.7) e igualando os coeficientes de {¢(¢)}, resulta:
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]
| {e}
{[Ml iy [0 &) KEs}| P =[F ) (3.46)
14Vds
el [P]
Fazendo:
[H]{[M] M) [e] K] Kol (.47
]
{e}
[7]=| 1P (3.48)
145
el [P]
[E]=[F]P] (3.49)
a Eq.(3.46) pode ser escrita da seguinte forma:
[H ]N,2N+2 [J ]2N+2,r :[E]N,r (3.50)

Os parametros desconhecidos e as condi¢des iniciais do sistema sdo obtidos através da

resolugdo da Eq.(3.50).
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3.6 - Sistema Forcado — Formulac¢iao Usando a Aceleraciao

Substituindo a Eq. (3.15) e a Eq. (3.16) na Eq. (3.33), obtém-se:

t

[M]{x(t)}+[c](t{x(r)}dﬂ{x(O)}L[K( ’{x@}dfz+{x(0)}t+{x(0)}\:{f@} (3.51)

0

Expandindo o sinal {x(z)} e {f(r)} em séries de fungdes ortogonais truncadas com “ r

termos e substituindo a Eq. (3.26) e a Eq. (3.36) na Eq. (3.51), resulta:

tt

: . . \
[M][A]{¢(r)}+[01[ [A]{¢(r)}dr+{x(0)ﬂ+[1<1[ [4]ip()}d 7 + {x(0)}t + {x(0)} =[F1{g(0)}

00

(3.52)

Substituindo a Eq.(3.5) e a Eq.(3.6) na Eq.(3.52), aplicando a propriedade para a integracao
da base ortogonal da Eq. (2.7) e igualando os coeficientes de {¢)(t)}, resulta:

N
|A]P]

[[M] [c] ([ckx(o)+[Klx(O)) [K] [Klx(O)|{e}"  =[F] (3.53)
[A]lP]

e} [P]

Fazendo:

]

[H]{[M] [c]  [clx(o) + [K]x(0)  [K] [K]x(0); (3.54)
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[m] ]

[4] P]

[7]=|{e}" (3.55)
[4] P

el [P]

[E]=]F] (3.56)

a Eq. (3.53) de identificagdo pode ser escrita da seguinte forma:

[H]N,2N+2 [J ]2N+2,r =[E]N,r (3.57)

De forma semelhante aos casos anteriores, estimando a matriz [H], através da Eq.(3.57),

obtém-se os parametros desconhecidos e as condi¢des iniciais do sistema.

3.7 — Programa Computacional

Estudamos trés métodos numéricos diferentes para a analise dindmica de sistemas
mecanicos, no dominio do tempo, utilizando o método de fungdes ortogonais. A forma como se
efetua o refinamento ¢ que diferencia os métodos. Estes métodos consistem em uma seqiiéncia de
instrucdes que sao executadas passo a passo, algumas das quais sao repetidas em ciclos. Efetuando
determinados testes, verificamos se foi atingido um resultado préximo o suficiente do resultado
esperado.

Colocamos abaixo um diagrama de fluxo que nos permite ter uma idéia de como foi
realizado os célculos dos métodos.

Apresentamos na Fig. (3.1) o fluxograma geral do programa utilizado para a determinagado
dos parametros utilizando as func¢des ortogonal das Séries de Fourier, polinomios de Legendre e

Chebyshev. A seguir tem-se as etapas principais para o desenvolvimento dos programas.
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(1) Entrada de dados, nimero de graus de liberdade, periodo da amostragem, nimero de termos
da expansao da série, nimero de pontos de amostragem, sinal de resposta e das forcas de

excitagao.

(2, 3 e 4) Define-se o tipo de fun¢do ortogonal a ser utilizada, Fourier, Legendre ou Chebyshev.

Gera-se a base vetorial, truncando a em R termos e a matriz operacional de integracao [P].

(5) Determina-se o coeficiente de expansdo do deslocamento e o coeficiente de expansdo da

forga utilizando a base vetorial.

(6) Obtém-se [H] que ¢ a matriz que contém os parametros estruturais do sistema e as condig¢des

iniciais.

(7) Verifico se o sistema ¢ excitado ou nao ¢ excitado.

(8) Se o sistema ndo & excitado, obtém-se as condi¢des inicias e [M] ™' [K]e [M]™[C].

(9) Se o sistema ¢ excitado, obtém-se os meus pardmetros estruturais (M, C e K) e as condic¢des

iniciais.

(10) Obtém-se a matriz dindmica e calculando-se seus autovalores e autovetores determina-se as

freqiiéncias naturais fatores de amortecimento e os modos de vibrar do sistema.



Fluxograma Geral do Programa

Entrada de Dados (1

v
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Fourier ) Legendre (3) Chebyshev
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v
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de amortecimento e
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Figura (3.1) Fluxograma Geral.
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CAPITULO 4

SIMULACAO COMPUTACIONAL

A fim de verificar a eficiéncia dos métodos de identificagdo foram realizadas simulagdes
computacionais dos métodos das séries de Fourier, Legendre ¢ Chebyshev através da formulagao
usando os deslocamentos como respostas dos sistemas (secao 3.1).

Para a simulagdo computacional, as respostas dos sistemas foram geradas através do método
de Runge-Kutta (Hostetter ¢ Medich, 1973). Para andlise dos métodos das Séries de Fourier,
Legendre e Chebyshev foram realizadas simula¢des para diferentes valores dos parametros do

sistema. Resumindo o processo de simulagao tem-se:

» Geragao dos sinais utilizando o método de Runge-Kutta de Quarta ordem.
» ldentificacdo dos parametros do sistema, a partir do sinal gerado anteriormente, através dos

métodos de Fourier, Legendre e Chebyshev.

4.1 - Sistema mecénico de 2 g.d.l (graus de liberdade)

O sistema simulado constitui-se de uma estrutura de pardmetros concentrados cujo modelo

fisico ¢ apresentado na Fig. (4.1).
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Figura (4.1) Sistema de 2 graus de liberdade.

Para a identificagdo de pardmetros foram gerados 1024 pontos das respostas x,(t) e x,(t) do
sistema dentro do intervalo de tempo considerado e calculados os termos de Fourier, Legendre e
Chebyshev, truncando-se as séries para um dado nimero de termos (r), através de rotinas
computacionais.

Para cada situacdo ¢ calculada a diferenga relativa entre os valores identificados e os valores

tedricos. Esses resultados sao mostrados nas tabelas referentes a cada exemplo.

4.1.1 - Métodos das Séries de Fourier

Exemplo 1: Sistema livre.

Foi simulado o sistema da Fig. (4.1) constituido dos seguintes valores de parametros e
condi¢cdes iniciais, truncando a série para r=20 termos de Fourier: (Em Melo, 1992 que se
desenvolveu a metodologia de Fourier, foi concluido que 20 termos ¢ um truncamento ideal para o
processo).

M;=M,=5 kg,

C:1=20 Ns/m, C,=30 Ns/m, C3=40 Ns/m,

K;=600 N/m, K,=500 N/m, K5=400 N/m,

x,(0) =0,025 m, x,(0)=-0,075 m,

x(0)=2 m/s, x2(0)=-2 mJs,

t,=0s, t, = 1s, (intervalo de amostragem)

f(t)=0N, f,(¢)=0N.
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Ja na tabela (4.1) observam-se as diferengas relativas entre os parametros teoricos € os
identificados através da utilizacdo das séries de Fourier e no grafico da Fig. (4.2) verificam-se os
sinais dos deslocamentos das duas massas em fun¢@o do tempo. Nas tabelas sdo apresentados dois

algarismos significativos mas para os calculos foram utilizados oito algarismos significativos.

Tabela (4.1) Resultados da Identificagdo dos Parametros utilizando Fourier para um sistema livre (r = 20)

Modo  [Parametros Valor Valor Diferenca
Teorico Identificado Relativa (%)
1 , (rad/s) 10,24 10,17 0,68
0, (rad/s) 9,63 9,62 0,02
€ 0,32 0,32 0,06
Yo/Y 1 (*%) (1,06-0,351) (1,06-0,351) 0,18(*)
2 , (rad/s) 16,78 16,94 0,95
, (rad/s) 14,50 14,51 0,12
€ 0,52 0,52 0,06
Yo/Y 1 (F%) (-0,96-0,511) (-0,96-0,511) 0,04(*)
Ci[Ns/m] 20,00 20,07 0,35
C>[Ns/m] 30,00 29,98 0,07
C3[Ns/m] 40,00 40,00 0,00
K [N/m] 600,00 600,03 0,00
K,[N/m] 500,00 501,11 0,22
K5[N/m] 400,00 400,03 0,01

(*) diferenca relativa dos valores em modulo. (**) modos de vibrar normalizados.

Na qual temos que:

o, = Freqiiéncia natural;
o, = Freqiliéncia natural amortecida;

& = Fator de amortecimento;

sendo que:

®, =0, 1-E°
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Figura (4.2) Grafico de deslocamento em fung¢éo do tempo para um sistema livre de 2 graus de
liberdade.

Exemplo 2: Sistema livre.

Agora utilizando o mesmo sistema da Fig. (4.1), adotando-se os seguintes valores de
parametros e condigdes iniciais:

M;=M,=5 kg,

C;=30 Ns/m, C,=40 Ns/m, C3=50 Ns/m,

K;=600 N/m, K,=500 N/m, K5=400 N/m,

x,(0) =0,025 m, x,(0)=-0,075 m,

x(0)=2 m/s, x2(0)=-2 mys,

t,=0s, ¢, = 1s, (intervalo de amostragem)

f,(t)=0N, f,(¢)=0N.
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Observam-se na tabela (4.2) as diferengas relativas entre os parametros teoricos € oS
identificados através da utilizagdo das séries de Fourier. Nas tabelas sdo apresentados dois

algarismos significativos mas para os célculos foram utilizados oito algarismos significativos.

Tabela (4.2) Resultados da Identificagdo dos Pardmetros utilizando Fourier para um sistema livre (= 20)

Modo [Parametros Valor Valor Diferenca
Teorico Identificado Relativa (%)

1 , (rad/s) 10,24 10,25 0,09
, (rad/s) 9,35 9,37 0,01
3 0,41 0,42 0,48

Yo/Y1(**) | (0,99-0,351) (0,99-0,361) 0,32(*)
2 W, (rad/s) 16,78 16,81 0,18
, (rad/s) 12,03 12,05 0,16
3 0,69 0,71 0,69

Yo/Y1(**) | (-1,13-0,571) (-1,14-0,571) 0,70(*)
C[Ns/m] 30,00 30,03 0,11
C,[Ns/m] 40,00 40,08 0,21
C3[Ns/m] 55,00 49,97 0,06
K/ [N/m] 600,00 599,98 0,003
K,[N/m] 500,00 501,42 0,22
K;[N/m] 400,00 400,05 0,01

(*) diferenca relativa dos valores em modulo. (**) modos de vibrar normalizados.

Exemplo 3: Sistema excitado harmonicamente.

Novamente para o sistema da Fig. (4.1), constituido dos seguintes valores, temos:
M;=M,=5 kg,

C;=30 Ns/m, C,=20 Ns/m, C3=15 Ns/m,

K;=700 N/m, K,=500 N/m, K5=450 N/m,

x1(0)=0m, x,(0)=0m,

x(0)=0 m/s, x2(0)=0m/s,

t,=0s,1,=1s, (intervalo de amostragem)

f,(t)=200 sen (30t) N, f,(¢)=150 sen (20t) N.
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Na tabela (4.3) observam-se as diferencas relativas entre os parametros tedricos € 0s
identificados através da utilizagao das séries de Fourier e no grafico da Fig. (4.3) verificam - se os
deslocamentos das duas massas em funcdo do tempo. Nas tabelas sdo apresentados dois algarismos

significativos mas para os célculos foram utilizados oito algarismos significativos.

Tabela (4.3) Resultados da Identificagdo dos Parametros utilizando Fourier para um sistema excitado
harmonicamente (r = 20)

(*) diferenca relativa dos valores em modulo. (**) modos de vibrar normalizados.

Modo | Parametros Valor Valor Diferencga
Teorico Identificado Relativa (%)

1 , (rad/s) 10,59 10,58 0,02
, (rad/s) 10,37 10,37 0,03
3 0,20 0,20 0,19

Yo/Y 1 (*%) (1,29-0,061) (1,29-0,071) 0,02(*)
2 , (rad/s) 17,82 17,84 0,06
, (rad/s) 16,65 16,66 0,07
& 0,36 0,36 0,03

Y)Y (**) | (-0,75-0,061) | (-0,75-0,061) 0,46(*)
Ci[Ns/m] 30,00 30,07 0,23
C,[Ns/m] 20,00 19,97 0,15
C;3[Ns/m] 15,00 15,03 0,20
K;[N/m] 700,00 700,29 0,04
K,[N/m] 500,00 502,23 0,45
K;[N/m] 450,00 446,97 0,67
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Figura (4.3) Grafico do deslocamento em func¢ao do tempo para um sistema de 2 graus de liberdade
excitado harmonicamente.

Com varias simulagdes computacionais, verificam-se que as diferencas relativas entre os
valores dos pardmetros, @y, ®, € &, tedricos e simulados tendem a zero & medida que o nimero de
termos das Séries de Fourier aumenta, até o0 momento em que comegam ocorrer acumulos de erros
computacionais, portanto teremos uma boa aproximacao se truncarmos as Séries de Fourier em 20

termos.

4.1.2 - Método de Legendre

Exemplo 4: Sistema livre.

Agora utilizando o mesmo sistema da Fig. (4.1), adotando-se os seguintes valores de
parametros e condigdes iniciais:

M;=M,=5 kg,

C;=30 Ns/m, C,=40 Ns/m, C3=50 Ns/m,
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K,=600 N/m, K,=500 N/m, K;=400 N/m,
x,(0) =0,025 m, x,(0)=-0,075 m,
x1(0)=2 m/s, x2(0)=-2 m/s,

t,=0s,1,=1s, (intervalo de amostragem)
f(t)=0N, f,(r)=0N.

Foram realizadas simulag¢des truncando as fung¢des de Legendre em varios valores. A
resposta do sistema ¢ apresentada na Fig. (4.4). Nas tabelas sdo apresentados dois algarismos

significativos mas para os calculos foram utilizados oito algarismos significativos.

Grafico do Sistema de 2gdl
008 T T T T T

x1(t)
x2(t) |1

0.06

0.04

0.02

-0.02

Deslocamneto (m)

-0.04

-0.06

-0.08

-0.12 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tempo(s)

Figura (4.4) Grafico de deslocamento em fung¢éo do tempo para um sistema livre de 2 graus de
liberdade.
Nas tabelas que seguem podem-se observar as diferengas relativas entre os parametros
tedricos e os identificados para varios valores de termos de expansao (r) pretendendo-se obter uma
faixa de aplicacdo ideal para truncamento da base vetorial e consequentemente da matriz

operacional de integracao (P).
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Para r=5 tem-se:

Tabela (4.4) Resultados da Identificacdo dos Pardmetros utilizando Legendre para um sistema livre (r = 5)

Modo | Parametros Valor Valor Diferenca
Teorico Identificado | Relativa (%)

1 W, (rad/s) 10,24 10,46 2,09
, (rad/s) 9,30 8,97 3,56
& 0,41 0,51 22,67

Yo/Y 1 (**%) | (0,99-0,351) | (0,43-0,601) 29,07(%)
2 , (rad/s) 16,78 13,04 22,32
, (rad/s) 12,03 10,16 15,57
& 0,69 0,62 10,09

Yo/Y (**) | (-1,13-0,571) | (-0,55-0,671) 31,53(%)
Ci[Ns/m] 30,00 21,35 28,81
C,[Ns/m] 40,00 35,02 11,74
C;[Ns/m] 50,00 44,13 12,45
K;[N/m] 600,00 459.9 23,35
K,[N/m] 500,00 373,48 25,30
K;[N/m] 400,00 272,82 31,80

(*) diferenca relativa dos valores em modulo. (**) modos de vibrar normalizados.
Para =10 tem-se:

Tabela (4.5) Resultados da Identificacdo dos Pardmetros utilizando Legendre para um sistema livre (r = 10)

Valor Valor Diferenca
Modo | Parametros Tedrico Identificado | Relativa (%)

1 W, (rad/s) 10,24 10,24 0,00
, (rad/s) 9,30 9,30 0,00
& 0,41 0,41 0,02

Y /Y1 (**) | (0,99-0,351) |(0,99-0,351) 0,00(*)
2 , (rad/s) 16,78 16,78 0,02
, (rad/s) 12,03 12,03 0,01
& 0,69 0,69 0,01

Yo/Y 1 (*%) | (-1,13-0,57i) |(-1,13-0,57i) 0,02(*)
Ci[Ns/m] 30,00 29,99 0,03
Cy[Ns/m] 40,00 39,99 0,02
C;3[Ns/m] 50,00 50,00 0,00
K;[N/m] 600,00 600,00 0,00
K5[N/m] 500,00 499,84 0,03
K;[N/m] 400,00 399,90 0,03

(*) diferenca relativa dos valores em modulo. (**) modos de vibrar normalizados.
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Nos sistemas de 2 graus de liberdade observa-se uma convergéncia muito boa a partir de 10
termos, pois ndo foram considerados ruidos aleatério e/ou sistematicos geralmente presentes nos
sistemas.

A diferenga relativa de erro permanece muito pequena até por volta de =150 quando comeca

a aumentar devido ao acimulo de erros computacionais.

4.1.3- Método de Chebyshev

Exemplo 5: Sistema livre.
Para o mesmo sistema do exemplo anterior (exemplo 4) temos:

Para r=5 tem-se:

Tabela (4.6) Resultados da Identificagdo dos Parametros utilizando Chebyshev para um sistema livre (r = 5)

Valor Valor Diferenca
Modo | Parametros Teorico Identificado | Relativa (%)
1 , (rad/s) 10,24 9,99 2,51
, (rad/s) 9,30 8,72 6,20
& 0,41 0,48 16,11
Yo/Y1(**) | (-0,99-0,351) | (0,77-0,071) 25,89(*)
2 W, (rad/s) 16,78 14,40 14,17
, (rad/s) 12,03 9,79 18,62
& 0,69 0,73 5,21
Yo/Y 1 (**) | (-1,13-0,571) | (-0,78-0,571) 23,83(*)
Ci[Ns/m] 30,00 38,54 28,47
C,[Ns/m] 40,00 35,52 11,20
C3[Ns/m] 50,00 44,72 10,56
K, [N/m] 600,00 412,68 31,22
K,[N/m] 500,00 441,40 11,72
K;[N/m] 400,00 253,14 36,72

(*) diferenca relativa dos valores em modulo. (**) modos de vibrar normalizados.
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Tabela (4.7) Resultados da Identificagdo dos Parametros utilizando Chebyshev para um sistema livre (r = 10)

(*) diferenca relativa dos valores em modulo. (**) modos de vibrar normalizados.

Para r=20 tem-se:

Valor Valor Diferenca
Modo | Parametros Tedrico Identificado | Relativa (%)

1 W, (rad/s) 10,24 10,24 0,02
, (rad/s) 9,30 9,30 0,01
& 0,41 0,41 0,14

Yo/Y1(**) | (0,99-0,351) | (0,99-0,351) 0,02(*)
2 o, (rad/s) 16,78 16,81 0,17
W, (rad/s) 12,03 12,04 0,04
& 0,69 0,69 0,13

Yo/Y 1 (**) | (-1,13-0,571) |(-1,14-0,571)| 0,14(*)
Ci[Ns/m] 30,00 30,11 0,37
Cy[Ns/m] 40,00 40,07 0,18
C;3[Ns/m] 50,00 50,03 0,06
K;[N/m] 600,00 599,50 0,08
K,[N/m] 500,00 501,80 0,36
K;[N/m] 400,00 400,70 0,17

Tabela (4.8) Resultados da Identificacdo dos Parametros utilizando Chebyshev para um sistema livre (r = 20)

(*) diferenca relativa dos valores em modulo. (**) modos de vibrar normalizados.

Modo | Parametros Valor Valor Diferenca
Teorico Identificado | Relativa (%)

1 , (rad/s) 10,24 10,24 0,00
, (rad/s) 9,30 9,30 0,00
& 0,41 0,41 0,00

Yo/Y 1 (*%) (0,99-0,351) | (0,99-0,351) 0,00(*)
2 , (rad/s) 16,78 16,78 0,00
, (rad/s) 12,03 12,03 0,00
& 0,69 0,69 0,00

Yo/Y 1 (**) | (-1,13-0,571) | (-1,13-0,571) 0,00(*)
Ci[Ns/m] 30,00 30,00 0,00
C,[Ns/m] 40,00 40,00 0,00
C;3[Ns/m] 50,00 50,00 0,00
K [N/m] 600,00 600,00 0,00
K,[N/m] 500,00 500,00 0,00
K;3[N/m] 400,00 400,00 0,00
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4.2 - Sistema mecanico de 3 g.d.l (graus de liberdade)

O sistema simulado constitui-se de uma estrutura de parametros concentrados, cujo modelo

fisico ¢ apresentado na Fig. (4.5) com a diferenca de que este apresenta trés graus de liberdade, que

sera apresentado nos exemplos que seguem:

S I 5 3] ——= 2y ——== 31
N S| B S5 — = x3
AN AN L AAAA
_|:|— M1 —|j— M2 —|j— M3
D

Figura (4.5) Sistema de 3 graus de liberdade.

4.2.1 - Método de Fourier

Exemplo 6: Sistema livre.

Para um sistema mecéanico de 3 gdl tem-se:
M=M= M;=5 kg,
C;=20 Ns/m, C,=30 Ns/m, C3=40 Ns/m, C4=50 Ns/m,
K;=600 N/m, K,=500 N/m, K3=400 N/m, K4=400 N/m,
x,(0)=0,025 m, x,(0)=-0,075 m, x3(0)=0m,
X1 (0)=2m/s, x> (0)=-2 mJs, x3(o) =0m/s
t,=0s, i, = 1s,
f(£)=0N, f,(¢£)=0N, f,(t)=0N.

Observam-se na tabela (4.9) as diferencas relativas entre os valores teodricos € os

identificados através da utilizacdo das séries de Fourier, com 20 termos e no grafico da Fig. (4.6)
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verificam-se os deslocamentos em funcao do tempo das trés massas. Nas tabelas sdo apresentados

dois algarismos significativos mas para os calculos foram utilizados oito algarismos significativos.

Tabela (4.9) Resultados da Identificagdo dos Pardmetros utilizando Fourier para um sistema livre (r = 20)

Modos |Parametros Valores Valores Diferenca
Teoricos Identificados |Relativa (%)
1 ®, (rad/s) 7,72 7,72 0,01
®, (rad/s) 7,39 7,39 0,01
3 0,29 0,29 0,04
Yo/Y (**) | (1,55-0,321) | (1,55-0,321) 0,06(*)
Y3/Y (%) | (1,02-0,431) | (1,02-0,431) 0,04(*)
2 ®, (rad/s) 15,45 15,495 0,28
®, (rad/s) 10,195 10,205 0,09
3 0,75 0,75 0,14
Yo/Y 1 (**) | (-0,89-2,651) | (-0,96-2,601) 0,78(*)
Y3/Y1(**) |(-0,65+4,0451)| (-0,52+3,971) 2.30(*)
3 O, (rad/s) 15,29 15,27 0,13
®, (rad/s) 13,51 13,49 0,11
& 0,47 0,47 0,07
Yo /Y 1 (**%) | (-0,38-0,481) | (-0,38-0,481) 0,34(*)
Y3/Y1(**) | (-0,56+0,25) [(-0,56+0,251) 0,20(*)
C[Ns/m] 20,00 19,73 1,35
C, [Ns/m] 30,00 30,27 0,90
C; [Ns/m] 40,00 40,59 1,48
C4 [Ns/m] 50,00 49,42 1,16
K; [N/m] 600,00 597,34 0,44
K, [N/m] 500,00 503,75 0,75
K5 [N/m] 400,00 404,72 1,18
K4 [N/m] 400,00 395,28 1,18

(*) diferenca relativa dos valores em modulo. (**) modos de vibrar normalizados.
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Figura (4.6) Sinal obtido de um sistema de 3 graus de liberdade livre.

Exemplo 7: Sistema excitado harmonicamente.

Para um sistema mecéanico de 3 gdl tem-se:

M]Z M2: M3: 5 kg,

C;=20 Ns/m, C,=30 Ns/m, C3=40 Ns/m, C4=50 Ns/m,
K;=600 N/m, K,=500 N/m, K53=400 N/m, K4=400 N/m,
%(0)=0m, x,(0)=0m, x3(0)=0m,

X1 (0)=0m/s, x> (0)=-0 m/s, x3(0) =0m/s

t,=0s, i, = 1s,

f, (¢) = 100sen(20t) N, f,(¢) = 150sen(30t) N, f,(t) =200sen(50t) N.

73
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Tabela (4.10) Resultados da Identificagdo dos Parametros utilizando Fourier para um sistema excitado

harmonicamente (r = 20

Modos |Parametros Valores Valores Diferenca
Teoricos Identificados | Relativa (%)

1 ®, (rad/s) 7.72 7.72 0.02
®, (rad/s) 7.39 7.39 0.02
3 0.28 0.28 0.01

Yo/Y 1 (**) |(-0.21-0.461) | (-0.22 —0.461) 0.86(*)
2 ®, (rad/s) 15.44 15.47 0.18
®, (rad/s) 10.19 10.19 0.00
& 0.75 0.75 0.14

Yo/Y 1 (**%) |(-0.88 —2.641)| (-0.96 —2.691) 2.59(*)
3 ®, (rad/s) 15.29 15.30 0.07
®, (rad/s) 13.50 13.53 0.18
& 0.46 0.46 0.86

Yo/Y 1 (**%) |(1.54 +0.311) | (1.54 -0.311) 0.05(*)
C[Ns/m] 20,00 19.97 0.15
C, [Ns/m] 30,00 30.04 0.13
C; [Ns/m] 40,00 39.88 0.30
C4 [Ns/m] 50,00 50.20 0.40
K; [N/m] 600,00 603.75 0.63
K, [N/m] 500,00 497.12 0.58
K5 [N/m] 400,00 392.99 1.75
K4 [N/m] 400,00 412.16 3.04

(*) diferenca relativa dos valores em modulo. (**)modos de vibrar normalizados.

Observam-se na tabela (4.10) as diferencas relativas entre os valores teoricos e os

identificados através da utilizagdo das séries de Fourier, com 20 termos.

4.2.2 - Método de Legendre

Exemplo 8: Sistema excitado harmonicamente.

Para um sistema mecéanico de 3 gdl tem-se:
M]Z Mzz M3: 5 kg,
C;=20 Ns/m, Cy=30 Ns/m, C3=40 Ns/m, C4=50 Ns/m,



75

K;=600 N/m, K»=500 N/m, K5=400 N/m, K4=400 N/m,
x(0)=0m, x,(0)=0m, x3(0)=0m,

xl(O) =0 m/s, x> (0)=0 mJs, xg(O) =0m/s

t,=0s, i, = 1s,

f,(¢) = 100sen(20t) N, f,(¢) = 150sen(30) N, f,(¢) =200sen(50t) N.

Podem-se observar nas tabelas (4.11) e (4.12) as diferencas relativas entre os valores teoricos
e os identificados através da utilizacdo do método de Legendre para 25 e 30 termos de truncamento
(r) da base vetorial. No grafico da Fig. (4.7) podem-se verificar os sinais dos deslocamentos em
funcdo do tempo para um sistema de trés massas. Nas tabelas sdo apresentados dois algarismos

significativos mas para os calculos foram utilizados oito algarismos significativos.

015 Grafico do Sistema de 3 gdl
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Figura (4.7) Grafico de deslocamento em fungao do tempo para um sistema de 3 graus de liberdade
excitado harmonicamente.
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Para r=25 temos:

Tabela (4.11) Resultados da Identificagdo dos Parametros utilizando Legendre para um sistema excitado
harmonicamente (r = 25)

(*) diferenca relativa dos valores em modulo. (**) modos de vibrar normalizados.

Modo | Parametros Valor Valor Diferenca
Teorico Identificado Relativa (%)

1 ®, (rad/s) 7,72 7,70 0,24
©, (rad/s) 7,39 7,37 0,25
& 0,28 0,28 0,13

Yo/Y 1 (*%) | (1,54-0,311) (1,54-0,311) 0,21(*)

Y3/Y 1 (%*%) | (1,01-0,431) (1,03-0,431) 1,29(*)
2 ®, (rad/s) 15,44 15,87 2,79
©, (rad/s) 10,19 13,51 5,29
3 0,75 0,47 1,91

Yo/Y 1 (**%) | (-0,88-2,641) (-1,11-2,451) 3,50(*%)

Y3/Y1(**%) | (-0,65+4,041) | (-0,16+3,711) 9,47(%)
3 ®, (rad/s) 15,29 15,22 0,42
®, (rad/s) 13,50 13,52 0,12
& 0,46 0,45 1,95

Yo/Y 1 (**%) | (-0,38-0,481) (-0,34-0,441) 8,10(*)

Y3/Y1(**%) |(-0,55+0,241) | (-0,58+0,191) 0,97(*)
C[Ns/m] 20,00 19,98 0,06
C,[Ns/m] 30,00 30,01 0,03
C;[Ns/m] 40,00 38,94 2,65
C4[Ns/m] 50,00 50,63 1,27
K;[N/m] 600,00 600,76 0,13
K,[N/m] 500,00 499,67 0,07
K;[N/m] 400,00 425,33 6,33
K4[N/m] 400,00 408,16 2,04




Para r=30 temos:

Tabela (4.12) Resultados da Identificacdo dos Parametros utilizando Legendre para um sistema excitado

harmonicamente (r = 30)

(*) diferenca relativa dos valores em modulo. (**) modos de vibrar normalizados.

Modo | Parametros Valor Valor Diferenca
Teorico Identificado Relativa (%)

1 ®, (rad/s) 7,72 7,72 0,00
©, (rad/s) 7,39 7,39 0,00
& 0,28 0,28 0,00

Yo/Y 1 (**%) | (1,54-0,311) (1,54-0,311) 0,00(*)

Y3/Y (%) | (1,01-0,431) (1,01-0,431) 0,00(*)
2 ®, (rad/s) 15,44 15,44 0,00
®, (rad/s) 10,19 10,19 0,00
3 0,75 0,75 0,00

Yo/Y 1 (**) |(-0,88-2,641)| (-0,88-2,641) 0,01(%

Y3/Y1(*¥*) |(-0,65+4,041)| (-0,65+4,041) 0,01(%
3 ®, (rad/s) 15,29 15,29 0,00
®, (rad/s) 13,50 13,50 0,00
& 0,46 0,46 0,00

Yo /Y 1 (**) |(-0,38-0,481)| (-0,38-0,481) 0,01(*%

Y3/Y1(**%) |(-0,55+0,241)| (-0,55-0,241) 0,01(*)
Ci[Ns/m] 20,00 19,99 0,01
Co[Ns/m] 30,00 30,00 0,00
Cs[Ns/m] 40,00 40,00 0,00
C4[Ns/m] 50,00 49,99 0,01
K/ [N/m] 600,00 600,00 0,00
K,[N/m] 500,00 500,00 0,00
K;[N/m] 400,00 400,07 0,02
K4[N/m] 400,00 399,83 0,04
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Verificam-se que a diferenca relativa permanece constante ¢ muito proxima de zero para

valores de r até aproximadamente 180.
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4.2.3 - Método de Chebyshev

Exemplo 9: O mesmo sistema simulado anteriormente foi analisado utilizando o método de
Chebyshev como constam nas tabelas abaixo. Nas tabelas sdo apresentados dois algarismos

significativos mas para os calculos foram utilizados oito algarismos significativos.

Para r=25 tem-se:

Tabela (4.13) Resultados da Identificagdo dos Pardmetros utilizando Chebyshev para um sistema excitado
harmonicamente (r = 25)

(*) diferenca relativa dos valores em moédulo. (**) modos de vibrar normalizados.

Modo | Parametros Valor Valor Diferenca
Teorico Identificado | Relativa (%)

1 ®, (rad/s) 7,72 7,70 0,27
®, (rad/s) 7,39 7,37 0,31
3 0,28 0,28 0,45

Yo/Y 1 (**) (1,54-0,31) | (1,55-0,311) 0,30(*)

Y3/Y 1 (**) (1,01-0,431) | (1,02-0,441) 0,81(*)
2 ®, (rad/s) 15,44 14,58 5,57
®, (rad/s) 10,19 9,55 6,28
3 0,75 0,75 0,58

Yo/Y1(**) | (-0,88-2,641) | (-0,42-2,661) 3,40(*)

Y3/Y1(**) | (-0,65-4,041) |[(-1,81+3,621) 1,14(%)
3 ®, (rad/s) 15,29 15,26 0,21
®, (rad/s) 13,50 13,34 1,19
3 0,46 0,48 3,43

Yo/Y 1 (**) | (-0,38-0,481) | (-0,40-0,561) 12,66(*)

Y3/Y1(**) | (-0,55-0,241) |(-0,51+0,291) 2,64(*)
C[Ns/m] 20,00 20,00 0,01
C,[Ns/m] 30,00 30,00 0,01
C;3[Ns/m] 40,00 40,04 0,10
C4[Ns/m] 50,00 46,35 7,28
K, [N/m] 600,00 598,30 0,28
K,[N/m] 500,00 500,90 0,18
K;3[N/m] 400,00 396,00 1,00
K4[N/m] 400,00 306,20 23,45
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Para R=35 temos:

Tabela (4.14) Resultados da Identificagdo dos Parametros utilizando Chebyshev para um sistema excitado
harmonicamente (r = 35)

Modo| Parametros Valor Valor Diferenca
Teorico Identificado Relativa(%)
1 O, (rad/s) 7,72 7,72 0,00
©, (rad/s) 7,39 7,39 0,00
& 0,28 0,28 0,00
Yo/Y 1 (*%) | (1,54-0,31) | (1,54-0,311) 0,03(*)
Y3/Y 1 (*%) | (1,01-0,431) | (1,01-0,431) 0,06(*)
2 ®, (rad/s) 15,44 15,44 0,00
®, (rad/s) 10,19 10,19 0,00
3 0,75 0,75 0,00
Yo/Y 1 (**%) | (-0,88-2,641) | (-0,88-2,641) 0,10(%)
Y3/Y1(**%) | (-0,65-4,041) | (-0,66+4,041) 0,09(%)
3 ®, (rad/s) 15,29 15,29 0,00
®, (rad/s) 13,50 13,50 0,00
& 0,46 0,46 0,01
Yo/Y 1 (**) |(-0,38-0,481) | (-0,38-0,481) 0,18(*)
Y3/Y 1 (**%) | (-0,55-0,241) | (-0,55+0,241) 0,11(%
C[Ns/m] 20,00 20,00 0,00
Cy[Ns/m] 30,00 30,00 0,00
C;[Ns/m] 40,00 40,00 0,00
C4[Ns/m] 50,00 50,00 0,00
K [N/m] 600,00 600,00 0,00
K,[N/m] 500,00 500,00 0,00
K;[N/m] 400,00 400,00 0,00
K4[N/m] 400,00 400,00 0,00

(*) diferenca relativa dos valores em moédulo. (**) modos de vibrar normalizados.

4.3 - Sistema Mecanico com Adicao de Ruido Aleatério ao Sinal de Entrada

Realizou-se um estudo da consisténcia ou sensibilidade dos métodos de identificagao de
parametros a partir de sinais de resposta do sistema com a presenga de ruido, para isso, foi gerado

um sinal aleatério (randonico) com média zero e desvio padrao um, esse sinal foi multiplicado por
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uma determinada porcentagem do desvio padrao do sinal de resposta x(t) do sistema e adicionado a

ele, ficando desta forma, com uma resposta com ruido. O sistema simulado ¢ apresentado na

Fig.(4.8) com as seguintes caracteristicas:

Para um sistema mecéanico de 4 gdl tem-se:
M= 6 kg, M,=4 kg, M3=3 kg, Ms=1 kg,
C;=60 Ns/m, C,=80 Ns/m, C3=100 Ns/m, C4=130 Ns/m, Cs=140 Ns/m,

K;=200000 N/m, K,=100000 N/m, K3=150000 N/m, K4=80000 N/m, Ks=120000 N/m,

x,(0)
x(0)=0m/s, x2(0)=0 m/s, x3(0)=0m/s, x4(0)=0m
0

s,t,=1s
M f 9
(1)=20sen(25t) N, f,(¢)=10sen(47t) N, f,(t) =6sen(30t) N, f,(t) =5Ssen(18t) N

[
]
cxfl 201 w3z

Figura (4.8): Sistema Mecanico com 4 graus de liberdade.

Através do método de Runge-Kutta obteve-se a resposta do sistema dada pela figura

Fig. (4.09), e na Fig. (4.10) onde ¢ apresentada a resposta do sistema com adicdo de 5% de ruido

aleatorio.
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Figura (4.9): Resposta do sistema sem ruido. Figura (4.10): Resposta do

sistema com ruido.

Nas tabelas (4.15) e (4.16) sdao apresentados os resultados obtidos para a identificagdao de
parametros para o sistema apresentado acima, respectivamente, sem e com ruido adicionado ao sinal
de resposta do sistema. Sdo apresentados os valores teoricos (pardmetros utilizados para a
simulacdo) e os valores identificados utilizando os métodos de Fourier, Legendre e Chebyshev com
100 termos, valor considerado adequado consistente para este sistema. Nas tabelas sdo apresentados

trés algarismos significativos mas para os calculos foram utilizados oito algarismos significativos.



Tabela (4.15) Valores obtido a partir da resposta sem ruido.
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Modo | Parametros Valores Valores Valores Valores Dif. % Dif. % Dif. %
tedricos obtidos: obtidos: obtidos: Fourier Legendre | Chebyshev
Fourier Legendre Chebyshev r=100 r=100 r=100
termos termos termos
1 oy (rad/s) 465,210 465,216 465,217 465,217 0,001 0,002 0,002
5 (rad/s) 441,153 441,157 441,150 441,159 0,001 0,001 0,001
£ 0,317 0,317 0,317 0,317 0,006 0,000 0,000
2 oy (rad/s) 325,685 325,676 325,660 325,705 0,003 0,008 0,006
, (rad/s) 323,356 323,352 323,352 323,375 0,001 0,001 0,006
£ 0,119 0,119 0,119 0,119 0,126 0,000 0,000
3 oy (rad/s) 228,567 228,573 228,570 228,570 0,002 0,001 0,001
; (rad/s) 228,082 228,089 228,080 228,084 0,003 0,001 0,009
£ 0,0651 0,0650 0,0651 0,0651 0,138 0,000 0,000
4 oy (rad/s) 119,060 119,038 119,049 119,068 0,018 0,009 0,007
w, (rad/s) 118,905 118,886 118,897 118,913 0,016 0,006 0,007
£ 0,0509 0,0505 0,0508 0,0510 0,786 0,138 0,196
C1[Ns/m] 60,000 60,173 59,974 59,989 0,288 0,043 0,018
C>[Ns/m] 80,000 79,717 79,903 79,863 0,354 0,121 0,171
C3[Ns/m] 100,000 100,168 100,060 100,060 0,168 0,060 0,060
C4[Ns/m] 130,000 130,090 130,015 130,010 0,069 0,012 0,008
Cs[Ns/m] 140,000 139,895 140,021 139,990 0,075 0,015 0,007
K4[N/m] 200.000,00 | 200.026,66 | 200.000,45 | 200.000,01 0,013 0,000 0,000
K2[N/m] 100.000,00 99.975,44 100.003,13 99.995,00 0,025 0,003 0,005
K3[N/m] 150.000,00 [ 150.018,30 149.989,48 | 150.020,00 0,012 0,007 0,013
K4[N/m] 80.000,00 80.003,67 79.94,90 80.003,00 0,005 0,006 0,004
Ks[N/m] 120.000,00 | 119.999,21 120.000,00 | 120.000,00 0,001 0,000 0,000




Tabela (4.16) Valores obtido a partir da resposta com ruido.
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Modo | Parametros Valores Valores Valores Valores Dif. % Dif. % Dif. %
tedricos obtidos: obtidos: obtidos: Fourier Legendre | Chebyshev
Fourier Legendre Chebyshev r=100 r=100 r=100
termos termos termos
1 oy (rad/s) 465,209 465,052 465,518 464,907 0,034 0,066 0,065
5 (rad/s) 441,152 441,870 441,019 440,935 0,163 0,030 0,049
£ 0,317 0,311 0,317 0,317 1,768 0,104 0,136
2 oy (rad/s) 325,685 326,253 327,127 327,050 0,174 0,443 0,419
, (rad/s) 323,356 322,973 321,309 324,626 0,118 0,633 0,393
£ 0,119 0,117 0,120 0,121 1,633 1,269 1,770
3 oy (rad/s) 228,567 228,617 228,504 228,560 0,022 0,028 0,003
5 (rad/s) 228,082 228,124 228,045 228,045 0,019 0,016 0,016
£ 0,0651 0,0656 0,0672 0,0671 0,798 3,227 3,073
4 n (rad/s) 119,060 119,067 119,093 119,083 0,006 0,028 0,020
, (rad/s) 118,905 118,928 118,989 118,923 0,020 0,072 0,016
£ 0,0509 0,0498 0,0517 0,0517 2,145 1,533 1,533
C1[Ns/m] 60,000 59,097 62,131 62,326 1,505 3,552 3,877
C5[Ns/m] 80,000 81,053 82,921 83,029 1,316 3,651 3,786
C3[Ns/m] 100,000 9,053 9,125 101,036 0,947 0,875 1,036
C4[Ns/m] 130,000 128,064 126,478 126,082 1,489 2,709 3,014
Cs[Ns/m] 140,000 142,633 144,965 145,051 1,881 3,546 3,608
K4[N/m] 200.000,00 [ 199.738,15 199.759,31 199.682,14 0,131 0,120 0,159
K2[N/m] 100.000,00 | 100.336,71 100.189,84 | 100.275,10 0,337 0,190 0,275
K3[N/m] 150.000,00 [ 151.092,84 151.987,46 | 152.029,27 0,729 1,325 1,353
K4[N/m] 80.000,00 79.735,99 80.031,51 80.029,74 0,330 0,039 0,037
Ks[N/m] 120.000,00 [ 119.869,78 119.654,55 | 119.551,30 0,109 0,288 0,374

Analisou-se o comportamento do erro relativo para o parametro W,; em funcao do niimero

de termos de expansao (r) para as trés fungdes ortogonais apresentadas. Na Fig. (4.11) apresenta-se

uma faixa ideal para a aplicagao dos nimeros de termos de expansdo para o sistema apresentado.

130 %

Relative error of the parameter Wnl
0.75%

Fourier

=—— Chebyshewv
== ]| egendre

175 250
Number of expansion terms r
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Figura (4.11): Grafico do erro relativo encontrado no parametro . W,; em
funciao do nimero de termos de expansao.

4.4 — Identificacao de Falha

Nesta etapa do estudo, foram utilizadas as simulagdes computacionais para a diagnose de
falhas. Para tal, comparou-se o sistema inicial (sem falhas) com o “mesmo” sistema modificado,
porém agora apresentando uma simples falha como, por exemplo, a redu¢cdo de um parametro.

Deste modo, a metodologia adotada se baseou na compara¢do de um parametro do sistema
intacto (sem falhas) com um parametro do sistema que apresenta falha.

Para a identificacdao de falhas analisou-se o sistema mecanico da secao (4.3) conhecido e foi
provocada uma variacdo em um dos parametros estruturais, o que poderia caracterizar uma falha.
Assim fez-se o processo de identificagdo apds a variacdo dos pardmetros. Provocou-se uma redugao
na rigidez K; de 15% e manteve-se os outros pardmetros constantes.

Na Fig.(4.11) podemos verificar o grafico da resposta do sistema antes e depois de
provocada a reducdo na rigidez de K, e na Tab. (4.17) serdo apresentados os resultados obtidos. Nas
tabelas sdo apresentados trés algarismos significativos mas para os célculos foram utilizados oito

algarismos significativos.

x 10" Curva Deslocamente X Tempo

Com Falha

Sem Falha

Desl. x1{m)

Desl. x2(m)

Desl. %x3(m)

Desl. x4im)

0 01 0.2 03 04 05 06 07 0g 09 1
Tempo (s)

Figura (4.12): Resposta do sistema com e sem falha



Tabela (4.17) Resultados da Identificagdo dos Parametros com Falha em K.
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Diferenga % | Diferenca % Diferenga %
Fourier com | Legendre com | Chebyshev com
Valores tedricos | Valores obtidos: | Valores obtidos: | Valores obtidos: | falha =100 falha r=100 falha =100
Parametro sem falha Fourier Legendre Chebyshev termos termos termos
C1[Ns/m] 60,000 60,166 60,002 60,022 0,277 0,004 0,037
C2[Ns/m] 80,000 79,695 79,997 79,977 0,381 0,004 0,029
C3[Ns/m] 100,000 100,152 100,027 100,050 0,152 0,026 0,050
C4[Ns/m] 130,000 130,093 130,009 130,000 0,071 0,007 0,000
C5[Ns/m] 140,000 139,894 140,000 140,010 0,076 0,000 0,007
K1[N/m] 200.000,00 170.024,84, 170.002,69 170.004,97 14,988 14,999 14,998
K2[N/m] 100.000,00 99.972,89 100.010,62 100.007,08 0,027 0,011 0,007
K3[N/m] 150.000,00 150.017,45 150.020,04 150.023,17 0,012 0,013 0,015
K4[N/m] 80.000,00] 80.003,83 80.004,30 80.002,76) 0,005 0,005 0,003
K5[N/m] 120.000,00 119.999,02 120.000,88 120.002,73 0,001 0,001 0,002

4.5 — Identificacao de Parametros Aplicada a uma Viga

Para poder validar a metodologia de identificacdo de parametros, utilizou-se um sistema

continuo, apresentado como uma viga engastada em uma de suas extremidades sujeita a aplicacao de

uma forca harmoénica. Utilizou-se a técnica de elementos finitos para discretizacdo da viga em dois

elementos. Nao se dividiu a viga em mais elementos pois acarretaria em uma quantidade excessiva

de resultados, fugindo do escopo deste trabalho.

O elemento de viga, como mostrado na Fig.(4.12), foi apresentado com dois graus de

liberdade por no, sendo o deslocamento e a rotacdo. Como a viga analisada contém trés nos, possui

assim, seis gdl, porém, como condi¢dao de contorno, ela esta engastada, ndo apresentando desta

forma deslocamento nem rotacdo na posicdo de engaste. Nas tabelas sdo apresentados trés

algarismos significativos mas para os calculos foram utilizados oito algarismos significativos.
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Figura (4.13) Elemento de viga.

Cada elemento da viga possui as matrizes de massa apresentada na Eq. (4.1) e rigidez

apresentada na Eq. (4.2).
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A viga considerada neste caso ¢ de aco com as seguintes caracteristicas e propriedades:
p =7850 kg/m’, E = 200GPa, comprimento total igual a 1 m, altura h = 2 cm, espessura b = 5 cm,
sendo S= (b * h) e [ = (b*h’)/12. Desprezou-se o amortecimento estrutural devido ao seu baixo
valor. A resposta do sistema foi obtida através do método de Runge-Kutta, sendo o sistema excitado
com uma forca aplicada na extremidade da viga com valor RMS de 70,71 N, e freqiiéncia de 15,92
Hz e a partir dessa resposta iniciou-se o processo de identificagdo de parametros como pode ser

observado na tabela (4.18).Foram utilizados 100 termos nos truncamento das séries.



Tabela (4.18) Parametros modais identificados para a viga

Modo | Parametros Valor Valores Valores Valores Dif. % Dif. % Dif. %
Teobrico obtido: obtido: obtido: Fourier | Legendre | Chebyshev

Fourier Legendre Chebyshev =100 =100 =100

termos termos termos

1 , (rad/s) 102,513 103,6300 102,515 102,516 1,090 0,002 0,003
Y,/Y (¥*%) | 3,42+0,00i | 3,42+0,00i 3,42+0,00i 3,42+0,00i 0,000 0,000 0,000(*)
Y3/ Y (F%) | 2,94+0,00i | 2,94+0,00i 2,94+0,001 | 2,94+0,001 0,000 0,000 0,000(*)
Y /Y, (**%) | 4,05+0,00i | 4,05+0,00i 4,05+0,00i | 4,05+0,001 0,000 0,000 0,000(*)

2 , (rad/s) | 647,578 647,5100 647,180 647,375 0,011 0,061 0,031
Y,/Y;(¥*)] -0,60+0,00i [ -0,58+0,00i | -0,60+0,00i | -0,60+0,00i 3,333 0,000 0,000(*)
Y3/Y (¥%) | -1,38+0,00i [ -1,33+0,00i | -1,38+0,00i | -1,38+0,00i 3,623 0,000 0,000(*)
Y /Y, (F*) | -6,67+0,00i | -6,44+0,00i | -6,67+0,00i | -6,67+0,00i 3,448 0,000 0,000(*)

3 , (rad/s) | 2.190,229 [ 2.190,2700 2.190,224 2.190,253 0,002 0,000 0,001
Y,/Y,(*¥%) |-75,17+0,00i| -76,81+0,00i | -75,16+0,00i | -75,20+0,00i | 2,181 0,000 0,000(*)
Y5/Y,(¥%) | 9,83+0,00i | 9,97+0,00i | 9,82+0,00i | 9,83+0,00i 1,424 0,001 0,000(*)
Y/ Y, (¥%) | 94,81+0,00i | 96,67+0,00i | 94,74+0,00i | 94,82+0,00i 1,961 0,001 0,000(*)

4 w, (rad/s) | 6.356,981 | 6.357,3400 6.357,047 6.357,382 0,006 0,001 0,001
Y,/Y;(¥*) | 20,55+0,00i | 20,15+0,00i | 20,56+0,00i | 20,56+0,00i 1,946 0,000 0,000(*)
Y3/Y (¥%)| 3,95+0,00i [ 3,93+0,00i 3,95+0,001 3,95+0,00i 0,005 0,000 0,000(*)
Y,/Y (¥%) | 76,34+0,00i | 74,63+0,00i | 76,39+0,00i | 76,38+0,00i 2,240 0,001 0,001(*)

(*) diferenca relativa dos valores em modulo.

apresentando menores desvios os métodos de Legendre e Chebyshev.

(**) modos de vibrar normalizados.
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Pode-se verificar que no caso de sistemas continuos, os resultados sdo bastante razoaveis,
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CAPITULO 5

RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Este capitulo tem como objetivo validar experimentalmente as rotinas computacionais
desenvolvidas para a identificagdo dos parametros dos sistemas mecanicos, quando os dados sao
obtidos de situacdes concretas. Desta forma utilizou-se um conjunto de mesas vibratérias do
Laboratério de Vibragdes da Faculdade de Engenharia de Ilha Solteira.

Montou-se um sistema dindmico de mesas vibratorias, confeccionado com chapas de
aluminio de diferentes massas, laminas metalicas de aco inoxidavel para fornecer rigidez ao sistema,
borrachas de diferentes espessuras para proporcionar o amortecimento viscoso. Inicialmente os
modelos matematicos sdo desenvolvidos. Em seguida, através de técnicas de analise modal
experimental, os parametros sao identificados. Finalmente, faz-se a aquisi¢ao dos sinais de excitagdo
e de resposta no dominio do tempo.

Na figura (5.1) podemos verificar o sistema montado para a realizacdo da analise
experimental.
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Figura (5.1): Sistema mecanico utilizado para a analise experimental.

5.1 - Materiais Utilizados

Para a confecc¢do do sistema acima fora utilizados os seguintes materiais:

» Mesa inercial de sustentagdo da bancada de testes;

» 3 placas de liga de aluminio de dimensoes: (m;) 35 cm x 35 cm x 1 cm; (m;) 25 cm x
25cmx 1 cm; (m3) Il6cmx 16 cmx 1 cm;

» 20 laminas de ago inoxidavel de dimensodes: 14 cm x 2,5 cm x 1 cm;

» 8 tiras de borrachas de dimensdes: 14 cm x 2,5 cm x 2,4 cmnamesam; € 14 cm x 2,5
cm x 1,5 cm na mesa ms;

» Juntas com parafusos para a acoplagem das mesas, laminas e borrachas;

» Placa de ferro fundido para auxiliar na extragdo dos parametros.
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5.1.1 - Equipamentos Utilizados

Para a aquisicdo de sinais do sistema mostrado na Fig. (5.1), foram utilizados os seguintes
equipamentos:
» Sistema de aquisi¢do de dados A/D lotech DagBook/112 utilizando o software de
aquisicao e andlise de dados Dasylab 4.0;
»  Condicionador/Amplificador de sinais Nexus Conditioning Amplifier Z6 0400 da
Bruel & Kjaer ;
» Acelerometro PCB Piezotronics tipo 353B03 SN 75858 (10 [1,02] mV/g [mV/(m/s%)]);
» Acelerometro Briiel & Kjar (0,1 mV/g);
» Martelo de impacto confeccionada em madeira com pontas de borracha;
Transdutor de for¢a da Bruel & Kjaer tipo 8200 (3.93 pC/N);
Gerador de freqiiéncia Politerm PT-9300 All-in-one instrument;

Amplificador de sinal MMF-LV103 (100VA 3Q 3HZ.......... 20kHz).

vV V V¥V

5.2 - Sistema para Aquisi¢do de Dados

O sistema de aquisi¢do utilizado para a andlise da estrutura acima foi DagBook/DagBoard
(16 canais) com o software Dasylab. Através da aplicagdo de uma for¢ca impulsiva no sistema
composto de mesas vibratorias, colocando-se um acelerometro em uma das mesas, inferior,
intermediaria ou superior, obtém-se as freqiiéncias naturais. Foram utilizados os seguintes mddulos,

conforme mostrado na Fig.(5.2).

Conversor Analogico/Digital
Visualizagdo grafica do sinal adquirido
Transformada Rapida de Fourier (FFT)
Visualizagdo gréafica da FFT

Critério de parada

vV V. V V V V

Armazenamento em disco dos sinais adquiridos
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Figura (5.2): Fluxograma de comandos apresentado na forma de diagramas de blocos no Software

utilizado para a obtengao dos paradmetros do sistema.

5.3 - Modelo Matematico do Sistema Mecanico

Pode-se representar o sistema mecanico de 3 graus de liberdade, dado pela Fig. (5.1), por
um modelo matematico Fig.(5.3), onde o primeiro bloco com a massa m; representa a mesa
vibratdria inferior, o segundo bloco com a massa m; representa a mesa intermedidria e o terceiro
bloco com a massa mj3 a mesa superior, no qual a partir deste, a metodologia pode ser aplicada para a

realizagao de andlises experimentais.
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Figura (5.3): Modelo matematico para o sistema mecanico utilizado.
A partir deste sistema toda a metodologia apresentada pode ser aplicada, o objetivo
aqui é utilizar os métodos estudados para a identificagao de forcas e localizacido de falhas
em uma situacgao real.

O sistema de equacgdes diferenciais na forma matricial que descreve o movimento
deste sistema mecénico € dado pela seguinte equagéo:

m 0 0 ][x®] [c, -c, 0 1 [x()
0 m, 0 .|X,@0) +|—c, (c, +¢3) —cy .| X,() |+ (5.1)
0 0 my; [X() |O -, ¢, | x5(0)
(kb +hky)  —ky 0 | |x@® £ @)
+ |-k (ky +k3)  —ks || x,(0)|= | [2(0)
0 — ks ks 1 [x5(2) f3(0)

5.4-Determinacao dos Parametros Fisicos do Sistema Mecanico

5.4.1 - Mesa Inferior
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Inicialmente considera-se o sistema somente com a mesa m; (mesa inferior), conforme
mostrado na Fig. (5.4). Assim, modela-se o sistema como um sistema massa-mola-amortecedor de
um grau de liberdade. Excitando o sistema com uma entrada impulsiva qualquer, este inicia
movimento vibratério com uma freqiiéncia que ¢ exatamente a freqiiéncia natural deste grau de
liberdade. Entao € possivel calcular a partir da resposta deste sistema sua rigidez, uma vez que a
mesa m; ndo esta submetida a amortecimento.

O sistema da Fig.(5.4) é composto de 8 laminas metalicas, uma placa de aluminio de 6,575
Kg, sendo fixado em cada extremidade 2 1dminas de aco inoxidavel. Excitando o sistema com uma
forca impulsiva, obteve-se uma freqiiéncia natural levemente amortecida pelas proprias
caracteristicas estruturais do sistema. Considera-se o sistema sem amortecimento, portanto ¢
ignorado este efeito amortecedor e a freqiiéncia de vibracao ¢ considerada a freqiiéncia natural da

mesa.

Figura (5.4) - Mesa Vibratoria Inferior (Mesa my).

A partir destes dados obteve-se os seguintes resultados:

» Freqiiéncia Natural do sistema: f,= 22,46 — w, = 141,12 rad/s



94

» Rigidez equivalente: keq = 130.940,80 N/m

A Figura (5.5) mostra os resultados obtidos.
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Figura (5.5): Resultados obtidos pelo Software DASY Lab.

5.4.2 - Mesa Intermediaria

Considera-se o sistema somente com a mesa m; livre, sendo a massa m; presa conforme
mostrado na Fig. (5.6). Sendo assim, modela-se o sistema como um sistema massa-mola-
amortecedor de um grau de liberdade. O sistema ¢ composto de 8 laminas metalicas, 4 borrachas e
uma massa (placa de aluminio) de 4.550 Kg, sendo fixado em cada extremidade 2 ldminas de acgo e

uma borracha de 2,4 mm de espessura.



Figura (5.6): Obtengéao de rigidez e amortecimento equivalentes da mesa m,, estando a mesa m;

fixada em uma placa suporte de ferro fundido, presa a bancada.

Excitando o sistema com uma for¢a impulsiva, apresenta-se uma resposta amortecida pelas
borrachas como pode ser verificado na Fig. (5.7). A freqiiéncia natural amortecida do sistema ¢
mostrada na Fig. (5.8). Assim, usando as formulagdes para o amortecimento viscoso com um grau

de liberdade (decremento logaritmico), obteve-se os seguintes resultados:

Freqiiéncia natural amortecida: f,= 41,02 Hz — ®, = 257,74 rad/s
Freqiiéncia natural: f, = 41,04 Hz —» w, = 257,89 rad/s
Rigidez equivalente: keq = 302.604,34 N/m

Amortecimento equivalente: c.q = 85,650 N.s/m

YV V YV V V

Decremento logaritmico: § = 0,037
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Figura (5.7): Resposta amortecida da mesa m, a uma entrada impulsiva qualquer.
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Figura (5.8): Frequéncia amortecida da mesa m,.
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5.4.3 - Mesa Superior

Analisando o sistema somente com a mesa mj, sendo as massas m; € m, presas conforme
mostrado na Fig. (5.9), modela-se o sistema como um sistema massa-mola-amortecedor de um grau

de liberdade e assim pode-se obter os parametros fisicos desta mesa.

Figura (5.9): Obtencao de rigidez e amortecimento equivalentes da mesa m;, estando a mesam; e a

mesa m, fixadas em uma placa suporte de ferro fundido, presa a bancada.

O sistema da Fig. (5.9) ¢ composto de 8 laminas metélicas, 4 borrachas e uma massa de
aluminio de 1.825 Kg. Cada extremidade possui, presas por uma junta, 4 laminas de aco inoxidavel
e uma borracha de 1,5 mm de espessura.

Excitando o sistema com uma forga impulsiva qualquer, obteve-se a freqii€ncia natural
amortecida do sistema, conforme mostra a resposta do sistema Fig. (5.10) e de onde se obtém os

parametros fisicos desta mesa a partir da freqiiéncia amortecida do sistema, vista na Figura (5.11).
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Figura (5.10): Resposta amortecida da mesa m; a uma entrada impulsiva qualquer.
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Figura (5.11): Freqiiéncia amortecida da mesa ms.
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Desta forma, usando as formulagdes para o amortecimento viscoso, obteve-se os seguintes

resultados:
» Freqiliéncia natural amortecida: f,=39,06 Hz —» w, = 245,42 rad/s
» Freqiliéncia natural: f, = 40,50 Hz — o, = 245,44 rad/s
» Rigidez equivalente: keq = 109.935,76 N/m
» Amortecimento equivalente: ceq = 9,79 N.s/m
» Decremento Logaritmo: § = 0,0109

5.5 — Analise do Sistema Completo com 3 g.d.l. (graus de liberdade)

Sendo liberado as trés mesas, fez-se a aquisi¢ao dos sinais utilizando o diagrama de blocos
apresentado na Fig. (5.12), onde os trés primeiros canais foram utilizados para aquisicao do sinal de
deslocamento e o ultimo canal para determinagdo da forga. Foram utilizados os seguintes modulos,

conforme mostrado na Fig. (5.12).

Conversor Analogico/Digital

Ajuste de escala

Visualizagdo grafica do sinal adquirido
Transformada Rapida de Fourier (FFT)

Critério de parada

YV V V VYV V V¥V

Armazenamento em disco dos sinais adquiridos
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Figura (5.12): Fluxograma de comandos apresentado na forma de diagramas de blocos,

utilizando quatro canais para aquisicdo dos sinais de deslocamento e forga.

O sistema foi excitado com uma forg¢a aplicada na mesa inferior com valor RMS de

F1=7,29 N, e freqiiéncia de 25,1 Hz. Obteve-se a resposta do sistema apresentada na Fig. (5.13).

Como o sinal utilizado foi de deslocamento, as respostas medidas pelos acelerdmetros foram

integradas duas vezes, utilizando, para isto, o0 Condicionador/Amplificador de sinais Nexus da

BRUELL que possui essa fungao. A partir do método de identificagdao proposto € com a resposta do

sistema pode - se assim obter os pardmetros apresentados na tabela (5.1). Utilizou-se R = 100 termos

de expansdo para Fourier, Legendre e Chebyshev.
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Tabela (5.1) Resultados Experimentais da Identificagdo dos Parametros

102

Modo |Parametros Valores Valores Valores Valores Dif. % Dif. % Dif. %
experimentais obtidos: obtidos: obtidos: Fourier Legendre | Chebyshev
Fourier Legendre Chebyshev r=100 r=100 r=100
termos termos termos
1 on (rad/s) 93,820 93,791 93,821 93,821 0,030 0,002 0,001
s (rad/s) 93,820 93,791 93,821 93,820 0,031 0,002 0,001
3 0,0016 0,0015 0,0016 0,0016 5,089 0,382 0,000
Yo/Y1(**) | 1,241-0,006i | 1.24 -0.006i | 1.24 -0.007i | 1.24 —0,006i 0,000 0,000 0,081(*)
Ya/Y1(**) | 1,454-0,009i |1.454 -0.009i[1.454 - 0.009i]|1.454 - 0.009i] 0,000 0,000 0,000(*)
2 on (rad/s) 249,287 249,290 249,293 249,290 0,001 0,002 0,001
s (rad/s) 249,261 249,264 249,266 249,264 0,001 0,002 0,001
£ 0,0145 0,0146 0,0146 0,0145 0,118 0,695 0,041
Yo/Y4(**) | 0,083+0,022 | 0.08 + 0.020i {0.084+ 0.022i|0.084 + 0.021i] 0,433 1,215 0,923(*)
Ya/Y4(**) | -2,657-0,087i | -2.66 - 0.092i [-2.657 - 0.08i | -2.66 - 0.087i| 0,119 0,001 0,114(*)
3 n (rad/s) 381,914 381,915 381,938 381,985 0,000 0,006 0,019
, (rad/s) 381,620 381,623 381,654 381,653 0,001 0,009 0,009
3 0,0392 0,0391 0,0386 0,0417 0,381 1,521 6,316
Yo/Y4(**) | -1,73+0,029i |-1.73 +0.013i[ -1.73 + 0.03i | -1.73 + 0.02i 0,104 0,001 0,287(*)
Ya/Y1(*™) 1,21-0,113i 1.21-0.115i | 1.21-0.115i | 1.21-0.113i 0,101 0,015 0,000(*)
C1[Ns/m] 0,000 - - - - - -
C2[Ns/m] 85,650 83,795 82,983 89,553 2,165 3,114 5,059
C3[Ns/m] 9,790 9,206 9,189 10,236 5,964 6,143 4,556
K1[N/m] 130.940,80 130.842,40 | 130.948,36 | 130.954,43 0,075 0,006 0,010
Ko[N/m] 302.604,34 302.622,28 | 302.662,03 | 302.743,25 0,006 0,019 0,046
K3[N/m] 109.935,76 109.932,18 | 109.944,87 | 109.969,79 0,003 0,008 0,031

(*) diferenca relativa dos valores em maédulo.

(**) modos de vibrar normalizados.
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CAPITULO 6

CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, apresentou-se uma metodologia para identificagdo de pardmetros, aplicando a
técnica de funcdes ortogonais das séries de Fourier , Legendre e Chebyshev.

A simulacdo computacional, para sistemas com varios graus de liberdade, permitiu observar
claramente o funcionamento do sistema mecanico, quando submetido a diferentes condi¢des iniciais
e/ou forcas de excitacdo. Realizaram-se simulagdes com acréscimo de ruidos na resposta onde se
pode verificar a baixa sensibilidade dos métodos na presenca de ruidos, ou seja, mesmo com a
presenca de ruido, foi possivel a identificagdo dos parametros. Foi realizada uma aplicacdo dos
métodos de identificagcdo para sistemas continuos, onde uma viga foi discretizada através do método
de elementos finitos e a partir da resposta utilizando o método Runge-Kutta pode-se determinar,
como apresentado no se¢do (4.4), a identificacdo dos pardmetros modais do sistema. Foi observado
através dos resultados, que os métodos mostraram-se bastante satisfatorios, apresentando baixa
diferenca relativa entre os resultados teoricos e os simulados, como mostrado no Cap. 4. Foram
realizadas simulag¢des variando o nimero de termos de expansdo (r), observando-se que existe uma
faixa ideal para aplicag¢do. Essa faixa tem grande influéncia do tipo de entrada, principalmente com
relagdo as freqliéncias das forgas que excitam o sistema. Para identificacdo dos pardmetros
utilizando as fung¢des de Fourier, Legendre e Chebyshev, foi utilizado o software Matlab, o tempo
computacional gasto nos sistemas apresentados foi relativamente pequeno, mas sabe-se que para
sistemas mais complexos esse tempo tende a aumentar. Verificou-se que entre 40 e 200 termos, as

identificacdes apresentaram erros relativos bastante pequenos. A partir de 300 termos verificou-se
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que comegaram a aparecer acumulos de erros computacionais, comprometendo as Identificagdes.
Pode-se portanto, adotar um niimero de 100 termos de expansao para todos os métodos.

Para comprovacdo do método foi realizada a determinacdo dos parametros
experimentalmente através de um sistema de trés graus de liberdade, como verificado no Cap. 5,
na qual a bancada de teste foi modelada matematicamente e identificada usando técnicas de
analise modal experimental através de métodos convencionais no dominio da freqiiéncia, para s6
entdo se fazer a analise modal aplicando os métodos de Fourier, Legendre e Chebyshev, onde os
métodos mostraram-se bastante satisfatorios para a identificagcdo dos parametros. Verifica-se que
o erro encontrado foi relativamente baixo dado pela simplicidade e linearidade do sistema utilizado
para identificacdo, na pratica, onde as condigbes ndo sao tdo favoraveis certamente os erros
encontrados seriam maiores.

A deficiéncia que esses métodos apresentam é o fato de que o numero de graus de
liberdade do sistema deve ser igual ao numero de sensores utilizados, essa deficiéncia
pode ser suprida com a utilizagdo de métodos podem reconstruir os estados ndo medidos
como o método dos Observadores de Estado.

Para trabalhos futuros propde-se:

» Desenvolvimento da metodologia para as fungbes de Walsh, Block-Pulse e polinomiais
de Jacobi, Laguerre e Hermite.

» Utilizacao do método dos Observadores de Estado para reconstru¢cao de Estados nao
medidos ou de pontos de dificil acesso.

» Aplicacado das metodologias em sistemas reais, existentes nas Industrias, para

Deteccao e Localizagéo de Falhas.
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ANEXO A

Apresentaremos o método das séries de Fourier para a identificagdo de pardmetros de sistemas
mecanicos. Utilizando, neste caso, um sistema de 1 grau de liberdade para exemplificar o

procedimento da identificagdo de parametros utilizando fungdes ortogonais.

Esta metodologia pode ser extrapolada, da mesma forma, para sistemas de N graus de

liberdades, bem como quando utiliza-se outras fungdes ortogonais (Legendre e Chebyshev).

O método de identificagdo apresentado aqui tem como :

» Expansdo da excitagdo ¢ da resposta em séries de Fourier.
» Integracdo das equagdes do movimento e emprego de uma matriz operacional para
integracao das séries de Fourier.

» Estimativa dos parametros pelo método dos minimos quadrados.

Meétodo das Séries de Fourier

Matriz Operacional de Integragao

Seja {0(t)}, formada por fun¢des linearmente independentes e ortogonais em um intervalo

[0,T]:

OB, (D1 0, (D} s 10, (D} B (O} e, {8 (D] (A1)

onde

{on(t)} = cos(2nmtt/T), n=0,1,2,3,...,s (A.2)
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*n(t)} =sen(2nnt/T), n=1,2,3,..., s (A3)
{0

na qual s ¢ o numero de termos em senos e co-senos retidos na Série de Fourier.

A funcio f(t) pode ser expandida como segue:

=)

f()=a,8,(0+ 1{a,8,(0)+b,0. ()} (A4)

=1

onde os coeficientes de Fourier ay, a, € b, sdo dados por:

1 T

ao :? 0 f(t)dt

a, :% OT £(t)cos((2nz)t/ T)dt, n=1,2,3,... (A.5)
27T

b, =¥ . f(t)sen((2nm)t/T)dt, n=1,2,3,...

Se a equacdo (A.4) ¢ truncada, retendo-se assim apenas r = (2s+1) termos, tem-se:

N

O} =a, 6,0} +  fa,0,(0+b,0; O} = " {o(v)} (A.6)

n=l

onde

{W}lTxr ={a0,al,az,...,as,bl,bz,...,bs} (A.7)

Consideram-se as seguintes integrais:

;% (6)do = ;dazt (A.8)
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‘6 (0)do = tcos((2n7z)6/T)d6:2L "d(sen((2n7z)o / T)) =
0 0 nmxw 0

. (A.9)
= ——sen((2nz)t/T)
2nrw
' (0)do= 'sen(2n7)0 I T)do =——— 'd(cos((2nm)o I T))=
0 0 27/17[ 0
o (A.10)
:%— %COS((zl’lﬂ')f/T)
Das equacodes (A.9) e (A.10):
'6,(0)do=——. (1 n21
2’;” . (A.11)
¢:(0)d0=2—¢0(t)——¢,1(f) nzl
0 nw 2nrw
Da equagado (A.8), tem-se a série truncada:
‘g (01T =t=c,0,(0+  fe,0,(0+d,0 (1)} (A.12)

n=l

onde os coeficientes ¢, € d, sdo calculados a partir das expressdes da equagao (A.5) da seguinte

forma:
T-
CO :E,
c,=0, n=1,2,3,....,8 (A.13)
d, =—l, n=12,3,...,s
nx

Desenvolvendo os resultados acima, tem-se:
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Ot¢0 (O')dO'=[%,O,....,O,—I,....,—l—‘{mt)}
ST

i (A.14)

‘9. (G)dG:{O,....,0,....,L,O,....,O—|{¢(t)}
0 2nrw

T L _—
onde o termo Ey ocupa a (s + n+ 1) — ésima posi¢ao
nzw

t(pj(a)da:{l,o,....,o,—L,o,....,01{¢(t)}
0 2nrz 2nrz

T L. _—
onde o termo — Ey. ocupa a (n + 1) — ésima posi¢ao
nzw

Das equagdes de (A.14) pode-se concluir, portanto, que:

“p(o)do =[Plp(v)}

E pela propriedade de integragdo das séries ortogonais, onde [P] ¢ uma matriz operacional de

integragao:

, o, #o)de" =[PT {0} (A.15)

nvezes

A matriz operacional de integracao [P]¢é dada por:
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T 99.00 [ T.T . T T
2 /4 2 (s—rx ST
T
0 0 0 0 0 2 0 0 0
[P]rxr = : T
0 0 0 0 0 2s—yz
0 0 0 0 0 T
0 0 0 —
2s1
T
— | — 0 0 0
2 2 0 0
T o -L 0 0 0
7f 4 :
0 0 0 0
T 1o o L
L 2s7r 2s1
(A.16)
Melhorando a forma de apresentacdo desta matriz temos:
T T 1 |
A {O} 1xs - {e} lsz
2 T
T ~
[P] = {O}SXI [O]sxs _ﬂ_[l]sxs (A17)
T - T -
—{e ——I 0
_27[ { }sxl 27[ [ ]sxs [ ]sxs .
onde
1 1 ]
) 1/2 ) 1/2 0
et =11/3F  (A.18) 1, = 1/3 (A.19)
: 0
/s i 1/s
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Sistemas com Um Grau de Liberdade (1GDL)

Dependendo da situacao a ser considerada, pode-se desejar trabalhar com o sinal de saida do
sistema associado tanto ao deslocamento, como a velocidade ou a aceleragao. Assim, sera

demonstrado a seguir que € possivel escrever as equagdes que levam a identificagdo do sistema.

Formulacdao em Termos de Deslocamento

O movimento de um sistema mecanico linear e invariante no tempo, com um grau de

liberdade e amortecimento viscoso € representado pela equacdo diferencial, para ¢, <t <(¢t,+7),

[M Yo} + [CHa)} + [K Kxe)}={e ()} (A.20)

onde M, C e K sdo respectivamente as matrizes de inércia, amortecimento e a rigidez.

Esta equacdo pode ser reescrita da seguinte forma:

x(t) + ay x(t) + agx(t) = by [ (t) (A.21)

onde

c

a,=2w,; a,=o,; bO:%; a)n:\/%; §=2M.

Fazendo t;=0 e integrando (A.21) duas vezes, tem-se:

t tt tt
x(t)+a, x(r)dr+a, x(r)dr’=b, f(r)dr’+dt+d, (A.22)

0 00 00

onde

M o

d, a, 1]|x(0)
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Fazendo-se a expansao de x(t) e f(t) em [0;T] pelas séries de Fourier, temos:

xO=x,+  (x, cos(z’;“t)ﬂn* sen(z’;m)) X o)} (A24)
fO=f,+ (@ cos )+, sen ) = Y o0} (A.25)
X =[xy, X s X0 X X, ] (A.26)
(BT =[f,, e £, F ] (A.27)

Seja agora a propriedade integral de {¢(t)} (A.14) e (A.15):

L. #(o)do” =[P {p(v)} (A.28)

n vezes

onde [P]" ¢ a matriz operacional de integracao descrita no item anterior.

Substituindo (A.24), (A.25) e (A.28) em (A.22) temos:

T 2T 2T

{X}rxl = _al[P]rxr {X}rxl _aO[P]rxr {X}rxl +b0[P]rxr {F}rxl

T (A.29)
+ dl[P]rxr {e}rxl + dO {e}rxl

onde {e}’ =[1,0,0.,...,0] e as notagdes [P]” e [P]*" sdo, respectivamente, a transposta de [P] e a

transposta do produto de [P].[P]. E a notacdo r ¢ o mesmo que 2s+1 termos da Série de Fourier,

sendo s+1 termos em co-senos e r termos em Senos.
Esta equagdo pode ser utilizada para resolver problemas de identificagdo dos coeficientes

a,,a,,b,,d, ed,, que representam os valores dos parametros fisicos e das condigdes iniciais.
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Identificacao dos Parametros Fisicos e das Condic¢des Iniciais
Para identificar os parametros fisicos e as condig¢des inicias, a Eq.(A.29) ¢ escrita como:

X}=[Qle} (A.30)

onde

[O1=|-[P) (X} —((PP) (X3 (PP {F} [P) {e}i e} (A.31)

{H}E:[al a, b, d, d, ] (A.32)

A Eq. (A.29) representa um sistema de (2 s+1) equagdes algébricas lineares com cinco
incognitas, englobando tanto os parametros fisicos como as condig¢des iniciais.
Para s > 2, uma estimativa pelo método dos minimos quadrados para o vetor {0} sera:

Multiplicando a Eq. (A.30) por Q" e por (Q" Q)™ temos que:

[Q]' {x}=[Q['[Qke}
Q'Q'[QI'X}=Q"Q) " (Q"Q)e}
to}=(oI' Q) '[QI" {x} (A33)
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ANEXO B

Determinaciao da Matriz Dinamica

Dado um sistema mecanico, pode-se representa-lo por um modelo matematico de um sistema
vibratorio de 2 graus de liberdade, como mostra a Fig. (B.1), da seguinte forma:

L _ 5®
i T ow
E_r_/ — My —rw:r'__'l— M,
12 g

Figura (B.1) Sistema de 2 graus de liberdade.

O sistema de equagdes diferenciais que descreve o movimento deste sistema dindmico ¢

dado pela seguinte equagao:
m; X, ()+(c, +c,)x,(t)—c,X, () +(k, +k,)x,(t)—k,x,()=0 (B.1
m,X,()—c,x,(t)+c,x,()— k,x,(t) +k,x,()= 0 (B.2)

A solugdo da equacdo diferencial ordinaria linear com coeficientes constantes tem a forma

exponencial, adotando como resposta do sistema:

x,()=C " (B.3)

X, (1)=C,e" (B4)

onde C ¢ uma constante que depende das condicdes iniciais.

Portanto, na forma matricial tem-se:
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{ml 0] gl(t)H(wc» —ea ], {u(t)H(kﬁkz) ke, m(t)}:[ﬂ(tﬂ B.5)
0 my |y, —C €2 x2(0) K, o' RO

Ou ainda:

M| 0+ e} x0)+ [k (x) = [e)] 6

Seja:

fw()}= {’..““)} = {v’v(t)l - {:’f.l“)l ®.7)
x2(t) x2(t)

Para desacoplar as equacgdes, transformam-se N equacdes diferenciais de segunda ordem em

2N equagdes diferenciais de primeira ordem.

[M]- fw(t)}+[C- fw(t)} +[K]- {x(0)} = (F(t)} (B.3)
fw(t)} =—M] [C]- fw(t)} = [M] [K]- o)y + [M] Bty (B.9)
Seja:

1 t
x(t)}= {;:((t))l (B.10)

pode-se escrever o vetor de estado como:

z(v)}= X(t)l (B.11)
w(t)
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- 1 x| [ o] 7l xa o] T
{Z“)l‘ » {—[M]“[K] —[M]-l[cﬂ tH—[M]l[Fm] ®12

w(t) w(t)
. 0 0 1 0 | 0 |
xi(t) 0 0 0 I RO I
x2()| _ —(k, +k,) k_z —(c, +¢,) S {)xa(b) N f, (t) B.13)
* m, m, m, m, ||° m, '
.)El(t) k_2 _k2 C_2 —02 ).(l(t) fz(t)
x2(t) L M, m, m, m, | x2(t) | M,

Desta forma consegue-se transformar duas equacdes diferenciais de segunda ordem para
quatro equacdes diferenciais de primeira ordem. Assim uma das matrizes encontradas neste tipo de
operagdo ¢ a Matriz Dinamica [A] que pode ser definida de uma forma geral, para um sistema de N

graus de liberdade como:

~ [0] M 1
[A]{—([M]‘I[K])m ~(MI[Ch B9

Através da Matriz Dindmica consegue-se determinar os parametros modais do sistema
(freqiliéncias naturais, fatores de amortecimento ¢ modos de vibracao), calculando-se os autovalores

€ 0s autovetores.
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