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Resumo

Este trabalho tem como objetivo principal apresentar uma sugestao de como cal-
cular areas delimitadas por graficos de funcoes para estudantes de Ensino Médio, uti-
lizando o software Geogebra. Serao apresentadas atividades que exemplificam o de-
senvolvimento da proposta, que vao além do que, normalmente, os livros didaticos

sugerem.

Palavras-chave: Geometria, Area, Soma de Riemann, Geometria Dinamica, Integral
Definida.



Abstract

This work has as main objective to present a suggestion how to calculate areas
bounded by graphs of functions to High School students, using the Geogebra software.
It will be present activities to exemplify the development of the proposal, that go

beyond what normally textbooks suggest.

Keywords: Geometry, Area, Riemann Sum, Dinamic Geometry, Definite Integral.
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1 Introducao

Este trabalho tem o proposito de apresentar uma alternativa de como trabalhar,
com alunos do Ensino Médio, o conceito de area de regides delimitadas por graficos
de fungoes, utilizando o software Geogebra, que permite um estudo mais dindmico e
amplia o poder de observagao e comparacao de resultados.

No capitulo 2 apresentamos um pouco da historia sobre o desenvolvimento da Ge-
ometria e do calculo de areas e como alguns livros didaticos introduzem o calculo de
areas de determinadas regioes.

No capitulo 3, apresentamos o conceito de area de poligonos, uma estratégia de
aproximacao para se encontrar area de figura nao poligonal e colocamos a situacao de
area de uma regiao delimitada pelo grafico de uma funcao, num determinado inter-
valo. Esta ultima serd o tema principal da proposta de atividade diferenciada para se
trabalhar no Ensino Médio.

Os conceitos de Soma de Riemann e Integral Definida, necessarios como suporte

tedrico ao professor, serao apresentados no ultimo capitulo.
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2 Um pouco de histéria e os livros

didaticos

Neste capitulo apresentamos algumas passagens historicas sobre o calculo de areas

e alguns exemplos de como os livros didaticos abordam este contetdo.

2.1 O calculo de areas na histoéria

A Geometria, segundo registros encontrados, tem sua origem na Antiguidade, por
volta de 2000 a.C.. Inicialmente de forma empirica, onde foi se desenvolvendo para
atender necessidades praticas do ser humano, compreender e manipular melhor seu
meio. Dai a origem do nome Geometria, derivada da palavra em grego geometrein que
significa: medigao de terra. Considerado o "pai da historia", Herodoto (séc. V a.C.)
descobriu sobre o antigo Egito o seguinte relato [2]: "Disseram-me ainda os sacerdotes
que Sesostris realizou a partilha das terras, concedendo a cada egipcio uma porcao igual,
com a condicao de lhe ser pago todos os anos certo tributo. Se o rio carregava alguma
parte do lote de alguém, o prejudicado ia procurar o rei e expor-lhe o acontecido. O
soberano enviava agrimensores ao local para determinar a reducao sofrida pelo lote,
passando o dono a pagar um tributo proporcional & posicao restante".

Nas civilizagoes antigas, fazer medigoes de terrenos delimitando propriedades para o
plantio era tarefa corriqueira e de muita importancia. Entre os egipcios que conviviam
com as épocas de cheias do rio Nilo, era constante a necessidade de refazer as marcacoes.
Quando as aguas estavam altas, o que restava da propriedade devia ser remarcado e
sua area determinada, pois o valor do imposto era proporcional ao tamanho do lote.
Quando as Aguas baixavam novamente as marcacoes eram refeitas, reconstituindo o
lote original.

Com esta préatica, os egipcios adquiriram uma grande habilidade em demarcar terras
e com isso, de forma empirica, muitos principios relativos as retas, angulos e poligonos
foram descobertos e praticados. Sabiam que paralelogramo e retdngulo com mesma
base e altura tém mesma area. Conheciam, também, casos particulares do teorema de
Pitagoras como 3% + 4% = 52,

Nesta linha pragmatica do povo egipcio, por intermédio da observacao e da expe-

11



O célculo de &reas na histoéria 12

rimentacao, obtiveram modelos geométricos através do raciocinio indutivo. De fato,
com esta acumulagao de conhecimentos se tornaram aptos a resolver problemas de tra-
cado de limites, de comparagao de areas, de projetos arquitetonicos e engenharia de

construgoes, etc. Para ilustrar melhor, citamos algumas passagens. Segundo Eves[1]:

e Consideravam a area do circulo como sendo equivalente a area de um quadrado

de lado igual a 8/9 de seu diametro (Figura 2.1).

Figura 2.1: Relagao lado-diametro.

2 2 2
a=r= (%) =32) = () »
o \9 )\ ~\ 9 ’
16\
n ~ 3,16

a aproximagcao que conseguiram, na época, do nimero 7.

Assim,

sendo a razao

e Sabiam que a 4rea de um tridngulo qualquer é a metade do produto da base pela

altura.

e Sabiam calcular o volume do tronco de piramide de base quadrada. Mesmo nao
apresentando uma férmula analitica para este cdlculo, um problema encontrado
num papiro (Problema 14 do papiro Moscou datado aproximadamente no ano

1850 a.C.) mostra o dominio que tinham para esta situagao.

Além dos egipcios, os babilénios também ja tinham uma geometria. Dentre outras
contribuicoes, podemos creditar a eles, a divisao da circunferéncia em 360 partes iguais.

Nestas civilizacoes, a maior parte dos registros conduzem a resolver suas necessidades
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praticas. Mesmo ja possuindo um conhecimento algébrico, nao se pode considerar como
uma ciéncia organizada. Os gregos, ao contrario dos egipcios, apreciavam a Geometria
nao apenas em virtude de suas aplicacoes praticas, mas de seus interesses teoricos,
desejando compreender a matéria por ela mesma, e nao em termos de sua utilidade.
Aos gregos nao bastou apenas o critério empirico, procuraram encontrar demonstracoes
dedutivas e rigorosas das leis acerca do espaco, que governam aplicacoes praticas da
Geometria |3].

Na Grécia antiga, aproximadamente 500 a.C., calculavam areas de qualquer poli-

gono dividindo-o em triangulos (Figura 2.2) e somando a area de cada um deles.

Figura 2.2: Poligono dividido em triangulos.

Para a Figura 2.2 temos que a area A do poligono dado é
A=A+ Ay + A5+ Ay,

onde A; é a area do triangulo ¢, i = 1,2, 3, 4.

Calculavam, também, areas de figuras curvas. Para estas situacoes usavam um
método chamado "Método da Exaustao", que consistia em inscrever e circunscrever a
figura com poligonos e entao aumentar o nimero de lados deles. A Figura 2.3 ilustra

o caso particular do circulo com poligonos inscritos.

CO0CO0

Figura 2.3: Area do circulo por exaustdo.
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Sendo A, a area do poligono inscrito com n lados, aumentando n observamos (Fi-
gura 2.3) que A, fica cada vez mais proxima da area do circulo. O que esté acontecendo
apesar de, na época, ainda nao conhecerem, é que a area do circulo é igual ao limite
da area do poligono de n lados, quando n tende ao infinito [4].

Diante deste cenério, consultamos alguns livros didaticos para observarmos como o
conceito de area é introduzido e areas de que tipos de regioes sao abordadas. Apresen-

tamos a seguir, alguns livros analisados.

2.2 O calculo de areas no Ensino Médio

Desde 2004 o governo federal desenvolve o Programa Nacional do Livro Didatico
para o Ensino Médio (PNLEM), fornecendo livros didaticos para os alunos da rede
publica. Neste capitulo mostraremos como alguns livros de matematica, pertencentes
ao programa ou nao, abordam o calculo de areas no Ensino Médio.

Os livros analisados sao:

1. Matemaética - Ciéncia e Aplica¢oes (PNLEM)(2010)

Autores: Gelson lezzi, Osvaldo Dolce, David Degenszajn, Roberto Périgo e Nilze
de Almeida

Editora: Saraiva

2. Mateméatica (PNLEM)- Volume Unico (2008)
Autor: Luiz Roberto Dante
Editora: Atica

3. Conexoes com a Matematica - Volume 2 (2010)
Autores: Obra coletiva com Juliane Matsubara Barroso como editora responsével

Editora: Moderna

2.2.1 Matematica - Ciéncia e Aplicacoes - Gelson lezzi e outros
(2010)

Este livro didatico comega o assunto apresentando algumas situagoes do cotidiano.
Define area como: a medida da extensao de uma superficie, expressa em uma unidade
padrao preestabelecida. A unidade de area é um quadrado de lado 1. Seguindo, num
breve resumo, aborda o Sistema Internacional de Medidas, destacando como o metro
foi determinado: antigamente (1799), com um padrao de platina e, atualmente (a partir
de 1983), como o comprimento da trajetoria da luz, no vacuo, no intervalo de W;msys

segundo.
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Apresenta, também, a formula da area das figuras béasicas: retangulo, quadrado,
paralelogramo, losango e trapézio, utilizando o desenho da figura no auxilio da repre-
sentagao.

Para o triangulo, além de apresentar a formula basica: A = %, o livro também

traz as expressoes:

e Em funcao das medidas de dois lados b e ¢ e do seno do angulo © compreendido

entre eles
B b.c.sen ©

2

e Em funcao das medidas de seus lados a, b e ¢ e da medida do raio r da circunfe-

A

réncia inscrita

A=np.r,

onde p é o semiperimetro do triangulo.

e Em funcao das medidas dos lados a, b e ¢ e da medida do raio R da circunferéncia

circunscrita
a.b.c

4R’

e Nos casos particulares do triangulo retangulo e equilatero.

A

Nos poligonos regulares, figuras e expressoes demonstram que todos tém suas areas
iguais ao produto do semiperimetro p com o apoétema a.

A formula da area do circulo é representada usando a formula A = p.a dos poligonos
regulares. Como nestes poligonos quanto maior o niimero de lados mais préximo sua
area é da area de uma circunferéncia de raio r, temos uma tendéncia de que a =r e o
semiperimetro p = w.r. Logo, A = m.r.r, ou seja, A = 7w.r2.

Ainda sobre circulos, demonstra-se a area do setor, coroa e segmento circular.

Todo este contetido apresenta um conjunto de exercicios para cada figura plana

apresentada.

2.2.2 Matematica - Dante (2008)

Como introdugao, este livro faz um breve comentéario que, desde a antiguidade,
o homem mede e demarca terras e isto se faz até os dias de hoje. Passa uma ideia
intuitiva sobre unidade de medida, comparando a superficie de um poligono sobre uma
malha quadriculada, definindo o tamanho da unidade.

Segue apresentando as formulas das figuras conhecidas, também utilizando o de-
senho para auxiliar a definicdo. Somente ao final apresenta exercicios de aplicacao.
Dante, diferente de lezzi, usa a expressao "area da regiao quadrada, retangular, etc."

Destacamos, neste livro, o item "Célculo aproximado de areas". O autor toma,
como exemplo, uma regiao R nao poligonal(Figura 2.4), sobrepoe a uma malha qua-

driculada e observa duas situacoes:
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1. Quantos quadrados inteiros cabem dentro da regiao R 7 Neste caso, a aproxima-

¢ao é por falta.

Figura 2.4: Aproximacao por falta [8|.

E observado que cabem 34 quadrados inteiros dentro de R.

2. Quantas quadrados inteiros cobrem a regiao R 7 Agora, a aproximacao é por

excesso (Figura 2.5).

Figura 2.5: Aproximacdo por excesso [8].

Verifica-se que 67 quadrados inteiros cobrem R.

Logo, um valor razoavel para a area aproximada da regiao R é a média aritmética
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dos dois valores encontrados

34467
9

A = 50, 5.

O autor, finaliza o assunto, comentando sobre razao de semelhanca para areas.

2.2.3 Conexoes com a Matematica - Juliane Matsubara Bar-

roso (editora responsavel) (2010)

Nesta obra, o assunto é iniciado com a definicao de area de uma superficie poligonal.

A autora, semelhante a Dante, prefere se referir & area das figuras como: area da
superficie quadrada, retangular, etc.

Sua definicao: A porcao do plano ocupada por uma superficie poligonal corresponde
a um unico nimero A real positivo chamado de drea, obtido pela comparacao da por¢ao
ocupada pela superficie poligonal com a por¢ao ocupada por uma unidade de medida de
drea

Segue apresentando as féormulas das figuras conhecidas, de maneira igual aos ou-
tros autores. Vale destacar que nesta obra é apresentada, para o calculo da area do
triangulo, a férmula de Heron, onde num triangulo de lados a, b e ¢ e semiperimetro p

temos

A=+/plp—a).(p—"b).(p—0)

Nas obras analisadas, vimos que é seguida, basicamente, a mesma linha para abor-
dar o assunto. Somente a obra de Dante mostrou uma opc¢ao para se encontrar a area
de uma regiao nao poligonal. Este fato eleva, em importancia, a busca de alternativas
didaticas para ampliar o conhecimento dos alunos sobre o tema.

Dessa forma, no capitulo seguinte apresentamos uma proposta de uma situacao
diferenciada e enriquecedora para o Ensino Médio: o célculo de ares de regioes deli-
mitadas por graficos de fun¢oes, num determinado intervalo. Sera utilizado o software
Geogebra como ferramenta computacional que certamente motiva os alunos e permite

uma melhor visualizacao grafica.



3 Calculo de area de regioes
delimitadas por graficos de funcoes -

uma proposta para o Ensino Médio

Neste capitulo apresentamos como calcular area de figuras poligonais irregulares e
figuras nao poligonais, bem como uma proposta de utilizacao do software matemaético
Geogebra para calculo de area de regides delimitadas por graficos de fungoes. Por 1l-
timo apresentaremos o Geogebra, mostrando um roteiro de preparacao de um exemplo
da atividade proposta.

Calcular o valor da area de uma figura plana T ¢ medir a regiao delimitada por
esta, no plano. Para isso, precisamos definir uma unidade de area e compara-la com
a regiao da figura. Logo, o resultado serd um ntmero que represente quantas vezes a
unidade de area esté contida na figura T. Elon[5] apresenta de forma detalhada, além
de outros contextos, como se define area e a formula da area de figuras conhecidas.

Considerando o prévio conhecimento de como calcular a area de triangulos e retan-
gulos, vejamos como determinamos a area de um poligono e de regioes delimitadas por

curvas.

3.1 Calculando area de figuras poligonais

Em figuras poligonais, onde seus lados sao segmentos de reta, nao ha dificuldade de
calcular sua area pois qualquer figura poligonal, por mais irregular que seja, pode ser
coberta com retangulos e tridngulos justapostos [5]. Com isso, sua area tera o valor da

somatoria das areas destas figuras. Vejamos um exemplo.

18



Calculando area de figuras poligonais 19

Figura 3.1: Poligono irregular.

O poligono da Figura 3.1 é facilmente particionado em retangulos e triangulos e

pode ser observado na Figura 3.2, através das subfiguras I, IT, TIT, TV, justapostas.

Figura 3.2: Poligono irregular particionado.

Entao, para calcular sua area, basta encontrar a area das partes e soma-las.
Temos, com isso, uma definicao geral de area de um poligono. Podemos associar a
cada poligono P um niimero real nao negativo, chamando a area de P, com as seguintes

propriedades:
1. Poligonos congruentes tém areas congruentes;
2. Se P é um quadrado com lado unitério, entao area de P é 1;

3. Se P pode ser decomposto como reuniao de n poligonos P, ..., P,, sendo que dois
quaisquer deles tém em comum, no méaximo, alguns lados ,entao a érea de P é a

soma das areas dos P; .

Segue de 3) que se o poligono P estiver contido no poligono ) entao a area de P seré

menor do que a area de Q).
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3.2 Calculando area de figuras nao poligonais

As propriedades citadas anteriormente sao somente para poligonos e assim, nao
serviriam para encontrar, por exemplo, drea do circulo e da elipse, pois nao conseguimos
compor perfeitamente suas regioes com triangulos e retangulos justapostos.

Apresentaremos entao uma estratégia para obtencao de areas nao poligonais. A area
de uma regiao F' arbitraria pode ser aproximada por um numero real nao negativo,

que indicaremos como a(F'), que satisfaz
a(P) < a(F) < a(P),

onde a(P) é a soma das areas dos poligonos contidos em F e a(P’) é a soma das areas
dos poligonos que contém F.

Vejamos exemplos que ilustram esta aproximacao.

Para simplificar, mostraremos um exemplo considerando apenas poligonos retan-
gulares contidos na regido F' (Figura 3.3). Assim, com a reunido de suas areas vamos

obter uma aproximacao da area de F' como uma aproximagao por falta.

ars SRS

Num segundo exemplo, a regiao F' esta contida na regiao formada pela reunidao de
retangulos. Agora, a area de F' é obtida por uma aproximagcao por excesso (Figura
3.4).
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Figura 3.4: Aproximagcao da area por excesso.

No caso da Figura 3.4 temos

a(F) ~ Z a(y).

3.3 Area de regiao delimitada por grafico de funcao -

uma situacao diferenciada

A Fisica no Ensino Médio apresenta situacoes onde os valores de certas grandezas
sao equivalentes ao calculo de areas de alguns poligono conhecidos. Vejamos dois

exemplos.

Exemplo 3.1. Um moével tem um deslocamento (d) de 5m quando sofre a acdo de
uma for¢a(F') constante de 3N. Calcular o trabalho(7) realizado por esta forca.

Como 7 = F.d segue que o valor do trabalho realizado é de 15J. Este resultado
equivale & area sob a reta horizontal no intervalo entre Om e 5m do grafico Faxd (Figura
3.5).

FN)

0 1 2 3 4 5 dim)

Figura 3.5: Exemplo de forca constante.
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Exemplo 3.2. Num moével, durante um deslocamento de 4m, aplica-se uma forca que

varia de acordo com o grafico dado pela Figura 3.6. Qual o valor do trabalho realizado?

F(N) 4
3

Figura 3.6: Exemplo de forca variavel.

Como
T=A,
temos
(1+3)4
T=""
2

Nestes exemplos temos, respectivamente, um retangulo e um trapézio determinados
pelas forcas e as areas podem ser calculadas com férmulas basicas ja conhecidas desde
o Ensino Fundamental.

No entanto, se a forca F for dada por funcoes diferentes das apresentadas nos
exemplos anteriores, a determinacao do trabalho realizado envolve o calculo de area
delimitada por grafico de funcao. Para tratarmos desta situacao, utilizaremos o soft-
ware GGeogebra, que permite uma visualizacao gréafica dindmica do problema. Para
o leitor que nao esta familiarizado com o Geogebra, apresentamos no fim do capitulo
uma breve descricao do software e os comandos necessarios para o desenvolvimento dos
exemplos que apresentaremos a seguir. Iniciaremos com um exemplo onde é possivel

comparar o valor exato com o valor aproximado obtido.

Exemplo 3.3. Encontrar o valor da area de um semicirculo de raio 2 (Figura 3.7).

Figura 3.7: Area do semicirculo.
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A estratégia se assemelha & forma geral para se calcular area de figuras planas,
ou seja, considerar figuras elementares, no caso, retangulos justapostos, aproximando
a area da regiao semicircular pela soma das areas dos n retangulos contidos nela.
Para isso, tomaremos subintervalos do intervalo [—2,2] de largura 1/n e, no caso de
aproximacao por falta, o valor minimo da funcao em cada subintervalo seréd a altura do
retangulo. Para a aproximacao por excesso, o valor maximo da funcao sera considerado
como a altura dos retangulos.

Nestas aproximacoes, o Geogebra nos fornece graficos dinamicos e tabela de valores
das areas.

Quando a aproximacao for por falta, a area obtida serd denominada A,,;, indicada
na segunda coluna da tabela. A primeira coluna n indicard o nimero de subdivisoes
do intervalo e ¢ significa que é soma inferior.

Quando for por excesso, a area obtida serd denominada A,,, onde n é o nimero de
subdivisoes do intervalo e s indica soma superior.

Uma terceira coluna apresentara, para cada etapa, a diferenca entre o valor encon-
trado pela formula da area do circulo (A = 6,2832) e o valor A,. Esta diferenca é o
erro ocorrido em cada etapa da aproximacao.

Primeiramente, o desenvolvimento da aproximacao por falta.

1 n=10 n=20 n =40
B ° — ——
) .
) CEEED
i o 2 3 - 5 . ; 2 -1 0 1 2
(a) n=10 (b) n=20 (c) n=40

Figura 3.8: Aproximagao por falta da area do semicirculo para alguns valores de n.

n A erro
10 | 5,2743 | 1,0089
50 |6,1045| 0,1787
250 |6,2495 | 0,03377
1100 | 6,2757 | 0,0075
4500 | 6,2814 | 0,0018
8700 | 6,2822 | 0,0001

Tabela 3.1: Valores das aproximacgoes por falta, para alguns valores de n.

Vamos agora realizar o mesmo procedimento, porém com o valor maximo da funcao
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no subintervalo como altura dos retangulos.

Esta aproximacao sera por excesso.

34 n=10 34 n=20 3 n=40

1 2 3 2 1 0 i 2 3

(a) n=10 (b) n=20 (c) n=40

Figura 3.9: Aproximagcao por excesso da area do semicirculo para alguns valores de n.

n A erro
10 | 6,8741 | 0,5909
50 |6,4244 | 0,1412
250 |6,3135 | 0,0303
530 | 6,2977 | 0,0145
1000 | 6,2910 | 0,0078
9000 | 6,2840 | 0,0008

Tabela 3.2: Valores das aproximagoes por excesso, para alguns valores de n.

Podemos observar que, conforme aumentamos a quantidade de retangulos com bases
cada vez menores, a area da soma dos retangulos vai se aproximando da area do
semicirculo, seja na forma inferior ou superior. A coluna erro facilita a observacao
apresentando valores tendendo a zero.

Neste exemplo, como a figura é conhecida e ja temos uma férmula para calcular sua
area podemos utiliza-lo de modo comparativo para dar sentido ao valor encontrado com
a formula ou, como exemplo inicial, demonstrar que este recurso grafico nos fornece
resultados verdadeiros gerando uma certa confiabilidade para exemplos posteriores,
onde as figuras nao sao conhecidas.

Em sala de aula, o professor pode comentar que em niveis mais elevados de estudo,
temos o curso de Célculo Diferencial e Integral onde é possivel mostrar a convergéncia

para o valor correto da area.

Exemplo 3.4. O grafico dado pela Figura 3.10 mostra um movel submetido a acao de
uma forga(F') durante um deslocamento (d) de 0 a 3m, que varia conforme a fungao
F= d—;. Encontre o valor do trabalho realizado.
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F(N) A

Figura 3.10: Exemplo de forca variavel.

A estratégia é a mesma mostrada no Exemplo 4.3, ou seja, realizar aproximacoes por
falta e por excesso. Porém, nesta situagao, o objetivo é calcular o trabalho encontrando
o valor da area, ja que, no nivel médio de ensino, nao se conhece uma férmula direta

para esta figura.

(a) n=10 (b) n=20 (¢) n=50

Figura 3.11: Area por falta para a regido da Figura 3.10, para alguns valores de n.

n Api
10 | 3,8475
20 |4,1681
50 | 4,3659
100 | 4,4327
250 | 4,4730
530 | 4,4873
790 | 4,4915
1000 | 4,4933

Tabela 3.3: Valores da area por falta, para alguns valores de n.
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Utilizando no Geogebra o comando "SomaDeRiemannlInferior"em conjunto com a
ferramenta "Controle Deslizante"foi possivel, de forma dinamica, a perfeita visualiza-
cao da aproximagao, primeiramente por falta, entre a drea da soma dos retangulos e a
area sob a curva neste intervalo. Outra ferramenta de extrema utilidade para o desen-
volvimento desta atividade é "Gravar para a Planilha de Célculos". Com ela, podemos
observar os valores da soma das areas dos retangulos sendo apresentados numa tabela,
conforme variamos a quantidade de subintervalos no Controle Deslizante. O exemplo
nos mostra o valor da soma se aproximando de 4,5. Um questionamento que devemos
levantar é: este tinico procedimento para o experimento e seu valor apresentado pode
ser conclusivo? Como o valor 4,5 nao ficou explicito, nao podemos ter a certeza ime-
diata que este serd o valor da area sob a curva. Com isso, direcionamos os alunos a

realizar uma segunda etapa do experimento, a aproximagao por excesso.

N |t

o 1] = o 3 3 o i

(a) n=10 (b) n=20 (c) n=>50

Figura 3.12: Area por excesso para a regido da Figura 3.10, para alguns valores de n.

n | Aps
10 | 4,8431
20 | 4,7275
50 | 4,6131
100 | 4,5615
250 | 4,5250
530 | 4,5121
780 | 4,5081
990 | 4,5067

Tabela 3.4: Valores da area por excesso para alguns valores de n.

Neste segundo momento, observamos que a aproximacao também nos levou ao
valor 4,5. Diante disso, com as aproximagoes por falta e por excesso convergindo para

um mesmo ponto, podemos considerar este valor como sendo da area delimitada pela
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funcao neste intervalo. Novamente, este valor pode ser justificado através do Célculo

Diferencial e Integral.

No proximo exemplo, além do desenvolvimento do calculo da area com aproximacao
por falta e por excesso, vamos também explorar, na pratica, o conceito da Soma de Rie-
mann. Para facilitar a programagao na representacao deste ultimo conceito, tomamos,
em fun¢ao do ponto de extremo esquerdo de cada subintervalo, a altura dos retangulos

que compoem a Soma.

Exemplo 3.5. Vamos calcular a area da regiao delimitada pelo gréfico (Figura 3.13)

da fungao f(z) = —z% + 4x no intervalo [0, 4].

Figura 3.13: Regiao do Exemplo 4.5.

No desenvolvimento com o Geogebra temos as seguintes representacoes no calculo

da area através de aproximacao por falta:

n=10
3 2
2 24
1 1
o \ o
a i 3 B o H i
(a) n=10 (b) n=20

Figura 3.14: Aproximacgao por falta da Figura 3.13, para alguns valores de n.
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n Api
10 8,9600
60 | 10,3970
100 | 10,5056
030 | 10,6364
750 | 10,6453
10000 | 10,6651

Tabela 3.5: Valores da area por falta, para alguns valores de n.

Vejamos os valores apresentados pelo software na aproximacao por excesso

n=10

(a) n=10 (b) n=20

- §

(¢) n=50

Figura 3.15: Aproximagao por excesso da Figura 3.13, para alguns valores de n.

n Aps
10 | 12,1600
60 | 10,9304
250 | 10,7305
530 | 10,6968
750 | 10,6880
10000 | 10,6683

Tabela 3.6: Valores da area por excesso, para alguns valores de n.

Finalmente a representacao das aproximacoes tomando, em funcao do ponto de

extremo esquerdo de cada intervalo, a referéncia para a altura de cada retangulo.
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aniii ill
o 1 3 .\ 5 2

(a) n=10 (b) n=20 (¢) n=50

Figura 3.16: Aproximacao, com o extremo esquerdo como referéncia, da Figura 3.13,

para alguns valores de n.

Com a referéncia num extremo dos subintervalos este exemplo apresentou a soma
por falta e por excesso simultaneamente. Vejamos os valores das areas para alguns

valores de n.

n A,

10 | 10,5600
20 | 10,6400
100 | 10,6656
530 | 10,6666
750 | 10,6666
960 | 10,6667

Tabela 3.7: Valores da area com o extremo esquerdo como referéncia.

Observamos através dos exemplos que as trés opgoes nos levam ao mesmo lugar, ou
seja, as aproximagcoes convergem ao mesmo valor. Possibilitando, de maneira clara e
confidvel, tirar conclusoes sobre o problema estudado.

Entendemos que, apresentando este exemplo, podemos introduzir o conceito da
Soma de Riemann de forma adequada ao Nivel Médio, levando o aluno a perceber que
a soma converge para o valor da area tomando um valor arbitrario ¢; dentro de cada
intervalo. Isto pode contribuir, principalmente, para aqueles alunos que optarem por

cursos da area de Ciéncias Exatas nos estagios seguintes de seus estudos.

As situacOes ja trabalhadas mostraram, de forma detalhada, que com o procedi-
mento proposto os valores das aproximacgoes convergem para o valor da area procurada.
Seja por falta, seja por excesso ou ainda, por um extremo, a convergéncia ocorre.

Os proximos exemplos serao desenvolvidos mostrando apenas uma opcao de con-
vergéncia, simplificando o processo sem perda de confiabilidade.

H4 funcoes que num determinado intervalo podem trocar de sinal. O proximo

exemplo desenvolve, dentro da nossa proposta, esta situacao.
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Exemplo 3.6. Calcular a area Ar da regiao entre entre o grafico da funcao f(x) =
—(x = 1)(z —3)(z — 5) e 0 eixo OX, no intervalo [1,5].

Figura 3.17: Gréfico de f(z) = —(z — 1)(z — 3)(x — 5).

Escolhendo como referéncia o extremo esquerdo de cada subintervalo, temos entao:

a=-3.84 a=-396

(a) n=5 (b) n=10

Figura 3.18: Area sob o grafico da funcio da Figura 3.17, para alguns valores de n.

Sendo Aja area da regido delimitada pelo grafico de f no intervalo [1,3] (f(z) < 0)
e Ay a area da regido delimitada pelo grafico de f no intervalo [3,5] (f(x) > 0). Logo,
a area Ar serd a soma das areas dessas duas regides. Para o intervalo [1, 3] o Geogebra
fornece um valor negativo para as aproximacoes e dessa forma, consideramos como A;

o mo6dulo desse valor (veja Figura 3.18). Assim,
Ap = Ay + A,

Vejamos os valores de A para alguns valores de n.
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no| A Ay | Ap
10 | 3,9600 | 3,9600 | 7,9200
30 |3,9952 | 3,9952 | 7,9905
50 | 3,0984 | 3,9984 | 7,9968
100 | 3,9996 | 3,9996 | 7,9992
250 | 3,9999 | 3,9999 | 7,9999

Tabela 3.8: Valor da area, para alguns valores de n.

Como tltimo exemplo abordaremos a situacao onde a area calculada sera da regiao

entre os graficos de duas fung¢oes num determinado intervalo.

Exemplo 3.7. Calcule a area A, da regiao entre os graficos das fungoes f(x) = z3/2—
32% + 52 + 2 e g(z) = 32?/4 — 2z + 2 no intervalo [0, 3].

f(x)

9(x)

Figura 3.19: Gréafico de f(z) e g(x).

No modelo da atividade que estamos usando, o Geogebra nos fornece as aproxima-
coes das areas entre os graficos das funcoes e o eixo OX.

Para este exemplo, como queremos a area A, da regiao entre os graficos das fungoes
no intervalo [0, 3], a estratégia serd, com aproximagoes por falta, subtrair da area
A(f(x)) sob o grafico da funcdo f(x) que se apresenta acima , a area A(g(x)) sob o
grafico da fungao g(x) que esta abaixo. Esta diferenca, seja na representagao grafica,

seja nos valores da tabela, representa o resultado do exemplo.
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27 (x) 1 () (x)

a0x) a0 Aeled)

L/ 5
N[ L N
0
0 1 2 i 2 2
/ a=1039 b=286 a=11.04 BP=327 a=11.44 b=358
(a) n=5 (b) n=10 (c) n=20

Figura 3.20: Area entre os graficos das funcoes da Figura 3.19, para alguns valores de

n.

n | A(f(x)) | Alg(z)) | Aq
10 | 11,0398 | 3,2713 | 7,7685
30 | 11,4374 | 3,5829 | 7,8545
100 | 11.5695 | 3.6991 | 7,8704
400 | 11,6112 | 3,7372 | 7,8740
000 | 11,6189 | 3,7443 | 7,8746

Tabela 3.9: Valor da area, para alguns valores de n.

Sabemos que em niveis mais elevados, os alunos teriam o conhecimento da Integral
Definida para desenvolver estes exemplos. Neste caso, como se trata de uma atividade
para o Ensino Médio, tal conceito mateméatico nao faz parte de seus dominios, porém,
com a utilizagao do Geogebra mostrando graficamente as aproximacgoes entre as areas
e as tabelas explicitando o valor encontrado, tornou-se, além de viavel a resolugao, facil
a compreensao do que foi desenvolvido até chegarmos no resultado.

Todos os exemplos deste trabalho foram desenvolvidos utilizando as mesmas ferra-

mentas do software. Vejamos mais sobre o Geogebra.

3.4 Geogebra - Software Dinamico de Matematica

Da juncdo das palavras Geometria e Algebra surgiu Geogebra, nome perfeito para
um software onde, suas ferramentas, combinam conceitos destas areas da Matematica.

Criado por Markus Hohenwarter, seu projeto teve inicio em 2001 em Salzburg e a
continuidade de seu desenvolvimento ocorre na Florida Atlantic University.

Disponivel no site www.geogebra.org, sua distribuicao é livre, o que permite sua

ampla utilizagao inclusive em sala de aula.
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Realiza construcoes geométricas com pontos, retas, segmentos de reta, poligonos
etc., permitindo também a insercao de funcoes, equacoes e coordenadas. Com estes
recursos, o GeoGebra nos oferece um ambiente diversificado, onde podemos manipular
ntimeros, pontos, vetores, além de derivar, integrar, encontrar raizes e pontos extremos
de uma funcao. Todas essas representacoes sao tratadas com grande dinamismo, onde
alteracoes sao possiveis em qualquer momento.

A presenca de ferramentas de Geometria mais recursos algébricos faz do Geoge-
bra um importante recurso didatico com a vantagem de, num Unico ambiente visual,
interagir elementos e conceitos destas duas areas da Matematica [11].

Vejamos um exemplo desenvolvido neste trabalho mostrando, passo a passo, os

procedimentos necessarios para a sua execucao.

Exemplo 3.8. Calcular a area entre a curva do grafico da fungio f(z) = 22/2 e o eixo

OX, limitada pelas retas x=0 e x=3.

e Primeiramente uma visao geral da area de trabalho do software.

£ Geoiera =
Arquwu Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
» Janela demgebrn ¢ Janela de Visualizagio @ ¥ Planilha EI
2 A ‘ B ‘ c
1 .
2
5 — E
3
4
+ 5
6
3 7
8 4
2 9
10
1
4 [
12
13
T T T T o T T T T T T
) 3 2 1 0 1 2 3 4 5 [ i
15
1 16
17 -
< L3
Entrada
G -]c o] S B

Figura 3.21: Area de trabalho do Geogebra.

e No campo "Entrada"digitamos a fungao f(z) = 22/2.

Entrada: fix)=x*272|

e Apos digitagao, acionando com o comando "Enter", a fungao aparece na "Janela

de Algebra'e seu grafico na "Janela de Visualizacio"
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N— () ) (i) | ) (S | ) (S | ) S | ) S

b Janela de Algebra
= Funcéo

®

%2

. flx) = 3

» Janela de Visualizagéo

e Acionando o botdao "Controle Deslizante"e clicando na "Janela de Visualiza-

¢ao''uma janela é aberta. Nela, determinarmos alguns parametros como nome

e intervalo que o controle ird atuar.

ABC 2

W

a

~

7

<

|

: \lisualizagao

ul

Controle Deslizante

- Nome
@ Mimero

) Angulo n

) Inteiro [ Aleatdrio (Fa)

Intervalo | Controle Deslizante | Animacio

min: |0 max: | 100

Incremento: 1|

Aplicar | | Cancelar |

e (Clicando em "Aplicar"criamos uma segmento com um ponto deslizante que sera

muito importante na nessa atividade.

)
eIl

©,

Janela de Visualizagao

&
n=-1
®$o————— =

e Digitando "Soma'no campo "Entrada"ja aparece a expressao para ser preen-

chida com os valores do exemplo, podendo optar por soma inferior, superior ou

a esquerda.
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Entrada SomaDeRiemanAEsquerda] <Fungéo®, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final, <Nimero de Retangulos> |

e Colocando os dados do exemplo em seus respectivos campos. Vale dizer, que
para "Numero de triangulos"é atribuido a mesma letra que foi denominado o
controle deslizante. Feito isto e acionando "Enter", o software apresenta o valor
da soma das areas dos retangulos gerados abaixo do grafico. Variando a posigao
no controle deslizante a quantidade de retangulos se altera e o valor da soma é

simultaneamente corrigido.

|
Entrada: SomaDeRiemanAEsquerdal f(x),0,3,n]

e Para a regiao cuja area queremos calcular ficar determinada, acrescentamos duas
retas verticais definindo o intervalo a ser considerado. Neste exemplo, uma delas

coincide com o eixo OY.

» Janela de Algebraz] | » Janela de Visualizagio

=l Funcio

x2
3 f(x) = 5

= Nimera

3 a=0

J n=1

=l Reta

0 Dix=3

@ cx=0

e Acionando o botao "Mover"e selecionando a opcao "Gravar para a Planilha de

Céalculo"uma planilha é gerada.
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Arquive Editar Exibir Opcgbes Ferramentas Jar

D DB SO
s

raca
IMower &

% Rotacio em Torno de um Ponto
-
36

22 % Gravar para a Planilha de Calculos

= Reta \

e Na "Janela de Algebra"clicando com o botdo direito sobre o indicador do niimero
de retangulos e selecionando "Gravar para a planilha de Calculo"uma coluna
da planilha apresentara os valores quando o controle deslizante for acionado.
Faremos o mesmo procedimento para o indicador da area, e com isso teremos

uma planilha apresentando as aproximagoes desejadas.

F Janela deﬁlgehraﬂ » Janela de Visualizagéo

= Funcgio

2 5
=x

@ f(x) = 2 n=13

= MNidmero - s

@ n=1 Nimero a: SomaDeRiemanﬂEsquerda[f. 0,3, m]
= Reta
@ x| Exibir Objeto
“e @ erx| as| Exibir Rétulo
EEl Gravar para a Planilha de Calculos
Renomear
/#  Apagar

.+ Propriedades ..

e Com estes procedimentos a atividade estd pronta para ser explorada com os

alunos.
el e e i) # W
b Janela de Algebrag) | » Janela de Visualizagio } Planilha
< Fungi B EIG
[ ° 1 |n 3 o
0 f(x) = 5 nz13 [
. - 2 0 2
= Nimero — =
9 a-399 * H 3 1 0
J =13 4 2 169 4
= Reta =1
-3 bx=3 3 L5 3 29
-3 Ex=0 6 5 324
7 5 344
2 —
8 7 358 4
9 8 389
! 10 9 378
19 10 385
12 " 39
3 -2 1 0 1 2 4 5 [ 7 8
13 12 395
o a=18 14 12 X
15
18
2 |
17 <
< b
Entrada 4@
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Apresentamos aqui uma orientacao basica para o desenvolvimento da atividade pro-
posta neste trabalho. Porém, o software oferece uma grande variedade de ferramentas,
possibilitando o desenvolvimento de diversas atividades com a Matematica. Para saber

mais consulte o tutorial disponivel na internet

(http : / Jwww.geogebra.org/help/docupt PT.pdf)



4 A Integral Definida no calculo de

areas

A atividade proposta no capitulo anterior esta "apoiada'nos conceitos de Soma de
Riemann e Integral Definida, partes do contetido de Calculo, e geral abordados num
curso introdutorio ao Calculo Diferencial e Integral. Pressupondo que o leitor tenha

estudado limite e continuidade de funcdes, segue entao como estes dois conceitos sao
dados.

Defini¢ao 4.1. Uma particio P de um intervalo [a,b] é um conjunto de pontos
Lo, X1, X2, -ovy Tn—1,Tp
ordenados assim
Aa=To <1 <Xy < ... <Tp_1<T, =>0.

FEstes pontos dividem o intervalo [a,b] em n subintervalos [x;_1,x;] com compri-
mento Ax; = x; — x;_1, ndao necessariamente de mesmo tamanho. Temos, a soma

destes,
ZAwi:(:L’l—xo)+(x2—x1)+...+(xn—xn,1):xn—xozb—a

equivalente ao comprimento do intervalo original.

A norma ou tamanho de uma particdo P, denotada por ||P||, ¢ o comprimento
do maior subintervalo determinado por dois pontos consecutivos da particao. Sendo
assim,

[Pl = maz{Azs;i=1,2,..,n}

Com o conceito de particao dado acima, vamos, entao, definir o que se entende por

Soma de Riemann.

Definigao 4.2. Seja uma funcgao f : [a,b] — R. Considerando P uma parti¢ao de [a, D]
com. subintervalos de comprimento Ax;, tomamos um ponto c¢;(arbitrdrio) em cada um

destes, isto €, ¢; € [x;_1, ;]
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q C1 Ci Cnp ¥

Figura 4.1: O caso f(z) > 0.

A soma
S= f(Cl)A$1 + f(CZ)A$2 + ...+ f(Cn)Al'n,

ou ainda,
=Y fle)Ax;
i=1
¢ chamada Soma de Riemann de f, relativa a particao P e aos pontos ¢;.

Definigao 4.3. Sejam f uma fungao continua no intervalo [a,b] e P uma parti¢ao
qualquer deste intervalo. Entao, se o limite abaizo existir, a Integral Definida de f no

intervalo |a,b] € definida por

/bf(af)d:c = lim if(ci)Axi

[IPl=0

Dizemos entao que f é integravel, segundo Riemann, em [a,b]. Uma vez que assu-
mimos que f é continua, pode ser provado que o limite na definicao anterior sempre
existe e fornece o mesmo valor, ndo importando como escolhemos os valores ¢; [4].

Quando aumentamos n e, consequentemente, diminuimos Az;, observamos que a
soma S vai se aproximando da area(A) sob a curva de f(x), no caso f(x) > 0, Vz €

[a, b]. Temos entao,

lim Z flei)Ax; = area(A),
i=1

IP[|—=0

desde que o limite exista, ou seja,

b
area de A = / f(z)dx.
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4.0.1 Calculo de Area

Para o calculo de area sob grafico de funcao, utilizando [7], podemos escrever o
processo como segue.

Seja f uma fungao continua em [a,b], com f(x) > 0, x € [a,b]. Para calcularmos a
area do conjunto A (Figura 4.2) do plano limitado pelas retas © = a, t = b, y = 0 e
pelo grafico de y = f(x), considere P :a =1z < 21 < 23 < ... < T,_1 < T, = b uma
parti¢ao de [a,b] e sejam ¢ e ¢ em [z;_1, ;] tais que f(¢;) € o valor minimo e f(¢;) o

valor maximo de f em [z;_1, 2], para i = 1...n.

Figura 4.2: Conjunto A.

Uma boa defini¢io para area de A devera implicar que a soma de Riemann )" | f(¢;)Ax;
¢ uma aproximacao por falta da area de A e > | f(¢)Ax; é uma aproximagio por

excesso, isto é,

i f(@)Az; < area(A) < if(CZZ)ASUZ
=1 i=1

(a) n=5 (b) n=5

Figura 4.3: Aproximacao por falta e por excesso.

Conhecendo estes conceitos o calculo da area pode ser feito resolvendo a integral
da funcao definida no intervalo. Apresentaremos algumas propriedades de integrais, o

Teorema Fundamental do Calculo e na sequéncia, um exemplo.
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Vamos supor que f e g sejam fungoes continuas. Algumas propriedades da Integral
Definida:

1. fab cf(z)dr = cfab f(z)dz ,onde ¢ é qualquer constante.
2. [I[f(x)+g(@)de = [} f(x)dz + [ g(x)da.

3. [¢ f(z)de + fcbf(x)dx = ff f(z)dx,a < c<b.

Teorema Fundamental do Célculo Se f for continua em [a, b], entao

b
/ f(x)dz = F(b) — F(a),

onde F' é qualquer antiderivada de f, isto é, uma funcao tal que F’ = f.

Vejamos agora um exemplo.

Exemplo 4.1. Calcular a area do conjunto A do plano limitado pelas retas x = 0,
x =3,y =0 e pelo grafico de f(x) = —2? + 3z (Figura 4.4).

Figura 4.4: Regiao A delimitada por f(z) = —2% + 3z.

Solucao:

3
3 3 2 3 2
9 x 3T 3 3.3

- e = | ——+—| =|——=+—
/0(x+m)m [ 3—|—2] [ 3-1—2

0

Existem outras situacoes que estendem o conceito de area sob grafico de funcao.

e O conjunto A definido abaixo do eixo x (Figura 4.5). Como f(z) < 0 em [a, ],
fabf(x)dx < 0. Entao,

area(A) = — / ’ f(w)da.
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Figura 4.5: O caso f(z) <0.

e O conjunto A definido pela reunido das regides da Figura 4.6 tem como area

drea(A) — / " fla)da — / " e+ /d " ) = / ().

Figura 4.6: O caso onde f troca de sinal.

e O conjunto A definido pela regiao determinada entre as retas x = a, © = b e 0s

graficos de f(x) e g(x) tem como éarea (Figura 4.7).
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Figura 4.7: O caso de regido entre f(z) e g(x), com f(z) > g(x),Vx € [a,b].

area de A = / [f(z) — g(x)]dx.

Seguindo a proposta do trabalho e aplicando os conceitos citados, mostramos o
calculo de area em diversas situacoes. Dentro deste contexto podemos desenvolver
outras situacdes como: calcular o comprimento da curva de um grafico de uma funcao
num determinado intervalo e, estendo mais os conceitos, calculo de volume de soélidos

definidos por funcoes.



5 Consideracoes finais

Com este trabalho esperamos contribuir com uma alternativa didatica para o calculo
de 4reas de regioes delimitada por grafico de fungao.

Para esta atividade proposta entendemos ser necessario o professor ter conhecimen-
tos basicos do Calculo Diferencial e Integral, mesmo nao sendo objeto de estudo do
Ensino Médio, pois isto permitira que se fale, por exemplo, de Soma de Riemann. Este
conceito seré apresentado de forma intuitiva e contribuira para os alunos que seguirao
seus estudos em areas com disciplinas de Ciéncias Exatas.

Nao podemos deixar de destacar o grande auxilio que o software Geogebra nos
proporcionou. Atualmente, todo professor deve ter um dominio bésico de informé-
tica. Com isso, esta ferramenta pode trazer varios beneficios na abordagem, nao s6 no
contexto mostrado neste trabalho, mas também nos diversos assuntos que envolvem
Geometria e Algebra.

Com relagdo ao Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROF-
MAT) gostaria de ressaltar a importancia que teve para o enriquecimento da minha
formacao. As disciplinas do curso me proporcionaram o aprofundamento de determi-
nados contetidos matematicos que me levaram a ter uma postura diferente em sala de
aula, incentivando os alunos a nao conhecerem simplesmente as férmulas mas o desen-
volvimento das mesmas. Esta nova visao nos leva a uma atitude diferenciada em sala
de aula, tratando os contetidos sem utilizar formulas prontas e sim construindo passo

a passo o conceito, até concluirmos com a féormula.
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