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Resumo 

Nesse trabalho analisamos dois importantes aspectos limites (extremos) relacionados aos sistemas 
não-relativísticos de poucos núcleons; limite de curto e de longo alcance para a interação nuclear 
de dois corpos. No limite de longo alcance analisamos a troca de um píon, o comportamento 
assintótico entre os estados D/S e os correspondentes parâmetros de mistura paxa composição da 
força nuclear. O relacionamento dessas quantidades é apresentado como um importante caminho 
para a análise e entendimento da interação nuclear nesse setor. No limite de ciurto alcance as 
representações realísticas da força nuclear podem apresentar termos de contato, formas analíticas 
altamente singular. Nesse caso consideramos um método efetivo de regularização e renorma- 
lização dessas interações, que conduzem à solução da correspondente equação de espalhamento. 
Apresentamos também uma extensão desse formalismo para o sisrema de três corpos. 

Palavras-chaves: renormalização; parâmetro de mistura; núcleon-núcleon; dêuteron; equação de 
Lippmann-Schwinger; equação de Faddeev. 

Área de conhecimento: 1.05.04.03-6; 1.05.01.01-0 
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Abstract 

In this work we analyse two important limiting aspects (extremes) in few nucleon Systems: the 
short and long range limits of the nucleon-nucleon interaction. In the long range limit of the 
nuclear interaction we analyse the role of the one pion exchange, the D/S asymptotic behavior 
and corresponding mixing parameters. The relation between these quantities is shown as an 
important way to analyse and study the nuclear interaction in this sector. In the short range limit 
the analitical representations for the nuclear force can present contact terms or highly singular 
terms. In this case we consider an effective method to regularize and renormalize such interactions, 
which leads to the solution of the corresponding scattering equation. We also present an extension 
of the formalism to three body Systems. 

Keywords: renormalization; mixing parameter; nucleon-nucleon; deuteron; Lippmann-Schwinger 
equation; Faddeev equation. 



índice 

1 Introdução 3 

2 Física de Dois e Três núcleons e os Potenciais Nucleares 9 

2.1 Introdução  9 

2.2 Física de Dois núcleons e Potenciais Nucleares  10 

2.3 Matrizes de Espalhamento  13 

2.4 Potenciais Nucleares e as Quantidades Observáveis Físicas    17 

2.4.1 Comportamento de Longo Alcance e os Parâmetros esB e ei . . . . 36 

3 Aspectos Computacionais e Numéricos 51 

3.1 Introdução  51 

3.2 Alguns Conceitos Fundamentais  53 

3.3 Métodos e Estratégias de Solução  57 

4 Renormalização em Mecânica Quântica 67 

4.1 Introdução  67 

4.2 O problema  69 

4.3 Renormalização em Mecânica Quântica: Potenciais Singulares  74 

1 



índice 2 

4.4 Equações do Grupo de Renormalização em Espalhamento  82 

5 Aplicação da Renormalização à Equação de Espalhamento 90 

5.1 Introdução  ^9 

5.2 Equações do Modelo  93 

5.3 A Regularização e Renormalização   98 

5.4 Resultados Numéricos   191 

6 O problema de Três Corpos 

6.1 Introdução  

6.2 O modelo de Amado  129 

7 Conclusões e Perspectivas 129 

Relação das Tabelas 1^4 

Relação das Figuras 135 



Capítulo 1 

Introdução 

o espalhamento quântico entre partículas é o processo fundamental no estudo da estrutura e 

propriedades da interação entre partículas. Deste modo, o estudo da dinâmica dos sistemas 

de dois e três núcleons é o caminho inicial para o entendimento da origem e composição 

da força nuclear. Nesse trabalho analisamos alguns aspectos básicos relacionados a dois 

limites extremos da força nuclear: os limites de longo e curto alcance. No limite de longo 

alcance da força nuclear analisamos o papel da troca de um píon, do comportamento 

assintótico da razão D/S e demais observáveis básicas do sistema núcleon-núcleon em 

baixas energias para composição do potencial nuclear. Essa análise é realizada através 

da expansão terórica[l] obtida para o parâmetro de mistura de Blatt-Biedenharn[2]. A 

expansão para o parâmetro de mistura se expressa através de algumas informações básicas 

da interação NN\ comportamento de longo alcance de troca de um píon, energia do estado 

ligado e razão assintótica entre as ondas D/S[\, 3]. A expansão para o parâmetro de mistura 

assim obtida propicia uma medida da composição de estados D e S na. força nuclear em 

termos de propriedades básicas, praticamente independentes da forma do potencial em 

baixas energias; e portanto, uma conexão com a fenomenologia da interação NN a baixas 
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energias. 0 papel da componente tensorial da força nuclear e dos parâmetros de mistura 

que fazem a mistura correta de onda S e D para bem representar as características do 

sistema núcleon-núcleon é ressaltado. * 

No limite de curto alcance, quando a força nuclear pode apresentar termos de contato[4, 5, 6] 

ou comportamento singular[7] analisamos a aplicabilidade do procedimento de renorma- 

lização como uma técnica para solução das equações de espalhamento para potenciais com 

comportamento singular. 

Sabemos que para potenciais separáveis a equação de Lippmann-Schwinger[8, 9] (LS), que 

é a versão integral da equação diferencial de Schrõdinger, representa o espalhamento para 

um sistema de dois núcleons é analiticamente resolvida e que para potenciais de forma 

simples a solução da equação de LS é uma tarefa relativamente simples. O problema surge 

quando a equação de LS é utilizada em problemas multicanais, onde duas partículas iniciais 

apresentam diferentes possibilidades de estados finais, e/ou com potenciais de forma mais 

complexas tais como os potenciais fenomenológicos derivados da teoria quãntica de campos 

[7, 10, 11, 12] ou da teoria de campos efetiva[5j. Esses potenciais podem apresentar termos 

altamente singulares ou interações de contato do tipo delta de Dirac e suas derivadas[5, 6]. 

Deste modo, ao contrário que possa parecer a solução da equação integral pode tornar-se 

problemática já que a solução é altamente dependente da forma funcional do potencial 

utilizado e para potenciais singulares pode carecer de significado físico [13]. Assim exis- 

tem um grande número de métodos e algoritmos para solução das equações integrais de 

espalhamento [9, 14]. Para o caso onde o potencial tem comportamento singular a série 

perturbativa de Born para a equação de LS não converge e assim não temos solução para 
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o problema de espalhamento[8, 9, 14]. O tratamento desse problema era feito de forma 

altamente “ad-hoc” não existindo um procedimento formal geral e adequado [13]. Con- 

tudo, recentemente foi proposto por Adhikari et. al.[15, 16] um procedimento simples para 

solução da equação de LS usando o conceito de renormalização semelhante ao usado em 

teoria quântica de campos[17]. Esse procedimento foi apresentado usando-se um potencial 

do tipo delta no espaço das coordenadas, ou seja, uma constante no espaço dos momen- 

tos. O potencial delta é altamente singular e apresenta divergências ultravioleta quando 

r 0(p —>■ oo). Através desse procedimento quantidades finitas são obtidas quando reg- 

ularizamos a equação de LS e eliminamos o regularizador vinculando-o a uma quantidade 

observável física, um parâmetro de escala; energia de ligação ou comprimento de espa- 

Ihamento, por exemplo. A esse procedimento de regularizar a equação com a introdução 

de um parâmetro regularizador e eliminar a dependência desse parâmetro vinculando a 

equação a uma quantidade observável física chamamos de renormalização. A aplicação e 

extensão do procedimento de regularização e renormalização apresentado nas Refs.[15, 16] 

foram apresentados em recentes trabalhos[18, 19, 20, 21]. 

Com a renormalização da equação de espalhamento de dois corpos uma questão que se 

impõe de forma imediata é se ao tratarmos o espalhamento de três corpos, com a mesma 

interação de dois corpos, deveremos renormalizar novamente a equação de espalhamento 

de três corpos. A questão procede já que no problema de três corpos usamos os elementos 

de matriz de dois corpos fora da camada de energia. Asssim se matriz-T de dois corpos foi 

renormalizada poderiamos pensar que o problema foi resolvido. Na verdade mostaremos 

usando as equações de Amado [22] para o espalhamento de três corpos que uma nova regu- 
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larização nessa equação será necessária, renormalizando as equações assim obtidas usando 

uma ou mais quantidades observáveis físicais de três corpos. 

Antes de apresentarmos a divisão desse trabalho gostaríamos de fazer algumas consid- 

erações sobre as quais se assentam a elaboração desse trabalho. Procuramos fazer um texto 

coeso e flexível apresentando de forma compreensível e progressiva a teoria e os resultados 

das pesquisas realizadas. 

A seqüência de divisão do trabalho é a seguinte: no capítulo 2 apresentamos algums 

aispectos básicos sobre teoria de espalhamento e estado-ligado de dois núcleons e as es- 

tratégias dinâmicas de solução. O formalismo básico das matrizes de espalhamento T, K e 

S é apresentado assim como a conexão entre esses formalismos e ais quantidades observáveis 

físicas: deslocamento de fase, energia de estado ligado, razão assintótica entre as ondas D 

e S e os parâmetros de mistura e suas diferentes formulações. 

Tratamos também, no capítulo 2, dos potenciais nucleares. Apresentamos as formas de 

alguns potenciais recentes, a relevância dos componentes do potencial para a descrição do 

problema de dois e de três corpos é discutida. Ressaltamos o comportamento de curto e 

longo alcance da força nuclear e como essas componentes são representadas nos potenciais 

“puramente” fenomenológicos[23, 24] e dos potenciais, mais recentes, derivados da teoria 

de troca de mésons[10, 11, 25]. O formalismo inicial e a breve descrição da força nuclear 

nos limites de curto e longo alcance, apresentados no capítulo 2, servem de base para a 

descrição de alguns métodos numéricos de solução para as equações de espalhamento apre- 

sentados no capítulo 3. Abordamos alguns aspectos relevantes sobre os métodos de solução 
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das equações de espalhamento e estado-ligado. Os métodos apresentados têm se mostrado 

um importante auxilio na solução de problemas multicanais e de potenciais com termos 

divergêntes[14, 26, 28, 29]. Nesse capítulo abordamos fundamentalmente aspectos relativos 

às soluções numéricas e computacionais envolvidas no problema. 

No capítulo 4 estabelecemos o problema da renormalização em mecânica quântica não rela- 

tivística em conexão com alguns aspectos básicos da renormalização em Física. Para fins 

didáticos e elucidativos partimos de um Hamiltoniano do tipo H = Hq + A5‘^(x), onde 

Hq é o operador Hamiltoniano da partícula livre e A5‘^(x)é o potencial delta de Dirac em 

dimensão d. Tratamos o problema explicitamente, para d=l,2 e 3, mostrando em detalhes 

quando surge a divergência ultravioleta e como podemos fazer a redefinição da constante 

de acoplamento A para absorver e eliminar a divergência final do problema. Abordamos 

também nesse capítulo as equações de grupo de renormalização em teoria de espalhamento 

utilizando o formalismo da matriz-T. Essas equações são importantes pois proporcionam 

um melhor entendimento do procedimento de regularização e renormalização. Aspectos 

relacionados ao comportamento da constante de acoplamento e da matriz-T em diferentes 

escalas são apresentados nessa seção. 

No capítulo 5 apresentamos os resultados da utilização do método apresentado no capítulo 

anterior, para um potencial da forma usando diferentes esquemas de regularização. 

Os potenciais com comportamento singular são um interessante campo de experimentação 

para os procedimentos de regularização e renormalização no âmbito da mecânica quântica. 

Com o objetivo de empregarmos o método de renormalização apresentado no capítulo 4, 

seção 4.3, em um problema mais realístico analisamos os limites de validade para dife- 
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rentes procedimentos de regularização utilizados. Os resultados numéricos obtidos são 

apresentados e analisados. 

No capítulo 6 apresentamos brevemente o formalismo utilizado para a solução do problema 

de três corpos. As equações acopladas de Faddeev[30] são apresentadas na forma de opera- 

dores. Sabendo-se que as equações de Faddeev reduzem-se, com a utilização de potenciais 

separáveis para a interação de dois corpos, a uma única equação semelhante a equação de 

LS; o Modelo de Amado[22], usamos esse modelo para representação do sistema de três 

bósons idênticos, mais especificamente o sistema nêutron-dêuteron. Usando uma interação 

de dois corpos do tipo delta de Dirac no espaço das coordenadas, uma constante no espaço 

dos momentos, analisamos o núcleo da equação integral para verificar a necessidade de 

regularização dessa equação. 

Finalizamos esse trabalho com o capítulo 7 com a apresentação das conclusões gerais e as 

perspectivas de trabalhos futuros. 



Capítulo 2 

Física de Dois e Três núcleons e os Potenciais 

Nucleares 

2.1 Introdução 

Um problema fundamental em física é a determinação da estrutura e interação entre 

partículas atômicas e subatômicas. Fenomenologicamente obtemos esse conhecimento a 

partir da análise dos resultados obtidos nas experiências de colisão entre partículas. Através 

desses experimentos podemos obter informações diretas tais como características da in- 

teração entre os corpos que colidem e sobre a própria composição das “partículas” . Em 

cada experimento os dados obtidos são analisados a luz de uma teoria mais fundamental. 

Em princípio, a teoria deve comportar os resultados experimentais obtidos. Contudo, no 

mundo real o acomplamento entre experimento e teoria nem sempre é perfeito ou claro. 

Existe pois a necessidade constante de se aprofundar o conhecimento teórico face essa 

dinâmica relação entre experiência e teoria. Assim, se a determinação da estrutura e in- 

teração entre as partículas é uma questão fundamental o problema de dois e três núcleons, 

ou mais genericamente de “poucos corpos”, se impõe como um importante campo de prova 

teórico e experimental. 

9 
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Teoricamente a dinâmica do processo de colisão entre dois ou três corpos que interagem via 

um potencial dado é descrita, no formalismo da mecânica quântica, pela equação diferencial 

de Schrõdinger[8, 9]. Contudo, uma outra abordagem bastante utilizada para o problema é 

via equação integral representada no espaço das coordenadas ou dos momentos [9] . Através 

da amplitude de espalhamento obtida diretamente dessa equação integral temos conhe- 

cimento das quantidades que são observáveis físicas; comprimento de espalhamento, energia 

de ligação do sistema NN, deslocamentos de fase e seções de choque, etc. 

Na próxima seção abordaremos os aspectos fundamentais relativos a física de dois e três 

núcleons e aos potenciais nucleares. 

2.2 Física de Dois núcleons e Potenciais Nucleares 

No espalhamento elástico entre duas partículas, onde o estado interno das partículas 

que participam da reação não se altera, consideramos a descrição do processo a grandes 

distâncias do centro espalhador. A função de onda que descreve o processo, no referencial 

de centro de massa, se constitui da superposição de uma onda incidente e de uma onda 

espalhada. Nesse referencial o problema de espalhamento de duas partículas se reduz ao 

espalhamento de uma partícula, de massa reduzida m, por um centro de força onde atua o 

potencial V. Deste modo, a grandes distâncias do centro espalhador temos 

\^) = \(pinc) + \<l>esp), (2-1) 

onde \(j)inc) e \(f>esp) se referem às funções de onda incidente (“inc”) e espalhada (“esp”), 

respectivamente. A onda espalhada traz informações sobre a interação. A dinâmica do 
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processo é descrita pela equação diferencial de Schrõdinger, 

(2.2) 

onde Ho = p^/2m é o operador de energia livre, V é operador que representa a interação, o 

potencial, e E é a energia de centro de massa do sistema. Para problemas onde a Eq.(2.2) 

acima representa um estado ligado temos um espectro discreto de autovalores E, onde 

E <0, e quando tratamos de problemas de espalhamento E > 0 e portanto a equação tem 

espectro contínuo. 

Podemos tratar o problema de espalhamento formulado acima através de uma equação 

diferencial, equação de Schrõdinger, ou ainda de uma outra forma, através de uma equação 

integral denominada equação integral de Lippmann-Schwinger (LS). A questão de escolher 

uma ou outra formulação (equação diferencial ou equação integral) para a realização dos 

cálculos é respondida pelas peculiaridades de cada uma delas. A solução via equação 

diferencial requer a análise de aplicação de condições de continuidade, diferenciabilidade 

e comportamento assintótico. A equação integral contudo já contém essas condições de 

contorno na sua formulação através da função de Green, como veremos adiante. Do ponto 

de vista formal a maneira de transformar uma equação diferencial em uma equação integral 

é via formalismo das funções de Green[8, 9]. Nesse formalismo, no espaço das coordenadas, 

a função de Green é solução da equação 

(2.3) 

onde r e r' são os vetores coordenadas e é a função delta de Dirac tridimensional. A 
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forma explícita da função de Green Go"^^(r, r'; A:^), no espaço das coordenadas, é represen- 

tada por 

= (r| -IO 

_ f “ ' 
J (27T 

E — Hq±ís 

exp[zq • (r' — r)] 

(27t)^ áz ie 

1 exp(±ífc|r' — r|) 

47T r — r 

Deste modo, podemos escrever então que 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

|^<±>) = \4.) + G^*>(A:^);^|».W). (2.8) 

Observamos que os índices superiores “(±)” indicam as ondas que entram no centro es- 

palhador segundo a prescrição = Go(A:^ -I- ie) ou as ondas parciais que entram no 

centro espalhador segundo a prescrição G^^\k'^) = A função de onda \(f)), na 

Eq.( 2.8), é a função de onda livre, solução da Eq.(2.2) na ausência do potencial V. A 

função 

= lim(A:^ — ÍÍq ± i£) (2-9) 

é a função de Green para a partícula livre. A quantidade “íe” se deve à natureza singular 

do operador {E — Hq)~^. Em problemas de espalhamento (E' > 0) o “±” tem o importante 

papel de nos dar as condições de contorno do problema. Fisicamente podemos interpretar 

a Eq.(2.8) onde o primeiro termo representa a onda incidente que descreve o movimento de 

uma partícula livre. O segundo termo está associado com a onda espalhada que pode ser 
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convergente ou divergente de acordo com a função de Green escolhida. O comportamento 

assintótico da equação integral, Eq.(2.8), na representação do espaço dos momentos, nos 

dá a amplitude de espalhamento 

/(k,k') = iV(klTlk') , (2.10) 

onde N é uma constante obtida com normalização adequada. A Eq.(2.10) está direta- 

mente relacionada a matriz de transição, matriz-T, que por sua vez é relacionada com as 

observáveis físicas tais como deslocamento de fase e seção de choque. Essa quantidade é 

de grande interesse experimental e teórico, já que pode ser determinada experimentalmen- 

te. Toda informação sobre o processo de espalhamento, para um dado potencial, pode ser 

tirada da Eq.(2.8) e Eq.(2.10). Outras abordagens para o espalhamento de dois e três corpos 

também são utilizadas tendo em vista a sua aplicação em problemas mais complexos. A 

essas outras abordagens daremos o nome de “estratégias dinâmicas” para o tratamento do 

problema de poucos corpos[9]. Essas estratégias proporcionam diferentes algoritmos para 

obtenção de quantidades observáveis físicas e visam servir como um elemento facilitador 

para implementação computacional e obtenção de resultados numéricos [9, 14]. 

2.3 Matrizes de Espalhamento 

No início da seção anterior, seção 2.2, dissemos que o espalhamento entre duas partículas 

pode ser tratado diretamente pela equação diferencial de Schrõdinger ou alternativamen- 

te pela equação de Lippmann-Schwinger. A conveniência em se utilizar uma ou outra 

alternativa se assenta no fato de que em problemas realísticos, onde o potencial pode 

apresentar características mais complexas, uma solução numérica é inevitável. Na solução 
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numérica da equação diferencial tem-se a tarefa de encontrar as condições de contorno do 

problema, a continuidade e finitude das equações de espalhamento tem de ser analisadas. 

Por outro lado, a solução do problema de espalhamento via equação integral tem a vantagem 

de já incorporar as condições de contorno na própria equação. Esse aspecto acrescentado 

ao fato de que a solução numérica das equações integrais ser mais facilmente desenvolvida 

que sua versão diferencial faz com que a equação integral seja uma escolha preferível na 

representação do problema de espalhamento. 

Tendo escolhido a abordagem via equação integral, diferentes formalismos podem ser segui- 

dos a fim de se obter mais facilmente as quantidades observáveis físicas. Os formalismos 

mais usuais são a matriz-T, matriz-AT ou matriz-5. O operador de transição T é dado pela 

relação 

T(fc^)lp) = (2.11) 

onde 1p) representa o momento da partícula livre e é a solução da Eq.(2.8). Com a 

definição para a matriz-T acima podemos escrever a equação de Lippmann-Schwinger na 

forma de operador[9, 28] 

T(k^) = V + T(k^)GÍ'^\k^)V 

= V + VGÍ;^\k^)T(k% (2.12) 

ou em outra forma, pelo uso da relação entre a função de Green completa G e a função de 

Green livre Gq, 

G(k^) = + GÍ*\k^)VG(k^), (2.13) 
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tal que, 

T{k^) = V + VG{k^)V. (2.14) 

A formulação do problema de espalhamento via matriz-T elimina o uso direto da função 

de onda. A matriz-T se conecta diretamente com a quantidade observável física do deslo- 

camento de fase, obtida utilizando-se a relação estabelecida pela Eq.(2.10), como veremos 

mais adiante. 

Há situações onde o operador mais conveniente para representar o espalhamento é a matriz- 

S, cujos elementos matriciais no espaço dos momentos tem a seguinte relação com a matriz- 

T: 

(0p|51<?ip.) = (2.15) 

= 5(^)(p - p') - 2Í7T(5(p^ - p'^){4>p\T{p‘^)\(l)p'), 

onde as funções de onda {<j)p\, \óp'), e |<^pt^) satisfazem a equação de Lippmann- 

Schwinger, Eq.(2.8), para momentos definidos por p e p'. 

Outra possibilidade para a representação do processo de espalhamento é através da matriz- 

K. Nesse formalismo trabalhamos apenas com o valor principal da equação integral de 

espalhmaneto eliminando problemas numéricos e de continuidade advindos do tratamento 

da álgebra complexa. Essa matriz automaticamente preserva a unitariedade e produz 

deslocamentos de fase reais. Para potenciais reais Hermitianos os elementos da matriz-K 

são reais e Hermitianos e satisfazem a relação [9]: 
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K{e) = K^k"^). (2.16) 

A matriz-T, por outro lado, não é Hermitiana nem unitária, mas satifaz a propriedade [9] 

T^(A;2 + iO) = T(k^ - iO). (2.17) 

A matriz-5 é unitária e satifaz, portanto, a relação 

S^S = SS^ = /, (2.18) 

onde / é a matriz identidade. 

Analogamente ao que fizemos para a matriz-T, podemos definir a matriz-pela seguinte 

relação 

(•klK(k^)IM = (AlVlvC), (2-19) 

onde a equação integral de espalhamento é representada por 

!¥>£) = IM+G^(k^)VI,p^}, (2.20) 

onde “P” indica o valor principal da função de Green [8, 9]. 

Deste modo podemos reescrever a matriz de espalhamento utilizando a matriz-AT 

K(k^) = V + VG^(k^)K(k^) , 

K(k^) = V + K(k^)G^(k^)V . 

(2.21) 

(2.22) 
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A escolha de uma das representações da matriz de espalhamento é uma estratégia para 

tratamento do problema de espalhamento. Isso dependerá basicamente do potencial de 

interação entre as partículeis e de conhecimentos antecipados da dinâmica do problema de 

espalhamento que se quer tratar. 

2.4 Potenciais Nucleares e as Quantidades Observáveis Físicas 

As matrizes de espalhamento que descrevemos brevemente na seção anterior se relacionam 

direta ou indiretamente com as quantidades que são obtidas experimentalmente. A Eq.(2.12), 

que representa a equação de Lippmann-Schwinger escrita em termos do operador de transição 

T, pode ser reescrita, no espaço dos momentos, por 

(p|T(*:^)|p'> = (p|V|p'> + J d=q. (2.23) 

Na Eq.(2.23) as variáveis p, q e p' representam os tri-momentos inicial, intermediário e 

final, respectivamente. Para os estados onde |p| ^ |k| ^ |p'|, a energia não é conservada 

e os núcleons estão fora da camada de energia, ou seja matriz-T é “off-shell”. Quando o 

estado inicial ou o estado final são tais que |p| = |k| ou |p'| = |k| os elementos da matriz- 

T são conhecidos como “half-on-shell” ou “half-oíf-sheU”. Quando os tri-momentos da 

matriz-T são tal que |p| = |p'| = |A;|, isto significa que a energia inicial e final do processo 

de espalhamento é conservada, o espalhamento é elástico, e os elementos da matriz-T nesse 

caso estão dentro da camada de energia (“on-shell”). 

Na decomposição em ondas parciais para processos de espalhamento NN em canais acopla- 

dos, estado tripleto-tripleto ^Si -^Di onde j = 1, s = 1, teremos 
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(p, p', e) = (p, p') + - E / , (2.24) 
^Lsi (A;2 - ç2 +1£) 

onde os momentos inicial, intermediário e final são apresentados em termos de seus módulos: 

p = IpI, p = |p'| e k = |k|, respectivamente. Os índices j, l e s que aparecem na Eq.(2.24) 

representam o momento angular total, o momento angular orbital e momento angular de 

spin, respectivamente. Pela regra da adição dos momentos angulares temos que os possíveis 

momentos angulares são j = / ± 1. Deste modo, não há conservação do momento angular 

orbital mas sim do momento angular total j. As equações explícitas a serem resolvidas no 

acoplamento -^Di, podem ser escritas matricialmente como (ver Ref. [31]) 

TUip-i J yUij-i j 
+ 

2 f q 

7T y A;2 — 

q^dq 

g2 ± is 
V,új-,(p,g) V5i,j+i(p,5) 

Ti-u-lM) 
TUu-i(g,p') 

X 

(2.25) 

Para canais desacoplados, onde há conservação do número quântico l, a expressão para a 

matriz-T , depois da decomposição em ondas parciais, para um potencial local V(r) é dada 

por 

T,(p,p'-,e) 
2 

= Vi(p,p') + - 
7T JQ 

Vijp^ q)Ti{q,p'-,k^) 
(A;2 — -j- jo) ’ 

(2.26) 

onde p e p' representam os momentos, = E e l é o momento angular orbital. Através 

da solução da Eq.(2.26) podemos obter todas as quantidades que são observáveis físicas. 

As quantidades físicas que fazem sentido aqui estão na camada de energia (“on-shell”), 
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onde p = p' = k, nesse caso: Ti{k) = Ti{k,k;k'^). A Eq.(2.23) tem um pólo no ponto 

E = k^ = q^. Esse pólo representa a energia de ligação {Eb = E) do sistema estável de 

dois núcleons, o dêuteron. Os elementos da matriz-T na camada de energia são definidos 

por 

Ti{k) = 
exp{iSi{k)) sin{ôi{k)) 

(2.27) 

onde 5i é quantidade chamada de deslocamento de fase. O deslocamento de fase é uma 

quantidade real para espalhamentos elásticos. Para espalhamentos inelásticos, ou quando o 

potencial tem componente complexa, o deslocamento de fase tem um componente complexo 

que representa a absorção ocorrida no processo. Genericamente, um deslocamento de fase 

complexo representa a não preservação do fluxo de partículas no processo de espalhamento, 

ou seja, significa que o número de partículas não é conservado no processo de espalhamento. 

A amplitude de espalhamento se relaciona diretamente com a matriz-T 

/(k,k') = -(2x)2<k'|T((:2)|k). 

A seção de choque para o espalhamento elástico é dada por 

(2.28) 

da 

dQ 
A|2 

= l/(k.k')| (2.29) 

Um problema central em física nuclear é o conhecimento do potencial que entra na solução 

da Eq.(2.23). Essa quantidade representa a interação NN. O conhecimento do potencial 

pode vir através de duas formas básicas. Experimentalmente os resultados obtidos para o 

deslocamento de fase podem ser parametrizados em termos de funções. O resultado obtido 
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pode ser utilizado como um potencial realístico fenomenológico. Essa forma de obtenção 

do potencial faz com que efeitos tais como a interação spin-órbita, tensorial, dependência 

da carga, isospin, etc., não seja obtida por primeiros princípios mas simulada por funções 

parametrizadas para esse fim. A outra forma de se obter o potencial é a partir de primeiros 

princípios, em termos interações elementares entre os núcleons. Essa última forma deve se 

ajustar aos resultados experimentais obtidos no espalhamento NN. Assim os resultados 

obtidos para o espalhamento NN é um ingrediente básico na formalação de potenciais 

realísticos fenomenológicos ou via interações fundamentais. Há um número razoável de 

potenciais teóricos que dão praticamente os mesmos resultados para as observáveis físicas 

quando utilizados na Eq.(2.23) e descrevem os dados experimentais e as propriedades do 

dêuteron. A semelhança entre os potenciais teóricos se baseia no fato de que as observáveis 

físicas para o sistema de dois núcleons são obtidas na camada de energia (“on-shell”). 

Assim, embora esses potenciais apresentem os mesmos resultados na camada de energia 

existem diferenças nos elementos de matriz obtidos fora da camada de energia (“ofF-sheU”). 

Esse fato tem conseqüência imediata em sistemas que envolvem três ou mais núcleons. Nos 

processos de espalhamento envolvendo três núcleons, por exemplo, os elementos de matriz- 

T, de dois núcleons fora da camada de energia, são usados para obtenção de observáveis 

físicas de três corpos. 

A interação NN é atualmente compreendida como sendo resultado da troca de partículas 

chamadas genericamente de mésons. O comportamento da interação em longo alcance 

é governado pela troca do méson mais leve chamado méson-vr. O comportamento em 

distâncias intermediárias é entendido como sendo o resultado da troca vários mésons es- 
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calares de diferentes massas. Em curtas distâncias a interação é mediada por mésons 

vetoriais. A interação vetorial em curtas distâncias foi originalmente postulada para ex- 

plicar a interação spin-órbita. Mésons vetorias se comportam como fótons pesados (“heavy 

photons”) esse tipo de interação quando usada na descrição relativística, via equação de 

Dirac, para dois núcleons resulta uma interação de curto alcance do tipo spin-órbita. A 

interação envolvendo mésons vetoriais intermediários são singulares a curtas distâncias 

comportando-se como 1/r^. As interações derivadas do modelo de troca de mésons, para 

a interação nuclear, resultam componentes dependentes do spin, isospin, da distância rela- 

tiva dos núcleons e também do momento relativo dos núcleons entre outras quantidades. 

Fundamentalmente, as componentes da interação nuclear tais como: compontente tenso- 

rial, spin-órbita e a repulsão a curtas distâncias podem ser explicadas através da teoria 

da troca de mésons como sendo resultado da troca do méson-7r, méson-a; e méson-p, res- 

pectivamente. Apesar da boa descrição qualitativa que o modelo de troca de mésons para 

a interação nuclear nos proporciona, a sua utilização é na maioria das vezes de uma tal 

complexidade que faz com que outras aproximações para a interação sejam buscadas. Isso 

ocorre especialmente em altas energias quando a estrutura de quarks dos núcleons começa 

a ser exposta e a complexidada da interação devido a troca de vários mésons, quarks e glu- 

ons se tornam intensas. Historicamente os dois maiores esforços de se obter um potencial 

baseado na teoria de troca de mésons parametrizado pelos resultados obtidos no espalha- 

mento núcleon-núcleon foram os potenciais de “Bonn”[ll] e “Paris” [32]. Esses potenciais 

são portanto potenciais efetivos que representam os efeitos da troca de mésons e que serão 

utilizados no estudo de outros sistemas de dois corpos e para o problema de três corpos, 
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por exemplo. Um potencial fenomenológico mais simples, não dependente da energia, foi 

derivado no final dos anos 60 por Reid[23]. Esse potencial nas suas versões de caroço 

mole e caroço duro (“soft-core” e “hard-core”) depende apenas do spin, isospin, momento 

angular e da distância radial entre os núcleons. O potencial de Reid foi parametrizado uti- 

lizando a equação de Schrõndiger, os resultados experimentais dos deslocamentos de fase e 

parâmetros do acoplamento tensorial. O potencial utilizado na equação de Schrõdinger era 

constituído da soma de yukawas com diferentes alcances e com intensidades ajustadas para 

fitar os dados experimentais. No contexto de sua época e com as análises dos deslocamen- 

tos de fase em ondas parciais existentes o potencial de Reid descreve de forma razoável a 

interação NN em baixas energias e para momento angular l < 2. Nesse contexto a troca 

de mésons não é relevante e apenas o comportamento a longa distância da troca de um 

píon é considerado fenomenologicamente. 

Devemos considerar que para cada diferente formulação teórica ou fenomenológica o poten- 

cial é apresentado tendo um comportamento funcional. Essa dependência funcional é fator 

importante quando da escolha dos métodos de solução da equação de Lippmann-Schwinger. 

Uma forma geral para interação NN pode ser dada por 

= K + + (2.30) 

onde os termos , Vis e Vt se referem as componentes central, spin-órbita e tenso- 

rial, respectivamente, da interação. Um potencial dessa forma pode ser parametrizado 

fenomenologicamente, a partir dos dados experimentais, em termos de funções locais do 

tipo Yukawa com fatores múltiplos para a massa do píon [24], 
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Vc{r) = (-10.463e-^^ + 105.468e-^^’’ - SlST.Se"^^’’ + 9924.Ze-^^^)/pr, 

Vt{r) = (-18.5486-'^'' - lOQ.aOTe-^'^’’ + 210.503e"‘'^'’ - 16õ0.35e-®^’’)/Air, 

= (708.916-^'^^ - 2713.1e-®'*'‘)//zr, (2.31) 

onde p = mT^c/li = 0.7fm ^ , aqui é a massa do méson- tt. Esse potencial é conhecido 

como potencial de Reid modificado ou Reid-Pieper[24]. 

pelos grupos de Bonn[7,11], Nijmegen[33], Argonne[12, 34] e Urbana[35] apresentam termos 

dependentes da carga, não localidade e componentes locais com comportamento altamente 

singular. Todos esses novos potenciais, que concordam com os dados experimentais com 

grande precisão, usam a versão local da troca de um píon (“one-pion-exchange”) para a 

parte de longo alcance da interação nuclear para o espalhamento NN dada por 

onde r é a distância entre as partículas, r = ]ri — r2|, m,r denota a massa do píon e M é a 

massa do próton, ai são as matrizes de Pauli e 

Outros potenciais mais recentes com bases teóricas mais fortes tais como os construídos 

(2.32) 

(2.33) 

O potencial acima é altamente singular e os métodos tradicionais para solução da equação 

de espalhamento como o método iterativo via série de Born, por exemplo, é ineficaz ou não- 
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apropriado para tais potenciais. Algum regularizador (“cutofF’) é necessário para eliminar 

singularidade que se apresenta quando r —>• 0(p —> oo). Contudo os procedimentos utiliza- 

dos para regularizar um potencial com singularidades do tipo das apresentadas na Eq.(2.32) 

geralmente são “ad-hoc” não existindo métodos eficientes e procedimentos claros que in- 

diquem um caminho comum para solução da equação de Lippmann-Schwinger. Esse fato 

contribui para existência de uma grande quantidade de potenciais que dão praticamente os 

mesmos resultados “on-shell” mas que apresentam diferentes comportamentos “oíf-shell”. 

Aliado a esse fato temos diferentes formulações de potenciais parametrizados a partir dos 

dados do espalhamento nn (nêutron-nêutron), np (nêutron-próton) e pp (próton-próton). 

Potenciais que apresentam a contribuição de um píon, como o potencial de Nijmegen [12] 

e Argonne [7] através de termos locais, têm contribuições sensivelmente diferentes para a 

interação NN que um potencial derivado do formalismo relativístico, não local, tal como 

o potencial de Bonn[33]. As diferenças são marcantes na probabilidade de onda D para o 

dêuteron ou para os diferentes componentes do potencial como apresentado na Tabela 2.1. 

Por construção, todo potencial realístico para interação NN reproduz o valor experimental 

da energia do dêuteron -2.224 MeV. No entanto, as várias contribuições para a energia 

do dêuteron originárias dos termos cinéticos e do potencial nas ondas parciais e ^E>i, 

representadas por S e D na equação abaixo, podem ser escritos por 

E = ('Ps|T|^5) + <^o|T|’fD) + (^s|V^|^s) + (^o|V^l^p) + 2(^5l^|^D) 

= T5 Td + V55 + Vdd -|- Vsd • (2.34) 

As componentes da Eq.(2.34) exibem resultados bastante diferentes para os diversos poten- 
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ciais que “simulam” a interação NN. Na Tabela 2.1, apresentamos essas diferenças para 

alguns potenciais conhecidos. Os potenciais conhecidos por CD-Bonn[7], Argon-V^ia [12] e 

Nijmegen I e II [33] são apresentados na parte superior da Tabela 2.1 e correspondem as 

mais novas parametrização de alguns antigos potenciais apresentados, como exemplo de 

comparação na parte inferior da Tabela 2.1. Os resultados apresentados na Tabela 2.1 é 

um exemplo claro e ilustrativo das diferenças entre os potenciais. Apesar de todos apre- 

sentarem valores distintos para as componentes quantidades Ts,Td, Vss, Vdd gVsd, eles 

apresentam praticamente o mesmo valor para a energia do dêuteron, Eb ~ —2.23 MeV 

pelos dados apresentados nessa Tabela. Esse fato mostra que diferentes componentes de on- 

das D e S (veja a probabilidade de onda D apresentada na Tabela 2.1 para cada potencial) 

apresentam o mesmo comportamento na camada de energia. Contudo, essa semelhança 

na descrição das observáveis de dois corpos pode resultar em diferentes resultados quando 

esses potenciais são utilizados na solução do problema de três corpos. Nesse caso como 

o comportamento fora da camada de energia da matriz-T de dois corpos é relevante os 

resultados tenderão a ser diferentes e podem levar a erros de interpretação [36]. Antes de 

utilizarmos um potencial NN para o problema de poucos ou muitos corpos é importante 

que verifiquemos os resultados do potencial para algumas quantidades básicas do sistema 

NN: a probabilidade de onda D e o resultado do potencial para o parâmetro de mistura 

(veja próxima seção) além da descrição dada pelo potencial para os deslocamentos de fase. 

A Tabela 2.1 em conjunto com as Figuras 2.1, 2.2 e 2.3 são ilustrativas e ressaltam alguns 

aspectos básicos da interação NN. Na Figura 2.1 apresentamos os elementos de matriz no 

espaço dos momentos, para os canais {SS) e (SD). Os elementos de matriz 
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Vss, parte esquerda da figura, e Vsd, parte direita da figura, para a componente de troca 

de um píon (OPEP) são apresentados usando-se diferentes aproximações. A componente 

denotada na figura por OPEP não contém aproximações e está completa. Para obtenção do 

potencial de troca de um píon é necessária alguma regularização. Nessa figura denotamos 

OPEP sem FF (“OPEP without FF”) a aproximação para a obtenção da componente do 

potencial com troca de um píon usando um fator de forma regularizador do tipo gaussiano 

(veja, por exemplo a Ref.[5] para um exemplo dessa regularização). A aproximação para 

a componente de um píon usando apenas uma interação do tipo local (“local OPEP”). O 

potencial de troca de um píon, como apresentado pela Eq.(2.32) apresenta uma função delta 

de Dirac no espaço das coordenadas que será transformada em uma constante no espaço dos 

momentos, na Figura 2.1 a aproximação para potencial OPEP é realizada desconsiderando 

esse fator constante. Na figura 2.1 apresentamos também a componente OPEP para o 

potencial de Argonne-V^s [12]. Esse potencial é local por construção. Na figura apre- 

sentamos também a compontente de troca de um píon sem o termo advindo da dinâmica 

relatística. A principal observação resultante da análise da figura é o fato de que mesmo a 

baixas energias ao redor de 200 MeV há diferenças nos resultados para a componente central 

Vss e tensorial Vsd- Observamos também o papel dos diferentes esquemas de regularização 

e aproximações para as intensidades de Vss ^ Vsd- 

Na Figura 2.2 apresentamos os elementos de matriz no espaço dos momentos para a parte 

central V55, parte superior da figura, e tensorial Vsd, parte inferior da figura, para os 

potenciais de Bonn e Argonne-Vjs. Os resultados para a componente de troca de um píon 

para o potencial de Bonn, parte esquerda da figura, e Argonne-Vis, parte direita da figura, 
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são comparados com a intensidade total dos potenciais. No lado esquerdo da Figura 2.2 

apresentamos também a componente do potencial de Bonn Vss e Vsd quando acrescentamos 

os mésons tt e p. Observamos que a inclusão do méson p diminui a intensidade do termo 

Vsd em comparação com a componente do potencial de Bonn que utiliza somente a troca 

de um píon. A aproximação para a troca de um píon para o potencial de Argonne-Vis 

dá apenas uma pequena diferença com relação ao potencial completo na sua componente 

tensorial Vsd- Para o caso da componente central V55 o potencial de Argonne completo 

apresenta um comportamento repulsivo maior quando comparado com sua aproximação que 

apresenta apenas o termo de troca de um píon. Contudo, o comportamento da componente 

Vss para o potencial de Bonn e Argonne-Vis apresenta a mesma dependência com relação 

ao momento, à parte, é claro, de constante repulsiva. 

A Figura 2.3 os elementos de matriz no espaço dos momentos para as quatro parametrizações 

mais recentes dos potenciais de Bonn, Argonne e Nijmegen I (Nijm I) e Nijmegen II nos 

canais SS, SD e (DD). Esses potenciais apresentam deslocamentos de fase equi- 

valentes. Os resultados da figura mostram as diferenças nos canais SS e SD e uma certa 

semelhança no canal DD. O comportamento em altas energias desses potenciais é obtido 

com aproximações relativísticas, fatores de forma e troca de méson-p. Das diferenças apre- 

sentadas nos canais SS e SD concluímos que 0 requerimento de deslocamentos iguais para 

esses potenciais não suficientemente forte para que os potenciais apresentem um compor- 

tamento semelhante. Esse fato tem conseqüência imediata na probabilidade de onda D o 

que por sua vez poderá influenciar os resultados obtidos utilizando-se esses potenciais em 

problemas de três ou mais corpos[37]. 
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Pot. Ts Td Vss Vdd Vsd Pd 

[MeV] [MeV] [MeV] [MeV] [MeV] [ % ] 

CD-Bonn 9.79 5.69 -4.77 1.34 -14.27 4.83 

Argon Ki8 11.31 8.57 -3.96 0.77 -18.94 5.78 

Nijm I 9.66 7.91 -1.35 2.37 -20.82 5.66 

Nijm II 12.11 8.10 -5.40 0.59 -17.63 5.64 

Bonn A 

Bonn B 

Bonn C 

Argon 

Reid 

Urbana 

14 

10.05 

10.02 

10.13 

10.53 

12.61 

11.15 

4.41 

5.62 

7.44 

8.68 

9.53 

6.44 

-7.29 

-5.39 

-1.20 

-1.83 

-0.47 

-6.91 

0.39 

1.01 

3.46 

1.99 

4.55 

-0.19 

-9.78 

-13.49 

-22.05 

-21.59 

-28.45 

-12.73 

4.38 

4.99 

5.62 

6.08 

6.47 

5.20 

7T Bonn 

7T local 

7T Argon 

2.32 1.86 -21.48 

-1.99 2.18 -26.76 

-1.65 1.60 -18.28 

Tabela 2.1: Resultados para os diferentes valores das energias cinéticas e potencial para 

alguns potenciais conhecidos [36]. 
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 CD-Bonn Nijm-II Reid93 Vis 

Carácter 

X^/datum 

  

Propriedades do dêuteron: 

Momento de Quadr.(fm^) 0.270 0.271 0.270 0.270 

rjd 0.0255 0.0252 0.0251 0.0250 

Pp{%)  4.83 5.64 5.70 5.76 

Energia de Ligação (MeV) 

cálculo relat. -8.00 -7.62 -7.63 -7.62 

cálculo não-relat. -8.19 

Tabela 2.2; Resultados para as observáveis físicas de dois e três Núcleons obtidos usando-se 

alguns recentes potenciais núcleon-núcleon. Resultados extraídos da Ref.[7]. 

não-local local local local 

1.03 1.03 1.03 1.09 

13.6 13.6 13.6 13.6 

As principais quantidades observáveis físicas no espalhamento NN que resultam no dêuteron 

são a energia de ligação, Ed , o comprimento de espalhamento, Onp, a razão D/S, r]d, o raio 

do dêuteron, rd, o momento magnético, pd, e momento de quadrupólo, Qd- Nas equações 

de canais acoplados, ^Si -^D\, onde está o dêuteron, Eq.(2.25) a razão entre as ondas D e 

S é obtida por 

% = hm ^ 
k-¥ikB Tc 

^02 

00 
(2.35) 

é uma quantidade praticamente independente do potencial é uma boa medida para a mis- 

tura de ondas D e S, no seu comportamento de longo alcance, que formam o dêuteron. 

O comprimento de espalhamento é obtido no limite de energia zero da Eq.(2.25) tal que 

temos 
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Unp = limTo,o(fc, k; k^). (2.36) 
fc—>0 

üm importante resultado da física de dois núcleons é que a existência da mistura das ondas 

S e D que dá origem ao momento de quadrupólo elétrico e magnético e contribui para a 

energia do dêuteron. Foi Schwinger[38] quem primeiro observou que a existência de um 

valor não nulo para o momento de qudrupólo elétrico e o momento magnético anômalo 

do dêuteron (por anômalo queremos dizer que o momento magnético não é igual a soma 

do momento magnético do próton e do nêutron) era uma evidência da existência de uma 

componente tensorial na interação NN. Bethe [38] observou a contribuição dominante da 

força tensorial para a energia de ligação do dêuteron. Essa mistura de ondas é explicada 

através de uma interação tensorial, potencial tensorial, que a longa distância corresponde a 

troca de um píon. Estudos recentes realizados pelo nosso grupo Refs.([l] e [3]) mostrou que 

a partir de observáveis experimentais de baixa energia podemos extrair uma quantidade e^, 

conhecida como parâmetro de mistura, que dá informações sobre a natureza da interação 

de longo alcance e seu carácter tensorial. A baixas energias o parâmetro de mistura é 

independente da forma do potencial e serve como um norteador para obtenção de interações 

NN mais realísticas. 

A característica tensorial da interação NN é importante no estudo das propriedades 

microscópicas de sistema de poucos corpos tal como o sistema de três núcleons NNN. 

Resultados recentes apontam como sendo essa característica uma explicação para as difer- 

entes energias de ligação obtidas para a energia de ligação do trítio [11, 39, 40, 38]. 

Se usarmos como parâmetro a probabilidade de ondas D ,Pd, para o potencial NN e os 
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resultados obtidos para energia de ligação do trítio por diferentes potenciais temos a Tabela 

2.4. Na Tabela 2.4 apresentamos os resultados obtidos para as principais propriedades do 

dêuteron e para a energia de ligação do obtidos usando os mais recentes potenciais 

núcleon-núcleon [7]. Os potenciais apresentados na Tabela 2.4 CD-Bonn, Nijmegen I e 

II, Reid93 e Argonne-Vig são considerados como apresentando os mesmos valores para o 

deslocamento de fase para o sistema NN. A qualidade do potencial em descrever os dados 

experimentais em diferentes energias é representada pelo parâmetro x^/datum w 1. Os 

resultados para as quantidades observáveis físicas de dois núcleons são praticamente as 

mesmas para todos os potenciais. Contudo os resultados encontrados para a energia de 

ligação do para os potenciais locais são de aproximadamente -7.62 MeV. Esse resultado 

concorda com os cálculos de Friar et al. [41] que obteve -7.62±0.01, onde o fator ±0.01 

se refere aos diferentes valores obtidos por vários potenciais locais usados nos cálculos. 

Os resultados mostrados nessa Tabela evidenciam três aspectos relevantes: a) o valor da 

probablidade de onda D, Pq; b) o carácter não local da interação NN e; c) o cálculo rela- 

tivístico. Da tabela observamos que o valor da energia de ligação para o sistema de três 

núcleons aproxima-se de seu valor experimental -8.48 MeV para valores de probabilidade 

de ondas D mais baixos que o esperado. O potencial dependente da carga e não local, 

potencial CD-Bonn, apresenta Po = 4.8%; os potenciais locais apresentam Pd ~ 5.7%. O 

cálculo da energia de ligação do sistema de três núcleons usando as equações relativísticas 

de Blanckendecler-Sugar apresenta a energia de ligação de 8.19 MeV. Os resultados apre- 

sentados na Tabela 2.4 revelam a importância dos elementos fora da camada de energia 

para descrição de sistema de três ou mais núcleons. Glõckle e Kamada[42] mostraram 



Capítulo 2. Física de Dois e Três núcleons e os Potenciais Nucleares 32 

que uma solução rigorasa de problemas de poucos corpos tem essencialmente as mesmas 

características que as apresentadas pelo sistema de três núcleons. Assim sendo, a proba- 

bilidade de onda D, que é uma quantidade que não é observada experimentalmente, mas 

é um indicador numérico do comportamento fora da camada de energia da intensidade do 

força tensorial do potencial é de grande relevância para a física de poucos núcleons. 

É interessante notar no entanto que apesar dos indicativos da importância da interação 

tensorial não temos resultados experimentais suficientes e diretos a seu respeito. As pro- 

priedades do estado ligado de dois núcleon - o dêuteron - tais como comentadas anterior- 

mente: Ed (energia do dêuteron), Qd (momento de quadrupólo elétrico), pd (momento 

magnético) e % (comportamento assintótico) são propriedades que determinam o compor- 

tamento de longo alcance da interação nuclear e são facilmente reproduzidos por potenciais 

com diferentes valores de Pd (entre 3% à 7%). Contudo, quando esses potenciais com valo- 

res de probabilidade nesse intervalo são utilizados em sistemas de três ou mais núcleons os 

valores obtidos para as observáveis físicas e as demais propriedades nucleares microscópicas 

são bastante variados e não representam os dados experimentais[36]. Daía importância de 

medidas independentes de potencial que indiquem um comportamento de longo e médio 

alcance, essa medida pode ser feita através do parâmetro de mistura[l, 3]. 
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Figura 2.1: Elementos de matriz no espaço dos momentos {k'\V\k) para as componentes de 

troca de um pion - OPEP - para vários potenciais modernos. Os elementos de matriz são 

obtidos fora da camada de energia como uma função de k, com k' = 95 MeV/c mantido 

fixo. A parte esquerda da figura representa o comportamento das ondas parciais no canal 

No lado direito da figura mostra o comportamento da componente tensorial 

do potencial no canal onde k refere-se ao momento no canal ^Di. Resultados 

extraídos da Ref.[36]. 
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Momentum k [MeV/c] 

Figura 2.3: Elementos de matriz para vários potenciais NN realísticos no espaço dos 

miomentos para os canais e ^Di~^Di. Os elementos de matriz são definidos 

na Fig. 2.1. Resultados extraídos da Ref.[36]. 
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2.4.1 Comportamento de Longo Alcance e os Parâmetros de Mistura 

Na análise dos deslocamentos de fase a baixas energias a expansão de alcance efetivo tem 

se mostrado bastante útil para obtenção de algumas quantidade físicas tais como o compri- 

mento de esplhamento a, Eq.(2.36), deslocamento de fase Si, Eq.(2.27) e o alcance efetivo 

ro [9]. Na energia de centro de massa (c.m.) usando h = m = l sendo m a massa do 

núcleon, a expansão de alcance efetivo é representada pela série 

cot 5i{k) 

ou 

7 tanú/(A:) 
k 

1 1 ,2 
—h -nP + 
ai 2 

= k 21 -ai — ^Zafrik'^ -f 

(2.37) 

Os parâmetros o/ e r/ na Eq.(2.37) são determinados por propriedades médias do po- 

tencial e portanto são independentes da forma detalhada do potencial, por essa razão 

chamamos a Eq.(2.37) “independente da forma” [1]. Na análise do espalhamento em ondas 

acopladas, por exemplo tal como representado pela Eq.(2.25), necessitamos do 

deslocamento de fase e do parâmetro de mistura para uma análise completa dos resultados. 

O parâmetro de mistura é extremamente importante pois supõe-se que essa quantidade 

carregue a informação sobre a força tensorial da interação núcleon-núcleon [1, 38]. Tem 

sido conjecturado[43, 44] há mais de três décadas que o conhecimento das principais ob- 

serváveis do sistema núcleon-núcleon em baixas energias tais como: energia de ligação do 

dêuteron, comprimento de espalhamento, o comportamento assintótico da razão entre os 
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estados D e S - conhecido como parâmetro de normalização rjd, Eq.(2.35)- e a troca de 

méson a longa distância (principalmente o píon) seria suficiente para determinar o compor- 

tamento do parâmetro de mistura em baixas energias. Contudo, apesar de muitos trabalhos 

reafirmarem esse comportamento, uma previsão teórica para o parâmetro de mistura dentro 

desse contexto só foi apresentada recentemente [1, 3]. 

Existem duas formulações usuais para obtenção do parâmetro de mistura: a formulação 

de Stapp-Ypsilantis [45], representada por ei, e a formulação de Blatt-Biedenharn [2], 

representada por cbb- A formulação de Blatt-Biedenharn é baseada na parametrização 

onde a matriz-5, e portanto também a matriz-ií é diagonalizada por uma matriz ortogonal 

real 

0 = 
_ ( cos(€j) - sin(ej) \ 

■j) ) 
(2.38) 

sin(ej) cos(€j 

onde a matriz-5 ou AT (2 x 2) são obtidas por S = OSdiagO~^ e K = OKdiagO~^, respecti- 

vamene. Nessa parametrização autovalores definem as auto-fases 5j-i e ôj+i. Para baixos 

valores de energia temos os seguintes comportamentos 

Sj.i ~ , Sj+i ~ e €j ~ k^ . (2.39) 

Para j > 1 e baixos valores de A: o parâmetro de mistura é significativo mesmo quando as 

fases são praticamente zero. Apesar desse aspecto as propriedades analíticas das auto-fases 

são mais facilmente tratáveis nessa formulação que na formulação de Stapp-Ypsilantis. A 

formulação de Stapp-Ypsilantes se baseia na parametrização da matriz-5 em termo do 

chamado deslocamento nuclear barra - “nuclear-bar phase shift” 5 - e ê tal que 

c — f ^ f cos(2€j) isin(2êj) \ 0 
^ 0 e*^+i J ^ isin(2êj) cos(2êj) J \ 0 / 

(2.40) 
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A vantagem dessa parametrização é que o comportamento do parâmetro de mistura-barra, 

em baixas energias é “agradável”: 

Sj-i ~ áj+i ~ e êj ~ . (2-41) 

Uma desvantagem para essa parâmetrização está em suas propriedades analíticas no se- 

tor abaixo de £■ = = 0. Devido suas propriedades de analicitidade a parmetrização a 

parametrização de Stapp-Ypsilantis é mais utilizada na análise de deslocamentos de fase 

dos dados experimentais enquanto que a parametrização de Blatt-Biedenharn é mais uti- 

lizada para análises teóricas. No restante desta seção usaremos a seguinte notação para os 

parâmetros de mistura 

cbb = €j , Blatt — Biedenharn (2.42) 

Cl = êj . Stapp — Ypsilantis (2.43) 

Consideremos a forma funcional dada para o parâmetro cbb em termos da matriz-AT 

tan(2cBB) ^ Kp2/k^ , . 

2k^ K00-K22' 

onde estamos usando a notação Kii> = Ku'{k'^) e aqui Kii>{k'^) = Kii>{k,k,k‘^) representa 

os elementos na camada de energia da matriz-A', no espalhamento NN e no canal ll'. 

Recentemente [1], foi mostrado que o parâmetro de mistura dado pela Eq.(2.44), pode 

ser representado em baixas energias, através de parâmetros básicos do sistema NN que 

indicam a importância de uma interação tensorial para o sistema [1]. Em outro trabalho 

[3] mostrou-se a equivalência entre essa expansão e os parâmetros de mistura ci e cbb (ver 

Figs. 2.6 e 2.7). 
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A expansão para a Eq.(2.44) é obtida considerando-se os seguintes limites 

e 

tan(2£BB) _ Kp2/k'^ _ Oo2 

k-^Q 2A:^ k-*o Aqo — N22 (2.45) 

tan(2eBs) Kq2 Vd 

2k^ k-^ia Kqo - K22 

üt é o comprimento de espalhamento tripleto para o canal W = (00) em unidades de fm, 

Oo2 é o comprimento de espalhamento para o canal IV = (02) em unidades de fm^ e 

é a energia de ligação do dêuteron em unidades de fm^ . Observe que a Eq.(2.46) não 

apresenta uma igualdade explícita. Isso se deve ao fato de que temos trocado a relação 

exata esperada para = limfc_+iQ A'o2/AToo por lim*;_>iQ A'o2/(ii'oo - K22) = -r]d- O erro 

associado a essa troca é da ordem de 0.1%. Portanto, para 0 próposito aqui estabelecido, 

vamos considerar a Eq.(2.46) como sendo exata. 

Consideremos uma função B{k^), tal que 

com os seguintes limites 

B{k^) = 
OC^ ÍCPP-K22 

(2.47) 

B{-o?) = 0, (2.48) 

5(0) = ^ 
a-t 

(2.49) 
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Por meio de propriedades da analiticidade da matriz-/<' de espalhamento e conseqüente- 

mente da função B{k^). Podemos reescrever essa função em termos de expansão em série 

de Taylor 

Para energias muito-baixas o termo Ci 

dado por 

(2.50) 

predominate, assim fazendo C2 = 0, seu valor é 

- ^). 
4a^ 4a^ Cf 

(2.51) 

Para energias mais altas tanto ci e C2 contribuiem para a expansão da Eq.(2.50). Das 

Eqs.(2.44, 2.47 e 2.50) nós obtemos, para o parâmetro de mistura cbbi 

tan(2eBs) 

2A;2 
a± + o • 

A: + ü!^ 

k^ + ml/4 
[ci +C2(fc^ + o;^) + (2.52) 

Essa equação, Eq.(2.52), reduz-se em baixas energias para 

tan(2cBB) ^ T?d ml ao2 A: + ü:^ 
„.2 „ „.2/' 2k^ ' 4a?''üt a^'k“^ 4-rn^/4' ^ ^ 

Assim a partir de considerações físicas fundamentais do sistema NN podemos ter in- 

formações do comportamento da interação de dois núcleons de longo alcance. Essa in- 

teração, representada por interações fundamentais pela troca de um píon -OPE, são res- 

ponsáveis pela força tensorial no sistema. Os parâmetros básicos que indicam a intensidade 

da força tensorial são rjd e Oo2. Reproduzimos aqui os resultados apresentados na Ref. [1] 

nas figuras 2.4 e 2.5. O valor de B{0) na Eq.(2.49) é péirticularmente interessante pois 
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ele essencialmente determina o comportamento em baixas energias de tan(2eBB)/2 dada 

pela Eq.(2.52). O valor de B(0) pode ser explicitamente obtido através do comportamento 

de longo alcance da força tensorial e das observavéis, na camada de energia do sistema 

NN a baixas energias. A aproximação para a quantidade 5(0) pode ser obtida através da 

seguinte expressão 

Kq2 

Ko2k^ 

^ Vo^(fe, fc) {k\KQ^oV22\k) ^ 

Kook^ ^ I Kook^ik^ - q^) Kook^ ^ ^ ) 

onde V representa o valor principal da integral. A Eq.(2.54) foi obtida dividindo-se a 

equação de Lippmann-Schwinger, na camada de energia para Kq2, por k^Koo- Podemos 

obter uma aproximação para 5(0) calculando a Eq.(2.54) nos pontos k = ia e k = 0, 

respectivamente. Subtraindo o valor da Eq.(2.54) no ponto k = ia, pelo valor da mesma 

equação no ponto k = 0, teremos 

(2.55) 
ut k-*o \ k^ J 7T y at{a^ + q^) k-^o \ k^ J 

Nessa equação iiroo(0,ç;0) representa os elementos de matriz-AT “half-off-shell” e Vo2{q,k) 

são os elementos do potencial tensorial. Na Eq.(2.55) para baixos valores do momento q 

o potencial tensorial Vo2{q, k) e os elementos da matriz-A' dominam a integral devido aos 

fatores de q^ existentes no denominador para altos valores de q. A função 

(2.56) s(,) = 
at 

tem caracter universal pois independe do modelo de potencial utilizado[46, 47] e qualquer 

razoável aproximação para essa quantidade na Eq.(2.55) resulta em um valor com erro 
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menor que 1%. A quantidade B{0) é razoavelmente independente da forma específica 

do potencial e pode ser encontrada utilizando apenas o comportamento de longo alcance 

da interação NN. Potenciais que não possuem o comportamento de longo alcance de 

troca de um píon, como o potencial tensorial separável de Yamaguchi[48] e potenciais do 

tipo poço quadrado, reproduzem de forma conveniente os valores da energia de ligação 

do dêuteron e do parâmetro porém apresenta valores de B(0) ~ 0 fm^. Assim esses 

potenciais conduzem a uma descrição errônea dos parâmetros de mistura a baixas energiais. 

O comportamento de longo alcance da força nuclear, a troca de um píon, é essencial para 

a reprodução dos parâmetros de mistura em baixas energias. O último termo da Eq.(2.53), 

onde B(0) é representado pela Eq.(2.49), parametriza o efeito da troca de um píon do 

potencial tensorial para o sistema NN. Esse termos é fundamental para reprodução dos 

valores corretos dos parâmetros de mistura em baixas energias. A aproximação dada pela 

Eq.(2.53) reproduz com precisão os valores dos parâmetros de mistura para o potencial de 

Reid[23, 24] e Bonn[10], que representa a troca de um bóson, em energias do referencial 

de laboratório de até 25 MeV. Em altas energias desvios são esperados para os valores 

dos parâmetros de mistura já que nesse contexto os detalhes de médio e curto alcance da 

força nuclear são importantes. Assim, como vários potenciais derivados da teoria de troca 

de mésons são parametrizados, em baixas energias, utilizando-se as observáveis físicas de 

baixas energias eles apresentarão os mesmos valores para os parâmetros de mistura em 

energias de até 25 MeV. Como esses potenciais apresentam comportamentos diferentes em 

médio e curto alcance, em mais altas energias os parâmetros de mistura tendem a ser 

diferentes para esses potenciais. 
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Assim, a expansão dada pela Eq.(2.53) representa uma previsão, com base teórica, para os 

parâmetros de mistura, em baixas energias, utilizando-se os ingredientes básicos (mínimos) 

do sistema NN: o comportamento de longo alcance para o potencial tensorial com troca de 

méson, as observáveis em onda-^ em baixas energias e, o valor de correto de Portanto, 

a expansão dada pela Eq.(2.53) determina unicamente os valores para os parâmetros de 

mistura em baixas energias. Deve-se ressaltar, no entanto, que o comportamento de longo 

alcance para o potencial tensorial tem predominância de troca de um píon com alguma 

pequena mistura resultante da troca de mésons mais pesados e, por outro lado 7/d não é 

unicamente conhecido[49]. Isso significa que as quantidades r/d de B{0) que entram na 

Eq.(2.53) não são unicamente conhecidas e, portanto, apresentam alguma incerteza. Em 

tempos recentes tivemos um grande número de publicações e atividades experimentais para 

medida do parâmetro r/d [49]. O valor mais recente, e presumivelmente mais preciso, para 

o parâmetro 7/d=0.0256±0.0004. Os potenciais derivados da teoria de mésons resultam em 

valores para r/d que variam entre 0.0255 á 0.0261. A tabela 2.3 apresenta os valores para 

alguns potenciais conhecidos. 

Na Ref.[l] a constante B(0), obtida pela Eq.(2.49), foi obtida para os potenciais de Reid de 

coroço mole (“soft-core”) e OBE-Bonn, os valores encontrados foram: -0.190 fm^ e -0.182 

fm^, respectivamente. A aproximação dada pela Eq.(2.55) subestima esses valores por cerca 

de 3%. Esses potenciais tem o comportamento correto (fenomenológico) de longo alcance 

para o potencial tensorial Vo2- Observou-se[l] que os valores de 5(0) não são essencial- 

mente alterados quando a componente de curto alcance do potencial (mésons pesados) é 

suprimida. Entretanto, 5(0) é (fracamente) sensível ao comportamento de médio alcance 
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Potenciais 

Paris 
Bonn OBE-A 

Bonn OBE-B 

Nijmegen 

Urbana 

Reid-SC 

Reid 

% 
0.0261 

0.0259 

0.0263 

0.0255 

0.0255 

0.0263 

0.0264 

Tabela 2.3: Valores para a razão assintótica entre as ondas D e S,T]d para alguns potenciais 

conhecidos. 

do potencial tensorial. Se apenais o comportamento da troca de um píon for utilizado na 

Eq.(2.55) então o valor obtido para B(0)=-0.162 fm^. Esse valor é o valor extremo obtido 

quando são suprimidas as componentes de curto e médio alcance do potencial. Como a 

aproximação dada pela Eq.(2.55) subestima o valor de B{0) por cerca de 3% o valor exato 

para B{0) para um potencial tensorial com troca de um píon deve ser -0.170 fm^. Embora 

o comportamento de troca de um píon do potencial núcleon-núcleon dê uma boa descrição 

de B{0), a troca de mésons mais pesados e assim o comportamento de médio alcance são 

necessários para reprodução precisa do valor dessa constante. O efeito da troca de mésons 

pesados em distâncias intermediárias sobre B{0) reduz seu valor por cerca de 0.01 á 0.02 

fm^[l]. Para o propósito aqui considerado, e do exposto acima, usaremos os valores de 

B(0) entre -0.17 até 0.2 fm^. Nas figuras 2.6 e 2.7 apresentamos o parâmetro de mistura de 

Stapp-Ypsilantis e parâmetro de mistura de Blatt-Biedenharn, em função da energia, 

no referencial de laboratório para energias de até 25 MeV. Os pontos experimentais foram 

obtidos das Refs.[38, 53, 50, 51, 52]. Os valores para B{0), Tjd usados para as diferentes 
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curvas ^(0) Vd 
A 

B 

C 

D 

-0.17 0.027 

-0.17 0.025 

-0.20 0.027 

-0.20 0.025 

Tabela 2.4; Valores dos parâmetros B{0) e T]d utilizados nas diferentes curvas apresentadas 

nas figuras 2.6 e 2.7. 

curvas teóricas são apresentados na tabela 2.4. 

A estimativa para o parâmetro de mistura cbb foi transformada em Ci usando os valores 

experimentais dos deslocamento de fase nas ondas S e D, pelo uso das relações 

tan(2ej) 
sin(5j_ij ôj+ij) — 

tan(24B) 

sm 
,3- r ^ _ sm(2ej) 

j X • 
sm(2e^5) 

(2.57) 

(2.58) 

(2.59) 

Nas Eqs. (2.57-2.59) usamos a notação apresentada no início dessa seção, onde ô e Cj rep- 

resentam o deslocamento de fase e parâmetro de mistura na parametrização de Stapp- 

Ypsilantis. O deslocamento de fase 5 ee^B representam o deslocamento de fase e parâmetro 

de mistura na notação de Blatt-Biedenharn. Aqui usamos interassados no caso em j=l, 

onde 6bb = ^bb- Da Eq.(2.58) e Eq.(2.59) temos as relações entre os parâmetros de mistura 

de Stapp-Ypsilantis e Blatt- Biedenharn 

1 
ei = - arctan[tan(2eBB) sm{5j+ij - 5j_ij)] , (2.60) 



Capítulo 2. Física de Dois e Três núcleons e os Potenciais Nucleares 46 

ou 

€i = ^ arcsin[sin(2ess) sin(5j_ij - Sj+ij)] . (2.61) 

Os resultados apresentados na figura 2.6 foram obtidos utilizando-se os valores experimen- 

tais dos deslocamentos de fase ô, para as ondas S e D e a aproximação dada pela Eq.(2.53) 

para cbb- Observa-se das figuras que para energias entre 10 e 25 MeV os valores numéricos 

para ei e cbb são aproximadamente iguais. Entretanto, para os extremos de alta ener- 

gias e baixas energias, nesse contexto, eles são bastante diferentes. Das figuras 2.6 e 2.7 

observa-se que as determinações do parâmetro de mistura realizadas por Stoks et. al.[53], 

em várias energias, e Henneck[38], em energia de 25 MeV no referencial de laboratório, 

estão de acordo com a teórica[l, 3]. Como sabemos o conhecimento do parâmetro de mis- 

tura pode dar-nos, em princípio, o valor de 77^. Contudo, não é fácil obtermos o valor de 

rjd dos resultados apresentados nas figuras 2.6 e 2.7. Para os valores determinados por 

Stoks[53], em experimentos realizados em várias energias, o valor de rjd parece estar entre 

0.026 e 0.027 em energias de 1 a 5 MeV. Para as energias de 10 à 25 MeV as determinações 

de Stoks e Henneck parecem sugerir um valor de Tjd de 0.025 à 0.026. Observamos também 

da figura que as determinações para o parâmetros de mistura em experimentos realizados 

em uma única energia[50, 51, 52] apresentam um valor muito baixo para os parâmetros 

de mistura[3]. As determinações do parâmetro de mistura apresentadas nas Refs.[51, 52] 

são determinações realizadas em uma única energia e/ou em experimentos únicos. Esses 

valores são claramente inadequados. 

A constante B{0) é determinada principalmente pelo comportamento de longo alcance do 

potencial tensorial dominado principalmente pela troca de um píon. Assim parece claro 
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que algumas determinações experimentais, em energias únicas e baixas energias, para os 

parâmetros de mistura são inconsistentes como o comportamento de longo alcance dos 

potenciais mais recentes derivados da teoria de troca de mésons e do valor experimental 

considerado nesse trabalho, 77^ =0.Ü26±0.001. Para comportar essas determinações dos 

parâmetros de misturas teríamos de utilizar um valor para ru menor que 0.025. 

Figura 2.4: Resultados calculados numericamente para o parâmetro de mistura de 

Blatt-Biedenharn apresentados em radianos para 0 potencial de Reid-Pieper [24] (o) e 

para 0 potencial de Bonn [lOj(x). Os resultados foram obtidos utilizando-se a expansão 

dada pela Eq.(2.52), linha contínua e linha pontilhada, representam os valores dado pela 

expansão para o potencial de Reid-Peiper(ci=-0.4õ8 fm") e Bonn (ci=-0.482 fm- e c-2=0), 

respectivamente. 
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Figura 2.Õ: Resultados para o parâmetro de mistura de Blatt-Biedenharn, conforme dado 

na figura 2.4. Nessa figura temos: o potencial de Pieper-Reid para Ci = —0.468 fm^ e 

c-2 = 0.014 fm^ para o potencial de Bonn temos =-0.492 fm^ e c-2=0.008 fm'^. A figura se 
extende até Eiab = 300 MeV. 
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Figura 2.6: Resultados obtidos para o parâmetro de mistura de Blatt-Biedenharn cbb, 

figura 2.7 e para o parâmetro de mistura dado por Stapp-Ypsilantis €i, figura 2.6, como 

função da energia Eiab- Os valores experimentais foram obtidos das referências refe.[38] 

(x),[53](ü),[50](x),[51] (A) e [52](Q)- As curvas teóricas foram obtidas usando-se os 

seguintes valores paxarja e B(0); A: rja = 0.027, B(0) = -0.17; B: r}d = 0.025, B(0) = -0.17; 

C: 7]d = 0.027, B(0) = —0.20 e D: rjd = 0.025, B(0) = —0.20. A unidade de B(0) é dada 

em fm^ e tjj é admensional. Resultados extraídos da Ref.[3] 
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Figura 2.7: Parâmetro de Mistura €bb- Os pontos experimentais e linhas A, B, e C, foram 

obtidos conforme descrição feita na Figura 2.6. Resultados extraídos da Ref.[3]. 



Capítulo 3 

Aspectos Computacionais e Numéricos 

3.1 Introdução 

Para encontrarmos a solução das equações integrais de espalhamento apresentadeis no 

capítulo 2 devemos nos utilizar de métodos apropriados. Equações como as apresentadas 

no capítulo 2 podem ser utilizadas em diversas áreas da física em problemas que envolvem 

contextos e dinâmicas distintos tais como em física nuclear, física atômica, física mole- 

cular ou físico-química. Apesar das diferentes situações em que as equações integrais de 

espalhamento se apresentam, podemos apontar alguns importantes aspectos que têm al- 

cance geral. O primeiro desses aspectos é que, invariavelmente, a solução será obtida por 

meio de métodos numéricos utilizando um computador. Assim, um estudo dos métodos 

numéricos existentes para solução de equações integrais e a forma de implementação com- 

putacional desses métodos é de grande relevância. O segundo aspecto de alcance geral é 

que os problemas de espalhamento envolvem equações integrais de forma semelhante às 

chamadas equações integrais de Fredholm. Deste modo, aspectos teóricos gerais estabeleci- 

dos sobre as equações do tipo Fredholm nos auxiliam na obtenção da solução do problema 

em questão. Um terceiro éispecto a ser observado na solução das equações integrais são os 

51 
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elementos que trazem complexidade na busca da solução. Esses elementos são peculiares 

a cada problema. Contudo, podemos apresentar três pontos que devem ser observados na 

solução das equações integrais e que podem ser elementos complicadores: 

• a prescrição ie; 

• os problemas multicanais; e 

• forma do potencial. 

Logicamente, esses pontos não necessariamente se apresentam de forma isolada em 

problemas reais. Um problema multicanal pode envolver, por exemplo, um potencial com 

comportamento singular a curtas distâncias. Porém a análise isolada desses aspectos com- 

plicadores pode dar-nos subsidios para solução de problemas realísticos. 

Devido a prescrição ie o kernel da Eq.(2.23) será complexo e portanto o problema envolve 

álgebra complexa e um cuidado especial deve ser tomado. Nesse caso, se esse aspecto 

parecer um inconveniênte, a escolha de uma matriz de auxiliar de espalhamento pode 

ser uma boa estratégia. Os problemas multicanais são problemas que envolvem vários 

estados de espalhamento resultando em diferentes possíveis estados finais. Nesse caso o 

problema pode ser tratado pela Eq. de Lippmann-Schwinger, Eq.(2.23), onde apenas um 

dos canais será tratado. Assim como o problema envolve vários canais teremos um conjunto 

de equações, acopladas, a serem tratados. Esse fato envolve complicações adicionais sobre 

os métodos numéricos e computacionais utilizados na solução já que que a dimensão do 

conjunto de equações a serem resolvidos pode ser bastante elevado. 
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A forma do potencial que entra na Eq.(2.23) também é um elemento que pode definir 

a estratégia de solução a ser utilizada. Para potenciais “bem condicionados”, de curto- 

alcance, a solução pode ser encontrada, para problemas em um único canal, de forma rela- 

tivamente simples. Contudo, potenciais do tipo Coulombiano, por exemplo, não podem 

seguir os métodos de solução convencionais. O mesmo acontece com potenciais do tipo 

coroço mole (“soft core”) e caroço duro (“hard core”). A forma desses potenciais pode fazer 

com que o kernel da equação integral seja não-compacto o que torna a solução numérica 

intratável. Problemas desse tipo advêm do comportamento do potencial a curta e longa 

distância. Um potencial do tipo Coulombiano apresenta divergência quando r = 0, curtas 

distâncias ou altos valores de momento, o mesmo acontecendo com um potencial do tipo 

Yukawa. Assim, o método de solução de problemas desse tipo deverá levar em consideração 

algum mecanismo de renormalização do problema, principalmente em potenciais atrativos, 

a fim de se obter soluções físicas adequadas. 

3.2 Alguns Conceitos Fundamentais 

Os princícipios básicos para a solução das equações integrais de espalhamento está na Teoria 

de Fredholm. Nessa teoria classificamos a integral da forma 

6 

g{t) = J K{t,s)f{s)ds, (3.1) 

a 

como uma equação não-homogênea de Fredholm do primeiro tipo. Na Eq.(3.1) a função 

f{t) é uma função que queremos conhecer e g{t) é uma função conhecida. 

Uma equação não-homogênea de Fredholm do segundo tipo pode ser representada generica- 
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mente por 

6 

f{t)=g{t) + X I K{t,s)f{s)ds. (3.2) 

a 

Nas Eqs.(3.1 e 3.2) o termo K{t, s) é conhecido como núcleo (“kernel”) da equação integral 

e sobre esse núcleo existem restrições, que trataremos adiante, que nos auxiliam na solução 

da equação integral. 

Podemos reescrever as Eqs.(3.1 e 3.2) em uma forma mais convencionalmente usada para 

cálculos computacionais. Na notação matricial podemos escrever a Eq.(3.1) como 

Kf = g, (3.3) 

f = K-'-g. (3.4) 

Analogamente a Eq.(3.2) pode ser escrita matricialmente como 

f = 

f = 

onde cr = 1/A e g' = -(1/A)g . Se g = 0 

de Fredholm do segundo tipo 

g + AKf, (3.5) 

(K - C71)-' • g', (3.6) 

então a Eq.(3.2) é chamada de equação homogênea 

b 

f{i) = \j K(t,s)f{s)ds, (3.7) 
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ou 

f = AKf. (3.8) 

A forma da Eq.(3.8) é conhecida no formalismo da mecânica quântica e se apresenta como 

uma equação de autovalores. Na verdade, se o núcleo K{t,s) é compacto ou de quadrado 

integrável então podemos ter um infinito conjunto {A„}, n = 1,2,3,... de autovalores para 

a equação homogênea de Fredholm do segundo tipo. Os autovalores da Eq.(3.8) são reais 

quando o núcleo da equação integral é simétrico, em mecânica quântica isso é satisfeito se 

matriz K for hermitiana, ou seja 

K = (3.9) 

Fato importante a ser observado é que os autovalores que satisfazem a Eq.(3.8) não podem 

entrar na solução da equação de Fredholm não-homogênea, Eq.(3.6) , já que para esses 

autovalores o operador (K — crl)~^ é singular. A esse fato dá-se o nome de alternativa de 

Fredholm. 

A equação de Lippmann-Schwinger, Eq.(2.26), seção 2.4 , pode ser escrita como por 

= npj) + - (3.10) 
7T Jo zUJ 

onde K{p,q'; k) = {2/n)q'^Vi{p,q')GQ{q'-, k) é o núcleo dessa equação integral e Go{q'-, k"^) é 

a função de Green livre, ver seção 2.2, e V{p,q') é o potencial da interação. A Eq.(3.10) 

é claramente uma equação não-homogênea de Fredholm do segundo tipo da forma da 

Eq.(3.2). Deste modo, toda a teoria que se aplica a Eq.(3.2) se aplica a Eq.(3.10). 
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Analogamente ao que fizemos para obter uma equação homogênea de Fredholm do se- 

gundo tipo, Eq.(3.7 ou 3.8) podemos obter a forma homogênea da equação de Lippmann- 

Schwinger, Eq.(3.10). A equação integral para o estado ligado de dois núcleons, pode ser 

escrita por 

1V>) = Go{k^)V\i,). (3.11) 

A Eq.(3.11) pode ser obtida diretamente da Eq.(2.2), seção 2.2, onde \ip) é solução da 

equação de Schrõndinger. A representação da Eq.(3.11) no espaço dos momentos, usando 

a representação de “bras” e “kets”, é obtida por 

(klV’) = {k\Go{e)V\rP), (3.12) 

= ///dqdq'dq"(k|q)(q|Go|q')(q|17|q")(q"|V’>, 

= // /dqdq'dq"5(k-q)(5(q-q')Go(q,q')V^(q',q")^(q")i 

= Go(g,A;2) y dq'V(k,q V(q")- (3.13) 

Depois da decomposição em ondas parciais a Eq.(3.13) fica como 

OO 

f q"^dq"V{p,q)'ip{q",k), (3.14) 
7T J 

0 

onde estamos usando E<0, h = 2p = lepéa massa reduzida e suprimimos qualquer 

índice relativo aos momentos angulares. 

Da observação da forma funcional das Eqs.(3.10 e 3.14) identificamos uma equação não- 

homogênea e uma equação homogênea de Fredholm do segundo tipo, para o espalhamento 
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e estado ligado de dois núcleons, respectivamente. Essa associação é útil na utilização 

de métodos numéricos e computacionais elaborados para solução de equações integrais de 

Fredholm do segundo tipo. Esses métodos podem ser aplicados, considerando-se os aspectos 

físicos do problema, para solução das equações de espalhamento, Eq.(3.10), e estado ligado 

Eq.(3.14). 

3.3 Métodos e Estratégias de Solução 

Os métodos formais de solução para as equações de espalhamento podem ser divididos em: 

• métodos para a equação diferencial de Schrõdinger; e 

• métodos para a equação integral de Lippmann-Schwinger. 

Em linhas gerais os métodos para solução da equação diferencial de Schrõdinger são os 

algoritmos convencionais para solução de equações diferenciais. Um método que se destaca, 

também para solução das das equações diferenciais é o uso de funções variacionais. 

Por outro lado, podemos dividir os métodos de solução da equação de Lippmann-Schwinger 

em quatro métodos básicos: 

• método direto; que consiste na inversão matricial da equação 

T{k^) = (1 - VGo{k‘^))-^V. 

• métodos iterativos; que consiste, basicamente, na solução da série perturbativa de 

Born-Neumann e, principalmente, em métodos iterativos alternativos como matriz- 

r [28, 29]. 
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• métodos variacionais; divididos basicamente em dois grupos: métodos variacionais 

de Schwinger e Kohn[14]. 

O método direto consiste na inversão matricial direta do conjunto de equações algébricas 

geradas pela discretização das matrizes de espalhamento. Deste modo, a equação de 

Lippmann-Schwinger, Eq.(3.10) 

T{k^) = K + VGÍ^\k'^)T{k‘^), V={1- VGÍ^\k‘^))T{k^), (3.15) 

pode ser discretizada tal que o conjunto de equações a serem resolvidas é dada por 

f; MkiT^k = Vij, (3.16) 
k=l 

onde Mki é dado por 

Mki = - Kki (3.17) 

Na Eq.(3.17) Kki representa o kernel da equação de Lippmann-Schwinger e Ski é o delta 

de Kronecker: ôki = 1(0) para k = i{^ i). Como é claro da Eq.(3.16) a sua solução é 

obtida através da inversão da matriz M. Em problemas de espalhamento a matriz M a 

ser invertida é complexa e a sua dimensão será dada pelo número de pontos utilizados pela 

discretização. Um problema que pode surgir é presença de singularidades e, em problemas 

multicanais, a dimensão da matriz a ser invertida pode ser razoavelmente grande o que 

pode acarretar perda de precisão numérica devido a inversão matricial[14|. Assim em 

problemas multicanais comuns em física atômica, molecular o método direto não é normal- 

mente eficiente devido aos problemas acarretados com a inversão matricial. 

A solução formal convencional de uma equação integral de Fredholm de segundo tipo é 

dada na forma de uma expansão da Eq.(3.5) tal que 
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f = g + Kg + K^g + K^g + ... (3.18) 

A série dada pela Eq.(3.18) é conhecida como série de Born ou Neumann[8, 9]. Essa 

solução convencional é importante quando queremos encontrar soluções analíticas para 

problemas simples. Para estruturas mais complexas do núcleo da equação integral (na 

equação de Lippmann-Schwinger o núcleo é constituído do potencial e da função de Green) 

outras estratégias de solução devem ser encontradas já que, para a maioria dos potenciais 

realísticos em Física Nuclear e Atômica, a série de Born é não convergente. Um critério mais 

rigoroso sobre a convegência da série dada pela Eq.(3.18) foi apontado por Weinberg[54, 55]. 

O critério estabelecido por Weinberg repousa sobre o comportamento dos autovalores da 

homogênea, dada por Eq.(3.11), que corresponde ao kernel da equação não-homogênea de 

Lippmann-Schwinger. Foi observado que 

K(Em = va{;>(eM = n(EM), (3.19) 

onde t}(E) é o autovalor da Eq.(3.19) que é complexo para energias acima do limiar de 

espalhamento e real para energias abaixo desse limiar. Weinberg mostrou que a Eq. de 

Lippmann-Schwinger converge, para uma dada energia, quando o núcleo da equação integral 

possui autovalores 

e não-converge quando 

1^1 < 1. (3.20) 

|t?| > 1. (3.21) 
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Para baixas energias para a maioria dos potenciais realísticos a série dada pela Eq.(3.18) 

não-converge. Para altas energias a série de Born-Neumann converge, mas paradoxalmen- 

te, nesse limite os efeitos relativos a dinâmica do sistema (interação de mésons, quarks e 

efeitos relativísticos) tornam a solução iterativa da equação de Lippmann-Schwinger não 

aplicável nesse contexto físico. 

Para potenciais singulares ou “quase” singulares métodos de solução mais específicos de- 

vem ser buscados que levem em consideração não somente a caracterísca matemática da 

equação integral mas aspectos da dinâmica do problema físico em consideração. Seja qual 

for o método empregado a solução numérica e, portanto, com o auxílio do computador, é 

sempre empregada. Para problemas simples tais como o do espalhamento de uma partícula 

por um potencial em um único canal o aspecto computacional do método não é relevante 

tendo em vista o poder de processamento dos computadores atuais. Contudo, em problemas 

multicanais ou multipartículas envolvendo a Eq.(3.10), ou suas variantes como a matriz-itT 

ou matriz-iS apresentadas na seção anterior, a complexidade do problema obriga-nos a pen- 

sar na questão da eficiência do algoritmo utilizado para solução numérica e computacional. 

Assim existem uma série de algoritmos para solução das equações de espalhamento nas 

suas mais diversas abordagens que visam tornar a eficiência da convergência dos resultados 

obtidos otimizada. 

Os métodos variacionais são utilizados em diversas áreas das Ciências. Em mecânica 

quântica, especificamente em teoria de espalhamento e estado ligado, os princípios varia- 

cionais têm sido largamente usados[56]. Os principais príncipios variacionais utilizados em 

teoria de espalhamento são os princípios variacionais de Schwinger e Kohn. Para cada 
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uma desses métodos existem variantes que são conhecidas por diferentes denominações. 

Esse fato repousa na grande flexibilidade de se construir uma expressão variacional para 

as quantidades de espalhamento e estado ligado[56]. De fato, os princípios variacionais 

se baseiam em expressões de tal forma construídas que dado o conhecimento inicial em 

primeira ordem (significando um erro SQ) de uma quantidade Q, o resultado obtido com 

o uso da expressão variacional é bom em segunda ordem (com erro (SQ)'^). A idéia geral 

é bastante simples e pode ser apresentada de diferentes formas, apresentaremos aqui uma 

versão simples que consiste em expandir o núcleo da equação integral utilizando funções 

variacionais. Para isso consideremos um kernel dado na forma 

O = AC~^B (3.22) 

e dois conjuntos de funções /j e Çj, de quadrado integrável, que satisfaçam as seguintes 

condições 

N 

= 1. 
i 

AT 
lim Y.\9j)Í9j\ = 1. 

N-^oo 

(3.23) 

(3.24) 

ou seja fi e Çj formam um conjunto completo de funções no espaço L2 e, as Eqs.(3.23-3.24) 

são as chamadas relações de completeza. 

Podemos escrever uma expressão para o operador (3.22) utilizando as relações de com- 

pleteza acima, tal que 
N 

Ot, = Y,m){fi\C-'\gi)Í9i\B (3.25) 

onde Dij = {fi\C ^\fj) e, portanto, 

(D-% = (9j\C\fi). (3.26) 
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De um ponto de vista prático esperamos que quando N é suficientemente grande o conjunto 

de funções fi e Çj expanda uma relevante parte do espaço de Hilbert que contém o operador 

O de tal modo a termos 

{íi\0\9i) = (fi\0„\gj). (3.27) 

Deste modo podemos, em princípio, aproximar o operador dado pela Eq.(3.22) através do 

operador Eq.(3.25) com precisão arbitrária. Isto é bastante útil já que o resultado permite 

que tratemos problemas formulados num espaço de dimensão infinita(espaço de Hilbert) 

em um espaço de dimensão finita. Esse método ilustra o que fazemos frequentemente em 

mecânica quãntica para passarmos de um espaço de dimensão infinita para um espaço de 

dimensão finita. 

Nesse caso, podemos escrever a matriz-T de espalhamento, nas suas diferentes formas, 

T(P) = (3.28) 

= V(l-G^+^(A;2)y)-i (3.29) 

ou equivalentemente 

T(A;2) = V + V"G<+) {k'^)V (3.30) 

(3.31) 

onde G é a função de Green Completa, G = {E — H)~^. Já que podemos expandir o 

kernel dado pela Eq.(3.22) em termos da Eq.(3.25) podemos introduzir ainda um parâmetro 

variacional nas funções utilizadas na expansão do kernel dado pela Eq.(3.25). Assim se 

usarmos um tal conjunto de funções aplicados as equações dadas por Eqs.(3.29 e 3.31), 

podemos escrever, por exemplo 
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Tn = T, = V\f,)im - (3-32) 
ij 

onde 

Dij = - GÍ,+>(*:")V')-‘|Si>, (3.33) 

e portanto 

(D-'h = (Sji(l - g5+>(*:")V')|/í). (3.34) 

O resultado obtido para a Eq.(3.32) é conhecido como uma das formas do princípio varia- 

cional de Schwinger[57]. Uma outra expansão é possível obter usando a segunda equação 

dada por Eq.(3.29), dada por Usando a expressão alternativa para a equação de Lippmann- 

Schwinger dada pela Eq.(3.31), e aplicando o mesmo procedimento de expansão, onde agora 

as funções envolvidas na expansão são variacionais, temos 

TN = V + -ZV\n)D,j{íj\V (3.35) 
«J 

{D-% = mE-H)\fj) (3.36) 

A expansão dada pela Eq.(3.35)é uma expressão variacional conhecida como princípio varia- 

cional de Kohn[57] para o operador T — V. 

Os princípios variacionais de Kohn e de Schwinger têm outras formulações que se extendem 

para as outras matrizes de espalhamento. Em geral a utilização dos princípios variacionais 

tem se destacado nas áreas de Física Atômica e Molecular, em problemas multicanais, por 

produzir um sistema de equações algébricas de dimensões reduzidas, em comparação com 

0 método direto, por exemplo. Assim os métodos variacionais têm se mostrado como uma 
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importante método para optimizar a solução das equações de espalhamento. Recentemen- 

te, foi apresentado uma formulação para o princípio variacional de Kohn ondé algumas das 

funções que entram na expansão da Eq.(3.22) são funções complexas[õ8]. Esse procedimento 

foi utilizado em física envolvendo potenciais repulsivos (do tipo “hard-core”) em sistemas de 

dois núcleons em um único canal[20] e em canais acoplados[26, 27]. Recentemente, incen- 

tivados pelos resultados obtidos em sistemas de dois núcleons em canais acoplados[26, 27] 

Kievsky tem aplicado o princípio variacional de Kohn complexo para solução das equações 

de espalhamento para sistemas envolvendo três núcleons[59] com bons resultados para 

deslocamentos de fase e comprimento de espalhamento com erro menor que 0.1%. Nesse 

trabalho Kievsky utilizou um potencial local realístico para a iteração núcleon-núcleon, 

incluindo a força de três corpos. 

A solução numérica para a equação de Fredholm do segundo tipo é obtida pela discretização 

das integrais envolvidas. Esse método é chamado de método Nystron [60, 61] e consiste em 

transformar a integral em uma soma discreta da forma 

rb ^ 
/ y{x)dx = ^Wiy{xi), (3.37) 

t=i 

onde o conjunto {lüj} são chamados de coeficientes de quadratura numérica e os pontos 

{z:í} são os pontos da quadratura. A discretização dada pela Eq.(3.37) pode em princípio 

ser realizada utilizando-se qualquer um dos métodos numéricos para solução de integrais: 

método do trapézio, método de Simpson ou a quadratura de Gauss-Legendre[60]. O fato 

relevante aqui é que os métodos numéricos de integração envolvem operações de ordem 

0{N^). Assim no estudo da eficiência dos métodos de solução devemos procurar, para 
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problemas mais complexos, métodos que dêm maior precisão para a relação dada pela 

Eq.(3.37) usando um menor número de pontos. Para esse propósito a quadratura de Gauss- 

Legendre se apresenta como uma alternativa eficiente tendo como única desvantagem não 

proporcionar um erro formal para solução numérica obtida. Esse erro deve ser obtido 

empiricamente aumentando-se o valor de e observando-se a convergência obtida. 

A solução numérica para a Eq.(3.2) pode ser obtida usando-se a relação dada pela Eq.(3.37) 

tal que 

f{t) = 9{t) + ^ Si)f{si) + g{t). (3.38) 
i=l 

A função / nos pontos {sj} são obtidos usando-se a equação 

fiU) = g{ti) + >^'^WiK{ti,Si)f(si). (3.39) 
i=l 

A solução para um valor arbitrário de í é obtida usando-se a própria Eq.(3.38). Esse 

procedimento é geral e vale, portanto, para a equação de Lippmann-Schwinger. Observe, 

contudo, que a maioria das integrais apresentadas nesse capítulo têm limites de integração 

definidos. Na equação integral de espalhamento, Eq.(2.23), a variável de integração se 

extende a todo espaço dos momentos de 0 até oo. Numericamente podemos discretizar a 

integral com limite superior indefinido usando tranformações que mapeiem q de um espaço 

de 0 à oo (0 <q< oo) para —1 à 1 (-!< x <1) , onde a imagem dos pontos x—-l, 0, 1 são 

ç=0, c, oo; uma tal tranformação é dada por 

1 + x 
9 = —Z (3.40) 
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procedimento de regularização teremos uma escala que deve ser respeitada pelo parâmetro 

A. Das Eqs.(4.47 e 4.52) é imediato que 

^r(m) = —[fJ- + Ao]“^ (4.53) 

Alguns aspectos físicos devem ser ressaltados: 

a) em princípio os resultados obtidos por diferentes esquemas de regularização devem ser 

os mesmos; 

b) os resultados obtidos para, digamos uma energia Ei, devem possibilitar o conhecimento 

do sistema em uma energia E2. 

Esses dois pontos se relacionam na seguinte situação: se através de um esquema de reg- 

ularização obtemos um resultado físico para digamos o deslocamento de fase do sistema 

em uma escala de energia Ei da ordem de p, e por um outro esquema de regularização 

obtemos o deslocamento de fase para uma escala de energia E2 da ordem de po, os dois 

resultados obtidos estão vinculados, nessas duas escalas a escala física Aq. Esse fato pode 

ser representado a partir da Eq.(4.53) nas escalas de renormalização p e po, em tal caso 

teremos 

An(//) + p = XrÍPo) + íiQ- (4.54) 

A Eq.(4.54) é conhecida como equação de fluxo (“flow equation”), representam a con- 

tinuidade entre as duas escalas de renormalização e a independência do esquema de regu- 

larização. A matriz-T renormalizada Tn{k, Xr{p), p) pode então ser reescrita 

TR{k,Xii{p),p) = [XR{p) + p + ik] ^ 

= [Ao-íA:] \ 

(4.55) 

(4.56) 
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onde temos usado o vínculo entre Xr{p) e /x e a intensidade do potencial Ao obtida pela 

Eq.(4.53) 

Xr{p) + p = —Ao (4.57) 

A dependência funcional da matriz-T renormalizada em Ao dependerá do esquema de regu- 

larização utilizado. Isso é facilmente observado da Eq.(4.56). Se a matriz-T regularizada é 

renormalizada para obtenção da energia de estado ligado devemos tomar o pólo da matriz-T 

dada pela Eq.(4.56), nesse caso temos 

Ao-ik = 0, (4.58) 

Eb = = Ag. (4.59) 

Uma outra possibilidade é obter a partir da Eq.(4.56) o comprimento de espalhamento a*. 

Nesse caso o vínculo com essa quantidade física é dado, em k = 0 ,por 

TR{k = 0, Xr{p),p) = üs, (4.60) 

a, = (4.61) 
Ao 

A Eq.(4.59) devem ser comparada a Eq.(4.20), obtida na seção 4.2 partindo de um outro 

formalismo mas usando o procedimento de regularização empregado nesta seção. Das 

Eqs.(4.59 e 4.61) observamos que Aq deve ser negativo para que tenhamos um estado 

ligado 0 que significa que o potencial tem que ser atrativo. Para o caso em que Aq seja 

positivo teremos pela Eq.(4.59) um estado ligado virtual e pela Eq.(4.61) um comprimento 

de espalhamento negativo, o que é coerente para o caso de um potencial repulsivo. 

Do exposto acima verificamos que a matriz-T obtida é independente de p e portanto ela 

deve também invariante em relação as transformações que levam p —>■ exp{s)p que for- 
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mam o grupo de renormalização. Matematicamente isso significa que a derivada total de 

1^) com relação a p, deve ser zero. Tratando o problema em termos de quanti- 

dades adimensionais podemos redefinir a constante de acoplamento por 

(4.62) 

e a derivada total de Tr em relação a p deve ser tal que 

l^^TR{k,gR{p),p) = 

TR{k,gR{p),p) = 0, 

(4.63) 

(4.64) 

onde 

/3{9r) t^g9R{fj), 

9R + k>^ 
dXR{p) 

dp 

(4.65) 

(4.66) 

A Eq.(4.63) é condição de renormalização e a Eq.(4.64) é conhecida como equação do 

grupo de renormalização. Os zeros da função /? dada pela Eq.(4.66) são os chamados 

“pontos fixos”, esses zeros em conjunto com seu sinal contém a informação básica sobre o 

comportamento da teoria em diferentes escalas. Usando a Eq.(4.53) na Eq.(4.66) temos 

^{9r) = 9r + 9r- (4-67) 

Um interressante resultado dessas equações, nesse modelo, é a formalização da mudança 

na matriz-TR sob uma modificação de escala[16] 

TR{lík,gR(p),p) ^TR{k,gR{p),pj ^), (4.68) 
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pelas equações de renormalização de grupo temos a seguinte equação 

(7^ + TR{jk, çrÍp), p) = 0. (4.69) 

Da Eq.(4.64) podemos substituir pdTR/dp por —P{gR)dTR/dgR, então 

~ 3R{g)^lA = 0 (4-70) 

A Eq.(4.70) expressa o efeito na mudança do momento por um fator multiplicativo 7. Essa 

mudança tem de ser compensada por um “contra-termo” na redefinição da constante de 

acoplamento regularizada. Esse fato pode ser observado ao calcularmos a integral I{k,A), 

Eq.(4.48), fazendo k -¥ ^k usando um corte superior na integral A. Nesse caso teremos 

como resultado um A 7A, quando k é trocado por 'yk. Por analogia ao que fizemos nas 

Eqs.(4.15 à 4.20), seção 4.2, no caso da mudança na escala do momento da matriz-T por um 

fator 7 teremos de reabsorver o termo divergente resultante, jA em uma nova definição da 

constante de acoplamento A(A), Eq.(4.47). Após a consideração acima exposta podemos 

usar a Eq.(4.70) para obtermos maiores detalhes sobre a função em termos de uma 

mudança de escala. Para isso consideremos uma forma geral para a matriz-T regularizada 

modificada através da mudança de escala 

Tr(7*, gaiíí), p) = f{l)TR{k, gR^y),^), (4.71) 

nesse caso a Eq.(4.70) pode ser reescrita em termos de /(7), tal que 

Tr(7*. 9r, p)=^ 
d 7 d/(7) , ôgRÍa) d 

7— - r/.A J,. + 7- (4.72) 
^7 f{l) dj ‘ ' dj dgRÍ'y)^ 

Pela comparação da Eq.(4.72) com a Eq.(4.70) podemos obter uma relação em termos de 

7 para a função P, tal que 

dgail) 
PigR.) = 7- 

dy 
(4.73) 
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A Eq.(4.73) apresenta a função de acomplamento adimensional introduzida pela Eq.(4.62) 

em termos do parâmetro que representa a mudança na escala do problema (7). A função 

de acoplamento definida em termos de 7, Eq.(4.73), é conhecida como constante de acopla- 

mento dinâmica (“running coupling constant”). A partir da Eq.(4.73) e da Eq.(4.67) pode- 

mos escrever 

/^(Çr) = 9r{i) + (4.74) 

integrando a essa equação entre 7 = /íq e 7 = /z teremos 

/ 'y^^0^^'r = ji9R + 9R)d'y. (4.75) 
7=/i0 flQ 

O resultado da integração da Eq.(4.75) dá novamente a Eq.(4.54), a equação de con- 

tinuidade entre duas escalas: p e po, escrita em uma forma ligeiramente diferente 

(4.76) 

A Eq.(4.76) confirma um resultado conhecido em teoria quântica de campos mas que ainda 

não tinha sido mostrado no contexto da mecânica quântica não-relativística[16]: em geral, 

se a função /? é conhecida a integração da equação do grupo de renormalização, Eq.(4.72), 

dá a dependência em p da quantidade para qual a equação foi escrita. A partir da de- 

pendência em p podemos obter, por análise dimensional, a dependência na energia para 

a quantidade que estamos considerando, obtendo assim relações para essa quantidade em 

diferentes energias. Essa é a principal utilidade das equações do grupo de renormalização 

em teoria quântica de campos. 



Capítulo 5 

Aplicação da Renormalização à Equação de 

Espalhamento 

5.1 Introdução 

Neste capítulo apresentaremos os resultados da aplicação numérica realizada para a regu- 

larização e conseqüente renormalização da equação de Lippmann-Schwinger com um po- 

tencial do tipo 1/r^. Potenciais com esse comportamento são usuais em Física atômica, 

nuclear e em matéria condensada: o potencial de Wood-Saxon, potenciais teóricos que 

simulam a troca de mésons e polímeros[69], respectivamente, são exemplos típicos [13]. 

Potenciais desse tipo apresentam divergências ultravioletas (quando fc —> oo, r —>• 0) e se 

apresentam como um campo de teste para os procedimentos de regularização e renorma- 

lização apresentados nas seções anteriores. Na seção 4.3 apresentamos os procedimentos 

de regularização e renormalização, para a equação de Lippmann-Schwinger utilizando um 

potencial do tipo delta de Dirac, correspondente a uma constante no espaço dos momentos. 

Os resultados se mostraram instrutivos no sentido de apresentarem os detalhes do formal- 

ismo utilizado. Para problemas mais complexos, em que são utilizados interações de dois 

corpos não separáveis e singulares um tratamento numérico se faz necessário para o estudo 

90 
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da aplicabilidade dos métodos de regularização e renormalização em mecânica quântica. 

O tema potenciais singulares é recorrente e antigo em Mecânica Quântica[13, 66, 63]. O 

estudo de sistemas com potenciais singulares geralmente apontam para duas direções. Uma 

direção é o estudo de potenciais singulares como uma ponte para o entendimento das 

divergências que aparecem no contexto da Teoria Quântica de Campos(TQC). Na outra 

direção está o estudo de sistemas físicos que apresentam interações singulares e portanto 

necessitam de soluções especiais. A solução encontrada para a equação de espalhamento 

nesse último contexto geralmente é “ad-hoc”. 

Nosso formalismo se baseia no princípio da introdução de um parâmetro regularizador na 

equação de espalhamento (divergente) original e, através da utilização de um parâmetro 

de escala: uma observável física do sistema, através da qual eliminamos o parâmetro “es- 

tranho” (regularizador) da teoria. 

A proposta deste capítulo é apresentar os procedimentos e resultados numéricos em um 

problema quântico não-relatívistico onde soluções analíticas não são possíveis de se obter. 

Através dos procedimentos e resultados apresentados entenderemos melhor o comporta- 

mento da equação de espalhamento na camada de energia (“on-shell”) e fora da camada 

de energia (“ofF-shell”) para diferentes esquemas de regularização. 

Consideremos um potencial local em onda-5, atrativo, que apresenta comportamento sin- 

gular na origem, dado por 

V(r) = (5.1) 
rí 

Para valores suficientemente grandes de |Vo|, o problema do espalhamento de dois corpos 
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com o potencial (5.1) exibe divergência ultravioleta o que não permite soluções físicas 

convencionais[70]. Em energias negativas um número infinito de estados ligados colapsam 

para uma energia infinita e em energias positivas a equação de espalhamento tem um 

“kernel” não-compacto e não permite soluções. Para valores de [VqI muito pequenos os 

problemas anteriores podem ser evitados mas o problema torna-se difícil do ponto de vista 

numérico. 

O potencial da Eq.(5.1) tem um valor crítico, apresentado em Landau e Lifchitz[70]. Esse 

valor crítico, no limite p = 0, é dado por 

onde m é a massa reduzida do sistema de dois corpos separados por uma distância r. Para 

um potencial atrativo temos dois casos relevantes que têm o valor crítico Eq.(5.2) como 

referência. Quando |Vó| > |Vo,d temos a possibilidade de infinitos estados ligados com 

energia infinita. Por outro lado, quando |Vo| < |Vó,c| os infinitos estados ligados estão 

ausentes e o sistema tem um comportamento regular. 

É interessante ressaltar que potenciais da forma da Eq.(5.1) têm sido sugeridos para a 

interação efetiva de dois corpos no sistema de três bósons [71]. Esses estudos foram esten- 

didos para o sistema nêutron-dêuteron, considerando que a energia de ligação do dêuteron 

na escala nuclear é bastante próxima de zero. Dessa forma, sendo o tamanho do dêuteron 

muito grande, o têrmo de troca de um núcleon do potencial núcleon-dêuteron apresenta 

um comportamento atrativo de longo alcance da forma 1/r^. Uma dedução analítica, para 

esse comportamento assintótico do potencial efetivo de dois corpos em um sistema de três 
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partículas idênticas, foi feita na Ref. [72]. 

5.2 Equações do Modelo 

A equação de Lippmann-Schwinger, Eq.(4.21), pode ser reescrita na forma de operadores 

por ■ • ' 

T(P) = V + VGo{k‘^)T{k'^), (5.3) 

onde Go(fc^) é o operador correspondente à função de Green livre, 

Go{E) = {E-Hq + zO)-' . (5.4) 

Hq é o hamiltoniano da partícula livre, E = k"^ é a energia de centro-de-massa e iO representa 

0 limite e -> 0. O potencial é representado por V, e para nosso estudo utilizaremos como 

potencial a Eq.(5.1). 

A projeção em ondas parciais de um elemento de matriz do T ou V, no espaço dos momen- 

tos, para um potencial esfericamente simétrico, é dada genericamente por 

í 

<p|0|q> = E 
^ 1=0 m=-i 

2 °° í, .r-^ ^ , .2i +1 „ .p-q. 

7T í=0 47T pq 
(5.5) 

onde O é um operador genérico, Yi^m{^p) são os esféricos harmônicos normalizados a um 

e fip representa os dois ângulos polares do vetor p e ainda p = |p1- A função Pi{x) 
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representa os conhecidos polinômios de Legendre de ordem l. A função Oi{p, q) é coeficiente 

da expansão dada pela Eq.(5.5). 

Podemos reescrever a Eq.(5.3) utilizando a expansão dada pela Eq.(5.5). Nesse caso obte- 

remos a decomposição em ondas parcias da equação de Lippmann-Schwinger 

2 °r 
T,{p,p'-,B) = Vi(p,p') + - / q‘‘dqV,(p,Q)Go{g;k^)T,(q,p'-,E). (5.6) 

7T J 
0 

Na Eq.(5.6) estamos considerando E = e h = 2m = 1 , m sendo a massa reduzida do 

sistema de dois corpos. A função de Green livre no espaço dos momentos é dada por 

Go{q; k“^) = {k^ - q"^ + i0)~^. (5.7) 

Como nosso objetivo é encontrar soluções para a Eq.( 5.6) no espaço dos momentos pre- 

cisamos encontrar a tranformada de Fourier do potencial local V{r) dado pela Eq.(5.2 ) 

e obter através da expansão dada pela Eq.(5.5) a decomposição do potencial em ondas 

parciais. Deste modo teremos 

1 

Vi{p,q) = TT^ y P2(a:)(p|y|q) (5.8) 

-1 

a transformada de Fourier do potencial (p|F|q) é dada por 

(p|F|q) = J d^rV{r) exp(z(p - q) • r) (5.9) 

nesse caso a Eq.(5.8) pode ser reescrita, tal que 
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V.(p,,) = i r r^drV(r) [' dxP,(x)^‘fP ' f >. (5.10) 
2 Jo 7-1 |p — q|r 

Para resolver essa integral utilizamos o teorema da adição, equação (10.1.45) da Ref.[73]; 

(^\/p^ + g2 _ 2pqx'\ = f^{2n + l)7„(pr)j„(çr)P„(x), 

onde jo{z), são as funções esféricas de Bessel de ordem l (ver Ref.[73], cap. 10). Usando a 

condição de normalização dos polinômios de Legendre, obtemos uma expressão simplificada 

para a decomposição em ondas parciais, no espaço dos momentos, do potencial V{r). Essa 

expressão é 

Vi{p,q)= f r'^drV{r)ji{pr)ji{qr). (5.11) 
7o 

O comprimento de espalhamento a, uma quantidade física observável, é dada por 

T(0,0;0) = a. (5.12) 

A conexão da Eq.(5.6) com a Eq.(5.12) é um dos vínculos possíveis, que permite a renorma- 

lização dessa primeira equação, com o potencial divergente dado pela Eq.( 5.11). Inicialmen- 

te a equação integral de espalhamento com o potencial original apresenta um núcleo (“kernel”) 

não-compacto e portanto essa equação não apresenta solução para o espalhamento. Pode- 

mos obter um significado físico para a equação Eq.(5.6) transformando-a em equação inte- 

gral com um limite superior de integração A , já que a divergência ultravioleta se apresenta 

para A —>• oo . Uma outra possibilidade seria utilizar uma das funções de Green, apre- 

sentadas na seção anterior, Eqs.(4.30 e 4.31 ) Esse processo é chamado de regularização 
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consiste portanto introduzir um parâmetro que torne finita a quantidade a ser renorma- 

lizada e quantidade A é conhecida como parâmetro de corte (“cut-off parameter”). 

A introdução do parâmetro de corte(A) introduz um novo parâmetro na teoria que de- 

parâmetro de escala. Nesse trabalho escolhemos como parâmetro de escala a quatidade 

observável física (a), dada pela Eq.(5.12). Assim poderemos eliminar o parâmetro de corte, 

o elemento estranho da teoria, em termos de uma quantidade física conhecida. 

Observamos que, em princípio, os resultados obtidos na renormalização são independente 

dos esquemas de regularização escolhidos. Portanto a regularização da integral de es- 

palhamento por meio de um parâmetro de corte (A), no limite superior da integral, a 

regularização no potencial e na função de Green devem dar o mesmo resultado final. 

Para regularização da Equação de espalhamento de Lippmann-Schwinger, Eq.(5.6), através 

de função de Green regularizada, podemos reescrever a função de Green tal que 

verá ser eliminado em termos de uma quantidade observável física conhecida com o nome 

(5.13) 

onde a função v{q, A; k^) satisfaz as condições 

v{q = k, A; = 1, (5.14) 

e 

lim v(q,A.:k‘^) = 1. (5.15) 
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A equação de espalhamento regularizada pode então ser reescrita com uma escolha apro- 

priada de v(q, A; k^), para um determinada onda parcial l, 

O 
Tr(p,p';E) = V(p,p') -i- - f qygV(p,q)Gr(q, A; k^)Tit(g,p';E). (5.16) 

7T J 
0 

A equação acima não possui divergência ultravioleta. 

Podemos considerar também um esquema de regularização onde o parâmetro regularizador 

seja imposto ao potencial ao invés de diretamente na função de Green. Nesse caso podemos 

reescrever o potencial V(p,p'), tal que 

Vr(p,p') (5-17) 

Nesse caso teremos uma equação de espalhamento onde a função de Green aparece como 

inalterada, 

r„(p,p'-,E) = V„(p,p') + - f g^dgVMp,g)Go(g;k^mg,p';E). (5.18) 
7T J 

0 

A equivalência das Eqs.(5.16 e5.17) no espaço dos momentos, na camada de energia (“on- 

shell”) é dada por 

Tr(p,p‘-, E)=v(p, A; e)T^(p, p'-,E)v(p', A; e) 

= v{p, A; k‘‘) V(p.p') ^lJ^dgV(p,g)^pS^M,E) 

(5.19) 

A; k‘‘) 
{k^ — q^ + iO) 

Considerando que a função regularizadora u(g, A;A:^) satisfaz as Eqs.(5.14 e5.15), as ob- 

serváveis “on-sheU” obtidas por T'^{p,p'\E) e Tr{jp,p'-,E) são idênticas. 
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5.3 A Regularização e Renormalização 

Nesta seção apresentaremos as equações explícitas para os esquemas de regularização uti- 

lizados para renormalizar a equação de Lippmann-Schwinger utilizando o potencial dado 

pela Eq.( 5.1). Para esse potencial, como argumentamos anteriormente, quando |Vol é 

suficientemente grande temos um estado fundamental de energia infinita e, portanto, sem 

significado físico. Do ponto de vista matemático o “kernel” da Eq.(5.6) com o potencial 

da Eq.(5.6), tem “kernel” não-compacto e portanto seus autovetores e autovalores não 

pertencem ao espaço de Hilbert. 

Para realizar a regularização da Eq.(5.6) com o potencial dado pela Eq.(5.1) e testar diferen- 

tes esquemas de regularização procedemos da seguinte forma: escolhemos dois esquemas 

de regularização que consistem em utilizar, para cada um deles, uma função de Green 

regularizada, Eq.(4.30) e Eq.( 4.31), respectivamente; a essses esquemas de regularização 

denominaremos escolhas A e B. De outro lado, escolhemos dois esquemas de regularização 

que consistem em introduzir um parâmetro de corte (“cut-off parameter”), no espaço das 

configurações, de tal forma que esse parâmetro de corte não possa ser fatorado no espaço 

dos momentos. A esses dois procedimentos de regularização atribuímos a denominação 

de Escolhas C e D. A seguir apresentamos as equações utilizadas pelos procedimentos de 

regularização escolhidos. 

Escolha A 

A representação no espaço dos momentos, em onda S, para o potencial da Eq.(5.1), depois 

de utilizar a Eq.(5.10) e Eq.(3.947.2) da Ref.[73], é dada por 
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y{p,Q) = ^1 
2pq 

arctan 
2pq 

'+ {p - q)^\] 

+ (p + ç)^/. 

q arctan 
2/zp 

u2 + ç2 _p2^ (5.20) 

(5.21) 

com o seguinte limite 

V{0,q) = V{q,0) = ^arctan ^ . 

A função reguladora para a função de Green livre, nesse caso, foi escolhida ser 

v^{p,AA;k) = 0(A^ -p). (5.22) 

que a função degrau, onde 0(Aa — p) = 1, para A^ > p e 0(A^ — p) = 0, para A^ < p. 

Escolha B 

Para esse esquema de regularização utilizamos o potencial dado pela Eq.(5.20) mas escolhe- 

mos outra função para ser regularizadora da função de Green livre 

^'(P,AB;fc) = |^|tp2|- (5.23) 

Escolha C 

O esquema de regularização escolhido aqui consiste em regularizar o potencial original 

através de um parâmetro de corte introduzido no espaço das configurações tal que 

Vc(r) 
Voexp{-fir) 

r(r + ac) 
(5.24) 
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0 potencial Vc{r) reduz-se ao potencial original V(r), quando ac —>• 0. Nesse esquema, 

a Eq.(5.24), no espaço dos momentos é obtida utilizando a Eq.(5.24). Assim procedendo 

obtemos 

V{p,q) = 
ápq 

^acpq 

otc 

/; 

In 

+ [p-qY^ 

'z-^ + jp + qf' 
+ (p-g)2 

2//Vq^ 

Apq 
,fxac 

oo 

I 
A* 

jdy— 
i y 

ze —üc^ 

[z2 -I- (p -f g)2] [2:2 + (p- ç)2] 

e-^czly / ^ {jp qfy2\ 
In 

^z2 + (p- g)2y2^ 

O comportamento limite para os casos em que p ou g tendem a zero é dado por 

(5.25) 

K(p,0) = V(0,p] = Voe"»* 
Jn Z‘‘ + p^ 

exp{-acp/y) 
p2 + (py)2 

(5.26) 

Escolha D 

Nessa escolha utilizamos um corte no espaço das configurações dado por ao- Assim quando 

ao —> 0, obtemos o potencial original dado pela Eq.(5.1). A forma explícita para o potencial 

nessa escolha, no espaço das configurações, é dada por 

Vn{r) = 
Vq exp(-pr) 

(r acY 

A representação no espaço dos momentos, em onda-S, para o potencial V£>(r) é 

(5.27) 
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= 2r ~ exp(-MO!o/y) 
° 7o + 2/i2y2(p2 ç2) _|_ (p2 _ ç2)2^4j‘ 

Nos procedimentos de regularização apresentados acima podem ser divididos em dois tipos 

básicos: nas escolhas A e B a função regularizadora é introduzida na função de Green livre 

e nas escolhas C e D introduzimos um corte (“cut-oíF’), no potencial diretamente no espaço 

das configurações. Portanto, nas duas primeiras escolhas fazemos a regularização direta- 

mente no espaço dos momentos e nas escolhas C e D a regularização é feita no espaço das 

configurações e a renormalização é procedida utilizando a transformada de Fourier desses 

potenciais. A forma simples do parâmetro regularizador para o potencial no espaço das 

configurações é obtida explorando-se a simetria desse espaço. Ao obtermos a transformada 

de Fourier do potencial parâmetro regularizador (ou função regularizadora) não pode ser 

simplesmente fatorada como nos casos das escolhas A e B. 

Em princípio, acredita-se que os resultados obtidos para utilizando-se os vários esquemas 

de renormalização deveriam ser os mesmos, ou seja: os resultados físicos obtidos devem, 

em princípio, ser independentes do esquema particular de regularização. 

5.4 Resultados Numéricos 

Os quatros diferentes esquemas de regularização denominados por A, B, C e D na seção 

anterior foram utilizados para obtenção dos deslocamentos de fase em diferentes energias 

e em vários estados ligados. Nos cálculos utilizamos a massa reduzida do sistema núcleon- 

núcleon h/{2m) = 41.47 MeV fm^. O parâmetro de alcance do potencial original, Eq.(5.1), 

foi considerado, por motivos de simplicidade, ter o valor de 1 fm“^. 

No esquema de regularização que apresentaremos aqui utilizamos uma das escolhas de reg- 
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ularização, apresentadas na seção anterior, para ser nosso parâmetro para “calibrar” as 

demais escolhas de regulazação. Nos deslocamentos de fase calculados usamos a escolha 

A a partir da qual calibramos as demais. O esquema de renormalização consiste em fixar 

o comprimento de espalhamento tripleto em onda-S utilizando a=5.4 fm e variar o valor 

de Vq, intensidade do potencial, para obter o ajuste necessário para a renormalização. O 

parâmetro de corte que aparece na Eq.(5.22) é fixado a um valor fisicamente razoável 

inicialmente. Através desse procedimento poderemos obter vários valores para Voque corres- 

ponde a diferentes estados ligados mas que apresentam o mesmo valor para o comprimento 

de espalhamento tripleto em onda-S (a=5.4 fm). Utilizando o mesmo valor para a inten- 

sidade do potencial Vq encontrado para esquema de renormalização aplicado à escolha A, 

encontramos os pâmetros de corte para as demais escolhas, ou seja: A-b, occ, cto, para as 

escolhas B, C e D, respectivamente. Através desse procedimento temos uma garantia de 

que estamos trabalhando com a mesma interação em quatro diferentes esquemas de reg- 

ularização. As observáveis físicas utilizadas para proceder o esquema de renormalização 

no presente trabalho foram o comprimento de espalhamento e número de estados ligados. 

Os resultados obtidos nesse esquema de renormalização são apresentados na Tabela 5.1. 

Embora tenhamos considerado o potencial, Eq.(5.1), em situações de até quatro estados 

ligados e de altos valores para o parâmetro de corte (A), o interesse maior para o sistema 

núcleon-núcleon é o caso de um estado ligado, o dêuteron, e de valores compatíveis para o 

parâmetro de corte no espaço dos momentos. Esse “valor compatível” se estabelece pela 

escala do problema. Assim, para o sistema núcleon-núcleon a primeira linha da Tabela 5.1 

é de maior interesse. 
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Nas figuras 5.1 a 5.4 nos apresentamos os resultados obtidos para os deslocamentos de fase 

usando os parâmetros dados pela Tabela 5.1. Nessas figuras normalizamos o deslocamento 

de fase energia zero tal que 6i{k = 0) = tt. Para cada conjunto de quatro valores de 

parâmetros, e portanto, quatro valores distintos de Vq, temos uma elipse identificadora do 

número de estados ligados considerados indicando 1, 2, 3 e 4. A identificação das curvas 

para cada esquema de regularização; escolhas A, B, C e D, são convenientemente indicadas 

nas figuras com os parâmetros de corte dados por A^, Ab, oíc e ao, respectivamente. 

Como é observado da figura no limite de altos momentos os valores para os parâmetros 

de corte A^, Ab são grandes enquanto que os valores para os parâmetros de corte, no 

espaço das configurações, ac e ao são pequenos. Para um dado momento na camada de 

energia o parâmetro de corte, no espaço dos momentos deve ser grande quando comparado 

ao momento na camada de energia. Para os esquemas de regularização escolhidos teremos 

A^ » Ag >> ac^ » e a^^ » k^. 

Pela comparação em cas conjunto de deslocamentos de fase da Figura 5.1, observamos 

que os deslocamentos de fase obtidos são numericamente muito próximos para valores de 

energia de até 50 MeV, que corresponde a ~ 1 fm“^, ou aproximadamente O.OIA^. Os 

desvios tornam-se bastante relevantes quando a energia se aproxima ou ultrapassa o valor 

do parâmetro de corte, nesse caso 10 fm“^ 

Na figura 5.2 apresentamos os dados para o segundo conjunto de valores da tabela 5.1. Nos 

resultados apresentados nessa figura aumentamos os valores do parâmetro de corte A^ e 

Ab, no espaço dos momentos e, diminuimos os parâmetros de corte ac e ao, no espaço 

das configurações. Aumentando o parâmetro de corte obtemos um alcance maior para o 
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resultado obtido pela renormalização. Nesse caso, pela comparação das curvas em cada 

conjunto de deslocamento de fase, observamos que os deslocamentos de fase são numerica- 

mente próximos para energias de até 500 MeV, que corresponde a k'^ ~10fm~^ rí 0.025A3i. 

Na figura 5.3 apresentamos os resultados para o terceiro conjunto de valores da Tabela 

5.1. Esses valores foram obtidos com o valor do parâmetro de corte de referência (A^ =30 

fm”^). Nessa figura observamos que os deslocamentos de fase para o mesmo número de 

estados ligados são são praticamente iguais para os diferentes esquemas de regularização. 

Os valores dos deslocamentos de fase para cada conjunto são praticamente iguais para 

energias de até 1000 MeV, ou aproximadamente ~ 20 fm”^ w 0.025A^. 

Das três figuras apresentadas, 5.1, 5.2 e 5.3, observamos que o limite da validade da renor- 

malização aumenta com o aumento do parâmetro de corte no espaço dos momentos. Como 

esperado, a renormalização tornar-se independente dos diferentes esquemas de regular- 

ização utilizado, se o parâmetro de corte é grande o suficiente quando comparado com 

o momento na camada de energia ou, equivalentemente, quando parâmetro de corte no 

espaço das configurações seja pequeno. No limite de domínio da renormalização se extende 

aproximadamente até a energias E « 0.025£'a onde E\ = /{2m). 

Para k p,o espalhamento em onda-5 prevalece e o deslocamento de fase decresce linear- 

mente com k: ú « tt — ka. Esse comportamento é consistente com o deslocamento de fase 

para interação de contato[15]: tan{6) = — fca, que se reduz a ú « tt — ka, para pequenos 

valores de k. Esse comportamento do deslocamento de fase é claramente observado nas 

Figuras 5.1 a 5.3 e não depende dos detalhes do potencial e do número de estados ligados. 

Observamos dos valores apresentados na Tabela 5.1 e das Figuras 5.1,5.2,5.3, onde p 
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0, para caso de maiores valores do parâmetro de corte, a intensidade crítica Vo,crit = 

—10.3675MeV fm^, Eq.(5.1). Observe que na Figura 5.3 temos um parâmetro de corte 

de 30 fm~^ e um valor corresponde valor de Vo=-12.482 MeV fm^. No limite de valores 

maiores para o parâmetro de corte e maior número de estados ligados, Vq deve aproximar 

do valor crítico. 

O comportamento do esquema de renormalização é mostrado na Figura 5.4. Nessa figura 

apresentamos a dispersão nos deslocamentos de fase entre os quatro esquemas, A-D versus 

o parâmetro de corte A^, para o caso de quatro estados ligados. Para encontrar a dispersão 

A5 tomamos o máximo desvio dos deslocamentos de fase, para as escolhas A e B, em uma 

energia fixa. As curvas mostradas na Figura 5.4 foram obtidas para as energias 150, 500 e 

1000 MeV. Dos resultados obtidos observamos que Aú ^ 0 quando o parâmetro de corte 

A.4 —>■ oo. Nesse limite os resultados obtidos apresentam a independência do esquema 

particular de regularização usado para renormalizar a equação de Lippmann-Schwinger. 

Nós estudamos nesse trabalho sistemas que apresentam até quatro. Sistemas que apre- 

sentam mais de um estado ligado são de interesse em física atômica e molecular. Para 

.sistemas envolvendo a interação núcleon-núcleon os dados relevantes são os apresentados 

na primeira linha da Tabela 5.1 onde o parâmetro de corte utilizado é de aproximadamente 

10 fm~^. 

Os resultados apresentados nessa seção podem ser usados em outras aplicações para ob- 

servação e análise dos diferentes comportamentos dos elementos de matriz do potencial e da 

matriz-T fora da camada de energia. Nesse trabalho utilizamos como vínculo, ao esquema 

de regularização usado, o comprimento de espalhamento. Contudo, em situações mais 
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realísticas vários vínculos são utilizados nos potenciais de interação NN fenomenológicos 

e então os elementos de matriz, na camada de energia, para diferentes modelos, apre- 

sentam praticamente o mesmo comportamento. Mas esses diferentes modelos de interação 

NN apresentam resultados bastante diferentes para a matriz-T fora da camada energia, 

como observado nas referências [46, 74]. Como a matriz-T completamente fora da camada 

de energia é obtida através dos elementos de matriz-T “half-shell” [46], apresentamos na 

Figura 5.5 os elementos de matriz “half-shell” da Eq.(5.16) para os vários esquemas de 

regularização utilizados aqui. Para esses dados usamos as energias: Ecm =0, 37.5, 140 e 

300 MeV; esses valores foram utilizados na Ref.[74] para o estudo do “Bremsstrahlung” 

usando diferentes potenciais realísticos. 

A variação dos elementos de matriz apresentados na Figura 5.5 não é conseqüência das 

variações observadas, na camada de energia, nas Figuras 5.1, 5.2 e 5.3. Em energia zero 

os resutados obtidos para os quatro procedimentos de regularização podem apresentar os 

mesmos resultados mas, o mesmo não é verdade para os elementos de matriz fora da camada 

de energia. Nos casos onde utilizamos um parâmetro de corte na espaço dos momentos, 

escolhas A e B, não encontramos grandes variações dos valores obtidos para os elementos 

de matriz fora da camada de energia, para baixas energias. O mesmo é verdadeiro para as 

escolhas C e D. Para os parâmetros usados nos nossos cálculos observamos que as funções 

auxiliares de corte, Eqs.(5.22 e 5.23) das escolhas A e B são bastante diferentes numerica- 

mente. O mesmo comportamento fora da camada de energia para esses dois casos, A e B, 

sugerem que a regularização realizada no espaço dos momentos, em dois distintos modelos 

de potencial devem conduzir a pequenas variações independente dos valores dos parâmetros 
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usados. 

As variações observadas na Figura 5.5 são significativamete menores que as apresentadas na 

Ref.[74] usando diferentes modelos teóricos. As variações maiores observadas por Fearing 

são provavelmente devidas as diferenças dos conteúdos físicos dos modelos de iteração NN 

utilizados. Esse fato indica um comportamento de alcance intermediário (2-4 fm) diferente 

para os potenciais considerados. Em nosso estudo utilizamos o mesmo comportamento 

de alcance do potencial, intermediário e longo, enquanto que o comportamento de curto 

alcance é variado nos diferentes esquemas de regularização utilizados. A variação deve 

aumentar quando o parâmetro de corte é reduzido. Para um um valor fixo A a variação 

também deve aumentar quando as variáveis k ou p dos elementos “half-shell” s ao au- 

mentadas. As variações apresentadas nos elementos de matriz “half-shell” observados na 

Figura 5.5 devem-se aos diferentes esquemas de regularização usados. Variações similares 

são esperadas em diferentes potenciais NN fenomenológicos com contéudos físicos iguais. 
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Fig. N Vb (MeV fm‘") AA(fm-^) Ag (fm"^) qç (fm) az?(fr^ 

1 

2 

3 

4 

-0.6348 

-3.6000 

-14.030 

-40.132 

10 

10 

10 

10 

12.145 

8.830 

6.488 

5.200 

0.020984 

0.131200 

0.403600 

0.870300 

0.008942 

0.044080 

0.112400 

0.211380 

1 

2 

3 

4 

-0.5306 

-2.2325 

-7.2221 

-17.705 

20 

20 

20 

20 

25.420 

19.896 

15.395 

12.838 

0.008515 

0.042190 

0.119400 

0.238200 

0.003693 

0.015260 

0.036880 

0.065960 

1 

2 

3 

4 

-0.48935 

-1.80350 

-5.39250 

-12.4820 

30 

30 

30 

30 

38.930 

31.280 

24.785 

20.917 

0.005158 

0.022850 

0.062700 

0.122570 

0.002261 

0.008420 

0.020185 

0.035700 

Tabela 5.1: Resultados Numéricos para os Parâmetros da Renormalização. 



Capítulo 5. Aplicação da Reaormalização á Equação de Espalhamento 109 

E (MeV) 

Figura 5.1: Deslocamentos de fase renormalizados versus energia usando quatro diferentes 

procedimentos de regularização descritos no texto. Nesta figura o parâmetro regularizador 

usado é 10 fm“^. Os demais regularizadores para as outras três escolhas e correspondente 

Vo são obtidos mantendo-se como vínculo o valor do comprimento de espalhamento de 5.4 

fm. Quando variamos o número de estados ligados N obtemos as figuras 5.2,5.3 e 5.4. 
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E (MeV) 

Figura 5.2: Deslocamentos de fase para regularizador 20 fm~^ 



Capítulo 5. Aplicação da Renormalização à Equação de Espaihamento 111 

Figura 5.3: Deslocamentos de fase para regularizador 30 
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A () 

Figura 5.4: Dispersão do deslocamento de fase versus o parâmetro de corte, para as energias 

de 150, 500 e 1000 MeV, para o caso de quatro estados ligados. Definimos a dispersão pela 

diferença entre os deslocamentos de fase das escolhas A e B, as quais são melhoradas quando 

0 número de estados ligados N é maior. 
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Figura 5.5; Matriz-T Renormalizada fora da camada de energia. 



Capítulo 6 

O problema de Três Corpos 

6.1 Introdução 

Na física de poucos corpos o problema de três núcleons é o que apresenta algumas carac- 

terísticas bastante interessantes e que merecem destaque. O efeito Thomas[75] e o efeito 

Efimov[71] são dois efeitos de grande importância e se baseiam na correlação entre as 

quantidades observáveis físicas de baixas energias do sistema de dois e três núcleons. Foi 

mostrado que esses efeitos estão relacionados com a singularidade do núcleo da equação 

integral do problema de três corpos e que a presença de um efeito pressupõe a existência 

do outro [9, 76, 77]. Um outro aspecto também importante e recentemente ressaltado por 

Glõckle e Kamada[42] é que uma solução rigorosa de problemas envolvendo muitos núcleons 

apresenta as mesmas características básicas que aquelas apresentadas na solução do sistema 

de três núcleons. 

Neste capítulo apresentaremos o formalismo básico para solução das equações de espa- 

Ihamento e estado ligado para o problema de três núcleons. As equações de espalhamento 

para o problema de três corpos têm váriais formulações. Faddeev foi o primeiro a apresentar 

uma solução geral e completa para o problema[30j. Outras formulações conhecidas e muito 

114 
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utilizadas são as que foram desenvolvidas por Alt, Greissberger e Sandhas (A.G.S.)[78], o 

modelo Amado[22] e o método de Mitra[79]. 

Inicialmente somos levados a pensar que o problema de três corpos pode ser resolvido 

através de uma generalização das equações de Lippmann-Schwinger(LS). Na verdade a 

equação de LS falha ao ser aplicada a esse problema. Matematicamente isso é explicado 

pelo fato de a equação de LS homogênea para o problema de três corpos tem soluções 

não-nulas para o espectro contínuo > 0) e portanto a solução dessa equação homogênea 

que deve entrar da equação não-homogênea tem como conseqüência uma não unicidade de 

soluções dessa equação. Em outras palavras a equação de LS, quando aplicada ao proble- 

ma de três núcleons, não tem solução única que satifaça a equação de Schrõndiger com as 

condições de contorno apropriadas. 

Fisicamente podemos entender esse problema da seguinte forma; no espalhamento envol- 

vendo três partículas, identificadas por 1, 2 e 3, podemos ter a possibilidade em que duas 

dessas partículas, digamos 2 e 3, formem um estado ligado (23) e a terceira partícula (1) 

esteja livre. Deste modo, a partícula (1) permanece inalterada durante o processo de es- 

palhamento enquanto (23) interagem. Para podermos descrever o fato da partícula (1) 

permanecer inalterada durante o processo devemos introduzir uma função delta de Dirac 

no núcleo (“kernel”) da equação de LS. O núcleo da equação de LS assim obtido não é de 

quadrado integrável nem compacto e portanto a integral pode não ter solução. 

Consideremos o problema de um ponto de vista mais formal. Identificando como fizemos 

anteriormente as três partículas interagentes por 1, 2 e 3. As interações entre as partículas 

serão denotadas por: Vj, a interação entre a partícula 2 e 3, V2, a interação entre 1 e 3, V^a 
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interação entre 1 e 2. O Hamiltoniano para o sistema é representado por 

H = Ho+ V, 

onde Hq identifica a energia cinética total das três partículas, 

H = 4- 4_ 
° 2Mi 2M2 2M3’ 

e V identifica a interação entre as partículas, tal que 

(6.1) 

(6.2) 

V = Vl + V2 + H. (6.3) 

Para esse sistema a matriz-T, apresentada no capítulo 2, no espaço de três corpos, fica 

como 

(PiP2P3I^1PiP2P3) = (PÍP2P3I^IP1P2P3) + ///~ qi)(P2P3l^l|P2P3) + 

+<5(p2-q2)(PiP3l^2|PlP3) +<^(P3-q3)(PlP2l^3|PlP2)] X 

(qiq2q3l^lPiP2P3>dqidq2dq3. (6.4) 

Como comentado acima as funções de delta de Dirac que aparecem na Eq.(6.4) tornam 

o “kernel” da equação de LS original não-compacto e portanto não permite uma solução 

direta. 

A abordagem de Faddeev para o problema foi encontrar um conjunto de equações integrais 

acopladas completamente não-homogêneas e portanto possuindo uma única solução. Os 
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núcleos dessas equações integrais serão compactos e conectados (“connected”) de tal forma 

que não teremos mais funções 5 da forma que aparece na Eq.(6.4). 

Consideremos como um ponto de partida para o obtenção das equações de Faddeev o pro- 

blema anterior onde a partícula (1) interage com as partículas 2 e 3 que formam um estado 

ligado(23). Fisicamente podemos considerar o espalhamento de um nêutron (n) ou próton 

(p) sobre um dêuteron (d), com a diferença de que não trataremos a interação Coulombiana. 

A matriz de transição T para esse processo pode ser representada, na forma de operadores, 

por 

T = V2 + Vz + {V2 + Vz)GxT, (6.5) 

onde C?i é o propagador da partícula (1) dado por 

Gi = {E-HQ-V^ + ie)-\ (6.6) 

o operador Hq é dado pela Eq.(6.2) e é um dos componentes do potencial, Eq.(6.3). A 

Eq.(6.õ) pode ser reescrita tal que 

T = [1 - (F2 4- V3)G,]-\V2 + 1^3). (6.7) 

usando as seguintes identidades entre operadores, onde 

(A -h 5)-^ = A~^ ~{A + B)-^BA~^ = A~^ - A"^5(A -f- B)~\ (6.8) 

então 
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{l-AB)-^A = A{l-BA)-\ (6.9) 

Através das identidades representadas pelas Eqs.(6.8) e (6.9) podemos escrever o operador 

Gi em termos da função de Green livre para um sistema de três partículas 

Go = {E-Ho+ie)-\ 

tal que 

Gr = [{E-Ho + ie)-Vi]-^ = {E-Ho + ie)-^ + 

+[(£; - Ho + i£) - Vi]-^Vi{E - Ho + ie)-^ 

= (1 + GiVx)Go. (6.10) 

Observe que da Eq.(6.10) é imediato que podemos escrever, Gi em termos da função de 

Green livre, tal que 

Gi = (1 - GoVi)-'Go. (6.11) 

Substituindo a Eq.(6.11) na Eq.(6.7) teremos 

T={V2 + Vo) + {V2 + V3)(l - Go E ^a)"'Go(V^2 + Vo). (6.12) 
fc=i 

A Eq.(6.12) pode ser escrita em termos de índices íe j, tal que i,j = 1,2,3, considerando 

que 
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Tij = ViSij + Vi{l - Go E Vk)GoVj, 
k=l 

assim teremos 

T=E 
iJlil 

onde na Eq.(6.12) consideramos 

Tij = ViSij + ViGo ^ Tkj. 
jfe=i 

A partir da Eq.(6.13) podemos escrever 

(1 - = Vi6ij + V,G„ 2 Ttí, 
kjíi 

OU 

3 

Tii = (1 - ViG^r^Viôi^ + (1 - V;Go)-Vi 53 Go(l - 5ik)Tkr 
k=l 

Definindo os elementos 

Sik = (1 - Sik), 

e 

(6.13) 

(6.14) 

(6.15) 

(6.16) 

(6.17) 

(6.18) 

ti = (l-V;Go)''Vi, (6.19) 
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podemos escrever a Eq.(6.17) na forma mais convencionalmente conhecida por equações de 

Faddeev 

3 _ 
Tij = tiSij + ^ tiGoTkjSik, i,j = 1,2,3. (6.20) 

fc=i 

As equações de Faddeev eliminam o problema da “desconectividade” apresentada pela 

matriz-T, através da funções delta que aparecem no núcleo da equação integral dada por 

Eq.(6.4). Outro aspecto importante é que a Eq.(6.20) é completamente não-homogênea pois 

o termo Tij não aparece do lado direto dessa equação. O resultado disso é que podemos 

iterar essa equação e o resultado obtido será dado em termos de elementos cruzados da 

forma íi(?oÍ2 que são de quadrado integrável e portanto não divergem. 

6.2 O modelo de Amado 

O problema de três corpos também pode ser tratado através de uma abordagem mais 

simples onde a equação resultante é bastante semelhante a equação de Lippmann-Schwinger 

para dois corpos. Amado[22] apresentou essa abordagem ainda sem ter o conhecimento 

do trabalho de Faddeev[30j. Contudo as abordagens são equivalentes. As equações de 

Faddeev com potenciais separáreis reduzem-se ao modelo de Amado como foi mostrado 

por Lovelace[80]. 

Consideremos para o obtenção do modelo de Amado o mesmo ponto de partida da seção 

anterior. Temos um problema onde a partícula 1 interage com as partículas 2 e 3 que for- 

mam um estado ligado(23). O sistema físico que iremos tratar por simplicidade é composto 

de 3 bósons idênticos sem spin e com massas unitárias. 
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Formalmente o modelo de Amado se expressa através da seguinte equação, após antis- 

simetrização e decomposição em ondas parciais, 

= zZ.(q,q'-,E) + 
IS ( /. 

+ T.^lq"Vzg,(q,q"-,E)Tr,{E--^)XS,,{q',q';E), (6.21) 

onde 

Zf„,(5,9';£) = ^J^„, IduPr.(u) 

-1 

g(|q/2 + q1)ff(|q72 + q|) 

E + zO - q • q' 
(6.22) 

com 

q • q' = + qqu, (6.23) 

sendo u o cosseno do ângulo entre os vetores q e q' e Jl^, representa os fatores de acopla- 

mento de spin-isospin para o canal quarteto (S = 3/2), Jqo^ = —1/2 e o acoplamento 

dubleto, S = 1/2; JqÍ'^ = j\{^ = 1/4 e Jof = J\i^ = -3/4. 

O elemento r{E -3q"^/4) representa a matriz-T de dois corpos no espaço de três partículas 

e é representado por 

0 

A matriz-T, Eq.(6.24), é obtida utilizando-se o potencial separável da forma 

(Pl^k> = S >^n9n{p)9n{q')- (6.25) 
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Nas Eqs.(6.21 à 6.25) estamos considerando h = m= 1, onde m é a massa de cada partícula 

no processo, o potencial da interação é não local e separável dado pela Eq.(6.25) apresenta 

os fatores de forma gn escolhidos para representar a interação separável no problema de 

dois e três corpos exemplos desses fatores de forma podem ser encontrados na Ref.[48]. 

Na Eq.(6.21) a função r{E — 3ç"/4) que representa a matriz-T de dois corpos no espaço de 

três corpos. Fisicamente temos a energia do sistema de três partículas E menos a energia 

da partícula livre, partícula 1, que se propaga pelo sistema de estado ligado, partículas 

(23). A conservação de energia do sistema é dada por 

E - 3g"V4 = (6.26) 

onde a representa a energia do estado ligado de duas partículas, partículas (23). 

O problema proposto na forma da Eq.(6.21) para um potencial separável na forma dada 

pela Eq.(6.25) para determinados fatores de forma é conhecido e temos diversos trabalhos 

utilizando diferentes técnicas numéricas para sua solução; para alguns resultados numéricos 

utilizando a matriz-F veja Refs.[28, 29]. Nosso objetivo aqui é reintepretarmos o problema 

em termos de um potencial delta no espaço das coordenadas - uma constante no espaço dos 

momentos- para interação de dois corpos que entra na construção do modelo de Amado 

através da matriz-T, fora da camada de energia, de dois corpos. Consideremos para esse 

objetivo que a interação dada pela Eq.(6.25) seja tal que os fatores de forma Çn sejam 

9ÁP) = 5„(ç) = 1, (6.27) 

deste modo temos 
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<J>\Vk) = '£\. (6.28) 
t=0 

onde consideremos que Aj = A para z = 1,2. A interação dada pela Eq.(6.28) representa 

uma função delta de Dirac no espaço das configurações. Interações desta forma são conhe- 

cidas como sendo de alcance zero (“zero range”). Nesse caso as Eqs.( 6.22 e 6.24) ficam 

como 

87t2 E-q^-q'^- qq^' 

E — Cp- — (p- -{■ qq^ 
(6.29) 

e a função r(E) no espaço de três corpos é dada por 

lr(E-3qV4)j-‘ = (6.30) 

= X-'-I(ç',E). (6.31) 

onde I{q',E) é definida diretamente da relação anterior tal que 

00 

(6.32) 

A Eq.(6.32) apresenta divergência linear quando q —>• oo{r —>■ 0). Deste modo, essa integral 

deve ser regularizada a fim de termos valores finitos para matriz-T de dois corpos no espaço 

de três corpos. A regularização aqui segue o procedimento básico apresentado na seção 4.3. 

Consideremos o procedimento de regularização realizado para obter uma matriz-T regulari- 

zada sob uma potencial constante no espaço dos momentos. Neste caso teremos, para um 

sistema de dois corpos sob a ação de um potencial dado pela Eq.(6.28), a seguinte matriz-T 
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T{E) = t{E) (6.33) 

onde t{E) é dado pela Eq.(6.24) para g{p) = 1. Para regularização dessa matriz-T usaremos 

o propagador regularizado, dado pela Eq.(4.30) da seção 4.3, tal que teremos 

Tr{E) = tr{E), (6.34) 

onde 

lr„(£)]-‘ = i-/*((í',A,B), (6.35) 

com 

/„(A,B) = 4^/^dg X 1^. (6.36) 

No processo de renormalização devemos eliminar o parâmetro A em função de uma quan- 

tidade física de dois corpos. Utilizando-se a energia de ligação de dois corpos teremos 

j- = U{A,E=-al), (6.37) 

onde E = , representa a energia de estado ligado do sistema de dois corpos, e 

n = 1,2 representa a energia do estado singleto (ao > 0) e tripleto (ai < 0) para o sistema 

de dois corpos. Analogamente, podemos eliminar o parâmetro A em função do comprimento 

de espalhamento de dois corpos a, obtido quando tomamos = 0 na Eq.(6.34) assim temos 
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- - T Ir{A,E = 0). 
a ÁR 

(6.38) 

A partir das relações dadas pelas Eqs.(6.37 e 6.38) encontraremos a matriz-T para dois 

corpos renormalizada 

[tk(£)]-' = [/«(?', A, £=-aJ)A. £)] 

47T /■— J (E- 

qHE + al) 

{E-q^){al + q^) 
dq 

= -[2-K^{oín + iy/Ê)], 

ou, do vínculo dado pela Eq.(6.38), temos 

(6.39) 

(6.40) 

(6.41) 

[tr(£:)1-‘ = [o-‘+/r(5',A,E = 0)-/„(9'.A,E)] 

 h 47T 

OO _ 
(6.42) 

(6.43) 

(6.44) = [a ^ + iVÊ]. 

Os resultados obtidos pelas Eqs.(6.41 e 6.44) representam a matriz-T para dois corpos 

renormalizada para uma interação da forma V{p,p') = X. Podemos usar essa matriz- 

T renormalizada para re-interpretar a Eq.(6.30) que entra na formulação do modelo de 

Amado dada pela Eq.(6.21). Deste modo podemos usar por exemplo, a Eq.(6.44) para o 

nosso propósito de regularizar a equação de Amado. Nesse modelo para o caso em que 

5 = 3/2, estado quarteto, a Eq.(6.21) reduz-se a uma única equação dada por 

xSò^/^(q, q', E) = q'; E) + ^ J pdq zH'\q, ç"; E)tr{E - E), 

° (6.45) 
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onde 

tr E- 
3q 

"2- 1 -1 

= -27T^[a + ^1^^ - E]. (6.46) 

O núcleo da equação integral dada pela Eq.(6.45) é dado por 

^tf2 
K(q,q",E) = ^\n 

'Kqq" 

E-q^ -q^ + qq .112 
X 

[a + v/3g"V4 - E] 
(6.47) 

E — q^ — — çç"2 

Podemos observar mais claramente o comportamento do núcleo K{q,q",E), tomando q = 

q e analisando o traço do núcleo da Eq.(6.45), nesse caso a Eq.(6.47) fica 

Tr In -dq , (6.48) 
_/?2 + 3ç2J ^ ^3çV4 + /32] 

onde = —E, a é a energia de ligação do estado de dois núcleons e A é o parâmetro 

regularizador da integral. O traço do núcleo dado pela Eq.(6.48) para 0^ = 0, diverge 

logaritimicamente nos limites ç -> 0 e g —>• oo para ln(|o!|) quando |o:| -> 0 e ln(A), para 

A —)• oo, respectivamente. Portanto a regularização e conseqüente renormalização realizada 

na matriz-T de dois corpos no espaço de três corpos não foi suficiente para obtermos uma 

equação renormalizada no modelo de Amado no espaço de três corpos. Deste modo um 

novo procedimento de regularização deverá ser feito e a renormalização deverá ser obtida 

utilizando-se como vínculo uma escala física do espaço de três corpos. Esse procedimento 

valerá tanto para o caso particular do estado quarteto quanto para o estado dubleto já que 

as singularidades que divergem o núcleo das equações integrais resultantes são semelhantes 

aos núcleo dado para a Eq. (6.47-6.48). 
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A divergência observada na Eq.(6.48) pode ser interpretada melhor se fizermos uma re- 

definição a fim de tornar as quantidades adimensionais. Fazendo y — q/ot q x = j3fa, 

teremos 

TrK 

A/a 

~ J dyln 
+ 3y^ 

(6.49) 
1/2"I 

1 j. I r„2 ^ .^21 
x^ + 

Ao contrário da Eq.(6.48) a Eq.(6.49) agora é convergente no limite inferior, y -4 0. No 

limite superior da integral podemos ter duas situações que tornaram a quantidade A/a 

divergente: quando A -> oo e quando a —>• 0. O primeiro caso significa, já que o regulari- 

zador A deve ser proporcional ao inverso do alcance da interação, que o alcance da interação 

é zero, esse caso é conhecido como efeito Thomas: a energia de três corpos torna-se infinita! 

No segundo caso quando a energia de dois corpos tende a zero (ou o comprimento de espa- 

Ihamento é muito grande) teremos o chamado efeito Efimov: teremos um número infinito 

de estados ligados acumulando-se próximo da energia zero. 

A estrutura adimensional da Eq.(6.49) foi utilizada recentemente [81, 82] no estudo do um 

sistema ligado de três corpos idênticos e de massa unitária. Nesse estudo a regularização do 

sistema ligado de três particulas idênticas foi possível através de uma análise dimensional 

da equação para o estado ligado e usando-se a universalidade dos valores de energia para os 

estados Efimov. O parâmetro regularizador A foi utilizado para dar os valores de energia 

dos estados efimiv e estudar a correlação entre a energia do dois corpos (no limite a zero) 

e as energias dos estados fundamental e excitado Efimov. O interessante resultado apre- 

sentado nesse trabalho[81] é que existe uma “universalidade” na razão entre o estados de 

Efimov excitados de três corpos 
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onde representa o n-ésimo estado excitado Efimov e a a energia de ligação de dois 

/» 
corpos. E importante apontar que também nesse estudo o conhecimento das quantidades 

observáveis físicas de dois corpos não foram suficientes para tornar a equação para o estado 

ligado de três corpos finita. O conhecimento de uma outra quantidade, nesse caso os 

valores das energias do estado efimov, foram necessários para regularizar e renormalizar o 

modelo[81, 82]. Nesse caso conhecendo-se a natureza da singulariade do núcleo da integral 

pode-se regularizaá-la para o estudo das correlações entre os estados Efimov e a energia 

de ligação do sistema de dois corpos. Nesse caso a escala de energia é próxima de zero 

e os estados Efimov funcionáriam como escala física para regularização e renormalização. 

Para problemas envolvendo três partículas no setor de espalhamento teremos uma outra 

escala no problema. Cálculos efetivos usando o Modelo de Amado e os procedimentos de 

renormalização apresentados nesse trabalho, para uma interação de dois corpos do tipo 

delta de Dirac já está em andamento. 



Capítulo 7 

Conclusões e Perspectivas 

Nesse capítulo destacamos os principais aspectos tratados nesse trabalho e os resultados 

obtidos. Concluimos com as perspectivas e trabalhos futuros. 

Nos capítulos 2 e 3 apresentamos o formalismo básico da teoria de espalhamento e estado 

ligado do sistema de dois núcleons NN. No capítulo 2 ressaltamos a conexão do formal- 

ismo da teoria de espalhamento e estado ligado com as principais observáveis do sistema 

NN: deslocamento de fase, energia de estado ligado, razão assintótica entre as ondas D 

e S, os parâmetros de mistura e suas diferentes formulações. Dentro desse contexto apre- 

sentamos as diferentes formulações para o tratamento do espalhamento de dois núcleons 

e as vantagens e desvantagens de tais formulações: a matriz-T, a matriz-S e matriz-fC 

são as principais formulações discutidas. Abordamos também no capítulo 2 uma descrição 

da força nuclear em termos de potenciais “puramente” fenomenológicos e dos potenciais 

recentes derivados da teoria de troca de mésons ressaltando o comportamento da força 

nuclear nos limites de longo e curto alcance. O formalismo inicial e a breve descrição da 

força nuclear nos limites de longo e curto alcance se conectam e servem de base aos nossos 

estudos sobre métodos numéricos de solução para as equações de espalhamento[26, 27] e 

129 
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com comportamento da descrição teórica para os parâmetros de mistura em baixas ener- 

gias, realizados na seção 2.4 Refs.[l, 3] e capítulo 3, respectivamente. Nos capítulos 2 e 

3 o principal resultado apresentado nesse trabalho é o papel das observáveis físicas, em 

baixas energias, do sistema núcleon-núcleon para a composição da força nuclear à longas 

distâncias. Com a utilização de uma expansão que requer o conhecimento de algumas quan- 

tidades básicas do sistema NN e o comportamento do potencial nuclear à longas distâncias 

é possível dicernir sobre a aplicabilidade de alguns potenciais derivados da teoria de troca 

de mésons pela análise do parâmetro de mistura resultantes desses potenciais. A expansão 

pode ser utilizada também em conexão com os dados experimentais para obtenção e análise 

dos parâmetros de mistura ci e €bb conforme foi realizado na seção 2.4.1. 

No capítulo 4 e, mais especiíicamente na seção 4.3, estabelecemos o problema da renor- 

malização em mecância quântica não-relatística. Esses capítulos servem como base para o 

capítulo 5 onde apresentamos a renormalização da equação de Lippmann-Schwinger para 

um potencial do tipo usando diferentes esquemas de regularização, analisamos os 

diferentes regimes de validade dos procedimentos de regularização e renormalização. Os 

resultados númericos obtidos mostram que para energias muito menores que o parâmetro 

regularizador os diferentes métodos de regularização apresentam os mesmos resultados (ver 

tabela 5.1 e figuras 5.1-5.5). 

No capítulo 6 apresentamos brevemente o formalismo para o tratamento do sistema de três 

corpos. As equações de Faddeev[30, 9] na forma de operadores são apresentadas. Sabendo- 

se que as equações acopladas de Faddeev reduzem-se, com utilização de uma interação 

separável de dois corpos, a uma única equação de duas variávies: o modelo de Amado[22], 
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usamos esse modelo para representação do sistema de três partículas, mais especificamente 

o sistema N — D. O modelo de Amado, no espaço dos momentos, com uma interação 

constante, foi obtido. A equação resultante apresenta divergências ultravioletas mesmo 

quando usamos a matriz-T renormalizada obtida na seção 4.3 é utilizada. Apontamos a 

necessidade de regularização do modelo de Amado e conseqüente renormalização utilizando 

uma ou mais quantidades do sistema de três corpos. 

As perpectivas de pesquisa sobre o tema renormalização em mecânica quântica podem ser 

colocadas em três grandes frentes: 

• estudo da aplicabilidade, no sistema de três corpos - especialmente no estado dubleto 

- do procedimento de renormalização aqui apresentado com resultados numéricos em 

diferentes esquemas de regularização', 

• questões relativas aos diferentes procedimentos de renormalização e regularização] 

• estudo da aplicabilidade do procedimento de renormalização, seção 4-3, em problemas 

envolvendo potenciais singulares nas equações de espalhamento relativisticas. 

Na primeira frente apresentada alguns estudos já realizados apontam diferentes caminhos. 

Recentemente tem sido anunciado[83] a obtenção do comprimento de espalhamento do 

estado quarteto utilizando-se apenas a matriz-T renormalizada de dois corpos. Nesse estudo 

ressalta-se a não necessidade de se regularizar e renormalizar novamente a equação de 

três corpos em função de uma quantidade física de três corpos. Esse estudo trata um 

caso muito particular - o comprimento de espalhamento quarteto do sistema N-D, sendo 

portanto precipitado, assumir que as demais quantidades tais como os deslocamentos de 
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fase, em diferentes energias, e comprimentos de espalhamento dubleto, por exemplo não 

necessitem ser obtidos através do procediemento de regularização. No setor de estado 

ligado para o sistema de três partículas que corresponde, com a utilização de potenciais 

separáveis, ao modelo de Mitra[79] foi mostrado recentemente[81] a necessidade de regu- 

larização e renormalização utilizando-se uma escala do problema de três corpos quando a 

interação de dois corpos é reduzida a uma constante no espaço dos momentos. A análise 

do comportamento do núcleo da equação de Amado, apresentado no capítulo 6 aponta esse 

mesmo comportamento estando portanto de acordo com as Refs.[15, 81]. 

As questões relativas aos resultados obtidos renormalizando-se a matriz-T de espalhamen- 

to utilizando-se diferentes esquemas ou procedimentos de regularização e renormalizaçãos 

impoêm-se no âmbito da teoria de campos efetiva. Nessa teoria o potencial que representa 

a interação núcleon-núcleon é obtido utilizando-se termos de contato que apresentam deltas 

de Dirac e suas derivadas[6]. Portanto, tem-se como resultado uma interação, que repre- 

senta o comportamento da força nuclear á curtas distâncias, altamente singular. No con- 

texto da teoria de campos efetivo vários procedimentos de regularização e renormalização 

são conhecidos e utilizados. Entre eles destaca-se a regularização dimensional. Nesse con- 

texto, tem-se apontado que a regularização dimensional apresenta resultados inconsistentes 

com os esquemas que regularização por corte (“cutofF’), por exemplo [6]. Assim um es- 

tudo futuro comparando-se os diferentes esquemas utilizando-se potenciais singulares do 

tipo r“^, no âmbito da mecância quântica relativística e não-relativística trará um maior 

entendimento sobre esse aspecto. 

O estudo e o efeito de diferentes esquemas de regularização e conseqüente renormalização 
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das equações de espalhamento de dois e três corpos usando-se uma interação de dois cor- 

pos com comportamento singular é uma extensão natural desse trabalho e poderá ser um 

importante campo de prova para o procedimento de renormalização aqui apresentado e 

para verificação da validade das equações de grupo de renormalização para a matriz-T 

apresentadas no capítulo 4. 

Estudos no sentido atacar a primeira frente apresentada acima já estão em andamento e 

serão apresentados futuramente. 
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