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RESUMO

Este trabalho teve o objetivo de produzir um conjunto de atividades para analisar
como o uso do caleidoscopio associado ao estudo dos ornamentos planos pode contribuir no
ensino de grupos de simetria e transformacdes geométricas em um curso de graduagdo em
Matematica. Esta pesquisa tem carater qualitativo e foi desenvolvida segundo a proposta
metodoldgica de Romberg. Elaborou-se uma proposta de ensino baseada na metodologia de
Resolucdo de Problemas que foi aplicada a um grupo de professores (alguns em fase de
formacdo) de matematica. As atividades tiveram a finalidade de fazer com que os alunos
usassem o caleidoscépio para reproduzir ornamentos planos e, a partir de entdo, discutissem,
com base em argumentos geométricos e algébricos, quais as possibilidades (e
impossibilidades) que esse instrumento oferece para obtengdo desses ornamentos e suas
respectivas justificativas. A coleta de dados ocorreu, essencialmente, por observagédo
participante em sala de aula por meio do uso de questionarios, anotacfes e registros
fotograficos. Apos a coleta de dados, foi feita uma analise das possibilidades e limitacGes do
material desenvolvido para o ensino de grupos de simetria e transformacfes geométricas, bem

como o uso do caleidoscopio enquanto recurso didatico.

Palavras-chave: Caleidoscopio, Teoria dos Grupos, Simetria, Transformaces Geométricas,

Ornamentos Planos, Papéis de Parede



ABSTRACT

The purpose of this work was to develop a set of activities to analyze how the use of
kaleidoscope associated to the study of ornaments can contribute to the teaching of symmetry
groups and geometric transformations on a undergraduate course in Mathematics. This is a
qualitative research and it was developed according to the methodological proposal of
Romberg. A teaching proposal was drafted and was applied to a group of mathematics
teachers. Activities were designed following the methodology of problem-solving and
intended to make students to use the kaleidoscope to reproduce some ornaments and
thereafter, discuss, based on geometric and algebraic arguments, the possibilities and
impossibilities that this tool provides to obtain ornaments and their respective justifications.
Data collection occurred primarily by participant observation in the classroom through the use
of questionnaires, notes and photographic records. After the end of the course a viability
analysis of the activities was done (possibilities and limitations) for teaching symmetry

groups and geometric transformations as well as the use of Kaleidoscope as a didactic tool.

Key words: kaleidoscope, Groups Theory, Symmetry, Geometric Transformations,

Ornaments, Wallpaper
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INTRODUCAO

A origem deste trabalho se deu durante uma aula de teoria dos grupos, na disciplina de
algebra, ministrada pelo professor Claudemir Murari neste programa de pds graduagdo. Na
ocasido, ele destacava a relacdo das simetrias dos poligonos regulares com 0s grupos de
permutacdes e os grupos de simetria. Ao final da aula procurei o professor Claudemir dizendo
gue havia me interessado pelo assunto e queria apresenta-lo como trabalho final da disciplina.
Naquele momento, enquanto me indicava algumas leituras sobre o tema, ele mencionou algo
que o intrigava ha algum tempo: a afirmacdo feita por Coxeter (1948) o qual dizia ser possivel
fazer demonstragdes praticas de resultados de grupos ciclicos e diedrais utilizando espelhos

articulados.

Enquanto me preparava para apresentar o trabalho final da disciplina, outra afirmacéo
no prefacio do livro Groups and Simmetry (ARMSTRONG, 1988) chamou minha atenc&o:
“Numbers measure size, groups measure simmetry”. Como pode ser possivel grupo medir

simetria?

O contato com um tema tdo interessante para mim, as conversas com o professor
Claudemir e as leituras indicadas por ele culminaram na proposta de desenvolver uma

dissertacdo de mestrado que tem por objetivo:

Produzir um conjunto de atividades para analisar como o uso do caleidoscopio
pode contribuir no ensino de grupos de simetria e transformacfes geométricas em

cursos de graduagdo em Matematica.

Levando em consideracdo a linha de pesquisa na qual estamos inseridos foi elaborada
uma sequéncia de atividades envolvendo conhecimentos sobre caleidoscépios, transformacdes
geomeétricas, grupos de simetria e ornamentos planos seguindo a metodologia de Resolucao de
Problemas. Foi oferecido um curso de extensdo a futuros professores, alunos que estavam
cursando a partir do segundo ano de licenciatura e bacharelado em matematica, mestrandos e
doutorandos do programa de po6s graduacdo em Educacdo Matematica e mestrandos em
Matematica, além de um professor da rede publica de ensino para posterior analise das

possibilidades e limitagdes desta proposta.



Na condicdo de pesquisa qualitativa, busquei em Romberg (2007) e Bogdan & Biklen

(1994), subsidios para o planejamento dessa pesquisa e a analise dos dados coletados.

Para estudar os ornamentos planos apoiei-me nas obras de autores como Martin
(1996), Armstrong (1988), Farmer (1999), Ferreira (1996) e Areas (1999) nos quais encontrei
sustentacdo tedrica para descrever e caracterizar os ornamentos planos. No que diz respeito
aos caleidoscopios, recorri a Murari (1999), Barbosa (1957), Coxeter (1961), Batistela (2005)
e Bellingeri, P; Di Sieno, M. D. S; Turrini, C. (2003).

Assim, o trabalho encontra-se dividido em seis capitulos:

No capitulo 1 inicia-se 0 desenvolvimento da ideia de simetria, partindo do senso

comum e seguindo em dire¢do a uma formalizagcdo mais refinada desse conceito.
O capitulo 2 apresenta a problematica, bem como a metodologia de pesquisa.

No terceiro capitulo ha um estudo do caleidoscopio, no qual apresentamos argumentos
para a sua utilizacdo na sala de aula e as condigdes necessarias para que haja repeticdo

perfeita de imagens.

O capitulo quatro apresenta o referencial teérico matematico que da sustentacdo a este

trabalho e a Teoria dos Grupos e as Transformacdes Geométricas sdo abordadas.

No capitulo 5 o objeto € estudar os ornamentos planos. As possibilidades de uso do
caleidoscopio para a reproducdo de rosetas, faixas e papéis de parede sdo justificadas
geomeétrica e algebricamente assim como a visualiza¢do das propriedades das transformacoes

geomeétricas e das operagdes dos elementos dos grupos de simetria.

O capitulo 6 trata da descricdo dos dados que envolve a apresentacdo e a anélise das

informac0es coletadas durante a aplicacéo das atividades aos sujeitos desta pesquisa.

Por fim sdo apresentadas as consideragdes finais da pesquisa, onde sdo discutidas as
limitagdes e possibilidades desse trabalho e levantadas questdes sobre maneiras de aperfei¢oa-
lo, seja no plano de aplicacdes das atividades, seja nas possibilidades que emergem desta

pesquisa.



CAPITULO 1: SIMETRIAS

Do ponto de vista do saber popular, do senso comum e também das narragdes
historicas, a simetria é considerada uma forma de perfeicdo, harmonia, busca do belo, por
equilibrio e é encontrada em muitos elementos como, por exemplo, plantas, animais e cristais.
Ela esta presente tanto na estética como na arte, na tecnologia e nas ciéncias naturais e é
percebida desde os tempos mais remotos na cultura das mais diferentes civilizagdes, em
cestas, tecidos, tigelas, construcdes etc.

Um exemplo de simetria em edificacOes feitas pelos homens com a finalidade de
ornamentacdo é o Palacio de Alhambra, em Granada, na Espanha. Construido pelos mouros
entre 0s anos de 1230 e 1354, durante o auge da cultura desse povo na Espanha, nele
aparecem os dezessete tipos de padrdes que pavimentam o plano. Como por razdes religiosas
nem figuras humanas nem de animais eram utilizadas em suas pinturas e ornamentos, 0s
motivos geométricos apareciam de forma exclusiva, o que deu ao palacio de Alhambra um
lugar de destaque no que se refere a manifestagdo artistica da humanidade.

Atualmente este conceito esta presente em varios campos do conhecimento como, por
exemplo, na Cristalografia (metalurgia e geologia), na Biologia (arranjo das células nos
tecidos), na comunicacdo (melhoramento e compactacdo de imagens e codigos secretos), na
Fisica e em estudos sobre estruturas moleculares em Quimica, além da propria Matematica.

O ensino deste assunto como um campo da Matematica se justifica, entre outros
motivos, devido ao dinamismo que imprime a Geometria, porque desenvolve nos alunos a
capacidade de observacdo de movimentos feitos em figuras geométricas em seu cotidiano.
Podemos também ressaltar 0 uso de simetria no conceito de ndmeros simétricos ou opostos,
no estudo de gréficos de curvas, nas relacbes de seno, cosseno e tangente no circulo
trigonométrico, além do conteddo de algebra do ensino superior.

Além dos argumentos ja citados, € importante notar que estamos rodeados de simetria
no nosso dia-a-dia. Como exemplos, sdo apresentadas neste trabalho algumas figuras que
foram identificadas em pisos, paredes, muros, cal¢adas e nas ruas enfeitadas para a procissao
de Corpus Christi, em junho de 2009 na cidade de Rio Claro-SP.
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Mas afinal, o que é simetria?

Muitas vezes, quando nos deparamos com uma imagem, procuramos, até de forma
inconsciente, alguma simetria na figura; somos capazes de dizer se 0 que estamos vendo nos
agrada ou ndo, ou se prefeririamos que fosse introduzido algum elemento que quebrasse a
simetria. Logo, sabemos, de certa maneira, do que estamos falando quando nos referimos a
simetria. Mas como responder a questdo acima?

A simetria esta relacionada com ritmo, com algo peridédico, mas esse elemento que
ocorre periodicamente pode se repetir de diversas maneiras e, portanto, para responder a
pergunta acima precisamos estabelecer um modo sistematico de caracterizar, comparar e
classificar os modos distintos de como esse elemento se repete.

Suponhamos que estamos diante de uma situacdo na qual é preciso decorar um namero
composto por muitos algarismos. Algumas sequiéncias numéricas podem ser mais faceis de
memorizar que outras e isso pode ser tanto por motivos subjetivos (0s nimeros que lembram
algo familiar como o telefone de alguém conhecido ou a propria data de nascimento), como
por motivos objetivos, por exemplo, se 0 numero apresenta uma determinada simetria. Se nos
for pedido para memorizar 2405324053, tal tarefa sera bastante facilitada se notarmos que a
sequéncia 24053 se repete duas vezes na composi¢cdo daquela cifra. No entanto, o que
devemos memorizar ndo é apenas 0 gque se repete, mas como se repete. Se tomarmos outro
numero, por exemplo, 24053-35042, os algarismos 2, 4, 0, 5 e 3 aparecem duas vezes na
composicao daquela quantidade, assim como ocorreu com 0 24053-24053, contudo seguindo
“regras’ de repeticdo diferentes, indispensaveis parareconstruir o nimero.

Desta maneira, tentaremos classificar, a seguir, as simetrias através de algumas “leis’

ou “regras’.

Classificacdo das simetrias de alguns ornamentos’ geométricos

Podemos afirmar que a simetria € um fenémeno que acontece na natureza e pode ser
analisado de diferentes formas, associando-o as por¢des que relacionam partes ao todo; a idéia
de invariabilidade de alguns elementos (figuras geométricas, sons, nimeros) através de uma
relacéo entre eles e pode ser usada para classificar, organizar e mesmo prever alguns fatos.

Mas que tipo de organizacdo é essa? Como podemos classifica-1a?

! Mais adiante daremos uma definic&o formal para esse termo.
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Observemos as figuras a seguir:
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Figura 1.2

Podemos afirmar que os dois grupos de figuras apresentam simetria. Existe alguma
relagéo entre eles?

No primeiro grupo, da Figura 1.1, temos um modelo (na linha de cima) e, a partir de
seis rotacOes de 60° desse modelo em torno do ponto O obtemos a figura inteira que aparece
na segunda linha desta mesma figura. Essa é a “regra’ para a obtencéo da figura completa a
partir de um modelo. Poderiamos ainda pensar nessa regra para a figura toda. Diriamos, desta

forma, que a figura ndo se alteraria se executassemos tais rotacbes. Uma boa maneira de
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caracterizar os ornamentos da figura € dizer que estes apresentam apenas simetrias de
rotacao, ou rotacionais.

Outro ponto importante a ser ressaltado é que, embora as figuras tenham aspectos
diferentes, estamos classificando-as como sendo de um mesmo tipo, pois 0 que mais nos
importa ndo € o0 que se repete, e sim como se repete.

Ja para a Figura 1.2, a “regra’ € refletir relativamente a reta m o modelo da primeira
linha e depois rodar esse conjunto (modelo e o seu reflexo) de 90° em torno do ponto O. Outra
regra (usando apenas reflexdes) seria refletir o modelo sucessivamente em relacdo as retas m
e n (e suas respectivas imagens), obtendo assim a figura global. Mais adiante, descreveremos
tal fato dizendo que esta figura completa possui quatro eixos de simetria.

Esta segunda regra corresponde a operacdo concreta de inserir o modelo entre dois
espelhos planos (perpendiculares ao plano da figura e que formam entre si um angulo de 45
graus) na posicdo das retas m e n. Outra questdo importante é perceber que, num olhar mais
atento ao ornamento (Figura 1.3) - agora comparando as duas regras - fazer uma rotacao de
uma porcdo do desenho é equivalente a fazer duas reflexdes em relacdo as retas m e n (e suas

respectivas imagens) e que o angulo de rotacdo é duas vezes o angulo entre essa duas retas.

Figura 1.3 —Os quatro eixos de simetria

Os ornamentos presentes na Figura 1.2 sdo caracterizados como 0s que apresentam
simetrias de rotacao e reflexao.

Desta maneira, estamos comecando a caracterizar, através de regras, algumas
semelhancas e diferencgas entre os diversos tipos de simetria: as imagens da Figura 1.1, de
certo modo sdo semelhantes entre si (no que diz respeito a estrutura), mas sao distintas das da

Figura 1.2 que, por sua vez, se parecem todas. Se considerarmos as figuras inteiras nos
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exemplos dados, podemos notar que algumas “transformacdes’ 2 (reflexdes ou rotacdes) as
deixam globalmente fixas, isto &, embora algumas porcbes da figura tenham mudado de
posicdo, o desenho como um todo permanece igual (e na mesma posi¢cdo) que o inicial;
chamamos tais “transformagdes’ de simetrias da figura.

No desenvolvimento dessa dissertacdo faremos um estudo mais aprofundado do que
estamos definindo como simetria, caracterizando as referidas “regras’ de como um
determinado modelo ou figura se repete, sob o olhar das transformacBes geométricas e da
teoria dos grupos.

Examinemos o caso representado na ilustracdo abaixo. A Regra é: considerar o
modelo e deslocé-lo para a direita, como indicado pela seta, infinitas vezes, e repetir tal
procedimento para a esquerda usando uma seta de igual comprimento, direcdo e sentido

contrario.

Figura 1.4

Nas ilustragdes das figuras 1.1 e 1.2, discutidas anteriormente, as operacoes
envolvidas eram rotacGes e reflexdes e, bastava aplica-las um numero finito de vezes para que
se retornasse a situacdo original. A operacdo que aparece agora € chamada de translacdo.
Podemos iterd-la infinitas vezes (em teoria, pois na pratica paramos quando chegamos a
margem da folha) sem nunca voltar ao ponto de partida. E importante perceber que embora a
translacdo desloque os pontos da figura, ela também fixa a figura no aspecto global. Se a tira
da ilustracéo fosse prolongada até o infinito para a esquerda e para a direita, € se movéssemos
a uma distancia igual ao comprimento da seta da direcdo que esta determina, ainda veriamos

exatamente o mesmo desenho.

O desenho da figura 1.5 também deve ser imaginado prolongado infinitamente, nos

dois sentidos. Nestes, as regras para a construcdo do desenho inteiro sdo distintas das

?Essa palavra tera também, assim como ocorrerd com o termo “ornamentos”, uma defini¢do formal no
decorrer do trabalho.
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anteriores: deve-se refletir o modelo (tridngulo posicionado entre os espelhos) em relacdo a
reta p e depois, considerando os dois modelos assim obtidos (o original e o seu reflexo),

desloca-los para a direita e para a esquerda.

p q

Figural.5: Reproducdo da figura: Refletir o modelo no espelho p e desloca-los, a figura e seu

reflexo, para a direita e a esquerda.

Outra regra, envolvendo apenas reflexdes, é refletir o modelo em relagdo as retas p e q,
bem como as imagens dessas duas retas obtidas no processo. Esta é outra situacdo na qual
podemos reconstruir a figura usando espelhos. Neste caso, colocariamos 0 modelo entre dois

espelhos paralelos entre si que estariam nas posi¢des das retas p e q.

Para melhor compreensdo da segunda regra, que envolve apenas reflexdes, colorimos
os triangulos da figura 1.5. O modelo (triangulo preto), quando refletido nos espelhos
posicionados sobre as retas p e g, gera os triangulos azuis. Estes, ao serem refletidos nos
espelhos, dao origem aos vermelhos, que por sua vez tem como suas imagens 0s triangulos

verdes

p q

Figural.6: Formacao da figura por sucessivas reflexdes.
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E importante notar, seja pelo desenho, seja pelas regras citadas acima, que fazer uma
translacdo equivale a fazer duas reflexdes sucessivas em relacdo a duas retas paralelas (entre
si e perpendiculares a direcdo da translacdo). Sendo assim, olhando novamente a ilustracéo
1.6, pode-se perceber que a distancia de um ponto ao seu respectivo “transadado” € o dobro
da distancia entre as duas retas. Se tomarmos o triangulo azul da esquerda como referéncia e o
refletirmos em relacdo a reta p, obteremos o tridngulo negro. Se fizermos uma segunda
reflexdo, agora do tridngulo preto em relacdo a reta q, chegamos ao tridngulo azul da direita.
Como a distancia da figura ao espelho é a mesma a do espelho a sua imagem, conclui-se que a
distancia entre os dois triangulos azuis (que sdo um a translagdo do outro) € o dobro da

distancia entre os espelhos.

Dos exemplos que estudamos até agora, podemos dizer que encontramos duas
categorias de simetrias:

e Primeira: por ocorrer apenas reflexdes por retas obliquas e rotacdes, leva 0 modelo
a posicdo inicial;
e Segunda: desloca lateralmente o modelo de modo que este nunca volta a sua

posicao inicial.

O que percebemos na primeira categoria € um ornamento que, mesmo sendo
rotacionado, permanece globalmente “no mesmo lugar”. Mesmo podendo efetuar rotagctes de
diversos angulos distintos (estamos nos referindo as situacdes ja vistas que aparecem apenas
rotacfes ou rotacOes e reflexdes), devido a caracteristica de ndo haver nenhum tipo de
deslocamento da figura (pensando no sentido global) diremos que essa é a categoria dos
Grupos Finitos®. N&o existem, além das duas estruturas exemplificadas nas figuras 1.1 e 1.2,

outras categorias de grupos finitos.

Ja na segunda categoria, por ocorrer uma transformacéo que desloca o desenho para o0s
lados, vamos chamé-la de categoria dos Grupos Infinitos. Contudo, antes de falar dessa
categoria profundamente, vamos conhecer uma Gltima transformacéo, a Reflexdo Deslizante
(RD) que também recebe o nome de Reflexdo Transladada, Glide Reflection ou Translacéo
Refletida.

¥ Por hora, esse é apenas um nome que estamos dando para essa categoria. Futuramente associaremos tal
nome ao sentido algébrico de grupo.



16

A RD ¢ uma transformacdo que também desloca a figura para os lados, porém de uma
maneira especial. Como o proprio nome sugere, trata-se da composicao de uma reflexdo em
relagdo a uma reta r com uma translagdo (deslizamento) na mesma direcéo da reta r (ou vice
versa). Assim, apos ocorrer tal transformacdo é possivel perceber um deslocamento lateral,

mas de modo diferente daquele que ocorre na translacdo. Veja um exemplo:

- o o o - . -

Figura 1.7: A Reflexao Deslizante passo a passo

Na Figura 1.7, refletindo o tridngulo azul (modelo inicial) em relagdo a reta r e depois
transladando seu reflexo (o triangulo pontilhado) tem-se por resultado o triangulo vermelho.
Neste caso, 0 movimento rigido que transporta 0 modelo inicial até a posicdo do triangulo

vermelho é a RD.

Uma forma alternativa de se caracterizar a Reflexdo Deslizante € dizer que ela é uma
composicao de uma reflexdo em relacdo a uma reta s, seguida de uma meia volta* (rotagdo de
180°) em relacdo a um ponto P fora de s (na verdade, ndo necessariamente nessa ordem). Veja

a mesma operacéo da figura anterior, agora executada da maneira alternativa.

O triangulo azul é refletido em relacdo a reta s. Quando é aplicada ao seu reflexo (o
triangulo tracejado) uma meia volta em relacdo ao ponto P, a figura resultante € o tridngulo
vermelho. Ressalta-se que a figura tracejada ndo faz parte da RD e encontra-se no desenho

apenas para ilustrar uma etapa intermediaria da composicéo das duas transformacoes.

* Lembrando que uma rotacéo é a composicao de duas reflexdes por retas concorrentes cujo angulo é o dobro
daquele formado pelas duas retas, dizemos que uma meia volta é a composicdo de duas reflexdes por retas
perpendiculares.
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Figura 1.8: Forma alternativa de definir a RD

Um exemplo de sucessivas ocorréncias de RD sdo as pegadas deixadas por uma

pessoa caminhando em linha reta, ilustradas abaixo:

Figura 1.9

Agora que ja estamos mais familiarizados com as RD’s, podemos nos atentar
novamente para o fato de que a ocorréncia sucessiva de duas reflexdes deslizantes
corresponde a uma translagcdo. Para perceber isso com mais clareza, reparemos na primeira
pegada (a que se encontra acima e a esquerda) da figura 1.10. Ap6s uma RD, ela se desloca
para baixo da linha central destacada na figura e, aplicando a RD uma segunda vez, a pegada
se desloca para cima da linha central. Essa nova imagem € exatamente a primeira pegada

transladada para frente.
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Figura 1.10

Retornemos agora aos Grupos Infinitos. A figura 1.11 mostra mais alguns exemplos:

Figura 1.11: mais exemplos de grupos infinitos

A pergunta que surge é: além dessas faixas em que aparecem somente translacdes e
reflexdes deslizantes, existem outros tipos de faixas? Olhando com mais atencdo é possivel
perceber na figura acima algumas faixas nas quais ocorrem outras transformacoes além das
duas ja citadas anteriormente. Quais simetrias podem ocorrer nessas faixas? Qual a
guantidade de faixas que se pode criar considerando, como fizemos anteriormente com 0s
grupos finitos, a estrutura e ndo os diversos tipos de modelos? Existem outros tipos de grupos

infinitos?

Em relacdo as faixas, existem apenas sete tipos delas e a justificativa dessa afirmacéo
é dada no capitulo 5. No que diz respeito a outros tipos de grupos infinitos no plano, existe
uma categoria chamada de Papéis de Parede, Padrdes ou Grupos Cristalograficos, que é
caracterizada por se estender indefinidamente por duas direcdes diferentes, de forma a cobrir
inteiramente o plano. Dos 17 tipos de Papéis de Parede, apenas sete podem ser visualizados

com caleidoscopios; assunto que também sera abordado no quinto capitulo. A seguir, sdo
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apresentados quatro Padrbes e as respectivas maneiras de visualiza-los utilizando

caleidoscopios.

N e N\ AV VA
vV YV YV A AL A A

Y Viv VA Y Y
4 Al A4 < VA AT A AVA &Y
- AN YAV V4

A
A4
A
A4
A
Y <

Y YV YV Y 4A AVA AV A A
& ML A4 A T Viv vay Y
~ j N AN\ /N

2 \'2 vy 4 AVA aY A A
A J \ Y Y
4 Ad Ad A VA &Y )/ W\

v < ‘7 v <

> 7 r
>
PRV e B S et
DRSO
VIS O A e S
PPy L L L L]
st 3 Sopal el
U4 D PO DO
B\ A = e

A/
A 4
v
|
<
-

v
e

Figura 1.11: Papéis de parede e o respectivo modelo posicionado no interior do caleidoscépio que
permite sua visualizagéo
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A figura 1.12 ilustra um tipo de Grupo Cristalografico que apresenta translacdes e

rotacOes e nao pode ser visto com o auxilio de espelhos.

/|

NSNS
NG
NNV

Figura 1.12: Papel de Parede que ndo pode ser visualizado pelo caleidoscépio.
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CAPITULO 2: METODOLOGIA DE PESQUISA

A pesquisa cientifica sempre procede de uma inquietagdo, de uma conjectura ou de
alguma questdo que se queira responder. Este trabalho de investigacdo, conforme dito
anteriormente, originou-se da discussdo das possibilidades de uso dos caleidoscopios
associados ao estudo dos ornamentos planos, como contribuicdo no ensino de grupos de

simetria e transformacdes geométricas.

A metodologia para o desenvolvimento desta dissertacdo estd ancorada na pesquisa
qualitativa. Nesta modalidade de investigacdo existe interacdo entre sujeito e objeto e o
contexto é considerado na significacdo da analise dos dados da pesquisa, através de uma

compreensdo interpretativa dessas informacdes.

Segundo Bogdan e Biklen (1994), esse tipo de estudo apresenta cinco caracteristicas:
1) a fonte de dados € o ambiente natural e o investigador € o instrumento principal; 2) é
descritivo; 3) os investigadores interessam-se mais pelo processo do que pelo resultado; 4) a
analise dos dados tende a ser indutiva; e 5) o significado € de importdncia vital nessa
abordagem.

O caréter descritivo da investigacdo qualitativa tem por objetivo compreender melhor
0 processo por meio do qual as pessoas constroem significados, para, assim, descrever em que
consistem esses mesmos significados, pois “o objetivo principal do investigador é construir
conhecimento e ndo o de dar opinides sobre determinado contexto.” (BOGDAN & BIKLEN,
1994, p. 67).

Numa situacdo de contato direto com 0s sujeitos, os dados obtidos nessa investigagdo
foram registrados através de fotos, de questionarios e atividades feitas pelos alunos e de
anotacOes do pesquisador. Este proceder satisfaz as particularidades descritas nas cinco

caracteristicas acima e possibilita uma compreensdo do contexto onde a pesquisa ocorreu.

Este trabalho foi estruturado na proposta metodoldgica de Romberg (ROMBERG,
1992), que sugere dez passos a serem seguidos numa pesquisa em Educacdo Matematica. Tais
passos sdo listados abaixo e ndo aparecem, necessariamente, nessa ordem e, na pratica, ndo se

separam de forma tdo nitida.



2.1 O modelo de Romberg

1. Fendbmeno de interesse

/

2. Modelo preliminar

J

3. Relacionar com as idéias
de outros

J

4. Questdes ou conjecturas

pesquisa

Selecionar estratégias de

!

6. Selecionar

procedimentos de
pesquisa

!

7. Coletar evidéncias

!

8. Interpretar evidéncias

!

9. Relatar resultados

!

10. Antecipar as a¢des dos
outros
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2.1.1 ldentificando o fendbmeno de interesse.

O fendmeno de interesse deste estudo € O ensino de Grupos de Simetria e
Transformacbes Geométricas utilizando caleidoscopio associado ao estudo dos ornamentos

planos.

2.1.2 Modelo Preliminar

O modelo preliminar serve como ponto de partida do trabalho. E um esquema que
orienta o desenvolvimento da dissertacdo e &€ composto por varidveis que compdem o0
fendmeno e a maneira como elas se relacionam. Em seguida é apresentado o modelo

elaborado na presente pesquisa:

Aspectos o
o implicagdes
educacionais \ /
caleidoscopios e Elaboracéo de um
ornamentos planos conjunto de atividades
Possibilidades / \
e Acesso
de utilizacdo
\— AN /)

I '

FASE INICIAL FASE INTERMEDIARIA
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Aplicacéo de atividades

Ensino de Grupos de Simetria LimitacGes
e TranformacBes Geométricas /

através de caleidoscépios e

ornamentos planos \

Utilizacdo de materiais

Contribuicoes

\/

Possibilidades

N !
—

FASE FINAL

2.1.3 Relacionando com idéias dos outros

A pesquisa realizada baseou-se no uso do caleidoscépio associado ao estudo dos
ornamentos planos no ensino da geometria das transformacdes geométricas e grupos de
simetria. Assim, embora ndo tenhamos entrado em contato com uma bibliografia que tratasse
de todos esses temas simultaneamente, algumas referéncias foram importantes por abordar

parte desses assuntos como:

e Areas (1999), Armstrong (1988), Coxeter (1961), Farmer (1999), Ferreira (1996),
Ledergerber-Ruoff (1992) e Martin (1996) cujo foco é relacionar ornamentos

planos e algebra ou ornamentos planos e transformagdes geométricas.

e Barbosa (1957), Barbosa e Murari (1998), Batistela (2005), Murari (1999) e
BellingeriDi Sieno e Turrini (2003) que estudaram o uso do caleidoscépio no
ensino de geometria incluindo as transformacGes geométricas, mas nao tao

objetivamente no aspecto formal quanto fazemos neste trabalho.

E importante ressaltar que na literatura consultada sobre ornamentos planos, na
maioria das vezes o nivel abordado estava muito além ou muito aquém do que pretendemos
neste trabalho, o que nos levou a escrever este texto de maneira a preencher essa lacuna que,

sem perder o embasamento matematico formal, contivesse uma estrutura cuja leitura fosse
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mais fluente, mais acessivel ao futuro professor e, por vezes se valesse de resultados

anteriormente provados sem a preocupacao do rigor da demonstracdo formal nos argumentos.

Quanto a bibliografia acerca dos caleidoscopios, tivemos mais acesso por se tratar de
um dos principais objetos de estudo do orientador desta dissertacdo, quer nas pesquisas de
mestrado por ele também orientadas, quer na bibliografia e materiais dos quais ele ja tinha

conhecimento.

2.1.4. Estabelecendo conjecturas

No nosso caso, inicialmente, o fendmeno de interesse eram as contribuicdes do uso do
caleidoscopio no processo de ensino e aprendizagem de grupos de simetria. Nesse sentido, foi

elaborado o seguinte questionamento:

Como o uso dos caleidoscopios pode contribuir para o processo de ensino e

aprendizagem dos grupos de simetria em um curso de graduagdo em matematica?

No decorrer do trabalho, entendemos que o estudo dos grupos de simetria seria algo
muito amplo e decidimos limitar nossa analise para as simetrias do plano. Percebemos
também que, ao abordar os grupos de simetria do plano, estavamos desenvolvendo dois
assuntos subjacentes bastante relevantes e que, nesse novo contexto, passavam a fazer parte
dos nossos objetivos: os ornamentos planos e as transformacBes geométricas. Assim, a

pergunta que procuramos responder é:

Como o uso do caleidoscopio, associado ao estudo dos ornamentos planos, pode
contribuir no processo de ensino e aprendizagem de grupos de simetria e

transformacOes geometricas?

Apos algumas reflexdes notamos a importancia do material desenvolvido para a
discussédo da questdo acima proposta e, portanto, optamos por uma nova redacdo para o

objetivo da pesquisa:

Produzir um conjunto de atividades para analisar como o uso do caleidoscopio
pode contribuir no ensino de grupos de simetria e transformacfes geométricas em

cursos de graduacao em Matematica.
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2.1.5 Selecionando a estratégia geral

Foi elaborado e aplicado um conjunto de atividades envolvendo Transformacdes
Geométricas e Grupos de Simetria baseadas no estudo dos ornamentos planos (rosetas, faixas
e papéis de parede) utilizando o Caleidoscopio e valendo-nos da metodologia de Resolucdo de

Problemas.

Para o desenvolvimento desse conjunto de atividades convidamos alunos do curso de
graduacdo em matematica da Universidade Estadual Paulista UNESP — Campus de Rio Claro,
que ja cursaram ou que estivessem cursando a disciplina de estruturas algebricas, professores
da rede publica e alunos do curso de Pés-Graduacdo em Educacdo Matematica e Mestrado em

Matematica Universitaria desta instituicao.

As atividades que foram aplicadas encontram-se no capitulo 6 desta dissertacéo.

2.1.6. Selecionando procedimentos especificos

Com a estratégia geral delineada, definimos os procedimentos que foram utilizados

para esclarecer a questdo proposta.

Retornando ao modelo preliminar apresentado na secdo 2.1.2 e considerando-o por
partes, temos na fase inicial um levantamento sobre os materiais e assuntos selecionados, no
nosso caso 0 caleidoscdpio e os ornamentos planos. Através da revisao bibliografica foi feito
um levantamento de suas possibilidades matematicas e verificadas as potencialidades do seu
uso em sala de aula, além das atividades que poderiam ser desenvolvidas para os estudos das

transformac6es geomeétricas e grupos de simetria.

A fase intermediaria, correspondente a idealizacdo, foi a escolha, a reelaboracdo ou
adaptacOes de atividades ja existentes. Tinhamos, nesse momento, a finalidade de introduzir e
orientar a compreensao sobre espelhos planos, caleidoscdpios, ornamentos planos e teoria dos
grupos de forma a melhor promover a formacdo de conceitos e o entendimento das

transformacfes geométricas e grupos de simetrias.

A fase final do modelo refere-se a aplicacdo das atividades e a coleta de dados. Nesta

parte foi usado o método da observacdo e o registro dos acontecimentos, e se deu por
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anotacOes de campo do professor/pesquisador, fotografias e do recolhimento das atividades

resolvidas pelos sujeitos do experimento de ensino.

2.1.7. Coletando as informac6es

A coleta de dados ocorreu atraves da observacao dos sujeitos pelo proprio pesquisador

durante cada um dos encontros ocorridos no primeiro semestre de 2011.

A aplicacdo do curso aconteceu as segundas feiras durante o periodo noturno na
Universidade Estadual Paulista UNESP — campus de Rio Claro. A cada encontro era feita uma
retomada das discussdes da aula anterior e em seguida os alunos dividiam-se em grupos para

resolver os problemas propostos.

O registro das informacGes foi feito por fotos e anotagdes, durante as reunides e
principalmente logo apds as mesmas, de impressdes do pesquisador em relacdo as situacoes,
didlogos e acbes mais significativas ocorridas no decorrer da execucdo das atividades. As
atividades respondidas individualmente ou em grupos também constituem a parte documental

do registro de informacdes.

2.1.8. Interpretando as informacoes

Esta corresponde a segunda parte da fase final, na qual foram organizadas,
categorizadas e analisadas as informacdes coletadas com o intuito de responder a pergunta

inicial da pesquisa.

A analise e interpretacdo dos dados iniciaram no periodo da sua coleta, especialmente
no momento de registrar os acontecimentos observados na aula que acabara de acontecer, bem
como na leitura das atividades resolvidas pelos alunos. Perceber o entendimento e as
dificuldades dos sujeitos relativas aos conceitos de Simetria, Caleidoscopios, Teoria dos
Grupos e Transformagdes Geometricas desenvolvidos no decorrer das atividades, foi bastante
importante tanto no encaminhamento das proximas aulas como no desenvolvimento da
percepc¢do do pesquisador no sentido de acompanhar o processo de aprendizagem do tema de

forma continua.
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Foi proposta na primeira e na ultima aula uma questao sobre o que cada um entendia
sobre Simetria e qual a relacdo do tema com os contetidos matematicos presentes nos diversos
niveis de ensino. O desenvolvimento das atividades, a descri¢do das informacdes recolhidas e
sua andlise encontram-se no capitulo seis deste trabalho de pesquisa.

As impressOes e as consideragdes a respeito das contribuicdes, possibilidades e
limitacOes da tematica desenvolvida nesta dissertacdo sdo apresentadas nas consideracoes

finais.
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CAPITULO 3;: CALEIDOSCOPIOS

Ha bastante tempo as reflexdes em espelhos ja fascinam o homem e, devido a essa
curiosidade e encanto causados, as superficies refletoras foram cada vez mais estudadas e
aprimoradas. Segundo Batistela (2005), j& em 1817 existia um brinquedo chamado
caleidoscopio, patenteado em 1817 pelo fisico escocés David Brewster. Tal objeto, de forma
cilindrica, era composto por espelhos dispostos longitudinalmente no seu interior formando
um prisma triangular. Numa das bases desse prisma existiam pequenos vidros ou pedras
coloridas que, refletidas pelos espelhos, formavam imagens multiplas, imprevisiveis e muito
bonitas. Esse brinquedo se tornou bastante popular e, ainda hoje, quase 200 anos depois,
continua sendo vendido em varias versdes. Etimologicamente o nome € derivado dos termos
gregos kalos (belo), eidos (aspecto ou formas) e skopien (ver), ou seja, adaptando a Lingua
Portuguesa seria algo como “ver formas belas’.

Figura 3.1: Caleidoscépio e a imagem visualizada, respectivamente.

Segundo Murari e Barbosa, no Brasil, os caleidoscpios apareceram como material
didatico inicialmente em obras de Fisica e Ciéncias. Atualmente, os professores Ruy Madsen
Barbosa e Claudemir Murari sdo 0s nomes que mais se destacam nesse tema (com diversas

publicacdes, entre artigos e orientacdes), na area de investigacdo da Educacdo Matematica.

Neste trabalho fazemos o uso do caleidoscopio educacional, um instrumento composto
por um conjunto de espelhos planos (dois, trés, ou quatro), que possibilita a obtencdo repetida

e perfeita de imagens.
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Figura 3.2: A esquerda, formag#o perfeita de imagens que n&o ocorre na figura da direita.

Ao contrario do caleidoscopio de uso recreativo, o de uso educacional permite a
substituicdo das bases (pedrinhas, objetos e desenhos colocados entre os espelhos) e a
previsdo das imagens geradas. Existem também diferengas no que diz respeito a estrutura
desses objetos. Com relacao ao caleidoscopio de uso educacional, com trés ou quatro espelhos
planos, temos um deles um pouco menor, para permitir uma melhor visualizagao.
Caleidoscopios com trés ou quatro espelhos formardo prismas (triangulares ou retangulares)
com as superficies refletoras voltadas para a sua parte interna. No interior dos espelhos se
colocam as figuras deliberadamente construidas, que chamaremos de bases caleidoscépicas,
para que o individuo, ou o grupo de pessoas, visualizem a infinidade de imagens formadas.
Denominamos de caleidoscopio também os conjuntos de dois espelhos, articulados ou néo,
cujas condicgdes de formacéo perfeita de imagens serdo estudadas mais adiante neste capitulo.

Figura 3.3: Caleidoscopio de dois espelhos articulados (a esquerda), caleidoscopio de trés espelhos

(ao meio) e sua respectiva base caleidoscopica (a direita)
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Vamos, a seguir, descrever as principais caracteristicas dos caleidoscopios como, por
exemplo, as condicOes para produzir a repeticdo perfeita de imagem, o nimero de imagens

formadas e suas respectivas justificativas.

3.1 Reflexdo em um espelho

Antes de tratarmos da reflexdo em dois espelhos planos acreditamos ser importante
discorrer sobre algumas das propriedades da reflexdo em um espelho plano, embasadas nas

leis da Otica geométrica:

e 0 raio normal a superficie no ponto de incidéncia e o raio refletido estdo num
mesmo plano;

e 0 angulo de incidéncia é igual ao angulo de reflexdo;

e a reflexdo inverte a orientacdo do objeto, isto €, objeto e imagem séao
enantiomorfos (ao colocar a méo direita na frente de um espelho, a imagem que
aparece é idéntica a da méao esquerda);

e adistancia do objeto ao espelho é a mesma de seu reflexo ao espelho.

Outras propriedades geométricas da reflexdo serdo mais exploradas no capitulo 4

quando abordamos a reflexdo como uma transformacéo geométrica.

3.2 Caleidoscopios com dois espelhos
Para 0 uso de dois espelhos temos duas situa¢fes possiveis:

¢ dois espelhos planos paralelos entre si;

¢ dois espelhos planos articulados.

3.2.1 Dois espelhos planos paralelos entre si

Quando dois espelhos planos estdo posicionados perpendicularmente ao plano em que
se apdiam e paralelos entre si, as duas imagens iniciais do objeto em cada um dos espelhos
serdo refletidas novamente nesses espelhos, determinando um ndmero infinito de imagens.

Observando o desenho abaixo, também ¢é possivel destacar algumas caracteristicas
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importantes, que serdo abordadas formalmente mais adiante, como o caso de a reflexédo
inverter a orientacdo do objeto e o de que o “produto” de duas reflexdes (ou seja, o fato de se
fazer duas reflexGes sucessivas), € uma translacdo de comprimento 2d, onde d é a distancia

entre os dois espelhos.

= &
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==
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v

2d

Figura 3.4

3.2.2 Dois espelhos planos articulados

Neste topico abordamos as condi¢des para que haja formacdo perfeita de imagens e a
quantidade de imagens possiveis de se obter a medida que variamos o angulo entre os

espelhos.

Na figura seguinte, as semirretas de mesma origem OE1 e OE2 representam o0s dois
espelhos planos articulados (cujas faces refletoras estdo indicadas pelas setas) que estdo
posicionados perpendicularmente ao plano em que estdo apoiados e, portanto, o angulo

convexo plano E;OF; corresponde ao diedro formado pelos espelhos.

Figura 3.5
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No caso de colocarmos um objeto pontual P entre os espelhos, teremos
respectivamente em E1 e E2 as imagens P1 e Q1. Entretanto, como P1 esta na frente do
espelho E2 entdo P1 tera uma imagem e esta, por sua vez, terd uma nova imagem, agora em
E1; e assim sucessivamente até que cesse a reproducdo de imagens. Isto acontecera por que a

Gltima imagem néo ficou a frente de E1 nem de E2. O mesmo acontecera com Q1.

A figura abaixo ilustra a formacdo sucessiva de imagens do ponto P nos espelhos

articulados:

Figura 3.6

Por congruéncia de triangulos podemos afirmar que os segmentos OP, OP1 e OQ1 tem
a mesma medida. Estendendo esse raciocinio é possivel concluir que todas as imagens
formadas pelos espelhos planos articulados estdo sobre uma circunferéncia de centro O e raio
de medida OP. Se as medidas dos arcos que iniciam no ponto P e terminam nos espelhos E1 e
E2 séo, respectivamente x e y, 0 mesmo argumento utilizado acima garante que os arcos PP1
e PQ1 tem medidas 2x e 2y, respectivamente, e ainda que as imagens se distribuem
determinando ao longo da circunferéncia com arcos de medida 2x e 2y (ou 2y e 2x no sentido

contrario) alternadamente.

3.2.2.1 Formula do Numero de Imagens

Se z € a medida do angulo entre os dois espelhos, cada vez que marcamos 2x + 2y (ou
2y + 2X) = 2 (x + y) = 2z obtemos duas imagens. Como consequéncia, para que as imagens
coincidam marcando-se nos dois sentidos, é necessario que 2z seja divisor de 360°. No caso
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de 2z ndo dividir 360°, marcando-se as imagens nos dois sentidos, havera certamente a
ocasido em que elas se tornardo improdutivas (por se localizam atras dos espelhos, ndo mais

produzirdo imagens); portanto, ndo se pode continuar a marcacdo dos arcos 2x ou 2y.

Quando x =y (objeto P esta no plano bissetor do diedro dos espelhos articulados) as
imagens estardo sobre os vértices de um poligono regular. Tal argumento € justificado pelo

fato de estarmos dividindo a circunferéncia em n arcos iguais (no caso de 2z dividir 360°).

Em alguns livros de Fisica ou de Ciéncias é fornecida a formula para o calculo do

0

numero de imagens n= —1 para quando z € um divisor de 360. Uma situacdo mais geral

0

, : . . 0C-R
é descrita por Barbosa (1957) que calcula o0 nUmero n de imagens: n=————+n', onde R
4

é o resto da divisdo de 360° por 2z e n” = -1, 0, 1 ou 2, conforme os seguintes valores

respectivos de R:

R n’
0 -1
O<R<2x | 0
2X<R<2y| 1
2y<R<2z| 2
supondo X <.

A figura 3.7 ilustra um caleidoscopio formado por dois espelhos planos articulados.

Figura 3.7: tira de papel colorido entre dois espelhos articulados formando um
triangulo equilatero.
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3.3 Caleidoscopios com trés espelhos planos

Enquanto o caleidoscopio com dois espelhos planos articulados nos permite visualizar
uma figura finita e limitada (por uma circunferéncia), o caleidoscépio com trés espelhos, com
estes dispostos na forma de um tridngulo (na verdade, na forma de um prisma de base
triangular), permite ao observador enxergar uma imagem infinita que se estende por todas as

direcdes de modo a pavimentar o plano.

Como vimos no item anterior, os angulos entre cada par de espelhos devem ser

divisores inteiros de 180° (ja que a condicéo para que as imagens coincidam é de 2z dividir

0N - . 180° 180°  180° .
360"), isto é, devem ser da forma —, ——¢ o para m, n e p inteiros. Como se trata de

A . a 180° 180° = 180° . 1 01 1
angulos internos de um triangulo, temos —+ + b 180°%u ainda, —+- +; = 1.

n

Supondo, sem perda de generalidade, que m <n<pecomm > 2 (pois se m = 1, teriamos

um angulo interno do triangulo medindo ?z 180°) temos:

Zri+l>1 ou >1=> m<3
m m m

S|w

mas como o inteiro m é tal que m > 2, temos que m =2 oum = 3.
Param = 2:

Considerando n < p obtemos:

§+%+%2 1 => %2% => n<4.

Portanto, n = 3 ou n = 4 uma vez que, se n = 2, teriamos, %+%+% > 1. Desta

maneira chegamos a:
m=2,n=3ep=6 oum=2,n=4ep=4.

Param = 3:

Se n<p, temos:

l+l+121 =>
3 n n

SN

2
25 => n<3.

Comom <n,temosquem=3,n=3ep=3.
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Assim, as solucdes inteiras para essa equagdo %+%+% =1 séo (3,3,3), (2,4,4) e (2,3,6).
Tais solucBes nos mostram as trés possibilidades de caleidoscdpios com trés espelhos:
e (3,3,3) caleidoscopio equilatero com trés angulos de 60°;

e (2,4,4) caleidoscopio (retangulo) isésceles com angulos de 90°, 45° e 45° e

e (2,3,6) caleidoscopio (retangulo) escaleno, com angulos de 90°, 60° e 30°.

A foto na Figura 3.8 mostra o visual obtido com de um caleidoscépio com trés
espelhos:

Figura 3.8: Caleidoscopio com trés espelhos e a respectiva base.

3.4 Caleidoscopios com quatro espelhos

Um conjunto de quatro espelhos planos articulados, se apoiados verticalmente num
plano formara um quadrilatero. Usando argumentos analogos ao item anterior, Barbosa e
Murari (1998, p. 65) demonstram que a Unica possibilidade para a formacdo deste tipo de
caleidoscépio é quando os espelhos se posicionam no plano de apoio na forma de um

retdngulo, como demonstrado abaixo:

“Para gque as imagens coincidam em cada angulo de par de espelhos, devemos ter que o seu
dobro seja divisor de 360°, ou que cada angulo do quadrilatero precisa ser divisor de 180

0
portanto colocando % = n; (inteiro positivo, i =1, 2, 3,4, com n > 2) com
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A+ A+ A+ 4,=360° encontramos — + — + — + — = 2 ).

ng ny nz Ny

Supondo, sem perda de generalidade, que n; < n, < nz < ny4 temos, substituindo em (1) todos
por ny, que n; < 2, de onde n;=2.

Substituindo em (1) encontra-se que I I (2).
Ny ng Ny 2

Novamente, trocando todos por n, em (2) encontramos n, < 2, entdo necessariamente n,=2 .

Com argumentagdo analoga encontramos sucessivamente nz=n,=2.”

No mesmo trabalho citado acima, 0s autores provam que quatro € o nimero maximo

de espelhos que um caleidoscépio plano deve ter para que haja repeticéo perfeita das imagens.

Figura 3.9: Desenho de um caleidoscopio de quatro espelhos

3.5 PavimentacGes Uniformes

Um conjunto de poligonos é uma pavimentacdo do plano se, e somente se, cobrir o

plano inteiro sem lacunas ou sobreposicdo. Isto significa que qualquer ponto do plano

pertence a um Unico poligono da pavimentacdo. Através desta definicdo podem ser obtidas

figuras como por exemplo:

Figura 3.10: Pavimenta¢des do plano.
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Dizemos que uma pavimentacdo do plano é uniforme se satisfizer as seguintes
condicdes:

i) € composta apenas por poligonos regulares

i) se dois poligonos regulares intersectam-se, entdo essa interse¢do ¢ um lado ou
um vértice comum;

iii) a distribuicdo dos poligonos regulares ao redor de cada vértice &€ sempre a
mesma.

Assim sendo, as ilustracdes apresentadas na figura 3.11, embora sejam formadas por
poligonos regulares ndo séo caracterizadas como pavimentagdes Uniformes uma vez que néo

atendem, respectivamente, as condicdes (ii) e (iii).

Figura 3.11: Exemplos de Pavimentagdes ndo uniformes.

Murari (1999) e Almeida (2003) fazem um estudo mais aprofundado do tema e
concluem que existem apenas 11 possibilidades para as pavimentacdes uniformes, das quais

somente trés sdo formadas por apenas um tipo de poligono regular:

L,

Figura 3.12: Pavimentagdes Uniformes compostas por apenas um tipo de poligono regular.

No que diz respeito a nomenclatura, ela faz referéncia ao nimero de lados dos

poligonos ao redor da cada vértice. Deste modo, a pavimentagdo acima composta apenas por
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triangulos é designada por (3,3,3,3,3,3), isto &, seis triangulo ao redor de cada vertice. As

outras sao (4,4,4,4), composta exclusivamente por quadrados e (6,6,6), por hexagonos.

Além destas, temos as seguintes pavimentagoes:

Ras: ...

(4,8,8) (4,6,12) (3,12,12)
(3,4,6,4) (3,6,3,6) (3,3,3,3,6)

(3,3,4,3,4) (3,3,3,4,4)
Figura 3.13: As outras oito Pavimentac6es Uniformes do plano.

Dentre as onze pavimenta¢des uniformes possiveis apenas uma nao pode ser
visualizada com o caleidoscopio, a (3,3,3,3,6), por ndo possuir linhas de simetria.
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3.6 Bases geradoras e bases transformadas

Murari (1999) desenvolveu um algoritmo através do tracado de linhas de simetria
para, dada uma figura plana, se obter uma base caleidoscopica que torna possivel reproduzi-la

através de jogos de espelhos.

Em particular, quando a figura é uma pavimentacdo do plano, sua reproducédo se dara
através do uso de caleidoscopios de trés ou quatro espelhos. Neste caso, o0 autor destaca o fato
de que se pode obter mais de uma base para visualizagcdo de uma dada pavimentagéo. Para o
estudo mais aprofundado de tipos diferentes de bases, é feita a definicdo dos conceitos de base
geradora e base transformada:

“Queremos agora definir como ‘base geradora aquela base substituivel que néo
contém propriamente nenhuma base substituivel; enquanto que ‘base transformada’ é aquela

base substituivel que provém de uma base geradora’ (MURARI, 1999).

Em outras palavras, a base geradora € o menor modelo que deve ser introduzido no
interior do caleidoscopio para visualizar um determinado padréo ou pavimentacdo plana. Ja a
base transformada é composta por réplicas da base geradora e reproduz a mesma figura da

base geradora.

A figura® 3.14 apresenta uma das bases geradoras da figura 3.15 e a primeira base
transformada correspondente composta por mais trés réplicas desta, resultantes de sucessivas

reflexdes por espelhos representados pelos segmentos AB, AC” e BC'.

Figura 3.14: Uma base geradora e sua transformada.

® As figuras 3.14, 3.15, 3.16 e 3.17 foram extraidas de Almeida (2003).
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Figura 3.15: A pavimentacao (3,4,6,4) em preto, suas linhas de simetria em laranja e as possiveis

bases caleidoscopicas em azul e verde. As bases da figura 3.14 estdo destacadas em vermelho.

De acordo com as linhas de simetria da figura 3.15, em laranja, utilizando o algoritmo
desenvolvido por Murari (1999) é possivel determinar duas classes de bases caleidoscopicas,
realcadas no desenho com tracos pontilhados em azul e verde. A figura 3.16 destaca as duas

bases geradoras e a figura 3.17 suas respectivas transformadas.

Figura 3.16: Duas bases geradoras.



Figura 3.17: E suas respectivas transformadas.

42
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CAPITULO 4: GRUPOS DE TRANSFORMACOES GEOMETRICAS NO PLANO

Conforme foi dito anteriormente, as leis ou regras que tornam possivel relacionar a
parte da figura com o todo ou que tornam a figura globalmente invariante sdo chamadas de
transformacdes geométricas. Iniciamos agora um estudo de tais transformacgdes sob um olhar
matematico mais formal, definindo alguns elementos que serdo abordados durante esse
trabalho.

4.1 Definigdo: uma transformacdo em um plano euclidiano é uma funcéo f: R> —R?, que é

bijetora.

4.2 Definicdo: uma isometria no plano é uma transformacdo f: R> —R? que preserva a

distancia, isto &, V x, y € R?, [f(x) —f(y)| = |x — y|, considerando R? com a métrica usual.

4.3 Defini¢do: umatransformacéo o fixa um conjunto S,se VP € S, a(P) =QcomQ € S, ou

seja a(S) = S. Umatransformagéo a fixa o conjunto S ponto a ponto se, a(P) =P,V P € S.

4.4 Definicdo: uma reta m é reta de simetria para um conjunto de pontos S, se a reflexdo em

m fixa S. Um ponto P é ponto de simetria de S se uma meia volta® em relagdo a P fixa S.

Figura 4.1: Reta de simetria do pentagono e ponto de simetria do retangulo

¢ Mais adiante definiremos formalmente o conceito de meia volta.
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4.5 Definicdo: uma isometria oo € uma simetria para um conjunto S, se a(S) = S, isto €, se a

fixa a figura.
Definimos agora alguns elementos da teoria dos grupos que sao Uteis neste estudo.

4.6 Definicdo: diz-se que o conjunto ndo vazio G é um grupo em relagdo a operacgéo * se, e

somente se, sdo satisfeitas as seguintes condigdes:

)] Associatividade: quaisquer que sejam a, b e ¢ elementos de G, tem-se:
(@axb)xc=ax*(b=xc)

i) Existéncia do Elemento Neutro: existe em G um elemento e tal que:
axe=exa=a, vaeG
iii) Existéncia do Elemento Inverso: para todo a € G existe um elemento b € G tal

que: a*xb = b * a = e. O elemento b é chamado de inverso de a e sera

representado por a™.

O grupo sera indicado por (G, *) e quando ndo houver davida em relagdo a qual
operacdo esta sendo utilizada, usaremos simplesmente G para nos referirmos a ele. Se a
operacdo * satisfizer a propriedade comutativa, diremos que o grupo (G, *) € um grupo

comutativo ou abeliano.

iv) Comutatividade: quaisquer que sejam a e b em G, tem-se:

axb=b=xa

4.7 Definigdo: seja G um grupo. Dizemos que um subconjunto ndo vazio H de G é um
subgrupo de G se, e somente se:

i) Va,beH,axb e H

i)VaeH a'eH

4.8 Definicdo: a ordem de um grupo G é o nimero de elementos de G. A ordem de um

elemento x de G é o menor inteiro positivo n tal que x" = e.
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4.9 Definicdo: dados dois grupos (G, ) e (G", A), dizemos que G e G” sdo isomorfos se
existef: G—G’ hijetora, tal que:

f(xxy) = f(x)af(y), V X,y € G.

4.10 Definicdo: dados um grupo G e x € G. O conjunto {y € G/y =x", n € Z} é um

subgrupo de G e é chamado subgrupo ciclico gerado por x, ou simbolicamente <x>. Se <x> =

G, entdo dizemos que G € um grupo ciclico. Denotaremos o grupo ciclico de ordem n por C,.
Um exemplo de grupo ciclico € o grupo das rotacGes do hexagono regular.

Se x é a rotacdo de rt/3 em torno do centro do hexagono, teremos o grupo ciclico Cg

composto da seguinte maneira: Cs = {e, X, X%, X%, x*, x°}.

<>

>

/3, 2r/3, i, 4n/3, 51t/3 e 2n

Figura 4.2

4.11 Definigdo: chamamos de grupo diedral D, um grupo gerado por dois elementos, R e S,
que satisfazem as trés seguintes condicdes:

(i) R'=e

(i) S*=e

(iii) RSR =S (ou equivalentemente SR = R™'S)

Assim, 0 grupo D, = {e, R, R?,...,R"%, S, RS, R%S, ..., R™S} é o referido grupo
diedral, jaque SR =R"™'S,  SR*=R™S, SR®*=R"S etc.
Observamos ainda que o grupo D, possui 2n elementos, isto €, tem ordem 2n e,

também, que C, € subgrupo abeliano de D,.
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O conjunto das simetrias de um poligono regular de n lados munido da operagédo de

composicdo de isometrias € um exemplo de Grupo Diedral D, Para tanto, basta
. « 5 2 )
considerarmos a operacdo R como uma rotacdo de — em torno do centro do poligono e a
n

operacdo S seria a simetria reflexional em relacdo a uma reta que passa por dois vértices
opostos ou por pontos médios de dois lados do poligono’.
Tomemos como exemplo o conjunto das simetrias H do hexagono regular. Note que

ele é formado por 5 rotacOes de % z?n T, %ﬂ e 53—” além da rotacéo de 2m (perceba que fazer

uma rotacdo de 2w radianos é 0 mesmo que deixar o poligono na posicdo inicial, isto é, a
identidade) em torno do centro do poligono. Ainda temos trés eixos de simetria reflexional
(S1, S3 e Ss) determinados pelos trés pares de vértices opostos e mais trés eixos determinados
pelos pontos médios dos trés pares de lados opostos (S, S4 € Sg), totalizando seis simetrias

reflexionais.

S1

/3, 2n/3, i, 4nt/3, 51/3 e 2n

Figura 4.3: Simetrias de um hexagono n=6 e R=n/3

Essas 12 simetrias podem ser expressas por composi¢oes de apenas duas delas. Se
~ Y ) x ~
chamarmos de R a rotacdo de 5 em torno do centro do hexagono e S a reflexdo em relacdo a

reta que passa por dois vértices opostos do hexagono, por exemplo, S = S;, teremos que:

’ Na verdade, essa afirmacéo s é vélida no caso de o poligono ter um niimero par de lados. Caso tenha um
numero impar de lados, os eixos sdo determinados por um vértice e pelo ponto médio do lado oposto a esse
vértice.
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41 5

:Z—TC R3:T[, R4:—' RS:_
3 3

, e Rl=¢,
3

e ainda®;
S=S; RS=S, R’S=S; R’ =S, R*S=S; RS=Ss
de onde concluimos que o grupo diedral

Ds={e, R, R%..., R’ S, RS, RS,..., RS}

é isomorfo ao grupo constituido pelo conjunto de simetrias do hexagono regular e da operacéo

de composicao de isometrias:

H = {i, Rws, Rows, Rz, Raws, Rsws, S1,52,S3,54,S5,S6 }-

Uma vez feitas essas defini¢Ges, daremos um tratamento algébrico as transformacdes e

as simetrias, através dos seguintes resultados:

Sejam G o conjunto de todas as transformacdes e | o conjunto de todas as isometrias.
4.12 Teorema: G é um grupo e | é um subgrupo de G (em relacdo a operacdo de composicao

de funcdes).
Demonstragéo:
(Primeira parte) Notemos que a composicdo de fungdes é associativa e que a funcéo
identidade ¢ € bijetora e, portanto t € G. Como G é o conjunto formado pelas fungdes

bijetoras e toda funcéo bijetora tem inversa, entio vV f € G, f* € G.

(Segunda parte) Sejam f e g duas isometrias quaisquer de I. Entdo:

1) [fog(x) —fog(y)| = [f(g(x)) —f(g(y))| mas, como f é isometria
[f(9(x)) —f(g(y))| = lg(X) —g(y)| e do fato de g ser isometria
lg(x) — g(y)| = [x —y| onde chegamos a [fog(x) — fog(y)| = |[x —]|, isto é, fog €
l.

i) x=y] =100 —u(y)l = Igog™(x) —gog™(y)| = | 9(g™ () —9(g” (V)| =

8 Sugerimos numerar os veértices do hexadgono para entender melhor essas correspondéncias.
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=197 (x) —g™*(y)|, ou seja, g™ é uma isometria.

4.13 Definic&o: uma involucdo é uma transformacéo f: R> —R?, tal que, f* = «. Um ponto P €

R? é um ponto fixo de uma transformagzo o se o(P) = P.

4.14 Definicdo: uma translacdo é uma transformacdo t: R® —R? definida através das

seguintes equagdes:

Tpo(Xy) = (X,y)ondex'=x+aey=y+hea=xp—Xgeb=yp—Vo.

Figura 4.4

Na ilustracdo acima, foi feita a translacdo do ponto A e do quadrildtero BCDE. De
acordo com a definicdo de translacdo, os segmentos AA’, BB e PQ sdo congruentes e

paralelos.
4.15 Teorema: dados os pontos P e Q, existe uma Unica translacdo tal que 7pq (P) = Q.

Demonstragdo: sejam P(c,d) e Q(e,f). Entdo, existem Unicos nimeros a e b tal que e =
c+aef=d+b. Entdo a Unica translagéo, 7 pq (X,y) = (X', Y¥'), que leva o ponto P no

ponto Q tem equacles: X' =x + (e—c) ey =y + (f—-d).

E importante observar que t=7pp VP € R® € se 7po(R) =R, entdo tpo=1.
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4.16 Teorema: toda translacdo é uma isometria.

Demonstragéo: Sejam C, D, E e F pontos do plano tais que 7po(C) = E e tpo(D) = F.

Assim,

|E—F|l=y(xg—xp)?>+ (g —yr)? = Oc+a—(p+a)?+@ec+b—(yp+b))? =

\/(xc —xp)?+ (¢ —yp)*=|C—DI.

4.17 Proposicdo: toda translacdo distinta da identidade no fixa nenhum ponto, isto €, se P #

Q, TrolX Y) # (X, ¥), V (X, y) € R

Demonstragéo: se tpgo =, entdo Tpo(X, ¥) = (X,y). Se Tpo#t = Tpo(X, y) = (X +a, Y
+b) com (a, b) # (0, 0).

4.18 Definicao: se P(a,b), entdo uma meia volta é uma aplicacdo op definida por:

op(X,y) = (—x +2a, -y + 2b)

Figura 4.5
Se gp (A) = A", P serd o ponto médio entre Ae A’.
4.19 Teorema: toda meia volta é uma isometria.
Demonstracdo: a demonstracdo é analoga ao do teorema 4.16.
4.20 Proposic¢ao: uma meia volta é uma involugéo, além disso:
i) op(A) = A & A=P.
i) SejaPum pontoe lumareta. op () =1 & P € I.

Demonstracdo: seja P (a, b). ap’ (X,y) = op (op (X,Y)) = 0p (=X + 23, —y + 2b) =

= 0p (= (=X + 23) + 23, — (= y + 2b) + 2b) = (X, ).
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Notemos que por se tratar de uma meia volta, P é o ponto médio do segmento
de extremos A e ap(A) que, neste caso, € o proprio ponto A. Assim, a Unica
possibilidade é termos P = A. Segue deste fato que a meia volta gp fixa um
Unico ponto, o ponto P.

Suponha que a reta | tenha equacéo ax + by + ¢ = 0. Seja P(h, k). Entdo ap tem
equacbes X'= —x +2hey=—-y+ 2k Assim,ax+by+c=0 o o ax’ + by
+ ¢ —2(ah + bk + c) = 0. Portanto, ap (I) € uma reta m, paralela a | e de equacéo
ax” + by” + ¢ —2(ah + bk + c¢) = 0. Finalmente, | e m coincidem se, e somente

se, ah + bk +¢c = 0, ou seja, se 0 ponto

P(h, k) € I.

4.21 Definicdo: sejaa: R> —R? uma transformac&o. Dizemos que o fixa uma reta | se o(l) = 1.

4.22 Definicao: uma reflexdo em torno de uma reta m é uma transformacéao o, definida por:

_ (P, sePem
Um(P)_{Q, seP¢m

tal que PQ L mno ponto médio de PQ.

Figura 4.6

4.23 Propriedades:

i)

i)

om € uma involugao.

om(P)=Pe&Pem
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i) om(P)=P,VYPElSI=m

iv) om(D=l<l=moul L m.

Demonstragéo:

1) V PER?, temos que PEm ou P¢m. Se PEM, gm(om(P)) = om(P) = P. Se P¢m,
om(om(P)) = an(Q) tal que Wf 1 m no ponto M, médio de PQ. Mas como

Q¢gm, on(Q) =R, com OR L m também no ponto M, ja que M ¢€ a distancia de

Qam. Como M é ponto médio de PQ e de QR e P, Q e R estdo sobre a mesma
reta, concluimos que os pontos P e R coincidem e, portanto, on(om(P)) = P, 0
que conclui a demonstragao.

i) Segue da definigéo

iii) (<) Sel=m, entdo V Pel, Pem. Logo am(P) = P.
(=)Sejam Py # P,€l. Entdo, om(P1) = P1 € om(P2) = P,. Logo Py€m e P,em
e, portanto, | = m.

iv) (<=)Sel=m,entdo on(l) =1.Sel L m, entdo vV P€l, on(P) € I

(=) Se an(l) =1, entdo podemoster | = m ou | # m. Suponhamos entéo que | #

m. Sejam Q = on(P), P€m e P&I. Entdo, P e Q estdo sobre I. Logo (P_Q> 1 m. Segue

que | L m.
4.24 Teorema: toda reflexdo é uma isometria.

Demonstragdo: sejam os pontos P, Q, P'= an(P) e Q"= am(Q). Se P e Q estiverem

sobre a reta m, a demonstracdo € imediata. Se PEm e Q¢m, temos P =P em ¢ a

mediatriz de QQ". Como P = P” estd em m, segue o resultado.

\_f

Figura 4.7



52

i) SeP¢me Q¢gm:

e 3

p'

RN

Figura 4.8

Seja R o ponto de intersec¢do das retas m e (P_Q’. R também é o ponto de interseccao de
W O fato de m ser mediatriz de QQ" garante, por congruéncia de triangulos, que
RQ = RQ". Como QQ"Lm e PP"Lm, temos que QQ’// PP". Por Tales: :_((32' = PP,—Z e
portanto PQ =P'Q".

4.25 Definigdo: uma rotacdo de centro C e angulo 8, € uma transformacdo p. o tal que
pco(C)=Ce seP#C:

Figura 4.9

pco(P) =P tal que CP = CP’, onde CP e CP’ 3o os lados do angulo de medida 6 (adotando o

sentido anti-horéario como o de rotacdo) com vértice em C.
Segue da definicédo que:

i) Pco =t
i) Uma rotacgdo fixa exatamente um ponto, o seu Vértice.
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iii) A meia volta Mp é uma rotacdo de centro em P e 8 = 180°.

iv)  Dados pc,g € pcy, €NA0 pce0Pcn=Pc,o+n-
4.26 Teorema: toda rotacdo é uma isometria.

Demonstracéo: Seja pce uma rotagdo. Dados P e Q, sejam P = p.4(P) e Q" =

pco(Q). Temos dois casos.

) Se C, P e Q séo colineares, segue da definicdo que PQ =P"Q".

Figura 4.10

i) Se C, P e Q séo ndo colineares, segue que:

Figura 4.11

CP =CP’, PCQ = P'CQ" e CQ = CQ". Logo os triangulos CPQ e CP'Q" s&o
congruentes e assim chegamos a PQ = P'Q".

Uma consequéncia imediata desse teorema € que a rotacéo p. g fixa toda circunferéncia de

centro C.

4.27 Teorema: se uma isometria fixa dois pontos distintos de uma reta, entdo a isometria fixa

a reta ponto a ponto.

Se uma isometria fixa trés pontos ndo colineares, entdo a isometria é a identidade.
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Demonstragéo:

(1% parte) sejam o. umaisometria, P# Q em|, a(P) = Pe a(Q) = Q. Sgja X €l um ponto
qualquer e Y = a(X). Temos P, Q e X colineares e PX =PY e
QX =QY (o éisometria). Logo X =Y.

(2% parte) Seja o uma isometriatal que a(A) = A, a(B) =B ea(C) =C paraA,BeC

nao colineares.

Figura 4.12

Da primeira parte segue que o fixa AB, AC e BC ponto a ponto. Logo o fixa o
triangulo ABC. Seja X um ponto qualquer. Tomemos P um ponto do lado BC, por
exemplo. Entdo PX intercepta um dos outros lados do triangulo em um ponto Q.

Como a(P) = Pea(Q) = Q, temos, de acordo com a primeira parte, que a(X) = X.

4.28 Teorema: sejam a e B duas isometrias tais que a(A) = B(A), a(B) = B(B) e a(C) = B(C),

paraA, B e C ndo colineares. Entéo o = f.

Demonstragéo:
B ra(d) = A
Temos { f~*a(B) = B Entdo, B~ 1a fixa trés pontos ndo colineares e, pelo teorema
pla(C)=C

anterior, B~a =1, ou ainda, p = a.

4.29 Teorema: uma isometria que fixa 2 pontos em uma reta m é uma reflexdo em uma reta

m ou a identidade.
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Demonstragdo: observemos que o, € ¢ fixam 2 pontos quaisquer de m, por exemplo, P e Q.

Provemos que se o. € uma isometria com a propriedade acima, entdo o = o, OU . = L.

Tomemos o # t. Entdo existe R tal que a(R) = R” # R. Assim, pelas propriedades do

item 4.23, temos que R&m.

Figura 4.13

Como P e Q sdo pontos daretam, a(P) = P e a(Q) = Q. Uma vez que o € uma

isometria, PR = PR" e QR = QR". Decorre que m = (172) éamediatrizde RR". Logo, a. = ap,.
4.30 Teorema: uma isometria que fixa exatamente um ponto € um produto de duas reflexdes.

Demonstracdo: seja C o Unico ponto que aisometria a. fixa, isto €, a(C) = C. SgjaP #
C e tomemos P = a(P). Tomemos também m L PP, pelo ponto médio Q de PP,

Como a éisometria, CP=CP g, assim, C € m.

Figura 4.14

De {Um( ) temos: {Uma( ) = om(C) . Decorre do teorema anterior que

om(P)=P oma(P) = o, (P) =P

om0 =1 0Uomo = o, onde | = CP.

Se oo = (, entdo a = gy, 0 que é uma contradicdo, ja que, por hipotese, a fixa um

Unico ponto C. Assim, oo = gy €isso implicaque o = oyo.



56

4.31 Teorema: sgal Nm={C} e( = g. Entéo omo1 = pcg.

Demonstragéo: seja L€ I, L # C. Consideremos S a circunferéncia de centro C e raio

CL e sejaMem, MeS.

Figura 4.15

Entéo, por hipotese, MCL = g. Seja L'= pc (L) e Q a intersecgéo de LL™ com m. Da
congruéncia dos triangulos LCQ e L'CQ, segue que Q é ponto médio de LL" e que

LL" L m. Logo L' = on(L).

Seja M" = ¢y(M). Segue da congruéncia dos triangulos MCR e M'CR, que M’'CR =

RCM =

. Entéo, pc g(M") = M.

Consideremos C, M’, L pontos ndo colineares.

omo1(C) = om(C) = C = pc,(C);

omoi(M) = om(M) =M = p¢ o(M’);

omoi(L) = om(L) =L" = pcg(L). Portanto, pelo teorema 4.28, omo| = pc 6.

4.32 Corolario: toda rotacéo € o produto de duas reflexdes.
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Demonstragdo: dada a rotacdo p. g, basta tomar as retas | e m como as retas

. A - .6
determinadas por um angulo com vértice em C e medida >

4.33 Teorema: se | // m, entdo oo € uma translacdo dada pelo dobro da distancia entre | e

m.

Toda translacdo € o produto de duas reflexes em retas paralelas.

Demonstragdo: sejab L lem Leb L mem M. Consideremos L =ogn(L) e K € |, K #

L.
m
K K
L ] L]
-M L M ‘L
— .
Figura 4.16

Entdo, se K" = on(K), temos que LL" = KK". Tomemos M" = ¢\(M). Entédo, L é ponto médio

de MM” e M o ponto médio de LL". Logo ty'm = T
Considerando os pontos ndo colineares M", K e L, temos:
omoi(M") = on(M) =M =1 -(M);
omoi(L) = om(L) = L™ =7 (L);
omo1(K) = om(K) = K" = 7. (K).

Logo, oma) = T, onde a medida do segmento LL" € o dobro da distancia entre as

retas | e m.

De acordo com os ultimos resultados demonstrados podemos concluir que um produto de
duas reflexGes ou é uma rotacdo ou uma translacdo (somente a identidade é uma rotacéo e
uma translacdo). Uma isometria que fixa exatamente um ponto é uma rotacdo. Uma isometria

que fixa um ponto é uma rotacdo ou uma reflexao.
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4.34 Definicdo: uma reflexdo em uma reta seguida de uma translacdo paralela a esta reta €

uma reflexdo deslizante, (RD). Uma outra definicdo, equivalente é a seguinte: Uma isometria

é uma RD se existem retas a, b, ¢, comalc e b.Llc, tal quey = o,0.0¢, OU Seja, € o0 produto de
3 reflexdes. As duas definicdes sdo equivalentes, ja que opo, € uma translacéo (pois a//b) por

uma reta paralela a reta ¢ (porque aLc e b.Lc).

Figura 4.17

A reta ¢ é denominada eixo da RD.
4.35 Teorema: uma RD fixa exatamente uma reta, que é seu eixo.

Demonstracdo: sejam a e b retas paralelas entre si e perpendiculares ao eixo ¢ da RD e
P um ponto qualquer. Tomemos | a reta passando por P e perpendicular a c. Existe uma reta

m, m.Lc, tal que a translagéo oo, coincide com a translacdo ooy Sgja{M} = mnNc.

Temos: Figura 4.18

0.003(P) = 0c.0moi(P) = a.om(P)
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Usando a congruéncia de triangulos duas vezes obtemos que M € o ponto médio do
segmento de extremos P e P", onde P'= g.onm 01(P) = g.om(P). Mas, como m.Lc, segue

que om(P) = acom(P). Assim, 0.0,0(P) = 0comoi(P) = ac.om(P) =

= aom(P), ou seja, o004 € uma meia volta ao redor do ponto M. Como Mé&c, entdo

0.0104(C) = am(c) = c. Portanto, o gy, 4 fixa c.

4.36 Teorema: uma RD é uma composicdo de uma reflexdo por uma reta a com uma meia

volta por algum ponto B fora de a.

Se B¢a, entdo ogo, € 0,05 @0 reflexdes deslizantes com eixo ¢, ¢ perpendicular a a passando

por B.

Demonstracgdo: seja y uma RD. entdo existem a, beccomalceblcey = 0.0y 0.

Figura 4.19

Sgam {A} = ance{B} =bNc. Temos que o produto de duas reflexdes resulta numa
rotacdo cujo angulo é o dobro do angulo entre as retas pelas quais se deu a reflexdo,
iSt0 &, 0,0 =0c0,=0a € 0poc = 0.0, = 0pAssim, aRD definida por y = g.0,0,

pode ser escritacomo y = ago,, concluindo a demonstracgéo.
4.37 Teorema: uma translacdo que fixa uma reta c comuta com uma RD de eixo c.
O quadrado de uma RD é uma translacéo diferente de t.
Uma RD gera um grupo ciclico infinito.

Demonstragéo:
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(1° parte) seja Tag Uma translacéo que fixa c. Entéo tagoc = octae. 0}
Consideremos y uma RD com eixo c. Entdo, existem p_Lc e q.Lc tal que
Y = 0c0p04q. Assim, temos:

TABY = TaBOcOpOq = OcTABTAB = OcTABTAB = 0cOp0qTAB = VY TAB, onde para

simplificar a notagéo, denotamos tag'= gp0yg.

A segunda igualdade se justifica por (I) e a terceira pela comutatividade entre as

translacdes.

(2* parte) Seja y a RD, tal que y = 0c0p0q. ENtdo y° = (0c0p0q) (0c0,0q) =
o.Tas OcTap . De acordo coma primeira parte, temos:

¥’ = TaB 00 Tas = Tas Tas = Tcp, OU Seja, y2 é uma translacdo definida por dois
pontos C e D cujo comprimento de CD é o dobro da medida do comprimento de A'B”.

(32 parte) Considere o grupo ciclico gerado por y% <y*> = < 7¢p > e, portanto, < y>> é

ciclico e infinito. Mas < y*> C <y>. Logo < y> é também ciclico e infinito.

Uma vez conhecidas as isometrias e algumas de suas propriedades, vamos apresentar

um conjunto de resultados que garantem que SO existem quatro isometrias: translacao,

reflexdo, rotacéo e reflexdo deslizante e classificam tais isometrias.

4.38 Definicdo: uma isometria é par (impar) se for um produto de um nimero par (impar) de

reflexdes.

4.39 Teorema: se I, m e n sdo concorrentes em C, entdo existem retas p e g por C, tais que

Omo| = O-no-pz O—qo—n.

Demonstracéo: consideremos Lel, Mem, Nen.

Por C, tracemos as semirretas CP e CQ tais que LCM = PCN = NCQ.

Decorre que p¢ 29 = Om0| = 0n0p= 0On.
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Figura 4.20
4.40 Corolério: se I, m e n séo concorrentes em C, entdo o,ono| € uma reflexdo por uma reta

(reta p) passando por C.

Demonstragéo: do teorema anterior, temos que: omo| = onop. Operando o, a esquerda

de ambos os lados da igualdade, chegamos em gnomo = oy.
4.41 Corolério: o produto de duas reflexdes é uma translagcdo ou uma rotacao.
Demonstracéo:

e Sem//n, entdo ooy, € uma translacéo (teorema 4.33);

e SemNn={C}, entdo oo, € uma rotacao (teorema 4.32).
4.42 Lema: se P é um ponto e a e b retas, entdo existem retas c e d por P tal que
Op0a= 040¢.

Demonstracdo: dados a, b e P.

Se allb, seja c//a passando por P. Se ae b sdo concorrentes, segjaanb = {C}. Tomemos
c como a reta determinada por C e P. Assim, as trés ou serdo paralelas entre si ou
concorrentes no ponto C. Em ambos 0s casos, existe uma reta d tal que opo.0.= 04 €,

portanto, oo, = 040o¢.
4.43 Proposicao: um produto de quatro reflexdes se reduz a um produto de duas reflexdes.

Demonstragéo: dado o produto osooq0p, Seja P um ponto da reta p. Pelo lema
anterior, existem retas q'e r” tal que 0,04 = orogy com P em q". Usando novamente o

lema 4.41 existem retas r~ e m tal que ogsov= omor- cOmPemr™”.
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Visto que p, " e r’” sdo concorrentes em P, entdo existe uma reta | tal que o-oqop =

o). Portanto, 0s0/040p = 0s0v0q0p = OmOy Oq0p = Om0] .

4.44 Corolario: uma isometria par € o produto de duas reflexdes. Uma isometria impar é uma

reflexdo ou o produto de trés reflexdes.
4.45 Proposicao: o produto de trés reflexdes é uma reflexdo ou uma RD.
Demonstracéo: seja oo om.

e Sem, nelsdo concorrentes em C, ou paralelas entre si, entdo ja foi demonstrado
que trata-se de uma reflexdo.

e Sem, nel ndo sdo todas concorrentes em C e nem paraelas, consideremos |Nm =
{Q}. Tomemos a reta p, passando por Q e perpendicularanem P. Asretas |, me
p sdo concorrentes em Q. Logo pelo corolario 4.39 existe @ de modo que g0y, =
Op0q. TeMOS entéo ono| om = 0n0p0q €, COMO NLP, Segue que 0,010m = apaq que é

uma RD.
4.46 Proposicao: uma isometria ndo € par nem impar ao mesmo tempo.

Demonstragdo: pelos resultados anteriores, basta provar que o produto de trés
reflexdes ndo é o produto de duas reflexdes.

Suponhamos que existam p, g, r, s e t, tais que oy0q0p = gs0r. Se considerarmos
050040, temos pela prop. 4.42, que existem m e | tais que os0,040p = omoi. LOgO oy

= omo) (contradicdo, de acordo com o corolério 4.40).

Assim, terminamos este capitulo destacando o fato de que s existem quatro isometrias além
da identidade:

e Duas pares: translacdo (duas reflexdes por retas paralelas) e rotagcdes (duas
reflexdes por retas concorrentes).
e Duas impares: reflexdo (pode ser escrita como o produto de trés reflexdes por retas

paralelas entre si ou concorrentes num mesmo ponto) e RD (caso contrério).
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CAPITULO 5 ORNAMENTOS PLANOS
“Numbers measure size, groups measure
symmetry.” (ARMSTRONG, 1957, p. 83).

Chamamos de ornamentos planos qualquer conjunto de pontos do plano. Alguns
ornamentos sdo considerados triviais, como por exemplo: 0 ornamento vazio, o préprio plano
(ornamento constituido por todos os pontos do plano), os ornamentos que sdo a unido de um
ou mais circulos concéntricos do plano e 0s ornamentos que sao a unido de uma ou mais retas
paralelas. Neste trabalho, quando nos referirmos a ornamentos planos, ou simplesmente

ornamentos, consideraremos apenas 0s ornamentos nao triviais.

Os ornamentos serdo classificados de acordo com as simetrias que possuem. Caso 0
ornamento nao tenha translacdo ndo nula nem reflexdo deslizante (RD), serd chamado de

Roseta (figura 5.1). As Rosetas sdo sempre limitadas por um circulo.

v

> &
D L\

»

Figura 5.1
Se possuir pelo menos uma destas isometrias, mas em uma unica direcdo, recebera o
nome de Faixa ou Friso (figura 5.2). As Faixas sdo sempre limitadas por um par de retas

paralelas distintas, mas nunca por um circulo.

\ 1414 14

Figura 5.2
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Caso possua pelo menos uma destas duas simetrias em duas direcdes distintas,
diremos que o ornamento é um Padrao, Papel de Parede ou Grupo Cristalografico (figura

5.3), que ndo podem ser limitados nem por um circulo nem por um par de retas paralelas.

Figura 5.3

5.1 ROSETAS

Como vimos, as Rosetas sdo ornamentos planos que ndo possuem as simetrias de
translacdo (ndo nula) nem reflexdo deslizante (RD). Dessa forma, as Unicas possibilidades de
ocorréncia de simetrias para este tipo de figura sdo rotacOes e reflexdes segundo retas
concorrentes, pois, se houvesse reflexdo por retas paralelas, teriamos a presenca de
translacdes, conforme abordado no capitulo 4. Neste mesmo capitulo foi estudado que o
produto de duas reflexGes por retas concorrentes resulta em uma rotacdo cujo angulo é o
dobro da medida do &ngulo entre as duas retas. Portanto, podemos afirmar que, nos estudos
das Rosetas, ocorrerédo figuras que possuem apenas rotacées (uma vez que o produto de duas

rotacOes € uma rotacdo) e figuras que possuem reflexdes e rotacdes.
L,
| Z -4 > &
4 ‘VA - P Q

Figura 5.4: Rosetas que apresentam apenas rotacdes
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v A4

4 A
Y <

Figura 5.5 : Rosetas com a presenca de reflexdes e rotagdes

Vamos, agora, concentrar nossa atencdo nas rosetas do tipo que aparecem na figura

5.5, nas quais verificamos ocorréncia de reflexdes e rotacoes.

Suponhamos uma situagcdo mais geral, de um ornamento que possui n eixos de simetria

reflexional. Esses n eixos, de acordo com as propriedades da reflex&o, formardo entre si 2.n

R ., 3600 s . . . .
angulos congruentes de medida . € dividirdo a figura em 2.n partes iguais. Considerando

uma dessas partes como referéncia e seguindo, por exemplo, no sentido anti-horéario, a

proxima parte sera uma reflexdo da primeira, a seguinte, uma reflexdo da segunda e, portanto,

360°  360°
2n n

uma rotacédo de 2. em relacdo a primeira porcdo, considerada inicialmente como

referéncia, uma vez que se trata de duas reflexdes por retas concorrentes. Estendendo tal

360° 360° 360°

raciocinio para as 2.n partes, observamos que n delas serdo rotacoes de —, 2. , 3. :

n n

360° 360° .
(n—l).T , N.=—— a0 redor do centro da figura em

relacdo a porcdo da figura tomada inicialmente como
referéncia e as outras n seréo reflexdes da por¢éo inicial

em relagdo aos n eixos de simetria.

A Figura 5.6 ilustra um exemplo de um

ornamento com 4 eixos de simetria: m, n, p € g, que 0
dividem em 8 porcdes. Se tomarmos a por¢do 1 como

referéncia, é possivel observar que as partes 2, 4, 6 e 8

sdo reflexdes da porcdo 1 em relacdo aos eixos m, p, q e

n, respectivamente. Os pedagos enumerados com 3, 5 e

~ o . 0 - . 360°
7, séo rotacOes do tridngulo preto de 907, isto é, T Figura 5.6

180° e 270°, além do proprio pedaco nimero 1 que pode
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ser considerado como uma rotacdo de 360° de si mesmo, onde todas as rotacées s&o em torno

do centro da figura.

5.1.1 O estudo das Rosetas sob o ponto de vista algébrico e sua visualizacdo com o

caleidoscopio.

5.1.1.1 Grupos Ciclicos

Os ornamentos que aparecem na figura 5.4 sio invariantes para rotacdes de 60°. O
desenho abaixo também pertence a essa primeira categoria, mas € mantido invariante com

rotacoes de 120°.

Figura 5.7

Se chamarmos tal rotacéo® de R, o conjunto A= {R, R? R} ser4 o conjunto de todas
as isometrias possiveis da figura'®, sem que haja repeticdo, ja que R* coincide com R e R®
com R?, etc. Outra observacéo importante diz respeito a R®. Uma rotacdo desse tipo, isto é, de
360°, é equivalente a figura inicial. Por esse motivo, chamamos tal operagédo de t. Assim,

vamos reescrever o conjunto A da seguinte maneira:

A={,R R}

% Convencionamos aqui que as todas as rotac@es das rosetas terdo como centro o centro da figura e se dardo
no sentido anti-horario.

1% Observemos que, por se tratar de uma Roseta, n&o possui translagio nem RD e, neste caso especifico,
também ndo possui eixo de simetria reflexional.
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Na tentativa de facilitar o entendimento, vamos enumerar as pontas da figura para
tentarmos descrever mais detalhadamente o “efeito” causado por cada uma das rotacfes que

compde o conjunto A.

1 3
¢ (figura na j\ 3 R j\ 2
posicao inicial)
2 1

Figura 5.8

Como R pertence ao Grupo das Isometrias, 0 conjunto A, composto pelas poténcias

inteiras de R, é um grupo ciclico, mais especificamente o Cs.

Generalizando essa idéia, dizemos que qualquer roseta que apresente somente n
simetrias rotacionais (em torno do centro da figura) tem C, como grupo de simetria. Por ndo
haver simetrias reflexionais nas figuras desse tipo, ndo é possivel observa-las usando o

caleidoscopio.

As figuras 5.9, 5.10 e 5.11 exibem exemplos de rosetas com grupo de simetria C,

fotografadas pelo autor nas ruas da cidade.
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Figura 5.9: Roseta Figura 5.10: Roseta Figura 5.11: Roseta

C, em uma calgada C, retratada na C, retratada na

da cidade procissdo de Corpus procissdo de Corpus
Christi de 2007. Christi de 2007.

5.1.1.2 Grupos Diedrais

No capitulo 4 observamos que um poligono regular de n lados possui n eixos de
simetria. Se n é par, teremos ”/2 passando por pares de vértices opostos e outros "/2 eixos
determinados pelos pontos medios de lados opostos. Se n é impar, 0S n eixos serdo

determinados por um vértice e pelo ponto médio do lado oposto a esse vértice. Assim, 0s
grupos diedrais sdo os grupos de simetria dos poligonos regulares.

As rosetas que aparecem na figura 5.5 possuem 4 rotaces de 90° e 4 eixos de simetria
reflexionais. Para entender melhor esse outro tipo de roseta, vamos estudar um poligono

regular que possui as mesmas simetrias dos ornamentos mencionados acima: o quadrado.

t]_ v t2

Figura 5.12: Os quatro eixos de simetria reflexional do quadrado
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Enumerando os vértices do quadrado, como fizemos com a figura da primeira

categoria, obteremos a seguinte figura:

Figura 5.13

Chamando de R a rotacdo de 90° em torno do centro do quadrado, é possivel

determinar o “efeito” de rotagbes sucessivas de R:

1 4 4 3
L R
2 3 1 2
3 2 2 1
R? R?
4 1 3 4
Figura 5.14

Analogamente a categoria anterior, essas configuracbes (determinadas pela
enumeracdo dos lados do quadrado) passam a se repetir a partir de uma determinada poténcia
de R, nesse caso de R*, isto é, R* = i. Também é importante destacar que o conjunto {i, R, R?,
R} é 0 grupo ciclico C,4. Mas isso ainda n&o é tudo. Estudemos agora o conjunto

B={,R, R, R Ty, ToH, V}
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onde Ty, T, H e V séo as simetrias reflexionais relativas as retas ty, t, h e v, respectivamente.

Na medida em que as rosetas ndo admitem translacbes nem reflexbes deslizantes,
podemos ficar tentados a dizer que esse € o conjunto de todas as simetrias do quadrado. E de
fato o €, pois ndo existe nenhuma outra rotacdo possivel que ndo coincida com as

anteriormente mencionadas, bem como néo existe nenhum outro eixo de simetria na figura.

Agora, vamos comparar o conjunto B, composto por 8 elementos, com um outro

conjunto ja visto no capitulo 4, também de 8 elementos: 0 Da.
D.={e, R, R% R® S, RS, R%S, R’}

Para uma melhor associacdo, chamamos de R o elemento do D4 que também

corresponde a rota¢do no conjunto B. Supondo que S represente, por exemplo, Ti:

1 2

Figura5.15
RS é 0 “produto” dareflexdo S seguida de umarotacéo R, isto €,

1 2 2 3
R
S —— > R
4 3 1 4
Figura5.16

RS se equivale a reflexdo H.

Se procedermos de mesma maneira em relacdo aos outros elementos de D4, obtemos

as relacoes:

R'S>T, e R’S-V.
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0 que nos mostra que o conjunto B tem as mesmas caracteristicas do D4. Afirmamos,
portanto, que o grupo (B, 0) é isomorfo ao (D4, 0), onde “0” é a operacdo composicdo de

isometrias.

Essa segunda categoria de rosetas €, de fato, a que mais nos interessa nesse momento,
uma vez que apresenta os dois tipos de isometrias possiveis para as Rosetas, a rotacdo e a
reflexdo. Mas, o fato de possuir simetrias reflexionais ndo sugere que essas figuras possam ser

visualizadas por um Caleidoscépio adequado?

Quais simetrias podemos gerar operando apenas com T; e V? Falando com uma

linguagem mais formal, esses dois elementos do grupo geram algum outro grupo? Qual?

Recordando que o quadrado original foi assim enumerado:

1 4
L
2 3
Figura 5.17
e que,
1 2 4 1
Ty Vv

4 3 3 2

Figura 5.18



temos:
1 4
Vv
l —— > v
2 3
4
T,V
1
Figura 5.19
ou seja, T,V — R,
Fazendo VT, obtemos:
1 4 1
T1
——> T
2 3 4
2 1
VT,
3 4
Figura 5.20

chegando a VT; — R®.

72
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Efetuando as devidas operacGes com V e T; chegamos as seguintes relagdes:
V2o, V>R, TWVTV>RY, VI, >R Ti(ouS), VTV — T, (ou R?S),
T.VT: — H (ouRS) e V (R%S)

0 que mostra que V e T; geram o0 grupo B. Entretanto, como estamos falando de duas
reflexbes, 1isso sugere que se posicionarmos um par de espelhos articulados
perpendicularmente sobre as retas v e t;, conseguiremos visualizar a figura inteira, seja ela o
quadrado ou qualquer uma das que aparecem na figura 5.5 (que possuem o D, como grupo de
simetria), ou ainda com uma visdo mais geral que, posicionando adequadamente os espelhos
articulados, conseguiremos reproduzir as figuras representadas por um grupo Diedral

qualquer.

Note que a posicdo dos dois espelhos € fundamental. Caso posicionemos os espelhos

sobre as retas v e h, obteriamos as seguintes possibilidades:

1 4 4 1
V H
L > v E—
2 3 3 2
3 2
HV=R?
4 1

Figura5.21
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1 4 2 3
L H V

—— > H —— >
2 3 1 4

3 2

VH=R?
4 1
Figura 5.22

Como visto no capitulo 4, o produto de duas reflexdes resulta numa rotacdo cujo
angulo é o dobro da medida do angulo entre os espelhos, neste caso uma rotacéo de 2.90° =

180°% o que no Nosso contexto corresponde a R,

Assim, o grupo gerado pelas reflexdes V e H é o grupo abeliano E= { ¢, V, H, R},
onde R? representa a rotacdo de 180° e ¢ é obtido, por exemplo, pelos produtos V% ou H?,

dentre outras possibilidades.

Optamos por chamar a rotagdo de 180° de R? para destacar o fato de E ser subgrupo de
B, ou caso consideremos os isomorfismos entre E e {e, RS, RS, R} e entre B e Dy, de {e,
R3S1, RS, R?} ser subgrupo de Da.

Assim como fizemos no subitem anterior, as figuras abaixo mostram ornamentos do

tipo D, retratados pelo autor nas ruas da cidade de Rio Claro — SP.

Figura 5.23: D; (um Figura 5.24: D, no Figura 5.25: Um
eixo de simetria) na portdo de uma azulejoD, enfeitando
calcada residéncia a parede de uma

residéncia
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5.2 FAIXAS OU FRISOS

Quando definimos os tipos de ornamentos, dissemos que uma Faixa ou Friso é uma
figura que possui as simetrias de translacdo (ndo nula) ou reflexdo deslizante em uma Unica
direcdo. Na verdade, bastaria dizer que ndo possui translacdo ndo nula, ja que aplicar duas

vezes a mesma RD resultaria numa translagéo.

As figuras 5.26 e 5.27 mostram dois desses tipos de frisos:

Figura 5.26: Faixa com RD

FFFFFFFFFF

Figura 5.27: Faixa com translacéo

Agora veja mais dois exemplos de faixas:

Figura 5.28: Outros exemplos de faixas

A pergunta que surge é: além dessas faixas em que aparecem somente translagdes e
reflexdes deslizantes, existem outros tipos de faixas? Olhando com mais atencdo é possivel

perceber na figura acima algumas faixas que ocorrem outras transformacées além das duas
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citadas logo acima. Quais simetrias podem ocorrer em um friso qualquer? Qual quantidade de
faixas € possivel ser criada (considerando, como fizemos anteriormente com as Rosetas, a

estrutura e ndo os diversos tipos de modelos)?

Para responder essas perguntas vamos recordar as transformacdes que vimos até agora.
Sabemos que nas faixas podem ocorrer translagoes e RD’s. Como a faixa estende apenas em
uma direcdo, conclui-se que ndo pode haver rotacdes, a menos que seja uma rotacdo de 180°,
isto €, uma meia volta. Em relacéo a reflex&o, pelo mesmo motivo, esta ndo pode ocorrer por
retas concorrentes e, portanto, ou ocorre por uma unica reta de mesma direcdo da faixa
(coincidindo com a linha central do friso) ou é reflexdo por retas paralelas perpendiculares a

direcéo da faixa.

Portanto, podemos dizer que nas faixas sempre havera translacdo e que, além desta,
podem ocorrer quatro tipos de simetria: meia-volta, reflexdo por uma reta na mesma direcéo
da faixa (que para simplificar a linguagem chamaremos de horizontal), reflexdo por retas

perpendiculares a faixa (que denominaremos vertical) e reflexdo deslizante.

A ocorréncia ou ndo dessas simetrias nos levaria a 2* = 16 possibilidades de faixas,
mas, com um olhar mais cuidadoso, percebemos, por exemplo, a impossibilidade de ocorrer
simultaneamente reflexdes horizontais e verticais e ndo ocorrer meia-volta™. Assim essa
possibilidade estaria sendo contabilizada erroneamente. Desta forma, para que ndo sejam

cometidos esses tipos de erros, vejamos o seguinte esquema?:

| que duas reflexdes por retas que formam entre si um angulo reto resultaria em uma rotacdo de 180°,
conforme j& visto anteriormente.

12 importante utilizar uma figura assimétrica como “célula geradora” para que ndo nos enganemos em
relacdo a existéncia de uma determinada simetria no friso causada pela escolha ndo conveniente da figura que
ird se repetir. Por este motivo optamos por usar uma “meia-seta”.



77

Tabela 5.1
Refl | Refl. | .
Meia- Possibilidades
Verti- Hori- RD ' Modelos
Volta de ocorréncias
Cal zontal
S S S S FAIXATIPO 1 A\ \/Z
/\ / \
S S S N Impossivel: motivo 1
S S N S Impossivel: motivo 2
Impossivel: motivos 1 e
S S N N
2
N S S S Impossivel: motivo 3
Impossivel: motivos 1 e
N S S N
3
N S N S FAIXA TIPO 2 L L L
\ \ \
N S N N Impossivel: motivo 1
S N S S FAIXA TIPO 3 \/ \ /L __
——
S N S N Impossivel: motivo 4
S N N S Impossivel: motivo 5
S N N N FAIXATIPO 4 \/ \ /
N N S S Impossivel: motivo 6
N N S N FAIXA TIPO 5 —\ ——\
\ \
N N N S FAIXA TIPO 6 -\ -\
/
N N N N FAIXATIPO 7 \ \ \
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Motivos:

1) Lembrando que a translacdo ocorre em todos os tipos de faixa, se ocorrer
também reflexdo horizontal, certamente ocorreria reflexdo deslizante™ de
acordo com sua definicéo.

2) Como a meia-volta é a composi¢cdo de uma reflexdo horizontal com uma
vertical, & impossivel haver esses dois tipos de reflexdo e ndo ocorrer meia-
volta™,

3) Se ocorrer meia-volta e reflexdo horizontal ocorrera reflexao vertical.
Demonstracdo: Seja A um ponto qualquer do plano e ¢ uma reta horizontal.
Chamemos de A'= g (A), A"~ = gp(A), p uma reta perpendicular a c e {P} =
pNc.

A7 =0p (A) = 0p (0c (A) = 0p (A), ¥V A, isto e, 0 ponto A™ é a reflexéo

vertical de A”.

P
A
‘\
[N
| ,
| ™
1 %
: \\ I:
+ ®-
l P,
| LY
| \\
| \\
| \
A == »
A A
Figura 5.29

4) A definicdo alternativa de RD (teorema 4.35) impossibilita a ocorréncia de

meia-volta e reflexdo vertical sem que haja reflexdo deslizante.

" note que a reciproca ndo é verdadeira.
“ note que a reciproca no é verdadeira.
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5) Se ocorrer RD e reflexdo vertical ocorrera meia-volta.
Demonstragdo: Seja A um ponto qualquer do plano, ¢ uma reta horizontal a e b
retas perpendiculares ac taisque y(A) = opo.0.(A). Sga{P} = cNb,
A" =d,(A)eA” =y(A). Assim, temos que:
A7 =y(A) = apacoa(A) = ap(aa(A)) == ap(A"), V A, 0 que quer dizer que A

é uma meia volta de A" em torno do ponto P.

#---d----g

Figura 5.30

6) A existéncia de meia-volta e RD resulta na ocorréncia de reflexdo vertical.
Demonstracdo: Seja A um ponto qualquer do plano, ¢ uma reta horizontal, a e
b retas perpendiculares a c tais que y(A) = op0.0a(A). Denominemos {P} =
cNa, A" =op(A) e A" =y(A). Portanto:
A7 =y(A) = 0p0.04(A) = gpap(A) = = gp(A"), V A, ou seja, o ponto A" é a

reflexdo vertical de A”.
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%
Y
Kl L
pe-t-
A
Figura5.31

De acordo com 0 exposto, concluimos que mesmo que ocorram mudancas nos
motivos, uma faixa qualquer tera a estrutura de algum dos sete tipos citados na tabela. Destes
sete, apenas podem ser visualizados com espelhos os frisos que apresentam simetria por retas

(paralelas) verticais, isto €, os de tipos 3, 4 e 1.

Y N\l __
r -7\

Figura 5.32: Duas maneiras de visualizar com o caleidoscopio o friso do tipo 1

L
=7

Figura 5.33: Modos de visualizar as faixas dos tipos 3 e 4 com caleidoscépios

Assim, como procedemos com 0s grupos finitos, as simetrias das faixas podem ser

consideradas como o deslocamento de um modelo inicial ou como uma transformacéo que
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mantém a invariabilidade do ornamento como um todo. A figura abaixo mostra um esquema
no qual aparecem as sete possibilidades de faixas, dos tipos 7, 6, 5, 4, 2, 3 e 1,

respectivamente.

> > > > >
AN
S S S .
O > > O <
- = r r r
> > > > >
POt O s Pt P g
& > > >

>
v > > O

Figura5.34: As sete possibilidades de faixas

No que diz respeito as notacBGes para as classificacbes dos frisos, destacamos duas
delas, com as quais nos deparamos com maior frequencia na literatura e acreditamos serem as

mais comuns.

A primeira delas, também utilizada para papéis de parede, usa quatro simbolos para

caracterizar cada um dos tipos de faixas.

O primeiro, a letra latina mindscula p, indica que se trata de um padrdo (na verdade, a
letra p vem do termo em inglés, pattern). O segundo refere-se a reflexdo vertical. Se ocorrer,
tera nesta posicdo a letra m (mirror, em inglés), caso contrario, aparecerd o numeral 1. O
terceiro simbolo diz respeito a ocorréncia de reflex&o horizontal: se houver sera m; se o friso
for invariante segundo uma reflexdo deslizante, mas néo segundo a uma reflexdo horizontal,
aparecera a letra latina minuscula a, e caso ndo ocorra nenhuma dessas simetrias, o terceiro
simbolo serd 1. O quarto e Gltimo simbolo trata da ocorréncia da meia volta, se houver, sera

2, caso contrario, 1.
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A outra notacdo, mais simplificada, é constituida pela letra latina maidscula F e dois
indices: o inferior, que denota a ocorréncia de meia volta (2 se houver e 1 se ndo houver) e o
superior, onde aparecera 1 se houver reflexdo horizontal, 2 se ndo houver reflexdo horizontal,
mas sim a vertical e 3 se houver apenas reflexdo deslizante™. Caso ndo haja nenhuma das

simetrias que acabamos de mencionar, ndo aparecera nada no indice superior.

Desse modo, a nomenclatura que usamos provisoriamente na construcao da tabela para

o entendimento dos sete tipos de frisos, pode ser substituida por:

Tabela5.2
TIPO DE NOVAS
UM MODELO SIMETRIAS
FAIXA NOMECLATURAS
\ . \ .
TIPO 1 YA 7 % oy, oh, op € RD pmm2 ou F,'
L L L 1
TIPO 2 < < one RD pilmlou F;
TIPO3 |—{— —L—| 4. 0reRD pma2 ou 2
——
TIPO 4 \/ \/ oy pm1l ou F.?
TIPO 5 — — ap pll2 ou F;
TIPO 6 — — RD plal ou F;®
-7 -7
TIPO 7 \ \ \ \ apenas translagéo plllou Fy

> Lembrando que estamos desconsiderando a ocorréncia de translacio, que aparece em todos os frisos.
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5.2.1 Os Frisos sob o ponto de vista algébrico

Sob o olhar da Teoria dos Grupos de Simetria, 0s Frisos sdo grupos que contém as

isometrias que fixam a reta ¢, que tem a mesma direcdo (horizontal) do friso e passa por seu

centro. Portanto, as possibilidades de simetrias sdo: a translagédo tpq, COM (P_Q>//c, reflexdo o,

reflexdo o, com v.Lc, a meia volta op, PEc e areflexéo dedlizante y com eixo c.

Uma possibilidade € a faixa gerada apenas por translacdo. Chamemos de t a translacéo
de comprimento minimo que fixa ¢. Assim, o0 grupo F; = < t > é um grupo de simetria que

ndo contém ponto de simetria (meia volta), nem reta de simetria (reflexdo) e tampouco RD.

Uma vez que as simetrias pares formam um grupo, acrescentemos a F; a isometria op,
a meia volta. Agora, temos 0 novo grupo de simetria, F, = <1, gp >. O produto top € também

uma meia volta e, portanto, também é elemento de F.

Dessa maneira, se considerarmos tdo somente as isometrias pares, 0s Unicos grupos

possiveis sao F; e F».

Acrescentemos, entdo, as simetrias impares, iniciando pelas reflexdes. Se o, fixa c,
entdo v=c ou vLc. Seja F;' = <1, o >. Como 10 = 0.1, entdo F,' é abeliano e seus elementos

sdo daformat'ad. Pela definicdo 4.34, F;* contém RD (veja a tabela 5.2 acima).

Seja F' =<1, 0p ,0¢ >. Como o comuta com t e gp, todo elemento de F,' é da forma
okop't. F,t contém RD e reflexdo por uma reta perpendicular a ¢, conforme a definicdo 4.33

e 0s motivos 3 e 6 (veja a tabela 5.2 acima).

Suponhamos que o friso em questdo ndo contenha meia volta, mas contenha uma
reflexdo oy, com v.Lc. Neste caso, os elementos de F1*> = < 1, o, > sdo da forma o)t e sdo

apenas translagdes e reflexdes por retas perpendiculares a c.

Seja F,? = <1, 0p ,0y >, de acordo com o teorema 4.36 (definicdo alternativa da RD),

concluimos que esse grupo também possui RD.

O Ultimo grupo de simetria € aguele onde, além da translacdo ocorre apenas a RD .
Neste caso, teremos o grupo F;* = < 1, y > no qual ocorrem apenas translacées e RD’s, ja que

y? é umatranslacéo e ty (que é o mesmo que yt) é também uma RD.
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E pertinente perceber que o suposto grupo formado pelo acréscimo de uma RD em F,

de acordo com o motivo 6 resultaria em F,?.

De acordo com o exposto, podemos apresentar o diagrama abaixo, que consiste em um

critério para classificar o grupo de simetria:

meia volta?
V \
. reflexdo o,
reflexdo o.
n . sim
nao sim
nao
1
Fy v Fo'
reflexdo oy
reflexdo oy
nao sim
nao sim
2
RD Fy
F>
2
F>
sim
nao
F3
\ 4
Fy

Figura 5.35: Classificacdo dos Frisos
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A figura 5.36 mostra fotos em que aparecem as faixas ou frisos:

Figura 5.36: Uma faixa pmm2 e outra p112 nas ruas de Rio Claro — SP

5.3 PAPEIS DE PAREDE

Neste item sdo abordados os ornamentos denominados Papéis de Parede, Padrdes ou
Grupos Cristalograficos. Esse tipo de ilustracdo foi produzido por diversos artistas no
decorrer da histéria da humanidade, no entanto, a primeira demonstragdo da existéncia de
apenas 17 tipos de Padrdes que se tem noticia data de 1891 feita por E. S. Fedorov. Seu
artigo, originalmente publicado em russo, ganhou maior repercussdao com a publicacdo do
artigo “ Uber die Analogie der Kristallsymmetrie in der Ebene”, de Geoge Polya.

O termo “Grupos Cristalograficos’ vem do fato dos Papéis de Parede estar
relacionados com os cristais estudados pelos quimicos.

Geometricamente, esses ornamentos sdo caracterizados por possuir algum tipo de
simetria e ndo poderem ser limitados nem por circulos nem por retas paralelas. Outra maneira
de caracteriza-los, agora com argumentos das transformacfes geométricas, é dizer que sao
figuras que possuem a simetria de translacdo em duas direcoes distintas.

A justificativa da existéncia de apenas 17 tipos de Papéis de Parede é semelhante a que
foi usada no caso dos Frisos mas, consideravelmente mais trabalhosa, a medida que estamos
diante de um cenario onde as simetrias de translacdo, RD, reflexdo e rotacdo podem estar
presentes em mais de uma diregéo. Particularmente, no caso das rotacfes, agora ocorrem nédo

apenas o caso particular da meia volta, como aconteceu no estudo das Faixas.
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As possibilidades de rotacdo, que analisaremos a seguir, sdo chamadas de restri¢coes
cristalograficas.

5.3.1 Restricdes Cristalograficas

Se houver rotacdo em um papel de parede, esta rotacdo sera de meia volta, um terco de
volta, um quarto de volta ou um sexto de volta.

A demonstragdo desse fato envolve conhecimentos matematicos mais sofisticados cujo

desenvolvimento foge ao objetivo deste trabalho. No entanto, ela é baseada nos seguintes
argumentos:

)] As simetrias de um determinado papel de parede, em particular as rotagdes,
levam centros de rotacdo em centros de rotacao;

i) Se P é um centro de rotagdo, os centros de rotacdo “mais proximos’ de P sao
todos equidistantes a P, j& que a rotacdo € uma isometria.

O item (i) é verdadeiro, pois as simetrias levam por¢des do papel de parede em

porc¢des idénticas e, portanto, levam o centro de rotacdo de um pedaco da figura (se houver)
no outro centro de rotagdo correspondente.

O segundo argumento pode ser mais bem compreendido observando a figura 5.37:

L] L] L]
p d 5
[ ] -
] =
1] h
w I
:H'L \\. "fl
[ I LU |
Y i
W £l
1 " E
i i - b
1 1.."-' "
|O _._..-"""‘-.._‘ lR
. ...—:’ ______ ﬂ_r-_‘

Figura 5.37: Centros de rotagéo

Se o ponto Q é o resultado de uma rotacdo de centro P aplicada ao ponto S e

lembrando que a rotacdo é uma simetria da figura temos que a distancia de P a S é a mesma
da de P a Q, por exemplo, d.
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Retornando a figura 5.37 e estendendo este raciocinio para as rotagdes de centros em
Q e S, obtemos que as distancias entre os pontos Q e R, e entre 0s pontos R e S também séo d,
0 que nos leva a conclusdo de que procedendo da mesma maneira com todos os centros de

rotacdo, obteremos uma malha de pontos, onde todos sdo vértices de um poligono regular.

Como consequiéncia do fato do ornamento se estender infinitamente pelo plano,
estudar os centros de rotacdo dos Papéis de Parede, em ultima instancia, é estudar quais
poligonos regulares recobrem o plano. Estamos nos referindo ao triangulo equilétero, ao
quadrado e ao hexagono regular, isto é, os poligonos que geram, respectivamente, rotagcdes de
60, 90 e 120 graus (1/6, 1/4 e 1/3 de volta). Chamaremos esses centros de rotacdo de 6-centro,
4-centro e 3-centro. Existem ainda os 2-centro, centros de rotacéo de 180° ou meia volta e o 1-
centro, quando se tratar de um ornamento que nao possui centro de rotacdo, ou seja, €

invariavel apenas pela rotacdo identidade (volta completa).

E importante ressaltar que se um determinado ponto é um centro de rotacdo de um
quarto de volta, ele também é um centro de rotacdo de meia volta. Em outras palavras, um 4-

centro é também um 2-centro.

Assim, quando nos referirmos a um n-centro qualquer, estaremos fazendo aluséo a um
ponto que é centro de uma rotacdo de menor angulo possivel e, portanto, de maior indice, ja
que o indice n representa a fracdo de volta que caracteriza o angulo. Isto significa que, embora
um 6-centro seja também um 3-centro e um 2-centro, o indice que é utilizado para sua

caracterizacdo é o maior possivel, no caso deste exemplo, 0 6.

5.3.2 Os dezessete tipos de Papéis de Parede

Tendo em vista as possiveis rotacdes em um Grupo Cristalografico e recordando que a
existéncia de linha de simetria pressupde a ocorréncia de reflexdo, apresentamos a seguir 0S
dezessete tipos de Padrdes, suas respectivas simetrias e possibilidades de visualizacdo

utilizando caleidoscépios.

Entre os Grupos Cristalograficos que apresentam 1-centro, isto é, que ndo apresentam

rotacOes diferentes da identidade, temos:
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1) O que apresenta somente translacdes como simetrias:

Figura 5.38: Padrdo W; ou pl: apenas translacdes

Ja que ndo possui linhas de simetria, este papel de parede ndo pode ser reproduzido

com jogos de espelhos

Se, além de translacbes ocorrem reflexdes deslizantes, precisamos distinguir algumas

situacoes:

2) Alguns eixos de RD ndo sdo linhas de simetria.

Z PN N L
Figura 5.39: Padrdo W, ou cm: alguns eixos da RD n#o so linhas de simetria

Embora este padrdo possua linhas de simetria, o fato de elas se posicionarem paralelas
umas as outras ndo permite que a figura seja visualizada com caleidoscépios. O mesmo ocorre

no proximo Grupo Cristalogréafico.
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3) Todos os eixos de RD sdo linhas de simetria.

PN Y L Y [ N
P . L S N (L S
LA ——_N L i [V —.Y

Figura 5.40: Padrdo W, ou pm: todos os eixos de RD s&o linhas de simetria.

4) Nao ha linhas de simetria, mas possui RD.

l £ L

— — N —_—N
Figura 5.41: Padrdo W, ou pg: apenas RD

Os préximos tipos de papéis de parede que abordaremos sdo aqueles que contém
simetrias de rotacdo. Neste caso, as rotacOes poderdo ser, de acordo com a restricdo

cristalografica, de meia volta, 120° ou 1/3 de volta, 90° ou 1/4 de volta, ou 60° ou 1/6 de volta.

Entre os padrdes que apresentam apenas 2-centros podemos destacar os que:
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5) N&o possuem simetrias linhas de simetria, isto €, reflexdes.

N N N
N LN N

Figura 5.42: Padrdo W, ou p2.

O fato de os dois ultimos Papéis de Parede ndo possuirem reflexdes acarreta na

impossibilidade de reproduzi-los com o auxilio de caleidoscopios.

6) Possuem reflexdes e alguns 2-centros estdo fora da linha de simetria. Este Grupo
Cristalografico pode ser visualizado com um caleidoscépio de quatro espelhos

determinados por suas linhas de simetria.

N VA N N
7 i\ 7 N\
/ N L/ N\
» L »

AN AR AN 7
N L N\ L/

* L L 3
7 I\ 74 AN
| JOT—— .

——

Figura 5.43: Padrdo W,' ou cmm e a respectiva base caleidoscopica.
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7) Possui simetrias impares e todos os 2-centros estao sobre linhas de simetria. Outro

Papel de Parede que pode ser visto com o auxilio do caleidoscépio.

~

—

—_— L

-7 NS

I ~ i 7
I

Figura 5.44: Padrdo W, ou pmm e a base caleidoscopica correspondente.

8) Possui simetrias impares e nenhum dos 2-centros esta sobre as linhas de simetria,

que sdo paralelas entre si (caso contrério, haveria rotagao diferente de meia volta).

—
PR SER.N
—

= =
AR BER.N
—

Figura 5.45: Padrdo W,® ou pmg: pontos e linhas de simetria.



9) Sem linhas de simetria, mas possuem RD.

N N N
L £
7 7 7
—N —N

S N :
Figura 5.46: Padrdo W.* ou pgg

Os padrdes que apresentam 4-centros podem ocorrer de trés diferentes maneiras:

10) Nd&o apresentam linhas de simetria.

% —

{
{

[
y

Figura 5.47: Padrdo W, ou p4: apenas rotagdes.
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11) Os 4-centros estao sobre as linhas de simetria. Este Grupo Cristalografico pode ser

visto utilizando-se o caleidoscopio de quatro espelhos ou o isosceles retangulo.

ramea e e

J
"
T

srmrasfferr s s

Figura 5.48: Padrdo W, ou p4m e as duas maneiras de visualizacdo com caleidoscopios

12) Os 4-centros nao estdo sobre as linhas de simetria. Outro Padrdo que pode ser visto

com o uso de caleidoscopios.

Figura 5.49: Padrdo W, ou p4g e a base caleidoscépica correspondente.



Em relacéo aos padrdes com apenas 3-centros, temos as seguintes possibilidades:

13) Néo possuem linhas de simetria;
. .
_ .

Figura 5.50: Padrdo W5 ou p3: apenas rotacdes.

14) Todos os centros estdo sobre as linhas de simetria.

Figura 5.51: Padrdo W' ou p3m1 e a respectiva base caleidoscopica para sua visualizacao.
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15) Alguns centros nao estdo sobre as linhas de simetria.

vy ‘ ¢ ‘ —~
\_Ar’ " /\'__\: 'k.\_\-\ /\__\
(__,-"' ‘ ~.\_‘-‘- Z ’ ‘ Z

Figura 5.52: Padrdo W5 ou p3Im e a base caleidoscopica correspondente.

A (ltima categoria de papéis de parede, a dos que apresentam os 6-centros, ocorrem de

duas maneiras:

16) N&o tem linhas de simetria.

Figura 5.53: Padrdo Ws ou p6.
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17) Tem linhas de simetria. Este Padrdo pode ser visto com o auxilio de trés

caleidoscopios diferentes, como ilustrado na figura seguinte.
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Figura 5.54: Padrdo W' ou p6m e as diferentes maneiras de visualiza-lo.

v
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Quando € mencionado o numero de maneiras diferentes que um Grupo Cristalogréfico

pode ser visualizado por meio de caleidoscopios, esta sendo feita referéncia as bases

geradoras e as bases transformadas, estudadas no capitulo 3. Ao olhar para a base da figura

5.55, embora ela seja uma ilustracdo que, ao ser posicionada entre os espelhos de um
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caleidoscopio equilatero, seja possivel reproduzir o Padrdo W', ndo se trata de uma base
geradora, mas sim uma base transformada composta por quatro bases geradoras (a que

aparece a direita na figura 5.54 e trés de suas reflexdes).

A

L | N
Y i

-\ v

WA S G Y P p—

Figura 5.55: Base Transformada para o Padrdo W'

Assim, das dezessete possibilidades de Papéis de Parede apresentadas, apenas sete
podem ser visualizadas com o uso do caleidoscopio, e as bases apresentadas em cada um dos

casos sdo todas bases geradoras.

5.3.3 As notacdes dos Grupos Cristalogréficos

Para representar cada um dos dezessete tipos de Padrfes existem algumas notagdes.
Assim como foi feito com os Frisos, serdo apresentadas duas delas que, de acordo com Areas

(1999) sao as mais utilizadas.

Na primeira, aparece a letra W (do termo wallpaper, que em inglés significa papel de
parede) com indices que indicam o tipo de n-centro (o indice inferior) e a existéncia de outros

tipos de simetria (o superior).

O segundo tipo de notacdo tem a simbologia analoga a utilizada para os frisos. Na
tabela 5.3, sdo mostradas as relacdes dos dois tipos de representaces, as relacdes entre eles e

suas respectivas caracterizaces™.

' Um estudo mais detalhado é encontrado em Areas (1999).
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Tabela 5.3

W, pl W, p2 W3 p3 W, p4 Ws p6

Apenas translacdes. Sem simetrias Sem eixos de Sem eixos de Sem eixos de
impares. simetria. simetria. simetria.

w,! cm w,! cmm | Ws' p3ml | W,! pdm | We' pém

Alguns eixos de
RD ndo séo linhas

de simetria.

Alguns 2-centros
nao estao sobre as

linhas de simetria.

Todos os 3-centros
estdo sobre as

linhas de simetria.

Todos os 4-centros
estdo sobre as

linhas de simetria.

Apresenta linhas de

simetria.

W* pm

Todos os eixos de

RD séo linhas de

W,* pmm

Todos os 2-centros

estdo  sobre  as

W5’ p3m1

Alguns 3-centros

estdo sobre as

W, p4g

Os 4-centros néo

estdo  sobre  as

simetria. linhas de simetria. linhas de simetria. | linhas de simetria.
W13 cm WZ3 pmg
Sem linhas de Todos 0s eixos de
simetria, mas com | simetrias sao
ocorréncia de RD. | paralelos.
Z
W, pPgg
Sem linhas de

simetria, mas com

ocorréncia de RD.

Procedendo da mesma maneira como fizemos com as Rosetas e o0s Frisos, as figuras

5.56 e 5.57 ilustram alguns tipos de Papéis de Parede presentes no cotidiano.




Figura 5.57: A esquerda um piso com configuracéo W, e a direita uma parede W,".

Figura 5.58: As pavimentacdes uniformes (4, 8, 8) e (4,4,4,4), ambas modelos de w,t.
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Figura 5.59: Padrio W' visto no caleidoscopio.
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CAPITULO 6: APRESENTACAO E ESTUDO DOS DADOS

“For a practical demonstration in Euclidean space,

take two hinged mirrors inclined at 180°/n...”
(COXETER, 1948, p. 83)

Neste capitulo apresentamos o conjunto de atividades que foi desenvolvido e aplicado
durante um curso de extensdo oferecido como parte deste trabalho de pesquisa. Antes, porém,
sdo feitas consideracOes sobre a metodologia de ResolucGes de Problemas, a respeito do
software Kali, utilizado no decorrer do curso, bem como a descricdo do ambiente onde

ocorreu a coleta de dados e das pessoas que dela participaram.
6.1 Resolucéo de Problemas

Alguns pesquisadores desenvolveram e ainda desenvolvem pesquisas sobre a
relevancia do uso de Resolucdo de Problemas no ensino de matematica. Onuchic (1999)

afirma que:

Embora a aquisi¢do de conhecimento matematico seja importante, a proposta
essencial para aprender matematica é ser capaz de usa-la. Em consequéncia
disso, da-se aos alunos muitos exemplos de conceitos e de estruturas
matematicas sobre aquilo que estdo estudando e muitas oportunidades de

aplicar essa matematica ao resolver problemas.
Dante (1999) destaca que a sua utilizagéo é capaz de:

e fazer o aluno pensar produtivamente;

e desenvolver o raciocinio do aluno;

e ensinar o aluno a enfrentar situacfes novas;

e dar ao aluno oportunidade de se envolver com aplicagcdes da matematica;
e tornar as aulas de matematica mais interessantes e desafiadoras;

e equipar o aluno com estratégias para resolver problemas e

e dar uma boa base matematica as pessoas.

Ao contrério do ensino fundamentado na transmissdo de conhecimento, a Resolugédo
de Problemas pode constituir ndo somente um contetldo educacional, mas também uma forma

de conceber as atividades educacionais. Atualmente consideram-se trés modos diferentes de
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abordar Resolucdo de Problemas: ensinar sobre resolucdo de problemas, ensinar a resolver

problemas e ensinar matematica através de resolucéo de problemas.

Na primeira concep¢ao destaca-se 0 modelo de resolucdo de problemas como
conteudo e esta de acordo com as idéias de Polya (1978). Segundo ele, existem quatro fases

no processo de resolugdo de problemas matematicos:

e Compreensdo do problema: o aluno precisa estar motivado a resolvé-lo. Esta é
a fase em que precisa entender o enunciado e identificar as fases do problema.

e Estabelecimento de um plano: depois de ter visto o problema sobre diferentes
aspectos, relaciona-lo a situacdes semelhantes e dividi-lo em partes, o aluno
concebe uma estratégia para soluciona-lo.

e Execucdo de um plano: neste momento o aluno executa o plano que foi

estabelecido para solucionar o problema.

e Retrospecto: esta é a fase que testa a solugdo encontrada. Caso esta ndo seja
valida, recomeca todo o processo.

Estas fases deverdo ser ensinadas aos alunos assim como algumas estratégias que lhe
serdo Uteis. O professor tem a funcdo de ser um questionador, de modo a ajudar o aluno a

refletir e desenvolver nele a aptiddo para resolver problemas futuros.

Ao “ensinar a resolver problemas” o objetivo do professor € aplicar o0 conhecimento
matematico na solucdo destes. Sdo apresentados aos alunos conceitos e exemplos de
estruturas matematicas para que apliquem na resolucdo de problemas. A aprendizagem

matematica tem como finalidade capacitar os alunos a aplicar esse conhecimento.

No modo “ensinar através de resolucdo de problemas”, o processo de ensino
aprendizagem tem como partida um problema que é proposto de modo a contribuir na
formacdo de conceitos e no desenvolvimento de estratégias de resolugcdo antes da sua
apresentacdo em linguagem matematica formal. Aqui, Resolucdo de Problemas passa a ser

pensada como uma metodologia de ensino, isto €, um meio de ensinar matematica.

Concordamos com Onuchic (1999) quando afirma que: “...embora na teoria as trés
concepcdes de ensinar resolucdo de problemas matematicos possam ser separadas, na pratica

elas se superpdes e acontecem em varias combinacoes e sequencias’.
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Assim, acreditamos que neste trabalho de pesquisa predomine a ultima concepcao
apresentada. O encaminhamento das atividades ocorreu segundo as etapas sugeridas por
Allevato e Onuchic (2003):

e Formar grupos e entregar as atividades;

e Observar e intermediar o trabalho em grupos;
e Registrar os resultados na lousa;

e Analisar os resultados em plenaria;

e Encaminhar um consenso e

e Formalizar o que foi aprendido.

Por entender que essa metodologia possibilite 0 desenvolvimento de um trabalho mais
autdbnomo do aluno, onde este tem a oportunidade de participar mais ativamente da construcao
do proprio conhecimento, optamos por utilizar Resolucdo de Problemas para estruturar o

corpo de atividades proposto neste curso.
6.2 Kali

Existem alguns softwares que auxiliam e tornam mais rapido e pratico o desenho de
ornamentos planos. Embora nédo seja um programa sofisticado no que diz respeito a recursos
gréaficos, principalmente quando se trata de preenchimento das figuras, optamos por utilizar o
Kali para elaborar algumas atividades no decorrer do curso devido a sua facilidade de uso, o
que o torna bastante acessivel para a utilizacdo em sala de aula. O Kali ¢ um software gratuito
desenvolvido por Jeff Weeks que possibilita a criacdo dos trés tipos ornamentos planos:
rosetas, faixas e papéis de parede. Algumas figuras que servem de exemplo para esta

dissertacdo tambem foram produzidas no Kali. A seguir, mostraremos suas principais fungdes:

Figura 6.1: Friso desenhado com o auxilio do Kali.
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Na parte superior da tela encontra-se a barra de menus que oferece as seguintes opcdes:

Arquivos, Editar, Visualizar, OpcGes e Ajuda.

Figura 6.2: As opcdes da barra de menus.



105

Quando se posiciona 0 mouse sobre a tela, o cursor se transforma em um lapis e ja é
possivel comecar a desenhar. O botdo esquerdo do mouse quando pressionado permite a
mudanca de direcdo da linha e o botdo direito tira o lapis da tela, o que permite mudar as
caracteristicas do risco. Para tanto, a barra de ferramentas oferece sete opcOes de cores, duas

possibilidades de tipo de traco (retos ou curvos) em quatro espessuras diferentes.

o ovee v~ ====

Figura 6.3: Barra de ferramentas.

E possivel também escolher o tipo de ornamento que se deseja produzir. Na parte
inferior da tela o primeiro botdo (a seta branca com a palavra more) permite selecionar uma

entre trés alternativas: Rosetas, Frisos e Papéis de Parede.
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Figura 6.4: Opcéo por Rosetas, Frisos ou Papéis de Parede, respectivamente.

6.3 O publico e 0 ambiente da pesquisa

A aplicacdo da proposta de ensino deu-se na forma de um curso de extensao
universitaria ministrado as segundas-feiras das 19h30 as 22h30 nas salas de aula do bloco
didatico GI da Universidade Estadual Paulista (UNESP) — campus de Rio Claro. Inicialmente,
nos reuniamos na sala 1 do referido bloco, onde encontrdvamos estrutura de sala de aula
convencional. Trata-se de um ambiente iluminado, arejado e amplo, constituido com lousa,
aparelho para projecdo de arquivos de computador (datashow) e conjuntos de mesas e

cadeiras.

A partir do quarto encontro, a administracdo da universidade trocou de lugar nossos
encontros e nos ofereceu uma sala em outro bloco didatico, cujas condi¢cGes nao eram téo

adequadas quanto a primeira, principalmente, por ndo possuir um aparelho de data show em
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bom estado de funcionamento e por suas carteiras serem do tipo universitarias (aquelas que
possuem o apoio para o caderno acoplado a cadeira). Esse tipo de mobiliario ndo favorece o
trabalho em grupo devido a dificuldade de acomoda-las lado a lado, de forma a compor uma
superficie plana uniforme para apoiar os cadernos de anotagdes e, especialmente, os materiais

manipulaveis, como os conjuntos de jogos de espelhos.

No dia da troca de salas houve um atraso no inicio dos trabalhos, uma vez que na
busca por outra sala nas mesmas condigdes que a primeira (e a consequente localizagcdo dos
alunos que se dirigiam a outro bloco) demandou algum tempo. Uma vez acomodados em
situacdo semelhante a inicial, seguimos com as atividades e discussdes. O curso prosseguiu

até seu término nesta outra sala, a sala 2 do bloco GI.

Em relacdo aos participantes da pesquisa, no ato da inscri¢cao, que ocorreu via email,
os alunos forneciam, conforme haviam sido anteriormente orientados, informagfes que

permitiram que se fizesse uma caracterizagédo de seu perfil.

Figura 6.5: Os participantes da pesquisa

Iniciaram o curso 15 pessoas, das quais quatorze tinham algum vinculo com a Unesp —
Rio Claro: seis eram alunos do terceiro e quarto anos do curso de Matematica, quatro do
Programa de P0Os-Graduacdo em Educacdo Matematica, quatro do Programa de Mestrado
Profissional em Matematica Universitaria. O décimo quinto aluno era formado em
Licenciatura Plena em Matematica em uma faculdade particular da regido e professor de
ensino fundamental e médio da rede publica estadual. A terca parte dos individuos tinha

experiéncia como professor de ensino superior em disciplinas de cursos de licenciatura em
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matematica e 40% possuiam experiéncia de mais de um ano como professor de ensino
fundamental ou médio sendo que um deles lecionava em uma escola militar, estando afastado
para fazer o doutorado. Todos os que haviam terminado a licenciatura o fizeram em

institui¢des publicas de ensino, exceto o que foi anteriormente citado.

Tabela 6.1
. | Experiéncia de mais
Experiéncia de mais
. N de um ano como
Quantidade Ocupacéo atual de um ano como )
professor de ensino
professor )
superior
Alunos do curso de
6 . 0 0
Matematica
Mestrado ou
doutorado em
4 3 4 4
Educacéo
Matematica
Mestrado em
4 . 1 1
Matematica
Professor da rede
1 ) 1 0
estadual de ensino

Houve trés desisténcias, dos alunos da graduacdo, motivadas pelo horario do curso.
Este era um fator que atrapalhava o rendimento dos alunos, que no final de um dia de estudos
ja se mostravam bastante cansados, fato este que foi percebido no decorrer das reunides. Duas
alunas tinham aulas até as 19:30 e vinham direto para o curso de extensdo. Em funcdo desse
cansago aparente, as atividades eram elaboradas de forma a mesclar exposicoes e atividades
de trabalho em grupo, de modo a tornar as aulas mais dinamicas.
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6.4 O curso

No total, foram realizadas sete reunides de trés horas cada, resultando em vinte e uma
horas, que ocorreram as segundas feiras dos meses de marco, abril e maio de 2011, entre

19h30 e 22h30. Os encontros aconteceram nas duas salas de aula j& mencionadas.

Conforme descrito no capitulo 2, de Metodologia, o registro dos dados aconteceram de
trés maneiras: anotacdes do pesquisador durante e logo apds o término das aulas, fotografias e

as atividades resolvidas individualmente e em grupo pelos alunos.

Para fazer a analise dos dados, foram feitas leituras das atividades resolvidas e
respondidas pelos alunos e as anotagdes do pesquisador, que narrava as reacles, 0S
comentarios e as respostas dos alunos bem como as préprias respostas e 0s encaminhamentos
do pesquisador/professor, além suas impressdes a respeito das situacdes que surgiram durante

as aulas.

Como ja colocado, a andlise dos dados ocorreu, em parte, no decorrer do curso, uma
vez que elas serviam para orientar o pesquisador no encaminhamento, nas atividades do
préximo encontro, na identificacdo das questdes que necessitavam de melhor esclarecimento

ou de mais tempo de amadurecimento de idéias e conceitos dos contetidos desenvolvidos.

Para melhor organizacao das falas dos sujeitos participantes dessa pesquisa, 0s alunos
serdo denominados por A, B, D, E, F, G, I,J,L, M, N, P, Q, R e T e o pesquisador por PP.
Foi feita a opcéo por fazer referéncia a todas as pessoas usando o género masculino (dizendo,
0 aluno X) para evitar que iniciais ou falas fossem identificadas e causassem possiveis

constrangimentos aos participantes desta pesquisa.
6.5 As atividades

Esta € a fase que Romberg caracteriza como coleta de evidéncias. No primeiro dia de
aula os alunos acomodaram-se na sala de maneira como é feito tradicionalmente: todos em
fileiras, razoavelmente espalhados e ninguém préximo ao professor. Inicialmente foi pedido

para que os alunos redigissem, como primeira atividade:

O que é Simetria e qual a relacdo desse tema com os contetidos matematicos nos diversos

niveis de ensino?
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O objetivo dessa questdo foi verificar quais eram 0s conhecimentos prévios dessas

pessoas a respeito do tema.

Em relacdo a primeira parte da pergunta, muitas respostas relacionavam simetria com

congruéncia ou semelhanca:
Aluno P:
“Smetria éser igual” .
Aluno N:

“Dois objetos sdo simétricos se forem “iguais’, Sse possuem as mesmas

propriedades.”

Esse tipo de resposta sugere que, embora a pessoa tenha alguma nocao de simetria no
que diz respeito ao senso comum e, ao olhar para um objeto saiba identificar se ha ou nao
algum tipo de simetria, ela parece nunca ter refletido sobre o tema sob o ponto de vista

matematico.

Outra categoria de resposta é aquela muito comum, que associa simetria a reflexdo por
uma reta ou por um espelho. Um pouco menos frequente é a que relaciona com reflexdo por

um ponto:
Aluno M:

“Smetria € como se fosse uma relagdo de congruéncia entre as partes de um todo,

semvariacdo. A simetria € algo que leva em consideracdo a algum“ ponto” de referéncia.

Um objeto, desenho, uma funcao, etc., podem ser siméetricos com relagcdo a um ponto,

a uma reta etc.

Smetria lembra espelho. Pegar um ‘pedaco’ e refleti-lo num espelho de modo que

todas as partes se juntem e sgjamiguais.”
Aluno G:

“ Smetria € a semelhanca entre as partes de uma figura em relagdo a um eixo fixo, ou

sgja, uma projecdo do objeto, como se estivéssemos duplicando, triplicando.”
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No ultimo grupo de respostas podemos encontrar justificativas mais elaboradas, de
individuos que, ja de maneira mais ou menos aprofundada, tiveram contato com o tema sob o
ponto de vista matematico, incluindo na sua fala transformacdes geométricas e isometrias,

como, por exemplo:
Aluno R:

“ Congruéncia de uma imagem a partir de um ponto, reta, eixo. Produto de uma

reflexdo ou uma reflexao propriamente dita.”
Aluno L:

“Imetria é uma transformacdo geométrica a qual se preserva determinadas
propriedades da figura/objeto original. Alguns tipos de simetria possuem eixos de simetria e
eles podem ser axial ou radial. Podemos falar de simetria de rotacdo, de reflexdo e de

translacéo.”

De modo geral, nas respostas apareceram elementos importantes na caracterizacéo de
simetria como relacdo de parte da figura com o todo, a concepcao de simetria considerando a

figura globalmente, congruéncia, transformacgdes geomeétricas e isometrias.

Sobre a relacdo de Simetria com os conteddos matematicos, os topicos Geometria
(congruéncia, pavimentagdes do plano, poligonos regulares) e fungdes (pares e impares,
trigonométricas) foram os mais frequentes. Apenas dois alunos fizeram menc¢éo a Teoria dos
Grupos: um, do terceiro ano da licenciatura que estava cursando a disciplina de Estruturas
Algébricas e outro, que cursava 0 Mestrado Profissional em Matematica Universitaria. A
relagdo com TransformacOes Geométricas foi citada, mas ndo de maneira explicita. Algumas

respostas apontavam de maneira isolada para reflexdes e translagoes.

A anélise destas respostas foi um elemento importante para a preparacdo das
atividades subsequentes, de maneira que a discussdo em torno da situacdo-problema proposta
pudesse proporcionar o desenvolvimento dos conceitos de simetria, inicialmente sob o ponto

de vista de transformacbes geométrica e posteriormente de grupos de simetria.

O préximo passo, depois de fazer a apresentacdo do curso, foi mostrar fotos que

retratavam simetria em situacdes cotidianas e levantar uma discussao sobre simetrias.
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Figura 6.6: Imagens simétricas

As isometrias de reflexdo, rotacdo e translacdo ja eram tratadas, naquele momento,
com certa naturalidade até aparecer uma imagem onde ocorria 0 movimento rigido menos

familiar, a reflexdo deslizante (RD).

Figura 6.7: Reflexdo Deslizante nas pegadas

O aluno E, um dos quais respondeu a questdo inicial de acordo com o terceiro grupo,
referiu-se a RD como uma “reflexdo arrastada” um pouco para frente e perguntou se poderia
dizer que aquilo era uma simetria. Achei melhor me limitar a responder positivamente e falar
mais sobre essa outra isometria ao invés de justificar os “porqués”. Pretendia fazer isso nos

préximos encontros.

Em seguida, foi feita uma sintese da discussdo recém-encerrada e uma proposta de
convencdo do que iriamos chamar de “simetria’. A ideia, nesse momento, era destacar que
ndo importaria 0 que estivesse sendo repetido na figura, mas sim a maneira, ou a regra ou

ainda a lei como se dava a repetigéo.

As atividades 1 e 2, trabalhadas em grupo, davam énfase a esse aspecto:



ATIVIDADE 1: Existe alguma regra que caracteriza cada uma das figuras a seguir? Qual?

a) b)

~\ 72
A} 4 6“‘

¢ NN v 4 <«

OO

d)

v v v L

e ¢ ¢ ¢
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ATIVIDADE 2: Chamamos de linha de simetria a reta que divide a figura em duas partes,
onde uma é a reflexdo da outra. Quando a figura possui simetria rotacional, chamamos de
centro de rotagéo da figura o ponto sob o qual o desenho poderia ser girado segundo um
determinado angulo. Nas figuras a seguir, determine as retas de simetria e 0s centros de
rotacdo, caso ocorram.

a) b)
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A primeira atividade gerou bastante discussdo, mas dessa vez o assunto se estendeu.
Assim, foram feitas conjecturas sobre a composicéo por reflexdes, sobre as isometrias pares e
impares, sobre a possibilidade de ocorrer apenas as quatro (depois de comentar o teorema que
quatro reflexdes se reduziam a duas e que ndo havia isometria que era simultaneamente par e
impar). Em seguida, novamente as atenc¢des se voltaram ao quadro para que se convergissem
essas idéias, de acordo com o encaminhamento proposto por Allevato e Onuchic (2003). Na

sequéncia, a segunda atividade foi distribuida.

Era possivel perceber que as pessoas estavam cansadas, especialmente o aluno R,
estudante do quarto ano de licenciatura que acabara de sair da aula da disciplina de préatica de

ensino.

A segunda atividade foi breve, pois bastante coisa ja havia sido discutida na primeira.
Passamos a formalizacdo da caracterizacdo de cada uma das simetrias (Rotacdo — centro e
menor angulo, Reflex&o — eixo, Translagdo — vetor de menor comprimento e RD — vetor e

eixo). A aula de transformac6es geométricas havia sido bastante adiantada.

Em geral, foi possivel perceber que os alunos estavam bem envolvidos com o tema,
desinibidos para levantar-se e apontar elementos das figuras na tela de projecdo (o que
ocorreu com os alunos T e B), para discordar da fala uns dos outros e também do
professor/pesquisador. | foi meio insistente nas suas conjecturas (como ele ja havia trabalhado
com espelhos, tinha uma percepcdo melhor do que ocorria, mas ndo conseguia convencer 0s
elementos do grupo e/ou ndo os deixava descobrir sozinhos). O aluno E também era bem
participativo. Ele e L foram os que melhor caracterizaram as Simetrias na atividade

preliminar. F também se destacou no que diz respeito a participa¢do no seu grupo.

No encontro seguinte estavam presentes dois novos alunos, que ndo puderam
comparecer na reunido anterior, A e J. Outros dois se ausentaram, N e D e, inclusive, ndo

freqlientaram mais o curso.

Foram repassadas, neste dia, as principais discussdes da aula anterior para deixar 0s
dois novos alunos a par do que foi discutido e aproveitar o tempo a espera dos alunos do
guarto ano que pediram para chegar atrasados em funcao da aula de Préatica de Ensino que se
estenderia até o horario do inicio da nossa reunido. Assim, foram sistematizadas as idéias que
relacionam as simetrias dos poligonos regulares (quantidade de eixos e nimeros de lados) e

destacado o fato de n eixos dividirem o poligono, ou o plano, em 2n regifes. Isso seria
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abordado novamente nesse dia sob o tema Caleidoscopios bem como na aula sobre grupos

diedrais.

Figura 6.8: O pentagono e seus 5 eixos de simetria: figura dividida em 10 regifes

Em seguida, foi apresentado o caleidoscépio de uso recreativo e depois as
propriedades da reflexdo por um espelho, dando énfase a questdo da inversao da orientacao.
Nesse ponto, foram lembradas as propriedades das isometrias pares (que ndo invertem a
orientacdo do objeto) e das impares (que invertem) e relacionadas com a regra de sinais da
multiplicacdo de numeros reais. Salientou-se ainda a diferenca entre refletir por uma reta (que
permite que a operacdo seja feita a partir dos dois lados da reta) e por um espelho, onde
apenas um dos lados contém a superficie refletora. Esse foi o “pretexto” para dar uma aula
inteira sobre jogos de espelhos. Depois de falar sobre reflex&o utilizando espelhos paralelos,
iniciaram as atividades que criariam condigdes para discutir 0 nimero e a formacdo de

imagens em um par de espelhos articulados.

ATIVIDADE 3: E possivel, com o uso de espelhos articulados, obter um angulo de 120°? E um
angulo de 90°? Quais angulos podemos obter usando adequadamente o caleidoscopio de

dois espelhos articulados? Justifique, com poucas palavras, as respostas acima.

A atividade 3 gerou bastante discusséo (divisor inteiro de angulo) sobre quais angulos

se pode formar com espelhos articulados e suas respectivas justificativas (bissetriz para
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numero impar de regides e angulo raso para numero par). Nessa atividade os alunos também

colocaram objetos entre os espelhos, embora essa fosse a proposta do proximo exercicio.

E impressionante como o caleidoscopio exerce um fascinio sobre as pessoas. Elas mal
se deparam com os espelhos e ja colocam Varios objetos entre eles para ver a reproducéo de
imagens. Mesmo sem serem propostos no exercicio em questdo, surgem conjecturas,
reflexdes e apontamentos que logo se pde a prova mediante a colocacao de borrachas, chaves

e canetas diante das superficies refletoras.

R pediu para ir embora, alegando que estava gripado e que néo se sentia bem.

Figura 6.9: Mexendo com a curiosidade

Depois da “inesperada’ exploracéo das caracteristicas e propriedades da reflexdo por
dois espelhos articulados, a atividade quatro foi resolvida de forma bem rapida. Alguns alunos
ja estavam comecando a perceber a relacdo entre essa atividade, que indicava que sO se
conseguia repeticdo perfeita de imagens se o plano fosse dividido em um numero par de
regides, e as conclusdes a respeito das linhas de simetria dos poligonos regulares, discutido na

segunda feira anterior.

ATIVIDADE 4: Coloque um objeto completamente assimétrico entre os espelhos (usando os
valores dos angulos obtidos na atividade anterior), uma tampa de caneta, por exemplo.
Quantas imagens, contabilizando também o objeto real, sdo obtidas com os espelhos
posicionados a 120°? Compare as imagens. Vocé notou alguma peculiaridade? Podemos
afirmar que as imagens sao reflexdes perfeitas umas das outras? Refaca o exercicio com 0s

espelhos a 90°, a 72° e a 60°. A qual conclusé&o vocés chegaram?
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Figura 6.10: Angulo de 90° formado com o auxilio do caleidoscépio e a reflexdo de uma tira

de papel formando um quadrado

Ao professor/pesquisador foi perguntado se seria disponibilizada a apostila e as
atividades para eles, depois de terminado o curso, para que pudessem desenvolver aquele tipo
de trabalho com seus alunos e a resposta foi afirmativa.

Depois de terminados esses exercicios em grupo, a apresentacdo das condigoes
matematicas para a formacdo perfeita de imagens e a formula do ndmero de imagens foi
bastante interessante e com muita participacdo dos alunos, que se interessaram também pelo
desenvolvimento matematico que justifica as Unicas trés possibilidades para caleidoscépios de
3 espelhos (apresentadas no capitulo 3) e a Unica maneira de se posicionar quatro espelhos
para a composicéo do caleidoscopio (conforme figura 3.8). Acredito que minha empolgacéo
na apresentacao também contribuiu para isso. Terminamos esse encontro com a atividade 5,
de visualizagdo no caleidoscépio equilatero de trés espelhos. As pessoas gostaram muito!

Realmente o visual é incrivel!
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Figura 6.11: Caleidoscdpio de trés espelhos

Mais uma segunda feira de aula, mas hoje havia um motivo de preocupacdo: estavam
presentes apenas 10 pessoas. O quorum parecia estar diminuindo! Uma maneira de esperar
para ver se ndo chegaria mais alunos foi ocupar o tempo com alguns elementos de ordem

burocréatica. Foram preenchidas as fichas de inscricdo do curso.

Terminada essa tarefa, foi iniciado o tema do dia: Transformacfes Geomeétricas e
Teoria dos Grupos. Foi ressaltado que aquela seria a ultima aula antes de realmente entrarmos

no assunto central do curso, ornamentos planos.

Aquele foi o encontro que mais se abordou tdpicos da “matemética purd’. Apesar de
conter menos exercicios, as discussdes foram bastante ricas. A percepcdo das sutilezas (a
diferenca entre isometria e simetria), as questdes sobre percepcbes que as pessoas tinham
sobre subgrupos e isomorfismos (no quadro estava o conceito formal, mas falamos sobre

como as pessoas percebiam, de fato, aquilo).

Antes, porém, de aprofundar no tema, perguntei aos alunos se eles ja haviam estudado

0 assunto e se lembravam dele. Todos responderam afirmativamente, com excecédo de F:

“De teoria dos grupos eu s6 me lembro do nome. Ja faz bastante tempo. Acho que

minha graduacéo ja expirou!”

Mesmo com bastante interacdo e discussdes, a aula foi cansativa, ja que na maior parte
do tempo foi expositiva e sem atividades. Apenas duas atividades foram desenvolvidas com

os alunos: fazer a tdbua de multiplicagcdo dos grupos ciclicos e diedrais.
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ATIVIDADE 6: Complete a tabua de multiplicacédo do C,.

e R R? R®

ATIVIDADE 7: Complete a tabua de multiplicacdo do D,.
e R R | R® S | RS | RS | RS

RS

R%S

R3S

Ai surgiram elementos bem interessantes! P (aluno do terceiro ano de licenciatura)
falou sobre a maneira como era praxe fazer a composicao de operacdes na aula de estruturas
algébricas, sem perceber gque isso se tratava de uma convencdo, e que o grupo estava fazendo

0 contrario do que haviamos combinado momentos antes. O aluno R, que hoje estava bem
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disposto, comentou sobre a lembranca de grupos diedrais na disciplina de estruturas
algébricas, mas que ndo tinha idéia para qué servia. Quando foi feita pelo pesquisador a
relacdo entre o nimero 2n de elementos do grupo diedral com a quantidade par de divisdes do
plano para que houvesse reproducdo perfeita de imagens, e com o nimero 2n de regides do
plano que aparece na divisdo de um poligono regular de n lados por n linhas de simetria, ele

ficou bem entusiasmado. Percebi certo brilho no seu olhar!
Aluno R:

“Puxa, € verdade! SO dava certo no espelho quando aparecia um namero par de

regides!”
Professor pesquisador PP:
" E nas linhas de simetria dos poligonos regulares, o que ocorria?”
Aluno R:

“ E mesmo, as linhas de simetria faziam aparecer uma quantidade par de regides do

plano”

Figura 6.12: Espelhos formando angulo de 60° e as linhas de simetria do triangulo equilatero
(visualizacdo das trés reflexdes e trés rotacfes do grupo de simetria D3 do tridngulo)

Novamente foi possivel notar o efeito do uso de espelhos. E comum, nas disciplinas de
algebra do curso de formacdo de professores, fazer a relacdo de grupos ciclicos e diedrais com
rotacdes e reflexdes em poligonos regulares. O aluno R, que cursava o0 quarto ano de
licenciatura, havia concluido a disciplina de estruturas algébricas ha, no maximo, um ano e
meio (final do seu segundo ano) e ndo fazia associacdo entre esses dois assuntos! Ha quinze

dias ele havia feito neste curso de extensdao um exercicio, no qual era proposto que fossem
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tracadas linhas de simetria dos poligonos. Mas a associacdo que ele fez, apesar de ter estudado
esses contelidos téo recentemente, foi com o caleidoscopio, com a reproducédo de imagens dos
espelhos e a quantidade de regides do plano que ocorria nessas circunstancias. Esse episodio
nos leva a crer que o uso de materiais manipulaveis, em particular, os caleidoscopios,
associado a metodologia de Resolucdo de Problemas tem importancia fundamental para

identificar e relacionar os contetidos desenvolvidos em sala de aula.

Agora, depois de discutir simetria no senso comum, sob o ponto de vista algébrico, e
conhecer o caleidoscopio, sabendo como ocorre a formacao perfeita de imagens, usariamos

esses conhecimentos para estudar os Ornamentos Planos.

O primeiro a ser abordado foi o tipo de Roseta que apresenta apenas simetrias de
rotacdo e que sdo caracterizadas algebricamente pelos grupos ciclicos, que haviamos estudado
no encontro anterior. No momento dos exemplos, alguns alunos, especialmente L, ficaram na

duvida se esse tipo de ornamento podia ou ndo ser visto com o uso de caleidoscpio.

Figura 6.13: Roseta que apresenta apenas rotacdo de 90°

A abordagem sobre Rosetas que possuiam reflexGes comecou através de atividades.
Antes, porém, P percebeu que, embora eu ndo tivesse dito, esse tipo de ornamento tinha

também rotacdes, ja que o produto de duas reflexdes é uma rotagéo.
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Figura 6.14: Roseta, feita com o auxilio do Kali, que apresenta 5 rotacdes e 5 reflexdes

A atividade 8 comecou com a retomada da aula anterior, uma vez que perguntava
sobre o grupo ciclico estudado na segunda passada. O outro exercicio gerou mais debates, ja
gue a pergunta versava sobre um conjunto que ndo caracterizava um grupo. Foi pedido para
que eles completassem aquele conjunto para que se desse a configuracdo de grupo. Como 0s
alunos estavam com um quadrado de cartolina @ mao para executar as operacfes do grupo, a
execucao e o entendimento do conceito trabalhado na aula passada foi muito mais réapido,
prazeroso e eficiente. Impressionante como um material concreto auxilia no entendimento de

conceitos téo abstratos!

ATIVIDADE 8: Veja se o conjunto {i, R, R? R}, onde R é a rotacdo de um quarto de volta, com
a operacao de composi¢édo de fun¢cdes compde um grupo. Fagca o mesmo para o conjunto {i,
v, h}. (Fazer a tabua de operacdes talvez seja uma boa idéia!)

1 4

posicao inicial

O manuseio do pedaco de cartolina era intenso, as discussfes surgiam. Um grupo fez
em aproximadamente 20 minutos, a tdbua que demorou mais de uma hora para ser construida

no encontro anterior, isso ja na atividade 9. Pedi também para que se formassem, com aquelas
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8 simetrias, grupos de 1,2, 4 e 8 elementos e tentassem formar também com 3,5,6 e 7. Um
caso particular do Teorema de Lagrange, subgrupos, elemento neutro e elemento inverso.

Quantos conceitos se tornaram mais naturais com essa atividade!

ATIVIDADE 9: Quais grupos de simetria conseguimos formar, a partir das 8 simetrias
mencionadas, com 1 elemento? E com 2? E com 4? O conjunto {i, R, R% R% V, H, Ty, T }, das
oito simetrias do quadrado é um grupo? Existem grupos dessa natureza com 3, 5, 6 e 7
elementos? Por qué?

Figura 6.15: Reflexdes e rota¢fes usando um pedacgo de cartolina

Um grupo demorou para usar o quadrado de papeldo e ainda fazia desenhos no
caderno para encontrar a composicdo de simetrias. Enquanto ouvia a pergunta de um dos
integrantes, comecei a reproduzir na cartolina as combinacGes de operacGes que ele dizia. O
resto do grupo ndo se deu conta, mas ele percebeu e passou a manusear o material
manipulavel. Assim, a sistematizacdo do conhecimento para resolver a atividade proposta se

deu mais rapida e eficientemente.
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Figura 6.16: Descobrindo o quadrado de cartolina

A atividade 10 propunha o raciocinio inverso. Ao invés de olhar para o desenho e
dizer o grupo correspondente, olhava para o grupo e fazia o desenho. Um dos grupos ja fazia
os desenhos pressupondo que as reflexGes eram espelhos. Eles terminaram o exercicio com

bastante antecedéncia em relacdo ao outro grupo. O espelho ja comecara a surtir “efeito”!

ATIVIDADE 10: Faca um desenho que possua como grupo de simetria 0s conjuntos citados
abaixo.

e

e {i, R%, onde R é meia volta.

e {i,R, R%, onde R é uma rotacéo de 120° em relagéo ao centro da figura.

e {i,R, R% R, onde R é uma rotagdo de 90° em relagéo ao centro da figura.

e {i,V}, onde V é areflexdo em relagdo a um eixo de simetria.

e {i,V, H, R%, onde V e H sdo reflexdes em relacéo a eixos de simetria perpendiculares.
e {i, R,R% Ey, E,, E5}, onde os E; sdo eixos de simetria equidistantes e R é uma rotacéo

de 120°.

Por fim, fui ao quadro e caracterizei aqueles grupos como ciclicos e diedrais e
concluimos que era possivel enxergar as operacfes do grupo, que agora ja era algo bem mais
palpavel, com o uso de espelhos articulados. Todos ficaram euféricos e se revezavam na
frente do espelho para ver refletido o que haviam acabado de estudar! Sempre havia algum
aluno pensando, refletindo e logo estava ele 14, me perguntando mais alguma particularidade

ou algum porqué. Que diferenca da passividade da aula anterior!
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Nesse dia a aula se estendeu para além das 22h30. Onde estava 0 cansago dos dias
anteriores? Quanta disposicdo para falar do assunto ou voltar para dar mais uma espiadinha no

caleidoscdpio e comentar, como fez Q:
“Nunca imaginel queia pensar em algebra na frente do espelho” .

Em tempo, o aluno T afirmou que ficou um pouco zonzo depois de rodar tanto o
quadradinho de cartolina. Uma maneira bem humorada de relatar o quanto foi Gtil a

manipulagdo daquele pequeno objeto.

O préximo encontro ocorreu depois de um pequeno imprevisto. Originalmente ele
seria na segunda-feira de uma semana que continha um feriado prolongado. Como nenhum
aluno mencionou que viajaria naquela semana (alguns alunos sdo de Mato Grosso, Juiz de
Fora-MG, e outros iam para um congresso no nordeste) s6 percebi o fato na quinta-feira que
precedia a aula em questdo. Resolvi consulta-los, por email, para saber se seria mais
conveniente para 0 grupo caso aquela aula fosse transferida para a semana subsequente.

Diante da concordancia de todos, foi resolvido o problema.

As discussOes iniciaram-se com uma breve recordagdo dos dois tipos de Rosetas
existentes e da definicdo de Faixas e Frisos. Durante uma das atividades percebi que a
definicdo mais ingénua de Frisos era incompleta (ao ser limitado por duas retas paralelas pode
ocorrer uma Faixa em que ndo haja nenhuma repeticdao, nenhuma translacgéo, isto €, nenhuma

simetria).

Figura 6.17: Faixa limitada por duas retas paralelas com auséncia de simetrias

A atividade 11, proposta logo em seguida, solicitava que os grupos fizessem um
desenho no papel (ndo necessariamente assimétrico, embora isso propositalmente ndo tenha
sido explicitado) e tentassem visualizar Faixas usando dois espelhos (né&o articulados) que Ihe
foram entregues. Ao longo da atividade os alunos perceberam que a condicdo para a
reproducdo de Frisos era que os espelhos se posicionassem paralelamente (condicdo ja

estudada), que o fato do desenho ser simétrico ou ndo é que determinava tipos diferentes de



126

Frisos e que, na reproducdo com o auxilio de espelhos, sempre ocorreria reflexdo vertical,
além da translacdo que ocorre em todos os Frisos, de acordo com sua defini¢do. Os alunos
encontraram duas possibilidades de formacéao de Faixas, que foram registradas no quadro para
que eles as comparassem. Mencionei que havia uma terceira, mas nao disse qual. Era
reforcada a ideia desenvolvida da aula anterior (de ficar atento a regra de repeticdo e ndo ao
desenho que se repete) de que ja ndo olhdvamos mais tanto para os modelos, mas sim para as
simetrias. J& era comum ouvir as pessoas dizendo que dois ornamentos eram iguais, mesmo
tendo aparéncia completamente diferente. Isso foi bastante motivado por eu ter colocado as
simetrias de cada uma das faixas ao lado delas (eu as desenhei lado a lado para um maior

destagque, como aparece na foto.)

ATIVIDADE 11:

a) Faca um desenho numa folha de papel. Usando dois espelhos planos, crie imagens
diversas. Quais sao as condicdes (relativas as posi¢des dos espelhos) para que o
ornamento inventado seja uma Faixa?

b) Quantos e quais tipos diferentes de Frisos (no que diz respeito as simetrias
presentes) sdo possiveis de visualizar nessas condi¢cdes?

Figura 6.18: Faixas criadas pelos grupos

A proxima atividade foi a de criagdo de Frisos que ndo podiam ser vistos com espelhos
paralelos. Ambos 0s grupos questionaram se isso era possivel. Um dos grupos logo percebeu
que existia uma faixa contendo apenas a translagéo, e desenhou RR R R R R R R. O outro
grupo desenhou uma parecida com essa. Logo vi que essa era uma atividade dificil. Passados

alguns instantes, o primeiro grupo desenhou a faixa BBBBBBB, mas antes questionou sobre a
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sua visualizacdo porque, aparentemente, essa poderia ser vista com o auxilio de um espelho
infinito (posicionado sobre a linha de simetria central da Faixa). Ao serem perguntados se ela
poderia ser vista com os espelhos que eles tinham a mao, eles logo perceberam o equivoco.
Era a questdo do infinito “dando as caras”! O outro grupo desenhou outra faixa “igua” a
primeira, no que diz respeito as simetrias. Desenhei no quadro as faixas, discutimos sobre as
simetrias presentes e ainda desenhei outra Faixa formada apenas por translacdo e meia volta.
Ai cometi um primeiro erro grave: disse que havia sete tipos diferentes de faixa. Em minha
opinido, dizer o nimero delas faria com que os alunos que chegassem a um ndmero menor
ficassem tentando procurar as que estariam faltando, e os que encontrassem sete (fato que néo
aconteceu) parariam de procurar outras. Com esse comentario, sem perceber, limitei a

capacidade de criacdo dos grupos!

ATIVIDADE 12: Algumas Faixas ndo podem ser visualizadas com o auxilio de espelhos. Vocés
conseguem dar um exemplo de uma? Desenhe um ou mais Frisos desse tipo.

Enquanto comentava sobre a atividade 13, percebia pessoas de um dos grupos falando
sobre possibilidades e combinacdo de isometria nas faixas. Dei vazdo a esses argumentos e
reforcei que nosso estudo encarava os desenhos de duas maneiras: globalmente e percebendo
a relacdo entre a parte e o todo. Embora essas duas maneiras de perceber simetria ja tivessem
sido ressaltadas, era perceptivel que a segunda estava mais presente nas analises.
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ATIVIDADE 13: Estude, com o auxilio da tabela abaixo, quais dos 16 tipos de Frisos sdo (ou
nao) possiveis.

Refl.
Refl. )
Meia-
Verti- Hori- RD Modelos
Volta
Cal zontal

A atividade 13 foi a da tabela de composicdo de isometrias (cuja versao preenchida
encontra-se na tabela 5.1). Enquanto uns alunos escreviam as 16 possibilidades e
identificavam as 5 desenhadas no quadro, outros comecavam a perceber quais eram

impossiveis. Ter reflexdo horizontal sem ter RD, duas reflexdes sem ter meia volta. Ai cometi
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outro erro grave: disse que se entre reflexdo vertical (Rv), reflexdo horizontal (Rh) e meia-
volta (MV), se existissem duas delas, certamente, existiria a terceira. 1sso é falso, embora seja
um caso muito peculiar, mas assim, influenciei erroneamente os dois grupos e fiz com que
pelo menos um deles ndo conseguisse identificar o penultimo tipo de faixa que faltava, o que
continha apenas RD (além da translacdo, sempre presente). Foi mencionado que esse Friso ja

havia sido apresentado a turma, era a imagem das pegadas (figura 6.3).

DA P \ S W S A
AVEEE aual (NN /aRaV SN FanaV @

Figura 6.19: Faixas com MV, Rv e sem Rh

Meus erros fizeram com que a aula de hoje ndo fosse muito boa em alguns sentidos.
No entanto, fiquei cada vez mais convencido de que deixar as pessoas descobrirem as coisas é
o melhor caminho! E a metodologia de Resolucdo de Problemas associada ao uso

caleidoscdpio ajuda muito nesse sentido.

Terminei a aula alegando (depois de ter me confundido com a analise geométrica
sobre a faixa que tinha reflex&o vertical e MV, sem ter Rh), que a maneira mais “segura’ de
fazer aquela andlise era estuda-la sob o ponto de vista algébrico. Surgiu ai a necessidade de
fazer a mudanca da analise dos Frisos: do geométrico para o algébrico. Um assunto para o

proximo encontro.

Iniciamos essa aula retomando as questdes estudadas na semana anterior. Assim, sob
olhar da algebra, retomamos as reflexdes sobre as simetrias pares (que ao contrario das
impares, formam grupo) baseado na estratégia usada na aula anterior de ir incluindo simetrias
a um determinado conjunto e examinar se, no novo conjunto, verificava-se a condi¢do do

fechamento, e a consequiente composi¢do dos 7 grupos de faixas.

O aluno L, muito cansado, foi embora mais cedo. Percebo que as pessoas estavam
bem exaustas e cheguei a duas conclusdes: que foi um acerto oferecer 0 curso no comego do
semestre e que, caso fosse um curso de maior duracao, seria preciso aloca-lo em outro horario

para nao correr o risco de ficar sem alunos.
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A aula seguiu, fazendo-se um resumo sobre nossas discussdes e conclusdes a respeito
das possibilidades de Faixas. Agora, faziamos o reconhecimento desses Frisos a medida que
eram projetadas fotos e ilustragdes no projetor. Reforcamos as questdes das simetrias
presentes e de quais poderiam ser reproduzidas com espelhos. Em seguida, sugerimos o
exercicio inverso: partir das simetrias e tentar descobrir como seriam as faixas. Nesse
momento, apresentei o software Kali. Com o0 auxilio dessa ferramenta computacional criamos

Frisos de maneira rapida e interativa.
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Figura 6.20: Papel de parede sendo criado no Kali

O tema desenvolvido no ultimo dia de aula versava sobre as questes que envolvem 0s
17 tipos de Padrbes vistos no capitulo anterior. Ressaltamos a historia da abordagem
matematica, o fato de que o artista pode saber da existéncia de apenas 17 Papéis de Parede
sem aqueles argumentos (matematicos). Foi mencionado o trabalho de Escher (havia estudado
um pouco sobre as diferentes fases da sua obra) e, em seguida, passamos a tratar da parte

exclusivamente matematica.
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Figura 6.21: Dois dos sete padrdes que podem ser visualizados com caleidoscépio e suas
respectivas bases
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Figura 6.22: Dia e noite, de M. C. Escher

Iniciei falando das simetrias que poderiam estar presentes: translacbes em duas
direcdes diferentes, reflexdes e suas composi¢coes, RD’ s e rotagoes.

A restricdo cristalografica trata das rotacfes possiveis. Depois de abordarmos esse
tema, central nos estudos dos Wallpapers, passamos a apresentar as suas 17 variagoes.
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Discutimos sobre as simetrias presentes, sobre 0s n-centros, sobre cada célula basica
ser um grupo ciclico ou diedral e a respeito das translaces nas duas direcdes; que essas duas
dire¢des podem ser consideradas de maneira diferentes na mesma figura. Observando os
Padrbes, concluimos quais podem ser vistos por caleidoscdpios e quais as caracteristicas da
base caleidoscopica (tanto a simetria da base como o tipo de caleidoscopio) sdo necessarias

para visualizar cada um deles.

Apbs essa apresentacdo, distribui os espelhos para que eles visualizassem os sete (dos
17) tipos possiveis. Esta foi a atividade 14: a visualizagcdo dos Padrdes com caleidoscopio.
Mais uma vez me espantei positivamente com a reagdo das pessoas quando se deparam com

os caleidoscopios!

Finalmente, mostrei a reproducdo dos Papéis de Parede no kali e distribui as Gltimas

duas atividades, que deveriam ser respondidas individualmente.

A atividade 15 indagava se, depois de participar do curso, as pessoas melhoraram a
percepcao sobre as simetrias presentes nas imagens e objetos presentes no seu cotidiano.

ATIVIDADE 15: Depois de participar do curso, vocé acha que ficou mais atento as simetrias
presentes do seu cotidiano?

Todos os alunos responderam afirmativamente a essa pergunta.

Os alunos F e E lembraram que agora eles notavam 0s outros tipos de simetria, ao

contrario de antes, que sé se atentavam as reflexdes.

O aluno R, respondeu positivamente e destacou a relagdo entre o questionamento que
fazia a si mesmo, sobre o porqué de ensinar matematica, e o fato dela estar presente nas coisas
da vida. Mencionou que um de seus objetivos enquanto professor € trazer a matematica para o

dia-a-dia das pessoas e que a simetria tornava isso possivel.

A atividade 16 retomava a pergunta feita no primeiro dia de aula:
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ATIVIDADE 16: Responda:
a) O que vocé entende por Simetria?

b) Quais contetidos matematicos da escola basica podem ser relacionados com o tema
Simetria?

As respostas agora estavam bem diferentes das fornecidas inicialmente. As pessoas,
em geral, usaram argumentos relacionados as isometrias e transformagfes geométricas no

plano. O aluno P, por exemplo, disse:
“ Smetria € uma isometria em relagdo a uma figura.”

Embora a resposta ndo esteja completamente correta'’, pode-se notar que o aluno ja

relacionava simetria com transformacdes geomeétricas.
O aluno L, vai mais longe:

“ Smetria € uma isometria que fixa certa figura considerada. As isometrias conservam
a distancia e outras propriedades como medidas de angulos, relacéo de estar entre, ponto

médio, etc.

As simetrias sdo caracterizadas por movimentos rigidos de rotacdo, reflexao,

translacdo e reflexao deslizantes que, sel ecionadas adequadamente formam grupos.”

Em relacdo a segunda parte da pergunta, sobre a relacdo com o0s contetdos
matematicos, além dos que ja haviam sido citados no inicio do curso, surgiram outros, entre
0s quais destacamos Transformagcfes Geométricas, Teoria dos Grupos, Grupos de Simetria e

Isometrias. O aluno R chamou atencéo quando relacionou simetria com a nogéo de infinito:

“ Fungdes, geometria plana (poligonos, angulos, bissetriz, mediatriz) e a nocao de

infinito, quando posicionamos um objeto entre dois espel hos planos paralelos.”
Distribui também a avaliacdo institucional do curso de extensao.

E, por ultimo, fizemos uma discussdo em grupo sobre as impressdes que cada um teve
no curso. Considerando essas falas em conjunto com a avaliacdo escrita da atividade didatica
entregue pelos participantes, podem-se destacar criticas e elogios.

" Uma simetria em relagéo a figura F é uma isometria que fixa F.
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Além do horario do curso, que ndo agradou a alguns participantes surgiram

contribuicdes importantes como:

e a elaboragio de um ndmero maior de atividades envolvendo recursos
computacionais;

e ser dado mais énfase a fase de percepgdo dos conhecimentos prévios dos alunos a
respeito de Simetrias e Ornamentos Planos;

e estabelecer relagcdes do tema com matematica aplicada e

e caso houvesse mais tempo de curso, ser feito um aprofundamento maior nas

propriedades algébricas das simetrias.

A primeira observacao foi percebida pelo professor no Gltimo dia de curso, quando o
recurso computacional foi bastante utilizado. A apresentacdo de outros softwares e a
ocorréncia mais acentuada desse recurso poderia ter sido mais bem explorada no decorrer das
atividades. A segunda, 0 questionamento e o aproveitamento dos conhecimentos prévios dos
alunos sobre o tema foram feitos, respectivamente, na primeira atividade e no decorrer do
primeiro dia de aula. Talvez essa questdo também pudesse ter sido mais explorada. Quanto a
terceira observacdo, ndo foi o objetivo da pesquisa estabelecer uma relacdo mais profunda
com a matematica aplicada, embora, no caso de um curso um pouco mais longo, essa questao
também pudesse ser contemplada. Em relacéo a quarta opinido, esse tambem era o desejo das

pessoas que idealizaram e executaram esse trabalho de pesquisa.

No que diz respeito aos aspectos positivos, foi destacada a relacdo da &lgebra com
“coisas do mundo real” e o significado que isso pode dar aos conceitos abordados em teoria
dos grupos (fechamento, subgrupo, comutatividade). Os materiais manipulaveis,
especialmente o caleidoscopio, também foram bastante elogiados. Outro ponto positivo
apontado foi a relacdo da algebra com os tdpicos do ensino basico no sentido de ajudar o
futuro professor ou o professor a fazer essa relacdo. A possibilidade de trabalhar simetria
como um projeto na escola basica foi levantada assim como foi mencionado que o contetido
do curso ajudaria o professor a ter um respaldo tedrico mais robusto para propor e
desenvolver uma atividade desse tipo. Estamos diante da fase final do modelo de Romberg, a
de coletar e interpretar evidéncias, relatar e analisar os resultados e apontar limitacGes,

contribuigdes e possibilidades que emergem desta pesquisa.
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7. CONSIDERACOES FINAIS

Inserida na &rea de investigacdo da Educacdo Matematica, particularmente na
Educacdo Matematica no Ensino Superior, esta dissertacdo teve carater qualitativo e foi
baseada na proposta metodologica de Romberg (ROMBERG, 1992).

Durante a fase de pesquisa bibliografica nos chamou atengéo a escassez de trabalhos
na Educacdo Matematica sobre esta tematica. Na literatura consultada sobre ornamentos
planos, na maioria das vezes o nivel abordado estava muito além ou muito aqguém do que
pretendiamos, o que nos levou a produzir um texto de forma a preencher essa lacuna que, sem
perder o embasamento matematico formal, contivesse uma estrutura cuja leitura fosse mais
fluente, mais acessivel ao futuro professor e, por vezes se valesse de resultados anteriormente

provados sem a preocupacéo do rigor da demonstracdo formal nos argumentos.
Assim, o0 objetivo deste trabalho de pesquisa foi:

Produzir um conjunto de atividades para analisar como o uso do caleidoscopio
pode contribuir no ensino de grupos de simetria e transformacdes geométricas em

cursos de graduacdo em Matematica.

Apo6s pesquisar a bibliografia referente a ornamentos planos e a utilizacdo de
caleidoscépios com 0s respectivos embasamentos tedricos que sustentaram 0
desenvolvimento do tema, elaboramos uma proposta de ensino que foi avaliada durante a
aplicacdo de um curso de extensdo oferecido a um grupo de alunos do curso de matematica,
de mestrado em Matematica e mestrado e doutorado em Educacdo Matematica desta

instituicdo, além de um professor da rede publica de ensino.

As atividades foram produzidas considerando o uso de materiais manipulaveis,
especialmente o caleidoscopio e utilizando a Resolucdo de Problemas como metodologia de
ensino. Os estudantes utilizavam os jogos de espelhos para tentar reproduzir os ornamentos
planos e, mediante os encaminhamentos feitos pelo professor/pesquisador, eram feitas
analises a respeito das possibilidades e impossibilidades de visualizacdo dos ornamentos
ancoradas em argumentos algébricos (da teoria dos grupos de simetria) e geométricos (das

transformacdes geométricas).
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Tal combinacdo se revelou eficaz a medida que os alunos do curso mostravam
bastantes interessados diante de atividades que utilizavam caleidoscépios. Muitas vezes 0s
participantes da pesquisa relacionavam as situacdes com conceitos desenvolvidos através do
uso do caleidoscopio e ndo com os abordados durantes as aulas tedricas de Teoria dos Grupos
do curso em questdo (e possivelmente as da disciplina de Algebra cursadas durante a
graduacdo ou mestrado). Esta percepcdo leva a crer que o uso de espelhos e as
“demonstragdes praticas’ propostas por Coxeter (1948) contribuem de maneira significativa
para o aprendizado de Grupos de Simetria uma vez que estamos relacionando um contetdo
bastante abstrato com imagens e elementos da vida cotidiana que permitem visualizacdes e

manipulagdes.

O fato de ndo contemplar o ensino do tema para cegos é uma limitacdo desta
dissertacdo. O uso de materiais ou estratégias que privilegiassem outros sentidos além da
visdo como o tato (materiais em alto relevo) e a audicao (o estudo da métrica e do ritmo de
musicas e poesias) poderia auxiliar nesta questao, o que abre caminho para futuras pesquisas

na area.

O tempo foi um fator que impds limitagOes ao curso. Dentre estes limites estiveram a
pouca énfase aos conhecimentos prévios dos alunos sobre o tema e a auséncia da proposta de
pesquisar a ocorréncia de simetrias nas mais diversas situacfes do cotidiano. Esses saberes
prévios surgiram no decorrer do curso como, por exemplo, quando foi relatado que os jogos
de espelhos eram utilizados em lojas de materiais de construcdo para reproduzir como ficaria
0 piso ou a parede se fossem utilizadas essa ou aquela opcgdo de azulejo ou revestimento

ceramico.

O tempo reduzido fez com que o aprofundamento das questes algébricas também
ficasse aquém do que era esperado pelo pesquisador. Por exemplo, tinhamos interesse em
discutir o estudo das Faixas nesse aspecto com mais detalhes, o que ficou impossibilitado por

ser uma tarefa mais longa.

Quanto ao estudo dos Padrbes, em particular a analise algébrica que justifica a
existéncia de apenas 17 tipos de Grupos Cristalogréaficos, acredito ser esta outra possibilidade
que surge desta pesquisa podendo ser abordada, inclusive, a relacdo entre os grupos gerados
pelas bases geradoras e as bases transformadas, estudadas por Almeida (2003) e Murari

(1999). Essas duas bases, embora ao serem posicionadas entre o0s espelhos de um
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caleidoscopio reproduzam o mesmo Papel de Parede, elas parecem ser representadas por

diferentes grupos de simetrias.

Estes dois autores também desenvolveram pesquisas sobre as pavimentagdes do plano.
A relacdo entre os dezessete tipos possiveis de Papéis de Parede e as onze possiveis
pavimentagdes uniformes do plano, também é outro caminho aberto por este trabalho ja que
essa diferenca de quantidades sugere que algumas pavimentacOes sdo caracterizadas de mais
de uma maneira quando falamos de Grupos Cristalograficos, como mostra a figura 5.58.
Ainda nessa linha de raciocinio, é sete a quantidade de Padrdes que podem ser visualizados
com o uso do caleidoscopio, ao passo que com esse instrumento é possivel reproduzir 10 tipos

de pavimentac0es diferentes.

No que diz respeito ao objetivo do trabalho, ressalto que este conjunto de atividades
ndo constitui uma “receita’ de como abordar os contelidos de Grupos de Simetria e
Transformacdes Geomeétricas, mas sim um caminho que indica uma alternativa viavel e
interessante para a abordagem destes tOpicos, que deve ser adaptada as circunstancias e

necessidades do professor.
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ANEXO: Conjunto de atividades elaboradas

ATIVIDADE 1: Existe alguma regra que caracteriza cada uma das figuras a seguir? Qual?

a) b)
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ATIVIDADE 2: Chamamos de linha de simetria a reta que divide a figura em duas partes,
onde uma é a reflexdo da outra. Quando a figura possui simetria rotacional, chamamos de
centro de rotacdo da figura o ponto sob o qual o desenho poderia ser girado segundo um
determinado angulo. Nas figuras a seguir, determine as retas de simetria e 0s centros de
rotagdo, caso ocorram.

a) b)
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ATIVIDADE 3: E possivel, com o uso de espelhos articulados, obter um angulo de 120°? E um
angulo de 90°? Quais angulos podemos obter usando adequadamente o caleidoscopio de

dois espelhos articulados? Justifique, com poucas palavras, as respostas acima.

ATIVIDADE 4: Coloque um objeto completamente assimétrico entre os espelhos (usando 0s
valores dos angulos obtidos na atividade anterior), uma tampa de caneta, por exemplo.
Quantas imagens, contabilizando também o objeto real, sdo obtidas com os espelhos
posicionados a 120°? Compare as imagens. Vocé notou alguma peculiaridade? Podemos
afirmar que as imagens sdo reflexfes perfeitas umas das outras? Refaca o exercicio com 0s

espelhos a 90°, a 72° e a 60°. A qual conclusé&o vocés chegaram?

ATIVIDADE 5: Visualizagdo de imagens no caleidoscépio de trés espelhos.

ATIVIDADE 6: Complete a tabua de multiplicacdo do Cj.

e R R? R®
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ATIVIDADE 7: Complete a tabua de multiplicacdo do D,.
e R R | R® S | RS | RS | RS

RS

R%S

R3S

ATIVIDADE 8: Veja se o conjunto {i, R, R? R}, onde R é a rotacdo de um quarto de volta, com
a operacao de composi¢ao de fungdes compde um grupo. Faca o mesmo para o conjunto {i,
v, h}. (Fazer a tabua de operacdes talvez seja uma boa idéia!)

1 4

posicao inicial

ATIVIDADE 9: Quais grupos de simetria conseguimos formar, a partir das 8 simetrias
mencionadas, com 1 elemento? E com 2? E com 4? O conjunto {i, R, R% R%, V, H, Ty, T, }, das
oito simetrias do quadrado € um grupo? Existem grupos dessa natureza com 3, 5, 6 e 7

elementos? Por qué?
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ATIVIDADE 10: Faca um desenho que possua como grupo de simetria 0s conjuntos citados

abaixo.

{1}

{i, R%, onde R é meia volta.

{i, R, R%, onde R é uma rotacéo de 120° em relacdo ao centro da figura.
{i,R, R? R%, onde R é uma rotacdo de 90° em relacéo ao centro da figura.
{i, V}, onde V é a reflexdo em relagdo a um eixo de simetria.

{i, V, H,R%, onde V e H sdo reflexdes em relacéo a eixos de simetria perpendiculares.
{i, R, R% Ey, E, E3}, onde os E; sdo eixos de simetria eqtiidistantes e R é uma rotago

de 120°.

ATIVIDADE 11:

a) Faca um desenho numa folha de papel. Usando dois espelhos planos, crie imagens
diversas. Quais sao as condicdes (relativas as posicdes dos espelhos) para que o
ornamento inventado seja uma Faixa?
b) Quantos e quais tipos diferentes de Frisos (no que diz respeito as simetrias

presentes) sdo possiveis de visualizar nessas condi¢cdes?

ATIVIDADE 12: Algumas Faixas ndo podem ser visualizadas com o auxilio de espelhos. Vocés

conseguem dar um exemplo de uma? Desenhe um ou mais Frisos desse tipo.

ATIVIDADE 13: Estude, com o auxilio da tabela abaixo, quais dos 16 tipos de Frisos sdo (ou
nao) possiveis.

Refl.

Verti-

Cal

Refl.

Hori-
zontal

Meia-

Volta

RD

Modelos
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ATIVIDADE 14: Visualizacdo dos Padrbes com caleidoscopios de trés espelhos.

ATIVIDADE 15: Depois de participar do curso, vocé acha que ficou mais atento as simetrias
presentes do seu cotidiano?
ATIVIDADE 16: Responda:

a) O que vocé entende por Simetria?

b) Quais conteddos matematicos da escola basica podem ser relacionados com o tema
Simetria?
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