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RESUMO

Nesta dissertacdo é apresentado um estudo sobre tunelamento quéntico em potenciais

biestaveis.

Os sistemas analisados consistem de potenciais duplos quadraticos simétricos e
assimétricos, visando determinar os tempos de tunelamento caracteristicos. E estudado o

fendmeno da ressonancia nas transi¢es quanticas na presenca de uma perturbacéo.

S&o obtidos os niveis de energia para diferentes valores da largura e profundidade dos

pocos, e também, da largura da barreira de potencial entre 0s pocos.

PALAVRAS-CHAVE: Poco Duplo Quadrado Unidimensional Assimétrico,

Tunelamento, Fotossintese.



ABSTRACT

In this dissertation a study is presented on quantum tunnelling in double potentials

steady.

The analyzed systems consist of symmetrical and asymmetrical quadratic double
potentials, seeking to determine the times of characteristic tunnelling. It is studied the

phenomenon of the resonance in the quantum transitions in the presence of a perturbation.

The levels of energy are obtained for different values of the width and depth of the wells,

and also, of the width of the potential barrier among the wells.

KEYWORDS: One Dimensional Asymmetric Double Square Well, Tunneling,

Photosynthesis.



LISTA DE FIGURAS

2.1 Variagéo, com respeito a o , da probabilidade de transico P, (t;e) ......ccoevvvverervvcserereene, 30
3.1 Gréfico da variagdo das energias E, e E_ em relacéo a diferenca de energia A ............. 39
4.1 Representacéo do potencial V(x) do Pogo SIMELIICO ........ccvvvevevereerceeiiercrerer e, 47
5.1 Representacio do potencial V(x) do pogo assimeétriCo ..........coeveveveeerereeeeieeeeeeeeeeeeeeeeeene 59
5.2 Variagdo de energia A¢ x arazdo dadistancia L e alargura a dos pogos ...........ccceue.e. 69
6.1 Dois niveis de energia devido as intersecgdes das curvas para a =1x107""m ..........cc.cc..... 74
6.2 Dois niveis de energia devido as intersecgdes das curvas para a=1,2x10""m ................... 75
6.3 Quatro niveis de energia devido as interseccdes das curvas para a=1,5x10""m ............. 75
6.4 Quatro niveis de energia devido as interseccdes das curvas para a=1,8x10""m................. 76
7.1 Gréficode P, (t)e Po(t) X t5COM @D coveveveiireeeiereeeeiee et 86
7.2 Gréficode P, (1) e Po(t) X 15 COM @Z0  woovvvveveriiereeiieieee et 87
C.1 Um poco de potencial quadrado infinito ...........ccccoeiiiiiiiiiiece e 106
D.1 Um poco de potencial quadrado finito em um dos eXtremos ............ccecvveveeveveececeecnnenn, 112
D.2 Gréfico de |sen ka| em fungdo de k, e regides onde a cot Ka< 0 .......cccevevverrererrnennnne, 116
D.3 Autovalores da energia para uma barreira de potencial de 1X10° eV ...........cccovevruvinene. 117
E.1 Autovalores de energia para o potencial V, = 8,010X10 7% J .......cccoevrrimrvirreierienieseeens 119

E.2 Autovalores de energia para o potencial V, = 1,602X10 77 J ......ocereiienerncierieniesennns 119



E.3 Autovalores de energia para o potencial V, = 4,806X 1077 J ....ccocurrrinencenrinrinneneeeeeens 120
E.4 Autovalores de energia para o potencial V, = 8,010X10 7% J ......cocovrrrinrninrinrinieneeeens 121
E.5 Autovalores de energia para os potenciais V, = 8,010x10**Je V,=2,0925x 10" J ........ 122
E.6 Autovalor da energia E, = 4,349x107**J para V,=8,010x10™"*J e V, = 2,0925x10""J .. 123
E.7 Autovalores de energia para os potenciais V, = 8,010x10**Je V,=1,602x10"'J .......... 124

E.8 Autovalores de energia para os potenciais V, = 8,010x10**Je V,= 4,806x107"" J........... 124



LISTA DE TABELAS

4.1 Relacéo entre o potencial e 0s niveis de energia N0 Pogo SIMPIES ........ccccevvervirierrinienn 55
4.2 Relacéo entre o potencial e os niveis de energia no pogo duplo SImétrico ..........c.cccvweee. 56
4.3 Relacéo entre o potencial e 0 tempo de tunelamento ..........ccccceceeieicevisvene e 56
5.1 Relacéo entre o potencial e 0s niveis de energia no pogo duplo assimétrico ..................... 67
5.2 Relacgéo entre o potencial e 0 tempo de tunelamento ..........ccccevereeieie s 69
6.1 O tempo de tunelamento T, em fungéo da distancia L do pogo SImetrico ....................... 72
6.2 O tempo de tunelamento T, em func¢do da largura a do pogo SIMELrico ............ccevrvnne. 73
6.3 O tempo de tunelamento T, e T, em fungdo da largura a e L do pogo simétrico ............. 77

6.4 O tempo de tunelamento T,, T, e T, em fun¢éo da profundidade do pogo V, .................. 78



SUMARIO

I a1 0o 1o Lo IO TP PRUPPRPPTO 15
2. Transig¢Oes quanticas em sistemas UNIAIMENSIONAIS ..........ocvevrieiriieie e 17
N R B 1= ol o (o OO P UV VPTPRUPORPPRTPN 17
2.2. Solucéo aproximada da equagao de SChrodiNGEr ... 19
2.3. Perturbagdo constante ou SenOidal ...........cooeiiiiiiiiie e 25
2.3.1. Aplicagao das EQUAGDES GETAIS ......c.uiirrrieietirieriereesieseesie et et sb e ese e se s 25
2.3.2. Perturbagéo senoidal com dois estados discretos acoplados ............coceevvereneninieeiennen, 28
3. SiStemas A€ OIS NIVEIS ......veviieieriieier ettt e 33
TR0 I TS o o TSSOSO 33
3.2. Efeito da perturbacdo nos estados estacionarios do SIStemMa ..........cccevvevereeieereeieseeseenne. 35
3.3 FOrmMUIA A& RADT ... 40
3.3.1. Evolucao do VEtor NOINSANTE T .....ceecieiiececce e 40
3.3.2. Célculo da probabilidade P.,(1) .......cccoveeriveeeieieieece ettt 42
4. Poco duplo quadrado unidimensional SIMELFICO ..........cccoveieiieviie e 46
T D ot g o Lo TSSO 46
4.2, SOIUGAD ANAITTICA ....ecuvicvieciieic ettt st e st e e e aeenaesreesreaneas 46
4.2.1. A energia total menor que a barreira de potencial (E <V,) ..o, 48

4.2.2. A energia total maior que a barreira de potencial (E > V,) ..o, 52



4.3. Reducdo ao potencial de POGO INFINITO ........ccueieriiiiiiie e 54

4.4, ReSUItAA0S NUMEFICOS .....cveiiiieiiiie ettt ettt et e ens 54
5. Poc¢o duplo quadrado unidimensional aSSIMELIiCO ........c..cvcvvevreieriereriie e 58
ST R B 1= ol 4 o [0 OO TS T P UV PR VPTPRUPOPPPRRPN 58
5.2. Solucdo da equacdo de Schrodinger para 0 po¢o duplo assimeétrico ..........cccecvvvevveeeennne. 58
5.2.1. A energia total menor que a barreira de potencial (E <V,) .o 61
5.2.2. A energia total maior que a barreira de potencial (E > V,) ...ccoooiviiiiiiiiinieiecn, 64
5.3. Reducdo da solucéo encontrada aquela do potencial de poco duplo simétrico ................. 66
5.4. RESUITAA0S NUMEBTICOS ....eouvieiieitiie ettt ettt et et bbbt ne e sn et e 66
6. Dependéncia dos niveis de energia com 0s parametros geometricos do pogo ..................... 71
TN I TS o o TSRO 71
I Vg T Tor- oo [0 o=V Ly 1=1 1 o T I OSSR 71
6.3. VariaGao d0 PArAMELIO @ .....ccccveieeiiecieitie ettt e st e e e e s e raesa e e e nneeneas 73
6.4. Variacdo do Par@metro @ € L .....ccvccv e 76
6.5. Variagao d0 PArAMELIO V) ..c.ooiiiiiiiiiiee ettt et 77
7. Oscilagdo entre dois estados discretos na presenca de uma perturbacao ..............cccceeeveneee. 79
0 I TS o Lo TSRS 79
7.2. O método da aproXimagao SECUIAN ..........ccecveeiuiieeiie e 80
7.3. SOIUGAOD dO SIStEMA U8 BQUAGDTES .....c.vveevieerieieieeeeteestteette e et ste e e e sr et srae e 81

7.4. Probabilidade de transicdo e de tunelamento em processos fotossintéticos ...................... 84



8. CONCIUSED ettt et ettt ettt e e e et et ettt e e et ettt et eeeeaatetaea e et e aarararaaaaaaas 89

L E] =T =] 0o - ST PRPP 92
Apéndice A. Regra de 0Ur0 A8 FEIMI .......ooviiiiiiieieece e s 94
Apéndice B. Diagonalizacdo de uma matriz Hermitiana 2X2 .........ccccoveeeneenesieenesiesee e 98
Apéndice C. Poco de potencial quadrado infinito ..........ccoocveviiieienie s 106
Apéndice D. Poco quadrado finito em um doS eXIrEMOS ........ccuereerereerieeieneereese e e 112

Apéndice E. Resultados numéricos e graficos para 0 poco simétrico e assimétrico ............... 118



15

Capitulo 1

Introducéo

Neste trabalho é estudado o problema quantico envolvendo tunelamento em potenciais
biestaveis. Particularmente, séo tratados o potencial de po¢o duplo quadrado unidimensional
simétrico e o assimétrico. Estes pocos sdao diferenciados quanto a profundidade; ou seja, no
poco duplo simétrico as profundidades dos pogos sdo iguais, enquanto no poco duplo
assimetrico elas séo diferentes. Sdo analisados casos para particulas que tenham energias tanto

acima como abaixo da barreira de potencial.

Na situacdo em que a altura da barreira de potencial supera a energia da particula é
analisada a probabilidade de ela passar para outro lado da barreira. Este efeito puramente
quantico é chamado efeito tanel [1, 2, 3], que consiste na propriedade da particula transpor
barreiras de potencial penetrando em regides classicamente proibidas. Este fendmeno tem
grande relevancia na biologia [2], na fisica [4], e naquimica [5, 6]. Exemplos onde este processo
de tunelamento é importante sdo o movimento de prétons em ligacGes de hidrogénio, a inversdo
intramolecular da amonia [1] e a transferéncia de elétrons em proteinas [2]. Uma grandeza de
interesse no estudo deste tipo de fenbmeno é o chamado tempo de tunelamento, que esta

relacionado com a diferenca entre os dois niveis de energia mais baixos.

O primeiro topico a ser discutido é o fendbmeno da ressonancia nas transi¢des quanticas
em sistemas unidimensionais e na presenca de uma perturbacdo senoidal com dois estados
discretos acoplados. Esta caracteristica ressonante ocorre quando a frequéncia angular da
perturbacdo coincide com a frequéncia angular de Bohr associada com o par de estados

considerados, este aspecto pode ser visto com mais detalhes no capitulo 2.
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Por outro lado, a propriedade de sistemas de dois estados, para obtencdo do tempo de
tunelamento pode ser descrita pela férmula de Rabi [1], tanto no caso ressonante como no caso
ndo ressonante, conforme descrito no capitulo 3. Verifica-se em situacGes de ressonancia (por

exemplo, na molécula de benzeno C,H, e no ion H, ) que uma perturbacéo entre dois estados

de mesma energia produz no sistema uma oscilacdo de um estado para outro com frequéncia

proporcional a perturbacdo.

Nos capitulos 4 e 5, sdo determinadas as solu¢fes analiticas da equacdo de Schrddinger
independente do tempo para um potencial de pogo duplo quadrado simétrico [1, 7, 8, 9] e
assimetrico. Nota-se para estes dois tipos de pocos, em particular para o caso ressonante, haver
um desdobramento dos niveis de energia em relagcdo aos do pogo simples [8], que é cada vez
mais evidente a medida que 0s pogos se aproximam entre si. Este efeito era esperado uma vez
que o potencial biestdvel pode ser considerado como a juncéo de dois pogos simples. Neste
caso, as fungdes de onda resultantes podem ser aproximadas por combinacdes lineares das

autofuncdes originais, dando origem a dois niveis de energia.

No capitulo 6 uma andlise grafica € utilizada na obtencdo dos niveis de energia para
diferentes valores da profundidade e da largura dos pocos, e ainda, para diversos valores da
largura da barreira; explorando a dependéncia dos autovalores da energia com os parametros

geométricos dos pocos. As profundidades dos pocos utilizadas variam de 50 eV a 300 eV.

No capitulo 7 é analisada a concorréncia entre a probabilidade de transicdo e de
tunelamento entre dois estados discretos de um sistema oscilante sobre o efeito de uma

perturbacéo ressonante.

Os calculos realizados neste trabalho foram feitos com o auxilio do software

Mathematica (Wolfram, 1999).
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Capitulo 2

Transi¢Oes quanticas em sistemas unidimensionais

2.1 - Descrigéo:

Neste capitulo sdo tratadas as transicbes quanticas em sistemas biestaveis
unidimensionais na presenca de uma perturbagdo senoidal com dois estados discretos

acoplados.

Considerando um sistema fisico com Hamiltoniano H,, cujos autovalores e autovetores

sdo descritos, respectivamente, por E e |p,):

H,

0n) = Eqlon) - (21)
O Hamiltoniano H, pode ser considerado como sendo discreto e ndo degenerado; e,

também, ndo explicitamente dependente do tempo; onde seus autoestados ‘W e ‘¢f> sdo

estados estacionarios.

Emt=0, é aplicada uma perturbagdo W(t) no sistema, descrita a seguir:

W(t) = AW(t), (2.2)
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sendo 4 << 1, um parametro real adimensional; e W(t) tem a mesma ordem de magnitude de

H,.

Assume-se que o sistema esteja inicialmente no estado estacionario ‘W , um autoestado

de H,de autovalor E;.

O Hamiltoniano na presenca de uma perturbacéo é denotado por:

H(t) = Hy + W(t). (2.3)

O que resulta em uma equacao de Schrodinger da seguinte forma:
_d A
n S = Hy s Wi (o) 24

A solugdo |¥ (t)) desta equaco diferencial de primeira ordem deve satisfazer a condigéo inicial

dada por:

W (t=0)=|p,). 2.5)
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Nestas condigdes, a probabilidade de encontrar o sistema no autoestado final |p, ) de

H, num tempo t é dada por:

R (t)= (o, I‘I’(t)>\2. (2.6)

2.2 - Solucdo aproximada da equacéo de Schrodinger:

Procurando obter a probabilidade expressa em (2.6), primeiro considera-se ¢, (t) como

sendo as componentes do ket |¥ (t)) na base {¢)n>} , OU seja:

¥ (1) = D c,(Dg,) (2.7)

com:

c,(t) = (g, [¥ (1)) (2.8)

Por outro lado, sendo W, (t) os elementos de matriz de W(t) na mesma base, tem-se:
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(@, W(t) o) = Wy (t), (2.9)

e 0 Hamiltoniano H, e representado pela matriz diagonal:

(@,

n“nk ?

Holoy) = E6 (2.10)

lembrando que:

Zk\¢k><¢k\=1- 2.11)

e aplicando |, ) em ambos os lados da equacgdo de Schrodinger (2.4), obtém-se:

i< c,(0)= Ee 0+ 3 AW, (0, (0) (212

onde se usaram as relacdes (2.8), (2.9) e (2.10).

Observa-se que quando /lVA\/(t) = 0 arelacdo (2.12) é solucionada por:

c(t)=be ™", (2.13)
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onde b, € uma constante que depende das condigdes iniciais.

Se AW(t) = 0; com 2W(t) << H, , pode-se propor que b, dependa do tempo. Variando

lentamente b, (t), assim ao invés de (2.13) tem-se:

¢ () = b, (t)e =" (2.14)

n

que substituida em (2.12), chega-se a expresséo:

. d . . A .
i Et/h abn(t)+ E,b, (e ™" =E b, (t)e ™"+ > AW, (t)b, (t)e ™" (2.15)
k

Definindo a frequéncia angular de Bohr como:

O = =t (2.16)
e multiplicando ambos os lados por e="" | obtém-se:

. d fi ot

in—h,(t) = 1), W, ()b, (t)e. (2.17)

dtn ” n
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A determinacdo de b, (t) pode ser feita através de uma expansio em séries de poténcia

em 1, 0u seja:

b.(t) = b2(t) + b (t) + 2262 (t)+... . (2.18)

Substituindo esta expressdo na equacdo diferencial (2.17), e selecionando o0s

coeficientes de mesma ordem em A (4") em ambos os lados, obtém-se:

parar =0:
in ib<°>(t) =0 (2.19)
dt ™" ' '
e parar = 0:
H d r i t\n) (r-1)
in b (1) = Y et w, (b 2(t) . (2.20)
k

De todos os coeficientes de b, (t), somente b, (t) e diferente de zero (e, além disso,

independente de t desde que JVQI sejanulo). Emt=0, 4 W(t) pode tornar-se descontinua entre
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0e AW(0). Contudo, desde que 4 W(t) permanece finita, a solucdo da equacgdo de Schrodinger

é continua para t = 0; entédo:

Os coeficientes de expansao s&o:

bt = 0)

I
S,

ni ?

b'(t=0)=0 ser>1.

Conforme (2.19), obtém-se a solucdo de ordem zero, ou seja:

b(o)(t)

I
S,

ni !

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

Usando esta definicdo b'”(t) é possivel determinar b™(t) fazendo r = 1 na expressio (2.20).

Isto conduz a:

d . A . A
in—hP(t) = Y. et W, ()5, = e W, (t).
k

dt "

(2.25)
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Efetuando a integracdo, obtém-se:

1et . . a
by (t) = = J e W (1)t (2.26)

Em termos da probabilidade de haver transi¢éo do estado inicial (i) para um estado final

(f), de acordo com (2.6) e a definicéo (2.8) de ¢, (t), a probabilidade de transicdo P, (t)é igual

2
a ‘cf (t)‘ , isto é, desde que b, (t) e c,(t) possuam 0 mesmo mddulo, conforme (2.14); logo:

2
P (1) = oy (t)] . (2.27)
ondeb;, (t) também pode ser expandido em uma série de poténcia de A :
b, (t) = bi”(t) + AbV(t) + 226 (t)+... , (2.28)

como bﬁo)(t) = 0, pois as transi¢des induzidas por 4 W(t) estdo entre dois estados estacionarios
distintos de H,. Consequentemente, em primeira ordem de perturbacéo a probabilidade de

transicdo torna-se:

R (1) = b, (2.29)
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Ou seja, utilizando a relagdo (2.26), e lembrando que 2W(t) = W(t), tem-se:

[e wWy(t)at| (2.30)

que representa a probabilidade de transi¢do do estado inicial (i) para o estado final (f).

2.3 - Perturbacdo constante e senoidal:

Duas expressdes particulares para a perturbacéo sdo empregadas nesta secdo. Pretende-
se analisar o fendbmeno da ressonancia quando uma perturbacao constante ou senoidal com dois

estados discretos acoplados esta presente.

2.3.1 - Aplicacao das equaces gerais:

Considera-se que W(t) apresenta uma das duas formas simples a seguir:

A

W(t) = Wsenat , (2.31)

ou

A

W(t) = W cosat , (2.32)
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onde W é independente do tempo e o representa a frequéncia angular constante.

Neste caso, 0 elemento de matriz V\7fi(t) é denotado por:

A

Y Y Wi ; .
Wfi(t) = Wﬁ senwt = 2—;(e|a)t _ e—l(ut),

onde W, é um numero complexo independente do tempo.

(2.33)

Com a finalidade de obter a probabilidade de transi¢do, primeiro tem-se a intencao de

determinar a expressdo b"(t), substituindo (2.33) em (2.26), ou seja:

A

W, - o ,
brgl)(t) - _ 2_;;j;[el(wm+w)t _ el(wni—a))t dt' .

Integrando esta expressdo o resultado é:

b(l)(t) ~ % 1- ei(wni+w)t . 1- ei(‘”ni*(ﬂ)t
n i 2in On + @ @

ni ~ @

(2.34)

(2.35)

Entdo, neste exemplo particular, a probabilidade de transicdo expressa em (2.29) adquire a

forma:

, ‘Wﬁr ‘1_ gilonsolt 4 gilow-ol
P (t;a)) = iz‘bgl)(t)‘ = -

4h2‘ 05+ 0 04— 0 ‘

2

(2.36)
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O mesmo processo pode ser repetido quando se utiliza a forma (2.32) ao invés de (2.31)

para a perturbacdo. O célculo é analogo e conduz a:

2

R (tiw) = (1) (2.37)

r\/\/ﬁ‘ ‘1 e a)f,+w _ei((oﬁ—a))t

04+ 0 O4— 0 ‘

O caso em que a perturbacéo é constante pode ser obtida fazendo » = 0. Nesta condicdo,

Wcoswt torna-se independente do tempo. Assim, a probabilidade de transi¢do P, (t) induzida

por uma perturbagéo constante W pode ser obtida diretamente através da substituicdo de o por

0 em (2.37); logo:

com:
sen(w fit/2) 2

Flto, )= — iz | (2.39)
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2.3.2 - Perturbacdo senoidal com dois estados discretos acoplados:

Neste topico analisa-se o fendmeno da ressonéancia quando o espectro de H, é discreto.

Isto equivale a dizer que nos dois lados da barreira de potencial tem-se estados ligados. Outra
situacédo seria o estado inicial \¢i> estar acoplado a um continuo de estados finais. Este Gltimo
caso conduz a conhecida formula da “regra de ouro de Fermi”, cuja determinagdo ¢ realizada
no apéndice A [1, 14, 16].

Quando o tempo t € fixo, a probabilidade de transicdo P, (t;a)) é uma fungdo somente
da variavel o . Esta fungéo sera maxima quando: ® = @, OU @ = -® , iSto pode ser visto na

relacdo (2.37). O fenébmeno de ressonancia ocorre quando a frequéncia angular da perturbacgéo

coincide com a frequéncia angular de Bohr, associada com o par de estados inicial (‘(z)i )) e final

(‘% >). Se w > 0 as condigdes de ressonancia correspondem aos casos o > 0 ou @, < 0. No
primeiro caso o sistema sofre transicdo do nivel de energia mais baixo E, para o nivel de
energia mais alto E, realizando absor¢éo de um quantum de energia (% ). No segundo caso

a perturbagdo ressonante estimula a passagem do sistema do nivel de energia mais alto E; para

o0 nivel de energia mais baixo E; acompanhado pela emisséo induzida de um quantum de

energia.

Nota-se nas expressdes (2.36) e (2.37) que a transicdo de probabilidade P, (t;a))

envolve o quadrado do médulo da soma de dois termos complexos, ou seja:
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A - 1-gllenelt __igllowro) 2 Sen[(” it “’)t/ 2] | (2.40)
Oq+0 (a)ﬁ-l—a))/z

Al gllorelt _ _igloso)2 Se”[(‘” o “’)” 21 _ (2.41)
00 (a)ﬁ—w)/Z

Nestas igualdades o denominador tende a zero no termo A quando @ = @; € no termo A
quando @ = -w. Otermo A ¢ chamado “termo ressonante” e o termo A, ¢ chamado “termo

antirressonante”.

Considerando o caso em que ‘a) - a)ﬁ‘<< ‘a)ﬁ‘ , a probabilidade de transi¢do obtida

utilizando a expresséo (2.41) em (2.37) é:

P (to)= ud Fltio-os) . (242)

com:

sen[(a)fi —a))t/ 2] 2
(04-0)i2

Fltw-oy,)= . (2.43)

Uma representacdo grafica da variagdo de P, (t;a))em relacdo & o , considerando t

fixo, é mostrada na figura (2.1).
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Figura 2.1. Variag8o, com respeito a @ , da probabilidade de transicéo P; (t; a)) :

g

Na figura (2.1), H = e

, representando um méaximo na probabilidade de transicéo

P, (t;a)) quando w = o . Nesta figura nota-se a variagdo, em fungdo de w, da probabilidade

P (t;a)) associada a uma perturbacdo senoidal de frequéncia angular @ com um tempo t fixo.
Por outro lado, a largura de ressonancia A , pode ser aproximadamente definida como sendo

a distancia entre os dois primeiros zeros de P; (t;a))em torno de » = w,. Quando w=zw,, a
ressonancia é proporcional a t* e a largura de ressonancia Ao é inversamente proporcional a

t. Observa-se que a probabilidade decresce, indo a zero para ‘w - a)ﬁ‘ = 2z /t; quando ‘a) - a)ﬁ‘

2 2
aumenta, ela oscila entre ‘Wﬁ‘ /hz(a) - a)ﬁ) e zero.
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Nota-se de acordo com a figura (2.1) que a maior contribuicdo em P, (t; a)) é ocasionada

por Aw , e do pico maximo ao primeiro minimo tem-se que ‘a) - a)ﬁ‘ = 2z /t; entdo, o intervalo

entre os dois primeiros minimos é:

Ao =—. (2.44)

A expresséo (2.44) indica a possibilidade de ser realizada uma analogia da largura de
ressonancia de Ao com o principio da incerteza de Heisenberg, referente ao tempo e a energia.

Isto é feito considerando E; - E; = hw, , e se a perturbacdo atua durante um tempo t, a

incerteza AE no valor E, -E;, usando a relagéo (2.44) é AE=hAw = T Assim, o produto t

AE néo pode ser muito menor que 7 .

Alo) =|A-o)

A forma da funcéo ‘A_(a) )‘2 é mostrada na figura (2.1). Desde que

A (a))‘2 pode ser obtida por simetria com relagdo ao eixo vertical em » = 0. Se estas duas

-

curvas, de largura de ressonancia A @ , estdo centradas em pontos cuja separagdo € muito maior

queAw , na vizinhanga de w=w,; , 0 modulo de A, ¢é desprezivel comparado aA . A

aproximacdo ressonante € justificada na condicao que:

do,|>> 4o (2.45)

E utilizando a relagdo (2.44) tem-se:
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1 1
t>> > —. (2.46)
od] @
Na ressonéncia, onde o = o, tem-se:
'\Nﬁr 2
P(to=0,)- ot (2.47)

Na prética, para a aproximagdo em primeira ordem ser valida na ressonancia, a probabilidade

em (2.47) deve ser muito menor que 1, isto é:

t<< ﬁ : (2.48)
fi
logo:
ﬁ << ﬁ : (2.49)

Esta desigualdade indica que a diferenca de energia ‘Ef - Ei‘ = h‘wﬂ‘ € muito maior que o

elemento de matriz de W(t) entre ‘W e ‘g)f ).

Quando t ndo satisfaz a relacdo (2.48) a probabilidade de transi¢cdo é calculada

utilizando a aproximacao secular que é tratada no capitulo 7.
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Capitulo 3

Sistemas de dois niveis

3.1 - Descrigéo:

Neste capitulo estudam-se sistemas de dois estados com o propoésito de obter o tempo
de transicdo de um estado para outro. O formalismo desenvolvido pode ser usado para analisar
0 tunelamento de uma particula em uma barreira de potencial, inclusive fornecendo um tempo

caracteristico para este processo.

Inicialmente, considera-se um sistema fisico constituido de uma base com dois
autoestados ‘¢1> e ‘wz) de um Hamiltoniano H,, cujos autovalores neste caso s&o,

respectivamente, E, e E,, ou seja:

Ho‘¢1>:E1‘¢1>'

(3.1)

Ho‘¢2>: E2‘¢2>-

Os autoestados formam uma base ortonormal, significando que:
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(pi|pj)=0y:1,j=1,2 (3.2)
Assumindo a presenca de uma perturbacédo W, associada a H, , tem-se:

H=H,+W. (3.3)

Os autoestados e autovalores do novo Hamiltoniano H sdo denotados por ‘ Y.) e E, ;sendo

relacionados por:

Hl¥,)=E |¥.),
(3.4)

HlY)=E |¥).

Na base {‘ ?.), ‘ ¢2>} de autoestados de H,, chamados estados ndo perturbados, W é

representada pela matriz Hermitiana:

W, W,
W= (o . (35)
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onde sera admitido que W,; e W,, so reais, e ainda:

Wi, WZl* ' (3.6)

Uma vez que, na auséncia de acoplamento, as energias possiveis do sistema sdo E, e

E,, e os estados ‘ 9,) € ‘ ¢,) sdo estados estacionarios, o problema agora consiste em avaliar

as modificacbes que aparecem quando a perturbacdo W € introduzida. A solucdo para esta

questdo é obtida através da seguinte consequéncia:

a) Uma medicéo da energia do sistema pode produzir apenas um dos autovalores E, e E_
de H, que geralmente diferem de E, e E,. E necessario estabelecer a relago existente
entre os novos niveis de energia E, e E_ em termos dos antigos niveis (E,, E,) e 0s

elementos de matriz W .

b) Considerando o sistema em t=0 como estando no estado ‘gpl>, hd uma certa

probabilidade P, (t)de encontra-lo no estado ‘ ¢,) decorrido um tempo t. Em outras

palavras, a perturbacdo W induz a transi¢fes entre os dois estados. Dado o0 aspecto

dinmico do efeito de W é possivel determinar a probabilidade P,,(t) .

3.2 - Efeito da perturbacdo nos estados estacionarios do sistema:
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Na base {‘ ?1)s \ ¢2>} , @ matriz representando H é escrita como:

- (B M ),

(3.7)
W21 E2 + W22

A diagonalizacdo da matriz acima é efetuada em detalhes no apéndice B. Os

autovalores, encontrados apos a diagonalizagdo, sdo:

1 1
E+ - E(E1+VV11+ E2+W22)+§\/(E1+VV11_ E2 _W22)2+ 4’\/\/12‘2 '

(3.8)

1 1
E = E(E1+VV11+ E2+W22)_ E\/(E1+VV11— E2 _WZZ)Z + 4’\/\/12‘2 '

Observa-se que se W=0, E, e E_ sdoidénticosa E, e E,. Se E,>E,, entdo E, aproxima-
se deE,, e E_aproxima-se de E,. Por outro lado, se E,<E,, entdo E, aproxima-se deE,, e
E_ aproxima-se de E, . Estas comparagdes podem ser visualizadas através do grafico da figura

(3.1).

Os autovetores associados com E, e E_, conforme apéndice B, sdo descritos por:

‘l{l+>: l n (El—zEz) _ [le]z‘ o)
2" (- B + aw,[ |\ M
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W 2
[’Wﬂ‘] | 0,) (3.9.a)

o
g \/(El - Ez)z + 4’\'\/12‘2

1
W, |?
[\wu\] o

wore 1L (E,- E,)
‘ ! \/2{1 \/(El_E2)2+4’le‘2

e (E,- E,)
\/2{1 \/(El_E2)2+4’W12‘2

)
[‘Wﬂ‘] | 0,) . (3.9.b)

Admitindo-se W,,= 0, os autoestados de H s&o os mesmos de H,, e 0S novos
autovalores sdo simplesmente E, + W,, e E, +W,, . Por outro lado, assumindo que a matriz (W)

é puramente ndo diagonal, isto é, que W,, =W,, = 0, a express&o (3.8) torna-se:

N~

E.=-(E+E,)+ %\/(El— E,) +4aw,|" (3.10.2)

E - %(Eﬁ Ez)—%\/(El— E,) +4aw,| . (3.10.b)

Assumindo W,, fixo e adotando a seguinte notagéo:

E =

m

(E.+E,),

N~
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(3.11)
1
A=2(E-E,).
Os autovalores da relagdo (3.10) podem ser reescritos como:
E, = B, + A%+ W[
(3.12)

E =E,- A2+ W[ .

De maneira pictdrica, pode-se pensar que quando A varia, E, e E_ descrevem os dois

ramos de uma hipérbole que € simétrica e cujas assintotas sdo as duas linhas retas associadas
com os niveis ndo perturbados, conforme a figura (3.1). Na auséncia de perturbacéo, 0s niveis

E, e E, cruzam a origem (linhas retas tracejadas na figura (3.1)). Sob o efeito da perturbacéo

W, os dois niveis perturbados afastam entre si, e as curvas originando E, e E_ em termos de

A apresentam uma separacdo minima 2’\/\/12‘ . Nota-se que para qualquer A , tem-se:

E.-E|>|E - . (3.13)
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Energia

Y

Figura 3.1 Grafico da variacéo das energias E, e E_ em relagéo a diferenca de energia A .

Nas proximidades das assintotas, isto €, para |A|>> ’le\ , as formulas em (3.12) podem

12

ser escritas na forma de uma expansao em série de poténcias em COMO segue:

W,

2| A

o

1
E, = Em+A(1+—

(3.14)

12

2| A

")

1
E = Em—A[1+—

Por outro lado, no centro da hipérbole, para E, = E, (A = 0), as formulas em (3.12)

ficam descritas por:
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E.=E,+MW,|,

(3.15)

E = E,- W, .

Das consideracdes acima se conclui que o efeito da perturbacdo é mais importante

quando os dois niveis ndo perturbados possuem a mesma energia. O efeito € de primeira ordem,
conforme visto na expressio (3.15), enquanto é de segunda ordem quando |A|>> ’\/\/12\
conforme visto na expressdo (3.14). Observa-se que para uma perturbacdo fraca
(E1 -E, > |W12|), os estados perturbados diferem ligeiramente dos estados ndo perturbados,
que correspondem as regides proximas das assintotas na figura (3.1). Por outro lado, para uma

perturbacéo forte (E, - E, << ’\/\/12‘) 0s estados ‘ Y.)e ‘ Y ) sdo muito diferentes dos estados

‘ 9,) € ‘ ¢,), e correspondem ao centro da hipérbole indicada na figura (3.1). Assim, como as

energias, os autoestados sofrem modificacGes significativas nas vizinhancas do ponto onde 0s

dois estados ndo perturbados se cruzam [1].

3.3 - Formula de Rabi (oscilacdo do sistema entre dois estados):

3.3.1 - Comportamento do vetor estado durante um tempo t :
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Considere um vetor de estado ¥ dependente do tempo, sendo escrito em termos dos

autoestados do Hamiltoniano n&o perturbados ‘ 9,) € ‘ 0,) -

¥ ()= a,t) | o) +a,(0) | 0,) - (3.16)

Na presenca da perturbacdo W, a evolugdo deste vetor |‘P(t)) é dada pela equacdo de

Schradinger:

ih% | W () = (Hy+W) | ¥ (1)) . (3.17)

0 W,
Esta equacéo para o caso da perturbacédo ser ndo diagonal, W = (W 12] , conduz a:
21
. d
|haa1(t) = E,a,(t) + W,a,(t) (3.18)
. d
I aaz(t) = W, (t) + E,a,(t) . (3.19)

Estas equacgdes constituem para ‘V\/lz‘;t 0, em um sistema linear de equacOes diferenciais

acopladas. Supondo que o estado inicial para t =0, é dado por:
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W)= ¥ )+u|v), (3.20)

onde os coeficientes 4 e ¢ sdo fixados pelas condiges iniciais, entdo, para um tempo t , tem-

S€:

—iE, t —iE_.t
lvty=4e " |vyrpue |y, (3.21)

O vetor | ¥ (t)) dado por (3.21) oscila entre os dois estados ndo perturbados \ 9,) € \ @,) que
nos permite obter a,(t) e a,(t) pela projecdo de | ¥ (t)) sobre ‘ ) e ‘ 0,) . Assumindo que 0
sistema no tempo t = 0 estd no estado ‘ ¢,), OU seja, | ¥ (0)) = ‘ ¢,), pode-se calcular a

probabilidade de encontra-lo no estado ‘ ¢,) emumtempo t.

3.3.2 - Célculo da probabilidade P,(t) de encontrar o sistema no estado ‘ ¢,) notempo t:

v

e efetuando a inversdo nas formulas de ‘ Y.)e ‘ ¥ _), equacdes (3.9.a) e (3.9.b), o estado inicial

torna-se igual a:
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Y,

oz | =

Os detalhes dos célculos sdo mostrados no apéndice B.

Aplicando a relagéo (3.21) em (3.22), tem-se:

|‘P(t)>:[W12];  pa—t). ey
Wol) V21T JE-E,) +aw,f +
1 (El— EZ) —iE_.t
_\Hl_ JE-E,) + 4w, ° I } | o

A amplitude de probabilidade de encontrar o sistema no estado ‘ ¢,) no tempo t é

obtida projetando a funcéo de onda (3.23) sobre o vetor ‘ ¢,) , descrita a seguir:
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1, (E.-E,) (e—i E.t/h _ oiE t/h) | .20

. \/<El - Ez)z * 4’\/\/12‘2

A probabilidade de transigdo por sua vez é dado por P,(t) = \(;/)2 | ‘P(t)>\2, ou seja:

aw,|
2 2
(E,- E,) + 4w,

p,(t) = % 2 {1-cos (E, - E )t/1]}

C A f J(E.-E )t
(B,-B) + aw,|” >0 2h

\/(El— E,) +4W,[ t
2n

C [
- 2
(E.- E,) + 4w,

> sen’ (3.25)

A relacdo (3.25) é a chamada formula de Rabi [1] e fornece a probabilidade de transi¢éo do

sistema entre o estado ‘ 9,) € ‘ ¢,) durante um tempo t .

Observa-se que P, (t) oscila com uma frequéncia igual a (E+ - Ef)/h , esta grandeza é

conhecida como a frequéncia de Bohr do sistema. A probabilidade P, (t) varia entre zero e um

valor maximo igual a {4’\/\/12‘2 / [( E, - E2)2 + 4’\/\/12‘2]} , € seu periodo é:

T=(2k+)mm/(E -E ) ; k=012,... (3.26)
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Quando os estados ‘ p,) € ‘wz) tém a mesma energia ndo perturbada (E, = E,),

(E+ - Ef)/h é igual a 2’\/\/12‘/h, e {4’\/\/12\2/ [(El— Ez)2 + 4’\/\/12\2]} torna-se igual ao valor 1.

O periodo passa aser: T = (2k + 1)7:71/2’\/\/12‘ , OU Seja, se o sistema esta inicialmente no

estado ‘ ¢,) , apos transcorrido um tempo T ele ird se encontrar no estado ‘ ¢,). Um célculo

explicito deste periodo € realizado nos proximos capitulos, onde a resolucdo analitica para o

poco duplo quadrado simétrico e assimétrico é indicada.

Uma perturbacao entre dois estados com niveis de energia idénticos caracterizando um
sistema ressonante produz no sistema uma oscilacdo de um estado para outro com frequéncia
proporcional a perturbacao.

O fendmeno de ressonancia quantica pode ser encontrado em muitos sistemas fisicos,

por exemplo, na molécula de benzeno C,H, , no fon H, [1] e, na inversdo da molécula de

amonia NH, [1, 10, 13]. Pode ser verificado, nestes casos, que no estado fundamental a fungao

de onda é uma combinacdo linear dos estados eletrénicos ‘ 9,) € ‘ ¢,). No caso da amonia

observa-se que ha duas posicdes de equilibrio totalmente equivalentes para o atomo de
nitrogénio, uma de cada lado do plano que contém os atomos de hidrogénio. O atomo de
nitrogénio penetra no plano formado pelos atomos de hidrogénio que constituem uma barreira,
e aparecera do outro lado, repetindo o processo novamente no sentido oposto. Nota-se que o
atomo de nitrogénio oscila lentamente e sua frequéncia de oscilacdo quando a molécula esta no

estado fundamental é 2,3786 x 10" Hz. Essa frequéncia é muito menor que as encontradas em

vibracdes moleculares que ndo envolvem penetracdo de barreira, que sdo da ordem de 10* Hz.
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Capitulo 4

Poco duplo quadrado unidimensional simétrico

4.1 - Descrigéo:

Neste capitulo tem-se a finalidade de determinar a solucdo analitica de um potencial de
poco duplo quadrado unidimensional e simétrico. Os autovalores da energia sao obtidos através
de equacdes transcendentais conforme referéncias [1, 7, 9, 12]. Um procedimento grafico é
utilizado na obtencdo de alguns valores numericos para os autovalores de energia com
parametros geométricos do poco fixados previamente. A consisténcia da solucéo foi testada no
limite de altas energias comparando os resultados com aqueles obtidos para o pogo de potencial

quadrado infinito (apéndice C).

4.2 - Solucdo analitica:

O potencial V(x) a ser estudado consiste em um poco infinito com uma barreira de

potencial na base e é descrito por:

o —|x|Y(L+a)/2 (1eV)
0 — —(L+a)/2(x( -(L-a)/2 ()
VOI=1y L (L-a)y/2(x((L-a)/2 (1) (41)

O > (L-a)/2(x((L+a)/2 (1v)
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Este potencial esta representado na figura (4.1) onde sdo distinguidas cinco regides

caracteristicas, uma delas envolve uma barreira de potencial V,, localizada na regi&o 111 do
grafico, que separa 0s pogos mais profundos das regides Il e IV onde o potencial é considerado
nulo. Nos extremos opostos destes pogos, nas regides | e V, o potencial ¢ infinito. De acordo
com a geometria apresentada deve-se observar a condi¢do de que a< L, sendo a a largura dos
pocos menores e L +a a largura total do pogo entre os valores infinitos do potencial.

V(x)

A

(o I IV |V

Y

_ta) (I-a) (L-a) (L+a)
2 2 2 2

Figura 4.1. Representacéo do potencial V (x) do poco simétrico.

A equacéo de Schrodinger independente do tempo para o potencial V(x) tem a forma

geral:

n® d?
[_ 2mW+V(x)}P(x) = E¥ (X) (4.2)

Nas regides 11 e IV o potencial V(x) é nulo e pode ser escrito como:
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|:h2 d?z

STt :|‘P (X) = E¥ (X) (4.3)

enquanto na regido I11 o potencial é constante e diferente de zero, V(x)=V,, € a equagdo de

Schrodinger para esta regido é dada por:

a° d®

Em termos das energias envolvidas o problema de resolver a equacdo de Schrodinger

para o potencial estudado pode ser dividido em dois casos, a saber: E >V, e E <V,, cada caso

é detalhado a sequir.

4.2.1 - A energia total menor que a barreira de potencial (E < V,):

Quando a energia do sistema é menor que a barreira de potencial V,, a solugdo do

problema é dada por:
regides | e V:
Y(x)=0, (4.5)
regiao Il:

Y (X)=A,sen kx +A,cos kx , (4.6)
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regiao IlI:

Y(x)=Be’*+Cce”’”, (4.7)

e regiao 1V:

Y (X)=D, sen kx +D,cos kx , (4.8)

onde foram introduzidas por simplicidade de notacéo as quantidades:

[2m(V, - E 2mE
g = %’ k = h—z . (49)

Nas regides | e V a funcdo de onda é nula devido ao potencial ser infinito (V(x) - « )

nestas regiGes. lIsso significa que nas fronteiras externas dos pogos, ¥(x) satisfaz

(L+a) (L+a)
EERE

1 = 0. Aplicando estas condicdes de contorno o cosseno nao € zero

no segundo termo das expressdes (4.6) e (4.8), fazendo com que A, e D, sejam nulos, ou seja,

a solucéo (4.6) fica:

Y (x)=Asen k [X+%(L+a)} , (4.10)
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e a solucgéo (4.8) vale:

¥ (x) =D sen k [x_%(L+ a)} , (4.11)
onde A,=AeD,=D.

Por outro lado, as fun¢Ges de onda e suas derivadas sdo continuas nos pontos x=t+

(L-a)
2

, envolvendo as seguintes condic¢des de contorno:

_B(L-a) B(L-a)
Be 2 +Ce 2 =Asenka , (4.12)
_B(L-a) B(L-2a)
B,b) e 2 —C,Be 2 =Akcos ka , (4.13)
B(L-2a) _B(L-a)
Be 2 +Ce 2 =z=-Dsenka , (4.14)
B(L-2a) _B(L-a)
B,Be 2 —Cﬂe 2 =Dk cos ka . (4.15)

As equac0es (4.12) e (4.14) correspondem a continuidade das funcdes de onda nos dois pontos
considerados, enquanto (4.13) e (4.15) representam a continuidade das derivadas destas funcdes

nos pontos em questao.
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Isolando A na equacdo (4.12) e substituindo em (4.13), obtém-se:

B(L-a)

B (ﬁ+kcotka)e 2
E = 7ﬂ(Lfa) . (416)
(,H— k cot ka) e ?

Por outro lado, isolando D em (4.14) e substituindo em (4.15), chega-se a:

_p(L-a)

B (ﬂ—kcotka)e 2
E = p(L-a) . (417)
(4 + kcot ka) e ?

Assim, igualando os lados direitos de (4.16) e (4.17), tem-se que:

(8+kcot ka) e’ (p-kcot ka) e/
(-kcotka) (B +kecot ka) !

(4.18)

ou de modo mais simplificado:

(ﬂ+ k cot ka)
(,6’— k cot ka)

— ie*ﬁ(l-*a) ] (4.19)
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Efetuando um desenvolvimento algébrico esta relacdo pode ser reescrita em termos de fungdes
hiperbolicas, cujo resultado é consistente ao obtido na referéncia [7]. Assim, ela passa a ser

descrita, por duas expressoes, da seguinte maneira:

k cot ka= -/ tanh §(L— a) , (4.20.a)

I

k cot ka= -/ coth E(L_ a) . (4.20.b)

Estas equacOes transcendentais permitem determinar os autovalores da energia para 0 caso em

que as energias envolvidas séo menores que a barreira de potencial V, . Os resultados numéricos
dos autovalores da energia para alguns valores da barreira de potencial V, sd&o mostrados no

apéndice E.
4.2.2 - A energia total maior que a barreira de potencial (E >V, ):

Quando a energia do sistema é maior que a barreira de potencial V,, a solugdo do

problema é dada por:
regides | e V:

¥ (x)=0, (4.21)
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regido Il:
Y (X)=A,sen kx +A,cos kx , (4.22)
regiao IlI:
Y (xX)=Bsen gx +Ccos fx, (4.23)
e regido 1V:
Y (X)=D, sen kx +D,cos kx , (4.24)
onde:

_ [2m(E-V,) . , _ [2mE
L= h—z, k = 72 . (425)

Com raciocinio analogo ao feito no caso anterior, chega-se:

k cot ka = f tan V( LZ_ a)} : (4.264a)
k cot ka=-f cot {@} : (4.26b)

Estas equacOes transcendentais proporcionam a determinacdo dos autovalores da energia, para

0 caso em que as energias envolvidas sdo maiores que a barreira de potencial V, .
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4.3 - Reducdo ao potencial de pogo infinito:

No limite em que os autovalores de energia s&o muito maiores que a altura da barreira
de potencialV,, tem-se que: £ ~ k, e nestas condi¢Bes para o pogo infinito, cuja largura é (

L+ a), aexpressao (4.26) fornece:

nrz

K=l+a)

yn=1223... (4.27)

2mE . . ~
Como k = /;_ln—z ; 0S autovalores da energia para o limite estudado (E >>V,) sdo dados
por:

S o (4.28)
" 2m(L+ a)® '

Este € o resultado esperado para o poco infinito, conforme indicado no apéndice C. A expressao
(4.28) fornece um teste de consisténcia da solucdo encontrada aqui para o po¢o duplo quadrado

unidimensional simétrico.

4.4 - Resultados numéricos:

Considerou-se um sistema composto de um elétron sujeito a um potencial de pog¢o duplo

com uma barreira de potencial V, entre os dois po¢os. Na determinag&o dos niveis de energia e

do tempo de tunelamento foi assumido sempre que E <V,. Foram utilizados, primeiramente,

para a largura dos pogos e a distancia entre eles, respectivamente, os valores: a =1 x 10°m
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e L =2x 10""m, depois foram usados outros valores para estes parametros na obtencéo dos

niveis de energia e do tempo de tunelamento.

Sabendo-se que 0 poco simples é um poc¢o quadrado finito em um dos extremos
conforme visto no apéndice D e que a jungdo de dois pogos simples pelos extremos finitos
produz um poco duplo; inicialmente, efetuou-se a determinacdo dos niveis de energia para o

poco simples com o intuito de compara-los com os obtidos no po¢o duplo.

As tabelas (4.1) e (4.2) mostram os valores obtidos para os niveis de energia em funcgéo

dos valores da barreira de potencial V,, para o poco simples e 0o po¢o duplo quadrado

unidimensional simétrico, respectivamente, considerando E <V, .

Nota-se que para um determinado valor da barreira de potencial, cada autovalor da
energia no poc¢o simples produz dois autovalores da energia distintos no poco duplo simétrico,
cujo valor médio € proximo daquele encontrado no poco simples. Esta duplicacdo presente no

poco duplo simétrico ocorre devido ao acoplamento de dois pocos simples idénticos.

Poco Simples
V, (eV) 50,000 100,000 130,618 300,000
Niveis de Energia 22,191 25,924 27,147 30,287
(eV) 93,883 102,809 119,600
258,614

Tabela 4.1. Relagéo entre o potencial e os niveis de energia no pogo simples.



Poco Duplo Simétrico

V, (eV) 50,000 100,000 300,000
21,342 25,755 30,287

23,134 26,099 30,292

Niveis de Energia 91,573 119,538
(eV) 98,689 119,663
257,428

259,925

Tabela 4.2. Relagdo entre o potencial e os niveis de energia no pogo duplo simétrico.
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Tendo em vista os valores das energias mostrado na tabela (4.2) e usando a formula de

Rabi (3.25), o tempo de tunelamento foi calculado através da expressdo (3.26). Os valores

obtidos sdo apresentados na tabela (4.3).

Tempo de Tunelamento no Pogo Simétrico

Vo (eV)

50,000

100,000

300,000

T, (10™s)

1,555

6,014

413,800

Tabela 4.3. Relagéo entre o potencial e o tempo de tunelamento.

Como se esta mantendo constantes os parametros a e L nota-se uma diminuicdo no

tempo de transi¢do quando a profundidade do poco decresce, tornando o tunelamento favoravel.

Conclui-se que, para E<<V, a ocorréncia de tunelamento é pequena; mas, quando

E=~V,, a possibilidade de tunelamento é grande, sendo evidente que o elétron pode penetrar na

barreira com relativa facilidade [10].
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Para obter a probabilidade de transicdo em funcdo do tempo P, (t) é necessario saber
qual é o valor da perturbagdo W,, , que é calculada através da expressdo (3.15), efetuando a
diferencaentre E, e E_ , que s&o valores ja conhecidos.

Complementando o estudo do pogo simétrico é apresentada no sexto capitulo uma
andlise da dependéncia dos niveis de energia com o0s parametros geométricos deste poco.
Verifica-se que o tunelamento é favoravel quando a largura da barreira diminui, ou a distancia
entre os pog¢os diminui, ou a profundidade dos pocos diminui ou a largura dos pogos aumentsa,

considerando que na variagdo de um parametro os demais permanecem constantes.
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Capitulo 5

Poco duplo quadrado unidimensional assimétrico

5.1 - Descrigéo:

A finalidade neste capitulo é analisar a solu¢do do problema de um potencial de pogo
duplo quadrado unidimensional e assimétrico. Serdo obtidas equagdes transcendentais, tanto
para E <V, como para E >V, , ondeV, é a profundidade maxima da barreira existente entre os
dois pocos. A resolucdo destas equacdes € feita graficamente, fornecendo os autovalores da
energia conforme os parametros do potencial utilizados. Verifica-se, também, que sob
condicbes apropriadas obtém-se as solucdes determinadas no capitulo anterior. Esta

equivaléncia constitui um teste de consisténcia das solu¢@es encontradas.

5.2 - Solucdo da equacdo de Schrodinger para o pogo duplo assimétrico:

O potencial V(x) a ser estudado é constituido por dois pogos de profundidade distintos,

separados por uma barreira de potencial. Ele pode ser descrito por:

0 > |Ix|Y(L+a)/2
V,-V,) - —(L+a)/2(x( -(L-a)/2
Vx) = v, > —(L-a)/2(x((L-a)/2 (61)

0 > (L-a)/2(x{((L+a)/2
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A figura (5.1) a seguir representa este potencial. Nesta figura existem cinco regides indicadas

pelos numeros romanos de | a V; e caracterizada por uma barreira de potencial V, situada a
esquerda da regido 111 e outra de potencial V, localizada a direita da regido Ill. Esta regiéo
separa 0s pocos da regido Il e IV onde o potencial é, respectivamente, V, -V, e nulo; nos

extremos opostos destes pocos, nas regides | e V, o potencial é infinito. Dada a geometria usada,

é estabelecida a condigdo de que a<L, e V, >V, para 0 po¢o em questéo.

a Vix)
I({II III v |V
{,% A
"
_@ta _T-a) , -9 @ia) *
2 2 2 2 ¥

Figura 5.1. Representacéo do potencial V (x) do poco assimétrico.

Observa-se na figura (5.1) que a regido | € caracterizada para valores da coordenada x

_ L+a . (L+a) . -
tais que x < -~ — earegido V para valores de x> o Nestas regides o potencial é

a -
, onde o potencial é

infinito. A regido Il, é delimitada para valores de -

< X< =

igual a (Vl - VO). A regido Ill, evidencia a barreira de potencial e é delimitada para valores de
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(L-a) (L-a) L N
) < X< > onde o potencial é igual a V,. A regido 1V, é delimitada para valores

(L-a) (L+a)

de < X< , cujo potencial é nulo.

A equacéo de Schrodinger dada por:

A% d?

aplicada as diversas regides, pode ser escrita como:

na regiao Il:
h® d°
[_EW“L (Vl—Vo)}P(X)= EY (X), (5.3)
na regiao IlI:
AZ d?
[_ o +v1}11 (X)) = E¥ (X), (5.4)

e na regido 1V:

n® d?
[—;anE&;}T(x)z EY (X) (5.5)
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O problema consiste em resolver a equacdo de Schrddinger para o potencial estudado.

Em relag&o as energias envolvidas, o problema pode ser dividido em dois casos, a saber: E >V,

e E<V,.

5.2.1 - A energia total menor que o potencial (E <V, ):

Quando a energia do sistema é menor que a barreira de potencial V,, a solugdo do

problema é dada por:

regides | e V:
Y (x)=0, (5.6)
regiao Il:
Y (X)=A, sen kx +A,cos k x , (5.7)
regiao IlI:
Y(x)=Be’*+Cce”’* | (5.8)
e regido 1V:

¥ (x) =D, sen k,x +D,cos k, X , (5.9)
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onde; por simplicidade, usou-se a notacao:

_ [2m(V,-E) _\/Zm[E—(\/l—VO)]_ _ [2mE
p = k= 2 ko =\ (5.10)

Nas regifes | e V a funcio de onda é nula porque o potencial é infinito (V(x) > «» )

(L+ a)]z q{(u a)]

=0.

nestas regides. Também, devido a este fato tem-se que ¥ {— > >

Com o mesmo procedimento feito no capitulo anterior, por simplificacdo dos indices é
assumido que A,= A e D;= D. Devido ao cosseno ndo se anular no segundo termo das
expressoes (5.7) e (5.9) quando aplicado as condig¢Oes de contorno é necessario fazer A,=D,

= 0; ou seja, a solucdo (5.7) passa a ser:

W (x) = Asen k [x+%(L+a)} , (5.11)

e a solucdo (5.9) torna-se:

¥ (x) =D sen k [X_%(Ha)} . (5.12)
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~ . x . a
As funcOes de onda e suas derivadas sdo continuas nos pontos x=+ , envolvendo

2
as seguintes condicdes de contorno:
_pL-a) p(L—a)
Be 2 +Ce 2 =Asenk,a , (5.13)
_p(L-a) p(L—a)
B e 2 -cPe 2 =Akcoska, (5.14)
p(L—a) _pL-a)
Be 2 +Ce 2 =-Dsenk,a , (5.15)
p(L—a) _pL-a)
B,Be 2 —Cﬂe 2 =Dk, cosk,a . (5.16)

A continuidade da funcdo de onda nos pontos considerados é descrita pelas equacdes
(5.13) e (5.15), enquanto a continuidade das derivadas destas fun¢des nos pontos em questéo é
representada pelas equacdes (5.14) e (5.16).

De (5.13), isolando A e substituindo em (5.14); tem-se que:

(ﬂ+ k, cot k, a) eﬂ(;_a)

B
c (5.17)

Por outro lado, isolando D em (5.15) e substituindo em (5.16); obtém-se que:
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_B(L-a)

E_(ﬂ—kzcot kza)e (2) (5.18)
C_ p(L-a ' '

(ﬁ+ k, cot k, a)e 2

Assim, de (5.17) e (5.18), chega-se:

Ky 1 s R 2 T
(B+k,cotk, a) e’ (p-k,cotk, a)e”? £ 10
(p-k,cotk,a) — (Brk,cotk, a) ' (.19)

Esta equacdo transcendental proporciona a determinacdo dos autovalores da energia,

para 0 caso em que as energias envolvidas s&o menores que a barreira de potencial V, .

5.2.2 - A energia total maior que o potencial (E > V,):

Quando a energia do sistema € maior que a barreira de potencial V,, a solugdo do
problema é dada por:
regides | e V:

(5.20)

Y(x)=0,
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regido Il:
Y (X)=A,sen k, x +A,cos k, x , (5.21)

regiao IlI:
¥ (x)=Bsen fx+Ccos fx, (5.22)

regiao 1V:
¥ (x)=D, sen k, x +D,cos k, x , (5.23)

onde; usou-se a notagdo:

5. /2m(§2—vl);kl=\/Zm[E—h(:/l—Vo)]; . - /22125 o

Com raciocinio analogo ao feito no caso anterior, chega-se:

ﬁ(LZ_ a)} k,cot k,a ftan V(Lz_a)}—kzcot k, a
= : (5.25)
g -k, tan {— 'B(LZ_ a)}cot k,a fg+k,tan V(Lz_a)}cot k, a

g tan {—

Esta equacdo transcendental proporciona a determinacdo dos autovalores da energia,

para 0 caso em que as energias envolvidas sdo maiores que a barreira de potencial V.
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5.3 - Reducdo da solucdo encontrada aquela do potencial de poco duplo simétrico:

Quando k = k, = k,, ou seja V, =V,, 0 poco duplo assimétrico recai no caso do pogo

duplo simétrico. Para E <V,, da expressdo (5.19) chega-se na equacéo (4.19), que é descrita

. (,6’+ k cot ka)
Por (8- kcot ka)

=+e 7 ¢ para E>V,, a expressio (5.25) resulta nas equacdes

(4.26.a) e (4.26.b), que é descrita por: k cotk a=£ tan {—ﬂ (;—a)} =—p cot{—ﬂ (;—a)} :

No limite em que os autovalores de energia sdo muito maiores que a altura da barreira
de potencial V,, tem-se que: & ~ k = k, = k, , e nestas condi¢Bes a expressao (5.25) fornece

0 mesmo resultado do pogo infinito.

Estas analises evidenciam a consisténcia da solucdo obtida para o po¢o duplo quadrado
unidimensional assimétrico.

Por outro lado, se for efetuada uma separacdo espacial dos pogos, observa-se como
consequéncia o surgimento de dois po¢os quadrados unidimensionais finitos em um dos

extremos, cujas caracteristicas sdo tratadas no apéndice D.

5.4 - Resultados numéricos:

A exemplo do realizado no capitulo anterior, estudou-se um sistema composto de um

elétron sujeito a um potencial com diferentes valores de V, e V, para determinagdo dos
autovalores da energia e do tempo de tunelamento, tanto para 0 caso ressonante como para o
ndo ressonante. No caso ressonante um nivel de energia de um dos pocos apresenta a mesma

profundidade de um nivel de energia do outro poco, proporcionando maior probabilidade de
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tunelamento, e devido a ressonancia a particula pode ficar oscilando entre os po¢os. Entretanto,
no caso ndo ressonante isto ndo ocorre, pois 0s niveis de energia de cada po¢o ndo estdo na

mesma profundidade e ndo ha ressonancia.

Utilizou-se, inicialmente, para a largura dos pogos e a distancia entre eles,

respectivamente, os valores: a=1x 10™°m,e L =2x 10 °m.

Na tabela (5.1) sdo apresentados os valores obtidos para os niveis de energia em funcdo

dos valores das profundidades dos pogos, V, e V,, para o poco duplo quadrado unidimensional

assimétrico, considerando E <V,.

Poco Duplo Assimétrico
Potenciais (eV) 50,000 e 50,000 e 50,000 e
100,000 130,618 300,000
V, eV,

25,924 27,147 30,290

Niveis de Energia 72,160 101,685 119,590
(eV) 94,632 104,120 258,556
272,364

Tabela 5.1. Relacdo entre o potencial e os niveis de energia no poco duplo assimétrico.

Na tabela (5.1) nota-se que para um determinado valor da barreira de potencial, cada
autovalor da energia no poco simples, conforme tabela (4.1) do capitulo anterior, produz dois
autovalores distintos de energia no poco duplo assimétrico; mas, o valor médio ndo €
coincidente com aquele encontrado no poco simples. Este resultado difere do obtido para o
poco duplo simétrico por causa da assimetria dos pocos, ou seja, as profundidades dos pocos

ndo sao iguais.
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Contudo, nota-se um fato proposto por Landau [8], quando dois niveis de mesma
energia, ou seja, localizados na mesma profundidade do poco duplo, e cada nivel situado em
cada um dos pocos, verifica-se a ocorréncia de um desdobramento destes niveis, duplicando-
os. O tunelamento torna-se mais propicio quanto maior for a abertura desta duplicacdo; sendo
que ela é mais evidente para niveis duplicados mais elevados, ou seja, mais proximos do topo
da barreira de potencial. Este desdobramento é produzido por funcGes de onda que podem ser
aproximadas através de uma combinacdo linear, simétrica e antissimétrica, das autofuncGes
originais. Assim, o potencial biestavel pode ser formado por intermédio da juncédo de dois po¢os
simples, sendo que a distribuicdo de energia é cada vez mais relevante a medida que 0s pocos
s&o aproximados.

Verifica-se, também, no poco assimétrico que a transi¢éo entre os estados inicial e final
€ mais rapida quando a diferenca de energia (E+— Ef) aumenta, tornando favoravel o

tunelamento; mas, dependendo se o0 caso € ou ndo ressonante. No caso ressonante ha
correspondéncia dos niveis de energia, propiciando a oscilagdo da particula entre os pocos; no
caso nédo ressonante tal fato ndo ocorre e o tunelamento é desfavorecido. O tunelamento é
favorecido quando hé estado ressonante, que corresponde ao estado excitado. Nota-se que o
estado fundamental esta localizado apenas num dos lados do poco duplo, esta regido esta situada
no lado do pogo com profundidade maior e, devido a assimetria, ndo possui correspondente no
poco de profundidade menor, portanto, esta situacdo ndo permite o tunelamento.

Tendo em vista os valores das energias mostrado na tabela (5.1) e usando a formula
de Rabi (3.25), o tempo de tunelamento foi calculado através da expresséo (3.26). Os valores
encontrados sdo apresentados na tabela (5.2). Observa-se que este tempo € menor que aquele
encontrado no poc¢o duplo simétrico (vide capitulos 4 e 6), se for considerado os dois primeiros

niveis de energia que se desdobraram.
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Tempo de Tunelamento no Pogo Assimétrico Ressonante

Potenciais V, e V, (eV) 50,000 e 130,618

T, (107%s) 8,497

Tabela 5.2. Relacdo entre o potencial e o tempo de tunelamento.

Foi analisada, também, no caso ressonante para V, = 50 eV e V, = 130,618 eV, a

variagdo de energia Ae em funcdo da razdo entre a distancia L entre os pocos e a largura a

dos pogos, sendo Ae a diferenca entre os dois autovalores de energia E, e E_. Esse resultado

é mostrado na figura (5.2), observa-se um valor maximo de As em torno de 39,45 eV, quando

% ¢ aproximadamente maior que 1.

Ag (eV)
40

30 ¢
20t

10 ¢

L/a

a Gt 2 2.5 3 3.5 4 4.5

Figura 5.2. Variacao de energia A¢ x a razdo da distancia L e a largura a dos pogos.

Nota-se no caso ndo ressonante a ocorréncia de um fraco acoplamento e a probabilidade

de tunelamento é pequena, justamente devido a auséncia de ressonancia.
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Se for efetuada uma separacdo espacial dos pogos observa-se o surgimento de dois
pogos quadrados unidimensionais finitos em um dos extremos. O potencial simples é estudado
no apéndice D.

No apéndice E sdo mostrados os autovalores da energia para diferentes valores das

profundidades dos pogos (V, e V,). Estes autovalores séo obtidos por intermédio de graficos

usando a equacdo transcendental (5.19) e para E < V.
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Capitulo 6

Dependéncia dos Niveis de Energia com os Parametros Geométricos do Poc¢o

6.1 - Descrigéo:

Objetivando uma melhor compreensédo do problema do poco duplo simétrico é efetuado

neste capitulo um estudo da dependéncia dos niveis de energia E, e do tempo de tunelamento

em termos dos parametros geométricos do potencial.

Os parametros analisados no pogo duplo simétrico foram a largura a e profundidade V,

; e, também, a largura da barreira (L-a), sendo L a distancia entre os pontos medios dos dois

pocos em relacdo ao eixo x (vide figura 4.1 do capitulo 4).

Observa-se entre outras propriedades que se for diminuida a largura da barreira o
tunelamento torna-se favoravel; e, inversamente, ele perde eficacia quando ocorrer um aumento
da largura da barreira. Na sequéncia, sdo analisados os resultados caracterizados pela

modificacdo dos parametros inerentes ao po¢o duplo simétrico.

6.2 - Variacdo do parametro L :

Mantendo fixos a profundidade V, e a largura a do poco duplo, e variando L , pode-se
aumentar ou diminuir a largura da barreira; consequentemente, o tunelamento pode ser alterado.

Foi atribuido para a o valor de 1 x 10*°m e para V, o valor de 8,010 x107**J. Na tabela (6.1)
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tem-se a relagéo entre o tempo de tunelamento T, e a distancia L do pogo simétrico; sendo T,

o0 tempo de tunelamento para o estado fundamental.

Evolucédo do tempo de tunelamento em fungéo de L

L (10™°m) 1,5 2 2,5
Niveis de Energia | E1=19,032 | E;=21,342 E: =21,966
(eV)
E2=26,092 | E2=23,134 E>=22,434
T (10™5) 0,293 1,155 4,421

Tabela 6.1. O tempo de tunelamento T, em funcéo da distancia L do pogo simétrico.

Através dos dados obtidos da tabela (6.1) pode-se concluir que se o valor do parametro
L diminui, mantendo os demais parametros constantes, a largura da barreira diminui. Nestas

condicOes, a diferenca entre E, e E_ aumenta levando a um tempo de tunelamento T, menor,

conforme a expresséo (3.26). Portanto, a passagem de uma particula pela barreira nesta ocasido

€ mais rapida e o tunelamento mais efetivo.

Quando L for muito grande ( L >>0), verifica-se no pogo duplo simétrico que E, éigual
a E_ , que por sua vez ambos sdo iguais a E no poco simples, devido a ocorréncia do

afastamento dos pocos.
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6.3 - Variacdo do parametro a:

Agora, mantendo fixos a profundidade V, e a distancia L dos pogos, e variando a

largura a dos mesmos, pode-se aumentar ou diminuir a largura da barreira; consequentemente,

o0 tunelamento neste caso, também, pode ser alterado.
Foi estabelecido para L o valor de 2 x 10"°m e para V, o valor de 8,010 x107**J.

Na tabela (6.2) tem-se a relacédo entre o tempo de tunelamento T, e a largura a do poco

simetrico.
Evolucéo do tempo de tunelamento em funcéo de a
a (10°m) 1 1,2 1,5 1,8

E1=21,342 E1 =15,949 E1 =10,468 E1=6,155
Niveis de Energia| E,=23,134 E»=17,809 E> =13,021 E> =10,499
V) - - Es = 40,549 Es =28,414
- - E4 = 46,504 Es=41,698

T, (1075) 1,155 1,112 0,810 0,476

Tabela 6.2. O tempo de tunelamento T, em funcdo da largura a do pogo simétrico.

Por intermeédio dos dados fornecidos pela tabela (6.2) pode-se concluir que se o valor
do pardmetro a aumenta, mantendo os demais parametros inalterados, a particula atravessa a
barreira em um tempo menor; ou seja, o tunelamento é favorecido. Isto ocorre pois efetivamente

0 aumento de a implica que a largura da barreira diminui.

Um aspecto interessante que pode ser notado, é quando o valor do parametro a cresce,

ocorre um incremento de novos niveis de energia no pogo duplo simétrico; e, também, surge
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uma diminuicdo no valor dos niveis de energia existentes. Este fendmeno pode ser
exemplificado através da sequéncia das figuras (6.1), (6.2), (6.3) e (6.4) mostradas a seguir;
onde sdo indicadas as solucGes gréficas das equacdes transcendentais (4.20.a) e (4.20.b) vistas
no capitulo 4. A curva “vermelha” representa o lado esquerdo da equagdo (4.20.a) e (4.20.b),
enquanto a curva “verde” representa o lado direito da equagdo (4.20.a) e a curva “azul”
representa o lado direito da equacdo (4.20.b). Nas figuras (6.1) e (6.2) observa-se dois niveis de
energia, ao passo que nas figuras (6.3) e (6.4) sdo apresentados quatro niveis de energia, onde
apenas o parametro a foi modificado. E comparando estas figuras, fica revelada a tendéncia
das curvas se interceptarem precocemente, diminuindo os autovalores da energia quando €

elevado o valor do parametro a.

-1 L B - Yoo B-
kTan(ka) ﬂTanh[z(L a)} ﬁCoth[z(L a)}

l_/ =
1 3 R i 1 L L L A A — E(10 ls‘n
2 8

-5.x10711E

~1.x10710}

—15x10710L

Figura 6.1. Dois niveis de energia devido as interseccdes das curvas para a =1x10 " m.
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kTan(ka) ﬂTanh[z(L a)} ﬁCoth[z(L a)}

1.x107 10}

H/ —s E(IO‘ISJ)

T

-5.x10-11
—1.x 10-10

—15x% 10‘10

Figura 6.2. Dois niveis de energia devido as intersec¢des das curvas para a=1,2 x10°m

-1 ~ I B — Yoo (-
kTan(ka) ’BTanh[z(L a)} ﬂCoth{z(L a)}

1.x10"10F

5.x10~11E

T S -18
i 4 = SE(IO 7

—5.x10~ 11
—1.x10710F

—15x10~10F

—2.x10-10¢F

Figura 6.3. Quatro niveis de energia devido as interseccdes das curvas para a =1,5x10"m
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-1 A B - Yoo B-
kTan(ka) ﬂTanh[z(L a)} ﬁCoth[z(L a)}

2.x10'10Z

1.x10"10F

" " " 1 " i i 1 i i FU——Y _18
- S——
: . , - E( )
—1.x10"10F
—2.x10-10¢

—3.x10"10F

—4.x10710F

Figura 6.4. Quatro niveis de energia devido as interseccdes das curvas para a =1,8x10"°m.

O fato dos niveis de energia baixarem quando se aumenta o valor do parametro a indica
que mantendo a largura da barreira constante e deixando os pogos mais largos, os autovalores
da energia tendem a ser menores e a diferenca entre E, e E diminui, desfavorecendo o
tunelamento. Niveis menos profundos levam a tempos de tunelamentos menores, como

indicado no item (6.4).

No poco duplo simétrico cada pogo possui a mesma largura a, entretanto uma analise

utilizando larguras diferentes para cada poco pode ser vista na referéncia [20].

6.4 - Variagdo dos pardmetros a e L:

Foi analisada a variag&o dos valores de a e L, mantendo constantes a profundidade V,

e a largura da barreia dos pocos. Foi utilizado para L o valor de 2 x 10™°m e para a o valor

de1x10™m.
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Na tabela (6.3) é mostrado os tempos de tunelamento do estado fundamental e do

primeiro estado excitado.

a (10°m) 1,2 1,5 1,8
L (10™°m) 2,2 2,5 2,8
E1=16,342 E; =11,504 E: = 8,502
Niveis de Energia| E,=17,372 E»=12,035 E» =8,814
(V) : Es=41,985 | Es= 32,341
- Es =47,753 Es =34,700
T, (10%®s) 2,009 3,896 6,631
T, (107®s) - 0,358 0,877

Tabela 6.3. O tempo de tunelamento T, e T, em funcéo da largura a e L do poco simétrico.

Na tabela (6.3) com aumento dos pardmetros a e L, mantendo a largura da barreira e a

profundidade dos pocos, o tempo de tunelamento é menos rapido.

6.5 - Variagéo do parametro V, :

Outro parametro analisado foi a profundidade do pogo indicado pelo valor de V,.
Alterando seu valor, com os demais parametros permanecendo fixos, o tunelamento, também,

é modificado. Foi utilizado para L o valor de 2 x 10™°m e para a o valor de 1 x 10™°m.

Na tabela (6.4) tem-se a relagdo entre o tempo de tunelamento T,, T, e T, com o potencial V,

do pogo simétrico, sendo T, o tempo de tunelamento devido a duplicacdo do estado
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fundamental, T, o tempo de tunelamento devido a duplicacéo do primeiro estado excitado e T,

o0 tempo de tunelamento devido a duplica¢do do segundo estado excitado quando este existir.

Evolucdo do tempo de tunelamento em funcéo de V,

V, (eV) 50,000 100,000 300,000
E1=21,342 E1= 25,755 E1= 30,287
E,=23,134 E>= 26,099 E>= 30,292
Niveis de Energia - Es=91,573 E3=119,538
(V) - E4= 98,689 Es= 119,663
- - Es= 257,428
- - Es = 259,925

T, (10%s) 1,155 6,014 413,780

T, (10 s) - 0,291 16,551

T, (10™s) - - 0,829

Tabela 6.4. O tempo de tunelamento T, T, e T, em funcéo da profundidade do poco V.

Por meio dos dados que a tabela (6.4) apresenta, pode-se concluir que ao aumentar o
potencial V,, isto €, a profundidade da barreira do pogo simétrico, verifica-se que o tunelamento
no estado fundamental torna-se menos favoravel. Agora, quanto maior for o nivel de energia
E,, e considerando E, < V,, nota-se um acréscimo da probabilidade de transi¢do de um pogo

para o outro. Entdo, no primeiro estado excitado uma particula efetua o tunelamento com maior

rapidez do que estando no estado fundamental, para um mesmo potencial V,,.

Estas observaces estdo de acordo com o esperado, no que diz respeito a transposicdo
de um poco para outro. Uma particula que estd mais proxima do topo da barreira tem

probabilidade maior de tunelamento [1,10].



79

Capitulo 7

Oscilacgéo entre dois estados discretos na presenca de uma perturbacéo

7.1 - Descrigéo:

Estuda-se neste capitulo o comportamento oscilante de um
sistema entre dois estados discretos sobre o efeito de uma perturbacdo ressonante senoidal.
Nota-se que o método de aproximacgdo usado para calcular o efeito de uma perturbacéo
ressonante nao ¢ valida para longos periodos de tempo. No segundo capitulo a expressao (2.48)

descreve que o tempo t que mais satisfaz é:

(7.1)

Supondo que ao estudar a evolucdo de um sistema sujeito a uma perturbacdo ressonante
sobre um tempo consideravel, na qual a condicéo (7.1) ndo é satisfeita, verifica-se que a solugédo

de primeira ordem ¢ insuficiente, havendo a necessidade de utilizar um certo nimero de termos
de ordem superior para obter a probabilidade de transicio P, (t;), sendo descrita por:
‘2

P (t;0) = [1b® (1) + 222 (1) + 20 (1)+. (7.2)
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A seguir é aplicado um método de aproximagdo para a natureza ressonante da

perturbacdo.

7.2 - O método da aproximacao secular:

A condicdo de ressonancia implica que a frequéncia de oscilagdo da perturbacéo seja

aproximadamente igual a frequéncia de Bohr (» = @), considerando que haja dois estados
discretos \¢i) e ‘gof ) que estdo efetivamente associados a perturbacdo W(t) . E que o sistema
no instante inicial esteja no estado ‘goi) (b, (0)=1), é possivel ocorrer uma amplitude de

probabilidade b, (t) de encontra-lo no estado ‘gof) num tempo t. Por outro lado, todos os

coeficientes b (t) (com n=#i,f) permanecem muito menores que 1 desde que eles ndo

satisfacam a condicéo de ressonancia.

Sendo a perturbacdo dada por (2.31), ou seja: W(t) = W senwt , e através da expressao
(2.17): lh— /LZ Wnk e'»' | & possivel determinar b, (t) e b, (t) parat=0 ecom

k # i, f ;cujo sistema de equacdes é descrito por:

m—b. (t) = {[ e b, (1) + [e 0 - e b, (0]

(7.3)

mib ) = — {[ (ot g b, (8) + [€ - e Wy b, (1))
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No lado direito destas equacdes, alguns coeficientes de b, (t) e b, (t) séo proporcionais

a e deste modo eles oscilam lentamente no tempo quando ® = @ . Por outro lado, 0s

demais coeficientes sdo proporcionais & e““* ou a ei'(‘““’“)t que oscilam mais rapidamente.
Aqui, aplica-se a aproximacdo secular, na qual consiste em omitir o segundo tipo de termos. Os
termos restantes sao denominados “termos seculares”, cujos coeficientes tornam-se constantes

para o = w . Quando integrados sobre o tempo, eles contribuem as variagdes das componentes
b.(t) e b, (t). A aproximagdo secular é valida tanto para @ = @, como para o # @, ela

conduz ao sistema de equagdes descrito por:

AL o)
0= e b, 0 (7.4.2)

A L o)
0= Wb @) (7.4.0)

7.3 - Solucdo do sistema de equacdes:

Considerando, inicialmente, o caso ressonante no qual ® = @, , diferenciando a

equacdo (7.4.a) e substituindo em (7.4.b) resulta em:

d? 1

dt_zbi (t) = ‘W fi‘ b, (t) . (7.5)
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Desde gue o sistema esteja no estado ‘W para t = 0, as condigdes iniciais sao:

b(0)=1, (7.6.9)

b, (0)=0 , (7.6.b)

que de acordo com (7.4-a) e (7.4-b) resulta:

db,
E t:o:0 ) (7.7.8.)
db, W,
T (7.7.0)

A solucdo de (7.5) que satisfaz (7.6-a) e (7.7-a) pode ser escrita da seguinte forma:

0

b, (t) = COS[?J : (7.8.2)
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e b, (t) pode ser obtido de (7.4-a):

b, (t)e'(”’”’")tsen[ ’\Z;‘t] , (7.8.b)

A probabilidade Pif*(t;a) = a)ﬁ) de encontrar o sistema no estado |p,) num tempo t é dada

por:

2h

Pif*(t;a) = wﬁ)= senz[’wf' ‘tJ . (7.9)

Quando o # @ , a probabilidade é descrita por:

oo iy o

A equagdo (7.10) fornece a magnitude do fendmeno de ressonancia. Quando @ = @ ,
a perturbacdo faz com que o sistema mova completamente do estado ‘goi) ao estado ‘gof ) . Por

outro lado, se a perturbagio ndo é ressonante a probabilidade P, (t;a)) sempre permanece

menor que 1.
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7.4 - Probabilidade de transicéo e de tunelamento em processos fotossintéticos:

A fotossintese € um processo bioldgico pelo qual a energia
eletromagnética é convertida em energia quimica. A vida na terra depende da fotossintese que
é realizada por duas classes principais de organismos: aqueles que envolvem o oxigénio, por
exemplo, plantas verdes e as bactérias fotossintéticas.

A determinagdo da estrutura cristalina dos centros de reagdo em bactérias, tais como:
Rhodobacter sphaeroides e Rhodopseudomonas viridis forneceu uma base para a compreensao
quantitativa da transferéncia primaria de elétrons nos processos de fotossintese [19].

Realizou-se uma aplicacdo baseada em sistemas conforme a referéncia [19] para
obtencdo da probabilidade de transicéo e de tunelamento. A diferenca entre estas probabilidades
no poco duplo é que a transi¢cdo ocorre em um dos pog¢os, enquanto que o tunelamento ocorre
de um pogo para outro.

Com a intencdo de analisar a concorréncia entre a
probabilidade de transicdo e de tunelamento utilizou-se um poco simples de profundidade de 4

eV, com dois niveis de energia E, e E, de 0,515 eV e 2,019 eV, respectivamente, cuja

diferenca de aproximadamente 1,5 eV caracterizando a energia de absorcdo de um féton. Um

outro pogo simples de 6,733 eV com trés niveis de energia E,, E, e E, de 0,545¢eV; 2,159 eV
e 4,752 eV, respectivamente, foi acoplado ao anterior gerando um poc¢o duplo assimétrico
ressonante. Esta situaco é satisfeita quando a largura dos pogos a é igual a 7,55 x 10 me a
distancia entre eles L é igual a 1 x 10~° m. A profundidade de cada pogo vale V,=4eV eV, =

6,733 eV. O potencial biestavel resultante produziu cinco niveis de energia que sdo: 0,544 eV,

2,158 eV, 3,204 eV; 4,614 eV e 4,868 eV.
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Nesta circunstancia um elétron ao passar de um poco para

outro sofre a influéncia de uma perturbacéo W,, , podendo ser calculada através da expressdo
(3.15), efetuando a diferenca entre E, e E_ . Neste caso os niveis de energia E, e E_ séo,
respectivamente, 4,868 eV e 4,614 eV, resultando numa perturbacdo W,, de modulo igual a

0,127 eV. A probabilidade de tunelamento P, (t) € dada pela formula de Rabi, ou seja:

P, (t)= SenZ{Z’WlZ ;—h} . (7.11)

Logo, neste caso, tem-se:
P, (t)=sen?[3,859x10"t] . (7.12)

A probabilidade de transi¢do P, (t) ¢ fornecida pela expressdo (7.10), e neste estudo

0 mddulo da perturbacéo foi considerado como sendo a energia térmica, ou seja: ’Wif ‘:kBT,
sendo kg a constante de Boltzmann, e T esta proxima da temperatura ambiente (T =300 K).

Logo, o médulo da perturbagéo é W,, = 2,589x10?eV . Indicando que a perturbacéo é gerada

pela propria energia térmica do ambiente. Por outro lado, com a finalidade de seguir um modelo
baseado na referéncia [19], aplicou-se um comprimento de onda na faixa do infravermelho em
torno de 8,65 x 10~' m, consequentemente a frequéncia angular » € igual a 2,178 x 10* Hz.

A frequéncia de transicdo o € estabelecida pela diferenca entre os dois niveis de energia do

poco simples de menor profundidade dividido por 7, que é igual a 2,285 x 10* Hz.
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Entdo, a probabilidade de transigdo P, (t) que representa a probabilidade quando

w#o, (neste caso 2,178 x 10® Hz = 2,285 x 10* Hz), resulta em:
P, (t)=0,119sen?[5,697x10%t] . (7.13)
Efetuando o grafico das probabilidades P, (t)e P, (t) chega-se a figura (7.1).

- P = P

il

0.6}

04}

0.2- /H‘ik\ W Win LHLH\M 10~y

0.5 1.0 1.5 20

Figura 7.1. Grafico de P, (t)e P, (t) em relagio ao tempo, com w#a ;.

Para um tempo t variando de 0 a 2,4 x 10*°s, e com w#w, a probabilidade P, (t)

ndo alcanga 0 maximo.
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No caso ressonante, w = w; , a probabilidade de transicdo P} (t), dada pela expresséo (7.10),

é escrita da seguinte forma:

P, (t)=sen?[1,963x10%t] . (7.14)
O grafico das probabilidades P, (t)e P, (t) nestas condicbes é mostrado na figura (7.2).
= Pu() = P(t)

It \ /
04 / \ /

"L TNLALEND ..

0.5 1.0 L5 20
Figura 7.2. Grafico de P, (t)e P, (t) em relagio ao tempo t , se w=0 ;.

s, e com w=w, a probabilidade P, (t)

Para um tempo t variando de 0 a 2,4 x 10
ndo alcanca o maximo, alcanca o maximo, mas P, (t) atinge-o primeiro e com maior

frequéncia.
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Observa-se na figura (7.2) que nas condicOes indicadas a probabilidade P, (t) atinge o
seu maximo mais rapidamente que a probabilidade P, (t). Conclui-se neste caso que 0

tunelamento é mais favoravel a transicdo de um elétron para retornar ao seu estado energético

inicial.
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Capitulo 8

Conclusao

Neste trabalho foram estudados sistemas de dois estados na presenca de perturbacao,
para os quais foi observada a oscilacdo de um estado para outro com frequéncia proporcional a
perturbacdo. Em um poco duplo simétrico ou assimétrico, quando os niveis de energia em cada
pOCO eram iguais, ou sejam, estdo situados na mesma profundidade, caracterizando um sistema
ressonante, a probabilidade de tunelamento & méaxima. Nestes sistemas foi obtida a

probabilidade de transi¢do possibilitando determinar o tempo de tunelamento caracteristico.

Analisou-se a solucdo do problema de um potencial de pogo duplo quadrado
unidimensional simétrico e assimétrico, sendo obtidos os autovalores da energia, tanto para
energias abaixo como acima da barreira de potencial (capitulos 4 e 5). Foi visto, também, a
dependéncia dos niveis de energia com o0s parametros geométricos do po¢o duplo simétrico
(capitulo 6). De acordo com o esperado verificou-se que a diminuicdo da largura da barreira
favorece o tunelamento; e, inversamente, o tunelamento é desfavorecido quando ocorrer um
aumento da largura da barreira. Notou-se que se o0 valor da distancia entre os dois pocos

(parametro L ) diminuir, mantendo os demais parametros constantes (a eV, ), a diferenca entre
E. e E_ sofre um aumento levando a um tempo de tunelamento T, menor. Logo, a passagem

de uma particula pela barreira nesta condicdo € mais rapida, ou seja, o tunelamento é mais
efetivo. Quando o valor do parametro a aumenta, mantendo os demais parametros inalterados,
a particula atravessa a barreira em um tempo menor; ou seja, o tunelamento é favorecido. Ainda
sobre 0 aumento do valor do parametro a, pode ser visto o0 aparecimento de novos niveis de

energia no pogo duplo simétrico; assim como a diminuicdo dos autovalores de energia ja
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existentes, aproximando os niveis do fundo do poco. A variacdo da profundidade da barreira de

potencial, também, foi analisada, verificou-se que um aumento do potencial V,, dificulta o

tunelamento. Contudo, quanto maior for o nivel de energia, desde que ainda menor que a altura
da barreira de potencial, percebeu-se um acréscimo na probabilidade de transicdo de um pogo
para o outro. Entdo, conclui-se que no primeiro estado excitado uma particula tem a capacidade
de efetuar o tunelamento com maior rapidez do que estando no estado fundamental, para um

mesmo potencial V, considerado. Todas estas conclusfes podem ser obtidas da analise feita no

sexto capitulo.

Na aproximacdo de dois pocos simples formando um poco duplo, observou-se que
para um determinado valor da barreira de potencial, cada autovalor da energia no pogo
simples gerou dois autovalores da energia distintos no poco duplo simétrico, cujo valor medio

obtido foi préximo daguele encontrado no pogo simples.

Notou-se no poco duplo ressonante a ocorréncia de um desdobramento dos niveis de
energia, duplicando-os em relacéo aos do pogo simples; sendo a diferenca de energia cada vez
mais acentuada a medida que 0s pocos se aproximam entre si. Este efeito reforca a ideia que o
potencial biestavel pode ser formado através da juncdo de dois pogos simples. Neste caso, as
funcGes de onda resultantes podem ser aproximadas por combinacdes lineares das

autofuncdes originais, dando origem a dois niveis de energia (previsao de Landau).

No estudo do poco assimétrico esta aproximacdo é menos efetiva que para o poco
simétrico. Isto pode ser verificado notando que a média das energias obtidas entre dois niveis
proximos para o po¢o duplo assimétrico ndo corresponde ao valor do nivel de energia do pog¢o

simples (tabela 5.1).
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Foi possivel perceber que, quanto mais préximo do topo da barreira estiverem os niveis
de energia maior é a abertura entre os niveis duplicados e conclui-se que nesta situacdo o
tunelamento é mais propicio.

O trabalho apresentado aqui permite averiguar as principais caracteristicas do processo
de tunelamento entre dois pocos de potenciais. O fato de o problema possuir solucéo analitica
e exata da equacdo de Schrodinger facilita a visualizagdo dos resultados.

Por outro lado, como visto na introducéo o tunelamento tem inimeras aplicacfes em
sistemas fisicos, dentre as quais destaca-se a transferéncia de elétrons em sistemas bioldgicos
(capitulo 7).

Dados experimentais de transferéncia fotossintética de elétrons em bactérias mostram
que a taxa de transferéncia tem uma forte dependéncia com a temperatura até um valor critico

(T, =100 K, no caso da oxidagdo fotoinduzida no citocromo de Rodopseudomonas) [2].
Para valores menores que T, a taxa passa a ser constante indicando que a causa mais

provavel da transferéncia nesta faixa de temperatura € devido ao tunelamento quéntico, pois
nesta situacdo a taxa de transferéncia torna-se independente da temperatura.

Verificou-se que a probabilidade de tunelamento alcangou 0 seu maximo com maior
rapidez do que a probabilidade de transicdo (figura 7.2). Conclui-se nesta situacdo que a
transicdo de um elétron para retornar ao seu estado energetico inicial € menos favoravel que o
tunelamento.

E ainda na figura (E.8) aparece um segundo pico na curva em verde que ao interceptar

com a curva em vermelho gera o segundo nivel de energia no po¢o duplo considerado.
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Apéndice A
Regra de ouro de Fermi

No caso em que ha um poco de potencial e uma barreira separando este po¢o de uma
regido livre de interacdo, a probabilidade de transi¢do ¢ dada pela “regra de ouro de Fermi”.
Neste trabalho ndo é utilizado este sistema, entretanto é apresentada a seguir a deducdo desta
regra por questdo de completeza do texto.

Se E, pertence a regido do espectro continuo de H,, a densidade de probabilidade

oP(t) possibilita encontrar o sistema no estado |, ) num tempo t.

Assumindo que, num problema particular, certos autoestados de H, sé&o rotulados por

um conjunto de indices, simbolizados por « , tal que a relagéo de ortonormalizagdo pode ser

escrita da seguinte maneira:
(a|a'>:§(a—a'). (A1)

Num tempo t o sistema é descrito pelo ket normalizado |¥ (t)) . Inicialmente, o objetivo

é obter a densidade de probabilidade 5P(af ;t) de encontrar o sistema em um conjunto de

estados finais; que é caracterizado pelo dominio D, dos valores do parametro « , centralizado

em o, , cujas energias formam um continuo. A densidade de probabilidade 5P(af ;t) é descrita
por:
‘2

oP(a,it) :LeDf da [(ar | % (1)) (A.2)
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Existe a possibilidade de efetuar mudanga de variaveis e introduzir a densidade de
estados finais, definida por p( s, E) . Ao inveés de caracterizar estes estados pelo parametro « ,
pode ser utilizado a energia E e o parametro /£ , que séo necessarios quando H, sozinho néo

constitui um conjunto completo de comutacdo de varidveis. Entdo, da pode ser escrita em

termos de dE e dg ; ou seja:
da = p(#,E)df dE . (A.3)

A densidade de probabilidade passa a ser:

0P(arit)= o 9B B p(p.E ) E| (1)) (A4)

Considerando um sistema que inicialmente esta no autoestado ‘W de H,, em (A.4)

pode-se expressar o“P(ai;af ;t) para descrever a densidade de probabilidade, e conforme a

expressao (2.38) do capitulo 2, tem-se:

P L Ewiaf R 55 (A5)

AN .

A funcdo F é definida na expressdo (2.39); E; e E s&o as energias, respectivamente,

dos estados ‘W e |/)’, E) ; entdo:

E—Ei)l

oP(ay:a, ;t):hi2 fgzgg dg dE p(,E)|(p, EW| &) F[t, - (A.6)
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Se t ¢ suficientemente grande, esta funcdo F pode ser aproximada para a funcéo

a“(E - Ei), uma funcéo-delta de Dirac [1, 15]; ou seja:

. E-E)_ (E-E)_
lim F(t, - )_;zta‘(—Zh )_mw(E-Ei). (A7)

A fungéo p(ﬂ,E)‘(ﬂ,E[\M ai>\2 , geralmente, varia muito lentamente com E; e

assumindo o tempo t suficientemente grande para a variacdo desta fungéo sobre o intervalo de
energia de largura 477/t centralizado em E = E; ; entdo, ela pode ser desprezada. E se Jf, €

muito pequeno, a integragédo sobre £ ndo é necessaria.

Quando a energia E; pertence ao dominio JE; , pode-se definir:
2 2
§P(ai;a’f;t):§ﬂf 7t‘<ﬂf1Ef = Eilwlai>‘ p(ﬂf'Ef = Ei) : (A.8)
Quando a energia E; ndo pertence ao dominio JE; , pode-se definir:

oP(ayia,5t)=0 . (A.9)

A probabilidade cresce linearmente com o tempo; logo, a probabilidade de transi¢do por

unidade de tempo é:

W a, )= %§P(ai,af,t) . (A.10)
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A expressao é\N(ai,af) é independente do tempo. A densidade de probabilidade de

transicéo por unidade de tempo e por unidade do intervalo da variavel g, é:

entao:

X(ai’af): Z%kﬂf’Ef = Ei[\N|ai>‘2p(ﬂf1Ef = Ei) :

(A.11)

(A.12)

A expressao (A.12) ¢ um importante resultado, conhecido como a “regra de ouro de

Fermi”.
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Apéndice B

Diagonalizagdo de uma matriz Hermitiana 2x2

A fim de obter os resultados expressos nas equagdes (B.16) e (B.20) € preciso
diagonalizar as matrizes que aparecem nos calculos. Neste apéndice é apresentado em detalhe

a diagonalizacdo desejada.

Considere a matriz Hermitiana (H) na base ortonormal {‘ ?1), \ ¢2>} que representa

um certo operador Hermitiano H que é descrita como:

E,+W, W,
W, E, + W,

(B.1)

Esta matriz pode ser reescrita, como a soma de outras duas da seguinte forma:

1(El+vvll+ E, +W,,) 0

1
0 E(E1+V\/11+ E, + W, )

Nota-se que o primeiro fator da soma é uma matriz diagonal.
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Assim, o operador H pode ser decomposto como:

1 1
H:E(E1+V\/11+ E2+W22) 1+E(E1+\N11_ EZ_WZZ)K ’ (B3

onde 1 & um operador identidade e K é um operador Hermitiano representado na base

{‘ 1), ‘ (02)} pela matriz:

2W,

E,+W,-E, -W
( K) — 2W21 1 11 2 22 ) (B4)

E1+VV11_ Ez_sz

Considerando os autovetores ‘ Y.), e os autovalores correspondentesa He K (E, e

k. , respectivamente), entdo:

H|¥,)=E,

Y. o, (B.5)

K|w.)=k,

Yoo (B.6)

logo, de (B.3) obtém-se:
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1
(E,+ W, +E, +W,) +§(El+vvn- E,-W,)k, . (B.7)

N

E =

H+

Para determinar os autovalores e autovetores de H é necessario primeiro encontrar os

autovalores de K.

Na matriz (K) da expressdo (B.4) o determinante caracteristico é:

2
Det [(K)-k1]=k?-1- 4| ~=0. (B.8)
(E1+Vvll_ Ez_sz)

Resolvendo a equagéo (B.8), obtém-se os autovalores k, e k_ de (K), ou seja:

K = \/(E1+VV11_ Ez _W22)2+ 4’\/\/12‘2
: E1+VV11_E2_W22 ’

(B.9)

K = \/(E1+VV11_ E2 _W22)2+ 4’\/\/12‘2
) E1+VV11_ E2_\/\/22

(B.10)

Assim sendo, com as relacBes acima (B.9) e (B.10), bem como a expresséo (B.7), chega-

se aos autovalores de H, ou seja:
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E, = %(E1+V\/11+ E, "‘sz)"' %\/(El"'wn‘ E, ‘W22)2 t 4’W12‘2 ’ (B.11)
1 1 2 2
E_:E(El-l-vvll-l- E2+W22)_E\/<E1+VV11_ EZ_WZZ) +4‘W12‘ ' (B.12)

Finalmente, os autovetores de H podem ser encontrados.

Sendo ae b os componentes do autovetor \ Y.) em \ 9,) € \ ¢,), anormalizacéo a ser

obtida é dada por:

[¥.)=a|p)+b|g,) . (B.13)

De acordo com (B.4), (B.6) e (B.9), tem-se:

. 20,
E1+W11‘ Ez‘sz a
-
E1+VV11_ Ez _sz
\j(El +W,; —E, _W22)2+4|\N12|2 a (B.14)
El +W11 - Ez _sz [bJ . -

Como a matriz é puramente ndo diagonal, isto é, W,, =W,, = 0; a relag&o (B.14) torna-

Se.
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\/(El_E2)2+4’W12‘2 s 2W,,

1-
El_ Ez E1_ Ez

b=0 , (B.15)

e dacondicdo |a’+|b | =1, e da expressdo (B.15), obtém-se o autovetor ‘ ¥, ), isto é:

1 (El_EZ) W, 2
‘\P+>: —| 1+ ’V\/‘ ‘(91>

2 \/(El - E2)2 + 4‘\’\/12‘2

ll— (El_Ez) [lej 2‘¢> (B.16)
2" JE ) [ |\ W) '

Num processo analogo, sendo ¢ e d os componentes do autovetor “Pj em ‘ p,) €

‘ ¢,), anormalizacéo a ser obtida é dada por:

(¥ )=c|p)+d]p,) . (B.17)

De acordo com (B.4), (B.6) e (B.10), tem-se:

E1+VV11_ Ez_sz
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\/( El +W11 - Ez _sz )2 """I\N12|2 C (B 18)
E +W,—E,-W,, d) - '

Como a matriz é puramente ndo diagonal, isto &, W,, = W,, = 0; a relacéo (B.18) torna-

S€:

2W, \/(Er E,) + 4|
?:LEZC+ -1+ EE, d=0 ,

(B.19)

e da condicdo | c|* +|d[> =1, e da expresséo (B.19), obtém-se o autovetor ‘ ¥ ), ou seja:

‘\P > - _ l 1- (E1_2E2) - [\lejz ‘ ¢1>
2" J(E- £+ A |\ M
1 (El_ EZ) [lejz
+ =1+ - > ) (B.20)
2 \/(El— E,) +4W,| W, K

As equacbes (B.16) e (B.20) sdo utilizadas no capitulo 3. Verifica-se através dos

resultados obtidos nestas expressdes que ‘ Y.)e ‘ V¥ _) sdo ortogonais.
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A seguir, pode-se determinar 0s autoestados ‘401) e ‘wz), por intermédio do

procedimento de inverséo dos autovetores | ¥, ) e ‘ Yoy,

Inicialmente, efetuando a multiplicacdo em (B.16), nos dois lados da igualdade, por:

)
1 , (B.21)
)

1 1+ (El_ E2)
: \/(El - E2)2 * 4’W12‘2

e multiplicando em (B.20), em ambos os lados da igualdade, por:

e
12 , (B.22)
)

. (E-E)
2 \/(El - Ez)z + 4’W12‘2

e somando-as, obtém-se:

v } . (B.23)
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Agora, efetuando a multiplicacdo em (B.16), nos dois lados da igualdade, por:

Fo
20" JE- )+ aw,f

W, |2
L , (B.24)
[’le\]

e multiplicando em (B.20), em ambos os lados da igualdade, por:

W, |2
=2 , (B.25)
[’\le‘]

=
: \/(El - Ez)z * 4’\/\/12‘2

e somando-as, obtém-se:

Y.

o0~ Wi\jz N;{l J<E1(EE:—>2E+21W2‘2]

o
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Apéndice C

Poco de Potencial Quadrado Infinito

Os resultados obtidos para os potenciais biestaveis podem ser tratados no limite de altas
energias onde o0s potenciais em questdo se aproximam do pogo infinito. Neste apéndice é
resolvido o problema da particula confinada em uma caixa, para que o resultado possa ser usado

neste teste.

O poco de potencial quadrado infinito € escrito como:

X a ou X a
00 < - —= > =
_ 2 2
V(x) = . a a (C.1)
- —< X< T
2
Este potencial esta ilustrado na figura (C.1).
w V(x) ©

Figura C.1. Um poco de potencial quadrado infinito.
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Este potencial possui a propriedade de ser capaz de confinar uma particula que tenha
qualquer energia total finita E > 0 e é bastante estudado, inclusive em livros texto [1]. Na
mecanica classica, o sistema pode assumir qualquer valor de energia, mas na mecanica quantica

apenas certos autovalores discretos E, sdo possiveis.

Para valores ndo muito altos do nimero quantico n os autovalores e autofuncGes deste
potencial podem ser utilizados para aproximar os autovalores e autofungdes correspondentes

(mesmo n) de um poco de potencial com barreira grande, mas finita.

Na regido dentro do poco, a solucdo geral da equagédo de Schrodinger independente do
tempo para o pogo de potencial quadrado infinito pode ser escrita como uma onda estacionaria,

ou seja:

a a
¥ (x)= Asenkx+ Bcoskx |, onde —ESXSE e k=

Nas regibes fora do poco a densidade de probabilidade é nula, pois a particula esta
necessariamente confinada ao poco de potencial por suas paredes infinitamente altas. Em

particular, nos limites do poco a onda estacionaria tem nds nas paredes da caixa, ou seja:

¥(x)=0 para X = i% : (C.3)
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As relagdes que sdo satisfeitas pelas constantes arbitrarias A eB, e pelo parametro k

) - a : -
podem ser obtidas usando a condi¢do de contorno em x = iE' Aplicando a condigdo de

contorno em X = a2 , tem-se que:

ka ka
Asen —+Bcos —=0 , (C.4)
2 2
eemx=-9, , tem-se que:
Asen( @)+Bcos( @j—o
2 2 ’
ou:
ka ka
- Asen ?+Bcos ?zo : (C.5)

Somando as equacdes (C.4) e (C.5), chega-se a seguinte expressao:

ka
2B cos 5= 0, (C.6)

e subtraindo-as, resulta em:
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ki
2 A sen ;: 0 . (C.7)

d¥(x)
d x

Tanto (C.6) quanto (C.7) devem ser satisfeitas. Quando isto é efetuado, ¥ (x)e

serdo finitas e univocas em todos os pontos, e ¥(x) sera continua em todos os pontos. E

¥ (%) sera descontinuaem x = + E. Entédo:
dx 2
ka
A=0 e (0 - = 0, (C.8)
ou
ka
B=0 e sen ?zo : (C.9)

As condicBes as quais o nimero de onda angular k deve satisfazer, estdo na forma de
equacOes transcendentais, ja que a incognita, k , aparece nos argumentos do cosseno e do seno;

portanto ha dois tipos distintos de solucéo, descritas a seguir:

k
¥(x)= B cos kx , onde cos ?a: 0, (C.10)
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k
¥(x)= Asenkx |, onde sen ;z 0 . (C.11)

Os valores possiveis de k condizente com a expresséo (C.10), séo:

|\>|§3—
I

r\>|g,°

N|§{'

devido a condigé@o imposta pelo cosseno; tem-se:

K = — n=13,5 ... . (C.12)

Os valores possiveis de k referente a expressdo (C.11), séo:

—=7, 27, 37, ...,

devido a condicdo estabelecida pelo seno; entéo:

Kk = — n=24,6, .. . (C.13)
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Conhecendo os valores possiveis de E , obtém-se:

n
¥ (x)=B, cos k.x , onde k, = ;ﬁ n=13,5, ... , (C.14)

Y. (x)= A senk,x , onde k, = n;” n=2,4,6, .. . (C.15)

A solugdo correspondente a n=0 é ¥, (x)= Asen 0= 0; ela é eliminada porque n&o
descreve uma particula em uma caixa. O numero quantico n foi utilizado para indexar as

diferentes solucdes das equagbes transcendentais, as autofuncdes e os autovalores

v 2mE

n
correspondentes. Utilizando a relacdo k = de (C.2), e a expresséo k, = ;ﬁ em (C.14)

e (C.15) para os valores possiveis de n, resulta:
n’k?  7’h*n’

E = 0= n=1,2, 3,4,5, ... . (C.16)
2m 2ma

Observa-se que apenas estes valores discretos da energia total E sdo acessiveis ao
sistema [1, 8], ou seja, a energia total de uma particula em uma caixa é quantizada [10,

11,17, 18].
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Apéndice D

Poco quadrado finito em um dos extremos

O poco biestavel pode ser imaginado como sendo resultado da interacdo entre dois
pogos simples, com o potencial infinito de um lado e finito do outro (figura D.1). A aproximagéo
dos dois pocos pelo lado em que a barreira de potencial é finita faz com surja o potencial de

duplo minimo.

O poco de potencial quadrado finito em uma das extremidades € escrito como:

0 X< 0
V(X)= 0O O<x<a (D.1)
Vo X>a

Este potencial esta ilustrado na figura (D.1), onde se observa um degrau em um dos

lados deste pogo.

-
>

0 a 5

Figura D.1. Um poco de potencial quadrado finito em um dos extremos.
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Nota-se que, ao aproximar dois pocos da figura (D.1) é gerado um poc¢o duplo simétrico
quando suas profundidades forem idénticas, conforme tratado no quarto capitulo; e um poco
duplo assimétrico quando suas profundidades forem diferentes, conforme exposto no quinto
capitulo.

As equacOes de Schrodinger independente do tempo nas regides Il e Il para o poco de

potencial quadrado finito em uma das extremidades sdo descritas da seguinte forma:

h® d?y

Tom EY O<x<a , (D.2)
n® d*y

_%dT-I-VOZ EVY X>a . (D.3)

Na regido a esquerda do pogo o potencial € nulo. Considerando E <V, , a solugdo geral

para cada regido fornece:

na regido I: ¥, (x)=0 x<0, (D.4)

na regido Il ¥.(x) = Asenkx+ B cos kx O<x<a, (D.5)

na regido IlI: ¥,(x)=Ce "+ De” X>a, (D.6)
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sendo:

N =

k:(sz)i . )

hZ h2

anlY, - E) E)] . (D.7)

Aplicando as condigdes de contorno séo geradas as seguintes condigdes:

a) Quando x tende ao infinito, verifica-se que ¥,(x) cresce sem limite devido & presenga do
segundo termo da expressdo (D.6). Para evitar isto, e manter ¥,(x) finita, admite-se que o

coeficiente arbitrario D seja igual a zero.

b) A condicdo ¥,(0)=0 implica que o coeficiente arbitrario B é nulo. Sendo
. (x)= A'e®+B'e™ ecom ¥,(0)=0, conclui-se que: A'+B'=0, logo: A'=-B".
Substituindo esta Gltima igualdade em ¥,(x) tem-se: ¥,(x)=A ' (e*-e™)=2iA 'senkx.

Portanto: ¥,(x)= Asenkx.

A continuidade da funcéo de onda e da sua primeira derivada implica que:

dy,

dv, | dy,
dx

a d_X ) (D8)

ou seja:
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Asenka=Ce™”? |

(D.9)
Ak cos ka= -4 Ce"? .
A solucdo das expressdes em (D.9) é dada por:
k s
senka=-— coska = cot ka=--— . (D.10)

4 k

A equagcdo (D.10) produz os autovalores da energia E,. Esta equacéo, tambem, pode

ser escrita do seguinte modo:

=~

lsen ka|]= — (D.11)

>
o

pois:
k2 ‘|‘ﬂ2 k2
s’ (ka) 1+ cot®(ka) 2 v (D.12)
onde:
1
2mvV, )2
k0 = ( 72 0) . (D-13)
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Através da expressdo (D.11) pode ser construido um gréfico evidenciando as regifes

indicadas pelas setas onde cot ka < 0, visto na figura (D.2).

|sen kal
A

e

T 3_,7_ z,_v_ Sx 3%
a

2a a Z a

T

2a
Figura D.2. Gréafico de |sen ka| em funcéo de k , e regides onde a cot ka < 0.

As raizes produzidas pelas intersec¢des da curva do modulo do seno com a reta %
0

nas areas consideradas determinam os autovalores da energia correspondentes.

A figura (D.3) é um exemplo da utilizacdo da equacao (D.10) aplicada a uma barreira

de potencial de 1 x 10° eV e a é igual a 1 x 10'° m. Observa-se que as interseccdes sio

estabelecidas em regifes onde a cotangente é negativa.
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o+

ro

E(10~167)

Figura D.3. Autovalores da energia para uma barreira de potencial de 1 x 10° eV.

Na figura (D.3) a curva verde € a razdo —é e a curva vermelha é a cot ka, ambas

constituintes da expressao (D.10). Praticamente, as solu¢des encontradas nas figuras (D.2) e

(D.3) séo, efetivamente, as mesmas.
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Apéndice E

Resultados Numéricos e Graficos para o Poco Simétrico e Assimétrico

Neste apéndice sdo mostrados os resultados numéricos obtidos graficamente, tanto para
0 poco duplo simétrico como para o assimétrico. A seguir, sdo mostrados os autovalores da

energia para alguns valores da profundidade da barreira do poco duplo simétrico com E <V,

que nas figuras (E.1), (E.2) e (E.3) correspondem as interseccdes das curvas em verde e azul
com a vermelha; caracterizadas pelas equagfes transcendentais (4.20.a) e (4.20.b) do capitulo
4. A curva na cor vermelha revela o lado esquerdo destas equages, e a curva na cor verde é
caracterizada pelo lado direito da expressdo (4.20.a), enquanto que a curva na cor azul ¢

representada pelo lado direito da expresséo (4.20.b).

Nos calculos para obtencao dos autovalores da energia, os valores utilizados da largura

dos pocos e da distancia entre eles sdo, respectivamente: a=1x 10°m e L=2x 10"°m.

Inicialmente, para uma barreira de potencial igual a V,= 8,010 x 10*J, observa-se um
anico nivel de energia no poco simples, enquanto que no poco duplo simétrico existem dois

niveis de energia, conforme figura (E.1), cujos autovalores sdo: E,=3,419x 10™Je E,=
3,706 x 107*%J. O tempo de tunelamento é 1,555 x 10™s.
Observa-se que a duplicacdo dos niveis de energia ocorre somente no pogo duplo,

devido a aproximacao de dois pogos simples; e, apenas, neste momento a probabilidade de

ocorrer tunelamento torna-se favoravel.
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— ZTan(ka) ——Tanh[ﬁ(L—a)} - —3COth[£(L—a)}
5.x 10711
E(10-187)
~5.x107 11}
—1.x10‘10f
-1.5x10‘10:-

Figura E.1. Autovalores de energia para o potencial V, = 8,010x10*?J.

-17

Para uma barreira de potencial igual a V,= 1,602 x 10" J, nota-se dois niveis de energia

no poco isolado e quatro niveis no poco duplo simétrico, conforme figura (E.2), cujos

autovalores sdo: E,=4,126 x 10*°J, E,=4,181x 10, E,=1,467x 10""J e E,= 1,581 x

107*"J. O tempo de tunelamento entre os estados E, e E, é 6,014 x 10 s,

-1 e B — Yoo -
kTan(ka) 'BTanh[z(L a)} ﬁCoth{z(L a)}

LN
X
—
o

|
—
—
T

—s.x10-11f

~1.x10-10

Figura E.2. Autovalores de energia para o potencial V= 1,602x107J.
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Agora, para uma barreira de potencial igual a V, = 4,806 x 107" J, nota-se trés niveis de
energia no poco isolado e seis niveis no poco duplo simétrico, conforme figura (E.3), cujos
autovalores sdo: E, = 4,852 x 107*°J, E,= 4,853 x 10*°J, E,= 1,915 x 10", E,= 1,917 X
10Y), E;=4,124x 10" J e E = 4,164 x 107" J. O tempo de tunelamento entre os estados E,
e E, é 1,655x 10™s.

Atraveés destes resultados verifica-se que o tempo de tunelamento decresce quando a

barreira de potencial ou a profundidade dos poc¢os aumenta, mantendo a largura dos pocos e a

distancia entre eles inalteradas.

-1 A B - Yoo B-
kTan(ka) ﬂTanh[z(L a)} ﬁCoth[z(L a)}

2.x107 1L

E10~7n

B
L
o
o
&
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—4.x10"11}

—6.x10"11}

Figura E.3. Autovalores de energia para o potencial V= 4,806x107" J.

Realizou-se um teste de consisténcia aplicando a equacdo transcendental (4.19) do

capitulo 4, para obter os mesmos autovalores da energia E, e E, encontrados na figura (E.1)

acima. O resultado é mostrado na figura (E.4).
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Figura E.4. Autovalores de energia para o potencial V, = 8,010x10*?J.

Na figura (E.4) a curva em vermelho representa o lado esquerdo da equacéo

transcendental (4.19), e as curvas verde e azul representam o lado direito da mesma equacéo.

Na sequéncia sdo mostrados os autovalores da energia para alguns valores da

profundidade da barreira do poco duplo assimétrico para E <V,, no caso ressonante,

apresentado nas figuras (E.5) e (E.6), e no caso ndo ressonante, apresentado nas figuras (E.7) e
(E.8). Os autovalores da energia sdo encontrados pelas interseccdes das curvas em verde com a
vermelha, caracterizada pela equacdo transcendental (5.19) localizada no capitulo 5. A curva
vermelha representa o lado esquerdo da equacéo (5.19) e a curva verde representa o lado direito

desta equacéo.
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Figura E.5. Autovalores de energia para os potenciais V, = 8,010x10™*J e V, = 2,0925x107*" J.

Para o caso ressonante, com as profundidades de cada poco sendo dadas pelos potenciais

V, =2,0925 x 10" Je V, = 8,010 x 107**J, os autovalores da energia sio: E, =4,349 x

10, E, =1,629 x 10" Je E, = 1,668 x 107" J, representados na figura (E.5). Observa-se

gue o primeiro estado se situa no poco de maior profundidade e ndo possui correspondente no

poco de menor profundidade. O tempo de tunelamento entre os estados E, e E; ¢ 8,497 X

107%s,

O primeiro pico na curva em verde na figura (E.5) em torno de 4,5 x 107*®J apresenta
uma interseccdo com a curva em vermelho, que néo esta aparecendo devido a resolucéo grafica
da figura. O autovalor da energia correspondente ¢ evidenciado na figura (E.6) que destaca esta

regiao.
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Figura E.6. Autovalor da energia E, = 4,349x107**J para os potenciais V,= 8,010x10**J e
V,=2,0925x107J.

Para o caso ndo ressonante, com as profundidades de cada po¢o sendo dadas pelos

potenciais V, = 1,602 x 10" J e V, = 8,010 x 10*J. Verificam-se trés niveis de energia para
0 pogo duplo assimétrico, conforme figura (E.7), cujos autovalores sdo: E, = 4,153 x 10*J,

E, =1,156x 10""Je E, = 1,516 x 10"

E ainda para o caso ndo ressonante, com as profundidades de cada po¢o sendo dadas
pelos potenciais V, = 4,806 x 10" J e V, = 8,010 x 10™*J. Sdo observados quatro niveis de

energia para o poco duplo assimétrico, conforme figura (E.8), cujos autovalores sao: E,

=4,852x 10"°J), E, =1,916x 10""J, E;=4,142x 10"'J e E,= 4,363 x 107 J.

Nota-se no caso ndo ressonante a ocorréncia de um fraco acoplamento e pequena
probabilidade de tunelamento, justamente devido a auséncia de ressonancia, pois nao se verifica

correspondéncia dos niveis de energia entre 0S pogos.
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Figura E.7. Autovalores de energia para os potenciais V, = 8,010x10™*J e V, = 1,602x107 J.
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Figura E.8. Autovalores de energia para os potenciais V, = 8,010x10*Je V, = 4,806x107*"J.

Nas figuras (E.7) e (E.8) o primeiro pico na curva em verde apresenta uma interseccao
com a curva em vermelho, que ndo esta aparecendo devido a resolucao grafica da figura; esta

regido esta situada no lado do poco mais profundo caracterizando o estado de energia mais
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baixo, que nesta situacdo, devido & assimetria, ndo possui correspondente no pogo de menor
profundidade.
E ainda na figura (E.8) aparece um segundo pico na curva em verde que ao interceptar

com a curva em vermelho gera o segundo nivel de energia no poco duplo considerado.



