n
t"“’
UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA “JULIO DE MESQUITA FILHO”

Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas

Campus de Rio Claro

Sobre Coincidéncias e Pontos Fixos de

Aplicacoes

Thiago Taglialatela Cobra

Dissertacao de Mestrado elaborada junto ao
Programa de Poés-Graduagdo em Matematica
Universitaria como parte dos requisitos para

obtencao do Titulo de Mestre em Matematica.

Orientadora
Profa. Dra. Alice Kimie Miwa Libardi

2010



TERMO DE APROVACAO

Thiago Taglialatela Cobra
SOBRE COINCIDENCIAS E PONTOS FIXOS DE APLICACOES

Dissertagao APROVADA como requisito parcial para a obtencao do Titulo
de Mestre em Matematica junto ao Programa de Pés-Graduacao em Ma-
tematica Universitaria do Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas da
Universidade Estadual Paulista “Jilio de Mesquita Filho” - Campus de Rio

Claro, pela seguinte banca examinadora:

Profa. Dra. Alice Kimie Miwa Libardi

Orientadora

Prof. Dr. Edson de Oliveira

Centro Universitario Central Paulista - Sdo Carlos/SP

Prof. Dr. Thiago de Melo
Departamento de Matematica - IGCE/Unesp - Rio Claro

Rio Claro, 09 de Dezembro de 2010



Aos meus pais

Renata e José



Agradecimentos

A Professora Dra. Alice Kimie Miwa Libardi, pela orientacio paciente e dedicada,

pelo incentivo e, principalmente, por ter acreditado e confiado em mim.

Ao Professor Dr. Edson de Oliveira, pelas valiosas sugestoes para a conclusao deste
projeto e, principalmente, pelo grande apoio e incentivo na continuacao da minha

formacao académica desde a graduagao.

Aos professores e funcionédrios do Departamento de Matematica do IGCE, pelo

acompanhamento e pela simpatia durante todo o curso.

Aos meus pais, Renata e José, que nao mediram esforcos para que eu pudesse

concluir mais esta etapa da minha vida.

A minha familia, por todo o apoio dispensado.

A algumas pessoas especiais que Deus colocou no meu caminho durante o cumpri-
mento desta estapa, pelo amor, pelo carinho e pelo apoio moral e humano: Geisiane dos
Santos, Gislene Bessa, Luciana Machado, Mauro da Silva, Polyanna da Costa, Tatiana

da Silva, Thiago Lima e Vania Flose.

A todos aqueles que direta ou indiretamente contribuiram para que este projeto

pudesse ser realizado.

E, acima de tudo, a Deus por ter me preparado tudo isso.



A Matematica, vista corretamente, possui
nao apenas verdade, mas também suprema
beleza, uma beleza fria e austera, como a da
escultura.

Bertrand Russell



Resumo

O principal objetivo deste trabalho é apresentar conceitos bésicos sobre coincidén-
cias e pontos fixos de aplicagoes continuas usando como ferramentas os Lemas Combi-
natorios de Sperner e grau de aplicagoes. Apresentamos também um calculo do niimero
de Lefschetz de f, g : T — T3, onde T}, denota uma superficie de genus h, através da

formula dada por Gongalves e Oliveira em |[3].

Palavras-chave: Lemas de Sperner, Grau de Aplicacoes, Ponto Fixo, Indice de Coin-

cidéncia, Numero de Coincidéncia de Lefschetz.



Abstract

The main goal of this work is present basic concepts on coincidences and fixed
points of continuous maps with Sperner’s Combinatorial Lemmas, and degree maps
approaches. We also present a calculation of the Lefschetz number of f,g: T, — T3,
where T} denotes surface of genus h, by using the formula given by Gongalves and

Oliveira in [3].

Keywords: Sperner’s Lemmas, Degree of Maps, Fixed Point, Coincidence Index,

Lefschetz Coincidence Number.
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Introducao

Os classicos Teoremas de Bolzano, Brouwer e Borsuk-Ulam sao exemplos de resul-
tados sobre pontos fixos envolvendo técnicas simples. A existéncia de ponto fixo num
intervalo fechado sob uma aplicagdo continua g qualquer, isto é, g(x) = x, garante a
existéncia de solugoes para a equacdo F(z) = g(z) —x = 0. Os teoremas de existéncia
sao geralmente expressos na forma de ponto fixo. Este teorema é formulado para o
chamado principio do ponto fixo, segundo o qual, se F' € uma aplicacao continua de um
intervalo fechado entao ela tem pelo menos um ponto fixo. Quando para um espaco
topologico X, qualquer autoaplicacao f de X possui um ponto fixo, dizemos que X é
um espago de ponto fixo.

De acordo com [1], o desenvolvimento da Teoria do Ponto Fixo foi uma parte im-
portante da Topologia desde o inicio dos trabalhos de Poincaré, na década de 1880.
Ele mostrou que a solugao para certos problemas em Anélise poderiam ser estudados
através da definicao de um conjunto X e uma aplicacao continua f : X — X de tal
forma que as solugoes corresponderiam aos pontos fixos da fungao f, isto é, aos pontos
xr € X tais que f(x) = x. Através da aplicagao de conceitos de Homologia na Teoria do
Ponto Fixo, Lefschetz desenvolveu no mesmo periodo que Heinz Hopf um consideréavel
refinamento das descobertas de Brouwer. Lefschetz introduziu o que agora chamamos
de Numero de Lefschetz para ponto fixo de uma aplicagao continua e provou que se
esse numero é nao nulo, entao a aplicacao tem um ponto fixo.

A generalizagao da Teoria do Ponto Fixo é a Teoria da Coincidéncia. O famoso
Teorema de Lefschetz para coincidéncia prova que para determinado tipo de espago é
possivel definir um nimero, chamado “ntimero de coincidéncia de Lefschetz”, denotado
por A(f,qg), tal que se f,g : M — N, com M e N variedades fechadas, conexas e
orientadas de dimensao n > 1, e A(f,g) # 0, entdo f e g tém ponto de coincidéncia.
Particularmente, se f é uma autoaplicacdo e ¢ = Id temos que o nao anulamento
de A(f,9) = A(f) garante a existéncia de ponto fixo para a aplicagdo f. Como o
numero de Lefschetz é dado em termos de homomorfismo induzido em cohomologia, é
um invariante por homotopias.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma:

O Capitulo 1 consta dos conceitos preliminares para o entendimento desse estudo.

No Capitulo 2, enunciamos e demonstramos dois lemas combinatoérios e os lemas

de Sperner para um tridngulo e para um quadrado. Tais conceitos sao utilizados
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para a demonstracao do teorema de Brouwer para um quadrado, descrito no Capitulo
posterior.

No Capitulo 3, definimos um espaco de ponto fixo, enunciamos e demonstramos
os teoremas do valor intermediario e seu corolario para ponto fixo, de Borsuk-Ulam
para S' e o teorema do ponto fixo de Brouwer para um intervalo fechado e para um
quadrado. Apresentamos ainda a importancia do conceito de retragao no que tange ao
tema ponto fixo.

O Capitulo 4 contempla defini¢oes do grau de autoaplicacoes continuas da S* e S?
e apresenta o resultado de que toda autoaplicacdo continua da S? tem um ponto fixo
ou leva um ponto em seu antipoda, se deg f # —1 ou deg f # 1, respectivamente.

O Capitulo 5 descreve conceitos da teoria de homologia e da cohomologia necessa-
rios para a definicao da classe de Lefschetz, que, por sua vez, serve de subsidio para
apresentacao de uma férmula para o calculo do ntimero de coincidéncia de Lefschetz.

Finalmente, no Capitulo 6, apresentamos a formula dada por [3] para o calculo do
numero de coincidéncia de Lefschetz de duas aplicagoes continuas f,g : 1y, — T,
onde T}, e T, representam dois toros de genus h e r, respecivamente, em termos dos
determinantes das matrizes dos homomorfismos induzidos em cohomologia f*, g'* :
HY(T,,Q) — H(T},Q). Fazemos, por fim, uma aplicacao da férmula para o niimero
de coincidéncia de Lefschetz para o caso em que r = 3 e h = 2, isto é, tomando como

as superficies dois toros de genus 3 e 2, respectivamente.



1 Preliminares

1.1 Principio dos Intervalos Fechados Encaixados

Se uma sequéncia de intervalos fechados (I, 1Is,...,1I,,...) é tal que I, C I,
para todo n em N, com o comprimento de cada intervalo I tendendo a zero quando n
tende a infinito, entao a interse¢ao de todos os intervalos fechados I,, contém um tinico

ponto xg.

1.2 Homeomorfismo

Homeomorfismo é um conceito topologico relacionando conjuntos com uma, estru-
tura definida (como espagos métricos ou espagos topologicos) através de uma aplicagao.
Algumas propriedades, como compacidade e conexidade, sao preservadas por homeo-

morfismos.

Definicao 1.1. Uma aplicagao f: A — B onde A e B sdo espagos topoldgicos € dita
um homeomorfismo se f € continua, bijetora e tem inversa f~! continua. Dizemos

nesse caso que A e B sao homeomorfos (notagio: A= B).

A importancia desse conceito pode ser entendida, por exemplo, no seguinte resul-
tado: sejam A e B espacos topologicos e f: A — B um homeomorfismo. Entao A é
conexo se, e somente se, B é conexo. Este resultado também ¢ valido para conjuntos

compactos.

A partir daqui, quando nos referirmos a um espago topologico, se nao houver mar-
gem para confusao, faremos referéncia apenas ao conjunto. Por exemplo, diremos que
um quadrado e um disco sao homeomorfos, devendo ficar claro que a propriedade nao

¢ definida sobre dois conjuntos, mas sobre os dois espacos topologicos.

11
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1.3 Homotopia

Definicao 1.2. Sejam duas aplicagoes continuas f,g: X — Y onde X e Y denotam
espagos topoldgicos quaisquer. Dizemos que f é homotdpica a g (f ~ g) se f pode ser
deformada continuamente em g, isto €, se existe uma aplicagio H : X x I — Y,
I =10,1], tal que H(x,0) = f(x) e H(x,1) = g(x), para todo x € X.

1.4 Variedade

Definicao 1.3. Seja M um espago topoldgico de Hausdorff. Se para cada ponto x de
M existe wuma vizinhanga V' que é homeomorfa a um aberto U C R", entao dizemos
que M € uma variedade de dimensao n ou uma n—variedade. A Figura 1.1 ilustra o
caso da S%, na qual para todo ponto existe uma vizinhanca homeomorfa a um aberto
do R?, dessa forma a S?, assim como uma superficie qualquer (toro, garrafa de Klein

e outros) € uma 2—variedade.

Figura 1.1

1.5 Grupo Abeliano Livre

Definicao 1.4. Seja G um grupo abeliano. Dizemos que G € livre se existe um sub-
conjunto A de G tal que cada elemento g € G tem representacao unica dada por

g = g ng.r, onde o inteiro n, € igual a zero exceto para uwm niumero finito de pontos

€A
x € A. O conjunto A € uma base para G.

Notemos que se GG é abeliano livre cuja base é A e H é abeliano, entao toda aplicagao

f+ A— H pode ser estendida univocamente a um homomorfismo f: G — H.
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1.6 Sequéncias Exatas

Definigao 1.5 (Sequéncia exata). Sejam A, B e C grupos abelianos e f, g homomor-
fismos. Dizemos que a terna

f g
—_—

A—B C

¢ uma sequéncia exata se Im(f) = ker(g). No caso em que Im(f) C ker(g), diremos
que a sequéncia € semiexata.
Defini¢ao 1.6 (Sequéncia exata longa). Dizemos que uma sequéncia qualquer

T sz—H Jr+1 Gk+2 Sr+2 fia G, 11

R k<l
na qual G; e f; denotam grupos abelianos e homomorfismos, respectivamente, € exata

se cada terna representa uma sequéncia exata.

Definicao 1.7 (Sequéncia exata curta). Chamamos a sequéncia exata

0—=Atoptec——9p

uma sequéncia exata curta. Notemos que nesse caso f € um monomorfismo e g € um

epimorfismo, que nos conduz ao caso particular de sequéncia exata curta

0—=A—=B—>0, (1.1)

na qual f € um isomorfismo. Assim, f € um isomorfismo se, e somente se, a sequéncia

1.1 € ezxata.
Lema 1.8. Se X e Y sdo matrizes quadradas de ordem 2, entao:
det(X —Y) =det X —det Xy,; — det Xy +detY

onde Xy, © = 1,2, significa que a i—ésima coluna da matriz X foi substituida pela
1—ésima coluna da matriz Y .
m n ros
Demonstra¢ao. Sejam X = ( ) eY = ( ) . Entao:
P q t u
m-—r n—s

det(X —Y) =
p—t q—u

= (m—=r)lg—u)=(p—1t)n—ys)
= mqg—pn—rq+itn—mu+ps+ru—ts

m n

P q

m S

P u

+

tu‘

= det X —det Xy; —det Xy, +detY.



2 Lemas Combinatérios de Sperner

2.1 Primeiro Lema Combinatério de Sperner

Seja I = [a,b] um intervalo fechado de R, com extremos identificados por 0 e
1. Um intervalo ¢ dito ser completo se seus extremos sao identificados por nimeros
diferentes. Quando um subintervalo completo é do tipo (0,1), isto é, tem extremo
esquerdo identificado por zero e direito por um, dizemos que é um intervalo impar e se

do tipo (1,0), é um intervalo par, como ilustra a Figura 2.1.

0 1 1 0
-~ e - e
impar par

Figura 2.1

Lema 2.1 (Lema de Sperner para um intervalo fechado). Seja I em R um intervalo
do tipo (0,1). Usando um nimero finito de pontos, subdividamos o intervalo 1 e iden-
tifiquemos seus extremos por 1 ou 0, aleatoriamente. FEntao, existe pelo menos um
intervalo completo. Além disso, se esse numero for superior a 1, entdo este nimero é

impar.

Na Figura 2.2, a e ~ sao intervalos completos impares, ao passo que 3 é do tipo

par.
a B Y
X X X
r—o—0 o ————0—— 00 —0°
0 0 00 1 0 0 11
Figura 2.2

Demonstragao. Primeiro observemos que existem duas possibilidades na identificacao

dos finitos pontos marcados em I:

14
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i. Todos os pontos sao iguais a zero. Nesse caso, o Unico intervalo completo é o
ultimo, cujo extremo direito ¢ também extremo direito de I e sendo este o ultimo

ponto que particiona I. Entao existe somente um intervalo completo.

ii. Pelo menos um dos pontos é igual a zero. Observemos que, sendo o extremo
esquerdo do intervalo original 0, o primeiro completo é impar. Da mesma forma,
como o extremo direito de I é 1, temos que o ultimo completo é também fmpar.
Assim os completos impares e pares se intercalam, isto é, se um intervalo k é
impar, entao o intervalo k + 1 é par, k + 2 é impar e assim sucessivamente até o
altimo intervalo completo. Dessa maneira o niimero de intervalos impares supera
em 1 o nimero de pares. Denotando por p o niimero de intervalos impares no
intervalo I, consequentemente o niimero de intervalos pares ¢ p — 1. Entao, o

nimero total de intervalos completos em I é dado por

p+(p—1)=2p—1

que representa um ntmero impar.

2.2 Segundo Lema Combinatério de Sperner

Consideremos agora uma casa subdividida em cémodos de forma que cada comodo
tenha 0, 1 ou 2 portas. As portas sao categorizadas em dois tipos: porta externa, que
permite entrar e sair da casa, e porta de comunicagao, que é comum a dois comodos.
Um cémodo qualquer pode ter apenas uma porta, nesse caso é chamado de comodo sem
saida; duas portas, uma porta exterior e uma porta de comunicagao; ou simplesmente
nao ter porta. E importante destacar que um cémodo ndo pode ter mais do que uma
porta exterior e também que dois comodos nao podem ter mais que uma porta em

comuin.

Lema 2.2. Nas condicoes acima suponhamos que pelo menos um comodo da casa tenha
0, 1 ou 2 portas. Entdao os niumeros de comodos do tipo sem saida e de comodos com

porta exterior sao da mesma paridade.

Demonstragcao. A demonstracao seré feita através do processo de caminho, que deveréa

obedecer dois principios bésicos ao se percorrer um caminho na casa:

i. Um caminho se inicia na casa por uma porta exterior ou por um comodo sem
saida e continua através de portas de comunicacao, podendo terminar em uma

porta exterior ou em um coémodo sem saida.

ii. Toda porta deve ser transpassada uma tnica vez.
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A Figura 2.3 representa uma casa subdividida em cdémodos e indica um dos cami-
nhos que se pode percorrer. Nesse caso inicia-se por um comodo sem saida e termina-se

em uma porta exterior.

—

] | |

Figura 2.3

Nossa restrigao em relagao ao nimero de portas em cada comodo faz com que cada
caminho seja tinico. Depois de terminado um caminho comegamos outro e prosseguimos
dessa maneira até que nao mais restem portas exteriores ou comodos sem saida dos

quais possamos iniciar. Assim, trés tipos de caminhos podem ser percorridos:

i. Comecando e terminando através de portas exteriores;
ii. Comecando e terminando em comodos sem saida;

iii. Comegando através de uma porta exterior (respectivamente por um cémodo sem
saida) e terminando em um comodo sem saida (respectivamente numa porta

exterior).

Denotemos por «, 3, e v o numero de caminhos dos tipos (i), (ii) e (iii), respectiva-
mente. Entao cada caminho do tipo (i) implica em duas portas exteriores, enquanto

(iii) implica em uma, o que nos da como numero total de portas exteriores
200 + 7.

Analogamente o nimero total de comodos sem saida é
28 + 7.

Observando que 2a e 23 representam numeros pares, temos que a paridade de ambos

¢ definida pelo termo comum . O
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2.3 Lema de Sperner para um Triangulo

Esse Lema pode ser visto como uma expansao do Lema 2.1 para um triangulo.
Vamos primeiramente definir o conceito de triangulacao que seré ttil para o desenvol-

vimento do trabalho.

Definigao 2.3 (Triangulagao). Seja 6 um tridngulo qualquer subdividido em tridngulos
menores 0, (chamados subtriangulos) de tal forma que para quaisquer dois subtridngulos

01 e &, seja satisfeita uma, e apenas uma, das situagoes:

i. 01 e 8 nao tem nenhum ponto em comum;
ii. 8] e &y tem exatamente um vértice em comum;

iii. &) e &y tem exatamente uma aresta em comum.

Nessas condigoes dizemos que essa subdivisao é uma triangulagao (denotada aqui por
o) do tridngulo 6. Dizemos ainda que os vértices e as arestas dos subtridngulos sao,

respectivamente, os vértices e as arestas de o.

A Figura 2.4 representa uma triangulagao, enquanto que a Figura 2.5 nao.

Figura 2.4

Figura 2.5

Lema 2.4 (Lema de Sperner para um triangulo). Seja § um tridngulo qualquer e o
uma triangulacao de §. Rotulemos os vértices de d pelos nimeros 1, 2 e 3. Rotulemos

ainda os vértices dos subtriangulos pelos mesmos nimeros, de forma aleatdria, sequindo
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apenas um principio: todo vértice v de qualquer subtridngulo, tal que v pertenca ao
bordo de &, recebe um rétulo igual a um dos que rotula as extremidades da aresta de § a
qual v pertence. Entao, existe pelo menos um subtridngulo cujos vértices sao rotulados
por numeros diferentes (chamado subtridngulo completo). Além disso, se esse nimero

for maior que 1 entao ele é impar.

Figura 2.6

Demonstra¢ao. E conveniente identificar alguns termos deste lema com os seus corres-

pondentes no Lema 2.2, uma vez que nossa demonstracao recorrera a ele:

casa — tridngulo ¢
comodo — subtriangulo ¢’
comodo sem saida — subtridangulo completo

porta — aresta de o do tipo (1,2) ou (2,1)
porta exterior — aresta de o do tipo (1,2) ou (2,1) no bordo de §

Temos entao que demonstrar que o nimero de subtridangulos completos é impar. Aten-
temos para o fato de que, em contraste com o Lema 2.1 é comutativa a apresentagao
dos rétulos, por exemplo, nao hé distingao em dizer que um subtriangulo é do tipo
(1,2,3) ou (2,1, 3).

De fato, estamos nas condicoes do Lema 2.2 pois é possivel perceber que cada
comodo (subtriangulo) tem 0, 1 ou 2 portas (arestas do tipo (1,2) ou (2,1)), temos
entao que o nimero de portas exteriores e o niimero de comodos sem saida sao da
mesma paridade. Agora pelo modo como fizemos a construcao s6 podemos ter portas
exteriores no bordo de ¢, mas, observando que uma porta é um intervalo cujos extremos
sao identificados por 1 e 2, a tinica aresta do bordo de  que contém portas exteriores
é aquela que tem rétulos 1 e 2 para seus extremos, o que nos remete ao Lema 2.1 o
qual indica que o ntimero p de arestas do tipo (1,2) supera em 1 o nimero de arestas
do tipo (2,1), temos entao

p+p—1=2p—-1
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subintervalos (arestas) completos, do que resulta que o nimero de subtridngulos com-

pletos é impar. Il

2.4 Lema de Sperner para um Quadrado

Lema 2.5. Seja 6 um quadrado subdividido em subquadrados §' através de semirretas
paralelas as arestas de d. Rotulemos os vértices de o pelos niumeros 1, 2, 3 e 4 e os
vértices dos subquadrados pelos mesmos nimeros de forma aleatoria sequindo apenas
um principio: todo vértice v de qualquer subquadrado, tal que v pertence ao bordo de
0, recebe um rétulo igual a um dos que rotula as extremidades da aresta de § o qual
v pertence. Entao existe pelo menos um subquadrado cujos vértices sao rotulados por

pelo menos trés numeros diferentes (subquadrado completo).

Notemos que em contraste aos outros lemas aqui apresentados, neste caso nada se

pode afirmar com relacao & paridade do niimero de subquadrados completos.

Figura 2.7

Demonstracao. Novamente usaremos o processo de caminho para a demonstracao deste
lema, mas para isso é necessario que tenhamos uma figura triangulada. Entao subdi-
vidamos cada subquadrado em dois triangulos através de semirretas, de tal forma que
todas elas sejam paralelas a apenas uma diagonal de J, como ilustra a Figura 2.7. As-
sim, temos ¢ triangulado com todos os vértices rotulados por 1, 2, 3 ou 4. Definindo
que uma porta é uma aresta do tipo (1,2) que pertence ao bordo de d, temos que um
comodo sem saida é um subtriangulo do tipo (1,2,3) ou (1,2,4). Pelo Lema 2.4 temos

que todas as portas exteriores pertencem necessariamente & aresta cujas extremidades
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sao rotulada por 1 e 2, pelo Lema 2.1 sabemos que o niimero de portas exteriores é
impar.

Se um caminho comeca por uma porta exterior entao ele termina necessariamente
em outra porta exterior ou num cémodo sem saida, mas o niimero de portas exteriores
¢ fmpar, entao pelo menos um caminho come¢a numa porta exterior e termina num
comodo sem saida, isto é, termina um subtridngulo cujos vértices sao (1,2,3) ou (1,2,4),
entdo pelo menos um subquadrado tem vértices (1,2,3) ou (1,2,4). Logo existe pelo

menos um subquadrado completo. O



3 Espacos de Ponto Fixo

A Teoria do Ponto Fixo foi sempre um ramo importante da Topologia, desde os
trabalhos de Poincaré na década de 1880. Poincaré entendia que as solugoes para certos
problemas em Analise poderiam ser estudados através da defini¢ao de um conjunto X
e uma aplicacao f : X — X de tal forma que as solucoes corresponderiam aos pontos
fixos da aplicagao f, isto é, aos pontos x € X tais que f(z) = x.

A partir daqui, quando indicarmos um espaco e nao houver mencao de sua estrutura,

estaremos nos referindo a um espago topologico.

Definicao 3.1. Seja A um espago topoldgico. Dizemos que A € um espaco de ponto

fixzo (EPF) se qualquer aplicagcao continua f : A — A tem um ponto fizo.

Proposicao 3.2. A propriedade definida acima € um invariante topoldgico, ou seja,
se A € espago de ponto fixo, entao qualquer espaco B homeomorfo a A também € um

espaco de ponto fizo.

Demonstragao. De fato, sejam A e B espacgos topologicos, com B~ Aeyp: A — Bo

homeomorfismo. Seja ainda uma aplicacdo continua f : B — B. Definamos a funcao

f:rA — A
z +— (p7 o foyp)(z)
Temos entao o seguinte diagrama:
A4
@ @

B—B
f

Observamos que, pela forma como construimos esse diagrama, ele comuta, isto é po f =
fop. Como A é espaco de ponto fixo, temos que existe zy € A tal que f(zy) = .
Entao

po flzo) = fowplzo)
o(ro) = flp(wo))

que nos mostra que f também tem ponto fixo. Como f : B — B é uma aplicacdo

arbitraria resulta que B também é um espaco de ponto fixo. Il

21
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Dessa forma para um conjunto de espagos homeomorfos, basta que mostremos que
um deles é de ponto fixo e automaticamente teremos esta validade estendida para os

demais espacos.

3.1 Teorema do Valor Intermediario

O mais conhecido teorema do ponto fixo ¢ um corolario do famoso teorema do valor

intermediério. Tal teorema foi demonstrado por Bernard Bolzano(1781-1848) em 1817.

Teorema 3.3. Seja f : [a,b] — R wma aplicagao continua. Se p estd entre f(a) e

f(b) entdo existe p' entre a e b tal que f(p') = p.

Demonstragcao. Sabemos que qualquer intervalo da reta real é conexo, e como por
hipotese f ¢ continua, f([a,b]) ¢ conexo em R. Logo ¢ um intervalo contendo f(a)
e f(b). Portanto, qualquer ponto p entre f(a) e f(b) é imagem de um ponto p’ de
(a,b). O

Corolario 3.4. Seja a aplicagio f : |[a,b] — [a,b] continua. Entao eziste p € [a, D]
tal que f(p) = p.

Demonstragao. Consideremos a aplicagao g : [a,b] — [a, b] definida por g(z) = z —
f(z) que obviamente é continua em [a,b]. Se g(a) = 0 ou g(b) = 0 o corolario esta
demonstrado. Caso contrario temos g(a) = a — f(a), como a < f(a) < b, segue que
g(a) < 0. Por outro lado g(b) = b — f(b), como a < f(b) < b, segue que g(b) > 0. Pelo
Teorema 3.3, existe p € [a, b] tal que g(p) = 0, isto é, p é um ponto fixo para f. O

3.2 Teorema de Borsuk-Ulam para S!

O seguinte teorema trata de pontos antipodas sobre uma esfera n—dimensional
S™. FEle foi cojecturado pelo matematico americano de origem polonesa Stanislaw
Ulam (1909-1984) e posteriormente demonstrado pelo matemético polonés Karol Bor-

suk (1905-1982). Apresentamos aqui o enunciado e demonstragao para o caso da S?.

Teorema 3.5 (Teorema de Borsuk-Ulam para S'). Seja f : S' — R uma aplicagao

continua. Entdao existe um ponto x € S' (cuja antipoda denotamos por —zx) tal que

f(x) = f(=x).

Demonstragao. Dada a circunferéncia S' C R?, consideremos um ponto x sobre S! e
definamos como a coordenada angular « de z a medida (no sentido anti-horério) do
arco formado entre o raio orientado na horizontal do lado direito e o raio que liga o
centro de S' e x como na Figura 3.1. Definamos uma autoaplicacao continua ¢ no

intervalo fechado I = [—1, 1] dada por
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9(y) = f(z) = f(=2) = f(e) = fla £ ),

na qual para cada y € I tomamos uma reta perpendicular ao eixo horizontal passando

por y associando o ponto x ao seu simétrico z* em relagao ao eixo horizontal, como na

Figura 3.2.
1
1 A 1
E
Figura 3.1
]
4
Figura 3.2
Apliquemos agora ¢ nas fronteiras do intervalo fechado I = [—1,1]

Se g(1) = 0 o teorema esta demonstrado. Caso contrario, temos como decorréncia
direta do teorema do valor intermediario que existe yo € I tal que g(yo) = 0, e, portanto,
existe g € S! tal que f(xg) — f(—z0) = 0, 0 que implica f(x) = f(—0). O
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3.3 Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

Apresentaremos agora um teorema que garante que qualquer autoaplicacao de um
intervalo fechado ou do disco D? tem ponto fixo. Através de homeomorfismos, o teo-
rema se estende automaticamente a qualquer poligono, isto ¢, qualquer poligono é um
espaco de ponto fixo. Com base nisso faremos a demonstracao para um quadrado.

Este teorema é conhecido como o Teorema do ponto fixo de Brouwer, em homena-

gem ao matematico holandés Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1996).

Teorema Seja f uma autoaplicacao continua qualquer em A, onde A denota o disco
D? ou um intervalo fechado da reta real. Entao f tem pelo menos um ponto fixo, isto

é, A é um espaco de ponto fixo

Demonstragao. Seja f : [a,b] — [a, b] uma aplica¢ao continua. Se f(a) = a ou f(b) =
b o teorema esta demonstrado. Caso contréario temos que f desloca o ponto a para a
direita e o ponto b para a esquerda no intervalo [a,b]. Agora consideremos um ponto
my = ‘ZT“’ dividindo o intervalo I; em duas metades. Se f(m;) = my o teorema esta
demonstrado, senao o ponto m; é deslocado para a direita ou para a esquerda. Dessa
forma temos que uma das metades é deslocada dentro do intervalo correspondente, isto
é, um dos intervalos é levado no interior dele mesmo através da f. Chamemos esse
novo intervalo de I, entdo f leva pelo menos uma das extremidades nela mesma (o
que conclui a demonstragao) ou as extremidades sdo deslocadas dentro do intervalo.
Nesse caso subdividimos esse intervalo em duas metades através de um ponto mo. Se
f(mg) = msy encontramos um ponto fixo, sendo devemos continuar o processo. O
resultado é que ou encontramos um ponto fixo ou obtemos uma sequéncia infinita
de intervalos fechados encaixados (Iy,1s,...,I,...). Pelo Principio dos Intervalos
Fechados Encaixados (Segao 1.1) temos que existe xy tal que ()1, = xo. Mostremos
que zo € ponto fixo, isto é, f(xg) = xo.

Suponhamos que f(xg) = yo onde yo # g € Yo esta a direita de zq. Pela continui-
dade da f temos que dado € > 0 existe § > 0 tal que f(zo—9,20+9) C (yo—¢, Y0 +€).
Tomemos ¢ suficientemente pequeno para que (zg — 0,29 + 6) € (Yo — €, Yo + €) sejam
disjuntos. Agora tomemos n suficientemente grande de forma que o intervalo fechado
I,, esteja inteiramente contido em (zg — d,z9 + ¢). Entao as extremidades de I, sdo
ambas levadas em pontos as suas respectivas direitas, o que contradiz o fato de que
a extremidade da direita do intervalo se move para sua esquerda. Temos entao que

f(zo) = xg, 0 que conclui a demonstra¢ao do teorema para um intervalo fechado.

Observemos agora o caso em que a aplicacao estd definida sobre um quadrado.
Como é sabido, um quadrado, um triangulo ou qualquer outro poligono sao homeo-
morfos, assim, a partir dessa demonstracao, teremos a validade da propriedade para

qualquer espaco homeomorfo a um quadrado.
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Seja um quadrado = subdividido em subquadrados =Z! como no Lema 2.5. Rotu-

i
lemos os vértices de = por 1, 2, 3 e 4. Pelo fato de termos dominio e contradominio
coincidentes podemos ver a aplicacao movendo cada ponto do quadrado em outro ponto
do mesmo quadrado através de vetores (chamados vetores deslocamento) sendo o ponto
inicial o  do dominio e o ponto final f(x). Para ficar mais claro, sejam pontos p e

q = f(p), ent@o o vetor deslocamento é dado como @ = (p, q).

f(m)
¢H45°

f(n)

\(p=1 B5°

Figura 3.3

Se pelo menos um vértice da subdivisao nao se move o teorema esta provado. Su-
ponhamos entao que todos os vértices se deslocam para outros vértices dentro do qua-
drado, o que implica que todos sao rotulados. Os vértices dos subquadrados que per-
tencem ao bordo de = sado dados de acordo com seu deslocamento (isto é, de acordo
com o angulo ¢ formado por ¢ e o eixo coordenado horizontal do lado direito que passa
pela origem de ¥ medido no sentido anti-horario) de acordo com a Tabela 3.1 de forma
a satisfazer, em tultima instancia, as condig¢oes descritas no Lema 2.5, isto é, quando
houver a possibilidade de escolha de rétulos para um vértice, essa escolha deve ser feita
observando-se tal Lema. Os vértices internos sao rotulados apenas de acordo com a
Tabela 3.1 sem que precisemos nos preocupar com as hipoteses do Lema 2.5.

Estando obviamente de acordo com as hipoteses do Lema 2.5, temos que pelo menos
um =’ tem trés rotulos diferentes. Esse fato é verdadeiro para qualquer subdivisao o, do
quadrado =. Consideremos entao a sequéncia (o1, 09,03, ...,0,,...) de subdivisdes de
=. Construamos o, dividindo cada lado de = em 2" partes iguais por pontos e ligando
esses pontos através de segmentos paralelos aos lados de Z. E importante observar que
as medidas das arestas dos Z’ tendem a zero quando n tende a infinito. Tomemos ainda
em cada subdivisao ¢, um quadrado que tenha pelo menos trés vértices diferentes que
serda denotado por =/ e denotemos seus vértices por Ty, Yn, 2n € Wy,.

O quadrado = é limitado e fechado em R2, logo é compacto. Entao podemos consi-
derar uma sequéncia de vértices (x1, 2z, ..., Z,,...) convergindo para um ponto p € =
(se essa sequéncia nao convergir, por compacidade, podemos tomar uma subsequéncia

de (z,) convergindo para p). Como as medidas dos lados dos =’ tendem a zero para n
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Angulo rotulo
=20 lou4
O0<p<3 1
=73 1 ou?2
F<p<m 2
=T 20ou3
T<p<E 3

=5 3 ou 4

Tcp<2r| 4

Tabela 3.1

tendendo a infinito, temos que as sequéncias (y,), (z,) € (w,) também convergem para
p (se nao forem convergentes podemos tomar novamente pela compacidade respectivas
subsequéncias convergindo para p). Mostraremos que p é um ponto fixo.

Suponhamos que f(p) = g com p # g e que o ponto ¢ esteja acima de p, isto é, o
vetor pg tem angulo entre 0 e 7, e portanto, de acordo com a Tabela 3.1, p é rotulado
por 1 ou 2. Separemos entao os pontos p e ¢ por uma reta r. Como f é continua, para
cada vizinhanca ¢ de g é possivel encontrar uma vizinhanca o de p de tal forma que
as imagens dessa ultima pertengam a primeira. Tomemos ¢ suficientemente pequeno
para que as duas vizinhangas nao tenham nenhum ponto em comum com r. Para n
suficientemente grande temos que todos os vértices de =,, pertencem a vizinhanca de
0, pela continuidade todos os pontos dessa vizinhanca sao deslocados para pontos na
vizinhanga ¢, entao todos os vetores deslocamento tem angulo entre 0 e 7, o que implica
que todos os vértices sao rotulados por 1 ou 2. Contradi¢ao, uma vez que pelo menos
trés rotulos desse quadrado sao diferentes. Os casos em que a imagem ¢ esta abaixo,
estritamente a direita ou estritamente a esquerda de p sao andlogos, chegando & mesma

contradi¢ao. Logo o ponto p nao se move, isto é, € um ponto fixo. ]

3.4 Retracao

O conceito de retragao esta intimamente ligado a ideia de ponto fixo. Na verdade,

como veremos a seguir, ¢ possivel definir a retracao através de ponto fixo.

Definicao 3.6. Seja X um conjunto e Y C X. Dizemos que Y € uma retragio de X
se € possivel determinar uma aplicacao continua f : X — Y de tal forma que sao
preservados os pontos de Y através da f, isto €, f |y= Idy, ou seja, foi = Idy, onde

i :Y — X € a aplicacao inclusao. Ou, equivalentemente, todos os pontos de Y sdo
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pontos fizos através da f. Neste caso, f € uma retragao.

A importancia do conceito de retracao pode ser vista claramente no teorema que

segue:

Teorema 3.7. Seja Y uma retraciao de X. Se X € um espaco de ponto fizo entio Y

também goza da propriedade.

Demonstragao. Seja f : Y — Y uma aplicagao continua qualquer e g : X — Y
uma retragao. Definamos ¢ : X — Y por ¢ = f o g que é obviamente uma aplicagao
continua por ser composta de continuas. Uma vez que por hipétese Y C X podemos
considerar ¢ : X — X. Como X tem a propriedade do ponto fixo a aplicagdo ¢
possui pelo menos um ponto fixo p, cuja imagem ¢(p) € Y e, portanto, p € Y. Agora
como g ¢ a identidade em Y temos que ¢ = fog = f, isto é, ¢ e f coincidem em Y.
Assim, p é um ponto fixo através de qualquer aplicacao continua f:Y — Y, logo Y

é um espacgo de ponto fixo. n

Corolario 3.8. Nao hd retracdao entre D? ou poligono qualquer e seus respectivos bor-
dos.

Demonstracao. Inicialmente vamos fazer a demonstracio para D? e seu bordo S*.
Observemos que S? nao é um espaco de ponto fixo, pois a aplicacdo rotacao por um
angulo 0 # 2nm, n € Z, desloca todos seus pontos. Enquanto que D? é um espaco
de ponto fixo, uma vez que D? é homeomorfo a um quadrado (que ¢ um espago de
ponto fixo como demonstrado na Se¢do 3.3). A contra-positiva do Teorema 3.7 garante
que se Y nao é um espago de ponto fixo entao X nao é um espaco de ponto fixo ou
Y nao é uma retracio em X. Desde que S' C D? nao é um espaco de ponto fixo
decorre que ou D? nao é espaco de ponto fixo ou S! nao é uma retracao de D?. Visto
que D? é um espaco de ponto fixo, entao segue o resultado. Agora, como quaisquer
poligonos sao homeomorfos uns aos outros, como ja citado no inicio desta se¢ao, temos

a demonstracao estendida para os outros casos. Il



4 Grau de Uma Aplicacao

4.1 Aplicacoes Continuas da S'!

Como ja definimos na Secao 3.2, um ponto qualquer da S* pode ser expresso em
termos de sua coordenada angular «, onde « € [0, 27].

Seja f : S' — 8! levando um ponto x € S* com coordenada angular o em um
ponto y = f(z) com coordenada angular 5, como ilustra a Figura 4.1. Entao 5 pode
ser dado em fungao de «, isto é = p(a) onde a ¢ : [0,27] — R é uma aplicagao
que leva o angulo « no f definida para valores de v no intervalo [0, 27]. Como /8 pode
assumir diversos valores para um mesmo « temos que ¢ é multivaluada e esta definida

a menos de 2k, k € Z. Esta aplicacao é chamada aplicagao correspondente a f.
f(x)
X
a > ; >
o) o

Figura 4.1

Um exemplo é dado na Figura 4.2 para a aplicacao identidade f = Id : St — St e
a aplicacdo correspondente p(a) = a + 2nmw, n € Z definida em |0, 27], a qual pode
ser entendida como tendo varios ramos. Consideremos apenas uma ramo continuo

unicamente valuado dessa aplicagao, tomando-o com a aplicagao ¢ e obtemos a equagao

0(21) —p(0) =2nm, nEZ (4.1)

que nos diz que ¢(0) e ¢(27) sdo coordenadas angulares do mesmo do mesmo ponto da
S, O sentido geométrico da equacao 4.1 é que quando o ponto  d4 uma tinica volta

em torno da S', sua imagem f(z) também se move continuamente sobre a S*, contudo

28
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2T[|

b
v

=217 ¢

-41T ¢

Figura 4.2

nao necessariamente de maneira uniforme, isto é, a imagem de x pode “acelerar”, “de-
sacelerar” ou mesmo “parar por algum tempo”. Essa imagem pode também dar varias
voltas (isto ¢, um ntmero n € N de voltas) em torno de S', mas, ao fim, retorna ao

ponto inicial.

4.2 Primeira Definicao de Grau de uma Aplicacao

Definicao 4.1. No exposto acima dizemos que n, que representa o nimero de voltas
da imagem de um ponto v € S' qualquer através de uma aplicacio f, € o grau de f.

Notagao: deg f =n.

Dessa forma, a uma aplicacao f : S' — S* nao corresponde apenas uma aplicacao

f(a) definida em [0, 27| satisfazendo a condigao da equagao 4.1 em suas extremidades.

2m

v

2m

Figura 4.3
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Reciprocamente, qualquer aplicacdo ¢ define uma autoaplicacao continua de S'. A

Figura 4.3 é um exemplo que mostra como z e f(z) se movem ao longo da S*.

Proposicao 4.2. Dadas duas aplicacoes fo e fi nas condicoes da definicao, sejam

©o, 1 ¢ [a,b] — [a,b] as aplicagdes correspondentes. Entao o e p1 sao homotdpicas.

Demonstracao. De fato basta que tomemos entre as duas aplicagoes a seguinte homo-
topia:
pi(a) = (1= t)po(@) +toi(a), te€[0,1] (4.2)

O parametro t deve ser entendido como o tempo decorrido apos a deformacao iniciar,
a deformacao, por sua vez, pode ser entendida como um movimento vertical uniforme
que desloca, para cada «, cada ponto de um gréafico em seu ponto correspondente em

outro grafico. m

Proposicao 4.3. Duas autoaplicacoes fo, fi : ST — St sao homotopicas se, e somente
se, deg fo = deg fi.

Demonstragao. Inicialmente assumamos que existe uma homotopia entre fy e f1. Entao
essa homotopia também deforma as aplica¢oes correspondentes ¢g(ar) e ¢1(a) e as
diferengas o (27) — ©0(0) e ¢1(27) — 1(0) coincidem porque cada diferenga descreve
a mudanca de coordenadas angulares de um mesmo ponto sobre a S!, isto &, suas
coordenadas diferem por 2nw. Assim, qualquer deformagao continua preserva o grau
da aplicacao.

Reciprocamente, sejam aplicacoes fy e fi tais que deg fy = deg f; = n. Considere-
mos as aplicagoes correspondentes ¢g(a) e ¢1(a) ligando-as com a homotopia descrita

pela equacdo 4.2. Entao a familia de aplicagoes ¢, () satisfaz a equagao 4.1 pois:

ei(2m) — 01(0) = (1 = 1)epo(2m) + tp1(2m) — (1 — )0 (0) — tp1(0)
= (L= 8)[po(27m) — @o(0)] + t[e1(2m) — ¢1(0)]
(1 —t)2nnm] + t[2n7r]
= 2nm.
Isso quer dizer que a familia de aplicagoes (), t € [0, 1], corresponde a familia de
aplicagoes continuas f; da S em si mesma. Quando o parametro ¢ muda de 0 para 1,
o ponto f;(x) ¢ movido ao longo do arco circular do ponto fyo(x) para o ponto fi(x) de

maneira uniforme, isto é, uma é deformada continuamente na outra. O

Concluimos dessa proposicao que o grau de uma aplicagdo é um invariante homo-

topico.

Proposicao 4.4. Toda aplicagdo continua f : S' — St de grau n,n # 1 tem pelo

menos |n — 1| pontos fixos.
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Demonstragao. Seja a aplicacao F(«) : [0,27] — R dada por F(a) = ¢(a) — a, onde

« é um ramo com unico valor. Da equagao 4.1 vem:

F2r) = F(0) =p(2r) — 21 — ¢(0)
=2nmw — 21
=2(n—1)m

Tomemos F(0) = ¢(0) = fy. Temos que
F2n) = 6o+ 2(n — 1)r.

Suponhamos 3y < y+2m(n—1) e analisemos agora o intervalo fechado [5y, 5o+ 27 (n—
1)]. Sem perda de generalidade, fagamos 5y = 0, entao temos que o comprimento do
intervalo [0, 27(n — 1)] é 27w|n — 1| que implica que o intervalo tem pelo menos |[n — 1|
pontos que distam um do outro um miltiplo de 27. Pelo teorema do valor intermediario
existem pontos a; € [0,27], i = 1,2,...,|n — 1| para os quais a aplicagdo F(«) assume

valores iguais aos nimeros acima, isto é F(q;) = 27k;, onde k; é inteiro. Temos entao

que
F(o) = o(ay) — a; = 21k = o(y) = a; + 27k; (4.3)
ou seja, os |n — 1| pontos a; sdo pontos fixos da aplicagao . O
O caso em que deg f = 1 é especial. Existem aplicagoes continuas de grau 1

que tém pontos fixos e outras que nao tém. Por exemplo consideremos as aplicagoes
re, 0 < 0 <27, eld : S' — 8!, onde ry ¢ a aplicacao rotacao e Id ¢ a aplicacao
identidade. Sabemos que degry = degld = 1. Porém ry claramente nao possui pontos

fixos, ao passo que, pela aplicacao identidade, todos os pontos da S* sdo fixos.

Apos definir o grau de uma autoaplicacio continua da S!, é natural que o definamos
para uma autoaplicacao continua f : S? — 5?2, onde S? representa a esfera unitéria no
R3. Todavia a extensdo da definicio anterior torna-se inviavel dada a sua dificuldade,
dessa forma devemos fornecer uma nova definicao para o grau de uma autoaplicagao

continua da S! que admite uma generalizacdo para o caso da esfera S2.

4.3 Segunda Definicao de Grau de uma Aplicacao

A ideia principal aqui é contar o nimero de imagens inversas para cada ponto da S*.
Baseia-se na observagao de que em algum sentido (algébrico) esse nimero ¢ o mesmo
para todos os pontos.

Como na Definigao 4.1 consideremos a aplicagdo 8 = p(a) = na, n # 0, onde n
denota o grau da aplicacao continua f : S! — S!. Essa aplicacao leva no mesmo

ponto da imagem os pontos da S! que diferem suas coordenadas angulares a menos de
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ﬁQﬂ', k=0,1,...,|n|—1. Isso quer dizer que cada ponto da imagem tem exatamente
In| imagens inversas. Para um determinado ponto ' € S! fagamos o seguinte pro-
cedimento para encontrar suas imagens inversas. Tracemos retas paralelas ao eixo «
através da equagao 8 = ' +2km, k=0,1,...,|n|—1 e identifiquemos suas interse¢oes
com o grafico da aplicagdo ¢(a) como na Figura 4.4. Tomando, por exemplo, §' = 7

e n = 3 desenhemos as retas § =, § = 3w e § = bw. A cada ponto da intersegao

B=¢(a)
5m

T p=pukm

v

Figura 4.4

associemos o valor +1 se nesse ponto a aplicacao é crescente, —1 se for decrescente e
0 se for constante. Observemos que se um vértice tocar a linha horizontal ele deveria
receber simultaneamente +1 e —1, o que, obviamente, nao afeta a soma algébrica (a

soma dos niimeros com seus respectivos sinais). Assim obtemos:

a b ¢ d e f g h i j 1
+1 || =1 +1 || +1 || +1 | 1| =1 =1 +1 || +1| +1

Agora contemos o niamero de imagens inversas para (3 = 7 fazendo a soma algébrica:
1—-1+14+1+1-1-1-1414+1+1=7—-4=3

que ¢ exatamente o grau da f.

Apesar de nao ser regra, temos que, em geral, a soma algébrica das imagens inversas
é a mesmo para todos os pontos, sendo essa afirmacao vélida para qualquer aplicacao
linear por partes como ¢(«) = na, n # 0. Mas qualquer aplicagao linear por partes

pode ser obtida a partir de uma aplicagao linear através de uma homotopia. Com a
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homotopia, para alguns pontos, tem-se que imagens inversas podem surgir ou desapa-
recer, mas isso sempre acontece em pares com sinais opostos, o que nao afeta a soma
algébrica das imagens inversas de um ponto, sendo entao exatamente igual ao grau da
aplicagao (definido acima). Assim fazemos nossa segunda definigdo de grau de uma

autoaplicacao continua da S*:

Definicao 4.5. O grau de uma autoaplicacio continua da S* é a soma algébrica das

imagens inversas de um ponto qualquer sobre S*.

Observacao 4.6. Nos casos para os quais os pontos de f : S! — S' tem infini-
tas imagens inversas fazendo a Definigao 4.5 perder seu sentido, substituimos f por
uma outra aplicacao continua g homotopica a f cujo grau esteja bem definido. Pela

Proposigao 4.3 se f e g sao homotoépicas, entao deg f = degg.

4.4 Aplicacoes Continuas da S?

Definigao 4.7 (Circunferéncia maxima). Sejam S* e S C S%. Dizemos que S € uma
circunferéncia mdzima de S* se S € obtida através da intersecao de S* com um plano

7 que que contém a origem da S?, como ilustrado na Figura 4.5

Figura 4.5

Definigao 4.8 (Triangulagao da S?). Uma triangulagio o de S* € sua decomposicao
em tridngulos que satisfazem as condigoes da Definicao 2.3. Observemos que uma

aresta qualquer de um tridngulo € sempre um arco de uma circunferéncia mdxima.

Um exemplo de triangulacao pode ser observado na Figura 4.6, obtida através da
projecao de um icosaedro em S?. Observemos que S? e um icosaedro sdo topologica-

mente equivalentes uma vez que sao homeomorfos.

Definigao 4.9 (Autoaplicagio linear por partes da S?). Uma autoaplica¢io continua

linear por partes da S* € uma aplicag¢io continua tal que, dadas duas triangulagoes oy
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Figura 4.6

S—

e oy de S?, em geral distintas, leva linearmente cada tridngulo de oy em um tridngulo,

aresta ou vértice de os.

Definigao 4.10 (Orientagao da S?). Consideremos x um ponto sobre a superficie da
S? movendo-se ao longo de pequenas circunferéncias sobre a S?, enquanto, de perto,
um observador vé a esfera do lado de fora. Dizemos que o ponto move-se na dire¢ao

positiva se o observador o vé se movimentar no sentido anti-hordrio.

R

Figura 4.7

Seja a face ABC da triangulacio o1 da S? levada através da aplicacio f na face
A'B'C" de oy de tal forma que f(A) = A, f(B) = B e f(C) = C'. Seja a sequéncia
ABCA (observada no sentido anti-hordrio) com orientagao positiva no bordo do tri-
dngulo ABC'. O triangulo ABC' € positivo se sua orientagao € preservada por f, isto
é, se a sequéncia A'B'C'A’ tem orientacao positiva. Por outro lado se a orientacao é

alterada através de f dizemos que o triangulo ABC' € negativo.

Definicao 4.11. Seja f : 09 — 09 uma aplicagao linear por partes qualquer da esfera
S2. Consideremos agora um tridngulo A' de oo com os respectivos tridngulos A; de o4
que sao aplicados em A'. Definimos o grau da aplicagdo f como sendo a soma algébrica

dos tridngulos A;.
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c' A
c B
—/:\ f j i
—_— ,>\f
A B A B A c B

Figura 4.8

Figura 4.9

No exemplo da Figura 4.9 temos deg f =1—-1+1=1.

Proposicao 4.12. Para quaisquer dois tridngulos A} e AL adjacentes de oy as somas

algébricas dos tridngulos neles aplicados sao iguais.

Demonstracao. Rotulemos os vértices dos triangulos de oo por A’, B', C' e D' e to-
memos dois triangulos A'B'C" e A’D’'B’ adjacentes como na Figura 4.10. Queremos

mostrar que as somas algébricas das imagens inversas de cada triangulo sao iguais.

Figura 4.10

Pelo fato da aplicacao ser linear por partes, decorre imediatamente da definicao que
se A; representa uma face de o; levada sobre ABC entao existe uma cadeia de faces

A1, Ag, ..., A1, A, na triangulacdo que goza das seguintes propriedades:

i. Quaisquer dois tridngulos subsequentes na cadeia tem uma aresta em comum;
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ii. O ultimo triangulo A, é levado em A’B'C’ ou em A'D'B’;

iii. Cada um dos tridngulos intermediarios A,, ..., A, 1 (se existirem) sdo aplicados

sobre a aresta A'B’.

Figura 4.11

A Figura 4.11 exemplifica a ideia apresentada. Os rotulos A, B e C se referem a
suas imagens, isto é, cada vértice com rotulo A (respectivamente B e C') é aplicado
no vértice A’ (respectivamente B’ e C’) da Figura 4.10. Se A; ¢é aplicado em A'B'C’
preservando a orientagao, entao A,,, quando aplicado em A’B’C” inverte a orientagao.
Assim, a cadeia de faces apresentada de A; para A define um caminho unindo +ABC
com —ABC (+ABC — —ABC). Pela construgao, se uma cadeia comega com
cada triangulo da primeira triangulacao aplicada em A’B'C’ ou A’D’'B’, obtemos os

seguintes quatro tipos de caminhos:

+ABC — —ABC
+ABC — +ADB
—-ABC — —ADB

+ADB — —-ADB

O primeiro caso esta explicitado na Figura 4.11, os demais na Figura 4.12, respec-

tivamente.

D

Figura 4.12

Agora denotemos por «, [, v e 9§, respectivamente, os nimeros de caminhos dos

tipos apresentados acima. A soma algébrica das imagens inversas de A’B'C’ é a — a +
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f—~ = —rigual a somade AAD'B" (f—~v+d—95=p—7). Ocaso A/D'B e
A'E'D’ com o vértice comum A’'D’" é analogo. Pela transitividade o resultado também
esté verificado para o par A’B'C" e A’E'B’. m

Lema 4.13. Sejam f e g autoaplicacoes continuas da S?, tais que para um ponto
qualquer tenhamos f(x) # —g(x), isto é, as imagens de x por f e g ndao sao antipodas.

Entao f e g sao homotdpicas e, além disso, deg f = degg.

Demonstra¢ao. Podemos ligar os ponto f(x) e g(z) através de um arco de uma circun-
feréncia maxima da S?, cujo comprimento é menor que o de uma semicircunferéncia,
como na Figura 4.13, uma vez que os pontos nao sao antipodas. Movendo o ponto
f(z) continuamente ao longo desse arco até o ponto g(z) obtemos uma homotopia de
f para g, estando portanto nas hipéteses da Proposicao 4.3. Uma vez que f e g estao

restritas a S!, temos que deg f = degg. O]

Figura 4.13

Teorema 4.14. Seja f uma autoaplicacdo continua da S*. Entdo:

i. Sedeg f # —1 entao f tem ponto fixo.

ii. Se deg f # 1 entao existe um ponto na S? que é levado em seu antipoda.

Demonstragao.

i. Suponhamos que deg f # —1 e que f nao tem ponto fixo. Consideremos g a
aplicagao antipoda, isto é, g(z) = —x para todo z, cujo grau ¢ 1. Como f nao
tem ponto fixo temos f(x) # —g(z) para qualquer z, o que nos conduz ao Lema
4.13. Entao, o fato de degg = —1 implica que deg f = —1, que contradiz a
hipotese. Logo, f tem ponto fixo.
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ii. Consideremos agora deg f # 1 e f(x) # —ux, para todo x € S? e g a aplicacio
identidade, isto é, g(x) = z, cujo grau é 1. Novamente pelas condigdes do Lema
4.13 vem que deg f = 1, o que contradiz a hipotese. Logo, a aplicacao leva um

ponto em seu antipoda.
O

Agora suponhamos que nenhuma informacao prévia a respeito da aplicacao f seja

fornecida. Neste caso, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.15. Seja f uma autoaplicacio continua da S*. Entao f tem ponto fixo ou

leva um ponto em seu antipoda.

Demonstracao. Se f nao tem ponto fixo temos que deg f = —1. Assumindo que
nenhum ponto z é levado em seu antipoda —z podemos novamente utilizar o Lema
4.13 para a aplicacao f e a identidade g. Neste caso, degg =1 = deg f = 1, o que

contradiz a hipotese. Il



5 Homologia Singular

Dado um espago topologico, associamos um grupo ou uma sequéncia de grupos
chamados grupos de homologia do espago, com a finalidade de estudar propriedades
dos espagos envolvidos. No nosso caso estamos interessados nos grupos de homologia
para definirmos o indice de coincidéncia e, posteriormente, o nimero de coincidéncia
de Lefschetz entre duas aplicacoes continuas.

A Algebra Homolodgica originou-se por volta do século XIX através dos trabalhos
de Bernhard Riemann, Enrico Betti e de Emmy Noether. A partir disso, técnicas
algébricas foram desenvolvidas com aplicacoes em diversos ramos da Matemética.

A seguir apresentaremos alguns conceitos e resultados de homologia singular e coho-
mologia que nos possibilitarao definir o conceito de indice de coincidéncia. Tal indice
sera utilizado para definir o niimero de coincidéncia de Lefschetz para aplicagoes con-

tinuas entre duas superficies fechadas, conexas e orientadas.

5.1 Grupo de Homologia Singular

Definigao 5.1 (Convexidade). Seja C' C R™. Dizemos que C' é convezo se para quais-
quer x,y € C' o segmento r que liga x a y estd inteiramente contido em C. O fecho
convexo de um subconjunto A C R"™ é a intersecao de todos os conjuntos converos que

contém A.

Definigao 5.2 (Simplexo padrao). Um p—simplexo padrao (ou um p—simplexo) S

n 5 ~
em R™ € o fecho convero de uma cole¢io de p + 1 pontos {x,...,x,} na qual x; —
xg, ..., Ty — T, para qualquer que seja Ty, formam um conjunto linearmente indepen-
dente.

Exemplo 5.3. No R",

[©N

Um 0—simplexo um ponto;

[©N

Um 1—simplexo um segmento;
Um 2—simplexo ¢é um triangulo;

Um 3—simplexo ¢é um tetraedro;

39
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A Figura 5.1 representa um 3—simplexo.

Figura 5.1

k

Defini¢ao 5.4 (Face de um simplexo). Uma simplezo o* é uma face de um simplexo

o", k <n, se cada vértice de o é um vértice de o™.

0

) algumas faces de o3.

(

! (aoar)
{
{

Q. 9. 9 9

3

Defini¢ao 5.5 (Simplexo singular). Sejam X um espago topoldgico e oP um simplexo
padrao como na Definicao 5.2. Definimos como um p—simplexo singular qualquer
aplicagao continua:

p:o? — X.

Definigao 5.6. Sejam ¢ um p—simplexo singular e um inteiro 0 < i < p. Definimos

0i(p), um (p — 1) simplezo singular em X, como:

ai90<t0a s 7tp—1) = Qo(t(htl: s ati—la Oa t’i7 s utp—1>-
Dizemos que 0;p € a i—ésima face de .

Definigao 5.7 (Complexo singular). Seja X um espaco topoldgico. Um complexo sin-
gular S, (X) é um grupo abeliano livre cuja base contém todos os n—simplezos singulares

de X. Um elemento de S, (X), dito uma n—cadeia singular de X, € da forma Z NP,

©
onde n, € zero exceto para wm numero finito de @.

Definigao 5.8 (Operador bordo). Uma vez que o i—ésimo operador bordo 0; é uma

fungio do conjunto de (n — 1)—simplexos singulares, existe uma unica extensao a um
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homomorfismo 0; : S,(X) — S,—1(X) dado por 0;(>_n,.) = > n,.0ip. Definimos
o operador bordo pelo homomorfismo O : Sp(X) — S,—1(X) dado por

O0=00— 01+ 00—+ (=1)"0, = Y _(~1)'0.
i=0
Defini¢ao 5.9 (Complexo de cadeias). Definimos um complezo de cadeias como a

sequinte sequéncia semiexata de grupos abelianos e homomorfismos

8n—l an—2

Cn—2

On+2 On+1 On
T n+1*>0n*>0n—1

onde a composicio 0,_1 00, =0, ou seja, a imagem estd contida no nicleo.

Definigao 5.10 (Grupo de homologia singular). Denotaremos por Z,(X) C S,(X) o
nicleo de 0,, ou seja, o conjunto dos z € S,(X) tais que 0,z = 0. Z, € chamado um
n—-ciclo. Denotaremos também por B,(X) C S,(X) a imagem 0p,1(Chr11), chamada

conjunto dos n—bordos. O grupo quociente

€ chamado o n—ésimo grupo de homologia singular de X .
Em nosso estudo, quando nao houver mengao, consideraremos os grupos tomando

coeficientes em 7.

Definigao 5.11 (Aplicagdo de cadeias). Sejam C e C' complexos de cadeias cujos
operadores bordo sao 0 e O, respectivamente. Definimos a aplicacao de cadeias de
C em C' como o homomorfismo f : C — C', tal que & o f, = fn_1 00 para cada
n. Notemos que se f é uma aplicagao de cadeias, f[Z,(C)] C Z,(C") e f[B.(C)] C
B,(C") para cada n. Portanto, f induz um homomorfismo em grupos de homologia

fo i Ho(C) — Ho(C").

5.2 Aplicacoes Induzidas em Homologia Singular

Tomando os grupos graduados S.(X) = {S;(X)} e os operadores bordos como
homomorfismos, obtemos um complexo de cadeias. Assim o grupo de homologia de X
¢ a homologia desse complexo de cadeias. Sejam f: X — Y uma aplicagao continua
e ¢ um n-simplexo singular em X, entdo existe o n-simplexo singular f4x(¢) = fo
em Y. Isto se estende unicamente a um homomorfismo fu : S,(X) — S,(Y), para

todo n.

Proposigao 5.12. No ezposto acima fyu : S.(X) — S.(Y) € uma aplicagcio de ca-

deias.
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Demonstragao. E suficiente provar que para cada n, o seguinte diagrama é comutativo.

Su(X) - 5,(v)

| |
Sua(X) L5, (V)

Para tanto, observemos que a afirmagao é valida em n—simplexos ¢ e que basta mostrar

que 9, f(¢) = f40:(p):
a. f#al((p)(to, SN ,tn_l) = f(QO(to, PN 7ti—17 0, ti, PN ,tn_l))

b. &f#(go)(to, . atn—l) = f#((p)(to, e ,ti_l, 0, ti, e 7tn—1) = f(gO(t(), e 7ti—1a O,ti,
b))

Assim, fu @ S.(X) — S.(Y) é uma aplicagdo de cadeias e portanto induz um homo-
morfismo f, : H.(X) — H.(Y). O

Teorema 5.13. Seja f: X — Y um homeomorfismo. Entdao f.: Hy(X) — Hy(Y) €

um isomorfismo, para todo n.

Demonstragao. Por hipotese f é homeomorfismo, logo continua, o que implica a exis-
téncia de um homomorfismo induzido f, : H.(X) — H.(Y), isto &, f. : Hy(X) —
H

»(Y) ¢ um homomorfismo para cada p.

Pelo mesmo argumento temos que f~! é continua, implicando na existéncia de um
homomorfismo induzido f;! : H.(Y) — H.(X), ouseja, para cadap, f, ' : Hy,(Y) —
H,(X) ¢ um homomorfismo.

Para provar que f, é uma isomorfismo resta mostrar que o homomorfismo é bijetor.

Para quaisquer z e y em H,(X) e H.(Y), respectivamente, vem:
(foo £ = (fof ly) = Idu(y) =y,

(f7 o f)(@) = (f 7" o ulz) = Idu(z) = x.
Portanto, f, é bijetora. O]

5.3 Sequéncias Exatas de Homologias

Sejam A = {A,}, B={B,} e C ={C,} complexos de cadeias e

f g

0 A B C 0

uma sequéncia exata cujos homomorfismos sao aplicagoes de cadeias. Entao para cada

p existe uma terna associada de grupos de homologia e homomorfismos

Hy(A) L~ H,(B) 2~ H,(C) .
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Sabemos que essa nao é uma sequéncia exata curta, surge-nos entao um questiona-
mento: “o quanto a sequéncia diverge de ser exata curta?’ KEstamos pressupondo a
existéncia de um diagrama infinito, como abaixo, cujos diagramas menores (quadra-

dos) comutam.

0 A, —t B, 2 .C, 0
0 0 4]

0—Any *f>Bn 1 g Ch— 0
19] 0 19]

Consideremos um elemento z no ntcleo de C, isto é, z € Z,(C'), ou seja, z € C,, e
0z = 0. Como g é um epimorfismo, existe b € B,, tal que g(b) = z. Como consequéncia
de g ser uma aplicac¢ao de cadeias vem ¢(9b) = 9(g(b)) = 0z = 0. O fato de ser exata
implica que 0b esté na imagem de f, entdo seja a € A,,_1 com f(a) = db. Observemos
que f(0a) = df(a) = 0(0b) = 0, e como f é um monomorfismo, da deve ser zero, e
a€ Z,1(A).

A correspondéncia z — a de Z,(C) em Z,,_1(A) néo esta bem definida, observando
o nimero de possibilidades para escolha na construcdo. E possivel, porém, mostrar
que a correspondéncia associada nos grupos de homologia é um homomorfismo bem
definido.

Sejam z, 2" € Z,(C) ciclos homdlogos. Entéao existe ¢ € C,41 tal que d(c) = z — 2/
Sejam ainda b,0" € B,, com g(b) = z, g(t/) = 2/, e a,d’ € A, tal que f(a) = 0b e
f(a’) = Ob'. Devemos mostrar que a e a’ s@o ciclos homologos.

Existe p € B,41 tal que g(p) = ¢. Pela comutatividade, g(dp) = dg(p) = dc = z—2/,
entao temos que (b —b') — dp € ker(g), de onde concluimos que (b —b') — dp € Im(f).
Seja ainda q € A, tal que f(q) = (b—10") —dp. Entao f(0q) = df(q) = d(b—b —0p) =
b=l = f(a)— f(da') = f(a—d’). Pela injetividade da f, obtemos que a —a’ = dq e a
e a’ sao ciclos homologos. Logo, a correspondéncia induzida nos grupos de homologia
estd bem definida, portanto é um homomorfismo.

Definigao 5.14 (Homomorfismo conectante). Definimos o homomorfismo obtido acima
f 9

como homomorfismo conectante para a sequéncia () A B C 0 eo
denotamos por

A Hy(C) — Ho_1(A).
Teorema 5.15. Seja 0 A ! B—1>C 0 wma sequéncia exata curta de

complexos de cadeias. Entao a sequéncia

L H(B) T H(C) 2 Hyi(A) L o (B) 2
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€ exata.

Demonstracao. Com base nas Defini¢oes 1.5 e 1.6 é necessario mostrar que:

i

ii.

1il.

il.

Im(f.) = ker(g.);
Tm(g.) = er(A);
Im(A) = ker(f,).

Iniciaremos a demonstracao provando que g o f, isto é, a composicao de dois
homomorfismos f : A — B e g : B — C ¢é o homomorfismo trivial se, e
somente se, Im(f) C ker(g).

Consideremos g o f = 0 e seja y € Im(f). Por defini¢do, existe z € A com
f(z) = y, entdo g(y) = g[f(z)] = (g o f)(z) = 0, de onde concluimos que
y € ker(g). Logo Im(f) C ker(g).

Consideremos agora Im(f) C ker(g) e seja x € A arbitrario. Visto que f(z) €
Im(f) C ker(g), entao g[f(z)] = (g o f)(x) = 0, que indica que go f = 0.

Como por hipoétese a sequéncia curta

0—=Atop P09

é exata, temos Im(f) = ker(g) (particularmente Im(f) C ker(g)), que implica
que go f =0. Além disso, g. o f. = (g o f)« = 0., portanto Im(f,) C ker(g.).

Mostremos finalmente que ker(g,) C Im(f.). Seja o € ker(g.) C H,(A) e tome-
mos um ciclo z € a C Z,(B) C B,. Como g.(«) = 0, vem que g(z) € B,(C).
Dessa forma existe y € C), 11 tal que d(y) = g(z), e como g é epimorfismo, existe

x € Byy1 com g(z) = y. Assim:

glz — 0z] = g(2) — g[0x] = g(2) — d[g(x)] = g(z) — A(y) = g(2) — g(z) = 0.

Logo, z— 0z € ker(g) = Im(f), entdo existe w € A, tal que f(w) = z—0x. Temos
entdo f[0(w)] = df(w) = 0(z — dz) = 0z = 0. Do fato de f ser monomorfismo,
temos que Jw = 0, isto é, w € Z,(A). Seja f = p(w) € H,(A), onde p é a
projegao natural p : Z,(A) — H,(A). Como z € a e dxr € B,(B), temos
f(w) = z — 0z € a. Portanto, f.(8) = «a, ou seja, ker(g,) C Im(f,).

Im(g,) = ker(A)

Se a € Im(g.) C H,(C), entdo existe 8 € H,(B) tal que g.(f) = . Tomemos
um ciclo z € f C Z,(B) C B, e, pela definicao de g., temos g(z) € a C C,,.
Uma vez que z € Z,(B), 0z = 0. Podemos entao escolher v = 0 € A,_; de
forma a satisfazer f(v) = 0 = dz. Da definigdo de A : H,(C) — H,,_1(A) vem
que A(a) = p(v) =0 e entao « € ker(A), isto é, Im(g.) C ker(A).
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Consideremos agora « € ker(A) C H,(C). Tomemos um ciclo z € o C Z,(C) C
C,. Pela definicao de A(a), existe v € B, e v € A,_; tais que g(u) = =
e f(v) = Ju, onde v € A(a) C Z,,—1(A). Como A(a) =0 € H,_1(A), temos
v € B,_1(A). Logo, existe w € A, tal que dw = v. Entdo sejay = u— f(w) € B,,
que implica que dy = du — df(w) = du — f(Ow) = Ju — f(v) = du — Ju = 0,
logo y € Z,(B). Seja € H,(B) tal que y € 3, como g(y) = glu — f(w)] =
g(u)—g[f(w)] = g(u) = z temos g.(f) = o € Im(g). Portanto, ker(A) C Im(g.).

iii. Im(A) = ker(f,)

Seja a € Im(A) C H,_1(A). Entao existe f € H,(C) tal que A(S) = «a.
Tomemos um ciclo z € § C Z,(C) C C,. Pela definicao de A, existem u € B,
ev € A,y comg(u) =z ve€a, f(v)=0u. Dai f.(a) =0, entdo o € ker(f,).
Portanto, Im(A) C ker(f,).

Consideremos agora o € ker(f.) € H,-1(A). Tomemos um ciclo z € a C
Zn-1(A) C A1 Como f.(a) = 0, existe u € B, tal que du = f(z). Seja
y = g(u) € C,. Entao, temos A(y) = Alg(u)] = g(du) = g[f(2)] = 0. Logo, y €
Zn,(C). Seja 5 € H,(C) tal que y € 5. Como g(u) =y, f(z) = du, concluimos
pela defini¢ao de A(S) que A(B) = a € Im(A). Portanto, ker(f.) C Im(A).

Atendendo aos itens (i.), (ii.) e (iii.) temos que a sequéncia é exata. O

Destacamos que a construgao do homomorfismo conectante é (convenientemente)

CO L
0—>C'Lop 2o

¢ um diagrama de complexos de cadeias e aplicacoes de cadeias de grau zero no qual

natural, isto é, se

as linhas sao exatas e os retangulos sao comutativos, entao vale a comutatividade em

cada retangulo do diagrama associado:

D) -~ H,(E)—2-H, ,(C") L~ H, (D) —> - --

5.4 Grupo de Cohomologia

Nesta secao faremos uma breve introdugao a Teoria de Cohomologia Singular de
acordo com [7] (p.88).
Sejam A e GG dois grupos abelianos e denotemos por Hom(A, G) o grupo abeliano

de homomorfismos de A para G. Se ¢ : A — B é um homomorfismo, entao existe um
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homomorfismo induzido
¢* : Hom(B,G) — Hom(4,G)

definido por ¢#(f) = f o ¢. Notemos que se ¢ : B — C ¢ um homomorfismo, entao
(Y 0 9)” = ¢" oy,
Para um complexo de cadeias {C,,,0} e um grupo abeliano G, definimos os grupos

abelianos
C" = Hom(C,, G).

Entao o operador bordo 0 : C),,1 — C,, induz
ot . C" — ot

e a composigao 0% o 0% = (0 0 3)# = 0. Definimos um complexo de cocadeias como
sendo uma colegdo de grupos abelianos e homomorfismos {C™,§} onde § : C" — C™*!
e 0 od =0. O homomorfismo d é chamado operador cobordo.

Notemos que se {C™,§} é um complexo de cocadeias e se definirmos D,, = C™" e
0=9:D, — D,_, entdo {D,,0} torna-se um complexo de cadeias. Logo, as duas
nogoes sao duais uma da outra.

As definic¢oes basicas para complexos de cadeias podem ser repetidas para complexos
de cocadeias. Se {C™,0} e {D",§'} sdo complexos de cocadeias, uma aplicagdo de

cocadeias f de grau k é uma colecao de homomorfismos
f:C" — D"

tal que fod = ¢ o f. Duas aplicacoes de cocadeias f e g de grau zero sao homotopias

de cocadeias se existe uma cole¢ao de homomorfismos
T:C" — D"t

tal que &'T'+ T = f — g. T é uma homotopia de cocadeias.
Notemos que se {C,,,0} e {D,,,d'} sdo complexos de cadeias e f,g : {C,,0} —
{D,,d'} sao homotopias de cadeias de aplica¢oes de cadeias, entdo para cada grupo

abeliano G as aplicagoes de cadeias
f*, g% : {Hom(D,, G),0'#} — {Hom(C,, ), 0%}

sao homotopias de cocadeias.
Seja C'= {C™,§} um complexo de cocadeias e definamos Z"(C') = ker(J) : C" —

C"™*1 o grupo dos n—cociclos e B"(C) = Im(d) : C"~! — C™, o grupo dos n—cobordos.

O n—ésimo grupo de cohomologia de C' é o grupo quociente

_7'(0)

H"(C) = Ty
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Se A={A"}, B={B"} e C ={C"} sao complexos de cocadeias e

0 A B C 0

¢ uma sequéncia exata curta de aplicagoes de cocadeias de grau zero, entao existe uma

sequéncia exata longa de grupos de cohomologia
oo ——> H"(A) — H"(B) — H"(C) —2~ H""(A) — - -,

onde o homomorfismo conectante A é definido de maneira analoga ao homomorfismo
conectante de homologia (Definigdo 5.14).

Agora, sejam (X, A) um par de espagos e G um grupo abeliano. Definamos
S™(X,A;G) = Hom(S,(X, A); G)
como um n—grupo de cocadeias de (X, A) com coeficientes em G. Seja
§:5"(X,A;G) — S"HX, A G)

dado por § = 0%, que define um complexo singular de cocadeias de (X, A) cuja homo-
logia ¢ o grupo graduado
H*(X,A;G)

como um grupo de cohomologia singular de (X, A) com coeficientes em G. Cada
uma das propriedades covariantes de homologia singular torna-se uma propriedade
contravariante de cohomologia singular. Em particular, se f : (X, A) — (Y, B) é uma

aplicacao de pares, entao existe um homomorfismo induzido
fr:H(Y,B;G) — H*(X, 4;G).
Se g : (Y, B) — (W, C) é uma outra aplicagao de pares, entao (gf)* = f* o g*.

Defini¢ao 5.16 (Produto cup). Sejam X um espago topologico e d: X — X x X a

aplicagao diagonal dada por d(x) = (x,z). Entao a composi¢ao
H?(X,R) ® H(X, R) — HP"(X x X, R) -~ H*(X,R)

define uma multiplicagdo no R—mddulo H*(X, R) chamada de produto cup que é de-
notado por U.

5.5 Dualidade de Poincaré

Para cada n—variedade fechada, conexa e orientada, a dualidade de Poincaré é o

isomorfismo

A HY(M,Q) — H, (M, Q)

dado por A(z) = z Nz, onde N denota o produto cap, cujas defini¢ao e propriedades

podem ser encontradas em [4] (p.9, Definigao 1.1.3).



6 Coincidéncias de Aplicacoes

Dentre os trabalhos de Solomon Lefschetz (1884-1972), destacado matematico que
iniciou na Universidade de Princeton na década de 1920, destacamos (I)Continuous
transformations of manifolds (1923), (II) Intersections of complexes on manifolds (1925),
(III) Continuous transformations on manifolds (1925), (IV)Intersections and transfor-
mations of complexes and manifolds (1926) e (V)Manifolds with boundary and their
transformations (1927), todos publicados nos Proceedings of U.S. National Academy
of Sciences.

No primeiro dos artigos citados anteriormente Lefschetz indicou seus “novos e an-
tigos métodos” para estudar aplicacoes continuas de variedades e, em particular, seus
pontos fixos. Para uma variedade orientada V' e subvariedades M e N de V tais que
dim M + dim N = dim V', Lefschetz estudou as interse¢oes de M e V' encontrando-
se num numero finito de pontos, atribuiu para cada ponto na interse¢ao um sinal
(+1 ou —1). Esse ntimero ¢ o que hoje conhecemos como nimero de Lefschetz local.
Lefschetz, entao, definiu a diferenga entre os numeros de Lefschetz locais positivos e
negativos como ntmero algébrico de intersecoes. E importante observar que Lefschetz
usou homologia para investigar tal nimero algébrico de intersecoes, nesse sentido ele
relacionou a teoria da intersegao, digamos para duas aplicagdes continuas f e g, com
o significado de seu grafico denotado por (I'y,I'y) dentro da variedade X x X, onde
este grafico é visto como uma subvariedade. Um ponto desta interse¢ao é chamado
um ponto de coincidéncia das aplicagoes f e g. O significado de coincidéncia de duas
aplicagoes continuas f e g é natural, isto é, os pontos que tem a mesma imagem através
da f e da g. Observemos que se, por exemplo, tomarmos g como a aplicacao identidade
a ideia de coincidéncia se particulariza, vindo de encontro com a nog¢ao de ponto fixo.

Em (II) e (III), respectivamente, Lefschetz retoma a questao bastante técnica de
determinar a intersecao algébrica dos graficos e apresenta uma férmula para calcular o
ntmero algébrico de intersecoes dos graficos de f,g: X — X, usando os homomorfis-
mos induzidos em homologia racional. A férmula, tomando uma base apropriada para

homologia de uma n—variedade fechada e orientavel X, é dada por:

n Ry
(Ff7 FQ) = Z(_l)ﬂ Z aifﬁ’rzzj—;u
n=0 i,7=1

48
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onde os R, sao os numeros de Betti de X, o depende do homomorfismo induzido por
f e 8 vem da dualidade de Poincaré do homomorfismo induzido por g.

Em (IV) foram publicadas demonstragoes detalhadas das proposi¢oes acima e em
(V) Lefschetz apresentou uma extensao de (IV) para uma variedade com bordo, mas,
mais do que isso, ele utilizou matrizes para simplificar as formulas apresentadas ante-
riormente.

No que segue, apresentaremos resultados a respeito de coincidéncias entre duas
aplicagoes continuas f e g entre variedades n—dimensionais e, também, do ntimero de
Lefschetz A(f, g) cujo ndo-anulamento garante que f e g possuem ponto de coincidéncia.
Particularmente, se f é uma autoaplicacao continua de uma variedade n—dimensional
M e g é a identidade, esta conclusao resulta no teorema do ponto fixo de Lefschetz que
afirma que se A(f,Id) denotado simplesmente por A(f) é nao nulo, entdao f tem ponto

fixo.

6.1 Orientacao em Variedades e Classe de Thom

Definig¢ao 6.1 (Homomorfismo induzido da aplicac¢ao inclusao). Sejam M uma n—uvarie-
dade sem bordo e M° = {(z,a,) tal que v € M e o, € H,(M,M — z) ~ Z}. Para
cada aberto U de M, definimos (U, ay) = {(x, ;) tal que x € U e o, = jY(ay)},
onde j¢ : H,(M,M —U) — H,(M,M — z) é o homomorfismo induzido da aplicagao

inclusao.

Esses conjuntos formam uma base para a topologia de M° de forma que p : M° —
M, p(z,a,) = x é uma aplicagdo de recobrimento cuja fibra sobre um ponto z é o
modulo H, (M, M — x).

Teorema 6.2. M ¢ orientdvel se, e somente se, existe uma aplicacao continua s :
M — M° com pos = 1Idy tal que s(z) é um gerador de H,(M,M — z) =~ Z, para

cada © € M. A aplicagio s é chamada uma orientag¢ao de M.

Teorema 6.3. Se M ¢ uma n—wvariedade fechada, conexa, orientdvel e com orientac¢do
s, ent@o existe uma unica classe py € Hy, (M) tal que iy, (uar) = s(z) para cada x € M,
onde i, : H,(M) — H,(M,M — x) é o homomorfismo da Definicao 6.1. Dizemos
que a classe uy € H,(M) € a classe fundamental de M.

Seja MY = {(x, ) tal que x € M e o, € H"(M, M — x)} e consideremos p :
M — M, p(z,a,) = z. A orientagao s : M — M° determina uma aplicagao
dual s* : M — M" com po s* = Idy, tal que (s*(),s(x)) = 1, para todo z € M.

Consideremos a aplicagao
lp (M, M —z) — (M x M, M x M — A(M))

definida por ¢,(a) = (a,z) para todo a € M, a # .
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Teorema 6.4 (Classe de Thom). Seja M uma n—wvariedade fechada e orientada. Entdao
existe uma unica classe de cohomologia uy em H™(M x M, M x M —A(M)) tal que para

todo x € M, s*(x) = Ci(up). Esta classe € a classe de Thom associada & orientagdo s

de M.

Mais informagoes e demonstragoes podem ser encontradas em [5].

6.2 Indice de Pontos de Coincidéncia

Sejam M e N variedades fechadas, conexas e orientadas de dimensao n e com classes
fundamentais py € H,(M) e py € H,(N). Suponhamos que W é um subconjunto
aberto de M e f,g: W — N sao aplicagoes continuas tais que

Coinc(f, g) = {z € M tal que f(z) = g(z)}

¢ um subconjunto compacto de W. Pela normalidade de M, existe um subconjunto
aberto V' de M com Coinc(f,g) C V. C V C W. Tomemos a composi¢gao onde o0s
coeficientes das homologias sao tomados em Z:

Ho(M) — Hy, (M, M = V) <2 5, (W, = V) L2 f (N x NN x N = AN) 2> 7

em que j, é o isomorfismo dado pelo Teorema da Excisdo (|7] p.54, Teorema 2.11),
(f,9): (W, W =V) — (N xN,NxN—A(N)) é definida por (f, g)(z) = (f(z), g(x))
e p: Hy(N X N,NxN—A(N)) — Z é dada por ¢(a) = (un, ), onde uy €
H™(N x N,N x N — A(N)) é a classe de Thom associada & orientagdo de N. A
aplicagao ¢ é um isomorfismo (7] p.150 e p.177).

Definig¢do 6.5 (Indice de coincidéncia). Definimos o indice de coincidéncia do par
(f,g9) como sendo o inteiro, denotado por 1(f,g, W), imagem da classe fundamental

lar pela composicao acima.

Observemos que a defini¢ao independe da escolha do aberto V. Além disso, o indice

I(f,g,W) & um invariante homotopico. (|7] p.177)

Proposicao 6.6. Sejam fi,9; : W — N, 0 <t < 1 homotopias e denotemos por
Ky ={z € W tal que fi(x) = gi(x)} para 0 <t < 1. Se

K =|JEK = | [Coinc(f, g:) N W]

t€[0,1]

€ um subconjunto compacto de W, entao

I(fo, 90, W) = I(f1, 1, W).

O nao anulamento do indice garante a existéncia de ponto de coincidéncia.
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Demonstragdo. Seja V um conjunto aberto com K C V C V C W. Entéo as aplicacoes
(fisg0) : W, W = V) — (N x N,N x N — A(N))
para 0 <t <1 sao dadas por uma homotopia de aplicagoes de pares; portanto

(angO)* = (flugl)* e [(f07907W) = [<f17gl;W)-

Lema 6.7. Se Coinc(f, g) = @, entao I(f,g,W) = 0.

Demonstrag¢ao. Suponha que f e g nao tém ponto de coincidéncia no conjunto aberto

W. Entao, para qualquer V', a aplicagao
(f,9): (W,W —=V) — (N x NN x N—A(N))

pode ser fatorada através do par (N x N — A(N),N x N — A(N)) de modo que o

homomorfismo induzido (f, g). deve ser zero. O

Corolario 6.8. Se I(f,g,W) # 0 entao f e g possuem uma coincidéncia em W.

6.3 Indice como Grau de uma Autoaplicacao Conti-

nua da Esfera

Seja W um aberto de M e suponhamos que f,g : W — N tenham um tnico
ponto de coincidéncia x em W. Denotando o disco unitario n—dimensional por D", a
aplicacao

F:D'x D" — D"
(z,y) — F(z,y)=3(y—2)

induz uma equivaléncia de homotopia de pares:
F:(D"x D", D" x D" —A(D")) — (D", D" —0)

([7] p-181).

Tomemos ¥ C M um disco fechado contendo y tal que h : ¥ — D" é um
homeomorfismo levando y na origem. Existe um disco aberto V de M com y € V,
Vcwnf(Y)ng*(Y) e um homeomorfismo k : V — D. Assumamos que h e k
preservam a orientacao.

Definamos a aplicacao continua ¢ : S"~! — S"~! como a composta

— (f.9)

g1 g7 Py vy — A(y) 2L

D" x D" — A(0) £ pr — 0 2 gn-1

em que (h x h)(z,y) = (h(z),h(y)) e Il & a projecao radial ([7] p.182).
O resultado a seguir tem uma demostragao similar a prova da Proposigao 6.9 de [7]
(p.182).
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Teorema 6.9 (Tndice de pontos de coincidéncia isolados). Nas condig¢oes acima:

I(f,9,W) = deg ¢

Exemplo 6.10. Sejam f,g : M — N onde M, N sao variedades n—dimensionais,
fechadas, conexas e orientadas. Seja y € N e f(M) = y e suponhamos que g tenha a
propriedade de que sua induzida g, : H,(M) — H,(N) seja dada por g.(uy) = muy-.
Entao I(f, g, M) = m.

6.4 Teoremas de Lefschetz

Sejam f,g: M — N onde M, N sao variedades n—dimensionais, fechadas, conexas
e orientadas. Utilizando o homomorfismo de coeficientes € : Z — Q denotemos por 71,
e iy as imagens das classes fundamentais py € H,(M) e uy € H,(N) na homologia
racional, ou seja, iy, = e.(un) € Hy(M,Q) e i, = e.(un) € Ho(N,Q).
Consideremos 6, : H,(M,Q) — H,(N,Q) como a composta

gn_(I*

H,(M,Q) ="~ H (N, Q) 2> H"9(N,Q) &> H"(M, Q)
\ Al

em que A\ denota a dualidade de Poincaré.

Definig¢ao 6.11 (Numero de Lefschetz). Definimos o niimero de Lefschetz do par (f,g),

denotado por A(f,g), como o nimero racional:

n

A(f.9) =) (-1)"trd,

q=0

onde tr 0, significa o tragco de 0, como uma transformagao linear do espago vetorial

racional de dimensdo finita H,(M, Q) em si proprio.

Se M = N e g é a aplicagdo identidade, entao A(f,g) = A(f) é o ntmero de

Lefschetz utilizado para ponto fixo.

Definigao 6.12 (Classe de Lefschetz). Sejam M e N wvariedades fechadas, conezas, de
dimensao n > 1 e orientdveis. Consideremos aplicagoes continuas f,g: M — N. A

partir da composta:
M~ M x MLZ% N« N—L= (N x N,N x N — A(N))

em que d(z) = (z,x) e j € a inclusio, definimos a classe de Lefschetz ou classe de

coincidéncia do par (f,g) como a classe

L(f,g) = d"(f x )" 5" (un)-
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A relagao existente entre o nimero de Lefschetz A(f,g) e a classe L(f,g) é dada

pelo teorema a seguir:

Teorema 6.13. Se f,g: M — N sao como na Definicao 6.12, entao

Demonstragao. Ver |7] (p.186, Teorema 6.12). O

O resultado a seguir, cuja demonstragao encontra-se em [7| (p.187, Teorema 6.13),

relaciona o indice com o niimero de Lefschetz A(f, g).

Teorema 6.14. Sejam f,g : M — N em que M e N sao n—uvariedades fechadas,

conexas e orientadas. Entao

I(f7g7W) = A(f7g)'

Teorema 6.15. Sejam M e N n—wvariedades, fechadas, conexas e orientadas e f,g :
M — N duas aplicagoes continuas. Se A(f,g) # 0 entdo Coinc(f, g) # &, isto é, f

e g tém pontos de coincidéncia.
Demonstragao. Segue do Teorema 6.14 e da Proposigao 6.8. O]

Corolario 6.16. Seja f: M — M em que M ¢é uma n—uvariedade fechada, conexa e
orientada. Se A(f) # 0 entao f tem um ponto fixo.

6.5 Numero de Lefschetz para Aplicacoes entre Su-

perficies T}, de Genus h > 1

Sejam T}, a superficie orientavel de genus h > 1 e Q o corpo dos niimeros racionais.

Sejam ay, g, ..., a1, gy, 08 geradores de H(T),, Q).

A Figura 6.1 representa um toro de genus h = 2 com seus geradores oy, g, 3, (4.

Figura 6.1
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Conhecemos que :

U Uy, 1=2r—1lej=2rr=2,..h
' ! 0, caso contrario

Os elementos 1 € H(T),, Q), aq, g, ..., a1, @z, € H (T}, Q) constituem uma base
para H*(T}, Q) como um espaco vetorial graduado sobre Q. Sejam f, g : T, — T, apli-
cagoes continuas com matrizes A e B associadas as induzidas f1*, ¢** : HY(T,,Q) —
HY(T},,Q), respectivamente.

Em [3], é apresentado uma férmula para o calculo do numero de Lefschetz A(f, g)

em termos das matrizes A e B. Particularmente se h =r =1, ou seja, f,g: To — T
entdo A(f,g) = det(B — A).

Os resultados a seguir sao necessarios para a pretendida aplicagao que apresentare-

mos na Sec¢ao 6.6.

Teorema 6.17 (Dualidade de Milnor). Consideremos oy = 1, aq, ag, ..., vy = 27y uma
base para H*(M, Q) em ordem crescente de dimensdo e seja K, o conjunto dos nimeros
inteiros utilizados na indexagao dos elementos of que compoem of. Entao existe uma
base dual By = 1, 51, o, ..., Bn = zm correspondente para H*(M,Q) satisfazendo:

1, i=j
0, i7J

Demonstragao. Ver 4] (p.57. Teorema 4.1.2). O

<C¥f U ﬁ;ziI)? ZM> = {

Em [2]|, Fadell estabeleceu uma féormula para L(f,g) em termos de bases duais.

Teorema 6.18 (Formula de Fadell). Se « e 8 sdo bases duais para H*(M, Q) conforme
o Teorema 6.17, entao:
L(f,9) =Y (=1 | Y feh)ug (8?)

p=0 i€Kp

Demonstragao. Ver 4] (p.59, Teorema 4.14). O

6.6 Aplicacao

Como aplicagao da teoria desenvolvida, apresentaremos o calculo do ntmero de
Lefschetz de aplicagoes continuas f, g : Ty — Tj.

Sejam f, g : Ty — T3 aplicagoes continuas que induzem homomorfismos

fl*agl* : Hl(T?nQ) — Hl(T27Q)'
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No que segue omitiremos o indice superior da cohomologia, ou seja, indicaremos
f'* simplesmente por f*.

Suponhamos que 31, Ba, B3 € B4 sao os geradores de H' (T, Q) e ay, aa, a3, ay, a5 €
ag os geradores de H(T3, Q) e

4
f*(Oés) = Z aksﬁk’a
k=1

s=1,2,3,4,56
4

g*(as) - Zbksﬁk
k=1

Sejam A = (a;;) e B = (b;;) as matrizes associadas a f* e ¢g*, respectivamente.

Observemos que a matriz A pode ser escrita:

11 A1z Az Aai4 Qs Qie
1,2 34 5,6
A= Q21 G22 (23 A4 Q25 G2 . A1,2 A1,2 A1,2
- A1,2 A3,4 A5,6
3.4 3.4 3,4

asy Qg2 0a33 (34 G35 (36
A41 Q42 Q43 Q44 Q45 Q46
onde AY? representa a submatriz quadrada de A, de ordem 2, constituida das colunas

u e v, e linhas z e w.

Analogamente, a matriz B pode ser escrita como:
12 R34 156
B— By; By, By,
= 12 34 66 |-
Bsy By, By
Vamos mostrar que

1,2 1,2 1,2 1,2 3.4 3.4
A(f,g9) = [det(Bm - Al,z) + det(B3,4 - A3,4) + det<B1,2 - A1,2)+
+det(Byy — A3y) + det(Bys — AYS) + det(By§ — A3Y)] — [det AT + det A3+
+det A7) + det A3} + det By + det B3y + det By + det B}
ouseja, A(f, g) é asoma dos determinantes de todas as submatrizes quadradas de ordem
2 da matriz B — A, descontando a soma dos determinantes de todas as submatrizes

quadradas de ordem 2 das matrizes A e B formadas a partir da terceira coluna.

De fato, sejam o}, ab, af, o), ok, af elementos de H'(T3, Q) onde
’ ; ;o ;o ;. ;

Entao oy U ay € H?*(T3,Q), os elementos of,ah,as, o), ok, ay € H (T3,Q) e 1 €
H°(T3,Q) constituem uma base dual para H*(T3,Q), como um espago vetorial gra-

duado sobre Q. De acordo com o Teorema 6.14 de [2]:

L(f,9) = g (a1 Uag) — f (1) Ug™(a)) — f*(az) U g (ay) — f*(as) Ug™(aj)
— fH(aa) Ug™(a)) — fr(as) U g (ag) — f*(as) Ug™(ag) + f (a1 Uay),
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ou seja,

L(f,g9) =g (1 Uas) — (o) Ug (o) + f*(a2) Ug* (o) — [ (as) U g (aa)
+ (e Ug™(as) — f*(as) U g (as) + f*(as) U g*(as) + f* (a1 U ag).

Apliquemos f* e g* nos oy, i = 1,...,6, geradores de H' (T3, Q).
4

[(aa) = anfi+ anfs + asfBs + aufy = Z 1By
v=1

[ (a2) = a1afi + agafls + aspfs + asefs = Z av2 By
o=l

[ (as) = a3fi + agsfa + assfBs + ausfy = Z a3y
o=l

[(a) = aBi + agaBo + azafBs + asuBy = Z 4Py
o=l

[ (as) = aisB1 + assfa + assfBs + assfy = Z 53y
v=1

4
[ag) = ai6f1 + agefa + asefs + asefs = Z A6 By
v=1

4

g*(ar) = bu P+ barfBe + b31 83 + by By = Z bu1 By
v=1

g*(az) = b1af1 + bozfBr + b3afs + bya By = Z bu2 By
v=1

g (az) = bi3B1 + bagBa + bz B3 + byz By = Z b3 By
v=1

g (a) = b1aBr + baafa + b3af3 + baa By = Z bya By
v=1

g*(as) = bisf + basBo + b3s 3 + bus By = Z bus By
=1

4
g (ag) = bif1 + bags2 + b3 B3 + bag s = Z by6 By
v=1

Como os coeficientes sao tomados sobre o corpo do racionais QQ, temos espacos vetoriais

cujos homomorfismos induzidos sao dados, respectivamente, pelas matrizes:

a1; A2 Q13 A4 Q15 QA6 bii bia biz bia bis big
A= Q21 Qg2 Q23 (24 Q25 A26 e B — b1 baa oz bay bas bog
31 Aagz 33 A34 A35 A3p bsi by bzz bzs bz bsg

Q41 Q42 Q43 Q44 Q45 Q46 basi big bz bas bas bag
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Pela propriedade distributiva do produto cup, ¢*(a; U az) = g*(a1) U g*(az) e
[ a1 Uag) = f*(a1) U f*(ag). Desenvolvendo os termos descritos na Formula de

Fadell (|2]) e observando que oy U ag = a3 U oy = a5 U g, temos:

g*(al) U g*<042> - (Z bvlﬁv) U (Z bv2ﬁv>

= (b11 1 + ba1 B2 + b3183 + ba154) U (b2 + baa o + bsafB3 + baaBs)

= (bllb22 - b21b12 + b31b42 - b41b32)ﬁl U 52

_ ( )mu&

fla) Ug(ag) = (Z av15v> U (Z bv25v>

v=1

bl 1 b12
621 b22

b31 bS2

bar bao

= (a1101 + @212 + az1 83 + aq154) U (biaf1 + baafa + b2 B3 + baofy)

= (anbzz — 21012 + as1bs2 — a41b32)51 U 52

- ( )mu@

f* (042) U g*(&l) = (Z av2ﬁv> U (Z bvlﬁv)

ay; big as; bsy

+

az; Do as; by

= (a12681 + a2202 + asafs + as24) U (b1151 + ba1 Ba + b31 85 + ba1 fa)

= (a12621 — ag9b11 + a321)41 - Cl42b31)51 ) 52

1

a2 b @32 531

)51U52

azy boy asz by
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[r(as) Ugt(as) =

o) Ug(as) =

[ as) Ug*(as) =

[ (as) Ug*(as) =

() (5)

(a1361 + agsfa + azsfBs + assfs) U (b1aPB1 + baafa + b3a 53 + baafs)

(a13624 - Cl23bl4 + a33644 - Cl43b34)51 U 52

(2 2 oo

4 4
(Z av4ﬁv> U Z bv35v>
v=1 v=1

a13 by asz b

+

a23 bay Q43 baa

(@1451 + ag4f2 + azafBs + a4afs) U (D131 + basfa + bss B3 + bazfa)

(@14b2g — a24b13 + a3absz — agabss)Br U Po

(2 2 oo

() ()

(1551 + ags P2 + ass B3 + aasBa) U (b1P1 + bag B2 + bss O3 + bagSs)

ays bis asy bss

+

24 b23 Q44 b43

(&15526 — ag5b16 + assbss — (145536)51 U 52

(2 2 oo

()

(a1601 + agef2 + azePB3 + aaefs) U (b1551 + basfa + bss B3 + basPa)

a5 big ass bsg

+

ass  bog ass  bug

(a16525 — agebis + asbss — a46535)51 U B2

ERIE

as bis asg  bss

azs bas asg  bas




Aplicacao 59

f*(a1> U f*(OQ) - (Z avlﬁv) U (Z anﬁv)

v=1 v=1

= (a1101 + a9182 + az103 + aq1f4) U (a1201 + a22P2 + az283 + as24)

= (a11a22 — Q21012 + Q31042 — CL41CL32)51 U 52

. ( )@um

Agora, substituindo os resultados encontrados na Formula de Fadell (|2]) temos que a
classe de Lefschetz do par (f,g) é dada por:

11 a2 a31 as2

Q21 Q22 Qg1 QA42

L(f,q) = bii b 4 bs1 b3z air bia azr bsa i a2 bn
, — _ _
ba1  ba by1 by a1 bag as bao azy boy
X asy by a13 bia ass  bsq 4 ais bis X ass bss
asy by a3 by @43 byy a4 bog a4q by
a5 big ass  bsg aig bis asg  bss a11  Qaig
— — + + +
ass  bag g5 bag az bos as  bas A1 Qa22
a31 32
+ B1U Bo
aq1  A42

Por outro lado, desenvolvendo a formula do ntimero de Lefschetz do par (f, g)

A(f,g) = [det(By5 — A3) + det(Bs} — Agf) + det(Byy — Ao)+
+det(Byy — A3y) + det(Bys — A}S) + det(By§ — A3Y)] — [det AT + det A3+
+det AY5 + det A3} + det By + det B3y + det By + det B

obtemos:
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Pelo Lema 1.8:

A(f,g) =

b21

bis

bas

bis

b12
b22

b14

b24

big

ais

23

a31

Q41

bis

bas

a33

aq3

ass3

aq3

b15

bas

bas

@13

23

bag

Q14

Q24

Q14

24

b32

b42

Q14

Q24

34

Q44

b36

34

Q44

big

bag

a11 a2 i bs1  bso a3; as2
Q21 Q22 by1 by Q41 Q42
@13 Q14 4 bsz  baa a33 Aa34
Q23 Q24 byz  baa Q43 QA44

_ 15 A16 4 bss  bsg _ a3s A36
Qo5 Q26 bis bus Qg5 Q46

az3 as34 a1s Qaie a3s Aa3p
+ + +
43 Q44 Q25 Q26 Q45 Q46
ag3 as4 Q15 Aie 35 Aa3e
+ + +
43 Q44 Q25 Ao Q45 Q46

ay; big bii az 4 a11 Aa12 i b3

a1 bao ba1  ag Q21 Q22 ba

b31 asy 4 a3; a3z 4 b1z bis a13

byi s Q41 Q42 baz Doy 23

@13 Q14 bsz  baa ass  bsa b33

+ — —

Q23 Q24 b43 baa 43 bas b43

bis bis a5 big bis as X ais

bas  bog ass  bog bas g ags

ass bsg bss  asg 4 azs Aase a13

a5 bug bys s Q45 Q46 23

a15 Qie ags Aa3e biz bus b33

Ao5  Age aq5  A46 b23 bas b43

bss  bsg

bis by

b42

bis

bos

34

Q44

Q16

Q26

Q14

Q24

b34

b44
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Simplificando os termos repetidos:

bll

A(f,g) = b,

a3

Q41

a33

Q43

bas

E reorganizando:

A(f,9) =

a32

Q42

ais

ags

a3

Q41

Logo,

b34

b44

36

Q46

big

bag

a32

Q42

a11

a21

b33

b43

@13

23

35

Q45

as2

A42

a34

Q44

b14

bos

b36

bag

a31

Q41

a15

Q25

a1

a21

a33

Q43

Q16

Q26

a2

ag2

a32

Q42

bis

b26

b34

b44

bis
bas

ai

a1

a13

23

bis

bas

a31

aq1

a4

24

a36

Q46

12

22

bis

bos

Q16

26

b35

bas

35

Q45

a12

a2

34

Q44

a11

21

Q14

Q24

b36

b46

a12

22
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