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Resumo

DELGADO, J.A.MÉTODO PRIMAL-DUAL DE PONTOS INTERIORES-PENALIDADE

E O PROBLEMA DE FLUXO DE POTÊNCIA ÓTIMO REATIVO COM VARIÁVEIS

DE CONTROLE DISCRETAS. 2021. Faculdade de Engenharia de Bauru, UNESP-

Universidade Estadual Paulista "Júlio de Mesquita Filho", Bauru.

O �uxo de potência ótimo Reativo pode ser formulado matematicamente como um

problema de otimização restrito, não linear, não convexo, com variáveis contínuas e dis-

cretas, o qual tem por objetivo buscar o melhor ponto de operação de um sistema elétrico,

de acordo com algum objetivo. Em muitos trabalhos da literatura, as variáveis discretas

do problema de problema �uxo de potência ótimo reativo são consideradas como contínuas

e a solução é ajustada para o valor discreto mais próximo do conjunto de valores discretos

preestabelecidos. Tal abordagem descaracteriza a representação real do problema asso-

ciado ao sistema elétrico. Neste trabalho, para o tratamento das variáveis discretas foi

utilizada uma estratégia que transforma o problema discreto em uma sequência de proble-

mas contínuos, utilizando uma função senoidal, que obriga as variáveis a assumirem valores

discretos. Para resolver essa sequência de problemas contínuos este trabalho propõe uma

nova abordagem que utiliza o método primal-dual de pontos interiores-penalidade, para a

resolução do problema de problema �uxo de potência ótimo reativo com variáveis de con-

trole discretas. Na abordagem proposta as restrições de desigualdade são transformadas

em igualdade introduzindo variáveis de folga e auxiliares, as quais são tratadas, respecti-

vamente, pela função barreira logarítmica e pela função penalidade l1 e as restrições de

igualdade são tratadas pelos multiplicadores de Lagrange. Testes numéricos utilizando

os sistemas elétricos IEEE 30, 57, 118 e 300 barras indicam que o método é e�ciente na

resolução do problema �uxo de potência ótimo reativo com variáveis de controle discretas.
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Abstract

DELGADO, J.A. PRIMAL-DUAL INTERIOR POINT-PENALTY METHOD AND

THE REACTIVE OPTIMAL POWER FLOW PROBLEM WITH DISCRETE CON-

TROL VARIABLES. 2021 Faculdade de Engenharia de Bauru, UNESP-Universidade Es-

tadual Paulista "Júlio de Mesquita Filho", Bauru.

The reactive optimal power �ow can be formulated mathematically as a non con-

vex, non linear, constrained optimization problem with discrete and continuous variables,

which aims to seek the best point of operation of an electric system, according to some

objective. In many works of the literature, the discrete variables of the Reactive optimal

power �ow problem are considered as continuous and the solution obtained is adjusted to

the nearest discrete value of the set of preset discrete values. Such an approach mischa-

racterize the actual representation of the problem associated with the electrical system.

This work, for handling the discrete variables, a strategy was adopted to transform the

discrete problem in a sequence of continuous problems using a sinusoidal function, which

forces the variables to assume discrete values. In order to solve the sequence of conti-

nuous problems, this work proposed a new approach that uses the primal-dual interior

point penalty method to solve the reactive optimal power �ow problem with discrete con-

trol variables. In this proposed approach the inequality constraints are transformed into

equalities by adding the slack variables and auxiliary variables, which are handled by the

logarithmic barrier function and l1 penalty function, respectively, while the remaining

equality constraints are handled by means of Lagrange multipliers method. Numerical

tests carried out with the IEEE 30, 57, 118 and 300 bus electrical systems indicate that

the method is e�cient to solve of the reactive optimal power �ow problem with discrete

control variables.
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Capı́tulo 1
Introdução

O problema de �uxo de potência ótimo (FPO) é representado matematicamente como

um problema de otimização não linear, restrito, não convexo, com variáveis contínuas

e discretas. Ele visa otimizar uma determinada função objetivo, relacionada a algum

desempenho do sistema, satisfazendo as restrições de igualdade - equações de �uxo de

potência - e as de desigualdade - restrições físicas e operacionais do sistema. Segundo

Grigsby (2016) diferentes classes de problemas de FPO, para diferentes aplicações, po-

dem ser determinadas ao selecionar diferentes funções a serem minimizadas, e diferentes

conjuntos de controles e restrições.

Neste trabalho explora-se uma classe particular do problema de FPO a qual é deno-

minada de problema de FPO Reativo (FPOR). Neste, os controles ativos são �xados e as

variáveis de controle relacionadas com a potência reativa, como as magnitudes da tensão

dos geradores e dos compensadores síncronos e estáticos de potência reativa e os taps dos

transformadores, são otimizados em relação à uma função objetivo. A função objetivo

aqui utilizada será a função de perdas de potência ativa na transmissão, a qual, segundo

Monticelli & Liu (1992) é uma função não separável e que não permite simpli�cações, o

que di�culta ainda mais a resolução do problema de FPO.

O problema de FPO teve sua primeira formulação no início da década de 60 por Car-

pentier (1962), a partir da incorporação das equações de �uxo de potência ao problema de

despacho econômico. Carpentier resolveu este problema ao utilizar a função Lagrangiana,

as condições de Karush-Kuhn-Tucher (KKT) e o método de Gauss-Seidel. A partir deste,

vários trabalhos, os quais utilizam diferentes abordagens de resolução para o problema de

FPO, foram desenvolvidos.

1



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

Neste trabalho são explorados três métodos: o dual-Lagrangiano, o de pontos interiores

e o de penalidade.

O método dual-Lagrangiano foi desenvolvido inicialmente para resolver problemas con-

vexos. Sua estratégia é a de associar ao problema uma função auxiliar, que incorpora as

restrições de igualdade à função objetivo, utilizando os multiplicadores de Lagrange. O

método dual-Lagrangiano foi amplamente explorado por diversos autores em diversas

áreas. Para a resolução do problema de FPO um dos precursores foi Rashed & Kelly

(1974), que apresentaram uma técnica que utilizaram o método dual-Lagrangiano, o de

Newton e o de penalidade. O método foi testado ao problema de FPO para um sistema

de 5 barras. Com o bom desempenho do método dual-Lagrangiano para tratar as restri-

ções de igualdade do problema de FPO, diversos autores o utilizaram, associado a outros

métodos, tais como: Santos & Costa (1995), Monticelli & Liu (1992), Granville (1994),

Wu et al. (1994), Yan (1999), Capitanescu et al. (2007), Sousa et al. (2008), Sousa et al.

(2009), Pinheiro et al. (2015), Souza et al. (2017), entre outros.

Os métodos de penalidade são uma importante classe de métodos para a obtenção da

solução de problemas de otimização restritos. O método utiliza uma função penalidade

que transforma um problema restrito em um problema irrestrito e resolve uma sequência

destes. As restrições são adicionadas à função objetivo através de um parâmetro de

penalidade de modo a penalizar qualquer violação das mesmas.

O método de penalidade foi utilizado pela primeira vez para resolução do problema

de FPO na década de 70 por Sasson et al. (1973), a proposta era tratar as restrições de

igualdade e desigualdade do problema de FPO e a cada iteração aumentar o parâmetro

de penalidade gradativamente. Desde então, o método foi amplamente explorado por

diversos autores, tais como: Rashed & Kelly (1974) que resolveram o problema de FPO

utilizando o método de penalidade para tratar as restrições de desigualdade e o método

dual-Lagrangiano para as restrições de igualdade; Sun et al. (1984) que resolveram o pro-

blema de FPO dividindo as restrições de desigualdade em dois grupos: um com restrições

penalizadas e outro com restrições consideradas ativas na solução; Santos & Costa (1995)

utilizaram o método de Newton e a função Lagrangiana aumentada; Adibi et al. (2003)

que exploraram o método da função Lagrangiana aumentada barreira modi�cada para

resolver o problema de seleção dos taps do transformadores ótimo, Baptista et al. (2006)

apresentaram uma abordagem em que utilizam o método de pontos interiores e o método

2



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

da Lagrangiana aumentada; Curtis et al. (2016) utilizaram o método da Lagrangiana au-

mentada com região de con�ança e uma estratégia adaptativa para atualizar o parâmetro

de penalidade para resolver o problema de FPO.

Na década de 80, o trabalho de Karmarkar (1984) iniciou uma nova linha de pesquisa

que �cou conhecida como método de pontos interiores. Esse tipo de método já havia

sido proposto em Frisch (1955) e Fiacco (1968), com o nome de função barreira, porém

devido a problemas de mau condicionamento da matriz Hessiana passaram a não serem

utilizados. Isso se modi�cou após o trabalho de Karmarkar. Segundo Gondzio (2012), os

métodos de pontos interiores revolucionaram o campo da otimização. No início da década

de 90, Granville (1994) foi o primeiro a utilizar um método da classe dos métodos de

pontos interiores, denominado de primal-dual barreira logarítmica (PDBL), na resolução

do problema de FPO. O método PDBL foi inicialmente desenvolvido, entre outros, em

Kojima et al. (1989), o qual foi amplamente investigado em Wright (1997). As vantagens

do método PDBL é a facilidade de tratar as restrições de desigualdade pela função barreira

logarítmica, a sua velocidade de convergência. Porém, apresenta desvantagens tais como:

a sensibilidade ao parâmetro de barreira, em alguns casos o método pode divergir e a

necessidade da garantia das folgas serem não negativas em todo o processo iterativo.

Diversos autores utilizaram os métodos de pontos interiores associados a outras téc-

nicas na resolução e análise da solução dos problemas de FPO com sucesso. Entre eles

cita-se: Wu et al. (1994) que utilizaram o método prima-dual previsor-corretor; Yan (1999)

com o método de pontos interiores infactível para o problema de FPO linearizado; Torres

& Quintana (2001) que utilizou o método de pontos interiores com múltiplas correções

centrais; Jabr et al. (2002) que aplicou o método de pontos interiores de trajetória central

ao problema de despacho do FPO; Min & Shengsong (2005) os quais utilizaram os méto-

dos de pontos interiores com região de con�ança; Capitanescu et al. (2007) que analisaram

três métodos de pontos interiores: PDBL, primal-dual previsor-corretor e primal-dual com

múltiplas correções centralizadas e compararam seus resultados; Mohapatra et al. (2013)

que determinou uma abordagem baseada no método PDBL e resolveu o problema de FPO

com incertezas; Duan et al. (2015) que utilizou o método PDBL convencional, com estra-

tégias adaptativas de atualização do parâmetro de barreira, método de busca linear com

�ltro e a restauração da factibilidade na resolução do problema de FPO, quando aplicado

a sistemas �exíveis de transmissão AC; Delgado et al. (2017) que utilizaram uma associa-
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ção dos métodos PDBL e barreira logarítmica modi�cada para resolução do problema de

FPO e Tófoli et al. (2020) propuseram a resolução do problema de FPOR com variáveis

de controle discretas com o método de pontos interiores e exteriores com a estratégia de

correção de inércia.

Atualmente, poucos métodos de solução podem ser considerados e�cientes e robustos

na resolução de problemas de otimização não linear de grande porte que envolvem variáveis

discretas ou inteiras. Esses problemas são denominados problemas de otimização não

linear inteiro misto, (Murray& Ng, 2010). Muitos algoritmos têm sido desenvolvidos para

resolver essa classe de problemas: alguns trabalham em transformar o problema discreto

em um problema contínuo e utilizar técnicas de arredondamento para obter sua solução;

outros utilizam algoritmos de aproximação linear, de Branch and Bound, entre outros.

Ressalta-se que, vários pacotes de otimização foram desenvolvidos, porém, especialmente

para problemas de grande porte, estes algumas vezes falham, o que deixa claro que é

necessário desenvolver novas metodologias para essa classe de problemas, (Murray& Ng,

2010).

Na maioria das abordagens propostas na literatura para a resolução do problema de

FPO, os controles discretos são modelados como variáveis contínuas, porém estas formu-

lações estão longe da realidade de um sistema elétrico de potência, pois alguns controles

discretos podem ser somente ajustados por passos discretos (Soler et al.,2013). Uma

abordagem para tratar as variáveis discretas é tratá-las como contínuas e penaliza-las na

função objetivo quando estas variáveis assumem valores não discretos. Dentre os trabalhos

que propuseram abordagens para tratar as variáveis de controle discretas do problema de

FPO citam-se: Soler et al. (2013) que utilizou o método PDBL associado a uma função

senoidal para tratar as variáveis discretas; Nie et al. (2015) utilizaram um modelo do

problema de FPOR quadrático baseado em coordenadas retangulares aumentadas e as

funções de penalidade quadráticas são incorporadas no modelo proposto, para lidar com

variáveis de controle discretas; Murray et al. (2015) propuseram uma função penalidade

sparsity-inducing para tratar as variáveis discretas; Yang et al. (2016) resolveram o pro-

blema de FPO por uma abordagem de aproximação sucessiva e as variáveis de controle

discretas: taps e capacitores shunt, foram modelados por restrições lineares e Silva (2019)

que utilizou três abordagens determinísticas para resolução do FPOR: Newton com pro-

gramação linear (Newton-PL), reescalamento não linear e PDBL com região de con�ança,
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tratando as variáveis discretas por meio de uma função senoidal, sendo que o método de

Newton-PL somente foi utilizado para resolver o problema de FPOR com variáveis de

controle contínuas.

Assim tendo em vista a importância do problema de FPO e a busca por métodos mais

e�cientes e robustos de resolução é proposto neste trabalho, o desenvolvimento de uma

nova abordagem denominada de método primal-dual de pontos interiores-penalidade que

consiste na união de três outros métodos: dual Lagrangiano, de pontos interiores e de

penalidade para a resolução do Problema de FPOR com variáveis de controle discretas

(FPORD). Este método justi�ca-se tendo em vista que uma proposta similar já foi inves-

tigada por Curtis (2012). Neste, o autor propõe a união do método de pontos interiores

com o método de penalidade em uma única função Lagrangiana para resolver problemas

de otimização não linear. Em sua conclusão, Curtis (2012) destaca que uma atualização

e�ciente dos parâmetros dos dois métodos gera um método e�ciente e robusto.

Além da motivação de Curtis (2012), os métodos de pontos interiores e penalidade já

foram investigados por vários autores separadamente, e são considerados métodos e�ci-

entes, tanto na resolução de problemas de otimização não lineares, quanto do problema

de FPO. O objetivo de unir os dois métodos em um, é aproveitar as melhores qualidades

de cada método e tentar acelerar a convergência do algoritmo. O método proposto nesse

trabalho baseou-se em Curtis (2012) e diferenças do método desse autor com o proposto

nesse trabalho podem ser resumidas da seguinte forma: i) o método desenvolvido em Cur-

tis foi utilizado para resolver problemas não lineares e com variáveis contínuas enquanto

neste trabalho foi resolvido um problema não linear, não convexo e discreto misto, com

a estratégia proposta por Soler et al. (2013), para tratar as variáveis discretas; ii) em

Curtis, a estratégia de correção de inércia utilizada baseou-se em Forsgren et al. (2002)

e para determinação do comprimento dos passos primais e duais esse utilizou a regra de

Armijo, já nesse trabalho a estratégia para correção de inércia baseou-se em Silva (2014))

(teorema de Sylvester) e em Granville (1994) para a determinação do comprimento dos

passos primais e duais; iii) Curtis comparou o seu método com o SOLVER IPOPT já

nesse trabalho foi implementado o método primal-dual barreira logarítmica no MATLAB

para realizar a comparação.

As contribuições deste trabalho são:

i O desenvolvimento de uma nova abordagem para resolver problemas de FPOR e
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FPORD;

ii A incorporação de estratégias para resolução das variáveis discretas do problema de

FPOR;

iii A incorporação da estratégia de correção de inércia;

iv A implementação e aplicação dessa abordagem em problemas de FPOR com variá-

veis de controle discretas;

v Testes nos sistemas IEEE 30, 57, 118 e 300 barras para comprovar a e�ciência da

proposta e uma comparação dos resultados com o método PDBL.

Este trabalho encontra-se dividido em 7 Capítulos:

No Capítulo 1, apresenta-se a motivação para o trabalho e seu objetivo. No Capítulo

2, com o objetivo de posicionar o trabalho cronologicamente, apresenta-se um histórico

de métodos de pontos interiores e penalidade e do problema de �uxo de potência ótimo.

No Capítulo 3, apresenta-se uma revisão dos métodos de otimização: dual-Lagrangiano,

pontos interiores e penalidade, com objetivo de fornecer um suporte teórico para o de-

senvolvimento do novo método. No Capítulo 4, apresenta-se a abordagem proposta, seu

algoritmo e analisa-se um exemplo matemático. No Capítulo 5, apresenta-se a formulação

matemática do problema de FPOR. No Capítulo 6 apresentam-se os resultados numéricos

para os sistemas elétricos IEEE 30, 57, 118 e 300 barras. E, �nalmente no Capítulo 7 são

apresentadas as conclusões.

6



Capı́tulo 2
Histórico

Neste capítulo apresenta-se um levantamento bibliográ�co sobre os métodos de pontos

interiores e penalidade e sobre o problema de �uxo de potência ótimo.

Tem-se o objetivo de fornecer uma ampla visão do desenvolvimento teórico e um

posicionamento histórico para a apresentação da abordagem proposta neste trabalho, pois

esta abordagem é uma combinação dos dois métodos citados e será aplicada na resolução

do problema FPORD.

2.1 Histórico dos métodos de pontos interiores e pena-

lidade

Os métodos de otimização de barreira e penalidade transformam um problema de

otimização restrito em uma sequência de problemas irrestritos.

O método de penalidade utiliza uma função auxiliar onde as restrições são incorporadas

na função objetivo através de um fator de penalidade, o qual penaliza alguma violação

destas. Esse método gera uma sequência de pontos infactíveis, cujo limite é a solução

ótima do problema original.

Já o método de barreira é utilizado para resolução de problemas com restrições de

desigualdade, cujo interior é não vazio. Pode ser visto como um caso particular do mé-

todo das penalidades, mas diferencia-se deste por exigir uma penalização interna, ou seja,

por trabalhar no interior da região factível, utilizando uma função auxiliar que cresce

inde�nidamente próximo à fronteira e uma sequência decrescente de parâmetros de bar-

reira. A função barreira logarítmica foi apresentada por Frisch (1955) para problemas de
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programação convexa. Outra função barreira, denominada de função barreira inversa foi

proposta por Carroll (1961), sob o título de The Created Response Surface Technique for

Optimizing Nonlinear Restrained Systems.

O método foi realmente popularizado por Fiacco & McCormick, (1968), que realizaram

um estudo teórico mais detalhado e desenvolveram um novo método, no qual associaram a

função barreira e a função penalidade em uma mesma função auxiliar. Existe uma versão

revisada desse trabalho, que pode ser encontrada em Fiacco & McCormick (1990).

No entanto, o método da função barreira apresenta algumas desvantagens tais como:

� O mau condicionamento da matriz Hessiana da função Lagrangiana quando o pa-

râmetro de barreira tende a zero;

� A di�culdade na escolha do ponto inicial e do parâmetro de barreira inicial;

� A não existência da derivada na solução e o aumento ilimitado da função barreira

na vizinhança da fronteira.

Devido a estes problemas, os pesquisadores, na década de 70, perderam o interesse

em trabalhar com o método de barreira, porém a motivação ressurgiu com o trabalho

de Karmarkar (1984), em que é proposto o método das transformações projetivas para

programação linear. Segundo Karmarkar sua proposta era mais rápida que o método sim-

plex, para problemas lineares de grande porte. O método simplex, proposto por Dantzig

(1948), busca a solução ótima com o deslocamento entres os vértices da região factível,

isto é, pelos pontos extremos, visto que alcança a solução ótima somente se o ponto ótimo

estiver na fronteira da região factível. Ao contrário do simplex, o algoritmo proposto por

Karmarkar (1984) "caminha" pelo interior da região factível e �cou conhecido como o

método de pontos interiores. Nesta classe de métodos, aqueles obtiveram melhor desem-

penho à resolução de problemas de otimização linear, quadráticos e não lineares convexos,

foram os métodos primal-dual de pontos interiores, proposto, entre outros, em Kojima

et al. (1989). Em extensão a esses métodos, surgiu o primal-dual previsor-corretor pro-

posto em Mehrotra (1992). Essa classe de métodos foi amplamente investigada em Wright

(1997).

Os métodos de pontos interiores e penalidade são considerados e�cientes na resolu-

ção de problemas de otimização não linear e desfrutaram de grande sucesso por décadas.
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Os métodos de penalidade provaram ser e�cazes para uma variedade de classes de pro-

blemas devido a sua penalização nas restrições e rapidez na detecção da infactibilidade,

enquanto os métodos de pontos interiores possuem convergência rápida. Entretanto, am-

bos têm desvantagens que tornam seu uso impraticável ou ine�ciente para certas classes

de problemas.

Em Breitfeld & Shanno (1994) foi realizada uma comparação do método de barreira

modi�cada proposta por Polyak (1992) com o método de barreira clássica. As vantagens

da barreira modi�cada tais como o ponto inicial não precisa ser estritamente interior,

melhor condicionamento da matriz Hessiana e melhor tratamento para as restrições de

igualdade foram discutidas e analisadas no artigo.

Os autores Breitfeld & Shanno (1995) propuseram um algoritmo com a união de três

métodos: Lagrangiana aumentada, barreira logarítmica modi�cada proposta de Polyak

(1992) e barreira logarítmica clássica de Frisch (1955) e denominaram-no de método de

penalidade-barreira. As propriedades de convergência global foram consideradas e exten-

sos testes computacionais sugerem que o algoritmo apresentado é robusto e e�ciente para

resolver problemas gerais de otimização não linear.

Já em 1996, Breitfeld & Shanno (1996) apresentaram uma versão melhorada do algo-

ritmo desenvolvido em Breitfeld & Shanno (1994). A função barreira proposta em Polyak

(1992) é modi�cada de modo que os termos logarítmicos são extrapolados por aproxima-

ções quadráticas, e o método foi denominado de barreira-penalidade. Os resultados mos-

traram que o método é computacionalmente e�ciente nos problemas da biblioteca CUTE

(constrained and uncontrained testing environment) e quando comparados aos resultados

anteriores foram promissores principalmente em problemas com mau condicionamento da

matriz Hessiana.

Shanno et al. (1996) iniciaram seu trabalho revisando o método de barreira clássica

de Frisch (1955) e apresentaram seus principais problemas no processo de otimização,

tais como a escolha do fator inicial e o mau condicionamento da matriz Hessiana. Os

autores também revisaram os métodos de barreira modi�cada, apresentados por Polyak

(1992) e ressaltaram alguns problemas, como o ajuste dos fatores de barreira e o uso do

algoritmo de busca linear. Apresentaram a função penalidade-barreira vista em Breitfeld

& Shanno (1996), destacando a não necessidade de um ponto inicial factível. Por �m, os

autores sugeriram a utilização de um método misto, em que as restrições de igualdade são
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tratadas pela função Lagrangiana aumentada e as restrições de desigualdade são tratadas

por meio da função barreira-penalidade.

Uma nova classe de métodos para resolver problemas convexos foi apresentada por

Ben-Tal & Zibulevsky (1997). Os autores apresentaram uma classe de métodos chamado

de Multiplicador barreira/penalidade (MBP) baseada na Lagrangiana aumentada não

quadrática. Casos especiais como a função logarítmica Shifted e função logarítmica expo-

nencial, e uma nova função denominada logarithmic branch glued também foram incluídos.

O algoritmo foi testado em problemas quadráticos restritos de grande porte.

Polyak & Teboulle (1997) estudaram as propriedades de convergência do algoritmo de

reescalonamento não linear e os métodos proximais semelhantes a entropia, corresponden-

tes para problemas de otimização restritos e convexos e apresentaram um novo método:

o método barreira-penalidade exponencial modi�cada.

Um método de pontos interiores primal-dual para resolver problemas de otimização

não lineares e restritos foi introduzido por Yamashita (1998). O objetivo do autor foi

atingir a convergência global com seu método. O método é baseado na resolução das

condições de KKT para o problema com a função barreira pelo método de Newton. Para

atingir o ponto global foi introduzida a função de penalidade/barreira e a condição de

otimização para minimizar essa função. O autor veri�cou a e�ciência do seu método nos

problemas de otimização não linear de pequeno porte do livro de Hock & Schittkowski

(1981).

Goldfarb et al. (1999) apresentaram e analisaram um método denominado de Lagran-

giana aumentada interior-exterior (LAIE) para resolver problemas de otimização com

restrições de igualdade e desigualdade. O método LAIE é uma combinação do método

de barreira modi�cada e Lagrangiana aumentada. As restrições de desigualdade foram

tratadas pelo método de barreira modi�cada, já as restrições de igualdade pelo método da

Lagrangiana aumentada. A convergência Q-superlinear pode ser alcançada aumentando

o parâmetro de penalidade/barreira.

Os autores Peng et al. (2000) consideraram a função de Frisch e exploraram sua relação

com outras funções mérito. Foi mostrado que a função de Frisch pode ser derivada de

um método de penalidade/barreira logarítmica para minimização restrita. Com base na

abordagem de barreira logarítmica, algumas novas funções de mérito foram fornecidas e

suas propriedades foram exploradas. Também propuseram outra função mérito baseada
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na função de Frisch, porém não conseguiram superar a e�ciência da função de Frisch.

Uma nova classe de métodos de penalidade para otimização não linear foi analisada

em Byrd et al. (2008). Em cada iteração, o método proposto tem por objetivo um pro-

gresso equilibrado em direção ao ponto ótimo e a viabilidade. Em contraste com a pe-

nalidade clássica, a escolha do parâmetro de penalidade deixa de ser uma heurística e é

determinada, em subproblema com objetivos claramente de�nidos. A nova estratégia de

atualização é testada em problemas de programação quadrática sequencial e em métodos

de programação linear-quadrática sequencial que utilizam regiões de con�ança.

Yamashita & Tanabe (2010) apresentaram um método primal-dual exterior para pro-

blemas não lineares e não convexos. No método proposto as restrições de desigualdade

são tratadas pelo método de penalidade e, com isso, permite que as variáveis primais

violem as restrições de desigualdade durante as iterações. Um dos objetivos dos autores

foi não precisar de um ponto estritamente interior para iniciar o método. Com a inserção

da região de con�ança foi possível alcançar a convergência global, a superlinear local e

a convergência quadrática do método proposto. Uma comparação com o solver IPOPT

também foi realizada.

Já, Curtis (2012) teve por objetivo apresentar a união do método de pontos interiores

e penalidade na mesma função Lagrangiana. As atualizações dos parâmetros de penali-

dade e barreira que propuseram foram projetadas para uma convergência rápida para a

resolução de problemas de otimização. O algoritmo foi testado nos problemas das biblio-

tecas CuteR e Hock & Schittkowski (1981) o desempenho do método foi comparada com

o solver IPOPT.

Em Curtis et al. (2016), os autores consideraram algoritmos de Lagrangiana aumen-

tada (LA) para resolver problemas não lineares de grande porte. O artigo foi motivado pelo

método de região de con�ança adaptativa de Curtis et al. (2015). Os autores provaram

a convergência global para o algoritmo proposto em Curtis et al. (2015) e o desempenho

prático das variantes do algoritmo de busca e região de con�ança em MATLAB, bem

como de um estratégia de atualização de parâmetros de penalidade incorporada ao soft-

ware Lancelot. O algoritmo foi testado nos problemas das bibliotecas CUTEst e COPS,

bem como em problemas de �uxo de potência ótimo.

Em Armand & Omheni (2017) foi apresentado um algoritmo primal-dual para resolver

um problema de otimização restrito. Este método é baseado no método de Newton e
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aplicado a uma sequência de sistemas de KKT perturbados. Introduz uma Lagrangiana

aumentada para tratar as restrições de igualdade e uma barreira-penalidade logarítmica

para as desigualdades. Os experimentos numéricos mostram o bom desempenho prático

do método proposto.

Os autores Armand & Tran (2019) trabalharam com um método misto baseado na

função barreira/penalidade logarítmica e Lagrangiana Aumentada. O objetivo principal

do método foi detectar rapidamente a infactibilidade. Um parâmetro adicional foi in-

troduzido para equilibrar a minimização da função objetivo e das restrições. Este foi o

primeiro resultado de convergência local para a classe de métodos de pontos interiores no

caso infactível.

Em, Liu & Dai (2020) foi provado que o problema clássico de barreira logarítmica é

equivalente a um problema particular de relaxamento positivo de barreira logarítmica.

Uma nova função barreira penalidade logarítmica, que depende de variáveis primais e du-

ais, foi utilizada para a convergência global do método, em que o parâmetro de penalidade

é atualizado de forma adaptativa. Os resultados preliminares mostraram que o método

é e�ciente e consegue alcançar a convergência global em problemas que os métodos de

pontos interiores não conseguiram.

Já em Yamashita et al. (2020), os autores propuseram um método primal-dual de

região de con�ança de pontos interiores para resolver problemas de programação semi-

de�nida não linear. Apresentaram um método de região de con�ança primal-dual e pro-

varam a propriedade de convergência global, além disso apresentaram uma função mérito

barreira/penalidade e realizaram aproximações de segunda ordem dela.

Finalmente, em Gill et al. (2020), um novo algoritmo para otimização não linear foi

proposto com base na minimização de uma função primal-dual de barreira penalidade

shifted. Certas propriedades de convergência global foram estabelecidas e também foi

provado que o método é equivalente a uma variante do método primal-dual path-following.

Esse método foi proposto inicialmente, entre outros, em Gonzaga (1989). Alguns exemplos

numéricos ilustraram o desempenho do método em comparação com um método de pontos

interiores clássico.
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2.2 Histórico do problema de Fluxo de Potência Ótimo

O problema de �uxo de Potência Ótimo (FPO) foi proposto por Carpentier (1962),

a partir do problema de Despacho Econômico (DE). Com isso o DE passou a ser um

caso particular do problema de FPO. A importância do DE é que as concessionárias de

eletricidade utilizam-no para determinar o quanto cada unidade geradora deve produzir

de potência para atender a demanda total do sistema com menor custo.

A proposta de resolução para o problema de FPO de Carpentier, foi transformá-lo em

um problema irrestrito utilizando a função Lagrangiana clássica. Em seguida aplicam-

se as condições de otimalidade na função Lagrangiana e resolve-se o sistema não linear

resultante pelo método de Gauss-Seidel, obtendo a solução do problema.

Após a formulação do problema de FPO por Carpentier, diversos pesquisadores ten-

taram resolvê-lo utilizando diferentes técnicas de otimização, mudança na modelagem do

problema, outros tipos de função objetivo e de restrições. O histórico com as propostas

de resolução nas últimas décadas é apresentado a seguir. Esta revisão é baseada nos

trabalhos de Sousa (2006) e Delgado (2016) e em trabalhos divulgados na literatura.

Um dos trabalhos clássicos na área foi o de Dommel & Tinney (1968), no qual foi

investigada uma abordagem que utiliza o método do gradiente reduzido para resolver o

problema de FPO. Seu método procura a solução ótima por meio de um algoritmo de

passo descendente. Após mudanças nas variáveis de controle, as equações do �uxo de

potência são resolvidas pelo método de Newton. Já as restrições funcionais de desigual-

dade são associadas às variáveis de controle por projeção e as variáveis dependentes ou

funcionais, por métodos da função penalidade. Para atualização das variáveis de con-

trole utilizaram uma busca unidimensional. O método tem uma e�ciência de primeira

ordem para a minimização da função objetivo, porém apresenta uma convergência lenta,

"ziguezagueando" próximo à solução ótima.

Sasson (1969) em seu trabalho, propôs uma abordagem para resolução do problema de

FPO, na qual utiliza dois métodos: o método de Powell, que é um método utilizado para

problemas restritos e o método de Fletcher-Powell, que é uma técnica para problemas

irrestritos. Sasson resolveu o problema de FPO da seguinte forma, com o método de

Powell transformou o problema de FPO, que é restrito em um problema irrestrito. Esse

método acrescentou novas variáveis ao problema, as quais são reduzidas durante o processo

iterativo. Depois aplicou o método de Fletcher-Powell, que calcula o gradiente da função
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gerada pelo método de Powell. As restrições de igualdade são consideradas durante todo

o processo iterativo porém as restrições de desigualdade só são consideradas quando são

violadas. O método proposto foi testado no sistema IEEE 30 barras e apresentou bom

resultado e tempo computacional baixo.

Os autores Sasson et al. (1973) resolveram o problema de FPO utilizando o método

de penalidade. Esse método transforma o problema restrito em um problema irrestrito

e penaliza todas as restrições de igualdade ou de desigualdade violadas. A cada iteração

do método, os valores das penalidades são aumentadas e a matriz Hessiana da função

penalidade é calculada. O processo iterativo chega ao �m quando todas as restrições

são satisfeitas. Neste trabalho, os autores utilizaram técnicas de esparsidade na matriz

Hessiana da função penalidade. Destaca-se que este foi o primeiro artigo a utilizar a

matriz Hessiana da função Lagrangiana na resolução do problema de FPO e os testes

foram realizados nos sistemas IEEE 14 e 30 barras.

Já Rashed & Kelly (1974) apresentaram um método que utiliza os multiplicadores de

Lagrange, o método de Newton e o método de penalidade. Em seu método, as restrições

de igualdade, representadas pelas equações do �uxo de potência, são introduzidas na

função objetivo utilizando os multiplicadores de Lagrange, enquanto que as restrições de

desigualdade são introduzidas na função objetivo utilizando os fatores de penalidade, o

que resulta em uma função auxilar. Os fatores de penalidade são atualizados por um

parâmetro positivo, as variáveis pelo método de Newton e o passo é calculado utilizando-

se a matriz Hessiana. Um dos objetivos desse trabalho é suprir as de�ciências do método

proposto por Dommel & Tinney (1968). O método foi testado em um sistema de 5 barras.

Sun et al. (1984) resolveram o problema de FPO utilizando o método de Newton e o

desacoplamento do problema em dois subproblemas: o de potência ativa e o de potência

reativa. No processo iterativo, a função Lagrangiana é aproximada por uma quadrática, as

restrições de igualdade são inseridas na função Lagrangiana utilizando os multiplicadores

de Lagrange e as restrições de desigualdade são inseridas na função objetivo utilizando os

fatores de penalidade. As restrições de desigualdades são divididas em dois grupos: um

grupo com restrições penalizadas e outro com restrições consideradas ativas na solução.

Essas restrições ativas são inseridas na função objetivo por meio de multiplicadores de

Lagrange. O ponto ótimo do problema ocorre quando as condições de KKT são satisfeitas

e as equações do �uxo de potência satisfazem uma determinada precisão. O método

14



CAPÍTULO 2. HISTÓRICO

proposto apresenta uma certa de�ciência, pois necessita, a cada iteração, identi�car as

restrições de desigualdade ativas na solução.

No trabalho de Santos Jr et al. (1988) aplicou-se um método da função Lagrangiana

Aumentada (FLA) para resolver o problema de FPO ativo e reativo. A trajetória de

convergência do método pode ocorrer pela região infactível do problema. Neste método

são associados multiplicadores de Lagrange às restrições de igualdade e desigualdade e

termos de penalidade para construir a FLA. No processo iterativo a FLA é minimizada

pelas variáveis primais utilizando o método de Newton. Esse método controla o aumento

do parâmetro de penalidade para que não ocorra um mau condicionamento da matriz

Hessiana, pode ser considerado um aperfeiçoamento do método de Sun et al. (1984) e não

necessita identi�car as restrições de desigualdade que estão ativas na solução.

Huneault et al. (1991) apresentaram diversas metodologias aplicadas na resolução do

problema de FPO desde sua formulação por Carpentier, baseado em mais de 300 trabalhos

publicados na área.

O primeiro artigo que trabalhou com o problema de FPO com variáveis de controles

discreta foi Liu et al. (1992). Os autores apresentaram uma função penalidade quadrática

para tratar as variáveis associadas aos capacitores/reatores shunt e utilizaram o método

de Newton. Os autores obtiveram resultados quase ótimos para as variáveis discretas em

dois sistemas reais.

Monticelli & Liu (1992) apresentaram uma nova abordagem do método de Newton

para resolução do problema de FPO. Os autores utilizaram o método dos multiplicadores

de Lagrange e da função penalidade. Seu método é semelhante ao método de Sun et al.

(1984), porém os autores mantém a matriz Hessiana de�nida positiva em todo processo

iterativo, ao utilizar uma atualização adaptativa do fator penalidade, que não compromete

a convergência do algoritmo.

Em 1994, Granville foi o primeiro pesquisador a utilizar o método de pontos interi-

ores denominado método primal-dual barreira logarítmica para resolver o problema de

despacho ótimo reativo, um caso particular do problema de FPO. No método proposto

as restrições de igualdade são introduzidas na função Lagrangiana pelos multiplicadores

de Lagrange e as restrições de desigualdade são transformadas em igualdade utilizando

variáveis de folga. Essas variáveis de folga são introduzidas na função Lagrangiana por

meio da função barreira logarítmica e penalizadas por um fator de barreira, o qual tende
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a zero durante o processo de convergência. Um cálculo para o passo primal e para o

passo dual foi apresentado, com o objetivo de manter as variáveis de folga estritamente

positivas e satisfazer as condições de KKT para os multiplicadores de Lagrange. Uma das

de�ciências desse método é a sensibilidade na escolha do parâmetro de barreira inicial,

podendo o método divergir em alguns casos. A solução do problema é atingida quando

todas as restrições do problema original estiverem satisfeitas.

Wu et al. (1994) apresentaram um novo método de pontos interiores: o método primal-

dual previsor-corretor. Sua diferença para o primal dual puro é a introdução de termos

não lineares de segunda ordem nas condições de KKT. Os resultados mostraram que o

método é mais e�ciente e converge mais rápido quando comparado ao método primal-dual

puro, nos testes com os sistemas de 9 até 2423 barras.

Os autores Santos & Costa (1995) resolveram o problema de FPO com os métodos

de Newton e da função Lagrangiana aumentada. A função Lagrangiana agrega todas

as restrições de igualdade e desigualdade. Na abordagem proposta o ponto inicial não

precisa ser factível e os autores exploraram a esparsidade da matriz Hessiana da função

Lagrangiana aumentada na implementação computacional. Os resultados dos testes uti-

lizando os sistemas IEEE 118 barras e CESP 129 barras mostraram o bom desempenho

do método proposto.

Torres & Quintana (1998) resolveram o problema de FPO utilizando o método de

pontos interiores com coordenadas retangulares ao invés de coordenadas polares. Justi�-

caram que tanto a função objetivo quanto as restrições são quadráticas. Exploraram as

funções quadráticas e detectaram algumas vantagens como a matriz Hessiana constante

e facilidade para incorporar o método previsor-corretor. Também apresentaram técnicas

para a escolha do passo e para a redução do fator de barreira que se mostraram e�cientes.

Em 1999, Yan (1999) aplicou o método primal-dual barreira logarítmica previsor-

corretor no problema de despacho de potência ativa e reativa. O autor propôs uma

heurística para o ajuste linear dinâmico do passo e da tolerância que, consequentemente,

melhorou a rapidez na convergência do método e reduziu o esforço computacional. O

método foi testado nos sistemas IEEE 118 e 1062 barras, e os resultados foram comparados

com o método primal-dual barreira logarítmica.

Nejdawi (2000) propôs um método de programação quadrática e sequencial para resol-

ver o problema de FPO. O algoritmo possui a seguinte estrutura: um ciclo de linearização
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externo e um ciclo de otimização interno. No ciclo interno resolve-se o problema de pro-

gramação quadrática reduzido e relaxado. Com a relaxação das restrições mantém-se o

problema com uma dimensão pequena, o método é considerado e�ciente pelos autores. As

iterações do ciclo externo podem ser comparadas ao Fluxo de Potência Ótimo de Newton,

e as do ciclo interno, como e�cientes iterações de pontos interiores. O método foi testado

nos sistemas de 23 barras e IEEE 30, 57, 118 e 300 barras.

Em Rezania & Shahidehpour (2001) o método de pontos interiores primal-dual previsor-

corretor foi aplicado no problema de FPO reativo. Introduziram um modelo linear que

controla as variáveis de controle e os incrementos de tensão por uma matriz Jacobiana

modi�cada e as perdas na transmissão são representadas como função dos incrementos de

tensão. Os resultados numéricos nos sistemas de 6 e 118 barras mostraram que o método

é atrativo, pois o número de iterações não é sensível ao tamanho da rede, ele não requer

inversão da matriz ou das derivadas de segunda ordem da matriz Hessiana e com isso

economiza-se tempo computacional e espaço de memória.

Torres & Quintana (2001), em seu artigo, apresentaram uma extensão para problemas

não lineares das técnicas de múltiplas correções centralizadas (MCC) desenvolvidas por

Gondzio (1996), para resolver o problema de FPO. O método foi implementado e testado

nos sistemas de 118 até 2098 barras e os resultados demonstraram que o método supera

a técnica previsor-corretor. Além disso, o algoritmo é menos sensível à escolha do parâ-

metro de barreira e a técnica MCC desempenha um papel importante na convergência do

método.

Bakirtzis et al. (2002) propuseram a resolução do problema de FPO utilizando o algo-

ritmo genético. Na resolução consideraram o problema de FPO com variáveis contínuas e

discretas. As variáveis discretas foram os transformadores tap e os shunt chaveáveis. Os

testes foram realizados num sistema de até 242 barras e 500 variáveis de controle.

Jabr et al. (2002) resolveram o problema de despacho de potência ótimo utilizando o

método primal dual de pontos interiores modi�cados. Os autores �zeram duas alterações

no método primal dual: a técnica de �ltro para calcular o tamanho do passo e uma

pertubação na diagonal da matriz Hessiana, com objetivo de direcionar a convergência

para um ponto de mínimo. O tempo computacional do método proposto foi inferior

quando comparado ao método primal-dual, pois sua matriz Hessiana é sempre de�nida

positiva, sendo seu tamanho igual ao número de variáveis primais. O artigo cita modelos
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com transformadores defasadores em problemas de FPO. Testes numéricos nos sistemas

14, 24, 30, 57, 118, 175 e 300 barras mostraram a e�ciência do método.

Liu et al. (2002) resolveram o problema de FPOR com variáveis discretas. O problema

contínuo foi resolvido com o método primal-dual de pontos interiores, já a parte discreta

foi tratada por uma função penalidade. Os autores discutiram o momento "certo"de

introduzir a função penalidade, isto é, ela não foi utilizada nem desde o começo e nem

apenas no �nal do processo iterativo. Os testes foram realizados nos sistemas de 14 a 538

barras.

Em Ding et al. (2004) a proposta foi considerar o modelo de problema de FPO com

as variáveis de controle discretas associadas aos taps dos transformadores e resolver pelo

método de pontos interiores com planos de corte. Uma das vantagens do método foi a

velocidade computacional ao ser comparado com o método simplex com planos de corte.

Os testes foram realizados em sistemas IEEE 14 ao 300 barras.

No artigo de Zhao et al. (2005) foi proposta a resolução do problema de FPOR com

variáveis contínuas e discretas utilizando a heurística de enxame de partículas (PSO) e o

multiagentes. No ambiente, cada agente pode competir e cooperar com seus vizinhos, e

ainda ajustar sua posição no espaço de busca de acordo com PSO. Uma das vantagens do

método é sua capacidade de encontrar soluções de alta qualidade.

Uma revisão da aplicação do método primal-dual de pontos interiores para o problema

de FPO com minimização de perdas foi apresentada em Ramos et al. (2005). Após a

formulação do problema não linear original, os autores discutiram a possível solução do

problema ao utilizar uma sequência de subproblemas de programação linear. A técnica

de barreira logarítmica foi aplicada ao modelo resultante e as equações relevantes foram

resolvidas. Certos aspectos da implementação, como a escolha do ponto inicial foram

discutidos e os autores obtiveram resultados satisfatórios com uma rede de transmissão

real espanhola de 775 barras.

Yan et al. (2006) propuseram um método híbrido com algoritmo genético (AG) e

de pontos interiores para resolver o problema de FPOR. Seu método foi dividido em

duas partes. A primeira resolve o problema de FPOR com método de pontos interiores

relaxando as variáveis discretas, já na segunda parte foi decomposto o problema de FPOR

em dois sub-problemas: otimização contínua e discreta. O AG resolve as variáveis discretas

com a parte contínua �xa, enquanto os pontos interiores resolve a otimizaçao contínua
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com as variáveis discretas constantes. A solução ótima foi encontrada resolvendo os dois

sub-problemas alternadamente. Testes foram realizados nos sistemas IEEE 30 e 118 barras

e Chongqinp 161 barras.

Baptista et al. (2006) apresentaram uma nova abordagem para minimizar as perdas

em sistemas elétricos de potência. Considerando a aplicação do método primal-dual de

barreira logarítmica para a magnitude de tensão e os taps dos transformadores e as restri-

ções de desigualdade são tratadas pelo método da Lagrangiana aumentada. As condições

necessárias de primeira ordem são alcançadas pelo método de Newton e pela atualização

das variáveis primais e duais e os fatores de penalização. Testes numéricos com os siste-

mas IEEE 14, 30, 57 e 118 foram apresentados para mostrar o bom desempenho desta

abordagem.

No algoritmo proposto em AlRashidi & El-Hawary (2007) foi utilizada a heurística

PSO e o método de Newton-Raphson para resolver problema de FPO com variáveis con-

tínuas e discretas. Os autores consideraram a função objetiva de perdas nas linhas de

transmissão, custo de combustível e emissão de poluentes pelas unidades geradoras com

ponto de válvula. O método foi testado no sistema IEEE 30 barras e comparado ao

método do software MATPOWER.

Capitanescu et al. (2007) consideraram o método de pontos interiores, uma abordagem

muito atraente para o problema de FPO, principalmente devido à sua velocidade de

convergência e facilidade no manuseio das restrições de desigualdade. Este artigo analisa

3 métodos de pontos interiores: primal-dual puro (PDP), o previsor-corretor (PC) e o das

múltiplas correções centralizadas (MCC), para resolver vários problemas de FPO clássicos:

minimização de custo de geração, minimização de perdas de potência ativa, a maximização

da capacidade de carga do sistema de energia e a minimização da quantidade de corte

de carga. Essas variantes do problema de FPO foram formuladas utilizando um modelo

retangular para as tensões. Os resultados numéricos em três sistemas 60, 118 e 300 barras

foram relatados.

Os autores Belati & Costa (2008) relataram uma abordagem diferenciada para o pro-

blema de alocação de perdas na transmissão em um sistema desregulado. Esta abordagem

pertence ao conjunto de métodos incrementais. Esse método trata todas as restrições do

sistema elétrico e foi baseado no teorema de perturbação. A partir de um determinado

ponto de operação ótimo, obtido pelo problema de FPO, as cargas são perturbadas e
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um novo ponto de funcionamento ótimo, que satisfaz as restrições, é determinado pela

análise de sensibilidade. Esta solução é utilizada para obter os coe�cientes de atribuição

das perdas para os geradores e as cargas da rede. Os resultados numéricos mostraram a

comparação da abordagem com outros métodos para o sistema IEEE 14 barras. Outro

teste enfatiza a importância de se considerar as limitações operacionais da rede. O método

também foi aplicado no sistema real brasileiro, com uma rede composta de 787 barras e

foi comparado com a técnica utilizada no ano de 2008, pelo centro de controle brasileiro.

Sousa et al. (2009) apresentaram um método de barreira modi�cada previsor-corretor

(BMPC) para minimizar as perdas de potência ativa em estudos de planejamento de siste-

mas elétricos. No BMPC, as restrições de desigualdade são transformadas em igualdades

introduzindo variáveis auxiliares positivas, que são perturbadas pelo parâmetro de bar-

reira e tratados pelo método barreira modi�cada. A viabilidade da abordagem proposta

é demonstrada utilizando vários sistemas IEEE e um sistema real brasileiro de 2256 bar-

ras, correspondente ao sul-sudeste. Os resultados mostraram que a utilização do método

proposto acelera a convergência do problema em relação ao número de iterações e tempo

computacional.

Em 2010, Souza et al. (2010) apresentaram estudos de caso em sistemas de energia por

Análise de Sensibilidade (AS) orientado pelo problema de FPO, em diferentes cenários

de operação. Os estudos de caso começam a partir de uma solução ótima obtida pelo

problema de FPO. Esta solução ótima é denominada caso-base e, a partir desta solução,

os pontos podem ser avaliados por AS quando ocorrem perturbações no sistema. A �m

de mostrar o bom desempenho da proposta, os testes foram realizados nos sistemas de

IEEE 14, 118 e 300 barras.

No artigo de Mac�e et al. (2010) foram propostas técnicas probabilísticas e adaptati-

vas para arredondamento das variáveis discretas associadas aos bancos de capacitores e

reatores shunt, considerando o problema de FPO com restrição de segurança. Os resulta-

dos foram comparados ao arredondamento padrão nos sistemas IEEE até o 118 barras e

um sistema da Grã�Bretanha.

Capitanescu & Wehenkel (2010) apresentaram três abordagem para tratar as variáveis

discretas do problema de FPO. As duas primeiras baseiam-se em técnicas de sensibilidade e

a terceira baseia-se no uso de multiplicadores de Lagrange. A técnica de arrendondamento

padrão foi utilizada para comparação em 4 sistemas elétricos de até 1203 barras.
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As contribuições do artigo de Capitanescu et al. (2011) são de três tipos: análise

do estado da arte das soluções computacionais do problema de FPO com restrições de

segurança; identi�cação dos desa�os deste problema e destaque das abordagens promis-

soras para enfrentá-los. Os autores apontam algumas limitações da formulação clássica e

indicam o caminho das possíveis pesquisas futuras.

Sousa et al. (2012) resolveram o problema de FPO utilizando a função Lagrangiana

barreira modi�cada. Nesta abordagem, as restrições de desigualdade são tratadas pelo

método da função barreira modi�cada, que tem uma propriedade de convergência �nita,

ou seja, a solução obtida pelo método pode estar na fronteira do conjunto viável. Por

isso, a matriz Hessiana tem um bom condicionamento. Para comprovar isso, os autores

�zeram uma análise comparativa do condicionamento numérico da matriz Hessiana. A

viabilidade da abordagem proposta é também demonstrada em testes comparativos com

o método de pontos interiores (MPI), utilizando vários sistemas testes IEEE e duas redes

de sistema de geração/transmissão do Brasil. Os resultados mostraram que o método

proposto é computacionalmente mais atraente do que o MPI em termos de velocidade,

número de iterações e condicionamento numérico.

Phan (2012) resolveu o problema de FPO com variáveis discretas utilizando o método

dual-Lagrangiano com região de con�ança. O autor propôs dois algoritmos, o branch and

bound e o elipsoidal ou a bissecção retangular com objetivo de encontrar o mínimo global

do problema de FPO na forma retangular. Testes numéricos IEEE foram realizados.

Soler et al. (2013) resolveram o problema de FPO reativo, considerando as variáveis de

controle como contínuas e discretas. O trabalho apresentou um tratamento e�ciente para

as variáveis discretas utilizando uma função penalidade de forma que o problema tornou-

se contínuo e diferenciável. Testes com os sistemas elétricos do IEEE foram realizados

para comprovar a e�ciência da abordagem proposta.

Lage (2013) propôs uma nova abordagem para resolução do problema de FPO com

variáveis discretas e restrições de atuação de dispositivos de controle de tensão. Utilizou

o método da função Lagrangiana modi�cada penalidade discreto, no qual as variáveis dis-

cretas foram tratadas pela função senoidal proposta por Soler et al. (2013), as restrições

de complementaridade foram transformadas em restrições de desigualdade equivalentes e

as restrições de desigualdade foram transformadas em restrições de igualdade com acrés-

cimo de folgas não negativas. As folgas foram tratadas pela função barreira modi�cada
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com extrapolação quadrática. Os resultados foram testados nos sistemas IEEE 14, 30, 57

e 118 barras.

Nie et al. (2015) apresentaram um modelo de problema de FPOR quadrático baseado

em coordenadas retangulares aumentadas com variáveis de controle discretas. Resolveram

o problema de FPOR com o método de pontos de interiores previsor-corretor e funções de

penalidade quadrática foram associadas ao problema de FPOR para tratar as variáveis de

controle discretas. A abordagem foi testada nos sistemas IEEE 14, 30, 57 e 118 barras.

Murray et al. (2015) a�rmaram que técnicas de arrendondamento para lidar com as

variáveis discretas de controle, em particular shunt chaveáveis, podem resultar em soluções

ruins. Para suprir essas de�ciência exploraram uma função penalidade sparsity-inducing

com objetivo de reduzir o número de ajuste de controle do problema e para lidar com as

variáveis discretas de controle. Os testes foram realizados em dois sistemas elétricos reais

de aproximadamente 2500 barras (North American power).

Um novo método de aproximação linear sucessiva foi proposto por Yang et al. (2016)

para tratar as equações do �uxo de potência. Modelos lineares precisos dos taps trans-

formadores e susceptâncias shunt dos bancos de capacitores/reatores também foram pro-

postos. Os dois modelos linearizados facilitaram a formulação do modelo do problema

de FPOR linearizado restrito inteiro misto. Casos teste mostraram a e�ciência do novo

método.

Delgado et al. (2017) propuseram uma combinação dos métodos de barreira logarítmica

e barreira logarítmica modi�cada. No processo iterativo a ideia consistia em, quando o

método de barreira logarítmica atingisse uma determinada precisão era realizada a troca

pelo método de barreira logarítmica modi�cada. Testes numéricos com os sistemas 3,

IEEE 14, 30, 57 e 118 barras foram realizados e seus resultados foram comparados aos

métodos barreira logarítmica e barreira logarítmica modi�cada, separadamente.

Mazzini et al. (2019) resolveram o problema de despacho reativo ótimo (DRO) com

objetivo de minimizar as perdas de potência ativa. O problema é modelado como um

problema multiobjetivo de DRO, as variáveis discretas são tratadas por uma função po-

linomial e foi considerado um número limitado de ajustes das variáveis de controle. O

método foi testado nos sistemas IEEE 118 e 300 barras.

Tófoli et al. (2020) propuseram a resolução do problema de FPORD com o método

de pontos interiores e exteriores (barreira logarítmica modi�cada) com a estratégia de

22



CAPÍTULO 2. HISTÓRICO

correção de inércia, proposta em Silva (2014). As variáveis discretas do problema foram

tratadas pela função senoidal proposta por Soler et al. (2013). Testes com os sistemas

IEEE 14, 30 e 57 barras foram realizados.

Finalmente, em Soler et al. (2020) foi proposta uma nova formulação para o problema

de FPO com variáveis discretas com objetivo de reduzir o número de ações de controle

do problema. Para reduzir, introduziram restrições de complementaridade no problema

para representar comportamentos especí�cos de dispositivos de controle de tensão (tap dos

transformadores em fase e banco de capacitores e reatores shunt) no sistema elétrico. O

problema foi resolvido pelo método branch and bound implementado no solver BONMIN.

Testes numéricos foram realizados com os sistemas elétricos IEEE 14, 30 e 118 barras.

Neste capítulo foi fornecido um posicionamento teórico e histórico dos métodos de

barreira e penalidade e o problema de �uxo de potência ótimo. No Capítulo 3, apresenta-

se uma breve revisão dos métodos de otimização que serão explorados neste trabalho.

23



Capı́tulo 3
Revisão de métodos de otimização

Neste capítulo apresenta-se uma revisão de alguns métodos de otimização, os quais

fornecem um suporte teórico para a apresentação da abordagem proposta neste traba-

lho, que combina dois métodos baseados na função barreira e na função penalidade. Os

métodos apresentados são: o método dual-Lagragiano, o método de barreira, o método

primal-dual barreira logarítmica, o método de penalidade e uma variação do método de

penalidade.

3.1 Método dual-Lagrangiano

Seja um problema de otimização não linear, conforme (3.1):

Min f(x)

sujeito a :

g(x) = 0

h(x) ≤ 0

(3.1)

em que:

� f(x) é a função objetivo; f : Rn → R

� g(x) = (g1(x), ..., gm(x))T é o vetor das funções das restrições de igualdade;

� h(x) = (h1(x), ..., hp(x))T é o vetor das funções das restrições de desigualdade;

� x ∈ Rn, g : Rn → Rm e h : Rn → Rp.
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O método dual-Lagrangiano foi desenvolvido para resolver problemas convexos. Ele

utiliza uma função auxiliar que introduz as restrições de igualdade e desigualdade na

função objetivo. A função auxiliar é denominada função Lagrangiana e é representada

conforme (3.2):

L(x, λ, π) = f(x) +
m∑
j=1

λjgj(x) +

p∑
i=1

πihi(x) (3.2)

em que: λ ∈ Rm é o vetor dos multiplicadores de Lagrange das restrições de igualdade e

π ∈ Rp
+ é o vetor dos multiplicadores de Lagrange das restrições de desigualdade.

Se o problema (3.1) é convexo, existem multiplicadores λ∗ e π∗, que aplicados ao pro-

blema irrestrito,

Min
x
{L(x, λ∗, π∗)} (3.3)

que fazem com que a solução de (3.3) coincida com a solução de (3.1). A solução ótima do

problema é obtida quando as condições de KKT estiverem satisfeitas. O problema (3.3)

é denominado problema dual-Lagrangiano.

Para gerar os multiplicadores de Lagrange pode-se utilizar vários algoritmos. Uma

escolha é o algoritmo do gradiente, que gera uma sequência de multiplicadores e atualiza-

os a cada passo, pela expressão (3.4):

 λk+1

πk+1

 =

 λk

πk

+ ν

 g(x)

ti

 (3.4)

em que:

ti =

hi(x), se πki > 0; i = 1, ..., p.

max{0, hi(x)}, se πki = 0; i = 1, ..., p.

e ν é estimado para garantir a busca da variável dual. Seu valor pode ser obtido utilizando

uma busca unidimensional.
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3.1.1 Algoritmo dual-Lagrangiano

Algoritmo 1: Dual-Lagrangeano
Dados: Dado o problema (3.1), construa a função Lagrangiana (3.2)
Faça k = 0, obtenha uma estimativa inicial x0 ∈ Rn, λ0 ∈ Rm e π0 ∈ Rp

1 enquanto As condições de KKT > ε faça
2 Resolva o problema dual-Lagrangeano por um método de otimização irrestrita

com λk e πk com valor �xo.
3 se As condições de KKT < ε então
4 PARE;
5 senão
6 atualize os multiplicadores de Lagrange por alguma regra,
7 Faça k = k + 1.
8 �m
9 �m

3.1.2 Di�culdades computacionais

Ao resolver problemas não convexos, pode ocorrer o gap de dualidade e, portanto, o

método dual-Lagrangiano não conseguir atingir a solução ótima do problema.

3.2 Método de barreira

O método de barreira é utilizado para resolução de problemas com restrições de desi-

gualdade, cujo interior é não vazio. Pode ser visto como um caso particular do método

das penalidades, mas diferencia-se deste por exigir uma penalização interna, ou seja, por

trabalhar no interior da região factível. Ao trabalhar no interior dessa região, os fatores

de barreira impedem que os pontos saiam da região factível. Com isso, parte-se de um

ponto factível e geram-se novos pontos factíveis. Uma das vantagens desse método é a

obtenção de, pelo menos, uma solução factível, caso ocorra uma parada prematura do

método. Assim, seja o problema de otimização não linear com restrições de desigualdade

(3.5):

Min f(x)

sujeito a : h(x) ≤ 0; (3.5)

26



CAPÍTULO 3. REVISÃO DE MÉTODOS DE OTIMIZAÇÃO

em que:

� f(x) é a função objetivo; f : Rn → R

� h(x) = (h1(x), ..., hp(x))T é o vetor das funções das restrições de desigualdade;

� x ∈ Rn e h : Rn → Rp.

No método de barreira, resolve-se uma sequência de subproblemas irrestritos de bar-

reira da seguinte forma:

Min
x
{f(x) + µB(x) : h(x) < 0}, (3.6)

em que:

FBA(x) = f(x) + µB(x). (3.7)

Sendo que FBA(x) é a função auxiliar, µ > 0 (tende a zero no ponto estacionário) é

denominado de parâmetro de barreira e B(x) é a função barreira não negativa e contínua

no interior da região factível {x ∈ Rn;h(x) < 0} e tende ao in�nito à medida que a solução

se aproxima da fronteira, a partir do interior. A função barreira B(x) é de�nida conforme

(3.8):

B(x) =

p∑
i=1

ψ[hi(x)], (3.8)

em que: ψ é uma função de uma variável y, contínua sobre {y; y < 0} e satisfaz (3.9)

ψ(y) ≥ 0 , se y < 0 e lim
y→0−

ψ(y) =∞. (3.9)

A função barreira (3.8), pode assumir várias formas como:

B(x) =

p∑
i=1

− 1

hi(x)
, (3.10)
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denominada de função barreira clássica ou inversa, a qual foi estudada por Carroll

(1961), ou

B(x) = −
p∑
i=1

ln[−hi(x)]. (3.11)

denominada de função barreira logarítmica,a qual foi estudada por Frisch (1955).

Quando µ→ 0, têm-se que µB(x) se aproxima da função barreira ideal e a solução do

problema de barreira converge para a solução ótima do problema (3.5). O valor de µB(x)

pode ser um critério de parada do método. Caso o valor absoluto de µB(x) não seja menor

que a precisão desejada, o parâmetro de barreira deve ser reduzido por uma heurística e

o problema de barreira deve ser resolvido novamente com µ �xo. Um algoritmo para o

método de barreira é apresentado a seguir.

3.2.1 Algoritmo do método de barreira

Algoritmo 2: Método de barreira
Dados: Dado o problema (3.5), construa a função auxiliar de barreira (3.7)
Faça k = 0, obtenha: uma estimativa inicial x0 ∈ Rn, µ0>0 e o parâmetro de
atualização da barreira % > 1.

1 enquanto |µkB(xk)|> ε faça
2 Resolva o problema barreira por um método de otimização irrestrita com µk

com valor �xo, determinando xk+1

3 se |µkB(xk+1)| < ε então
4 PARE;
5 senão

6 Atualize o parâmetro de barreira por alguma heurística, µk+1 = µk

%
,

7 Faça: k = k + 1.
8 �m
9 �m

3.2.2 Método primal-dual barreira logarítmica

Dentre as variantes dos métodos de pontos interiores, pode-se dizer que o método

primal-dual barreira logarítmica (PDBL) é considerado uma das mais robustas e e�cientes.

Este método consiste na união de outros três métodos:
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� o método de Newton para resolver as equações não lineares;

� o método dual-Lagrangiano para tratar as restrições de igualdade;

� o método de barreira (Fiacco & McCormick, 1968) para tratar as restrições de

desigualdade.

Dado o problema (3.1), no método PDBL, as restrições de desigualdade de (3.1) são

transformadas em igualdade utilizando variáveis de folga não negativas. Com isso têm-se

o problema modi�cado, dado em (3.12):

Min f(x)

sujeito a :


g(x) = 0

h(x) + s1 = 0,

s1 ≥ 0.

(3.12)

sendo o vetor s1 ∈ Rp. As variáveis, s1j , j = 1, ..., p são denominadas variáveis de folga.

Na sequência, adiciona-se uma função barreira logarítmica na função objetivo a�m de

garantir a não negatividade das variáveis de folga, conforme (3.13).

Min f(x)− µ
p∑
j=1

ω(s1j)

sujeito a :

g(x) = 0

h(x) + s1 = 0,

(3.13)

em que: ω(s1j) é denominada função barreira logarítmica, isto é,

ω(s1j) = ln(s1j), j = 1, .., p.

Desta forma, obtêm-se a seguinte função Lagrangiana barreira logarítmica (FLBL):

FLBL(x, s1, λ, π) = f(x)− µ
p∑
j=1

ω(s1j) +
m∑
i=1

λigi(x) +

p∑
j=1

πj(hj(x) + s1j) (3.14)
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sendo: λ ∈ Rm e π ∈ Rp os vetores dos multiplicadores de Lagrange, isto é, as variáveis

duais do problema, µ > 0 é o parâmetro de barreira e s1 ∈ Rp
+ é o vetor das variáveis de

folga.

As condições necessárias de otimilidade 1ª ordem são aplicadas sobre a função Lagran-

giana barreira logarítmica (3.14), gerando um sistema de equações não lineares, (3.15):

∇FLBL(x, s1, λ, π) = 0, (3.15)

em que:

∇FLBL(x, s1, λ, π) =


∇xf(x) + Jg(x)Tλ+ Jh(x)Tπ

− µ
s1j

+ πj

gi(x)

(h(x) + s1)


j = 1, ..., p

i = 1, ..,m
, (3.16)

com:

Jg(x)T = (∇x g1(x), ...,∇x gm(x)) e Jh(x)T = (∇x h1(x), ...,∇x hp(x)) as quais são as

transpostas das matrizes Jacobianas, respectivamente, de g e h.

Uma solução do sistema de equações não lineares (3.16) é determinada através do

método de Newton. O método de Newton gera as direções de busca (∆x,∆s1,∆λ,∆π)T ,

as quais serão utilizadas para a atualização das variáveis e resulta em um sistema matricial

que é representado em (3.17):

W∆d = −∇FLBL(x, s1, λ, π) (3.17)

sendo ∆dT = (∆x,∆s1,∆λ,∆π), o ∇FLBL é dado por (3.16), e a matriz W por (3.18):

W =


∇2
xxFLBL(x, s1, λ, π) 0 Jg(x)T Jh(x)

0 Ω 0 I

Jg(x) 0 0 0

Jh(x) I 0 0

 (3.18)

é denominada de matriz Hessiana da função Lagrangiana (3.14), em que:
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∇2
xxFLBL(x, s1, λ, π) = ∇2

xxf(x) +
m∑
i=1

λi∇2
xxgi(x) +

p∑
j=1

πj∇2
xxhj(x), (3.19)

S = diag(s1, ..., sp) (3.20)

A escolha da submatriz Ω pode afetar drasticamente o desempenho do método. Se Ω tem

a forma em (3.21) diz-se que tem um método primal.

Ω = µS−2 (3.21)

Por outro lado, se Ω tem a forma em (3.22) diz-se que tem um método primal-dual.

Ω = S−1Λ (3.22)

em que:

Λ = diag(π1, ..., πp)

A diferença entre o sistema primal e o sistema primal-dual é que o primal possui

apenas informações relacionadas as variáveis primais, já no sistema primal-dual possui

informações relacionadas a variáveis primais e duais, portanto o método PDBL utiliza-se

o sistema primal-dual (3.22).

Os vetores das variáveis x, s1, λ e π são atualizados da seguinte forma:

xk+1 = xk + αp∆x
k

sk+1
1 = sk1 + αp∆s

k
1 (3.23)

λk+1 = λk + αd∆λ
k

πk+1 = πk + αd∆π
k,

em que:

αp e αd são os passos utilizados na atualização das variáveis primais e duais, respectiva-

mente.

Para a determinação dos passos primais e duais adota-se uma adaptação da estratégia

31



CAPÍTULO 3. REVISÃO DE MÉTODOS DE OTIMIZAÇÃO

utilizada por Granville (1994) e Torres & Quintana (2001), entre outros.

O objetivo do passo primal é preservar a positividade das variáveis de folga. Assim

esse passo é dado por (3.24):

αp = min{( δmin
∆s1j<0

−s1j

∆s1j

, 1), j = 1, ..., p}. (3.24)

O passo dual é calculado de forma que cada componente dos vetores duais das restrições

de desigualdade π permaneçam com seus respectivos sinais, isto é:

αd = min{( δmin
∆π1j<0

−π1j

∆π1j

, 1), j = 1, ..., p}. (3.25)

Em (3.24) e (3.25) adota-se: δ= 0,9995.

A atualização do parâmetro de barreira µ é dada por:

µk+1 =
µk

%
, (3.26)

em que: % >1.

As condições s > 0 e π > 0 devem ser satisfeitas em todos os pontos. O método

termina quando as condições de KKT são satisfeitas.

3.2.3 Algoritmo primal-dual barreira logarítmica

Algoritmo 3: Primal-dual barreira logarítmica
Dados: Dado o problema (3.1), construa a função Lagrangiana barreira

logarítmica (3.14)
Faça k = 0, obtenha uma estimativa inicial para d0=(x0,s0

1, λ
0, π0) e µ0.

1 enquanto As condições de KKT > ε faça
2 Obtenha o sistema de direções por (3.17) e resolva-o;
3 Calcule os passos αp e αd, utilizando (3.24) e (3.25);
4 Atualize as variáveis por (3.23);
5 se As condições de KKT < ε então
6 PARE;
7 senão
8 atualize o parâmetro de barreira por (3.26), faça k = k + 1 ;
9 �m

10 �m

32



CAPÍTULO 3. REVISÃO DE MÉTODOS DE OTIMIZAÇÃO

3.2.4 Di�culdades computacionais

Uma das di�culdades do método de barreira é a determinação do ponto inicial factível.

Em alguns problemas pode ser muito difícil. O método de barreira e o método PDBL que

utilizam a estrutura da função barreira, podem apresentar um mau condicionamento da

matriz Hessiana quando o parâmetro de barreira tende a zero. Uma outra di�culdade é

a sensibilidade do método ao valor do parâmetro de barreira, que em alguns casos pode

implicar na divergência do método.

3.3 Método de penalidade

O método da função penalidade associa ao problema não linear uma sequência de

problemas irrestritos. Ele consiste em utilizar uma função auxiliar em que as restrições

do problema são introduzidas na função objetivo através de um parâmetro de penalidade,

o qual penaliza a função objetivo se as restrições são violadas.

Dado o problema (3.1). A função penalidade auxiliar (FPA) tem a seguinte forma:

FPA(x) = f(x) + ρP (x) (3.27)

em que ρ > 0 é o parâmetro de penalidade e P (x) é a função penalidade que é dada por:

P (x) =
m∑
i=1

Ψ(gi(x)) +

p∑
j=1

τ(hi(x)); (3.28)

em que Ψ e τ são funções contínuas de uma variável x1, tais que:

Ψ(x1) = 0, se x1 = 0 eΨ(x1) > 0, se x1 6= 0; (3.29)

τ(x1) = 0, se x1 ≤ 0 e τ(x1) > 0, se x1 > 0. (3.30)

As funções (3.29) e (3.30) podem assumir as seguintes formas:
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τ(x1) = [max{0, x1}]pr; (3.31)

Ψ(x1) = |x1|pr (3.32)

em que: pr é um número inteiro positivo. A função P (x) em (3.28) é denominada de

função penalidade quadrática para pr = 2 em (3.31) e (3.32). Desta forma tem-se que o

problema auxiliar a ser resolvido é da seguinte forma:

Min
x
{f(x) + ρP (x)}; (3.33)

para ρ > 0. À medida que P (x) → 0 e ρ → ∞ a solução do problema (3.33) converge

para a solução do problema (3.1) se ρP (x)→ 0.

O método pode gerar uma sequência de pontos inicialmente infactíveis, sequência essa

que converge para a solução do problema original, sobre determinadas hipóteses.

O parâmetro de penalidade pode ser atualizado por várias regras, uma delas é da

seguinte forma:

ρk+1 = σρk, (3.34)

em que: σ > 1.

3.3.1 Algoritmo do método de penalidade
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Algoritmo 4: Método de penalidade
Dados: Dado o problema (3.1), determine a função penalidade (3.28);
Faça k = 0, obtenha uma estimativa inicial x0 ∈ Rn, parâmetro de penalidade
ρ0 > 0 e o parâmetro de atualização de penalidade σ:

1 enquanto ρkP (xk) > ε faça
2 Resolva o problema de penalidade com ρk �xo por um método de otimização

irrestrita obtendo xk+1, determinando xk+1

3 se ρkP (xk+1) < ε então
4 PARE;
5 senão
6 Atualize o parâmetro de penalidade por: (3.34)
7 Faça k = k + 1 ;
8 �m
9 �m

3.3.2 Di�culdades computacionais

A determinação do parâmetro de penalidade ρ pode ser difícil, por ser um número

grande, faz com que a solução do problema (3.33) seja próxima da solução do problema

(3.1), porém o método apresenta um problema de mau condicionamento da matriz Hes-

siana devido a sua dependência de ρ. Salienta-se que a escolha inicial do parâmetro de

penalidade ρ e do atualizador σ afetam a convergência do método.

3.3.3 Variação do método de penalidade

Byrd et al. (2003), Byrd et al. (2005), Byrd et al. (2008) e Byrd et al. (2010) estudaram

variações do método de penalidade. A ideia é que a atualização dada em (3.34) poderia

levar uma convergência lenta. Devido a esse problema propuseram técnicas adaptativas

para atualização do parâmetro de penalidade.

A ideia proposta em Byrd et al. (2010) foi estudar um algoritmo que detectasse ra-

pidamente a infactibilidade. Uma maneira de lidar com a possibilidade de um problema

ser inviável foi empregar uma mudança em um algoritmo para decidir se a iteração atual

deve buscar uma solução ou apenas para minimizar alguma medida de infactibilidade.

O estudo foi na classe de programação quadrática sequencial (PQS). Os métodos PQS

encontram a solução de um problema complicado através da resolução de uma sequên-

cia de problemas mais simples. A função objetiva é substituída por uma aproximação

quadrática e as restrições são substituídas por aproximações lineares Nunes et al. (2009).

Dado o problema (3.35)
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Min f(x)

sujeito a :

{
hi(x) ≥ 0; (3.35)

em que:

� f(x) é a função objetivo, f : Rn → R e hi : Rn → R, i = 1, ..., p;

� x ∈ Rn.

Quando os pontos factíveis de (3.35) não existem, o algoritmo deve retornar uma solução

para o problema (3.36).

Min v(x)

em que : v(x) =

p∑
i=1

max {−hi(x), 0}. (3.36)

Quando o problema é infactível, as iterações convergem rapidamente para um ponto

estacionário infactível xk que é de�nido como ponto estacionário do problema (3.36) tal

que v(xk) > 0.

O problema (3.35) modi�cado pode ser escrito como:

Min ρf(x) +

p∑
i=1

ri

sujeito a :

hi(x) + ri ≥ 0,

ri ≥ 0

(3.37)

sendo ri, i = 1, .., p são denominadas variáveis de folga.

A condição necessária de otimalidade de 1ª ordem é aplicada no problema (3.37)
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ρ∇f(x)−
p∑
i=1

λi∇hi(x) = 0, (3.38)

1− λi − φi = 0, i = 1, .., p (3.39)

λi(hi(x) + ri) = 0, i = 1, .., p (3.40)

φiri = 0, i = 1, .., p (3.41)

hi(x) + ri ≥ 0, i = 1, .., p (3.42)

r, λ, φ ≥ 0, (3.43)

em que: λi, i = 1, ..., p e φi, i = 1, ..., p são os multiplicadores de Lagrange.

Dado um valor de ρk em uma iteração k, é de�nido o "passo" d como a solução de

um subproblema

Min qk(d; ρk) (3.44)

em que: d ∈ Rp

qk(d; ρk) = ρk∇f(xk)Td+
1

2
dTW (xk, λk; ρk)d+

p∑
i=1

max{−hi(xk)−∇hi(xk)Td, 0} (3.45)

A matriz Hessiana é representada por W :

W (xk, λk; ρk) = ρk∇2f(xk)−
p∑
i=1

λki∇2hi(x
k) (3.46)

O problema (3.44) suavizado é escrito:

Min ρkf(xk)T +
1

2
dTW (xk, λk; ρk)d+

p∑
i=1

ri

sujeito a :

hi(x
k) +∇hi(x)Td+ si ≥ 0, i = 1, .., p

ri ≥ 0, i = 1, .., p

(3.47)

em que: ri ∈ Rp são denominadas variáveis de folga.
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O subproblema (3.47) tem como objetivo a busca da otimalidade e a atualização de ρ.

3.3.4 Atualização Adaptativa do parâmetro

O artigo de Byrd et al. (2010) propõe uma atualização baseada no artigo de Byrd

et al. (2008). A função (3.44) é de�nida na sua forma linear em (3.48) e na sua forma

quadrática (3.49):

mk(d) =

p∑
i=1

max{−hi(xk)−∇hi(xk)Td, 0} (3.48)

qk(d; ρ) = ρ∇f(xk)Td+
1

2
dTW (xk, λk; ρ)d+mk(d) (3.49)

Em (3.50) é de�nida uma medida de erro KKT:

Ek(ρ) = ||ρ∇f(xk)−
p∑
i=1

λi∇hi(xk)||1 +
∑
i∈Sk
|hi(xk)λki |+

∑
i∈V k
|hi(xk)(1− λki )|. (3.50)

em que: Sk e V k são os conjuntos de restrições satisfeitas e violadas, respectivamente de

uma iteração xk e λki ∈ [0, 1] são os multiplicadores de Lagrange.

3.3.5 Algoritmo atualização adaptativa do parâmetro de penali-

dade

38



CAPÍTULO 3. REVISÃO DE MÉTODOS DE OTIMIZAÇÃO

Algoritmo 5: Atualização adaptativa do parâmetro de penalidade
Dados: ρk = ρk−1, e1 > 0 e e2 < 1.

1 Resolva (3.47) com ρ = ρk para obter dk

2 se mk(dk) = 0 então
3 Retorne ρk e dk;
4 senão
5 Resolva (3.47) com ρ = 0 para obter dk

6 se mk(dk) = 0 então
7 Reduza ρk até que a solução dk para (3.47) com ρ = ρk satisfaça
8 mk(dk) = 0;
9 senão
10 Reduza ρk que dk satisfaça
11 mk(0)−mk(dk) ≥ e1(mk(0)−mk(dk))

12 �m

13 Reduza ρk que dk satisfaça qk(0; ρk)− qk(dk; ρk) ≥ e2(qk(0; 0)− qk(dk; 0))

14 De�na ρk = min{ρk, [E
k(0)
v(x)

]2}
15 �m

Os efeitos essenciais dessa estratégia são os seguintes. Primeiro, se o subproblema

(3.44) para o valor mais recente do parâmetro de penalidade produz uma solução linear-

mente viável (ou seja, m(dk) = 0), então segue nesta direção. Isso é para garantir que

a regularização das restrições não prejudiquem o progresso do algoritmo quando ele não

é necessário. Em segundo lugar, se a solução é inviável, então diminui o parâmetro de

penalidade o su�ciente para que a nova direção forneça progresso su�ciente.

No próximo Capítulo apresenta-se a abordagem proposta neste trabalho.
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Capı́tulo 4
Método primal-dual de pontos

interiores-penalidade discreto

Neste capítulo apresenta-se a nova abordagem de solução proposta neste trabalho para

resolução do problema de FPO com variáveis de controle discretas. Analisa-se um exemplo

numérico para aplicação da abordagem proposta.

4.1 Introdução e motivação

Desenvolveu-se neste trabalho uma nova abordagem de solução que utiliza de maneira

conjunta, o método de pontos interiores e o método de penalidade, baseada no método

de Curtis (2012). Segundo Curtis, os dois métodos são considerados e�cientes e robustos.

Com isso propôs a união destes para suprir as de�ciências e utilizar as melhores qualidades

de cada um. Por �m, conclui-se que uma boa atualização dos parâmetros conduz a uma

boa convergência e a um excelente método.

No artigo de Curtis (2012), o método foi desenvolvido para resolver problemas não

linear contínuos. Como a proposta desse trabalho é resolver um problema não linear

discreto misto, para tratamento das variáveis discretas do problema foi utilizada uma

função senoidal proposta em Soler et al. (2013).
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4.2 Método de solução para variáveis discretas

A metodologia proposta consiste em, como proposto em Soler et al. (2013) resolver

uma sequência de problemas de programação não linear (PPNL) contínuos, cuja solução

é equivalente ao problema de programação não linear discreto misto (PPNLDM). Esse

problema é obtido incorporando à função objetivo do problema original uma função que

penaliza a função objetivo quando as variáveis discretas assumem valores não discretos.

Propõe-se neste trabalho determinar a solução do PPNL pelo método primal-dual

de pontos interiores-penalidade, o qual será descrito na seção 4.3. A abordagem para

transformar o PPNLDM em uma sequência de PPNL será apresentada a seguir.

A forma geral de um PPNLDM é dada por:

Min f(x, y)

sujeito a :



g(x, y) = 0

h(x, y) ≤ 0

xmin ≤ x ≤ xmax

yi ∈ Dyi , i = 1, ..., ny

(4.1)

em que:

� x ∈ Rnx: representa as variáveis contínuas;

� y ∈ Rny: representa as variáveis discretas;

� f(x, y) é a função objetivo, f : Rnx+ny → R;

� h(x, y) é a função das restrições de desigualdade, h : Rnx+ny → Rp;

� g(x, y) é a função das restrições de igualdade, g : Rnx+ny → Rm;

� xmin ∈ Rnx e xmax ∈ Rnx: é o limitante inferior e superior da variável x, respecti-

vamente;

� Dyi representa o conjunto de valores discretos para a variável discreta yi.
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Dado o problema (4.1), utiliza-se a função senoidal proposta por Soler et al. (2013)

dada por:

υφ(y) (4.2)

em que:

φ(y) =

ny∑
i=1

[sen(
yi

ysupi − yinfi

π + γ)]2$ (4.3)

� υ > 0 é o fator de ajuste que determina a amplitude da função φ;

� $ é um número inteiro positivo;

� ysupi é valor discreto mais próximo superiormente de yi;

� yinfi é valor discreto mais próximo inferiormente de yi;

� γ é uma constante tal que 0 ≤ γ < π escolhida de modo que a função φ(y) se anule

somente nos valores discretos de y.

Com isso:

φ(y) =


0, se yi ∈ Dyi,∑ny

i=1[sen( yi
ysupi −yinfi

π + γ)]2$ > 0, caso contrário

ou seja, φ(y) assume valores positivos somente se y não assumir valores discretos.

Assim, conforme Soler et al. (2013) encontrar uma solução ótima para o problema

(4.1) é equivalente a resolver uma sequência de problemas (4.4):

Min f(x, y) + υφ(y)

sujeito a :



g(x, y) = 0,

h(x, y) ≤ 0,

xmin ≤ x ≤ xmax,

ymin ≤ y ≤ ymax.

(4.4)

Neste trabalho para resolver o PPNLDM (4.1), em cada iteração o problema (4.4) é

resolvido pelo método de�nido na seção 4.3. Se na solução obtida para este problema
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as variáveis y (variáveis discretas no problema original) assumem valores discretos, admi-

tindo uma tolerância E1, o algoritmo é �nalizado e esta é uma solução para (4.4). Caso

contrário a amplitude da função senoidal para variáveis discretas υK é atualizada e um

novo problema é resolvido. O processo prossegue até que as variáveis yi assumam valores

discretos segundo a tolerância E1, ou seja, até que |y∗i − y∗
′
i | < E1, para i = 1, 2, 3, ..., ny,

onde y∗
′
i é o valor discreto mais próximo de y∗i . Para atualizar a amplitude da função

υφ(y) no decorrer das iterações atualiza-se o parâmetro por: υ(K+1) = cυ(K), em que

c > 1. Para c escolhido dessa maneira os valores do parâmetro υk crescem gradualmente

no decorrer das iterações, Soler (2011).

O método primal-dual de pontos interiores-penalidade de�nido a seguir, baseado em

Curtis (2012) será explorado junto com a estratégia de Soler et al. (2013) para a resolução

do FPORD.

4.3 Método primal-dual de pontos interiores-penalidade

Baseando-se em Curtis (2012) o método é proposto da seguinte forma. O problema

(4.4) pode ser reescrito na forma dada em (4.5), em que z = (x, y) e q(z) = f(x, y)+υφ(y),

para simpli�car a notação h(x) ≤ 0 referem-se a todas as restrições de desigualdade de

(4.4).

Dado o problema (4.5):

Min q(z)

sujeito a :

g(z) = 0

h(z) ≤ 0

(4.5)

em que:

� q(z) é a função objetivo, q : Rnx+ny → R;

� z ∈ Rnx+ny, g : Rnx+ny → Rm e h : Rnx+ny → Rp.

Quando os pontos factíveis de (4.5) não existem, o algoritmo deve retornar uma solução

para o problema (4.6):
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Min V (z) :

p∑
i=1

max {hi(z), 0} (4.6)

Quando o problema é infactível, as iterações convergem rapidamente para um ponto

estacionário infactível zk que é de�nido como um ponto estacionário do problema (4.6)

tal que V (zk) > 0. Com isso, conclui-se que o problema (4.5) é localmente inviável, se

houver um ponto estacionário inviável.

O método de penalidade transforma o problema (4.5), no seguinte problema modi�-

cado:

Min ρq(z) +

p∑
i=1

ri

sujeito a :


g(z) = 0

h(z)− r ≤ 0

r ≥ 0

(4.7)

em que: ρ ≥ 0 é o parâmetro de penalidade e r é a variável auxiliar. Um desa�o na

implementação de tal abordagem é uma estratégia para diminuir ρ durante o processo de

convergência. Um segundo desa�o é que muitas implementações de métodos de penalidade

requerem a solução de subproblemas de otimização linear ou quadrática (Byrd et al.

(2003), Byrd et al. (2005), Byrd et al. (2008) e Byrd et al. (2010)), porém para problemas

de grande porte é inviável a aplicação.

O método de pontos interiores transforma o problema (4.5), no seguinte problema

modi�cado:

Min q(z)− µ
p∑
i=1

lnsi

sujeito a :

g(z) = 0

h(z) + s = 0

(4.8)

em que: µ é o parâmetro de barreira e s é o vetor das variáveis folga.

Utilizando essas duas ideias apresentadas em (4.7) e (4.8), o método primal-dual de

pontos interiores-penalidade (PDPIP) transforma o problema (4.5), no seguinte problema
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equivalente:

Min Ψ(d; ρ, µ) (4.9)

sujeito a : η(d) = 0. (4.10)

em que:

Ψ(d; ρ, µ) = ρq(z)− µ
∑p

i=1(lnsi + lnri) +
∑p

i=1 ri

η =

h(z) + s− r

g(z)

(4.11)

d = [zT sT rT ]T

Assim pode-se associar à (4.11) a seguinte função Lagrangiana do método primal-dual

de pontos interiores-penalidade (LPDPIP):

LPDPIP (z, λ, π, s, r) = ρq(z)− µ
p∑
i=1

(lnsi + lnri) +
m∑
j=1

λjgj(z) (4.12)

+

p∑
i=1

πi(hi(z) + si − ri) +

p∑
i=1

ri

sendo: λ ∈ Rm e π ∈ Rp os vetores dos multiplicadores de Lagrange, isto é, as variáveis

duais do problema, µ é o parâmetro de barreira, ρ é o parâmetro de penalidade, s é o

vetor das variáveis de folga e r representa as variáveis auxiliares.

A condição necessária de otimalidade de 1ª ordem é aplicada sobre a função LPDPIP

(4.12), gerando um sistema de equações não lineares, (4.13):

∇LPDPIP (z, s, r, λ, π) = 0, (4.13)

em que:
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∇LPDPIP =



ρ∇q(z) +∇g(z)λ+∇h(z)π

−µ
s

+ π,

+1− µ
r
− π,

g(z),

(h(z) + s− r).


(4.14)

As soluções do sistema de equações não lineares (4.13) são determinadas através do mé-

todo de Newton. O método de Newton gera as direções de busca (∆zT ,∆sT ,∆rT ,∆λT ,∆πT )T ,

as quais serão utilizadas para a atualização das variáveis e resulta em um sistema linear

representado em (4.15):

W∆d = −∇LPDPIP (z, s, r, λ, π) (4.15)

sendo ∆dT = (∆zT ,∆sT ,∆rT ,∆λT ,∆πT ), o ∇LPDPIP (z, s, r, λ, π) é dado por (4.14),

e a matriz W por (4.16):

W =



K 0 0 ∇g(z)T ∇h(z)T

0 Υ 0 0 I

0 0 Φ 0 −I

∇g(z) 0 0 0 0

∇h(z) I −I 0 0


(4.16)

é denominada de matriz Hessiana da função LPDPIP (4.12).

em que:

K = ρ∇2
zzq(z) +

m∑
j=1

λj∇2
zzgj(z) +

r∑
i=1

πi∇2
zzhi(z), (4.17)

a submatriz S, é expressa por:

S = diag(s1, ..., sp) (4.18)

a submatriz S−1, é expressa por:

S−1 = diag(
1

s1

, ...,
1

sp
) (4.19)
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a submatriz R, é expressa por:

R = diag(r1, ..., rp) (4.20)

e a submatriz R−1, é expressa por:

R−1 = diag(
1

r1

, ...,
1

rp
) (4.21)

A submatriz Υ e Φ pode ser escrita no sistema primal:

Υ = µS−2 (4.22)

Φ = µR−2

ou no sistema primal-dual:

Υ = S−1Λ (4.23)

Φ = R−1(I − Λ)

em que:

Λ = diag(π1, ..., πp)

A diferença entre o sistema primal e o sistema primal-dual é que o primal possuem

apenas informações relacionadas as variáveis primais, já o sistema primal-dual possuem

informações relacionadas às variáveis primais e duais. Estudos anteriores em diversos

artigos, em pontos interiores, comprovaram que o método primal-dual obtêm melhores

resultados, com isso adotou-se ele.

4.3.1 Correção de inércia

Segundo Silva (2014) quando o problema de otimização é não convexo, as direções de

busca determinadas através da resolução do sistema (4.15) nem sempre são produtivas na

busca de mínimos locais. Isto ocorre porque a resolução do sistema apenas visa a busca

por pontos que satisfaçam as condições de KKT. Isto signi�ca que não apenas pontos de

mínimo local, mas também pontos de máximo e outros pontos estacionários podem ser

determinados.
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Nocedal et al. (2009) provaram que, diante de situações em que a matriz W não pos-

sui a inércia desejada, uma modi�cação pode ser feita na mesma, visando favorecer a

obtenção de direções de descida ao resolver o sistema. Espera-se que a matriz Hessiana

possua nx+ny+ p autovalores positivos, relacionados às variáveis primais e ao problema

de minimização, e m + p autovalores negativos, relacionados às variáveis duais e ao pro-

blema de maximização. Atualmente a correção da inércia é adotada em alguns pacotes

de otimização como IPOPT e LOQO, entre outros.

Baseado nos trabalhos de Silva (2014) e Nocedal et al. (2009), a modi�cação realizada

visa corrigir a inércia da matriz W . Primeiramente, nota-se que as matrizes Υ e Φ são

sempre de�nidas positivas. Por outro lado, para a matriz K não há a mesma garantia.

Portanto, a ideia é substituir esta matriz por K + βInx+ny, em que β > 0 é escolhido

su�cientemente grande para assegurar que a inércia de W é igual I(W ) = (nx+ ny +

p,m+ p, 0).

O valor necessário para o parâmetro β não é conhecido a priori, de modo que valores

sucessivamente maiores devem ser testados, até que a inércia desejada seja obtida. Além

disso, a matriz W pode se tornar singular devido à de�ciência de posto da matriz ∇g(z).

Este problema pode ser evitado através da utilização de um parâmetro ζ > 0 além do

termo βIn apresentado anteriormente. Desta forma, tem-se a matriz modi�cada:

Wk =



K + βIn 0 0 ∇g(z)T ∇h(z)T

0 Υ 0 0 I

0 0 Φ 0 −I

∇g(z) 0 0 −ζIm 0

∇h(z) I −I 0 0


(4.24)

O sinal − (negativo) para a perturbação ζIm tem por objetivo evitar que um número

excessivo de autovalores positivos sejam produzidos.

4.3.2 Algoritmo de correção de inércia

A atualização do parâmetro β, conforme Silva (2014) é dada por

βk+1 = δ1β
k, (4.25)

em que δ1 >1.
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Uma vez que a inércia desejada é obtida, o valor de β é reduzido através de um

parâmetro δ2 > 1.

β0 =
βk

δ2

(4.26)

A decomposição da matriz foi realizada com o comando do MATLAB ldl. O comando

ldl utiliza uma rotina da LAPACK (Linear Algebra Package).

A seguir apresenta-se o algoritmo de correção de inércia proposto por Silva (2014).

Algoritmo 6: Algoritmo de correção de inércia
Dados: Faça β←0 e escolha δ1 > 1 e δ2 > 1
Faça β ← β/δ2 e ζ ← 0;
Faça a decomposição LDLT da Matriz Wk;

1 enquanto I(Wk) 6= (n+ p,m+ p, 0) faça
2 β ← δ1β;
3 se Wk possui autovalores nulos então
4 ζ ← 10−6;
5 �m
6 se β = 0 então
7 β ← 10−4;
8 �m
9 Realize a decomposição LDLT da matriz Wk

10 �m

4.3.3 Procedimento para atualização das variáveis de folga e au-

xiliares

Antes de resolver o sistema (4.15), realiza-se um procedimento adicional para ajustar

as variáveis de folga e auxiliares. O procedimento faz uma atualização dessas variáveis,

que segundo Curtis (2012) pode-se chamar de "passos mágicos" do algoritmo.

Suponha que zk é dado para que h(zk) seja conhecido. Em seguida, pode-se de�nir rk

e sk, tais que:

min
r,s
−µ

p∑
i=1

(lnsi + lnri) +

p∑
i=1

ri (4.27)

sujeito a :

{
h(zk) + s− r = 0. (4.28)
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Desta forma, obtêm-se a seguinte função Lagrangiana:

LFolga(s, r) = −µ
p∑
i=1

(lnsi + lnri) + πT (h(zk) + s− r) +

p∑
i=1

ri (4.29)

A condição necessária de otimalidade de 1ª ordem é aplicada sobre a LFolga (4.29):

∇LFolga(s, r) = 0. (4.30)

isto é,

∇LFolga(s, r) =

 − µ
si

+ πi,

− µ
ri

+ 1− πi,

 i = 1, ..., p

i = 1, ..., p
(4.31)

A primeira ideia é encontrar si, utilizando as equações (4.27) e (4.31):

hi(z
k) + si − ri = 0 =⇒ ri = hi(z

k) + si (4.32)

−µ
ri

+ 1− πi = 0 =⇒ πi =
−µ

hi(zk) + si
+ 1 (4.33)

Com isso, retornando-se na equação (4.31) e substituindo-se πi obtêm-se:

−µ
si

+ ( −µ
hi(zk)+si

+ 1) = 0, i = 1, ..., p. (4.34)

s2
i + (hi(z

k)− 2µ)si − µhi(zk) = 0, i = 1, ..., p, (4.35)

e resolvendo a equação (4.35) pela fórmula de Bhaskara, têm-se que

{
ski = µ− 1

2
hi(z

k) + 1
2

√
hi(zk)2 + 4µ2. (4.36)

A mesma ideia pode ser utilizada para determinar ri. Em resumo as atualizações das
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variáveis de folgas e auxiliares são dadas por:s
k
i = µ− 1

2
(hi(z

k)) + 1
2

√
(hi(zk))2 + 4µ2

rki = µ+ 1
2
(hi(z

k)) + 1
2

√
(hi(zk))2 + 4µ2.

(4.37)

Os autores Gould et al. (2003) também utilizaram os "passos mágicos" no seu algo-

ritmo e obtiveram resultados promissores.

4.3.4 Função mérito do método primal-dual de pontos interiores-

penalidade

Uma função mérito é de�nida em (4.38) para equilibrar as prioridades de minimizar a

função objetivo e satisfazer as restrições de igualdade e desigualdade.

Ψ(z; ρ, µ) = ρq(z)− µ
p∑
i=1

(lnski + lnrki ) +

p∑
i=1

rki . (4.38)

Pode-se provar que de�nido ski e rki por (4.37), a direção ∆z obtida pela resolução de

(4.15) é uma direção de descida para essa função mérito.

4.3.5 Estratégia adaptativa para atualização dos parâmetros

A estratégia adaptativa consiste em atualizar µ e ρ em todas as iterações. Durante

uma iteração k são de�nidos dois conjuntos �nitos Uk e Nk que contêm os valores de µ e

ρ, respectivamente.

Em resumo:

� A atualização do parâmetro de penalidade, se baseia na busca da factibilidade pri-

mal, conforme o artigo de Byrd et al. (2008);

� Já para o parâmetro de barreira, a atualização busca a factibilidade dual e comple-

mentaridade, com objetivo de calcular passos longos e atingir convergência rápida,

conforme o artigo de Nocedal et al. (2009).

Realiza-se uma linearização em torno de d e para atualização de ρ, de�ne-se o modelo
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linear da função Ψ(d; ρ, µ) em torno de d:

L(∆d; ρ, µ, d) = Ψ(d; ρ, µ) +∇Ψ(d; ρ, µ)T∆d. (4.39)

Em uma iteração dk e ∆dk
ρ,µ

já determinados, para reduzir L(∆d; ρ, µ, d) é realizada

então:

∆L(∆dk ; ρ, µ, dk) = L(0; ρ, µ, dk)− L(∆dk ; ρ, µ, dk) (4.40)

= −∇Ψ(dk; ρ, µ)T∆dk
ρ,µ

. (4.41)

Essa redução é positiva para qualquer passo diferente de zero. Em particular, uma

solução diferente de zero para ρ = 0, é dada por:

∆L(∆dk ; 0, µ, dk) > 0. (4.42)

O fato deste valor ser positivo é importante porque ele pode ser utilizado como uma

medida do potencial de progresso em relação à factibilidade primal, a partir da iteração

atual. O objetivo é garantir que o progresso em direção à factibilidade primal (linearizada)

seja proporcional ao que seria obtido com ρ = 0. Para este �m, junto com o modelo linear

(4.39) de�nido acima, também de�ne-se o modelo linear para a função mérito (4.38), dada

por:

L(∆z; ρ, µ, z) = Ψ(z; ρ, µ) +∇Ψ(z; ρ, µ)T∆z. (4.43)

A redução predita pelo modelo linear de Ψ em um ponto zk, devido ao passo ∆zk
ρ,µ

obtida em (4.15) é reduzida em:

∆L(∆zk ; ρ, µ, zk) = L(0; ρ, µ, zk)− L(∆zk ; ρ, µ, zk) (4.44)

= −∇Ψ(zk; ρ, µ)T∆zk . (4.45)

Assim, um par admissível ρ e µ deve satisfazer:

∆L(∆zk
ρ,µ

; 0, µ, zk) ≥ e1∆L(∆dk
0,µ

; 0, µ, dk) > 0. (4.46)
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em que: e1 ∈ (0, 1).

As condições devem garantir que a direção da busca seja de descida su�ciente para

a função mérito. Isso é comumente feito garantindo que a direção produza uma redução

su�ciente em um modelo quadrático da função, proposto por Byrd et al. (2008).

O modelo quadrático da função mérito é dada por:

Q(∆z; ρ, µ, z, π) = L(∆z; ρ, µ, z)

+
1

2
∆zT (K +∇h(z)(Υ−1 + Φ−1)−1∇h(z)T )∆z. (4.47)

A redução predita pelo modelo quadrático da função mérito:

∆Q(∆zk; ρ, µ, zk, πk) = Q(0; ρ, µ, zk, πk)−Q(∆zk; ρ, µ, zk, πk)

= ∆L(∆zk; ρ, µ, zk) (4.48)

−1

2
∆zk

T
(Kk +∇h(zk)(Υk−1

+ Φk−1

)−1∇h(zk)T )∆zk.

Assim um par admissível ρ e µ deve satisfazer:

∆Q(∆zk ; ρ, µ, zk, πk) ≥ e2∆L(∆dk ; 0, µ, dk) > 0. (4.49)

em que: e2 ∈ (0, 1)

Para obter a convergência superlinear, para os casos infactíveis, baseado no artigo de

Byrd et al. (2010). Um par admissível deve garantir que ρ satisfaça:

ρ ≤

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


∇h(zk)πk

Skπk

Rk(e− πk)


∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2

(4.50)

Em resumo, se a iteração atual não for su�cientemente viável ( calculado por (4.6)),

então (4.46) garante progresso na viabilidade linearizada, (4.49) garante uma direção de

descida su�ciente para a função mérito, e (4.50) promove convergência rápida para pontos

estacionários infactíveis. Se, por outro lado, a iteração atual já é su�cientemente viável,

então não se aplica qualquer um de (4.46), (4.49) e (4.50), mas exige-se que:
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∆Q(∆zk ; ρ, µ, zk, πk) > 0, (4.51)

para obter uma direção de descida para a função mérito.

Seja ρ �xado como o maior valor em Nk tal que, para algum µ ∈ Uk o par é admissível

de acordo com as estratégias acima. Sendo Ak o conjunto de todos os pares admissíveis,

então escolhe-se µ de acordo com a seguinte estratégia.

Para satisfazer as condições de factibilidade dual e complementaridade é de�nida a

função de qualidade:

M(∆d,∆π; ρ, µ, d) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


ρ∇q(z) +∇g(z)(λ+ ∆λ) +∇h(z)(π + ∆π)

(S + ∆S)(π + ∆π)

(R + ∆R)(e− π −∆π)


∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∞

(4.52)

Com isso, escolhe-se µ sendo o maior valor de Mk e

M(∆dk
ρ,µ

,∆πk
ρ,µ

; ρ, µ, dk) ≤ e3M(∆dk
ρ,µ

,∆πk
ρ,µ

; ρ, µ, dk) (4.53)

em que e3 > 1 e µ é o valor que minimiza a função qualidade, dentre os valores admissíveis.

4.3.6 Algoritmo adaptativo para atualização de parâmetros

Algoritmo 7: Algoritmo adaptativo para atualização de parâmetros

1 De�na o valor inicial para e1 , e2 ∈ (0, 1) e e3 > 1;
2 De�na Nk e Uk, o conjunto �nito de ρ e µ, respectivamente;
3 se V (z) < ε, vá para o passo 4, senão vá para o passo 5;
4 Atualize o parâmetro de penalidade, caso viável: Se Ak = ∅ mantenha o

par µ e ρ e vá para o passo 7, senão escolha o maior ρ e vá para o passo 6;
5 Atualize o parâmetro de penalidade, caso inviável: Se Ak = ∅ mantenha o

par µ e ρ e vá para o passo 7, senão escolha o maior ρ;
6 Atualize o parâmetro de barreira: De�na µ como um valor de Mk de modo

que (4.52) é minimizado. Então, De�na µ como o maior valor tal que satisfaça
(4.53);

7 De�na ∆dk, ∆πk como solução para (4.15)

Os vetores das variáveis z, s, r, λ e π são atualizados da seguinte forma:
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zk+1 = zk + αp∆z
k

sk+1 = sk + αp∆s
k (4.54)

rk+1 = rk + αp∆r
k

λk+1 = λk + αd∆λ
k

πk+1 = πk + αd∆π
k,

em que:

αp e αd são os passos utilizados na atualização das variáveis primais e duais, respectiva-

mente.

Para a determinação dos passos primais e duais adota-se uma adaptação da estratégia

utilizada por Granville (1994) e Torres & Quintana (2001), entre outros.

O objetivo do passo primal é garantir que as variáveis primais obedeçam a seus limites.

Assim, esse passo é dado por (4.55):

αp = min{( δmin
∆si<0 e si>0

−si
∆si

, δmin
∆ri<0 e ri>0

−ri
∆ri

, 1), i = 1, ..., p}. (4.55)

O passo dual é calculado de forma que cada componente dos vetores duais das restrições

de desigualdade π permaneçam com seus respectivos sinais, isto é:

αd = min{( δmin
∆πi<0 e πi>0

−πi
∆πi

, 1), i = 1, ..., p}. (4.56)

Em (4.55) e (4.56) adota-se: δ= 0,9995.

As condições si > 0, ri > 0 e πi > 0 devem ser satisfeitas em todos os pontos. O

método termina quando as condições de KKT são satisfeitas.

4.3.7 Algoritmo do método primal-dual de pontos interiores-penalidade

Discreto (PDPIP-Adaptativo)

A seguir apresenta-se o algoritmo PDPIP-Adaptativo.
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Algoritmo 8: Algoritmo do método primal-dual de pontos interiores-penalidade
Discreto (PDPIP-Adaptativo)

Dados: Dado o problema (4.4), construa a LPDPIP, E1 = E2 = 10−4 e
E3 = 10−3,

Faça k = 0, K = 0, obtenha uma estimativa inicial para d0=(z0, λ0, π0), Calcule
as variáveis de folga por (4.37), ρ0, µ0, υ1:

1 enquanto |y∗i − y∗
′
i | > E1 faça

2 enquanto As condições de KKT >E2 faça
3 se I(Wk) 6= (nx+ ny + p,m+ p, 0) então
4 Execute o Algoritmo 6
5 �m
6 Obtenha o sistema (4.24) e resolva-o;
7 Encontre o par admissível pelo Algoritmo 7
8 Calcule os passos αp e αd, utilizando (4.55) e (4.56);
9 se As condições de KKT < E3 então
10 Atualize as variáveis de folga por (4.37)
11 �m
12 Atualize as variáveis por (4.54), faça k = k + 1;
13 �m
14 Atualize o parâmetro da função senoidal por υ(K+1) = cυ(K), µk = µ0,ρk = ρ0

faça K = K + 1 ;
15 �m

4.3.8 Método primal-dual de pontos interiores-penalidade Dis-

creto (PDPIP-Conservativo)

O Algoritmo 8 ao atualizar os parâmetros requer vários cálculos, com isso nesse tra-

balho é proposto um mais "simples" baseado também em Curtis (2012). O Algoritmo

9 realiza a redução dos parâmetros de barreira e penalidade apenas com um fator de

redução, isto é:

µk+1 =
µk

β2

(4.57)

ρk+1 =
ρk

β3

(4.58)

em que: β2 > 1 e β3 > 1. Todos os outros passos para a de�nição do Algoritmo 9 são

semelhantes àqueles de�nidos no Algoritmo 8.
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Algoritmo 9: Algoritmo do método primal-dual de pontos interiores-penalidade
Discreto (PDPIP-Conservativo)

Dados: Dado o problema (4.4), construa a LPDPIP, E1 = E2 = 10−4 e
E3 = 10−3, Faça k = 0, K = 0, obtenha uma estimativa inicial para
d0=(z0, λ0, π0), Calcule as variáveis de folga por (4.37), ρ0, µ0, υ1:

1 enquanto |y∗i − y∗
′
i | > E1 faça

2 enquanto As condições de KKT >E2 faça
3 se I(Wk) 6= (n+ p,m+ p, 0) então
4 Execute o Algoritmo 6
5 �m
6 Obtenha o sistema (4.24) e resolva-o;
7 Calcule os passos αp e αd, utilizando (4.55) e (4.56);
8 se As condições de KKT< E3 então
9 Atualize as variáveis de folga por (4.37)
10 Atualize o parâmetro µ por (4.57)
11 se V (xk) > V (x)k−1 então
12 Atualize o parâmetro ρ por (4.58)
13 �m
14 �m
15 Atualize as variáveis por (4.54), faça k=k+1;
16 �m
17 Atualize o parâmetro da função senoidal por υ(K+1) = c ∗ υ(K), µk = µ0,

ρk = ρ0 faça K=K+1 ;
18 �m

4.4 Exemplo numérico

Nesta seção apresenta-se um exemplo numérico e a sua resolução com os Algoritmos

8 e 9.

Seja o problema de otimização não linear discreto misto, proposto por Soler (2011):

Min (x1 − 2)4 + (x1 − 2x2)2

sujeito a :

x
2
1 − x2 = 0;

x1 ∈ {0, 8; 0, 9; 1; 1, 1; 1, 2}
(4.59)
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O problema (4.59) pode ser transformado no problema (4.60).

Min (x1 − 2)4 + (x1 − 2x2)2 + υsen(
x1π

0, 1
)2 (4.60)

sujeito a :

x
2
1 − x2 = 0;

0, 8 ≤ x1 ≤ 1, 2

O método PDPIP transforma o problema (4.60) no seguinte problema modi�cado:

Minρ((x1 − 2)4 + (x1 − 2x2)2 + υsen(
x1π

0, 1
)2) (4.61)

−µ(lns1 + lnr1)− µ(lns2 + lnr2) + r1 + r2 (4.62)

sujeito a : x2
1 − x2 = 0; (4.63)

−x1 + s1 − r1 + 0, 80 = 0 (4.64)

x1 + s2 − r2 − 1, 20 = 0 (4.65)

O Algoritmo dos métodos PDPIP-Adaptativo e PDPIP-Conservativo foram imple-

mentados em MATLAB R.2010b. Os testes foram realizados em um computador Intel

Core i5-2GHz, com 4 Gbytes de memória RAM, do LOEESP (Laboratório de Otimização

e Estudos Econômicos em Sistemas Elétricos de Potência), da Faculdade de Engenharia

de Bauru-Unesp.

A Tabela 4.1 apresenta os valores iniciais dos parâmetros.
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Tabela 4.1: Valores Iniciais dos Parâmetros

Parâmetro Valor Parâmetro Valor

c 2, 9 δ2 10

υ 0, 01 e1 0, 01

$ 2 e2 0, 01

γ 0 e3 1, 5

ρ 0, 01 e4 100

µ 0, 001 E1 0, 00001

β 0, 0001 E2 0, 001

δ1 1, 3 E3 0, 0001

β2 2, 4 δ 0, 9995

β3 10 κ1
5
12

e 0, 001 κ2
5
6

O conjunto Uk = {κ8
1µ

0;κ7
1µ

0;κ6
1µ

0;κ5
1µ

0;κ4
1µ

0;κ3
1µ

0;κ2
1µ

0;κ1µ
0;µ0}

e Nk = {κ8
2ρ

0;κ7
2ρ

0;κ6
2ρ

0;κ5
2ρ

0;κ4
2ρ

0;κ3
2ρ

0;κ2
2ρ

0;κ2ρ
0; ρ0}.

A Tabela 4.2 apresenta o processo de convergência externa do método de PDPIP-

Adaptativo para o exemplo numérico (4.59).

O ponto inicial para as variáveis são x1 = 0, 8 e x2 = 0, 88.

Tabela 4.2: Convergência do método de PDPIP-Adaptativo para o exemplo numérico pelo

Algoritmo 8

.

It. x1 x2 υ

1 0, 8017 0, 6428 0, 0290
2 0, 9206 0, 8476 0, 0841
3 0, 9082 0, 8248 0, 2439
4 0, 9031 0, 8156 0, 7073
5 0, 9011 0, 8120 2, 0511
6 0, 9004 0, 8107 5, 9482
7 0, 9001 0, 8101 17, 2499
8 0, 9000 0, 8101 50, 0246

A Tabela 4.3 apresenta o processo de convergência externa do método PDPIP-Conservativo

para o exemplo numérico 4.59.

O ponto inicial para as variáveis são x1 = 0, 8 e x2 = 0, 88.
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Tabela 4.3: Convergência do método de PDPIP-Conservativo para o exemplo numérico pelo

Algoritmo 9

.

It. x1 x2 υ

1 0, 9409 0, 8853 0, 0290
2 0, 9692 0, 9393 0, 0841
3 0, 9082 0, 8248 0, 2439
4 0, 9031 0, 8156 0, 7073
5 0, 9011 0, 8120 2, 0511
6 0, 9004 0, 8107 5, 9482
7 0, 9001 0, 8102 17, 2499
8 0, 9000 0, 8101 50, 0296

Na Figura (4.1) têm-se o processo de convergência externa das variáveis x1 e x2, para

os métodos PDPIP-Adaptativo e PDPIP-Conservativo.

Figura 4.1: Convergência dos métodos PDPIP-Adaptativo e PDPIP-Conservativo para o

exemplo numérico.

Observa-se na Figura 4.1 que os métodos obtiveram "caminhos" de convergência di-

ferentes devido a atualização dos parâmetros de barreira e de penalidade. Na Figura 4.2

têm-se o processo de convergência externa das variáveis de folga e auxiliar, s1 e r1, res-

pectivamente, para os métodos PDPIP-Adaptativo e PDPIP-Conservativo, sendo o valor

inicial para as variáveis r1 = 0, 0020 e s2 = 0, 0020:
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Figura 4.2: Convergência das variáveis de folga s1 e auxiliar r1

Na Figura 4.3 têm-se o processo de convergência externa das variáveis de folga e auxi-

liar, s2 e r2, respectivamente, para os métodos PDPIP-Adaptativo e PDPIP-Conservativo,

sendo o valor inicial para as variáveis r2 = 0, 0010 e s2 = 0, 4010:

Figura 4.3: Convergência das variáveis de folga s2 e auxiliar r2

.

Observa-se nas Figuras 4.2 e 4.3 que durante o processo iterativo as variáveis auxiliares

r que estão relacionadas com o método de penalidade tendem para 0, já as variáveis de

folga s que estão relacionadas com o método de pontos interiores satisfazem as restrições

de desigualdade. Nota-se também que, os dois Algoritmos convergiram em 8 iterações. O

método proposto neste capítulo é de interesse à resolução do problema de FPORD que

será apresentado no próximo Capítulo.
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Capı́tulo 5
Problema de Fluxo de Potência Ótimo

Reativo com Variáveis de Controle Discretas

Neste capítulo apresenta-se a formulação do problema de FPOR com variáveis de

controle discretas e contínuas (FPORD).

5.1 Introdução

O problema de FPO é representado matematicamente por um problema de otimização

não linear, restrito, não convexo, e de grande porte com variáveis contínuas e inteiras, o

qual busca o melhor ponto de operação de um sistema elétrico de potência, para um dado

objetivo, satisfazendo as restrições operativas. Esse objetivo pode ser o de minimizar

perdas de potência ativa no sistema de transmissão, minimizar custo na geração de energia,

custo de alocação de reativos, entre outros. No FPO as restrições são formadas pelo

equilíbrio de potência ativa e reativa, pelos limites operacionais dos equipamentos e outras

restrições referentes ao sistema elétrico.

Neste trabalho a função objetivo utilizada é a de minimização de perdas de potência

ativa na transmissão e trabalha-se com o problema de FPOR com variáveis discretas

(FPORD).

5.1.1 Notação

Conjuntos:
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� ϑk é o conjunto das barras m diretamente conectadas à barra k;

� G: é o conjunto das barras de geração do sistema, incluindo a barra slack;

� G′: é o conjunto das barras de geração do sistema com exceção da barra slack;

� B: é o conjunto de todas as barras do sistema;

� C: é o conjunto das barras de carga do sistema;

� Bsh: é o conjunto das barras com controle de magnitude de tensão por bancos de

capacitores e reatores shunt;

� L: é o conjunto das linhas de transmissão;

� T : é o conjunto dos transformadores em-fase com tap variável em carga;

� Tkm: é o conjunto predeterminado de valores discretos para o tap do transformador

em-fase no ramo km;

� Dsh
k : é o conjunto predeterminado de valores discretos para a susceptância equiva-

lente dos bancos de capacitores e reatores shunt na barra k.

Parâmetros:

� gkm: é a condutância série do ramo (k,m);

� bkm: é a susceptância série do ramo (k,m);

� bshkm: é a susceptância shunt do ramo (k,m);

� V min
k e V max

k : são os valores dos limitantes inferior e superior, respectivamente, para

a magnitude de tensão na barra k;

� Qmin
Gk

e Qmax
Gk

: são as gerações de potência reativa mínima e máxima, respectiva-

mente, na barra k;

� bmink e bmaxk : são os valores dos limitantes inferior e superior, respectivamente, para

a susceptância equivalente do banco de capacitores e reatores shunt na barra k;

� tapminkm e tapmaxkm : são os valores dos limitantes inferior e superior, respectivamente,

para o tap do transformador em-fase no ramo (k,m);
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� P k: é a injeção líquida de potência ativa na barra k;

� Qk: é a injeção líquida de potência reativa na barra k;

� QC
k : é a demanda de potência reativa na barra k;

� θslack: é o ângulo de tensão da barra slack.

Variáveis:

� V ∈ R|B|: é o vetor que representa as magnitudes de tensão do sistema;

� tap ∈ R|T |: é o vetor que representa os taps dos transformadores em-fase sob carga

do sistema;

� θ ∈ R|B|−1: é o vetor que representa os ângulos de tensão do sistema;

� bsh ∈ R|Bsh|: é o vetor que representa as susceptâncias equivalentes dos bancos de

capacitores e reatores shunt do sistema.

Funções:

� f(V, tap, θ, bshk ): é a função objetivo que representa as perdas de potência ativa nos

ramos do sistema;

� Pkm(V, tap, θ): é a função que representa a potência ativa �uindo da barra k para a

barra m;

� Qkm(V, tap, θ): é a função que representa a potência reativa �uindo da barra k para

a barra m;

� Qsh
k (V, tap, θ, bshk ): é a função que representa a potência reativa gerada na barra k

por um banco de capacitores e reatores shunt conectado à barra k;

� QG
k (V, tap, θ, bshk ): é a função que representa a potência reativa gerada na barra k.

Desta forma o modelo matemático do problema com variáveis contínuas e discretas,

pode ser escrito da seguinte forma:
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Min f(V, tap, θ)

sujeito a :

Pk −
∑

m∈ϑk Pkm(V, tap, θ) = 0, ∀ k ∈ G′ ∪ C (5.1)

Qk +Qsh
k (V, tap, θ, bshk )−

∑
m∈ϑk Qkm(V, tap, θ) = 0, ∀ k ∈ C (5.2)

Qmin
Gk
≤ QGk(V, θ, tap, b

sh
k ) ≤ Qmax

Gk
, ∀ k ∈ G (5.3)

V min
k ≤ Vk ≤ V max

k , ∀ k ∈ B (5.4)

tapkm ∈ Tkm, ∀(k,m) ∈ T (5.5)

bshk ∈ Dsh
k , ∀k ∈ Bsh, (5.6)

sendo que o ângulo de tensão da barra slack é �xado em zero.

A função objetivo escolhida são as perdas de potência ativa nas linhas de transmissão,

a qual é escrita da seguinte forma:

f(V, tap, θ, bshk ) =
∑

(km)∈L∪T

gkm[(
1

tap2
km

V 2
k + V 2

m − 2
1

tapkm
VkVmcos(θkm))]; (5.7)

Seja o modelo de transformador adotado na Figura 5.1. O modelo deste transformador

consiste em um auto-transformador ideal com relação de transformação akm = 1 e uma

admitância série de ykm (para transformadores em fase, o qual é adotado neste trabalho,

tem-se akm = tkm, dado por um número real) Tófoli (2017). Com a aplicação da lei de

Kirccho� e relações entre as magnitudes dos nós no circuito, as equações para as correntes

Ikm e Imk são determinadas Monticelli (1983).

65



CAPÍTULO 5. PROBLEMA DE FLUXO DE POTÊNCIA ÓTIMO REATIVO COM
VARIÁVEIS DE CONTROLE DISCRETAS

Figura 5.1: Modelo de um transformador ideal regulador em fase Lage (2013)

.

Admitindo que a barra k é a barra ao lado do tap, os �uxos de potência ativa e reativa

podem ser calculados através das seguintes expressões gerais Lage (2013):

Pkm(V, tap, θ) = gkm
1

tap2km
V 2
k − 1

tkm
VkVm[gkmcos(θkm) + bkmsen(θkm)] (5.8)

Pmk(V, tap, θ) = gkmV
2
m − 1

tkm
VkVm[gkmcos(θmk) + bkmsen(θmk)] (5.9)

Qkm(V, tap, θ) = −(bkm
1

tap2km
+ bshkm)V 2

k + 1
tapkm

VkVm[bkmcos(θkm)− gkmsen(θkm))]

(5.10)

Qmk(V, tap, θ) = −(bkm + bshkm)V 2
m + 1

tapkm
VkVm[bkmcos(θmk)− gkmsen(θmk))]

(5.11)

em que:

θkm = θk − θm

Para linhas de transmissão, tapkm = 1; para transformadores em-fase com tap variável

sob carga, bshkm = 0.

A geração de potência reativa nas barras de geração pode ser calculada através da
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seguinte expressão:

QG
k (V, tap, θ, bshk ) = QC

k −Qsh
k (Vk, b

sh
k ) +

∑
m∈ϑk

Qkm(V, tap, θ) (5.12)

em que:

Qsh
k (Vk, b

sh
k ) = bshk V

2
k (5.13)

Com isso foi apresentado um problema de FPOR discreto (FPORD). Já o FPOR

clássico (FPOR), substitui a (5.5) e (5.6) , respectivamente, por (5.14) e (5.15).

tapminkm ≤ tapkm ≤ tapmaxkm , ∀(k,m) ∈ T (5.14)

bmink ≤ bk ≤ bmaxk , ∀k ∈ Bsh (5.15)

em que:

tapminkm = minDtap
km

tapmaxkm = maxDtap
km

bmink = minDsh
k

bmaxk = maxDsh
k

(5.16)

Segundo Monticelli & Liu (1992) a função objetivo escolhida é não separável e não

permite simpli�cações, fato este que di�culta ainda mais a resolução do problema de

FPORD.

No próximo capítulo apresentam-se os resultados numéricos com problemas de FPOR

e FPORD associados a determinados sistemas elétricos, os quais são resolvidos pela abor-

dagem proposta.
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Para veri�car a e�ciência do método de solução proposto foram realizados testes

numéricos com os Algoritmos: primal-dual de pontos interiores-penalidade-Adaptativo

(PDPIP-Adaptativo) 8, primal-dual de pontos interiores-penalidade-Conservativo (PDPIP-

Conservativo) 9 e primal-dual barreira logarítmica (PDBL) 3. No PDBL também foi

acoplada a estratégia de Soler et al. (2013) para tratar as variáveis discretas do problema

de FPORD.

Os dados dos sistemas elétricos IEEE 30, 57, 118 e 300 barras, tanto no problema de

FPOR clássico com as variáveis consideradas como contínuas, bem como no problema de

FPORD com as variáveis contínuas e discretas, podem ser encontrados em UWEE (2019).

A função objetivo considerada em todos os testes foram as perdas de potência ativa na

transmissão.

A implementação computacional do método foi realizada em MATLAB R.2010b em

um computador Intel Core i5- 2GHz, com 4 Gbytes de memória RAM, do LOEESP

(Laboratório de Otimização e Estudos Econômicos em Sistema Elétricos de Potência), do

Departamento de Engenharia Elétrica, da Faculdade de Engenharia de Bauru.

Para a resolução do FPORD, inicia-se com o vetor das magnitudes de tensão Vk = 1,

o vetor dos taps tapk = 1, e o vetor dos ângulos θk = 0 em radianos.

Os limites mínimos e máximos das magnitudes de tensão das barras foram Vmin =

0, 95 p.u e Vmax = 1, 05 p.u, respectivamente, exceto para sistema elétrico IEEE 300 barrras

que foi Vmin = 0, 94 p.u e Vmax = 1, 06 p.u.

Nos testes realizados com os sistemas elétricos IEEE 30, 57, 118 e 300 barras considerou-

se que os taps dos transformadores devem pertencer ao conjunto apresentado a seguir, de
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acordo com Lage (2013):

T = {0, 88; 0, 8875; 0, 895; 0, 9025; 0, 91; 0, 9175; 0, 925; 0, 9325; 0, 94; 0, 9475; 0, 955; 0, 9625;

0, 97; 0, 9775; 0, 985; 0, 9925; 1; 1, 0075; 1, 015; 1, 0225; 1, 03; 1, 0375; 1, 045; 1, 0525; 1, 06; 1, 0675;

1, 075; 1, 0825; 1, 09; 1, 0975; 1, 105; 1, 1125; 1, 12}

No caso discreto, os três algoritmos ( PDPIP-Adaptativo, PDPIP-Conservativo e

PDBL) possuem dois ciclos: o ciclo interno que resolve o problema contínuo e o ciclo

externo que resolve o problema discreto. Em todas as Tabelas somente o número de

iterações externas são apresentadas.

A tabela 6.1 apresenta os valores iniciais adotados para os parâmetros para todos os

problemas de FPOR e FPORD associados aos sistemas elétricos testados.

Tabela 6.1: Valores iniciais dos parâmetros para todos os problemas de FPOR e FPORD

associados aos sistemas elétricos testados:

Parâmetro Valor Parâmetro Valor

c 6, 8 δ2 10

υ 0, 00001 e 0, 001

$ 2 e1 0, 01

γ 0 e2 0, 01

ρ 0, 084 e3 1, 5

µ 0, 015 e4 100

β 0, 0001 E1 0, 00001

β2 2, 4 E2 0, 001

β3 10 E3 0, 0001

δ 0, 9995 κ1
5
12

δ1 1, 3 κ2
5
6

O conjunto

Uk = {κ8
1µ

0;κ7
1µ

0;κ6
1µ

0;κ5
1µ

0;κ4
1µ

0;κ3
1µ

0;κ2
1µ

0;κ1µ
0, µ0}

e Nk = {κ8
2ρ

0;κ7
2ρ

0;κ6
2ρ

0;κ5
2ρ

0;κ4
2ρ

0;κ3
2ρ

0;κ2
2ρ

0;κ2ρ
0, ρ0}.

6.1 Sistema IEEE 30 barras

O sistema IEEE 30 barras apresenta as seguintes características:
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� 1 barra de geração (slack);

� 5 barras de controle reativo;

� 24 barras de carga;

� 37 linhas de transmissão;

� 4 transformadores com taps variável discreta;

� 2 susceptâncias shunt.

No caso discreto, considerou-se que as susceptâncias shunt equivalentes do banco de

capacitores na barra devem pertencer ao conjunto:

Dsh
10 = {0; 0, 10; 0, 34; 0, 39}

Dsh
24 = {0; 0, 05; 0, 09}

6.1.1 Resultados obtidos aplicado ao sistema IEEE 30 barras

Nas Tabelas 6.2, 6.3 e 6.4 são apresentadas as soluções obtidas pelo método PDPIP-

Adaptativo, PDPIP-Conservativo e PDBL para os casos contínuos (FPOR) e casos dis-

cretos (FPORD), respectivamente. Essas Tabelas mostram o valor da função objetivo, o

tempo computacional para resolver os sistemas, o número de iterações, o valor dos taps

do transformador e as susceptâncias shunt equivalentes do banco de capacitores na barra.

Tabela 6.2: Resultados obtidos pelo método PDPIP-Adaptativo associado ao sistema IEEE 30

barras para o caso contínuo (FPOR) e para o caso discreto (FPORD).

PDPIP-Adaptativo

Contínuo Discreto

F. Obj Tempo(s) it. Tap bshk F. Obj Tempo(s) it. Tap bshk

17, 87 1, 06 15 Tap6−9 = 0, 9364 bsh10 = 0, 3705 17, 89 5, 64 10 Tap6−9 = 0, 9775 bsh10 = 0, 39

Tap6−10 = 1, 0083 bsh24 = 0, 0861 Tap6−10 = 1, 0075 bsh24 = 0, 09
Tap4−12 = 0, 9966 Tap4−12 = 1, 0225
Tap28−27 = 1, 0390 Tap28−27 = 1, 0825
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Tabela 6.3: Resultados obtidos pelo método PDPIP-Conservativo associado ao sistema IEEE

30 barras para o caso contínuo (FPOR) e para o caso discreto (FPORD).

PDPIP-Conservativo

Contínuo Discreto

F. Obj Tempo(s) it. Tap bshk F. Obj Tempo(s) it. Tap bshk

17, 85 1, 83 15 Tap6−9 = 0, 9115 bsh10 = 0, 3883 17, 86 8, 67 10 Tap6−9 = 0, 9400 bsh10 = 0, 39

Tap6−10 = 1, 0334 bsh24 = 0, 0900 Tap6−10 = 1, 0150 bsh24 = 0, 09
Tap4−12 = 1, 0020 Tap4−12 = 1, 0300
Tap28−27 = 1, 0416 Tap28−27 = 1, 0600

Tabela 6.4: Resultados obtidos pelo método PDBL associado ao sistema IEEE 30 barras para o

caso contínuo (FPOR) e para o caso discreto (FPORD).

PDBL

Contínuo Discreto

F. Obj Tempo(s) it. Tap bshk F. Obj Tempo(s) it. Tap bshk

17, 88 2, 08 12 Tap6−9 = 0, 9446 bsh10 = 0, 3685 17, 89 3, 32 10 Tap6−9 = 0, 9775 bsh10 = 0, 34

Tap6−10 = 1, 0006 bsh24 = 0, 0846 Tap6−10 = 1, 0075 bsh24 = 0, 09
Tap4−12 = 0, 9974 Tap4−12 = 1, 0225
Tap28−27 = 1, 0412 Tap28−27 = 1, 0825

Nas Tabelas 6.5 e 6.6 são as apresentados os resultados dos três métodos no caso

contínuo (FPOR) e no caso discreto (FPORD), respectivamente:

Tabela 6.5: Resultados obtidos pelos métodos PDPIP-Adaptativo, PDPIP-Conservativo e

PDBL associado ao sistema IEEE 30 barras para o caso contínuo (FPOR).

PDPIP-Adaptativo PDPIP-Conservativo PDBL

Caso Contínuo Caso Contínuo Caso Contínuo

F. Obj Tempo(s) it. F. Obj Tempo(s) it F. Obj Tempo(s) it

17, 87 1, 06 15 17, 85 1, 83 15 17, 88 2, 08 12

Nota-se que os três métodos foram e�cientes para resolver os problemas de FPOR e

FPORD associados ao sistema elétrico IEEE 30 barras. No caso contínuo, os métodos

PDPIP-Adaptativo, PDPIP-Conservativo atingiram a solução em 15 iterações, já o mé-

todo PDBL atingiu em 12 iterações. A função objetivo dos três �caram próximas e o

tempo computacional também.

Tabela 6.6: Resultados obtidos pelos métodos PDPIP-Adaptativo, PDPIP-Conservativo e

PDBL associado ao sistema IEEE 30 barras para o caso discreto (FPORD).

PDPIP-Adaptativo PDPIP-Conservativo PDBL

Caso Discreto Caso Discreto Caso Discreto

Obj F Time(s) it Obj F Time(s) it Obj F Time(s) it

17, 89 5, 64 10 17, 86 8, 67 10 17, 89 3, 32 10

No caso discreto, os métodos PDPIP-Adaptativo, PDPIP-Conservativo e PDBL atin-

giram a solução em 10 iterações. A função objetivo dos três �caram próximas e o tempo
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computacional também.

6.2 Sistema IEEE 57 barras

O sistema IEEE 57 barras apresenta as seguintes características:

� 1 barra de geração (slack);

� 6 barras de controle reativo;

� 50 barras de carga;

� 80 linhas de transmissão;

� 17 transformadores com taps variável;

� 3 susceptâncias shunt

No caso discreto, considerou-se que as susceptâncias shunt equivalentes do banco de

capacitores na barra devem pertencer ao conjunto:

Dsh
18 = {0; 0, 12; 0, 22; 0, 27}

Dsh
25 = {0; 0, 04; 0, 07; 0, 09}

Dsh
53 = {0; 0, 1; 0, 165}

6.2.1 Resultados obtidos aplicado ao sistema IEEE 57 barras

Nas Tabelas 6.7, 6.8 e 6.9 são apresentadas as soluções obtidas pelo método PDPIP-

Adaptativo, PDPIP-Conservativo e PDBL para os casos contínuos (FPOR) e casos dis-

cretos (FPORD), respectivamente. Essas Tabelas mostram o valor da função objetivo, o

tempo computacional para resolver os sistemas, o número de iterações, o valor dos taps

do transformador e as susceptâncias shunt equivalentes do banco de capacitores na barra.
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Tabela 6.7: Resultados obtidos pelo método PDPIP-Adaptativo associado ao sistema IEEE 57

barras para o caso contínuo (FPOR) e para o caso discreto (FPORD).

PDPIP-Adaptativo

Contínuo Discreto

F. Obj Tempo(s) it. Tap bshk F. Obj Tempo(s) it. Tap bshk

25, 17 1, 63 12 Tap4−18 = 0, 9942 bsh18 = 0, 1675 25, 22 10, 64 12 Tap4−18 = 1, 0150 bsh18 = 0, 12

Tap4−18 = 0, 9942 bsh25 = 0, 0872 Tap4−18 = 1, 0150 bsh25 = 0, 07

Tap21−20 = 0, 9807 bsh53 = 0, 1345 Tap21−20 = 0, 9850 bsh53 = 0, 10
Tap24−25 = 1, 0338 Tap24−25 = 1, 0375
Tap24−25 = 1, 0338 Tap24−25 = 1, 0375
Tap24−26 = 0, 9942 Tap24−26 = 0, 9925
Tap7−29 = 1, 0228 Tap7−29 = 1, 0225
Tap34−32 = 1, 0575 Tap34−32 = 1, 0525
Tap11−41 = 1, 0938 Tap11−41 = 1, 0900
Tap15−45 = 1, 0385 Tap15−45 = 1, 0375
Tap14−46 = 1, 0511 Tap14−46 = 1, 0525
Tap10−51 = 1, 0373 Tap10−51 = 1, 0375
Tap13−49 = 1, 0826 Tap13−49 = 1, 0825
Tap11−43 = 1, 0474 Tap11−43 = 1, 0450
Tap40−56 = 0, 9992 Tap40−56 = 0, 9925
Tap39−57 = 1, 0316 Tap39−57 = 1, 0300
Tap9−55 = 1, 0278 Tap9−55 = 1, 0300

Tabela 6.8: Resultados obtidos pelo método PDPIP-Conservativo associado ao sistema IEEE

57 barras para o caso contínuo (FPOR) e para o caso discreto (FPORD).

PDPIP-Conservativo

Contínuo Discreto

F. Obj Tempo(s) it. Tap bshk F. Obj Tempo(s) it. Tap bshk

25, 27 2, 83 12 Tap4−18 = 0, 9962 bsh18 = 0, 1521 25, 28 10, 28 12 Tap4−18 = 1, 0000 bsh18 = 0, 12

Tap4−18 = 0, 9962 bsh25 = 0, 0848 Tap4−18 = 1, 0000 bsh25 = 0, 07

Tap21−20 = 0, 9821 bsh53 = 0, 1286 Tap21−20 = 0, 9850 bsh53 = 0, 10
Tap24−25 = 1, 0339 Tap24−25 = 1, 0375
Tap24−25 = 1, 0339 Tap24−25 = 1, 0375
Tap24−26 = 0, 9862 Tap24−26 = 0, 9850
Tap7−29 = 1, 0159 Tap7−29 = 1, 0150
Tap34−32 = 1, 0523 Tap34−32 = 1, 0525
Tap11−41 = 1, 0868 Tap11−41 = 1, 0825
Tap15−45 = 1, 0394 Tap15−45 = 1, 0375
Tap14−46 = 1, 0498 Tap14−46 = 1, 0525
Tap10−51 = 1, 0347 Tap10−51 = 1, 0375
Tap13−49 = 1, 0813 Tap13−49 = 1, 0825
Tap11−43 = 1, 0444 Tap11−43 = 1, 0450
Tap40−56 = 0, 9925 Tap40−56 = 0, 9925
Tap39−57 = 1, 0310 Tap39−57 = 1, 0300
Tap9−55 = 1, 0187 Tap9−55 = 1, 0150
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Tabela 6.9: Resultados obtidos pelo método PDBL associado ao sistema IEEE 57 barras para o

caso contínuo (FPOR) e para o caso discreto (FPORD).

PDBL

Contínuo Discreto

F. Obj Tempo(s) it. Tap bshk F. Obj Tempo(s) it. Tap bshk

25, 10 2, 40 13 Tap4−18 = 1, 0056 bsh18 = 0, 1644 25, 45 23, 28 15 Tap4−18 = 1, 0000 bsh18 = 0, 12

Tap4−18 = 1, 0056 bsh25 = 0, 0900 Tap4−18 = 1, 0000 bsh25 = 0, 07

Tap21−20 = 0, 9889 bsh53 = 0, 1400 Tap21−20 = 0, 9925 bsh53 = 0, 10
Tap24−25 = 1, 0346 Tap24−25 = 1, 0450
Tap24−25 = 1, 0346 Tap24−25 = 1, 0450
Tap24−26 = 0, 9945 Tap24−26 = 0, 9775
Tap7−29 = 1, 0217 Tap7−29 = 1, 0225
Tap34−32 = 1, 0640 Tap34−32 = 1, 0150
Tap11−41 = 1, 1184 Tap11−41 = 1, 0900
Tap15−45 = 1, 0361 Tap15−45 = 1, 0450
Tap14−46 = 1, 0540 Tap14−46 = 1, 0675
Tap10−51 = 1, 0416 Tap10−51 = 1, 0300
Tap13−49 = 1, 0854 Tap13−49 = 1, 0900
Tap11−43 = 1, 0518 Tap11−43 = 1, 0525
Tap40−56 = 1, 0111 Tap40−56 = 0, 9850
Tap39−57 = 1, 0427 Tap39−57 = 1, 0375
Tap9−55 = 1, 0321 Tap9−55 = 1, 0150

Nas Tabelas 6.10 e 6.11 são as apresentados os resultados dos três métodos no caso

contínuo (FPOR) e no caso discreto (FPORD), respectivamente:

Tabela 6.10: Resultados obtidos pelos métodos PDPIP-Adaptativo, PDPIP-Conservativo e

PDBL associado ao sistema IEEE 57 barras para o caso contínuo (FPOR).

PDPIP-Adaptativo PDPIP-Conservativo PDBL

Caso Contínuo Caso Contínuo Caso Contínuo

F. Obj Tempo(s) it. F. Obj Tempo(s) it F. Obj Tempo(s) it

25, 17 1, 63 12 25, 27 2, 83 12 25, 10 2, 40 13

Nota-se que os três métodos foram e�cientes para resolver os problemas de FPOR e

FPORD associados ao sistema elétrico IEEE 57 barras. No caso contínuo, os métodos

PDPIP-Adaptativo e PDPIP-Conservativo atingiram a solução em 12 iterações, já o mé-

todo PDBL atingiu em 13 iterações. A função objetivo dos três �caram próximas e o

tempo computacional também.

Tabela 6.11: Resultados obtidos pelos métodos PDPIP-Adaptativo, PDPIP-Conservativo e

PDBL associado ao sistema IEEE 57 barras para o caso discreto (FPORD).

PDPIP-Adaptativo PDPIP-Conservativo PDBL

Caso Discreto Caso Discreto Caso Discreto

Obj F Time(s) it Obj F Time(s) it Obj F Time(s) it

25, 22 10, 64 12 25, 28 10, 28 12 25, 45 23, 28 15

No caso discreto, os métodos PDPIP-Adaptativo, PDPIP-Conservativo atingiram a

solução em 12 iterações, já o método PDBL atingiu em 15 iterações. A função objetivo

dos três �caram próximas e o tempo computacional também.
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6.3 Sistema IEEE 118 barras

O sistema IEEE 118 barras apresenta as seguintes características:

� 1 barra de geração (slack);

� 53 barras de controle reativo;

� 64 barras de carga;

� 177 linhas de transmissão;

� 9 transformadores com taps variável;

� 14 susceptâncias shunt

No caso discreto, considerou-se que as susceptâncias shunt equivalentes do banco de

capacitores na barra devem pertencer ao conjunto:

Dsh
5 = {−0, 4; 0}

Dsh
34 = {0; 0, 06; 0, 07; 0, 13; 0, 14; 0, 20}

Dsh
37 = {−0, 25; 0}

Dsh
44 = {0; 0, 1}

Dsh
45 = {0; 0, 1}

Dsh
46 = {0; 0, 1}

Dsh
48 = {0; 0, 15}

Dsh
74 = {0; 0, 08; 0, 12; 0, 20}

Dsh
79 = {0; 0, 1; 0, 20}

Dsh
82 = {0; 0, 1; 0, 20}

Dsh
83 = {0; 0, 1; 0, 20}

Dsh
105 = {0; 0, 1; 0, 20}

Dsh
107 = {0; 0, 06; 0, 07; 0, 13; 0, 14; 0, 20}

Dsh
110 = {0; 0, 06; 0, 07; 0, 13; 0, 14; 0, 20}
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6.3.1 Resultados obtidos aplicado ao sistema IEEE 118 barras

Nas Tabelas 6.12, 6.13 e 6.14 são apresentadas as soluções obtidas pelo método PDPIP-

Adaptativo, PDPIP-Conservativo e PDBL para os casos contínuos (FPOR) e casos discre-

tos (FPORD). Essas Tabelas mostram o valor da função objetivo, o tempo computacional

para resolver os sistemas, o número de iterações, o valor dos taps do transformador e as

susceptâncias shunt equivalentes do banco de capacitores na barra.

Tabela 6.12: Resultados obtidos pelo método PDPIP-Adaptativo associado ao sistema IEEE

118 barras para o caso contínuo (FPOR) e para o caso discreto (FPORD).

PDPIP-Adaptativo

Contínuo Discreto

F. Obj Tempo(s) it. Tap bshk F. Obj Tempo(s) it. Tap bshk

119, 12 14, 28 15 Tap8−5 = 1, 0325 bsh5 = −0, 3603 119, 16 93, 84 12 Tap8−5 = 1, 0375 bsh5 = −0, 40

Tap26−25 = 0, 9705 bsh34 = 0, 1114 Tap26−25 = 0, 9850 bsh34 = 0, 13

Tap30−17 = 1, 0102 bsh37 = −0, 2315 Tap30−17 = 1, 0225 bsh37 = −0, 25

Tap38−37 = 1, 0196 bsh44 = 0, 0854 Tap38−37 = 1, 0375 bsh44 = 0, 10

Tap63−59 = 1, 0226 bsh45 = 0, 0909 Tap63−59 = 1, 0375 bsh45 = 0, 10

Tap64−61 = 0, 9992 bsh46 = 0, 0845 Tap64−61 = 0, 9925 bsh46 = 0, 10

Tap65−66 = 1, 0094 bsh48 = 0, 1302 Tap65−66 = 0, 9925 bsh48 = 0, 15

Tap68−69 = 1, 0531 bsh74 = 0, 1565 Tap68−69 = 1, 0375 bsh74 = 0, 12

Tap81−80 = 1, 0141 bsh79 = 0, 1904 Tap81−80 = 1, 0300 bsh79 = 0, 20

bsh82 = 0, 1901 bsh82 = 0, 20

bsh83 = 0, 1872 bsh83 = 0, 20

bsh105 = 0, 1850 bsh105 = 0, 20

bsh107 = 0, 0986 bsh107 = 0, 14

bsh110 = 0, 1072 bsh110 = 0, 13

Tabela 6.13: Resultados obtidos pelo método PDPIP-Conservativo associado ao sistema IEEE

118 barras para o caso contínuo (FPOR) e para o caso discreto (FPORD).

PDPIP-Conservativo

Contínuo Discreto

F. Obj Tempo(s) it. Tap bshk F. Obj Tempo(s) it. Tap bshk

118, 97 10, 83 15 Tap8−5 = 1, 0302 bsh5 = −0, 3628 119, 18 81, 49 14 Tap8−5 = 1, 0225 bsh5 = −0, 40

Tap26−25 = 0, 9525 bsh34 = 0, 1146 Tap26−25 = 0, 9850 bsh34 = 0, 13

Tap30−17 = 1, 0179 bsh37 = −0, 2340 Tap30−17 = 1, 0075 bsh37 = −0, 25

Tap38−37 = 1, 0229 bsh44 = 0, 0902 Tap38−37 = 1, 0375 bsh44 = 0, 10

Tap63−59 = 1, 0212 bsh45 = 0, 0994 Tap63−59 = 1, 0300 bsh45 = 0, 10

Tap64−61 = 0, 9982 bsh46 = 0, 0885 Tap64−61 = 0, 9925 bsh46 = 0, 10

Tap65−66 = 1, 0109 bsh48 = 0, 1313 Tap65−66 = 1, 0000 bsh48 = 0, 15

Tap68−69 = 1, 0533 bsh74 = 0, 1807 Tap68−69 = 1, 0450 bsh74 = 0, 12

Tap81−80 = 1, 0129 bsh79 = 0, 1998 Tap81−80 = 1, 0300 bsh79 = 0, 20

bsh82 = 0, 2000 bsh82 = 0, 20

bsh83 = 0, 1965 bsh83 = 0, 20

bsh105 = 0, 1890 bsh105 = 0, 20

bsh107 = 0, 0985 bsh107 = 0, 13

bsh110 = 0, 1100 bsh110 = 0, 13
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Tabela 6.14: Resultados obtidos pelo método PDBL associado ao sistema IEEE 118 barras

para o caso contínuo (FPOR) e para o caso discreto (FPORD).

PDBL

Contínuo Discreto

F. Obj Tempo(s) it. Tap bshk F. Obj Tempo(s) it. Tap bshk

118, 97 23, 19 18 Tap8−5 = 1, 0276 bsh5 = −0, 2635 119, 09 300, 95 15 Tap8−5 = 1, 0225 bsh5 = −0, 36

Tap26−25 = 0, 9431 bsh34 = 0, 1170 Tap26−25 = 0, 9850 bsh34 = 0, 13

Tap30−17 = 1, 0175 bsh37 = −0, 1615 Tap30−17 = 1, 0075 bsh37 = −0, 25

Tap38−37 = 1, 0207 bsh44 = 0, 0803 Tap38−37 = 1, 0225 bsh44 = 0, 10

Tap63−59 = 1, 0208 bsh45 = 0, 0972 Tap63−59 = 1, 0225 bsh45 = 0, 10

Tap64−61 = 0, 9990 bsh46 = 0, 0527 Tap64−61 = 0, 9925 bsh46 = 0, 10

Tap65−66 = 1, 0107 bsh48 = 0, 0827 Tap65−66 = 1, 0075 bsh48 = 0, 15

Tap68−69 = 1, 0556 bsh74 = 0, 1991 Tap68−69 = 1, 0300 bsh74 = 0, 12

Tap81−80 = 1, 0130 bsh79 = 0, 1861 Tap81−80 = 1, 0150 bsh79 = 0, 20

bsh82 = 0, 1923 bsh82 = 0, 20

bsh83 = 0, 1812 bsh83 = 0, 20

bsh105 = 0, 1561 bsh105 = 0, 20

bsh107 = 0, 1003 bsh107 = 0, 07

bsh110 = 0, 1200 bsh110 = 0, 07

Nas Tabelas 6.15 e 6.16 são as apresentados os resultados dos três métodos no caso

contínuo (FPOR) e no caso discreto (FPORD), respectivamente:

Tabela 6.15: Resultados obtidos pelos métodos PDPIP-Adaptativo, PDPIP-Conservativo e

PDBL associado ao sistema IEEE 118 barras para o caso contínuo (FPOR).

PDPIP-Adaptativo PDPIP-Conservativo PDBL

Caso Contínuo Caso Contínuo Caso Contínuo

F. Obj Tempo(s) it. F. Obj Tempo(s) it F. Obj Tempo(s) it

119, 12 14, 28 15 118, 97 10, 83 15 118, 97 23, 19 18

Nota-se que os três métodos foram e�cientes para resolver os problemas de FPOR e

FPORD associados ao sistema elétrico IEEE 118 barras. No caso contínuo, os métodos

PDPIP-Adaptativo e PDPIP-Conservativo atingiram a solução em 15 iterações, já o mé-

todo PDBL atingiu em 18 iterações. A função objetivo dos três �caram próximas e o

tempo computacional também.

Tabela 6.16: Resultados obtidos pelos métodos PDPIP-Adaptativo, PDPIP-Conservativo e

PDBL associado ao sistema IEEE 118 barras para o caso discreto (FPORD).

PDPIP-Adaptativo PDPIP-Conservativo PDBL

Caso Discreto Caso Discreto Caso Discreto

Obj F Time(s) it Obj F Time(s) it Obj F Time(s) it

119, 16 93, 84 12 119, 18 81, 49 14 119, 09 300, 95 15

No caso discreto, os métodos PDPIP-Adaptativo, PDPIP-Conservativo atingiram a

solução em 12 e 14 iterações,respectivamente, já o método PDBL atingiu em 15 iterações.

A função objetivo dos três �caram próximas e o tempo computacional do método PDBL

�cou maior.
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6.4 Sistema IEEE 300 barras

O sistema IEEE 300 barras apresenta as seguintes características:

� 1 barra de geração (slack);

� 68 barras de controle reativo;

� 231 barras de carga;

� 304 linhas de transmissão;

� 107 transformadores com taps variável discretas;

� 14 susceptâncias shunt

No caso discreto, considerou-se que as susceptâncias shunt equivalentes do banco de

capacitores na barra devem pertencer ao conjunto:

Dsh
96 = {0; 2; 3, 5; 4, 5; } (6.1)

Dsh
99 = {0; 0, 25; 0, 44; 0, 59}

Dsh
133 = {0; 0, 19; 0, 34; 0, 39}

Dsh
143 = {−4, 5; 0}

Dsh
145 = {−4, 5; 0}

Dsh
152 = {0; 0, 25; 0, 44; 0, 59}

Dsh
158 = {0; 0, 25; 0, 44; 0, 59}

Dsh
169 = {−2, 5; 0}

Dsh
210 = {−4, 5; 0}

Dsh
217 = {−4, 5; 0}

Dsh
219 = {−1, 5; 0}

Dsh
227 = {0; 0, 25; 0, 44; 0, 59}

Dsh
268 = {0; 0, 15}

Dsh
283 = {0; 0, 15}
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6.4.1 Resultados obtidos aplicado ao sistema IEEE 300 barras

Nas Tabelas 6.17, 6.18 e 6.19 são apresentadas as soluções obtidas pelo método PDPIP-

Adaptativo, PDPIP-Conservativo e PDBL para os casos contínuos (FPOR) e casos dis-

cretos (FPORD), respectivamente. Essas Tabelas mostram o valor da função objetivo, o

tempo computacional para resolver os sistemas, o número de iterações e as susceptâncias

shunt equivalentes do banco de capacitores na barra.

Tabela 6.17: Resultados obtidos pelo método PDPIP-Adaptativo associado ao sistema IEEE

300 barras para o caso contínuo (FPOR) e para o caso discreto (FPORD).

PDPIP-Adaptativo

Contínuo Discreto

F. Obj Tempo(s) it. bshk F. Obj Tempo(s) it. bshk

368, 92 58, 03 24 bsh96 = 3, 92 369, 24 631, 59 12 bsh96 = 3, 50

bsh99 = 0, 4005 bsh99 = 0, 44

bsh133 = 0, 1553 bsh133 = 0, 19

bsh143 = −1, 9380 bsh143 = 0, 00

bsh145 = −1, 3627 bsh145 = 0, 00

bsh152 = 0, 4968 bsh152 = 0, 44

bsh158 = 0, 5067 bsh158 = 0, 44

bsh169 = −1, 3432 bsh169 = −2, 50

bsh210 = −2, 6536 bsh210 = −4, 50

bsh217 = −1, 5482 bsh217 = 0, 00

bsh219 = −1, 0022 bsh219 = −1, 50

bsh227 = 0, 3993 bsh227 = 0, 44

bsh268 = 0, 0871 bsh268 = 0, 15

bsh283 = 0, 0495 bsh283 = 0, 00

Tabela 6.18: Resultados obtidos pelo método PDPIP-Conservativo associado ao sistema IEEE

300 barras para o caso contínuo (FPOR) e para o caso discreto (FPORD).

PDPIP-Conservativo

Contínuo Discreto

F. Obj Tempo(s) it. bshk F. Obj Tempo(s) it. bshk

371, 33 42, 83 24 bsh96 = 3, 9240 373, 33 750, 44 16 bsh96 = 2, 00

bsh99 = 0, 4004 bsh99 = 0, 44

bsh133 = 0, 2083 bsh133 = 0, 19

bsh143 = −1, 964 bsh143 = 0, 00

bsh145 = −1, 374 bsh145 = 0, 00

bsh152 = 0, 4902 bsh152 = 0, 44

bsh158 = 0, 5008 bsh158 = 0, 00

bsh169 = −1, 340 bsh169 = −2, 50

bsh210 = −2, 649 bsh210 = −4, 50

bsh217 = −1, 551 bsh217 = 0, 00

bsh219 = −1, 000 bsh219 = −1, 50

bsh227 = 0, 3980 bsh227 = 0, 44

bsh268 = 0, 0863 bsh268 = 0, 15

bsh283 = 0, 0493 bsh283 = 0, 00
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Tabela 6.19: Resultados obtidos pelo método PDBL associado ao sistema IEEE 300 barras

para o caso contínuo (FPOR) e para o caso discreto (FPORD).

PDBL

Contínuo Discreto

F. Obj Tempo(s) it. Tap bshk F. Obj Tempo(s) it. Tap bshk

372, 08 123, 19 50 bsh96 = 3, 6485 372, 37 700, 95 16 bsh96 = 3, 50

bsh99 = 0, 4101 bsh99 = 0, 44

bsh133 = 0, 1712 bsh133 = 0, 19

bsh143 = −2, 062 bsh143 = 0, 00

bsh145 = −1, 358 bsh145 = 0, 00

bsh152 = 0, 5075 bsh152 = 0, 44

bsh158 = 0, 5293 bsh158 = 0, 44

bsh169 = −1, 385 bsh169 = −2, 50

bsh210 = −2, 798 bsh210 = −4, 50

bsh217 = −1, 532 bsh217 = 0, 00

bsh219 = −1, 072 bsh219 = −1, 50

bsh227 = 0, 3953 bsh227 = 0, 44

bsh268 = 0, 0908 bsh268 = 0, 15

bsh283 = 0, 0503 bsh283 = 0, 00

Nas Figuras 6.1, 6.2, 6.3 têm-se os taps dos transformadores obtidos na última iteração

para os casos contínuo e discreto, para o método PDPIP-Adaptativo, PDPIP-Conservativo

e PDBL, respectivamente.
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Figura 6.1: Taps dos transformadores obtidos na última iteração para o método

PDPIP-Adaptativo aplicado ao sistema IEEE 300 barras.
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Figura 6.2: Taps dos transformadores obtidos na última iteração para o método

PDPIP-Conservativo aplicado ao sistema IEEE 300 barras.
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Figura 6.3: Taps dos transformadores obtidos na última iteração para o método PDBL aplicado

ao sistema IEEE 300 barras.
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Nas Tabelas 6.20 e 6.21 são as apresentados os resultados dos três métodos no caso

contínuo (FPOR) e no caso discreto (FPORD), respectivamente:

Tabela 6.20: Resultados obtidos pelos métodos PDPIP-Adaptativo, PDPIP-Conservativo e

PDBL associado ao sistema IEEE 300 barras para o caso contínuo (FPOR).

PDPIP-Adaptativo PDPIP-Conservativo PDBL

Caso Contínuo Caso Contínuo Caso Contínuo

F. Obj Tempo(s) it. F. Obj Tempo(s) it F. Obj Tempo(s) it

368, 92 58, 03 24 371, 33 42, 83 24 372, 08 123, 19 50

Nota-se que os três métodos foram e�cientes para resolver os problemas de FPOR e

FPORD associados ao sistema elétrico IEEE 300 barras. No caso contínuo, os métodos

PDPIP-Adaptativo e PDPIP-Conservativo atingiram a solução em 24 iterações, já o mé-

todo PDBL atingiu em 50 iterações. A função objetivo dos três �caram próximas, no

entanto o método PDBL obteve uma convergência mais demorada.

Tabela 6.21: Resultados obtidos pelos métodos PDPIP-Adaptativo, PDPIP-Conservativo e

PDBL associado ao sistema IEEE 300 barras para o caso discreto (FPORD).

PDPIP-Adaptativo PDPIP-Conservativo PDBL

Caso Discreto Caso Discreto Caso Discreto

Obj F Time(s) it Obj F Time(s) it Obj F Time(s) it

369, 24 631, 59 12 373, 33 750, 44 16 372, 37 700, 95 16

No caso discreto, os métodos PDPIP-Adaptativo, PDPIP-Conservativo atingiram a

solução em 12 e 16 iterações, respectivamente, já o método PDBL atingiu em 16 iterações.

A função objetivo dos três �caram próximas e o tempo computacional do método PDBL

�cou maior.

Ao analisar os 4 problemas de FPORD implementados e resolvidos, observa-se que

nos problemas de FPORD menores, os três métodos apresentam a mesma qualidade de

resolução, convergência e tempo computacional. Já no problema de FPORD associado

ao sistema IEEE 300 barras, observa-se uma melhor convergência e um menor número

de iterações no PDPIP-Adaptativo. É possível que isso ocorra visto que, o método pos-

sui uma estratégia para atualizar os parâmetros de penalidade e barreira que os outros

métodos não tiveram.

Para todos os sistemas implementados e resolvidos, relativos ao método PDPIP-

Adaptativo e PDPIP-Conservativo, observou-se a complementaridade entre as variáveis

auxiliares r e folgas s, quando os métodos alcançavam a otimalidade.

No próximo Capítulo apresentam-se as conclusões e a proposta de trabalhos futuros.
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Neste trabalho foi proposto e implementado uma estratégia primal-dual de pontos

interiores-penalidade para a resolução do problema de �uxo de potência ótimo reativo

com variáveis de controle discretas (FPORD). Para tratar as variáveis de controle dis-

cretas do problema de FPORD, foi utilizada uma estratégia que transforma o problema

discreto em uma sequência de problemas contínuos, baseada em uma função senoidal,

que obriga as variáveis a assumirem valores discretos. O método primal-dual de pontos

interiores-penalidade (PDPIP) foi utilizado para resolver essa sequência de problemas con-

tínuos. O PDPIP é baseado na união de dois métodos: o primal-dual de pontos interiores

e de penalidade. Devido a importância da atualização dos parâmetros de barreira e pena-

lidade na convergência do método, foram implementados dois algoritmos (Conservativo e

Adaptativo) para uma melhor comparação e avaliação do desempenho desse.

A cada iteração, o método de Newton gerou as direções de busca para as variáveis

primais e duais, que são atualizadas considerando os passos primais e duais, e enquanto

as condições de parada (baseadas nas condições KKT) do método não forem obedecidas,

atualiza-se o parâmetro da função senoidal das variáveis discretas e repete-se o ciclo até que

todas as variáveis convirjam para os valores discretos em seus respectivos conjuntos. No

modelo utilizado, as variáveis discretas foram os taps dos transformadores e susceptâncias

shunt.

Realizou-se a implementação dos métodos em linguagem MATLAB R.2010b e aplicou-

se o método em problemas de FPORD associados aos sistemas elétricos IEEE 30, 57,

118 e 300 barras. Os resultados numéricos foram comparados aos do método primal-

dual barreira logarítmica e mostraram o potencial do método proposto na resolução do
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FPORD, com bom desempenho computacional, de acordo com o número de iterações e

tempos computacionais apresentados.

As contribuições deste trabalho podem ser resumidas em dois aspectos: na matemática

aplicada contribuiu com o desenvolvimento de uma nova abordagem para resolução de

problemas de otimização não lineares, não convexos e com variáveis mistas (contínuas e

discretas). Na área de engenharia elétrica mostrou-se como uma alternativa viável para

resolução do problema de FPORD, o qual é um problema de grande interesse para os

estudos realizados no planejamento e na programação de operação de sistemas de energia.

Como continuação deste trabalho em pesquisas futuras pretende-se:

� A utilização de outros tipos de função barreira;

� O estudo para inicialização dos parâmetros barreira e penalidade;

� A implementação do método com as direções previsoras e corretoras de Mehrotra

(1992);

� A modelagem do problema de FPO com a inclusão de outras funções objetivo;

� Implementação e comparação do método proposto com a inclusão da estratégia de

barreira logarítmica modi�cada de Polyak (1992);

� Implementação e comparação da função senoidal com uma função polinomial para

tratar as variáveis discretas.
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