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RESUMO

O objetivo deste trabalho é, em um primeiro momento, fazer um estudo detalhado sobre quan-
tificadores, 0s quais sdo estudados desde Aristoteles [384-322 a. C.]. Apresentamos algumas
concepgOes sobre quantificadores generalizados, a saber, a concepgdo de Mostowski (1957),
criada com o intuito de formalizar alguns conceitos matematicos, e a concepg¢do de Barwise e
Cooper (1981), desenvolvida para tentar aproximar a ldgica da linguagem natural. Com este
estudo, concluimos que ndo ha uma definicdo geral de quantificadores e, por isso, trabalhos
como o de Sette, Carnielli e Veloso (1999), no qual introduziram a Logica do Ultrafiltro, séo
importantes. A Logica do Ultrafiltro estende a I6gica classica de primeira ordem por meio do
acréscimo de um novo quantificador, o qual é chamado de quantificador ‘quase sempre’. As-
sim, em um segundo momento, formalizamos algebricamente este novo quantificador intro-
duzido pela Logica do Ultrafiltro. Introduzimos a lo6gica proposicional do ‘quase sempre’, que
estende o célculo proposicional classico pela adicdo de um novo operador, em um sistema

hilbertiano, e depois em um sistema de célculo de sequentes.

Palavras-chave: Quantificadores. Légica do Ultrafiltro. Logica proposicional do ‘quase sem-

pre’. Sistema hilbertiano. Célculo de sequentes.



ABSTRACT

The objective of this paper is, in a first moment, to do a detailed study on quantifiers, which
are studied since Aristotle [384-322 BC]. We show some conceptions of the generalized
guantifiers, namely, the conception of Mostowski (1957), created with the purpose of to for-
malize some mathematical concepts, and the one of Barwise and Cooper (1981), developed to
try an approach to the logical nature of language. From this study we concluded that there is
no an absolute definition of quantifiers and so the several presentations like the paper of Sette,
Carnielli and Veloso (1999), on which it is introduced the Ultrafilter Logic, are important.
The Ultrafilter Logic extends the first order classical logic by the addition of a new quantifier
called “almost always’. Thus, in a second moment, we formalize algebraically this new quan-
tifier introduced in the Ultrafilter Logic. We introduce the ‘almost always’ propositional log-
ic, which extends the classical propositional calculus by the addition of a new operator, in a

Hilbert system and in a sequent calculus system.

Key-words: Quantifiers. Ultrafilter Logic. *Almost always’ propositional logic. Hilbert sys-

tem. Sequent calculus.
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INTRODUCAO

O raciocinio dedutivo pode ser muito bem analisado pela Idgica cléassica, por exemplo,
através do calculo classico de predicados de primeira ordem. J& o raciocinio indutivo, ndo
pode ser representado pela Idgica classica. Em outras palavras, existem muitas sentencas en-
contradas nas ciéncias naturais € no nosso cotidiano, como: “A maioria dos homens sdo ma-
chistas” e “Muitas mulheres querem ser mées” que ndo podem ser bem representadas pela
I6gica cléssica.

Motivados por estas questdes relativas ao raciocinio indutivo, surgiram muitas propos-
tas para representar e sistematizar algumas formas de argumento indutivo. Destacamos o tra-
balho de Gréacio (1999), que em sua tese de Doutorado, com a intengdo de entender e formali-
zar o0 uso de alguns quantificadores presentes na linguagem natural, mas que ndo podem ser
definidos a partir dos usuais quantificadores ‘para todo’ e ‘existe algum’, introduziu uma fa-
milia de sistemas légicos que formalizam algum tipo de argumento indutivo, em que cada
representante é chamado de I6gica modulada.

Uma l6gica modulada € uma extensdo da ldgica classica de primeira ordem pelo
acréscimo de um novo quantificador na linguagem, denominado quantificador modulado.

Gréacio (1999) trata de trés l6gicas moduladas, sdo elas: a l6gica da maioria, a ldgica
do muito e a Idgica do plausivel. As l6gicas citadas capturam, respectivamente, as nog¢ées de
guantidades: ‘a maioria’, ‘“muitos’ e ‘para uma ‘boa’ parte’.

As ldgicas moduladas foram introduzidas num ambiente quantificacional. Inspirados
pelo trabalho de Gracio (1999) foram introduzidas l6gicas proposicionais para tratar das no-
cBes de “‘muitos’ e ‘para uma ‘boa’ parte’ em (Feitosa, Nascimento, Grécio, 2009a) e (Feitosa,
Nascimento, Gréacio, 2009b), respectivamente.

Por outro lado, em um trabalho que antecede o de Grécio, encontramos a Logica do
Ultrafiltro introduzida em (Sette, Carnielli, Veloso, 1999) com o intuito de formalizar as no-
¢Bes de ‘quase todos’ ou ‘quase sempre’ através da introducdo de um quantificador generali-
zado na linguagem classica de primeira ordem.

A motivacdo deste trabalho surgiu dos trabalhos de (Feitosa, Nascimento, Gracio,
2009a) e (Feitosa, Nascimento, Gracio, 2009b), que introduziram, num ambiente proposicio-
nal, l6gicas apresentadas inicialmente num ambiente quantificacional. E, também, da Légica

do Ultrafiltro. Assim, o presente trabalho introduz a l6gica proposicional do ‘quase sempre’



10

para tratar a nocéo de ‘quase sempre’ do novo quantificador da Légica do Ultrafiltro por meio
de um operador num ambiente proposicional.

Mais especificadamente, no primeiro capitulo, buscam-se fundamentos para justificar
a importancia de trabalhos sobre quantificadores, como em (Grécio, 1999) e em (Sette, Carni-
elli, Veloso, 1999). Em decorréncia, destaca-se a importancia dos trabalhos de Feitosa, Nas-
cimento, Gracio (2009a) e Feitosa, Nascimento, Gracio (2009b), por conseguirem tratar das
noc¢des de ‘“muitos’ e “para uma ‘boa’ parte’ no contexto proposicional.

Discorre-se sobre os quantificadores desde Aristoteles, em que os quantificadores uni-
versal e existencial foram estudados provavelmente pela primeira vez; as teorias quantificaci-
onais propostas por Frege e Peirce; até as teorias de quantificadores generalizados, como as
teorias sobre quantificadores generalizados de Mostowski (1957) e de Barwise e Cooper
(1981). Define-se quantificadores loégicos e ndo-légicos, segundo (Barwise, Cooper, 1981).
Apresentam-se, também, estudos sobre as abordagens feitas em relagdo aos quantificadores,
segundo (Hintikka, Sandu, 1994). Além disso, faz-se uma analise de como os dicionarios de-
finem o conceito de quantificadores.

No segundo capitulo, apresenta-se a Ldgica do Ultrafiltro, como dito anteriormente,
introduzida em (Sette, Carnielli, Veloso, 1999). Fala-se, também, da Logica do Padrdo de
Reiter (1980) e sobre sistemas monotbnicos e ndo-monotdnicos. Este capitulo é importante,
pois a nocdo de ‘quase sempre’ utilizada neste trabalho apareceu com a Légica do Padréo, em
gue Reiter prop6s trabalhar com esta no¢ao por meio de um sistema ndo-monotdnico. Posteri-
ormente, Sette, Carnielli e Veloso (1999) trouxeram a noc¢do de ‘quase sempre’ através de um
sistema monoto6nico, por julgarem ser mais vantajoso.

Ainda, no segundo capitulo, apresentamos sucintamente as légicas moduladas de Gra-
cio (1999) e as ldgicas proposicionais para tratar das no¢ées de ‘muitos’ e ‘para uma ‘boa’
parte’ introduzidas em (Feitosa, Nascimento, Gracio, 2009a) e (Feitosa, Nascimento, Gracio,
2009b), respectivamente.

O terceiro capitulo é o capitulo central desta Dissertacdo. Nele introduz-se a lo6gica
proposicional do ‘quase sempre’, em um sistema hilbertiano, com a pretensdo de capturar,
através de um novo operador, a mesma nogdo do quantificador introduzido na Ldgica do Ul-
trafiltro. Ademais, introduz-se a algebra do ‘quase sempre’ como estrutura semantica para
esse novo sistema. Mostram-se alguns resultados neste sistema e, como usual, demonstra-se
que 0 nosso sistema é correto e completo.

O Apéndice trata de reticulados, algebra de Boole, filtros e ultrafiltros, pressupostos

tedricos para o desenvolvimento do Capitulo 3.
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No quarto capitulo, apresenta-se a l6gica proposicional do ‘quase sempre’ por meio do
método de calculo de sequentes, método de prova introduzido por Gentzen (1969), e demons-
tra-se a equivaléncia entre este sistema e o dado pelo método hilbertiano. Assim, como a l6gi-
ca do ‘quase sempre’, na versdo hilbertiana, é correta e completa e a versdo em célculo de
sequentes € equivalente a ela, esta Gltima também é correta e completa.

Por fim, nas Consideracfes Finais, resumem-se os resultados obtidos, seus alcances e

prop&em-se alguns trabalhos futuros.
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1 HA UMA DEFINICAO GERAL DE QUANTIFICADORES?

1.1 Origem dos quantificadores

Segundo (Westerstahl, 2005), Aristoteles [384-322 a. C.] inventou a légica e introdu-
ziu o estudo sobre a quantificacdo como parte essencial da l6gica. Aristételes, ao trabalhar
com os silogismos categdricos, tratou do estudo formal do significado das propriedades de
guatro expressfes de quantificadores basicas: ‘todo’, ‘nenhum’, ‘algum’ e ‘algum ndo’ (que
s80 respectivamente as sentencgas categoricas chamadas: afirmacdo universal, negagdo univer-
sal, afirmac&o particular e negagdo particular).

Ainda de acordo com (Westerstahl, 2005), o quadrado das oposicdes de Aristoteles é
um estudo das varias formas de negacdo combinadas com expressdes de quantificadores.
Westerstahl (2005) acredita que estes primeiros estudos de Aristoteles foram decisivos para o
estudo na area da quantificagdo, mesmo que a teoria dos silogismos categoricos seja muito
fraca para expressar diversos raciocinios interessantes.

Para um melhor entendimento, exporemos de maneira sucinta 0s principais conceitos
envolvidos na teoria dos silogismos categéricos. Utilizamos nesta teoria as chamadas senten-
cas categoricas, das quais nos referimos acima como expressfes de quantificadores, que séo
da forma Sujeito-Predicado. As sentencas categdricas sdo constituidas por apenas quatro tipos

basicos:

(A) Afirmacdao universal: “Todo S é P”;

(E) Negacdo universal: “Nenhum S é P”;

() Afirmacao particular: “Algum S é P™;
(O) Negacao particular: “Algum S ndo é P”.

Segundo (Feitosa, Paulovich, 2005, p. 147), as letras A e I, que servem para indicar as
sentencas categoricas afirmativas, e as letras E e O, que servem para indicar as sentencas ca-
tegoricas negativas, referem-se, respectivamente, as primeiras vogais das palavras affirmo e
nego.

A titulo de curiosidade mostramos a seguir o quadrado das oposicdes:
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E

& contrarias

NS

subalternas  cottraditdrias subalternas

[ —— subcontritias —

As sentencas categdricas A e O bem como as sentencas categéricas E e | sdo contradi-
torias, o que significa que ndo podem ser, simultaneamente, ambas verdadeiras ou ambas fal-
sas. As sentengas categoricas A e E sdo contrarias, isto é, ndo podem ser ambas verdadeiras,
porém, podem ser ambas falsas. As sentencas categodricas | e O sdo sentengas subcontrarias,
ou seja, ndo podem ser ambas falsas, mas podem ser ambas verdadeiras. Finalmente, as sen-
tengas categoricas A e | assim como as sentencas categoricas E e O sdo subalternas, o que
significa que se A é verdadeira, entdo | também é verdadeira; e que se E é verdadeira, entdo O
também é verdadeira.

Avristételes examinou detalhadamente os silogismos, argumentos que consistem de
duas premissas e uma conclusdo, em que tanto as premissas quanto a conclusdo séo sentencas
categoricas. Silogismo, segundo (Machado, Cunha, 2005), € uma palavra de origem grega,
stllogos, que significa reunido, acéo de recolher, de reunir palavras ao raciocinar.

Todas as sentencas categdricas possuem dois termos, o sujeito e o predicado. Um silo-
gismo contém unicamente trés termos. As duas premissas envolvidas num silogismo nédo po-
dem ser totalmente desvinculadas, pois devem apresentar um termo em comum, dito termo
médio, termo este que ndo deve aparecer na conclusdo. Cada premissa contém um termo co-
mum com a conclusdo. O sujeito da conclusdo é chamado de termo menor e o predicado da
concluséo é denominado por termo maior. Segue abaixo um exemplo de silogismo categori-

CO:

Todo animal € mortal.

Todo homem é animal.

Todo homem é mortal.

Neste exemplo, ‘animal’ é o termo médio, ‘homem’ é o termo menor e ‘mortal’ é o

termo maior.
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Existem 256 silogismos categdricos, porém, somente 24 deles sdo argumentos validos,
ou seja, argumentos em que a verdade da conclusdo decorre inevitavelmente da verdade das
premissas. Cinco destes 24 silogismos validos podem ser reescritos em funcdo dos demais.
Assim, temos 19 silogismos validos.

A ldgica aristotélica foi considerada como uma ciéncia acabada, pronta, por Kant, em
sua obra Critica da Razdo Pura, de 1787, porém ela sofreu uma grande transformagéo no sé-
culo XIX através dos trabalhos de légicos como: George Boole [1815-1864], Augustus De
Morgan [1806-1971], Charles Sanders Peirce [1839-1914], Gottlob Frege [1845-1925], Giu-
seppe Peano [1858-1932], Bertrand Russell [1872-1970], entre outros.

Krause (2009) destaca que Gottfried Leibniz [1646-1716] percebeu que a teoria dos
silogismos categ6ricos ndo era suficiente para dar conta dos tipos de inferéncia feitos na ma-
tematica. Ademais, Krause (2009) fala do estranho fato dos matematicos ndo mencionarem
Aristoteles, inclusive Euclides [325-265 a. C.] que em sua obra ‘Os Elementos’ escreve sobre
a geometria de forma dedutiva e utiliza plenamente argumentos ldgicos. Pode ser devido a
que, ao contrario do que pensava Aristételes, a teoria dos silogismos categdricos seria um
esquema geral que ndo conseguiria tratar as particularidades de cada ciéncia.

Mesmo raciocinios simples ndo podem ser feitos na teoria do silogismo. O argumento,
dado por Krause (2009), em que temos a premissa ‘Toda vaca é um animal’ e a conclusdo
“Todo chifre de vaca é chifre de um animal’ ndo é valido na teoria dos silogismos categoricos,
embora seja um raciocinio coerente.

Para Westerstahl (2005) o interessante da teoria proposta por Aristoteles é que as ex-
pressdes de quantificadores possuem dois termos e podemos vé-las como relagBes binarias
sintatica e semanticamente. Isto porgue 0s termos sdo conjuntos de individuos e, desta forma,
a expressdo ‘alguns’ pode ser vista como a interseccdo ndo-vazia entre dois conjuntos, e a
expressdo ‘todo’ pode significar a relacdo de inclusdo. Estas relactes sdo entre conjuntos de
individuos e nédo entre individuos. Isto significa que estas relacBes sdo de segunda ordem.
Logo, estes quantificadores, vistos desta maneira, sdo os quantificadores generalizados: al-
guns e todos (em um dado universo).

Como ainda ndo foi vista nenhuma teoria sobre quantificadores generalizados, dare-
mos a definicdo de acordo com Benthem (1983): um quantificador generalizado denota uma
funcdo D que atribui, para todo universo E, alguma relagéo binaria entre seus subconjuntos.
Desta forma, em um modelo com universo E, temos que: “todo X é Y” denota a sentenca “X

< Y” e “nenhum X é Y” denota a sentenga “XNY = & e assim por diante.
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Westerstahl (2005) diz que outro nome importante quando se fala da teoria da quanti-
ficacdo, mais especificamente da teoria dos quantificadores generalizados, é Gottlob Frege.

Com Frege surge uma visdo linguistica da l6gica. Frege, por um lado, introduziu a
linguagem formal da logica de predicados (conectivos, identidade e os quantificadores univer-
sal e existencial) e, por outro, segundo (Westerstahl, 2005), “formulou explicitamente a nocéo
abstrata de um quantificador como uma relagéo de segunda ordem”.

Para Westerstahl (2005), a Unica distingdo que existe entre os quantificadores como
relacdo de segunda ordem de Frege e a no¢do moderna de quantificador generalizado se deve
ao fato de que Frege desconhecia a no¢éo de modelo.

Hintikka e Sandu (1994) dizem que Frege e Peirce propuseram e desenvolveram inde-
pendentemente as bases para a teoria da quantificacdo com abordagens distintas.

De acordo com (Frapolli Sanz, 2007), a teoria da quantificacgdo como a conhecemos
surge pela primeira vez em 1879, na obra Conceptografia de Frege, apesar de que as expres-
sbes ‘quantificadores’ e ‘l6gica de primeira ordem’, com o significado contemporéaneo, foram
escritas primeiramente por Peirce em 1883.

As abordagens de Frege e Peirce sdo distintas, para Hintikka e Sandu (1994), porque
Frege fez uma formalizagdo com a intencéo da criagcdo de uma linguagem universal da mate-
matica, ou até mesmo para o0 pensamento humano em geral, com uma linguagem livre de am-
biguidades e demais imperfei¢des proprias das linguagens naturais. Porém, Peirce pensou na
teoria dos quantificadores e na notagdo envolvida apenas como um dos muitos dispositivos
I6gicos. Para Peirce, os quantificadores tinham significado ndo por sua relacdo com a lingua-
gem natural, nem por alguma compreensdo preexistente, mas por determinados jogos que
podem ser jogados com os quantificadores e que servem para interpreta-los.

Discutiremos um pouco mais sobre o trabalho de Frege com relagdo aos quantificado-
res, segundo (Frapolli Sanz, 2007).

Primeiramente, devemos lembrar que iniameros légicos contribuiram para a légica
depois de Aristoteles e antes de Frege. Desta forma, com a concepcdo de ldgica ja desenvol-
vida por outros l6gicos, podemos dizer que a Conceptografia é o primeiro tratado de légica
contemporanea e 0 primeiro a incorporar uma analise especifica dos quantificadores. O trata-

mento de Frege em relacdo aos quantificadores necessita de dois passos prévios:

(a) Interpretacdo das variaveis como expressoes de generalidade;
(b) Distanciamento da maneira habitual de se analisar as oracGes em termos de sujeito e pre-

dicado.
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Quanto ao passo (a) destacamos a importancia de se trabalhar com as variaveis nao
como uma ferramenta, mas com a compreensdo do significado das varidveis. As variaveis
supdem que as expressdes que as incorporam sejam expressdes gerais de um determinado
tipo.

No passo (b), pontuamos que Frege abandonou a maneira habitual de se trabalhar com
enunciados da forma Sujeito-Predicado e passou a trabalhar com as no¢des de fungdes e ar-
gumentos, pois acreditava que as relacdes logicas se estabelecem ndo entre as proprias ora-
¢Oes e formulas, mas entre o que as oracdes e as formulas dizem.

Para deixar mais claro, vamos exemplificar. As oracdes ‘0s gregos venceram 0S per-
sas’ e ‘os persas foram vencidos pelos gregos’ dizem a mesma coisa, no entanto, possuem
sujeitos gramaticais diferentes. Fazendo uma analise em termos de sujeito e predicado apenas,
temos duas oragdes distintas. Para Frege, 0 que importa é o contetdo das oracfes. Assim, co-
mo as duas frases expressam o mesmo conteudo, entdo ambas partilham o mesmo significado
e representam a mesma proposicéo.

Ao considerarmos especificamente os aspectos funcdes e argumentos, 0s dois enunci-
ados acima s&o idénticos. Assim, uma vantagem dessa escolha de Frege é que a troca da or-
dem das oracGes nao afeta o contetdo.

Outra vantagem €é que ao usarmos as func¢des estamos trabalhando com um instrumen-
to muito mais versétil que a tradicional versao gramatical. As funcdes podem se iterar e, desta
forma, podemos fazer com que argumentos sejam funcGes. As fun¢Ges em que 0s argumentos
sdo termos singulares sdo chamadas fungdes de primeira ordem. E as funcGes em que os ar-
gumentos séo funcdes de primeira ordem sdo chamadas funcdes de ordem superior. Frege, em
sua obra Conceptografia, diz que a generalidade é uma funcéo de funcoes.

Para Frege, os quantificadores sdo fungdes em que os argumentos sdo fungdes, fungdes
de ordem n, n > 1. A interpretacdo dos quantificadores nos diz que eles sdo funcbes monadi-
cas, ou seja, formam uma expressao completa quando acompanha uma Unica funcdo que fun-
ciona como argumento. E desta forma que os quantificadores sdo introduzidos na obra Con-
ceptografia e que ganhou espaco na légica de primeira ordem.

Frege caracterizou os quantificadores como fungdes monadicas com alcance ilimitado,
mas se mostrou consciente que nas linguagens naturais estes operadores ndo funcionam assim.
Ele admite que as ora¢Bes quantificadas, como nos silogismos, ou melhor, no uso comum dos
quantificadores da linguagem natural, o argumento do quantificador ndo é o conceito que se
segue imediatamente, e sim que o quantificador indica uma relacdo entre os dois predicados

gue aparecem na oracgdo. A explicacdo, assim, é uma explicacdo relacional e binaria dos quan-
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tificadores. Assumindo que estes operadores expressam relacdes entre dois conceitos, a inter-
pretacdo ilimitada deles ndo faz sentido. O primeiro conceito funciona sempre como um de-
marcador do alcance da afirmacdo feita por meio da oracdo quantificada.

Em sua obra Conceptografia, Frege ndo assume apenas uma posicdo em relacdo a in-
terpretacdo dos quantificadores, mas eles sao apresentados como se pudessem ser monadicos.
Posteriormente é dito que os quantificadores em determinados tipos de ora¢fes tém os concei-
tos relacionados. Os quantificadores caracterizados como operadores binarios sdo vistos na

teoria dos quantificadores generalizados, que seré discutida ainda neste capitulo.

1.2 Quantificadores ldgicos e ndo-l6gicos

Ao consultar qualquer livro elementar de Ldgica encontramos os quantificadores da
l6gica classica de primeira ordem; sdo eles o quantificador universal “Vv” e o quantificador
existencial “3”. A partir destes quantificadores podemos definir varios outros quantificadores,

por exemplo, os quantificadores “nenhum” e “existe um Gnico” como segue:

Nenhum x A(X) =gt VX —A(X)

X AX) =ar IXAX) A VY (AlY) = Y=X)

Ademais, é possivel, na logica classica de primeira ordem, admitir apenas um dos
quantificadores e definir o outro a partir deste. Se considerarmos o quantificador Vv, definimos

0 3 da seguinte maneira:

Ix A(X) =gf = VX —A(X)

Por mais que a partir dos quantificadores Vv e 3 possamos definir outros quantificado-
res, é notdrio que ainda existam quantificadores que ndo possam ser definidos a partir deles. A
insuficiéncia destes quantificadores para tratar das sentencas quantificadas da linguagem natu-

ral é discutida por Barwise e Cooper (1981) nos seguintes aspectos:



18

e Ha sentengas quantificadas nas linguagens naturais que ndo podem ser simbolizadas
apenas pelos quantificadores da l6gica classica de primeira ordem;

e A estrutura sintéatica das sentencas quantificadas nas linguagens naturais e a estrutura
sintatica das sentencas quantificadas na logica classica de primeira ordem sdo comple-

tamente diferentes.

Barwise e Cooper (1981) justificam a existéncia de sentencas quantificadas nas lin-

guagens naturais por meio das frases a seguir:

(D) (a) Existe apenas um numero finito de estrelas.

(b) Nenhum coracdo ira bater um nimero infinito de vezes.

2 (a) Mais da metade das flechas de Jodo acertam o alvo.

(b) Mais da metade das pessoas votaram em Carter.

3) (a) A maioria das flechas de Jodo acertou o alvo.

(b) A maioria das pessoas votou em Carter.

Os autores dizem suspeitar que sentencas com quantificadores, como as sentengas
acima, podem ser expressas em toda linguagem humana. Contudo, as sentencas em (1), (2) e
(3) ndo podem ser formalizadas pelos quantificadores universal e existencial. Concluimos,
assim, que uma teoria semantica para a linguagem natural ndo pode ser baseada apenas nos
quantificadores usuais.

Podemos escrever os quantificadores utilizados acima da seguinte forma:

(1) Finitamente muitas coisas x satisfazem A(x), ou ainda, Finito x [A(X)].
(2’) Mais da metade dos x tais que B(X) satisfazem A(X), ou (mais que ¥2B)x [A(X)].
(3°)) A maioria x tal que B(x) satisfaz A(x), ou (maioria B)x [A(X)].

Considerando E como um conjunto ndo-vazio e arbitrario de individuos para o domi-
nio da nossa série de varidveis, temos que na logica classica de primeira ordem podemos
quantificar sobre 0s objetos de E, porém ndo sobre conjuntos arbitrarios de individuos, fun-
c¢bes de individuos em individuos, ou outros tipos de objetos abstratos que nédo sdo elementos

de E. Demonstra-se, utilizando a teoria de Barwise e Cooper (1981), que nenhum destes quan-
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tificadores € definido a partir dos quantificadores universal e existencial da I6gica de primeira
ordem (no Apéndice C13 de (Barwise, Cooper, 1981) encontramos a demonstracdo para o
caso do quantificador “mais da metade™).

Para os autores, ha dois caminhos para sairmos da légica de primeira ordem classica.
Um é uma abordagem feita pela contemporanea teoria dos conjuntos, em que se expande 0
dominio E de quantificagdo para um dominio maior EUA, em que A contém nimeros e fun-
¢Bes para subconjuntos de E. Outro caminho é manter a definicdo formal como parte da meta-
linguagem e tratar de quantificadores generalizados.

Os quantificadores que nao podem ser definidos a partir dos quantificadores da logica
classica de primeira ordem sdo chamados, segundo (Barwise, Cooper, 1981), quantificadores
ndo-l6gicos; ja os que podem ser definidos por estes quantificadores sdo chamados quantifi-
cadores l6gicos.

Para Frépolli Sanz (2007), Barwise e Cooper fazem esta distingdo entre quantificado-
res l6gicos e ndo-ldgicos porque os quantificadores generalizados formam, em algum sentido,
uma categoria sintatica a parte. Os quantificadores generalizados ndo sdo considerados como
expressOes sincategorematicas ou auxiliares, mas sdo interpretados como um tipo especial de
predicado ou relagéo.

Desde a antiguidade, as no¢des l6gicas pareciam ser caracterizadas como expressdes
sincategorematicas. Esta ideia se torna clara apenas a partir da definicdo semantica da verdade
de Tarski. Desde Tarski, a verdade de uma oragdo quantificada num modelo ndo exige que 0s
quantificadores que ocorrem na oracdo sejam explicitamente interpretados no modelo em
questdo, pois a oracdo sera verdadeira ou ndo dependendo das condi¢des de satisfacdo da for-
mula dominada pelo quantificador.

Na semantica da légica cléssica, 0s conectivos e os quantificadores ndo sdo interpreta-
dos junto com as expressdes ndo-logicas, ou seja, junto com as constantes individuais, os pre-
dicados e as relagdes. A interpretacdo das expressdes logicas é suficiente para avaliar a verda-
de das formulas da linguagem, pois os quantificadores classicos juntamente com o resto das
nocdes logicas sdo invariantes de um modelo para outro. Isto ndo ocorre com os quantificado-
res generalizados. Na teoria dos quantificadores generalizados, considera-se que 0s quantifi-
cadores sao relacdes entre 0s subconjuntos de um conjunto dado. Este conjunto funciona co-
mo o universo da quantificagcdo. Os quantificadores generalizados, desta forma, ndo tém por-
que serem invariantes de um modelo para outro. Na verdade, as férmulas quantificadas com
guantificadores do tipo ‘muitos’, ‘poucos’, ‘a maioria’ ou ‘a metade’ variam de acordo com as

varia¢Oes do tamanho do universo utilizado, por exemplo, ‘100 pessoas’ € muito em um grupo
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de 150 pessoas, mas ndo € muito pensado nas pessoas existentes no mundo inteiro. Por isso,
Barwise e Cooper (1981) afirmam que ndo ha porque quantificadores generalizados serem

considerados simbolos l6gicos.

1.3 Quantificadores generalizados

Tendo em vista que existem, na linguagem natural, muitas expressfes de quantidade
gue ndo podem ser formalizadas apenas pelos quantificadores da linguagem da légica classica
de primeira ordem e, além disso, expressdes gue envolvem o infinito como os prefixos humé-
ricos de formulas, por exemplo, nas expressdes “Para um namero infinito enumeravel de x,
AX” e “Para um namero infinito ndo enumeravel de x, Ax”, também ndo podem ser expressas
pelos quantificadores da ldgica classica de primeira ordem, surgiram, entdo, propostas de teo-

rias com quantificadores generalizados.

1.3.1 Quantificadores generalizados de A. Mostowski

O primeiro a desenvolver este tipo de teoria, pensando mais em um viés matematico,
foi Andrzej Mostowski, que apresentou, em 1957, o trabalho intitulado On a generalization of
quantifiers, sobre quantificadores generalizados destinados a estender a teoria da quantifica-
¢do classica com outras expressfes quantificadas.

Os quantificadores generalizados encontrados em (Mostowski, 1957) sdo quantifica-
dores matematicamente interessantes e que, em sua maioria, ndo podem ser definidos por
meio dos quantificadores universal e existencial, exceto os proprios quantificadores universal
e existencial e os quantificadores légicos. O autor trata de operadores que representam uma
generalizacdo natural dos quantificadores 16gicos.

A seguir exporemos as definicdes de Mostowski (1957).
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Sejam | um conjunto arbitrario e I* o0 seu produto cartesiano (I*=1x I x ... x | ...), isto

é, I* é o conjunto de todas as sequéncias X = (X1, X, ...), com X; € I ej=1,2, ... . Indicamos 0s

valores de verdade, falso e verdadeiro, por L e T, respectivamente.
Uma funcéo proposicional F em | é uma funcdo de I* em {1, T} que satisfaz a condi-

° Existe um conjunto finito de inteiros K tais que: se X = (X1, X2, ...) € I*, y= (¥,

Yo, ...) € I* e x;=y;, paracadaj € K, entdo, F(x) = F(y), ou seja:

Com a condicdo acima percebemos que F depende essencialmente de um conjunto
finito de argumentos. O menor conjunto K com a propriedade determinada acima é chamado
suporte de F. Se este conjunto possui apenas um Unico elemento, entdo F é uma fungdo de um

argumento e pode ser identificada com um subconjunto de I.

Seja A uma funcéo bijetiva de | sobre um conjunto I’, ndo necessariamente diferente
de I. Se x = (X4, X2,...) € I*, entdo denotamos por A(X) a sequéncia (A(X1), A(X2),...). Se F é
uma funcdo proposicional em I, entdo denotamos por Fa a funcdo proposicional em I’ tal que
FA(A(X)) = F(x).

Definimos um quantificador limitado para | como uma fun¢do Q que atribui um dos
elementos L, T para cada funcéo proposicional F em | de um argumento e que satisfaz a con-

dicdo Q(F) = Q(Fa), para toda F e toda permutacdo A de I.

A definicdo acima, primeiramente, generaliza o fato elementar que quantificadores nos
permitem construir proposi¢des para fungdes proposicionais com um argumento. A segunda
parte da definicdo explicita que quantificadores ndo devem nos permitir distinguir entre ele-

mentos diferentes de I.

Seja (mg, n:) uma sequéncia (finita ou transfinita) de todos os pares de nimeros cardi-
nais que satisfazem a equagéo m; + n: = | Il, em que | Il denota o nGimero cardinal de I. Em
outras palavras, (me, n:) € uma sequéncia (finita ou transfinita) de forma que, dada uma rela-

¢do Rc I, m: =| Rl é acardinalidade de R e n; =| R°| é a cardinalidade do complementar de
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R. Para toda fungdo T que atribui um dos valores de verdade para cada par (mg, n:) temos
Q-(F) = T( FXM | FH)).

Salientamos que EX[VV(X)] denota o conjunto dos elementos x em X que satisfazem a
Xe

condicdo W(x). Se F é uma funcdo de X em Y, entéo F™*(y) denota o conjunto EX[F(x) =vy].

O seguinte teorema esta demonstrado em (Mostowski, 1957): (i) Q1 € um quantifica-

dor limitado para I; (ii) para cada quantificador limitado para | existe uma funcéo T tal que Qt

:Q_

Seja T*(mg, ng) = ~T(mg, nz). O quantificador determinado por T* é um dual de Qr,

ele é denotado por Q+*.

Definimos um quantificador ilimitado (ou simplesmente um quantificador) como uma
funcéo que atribui um quantificador limitado Q, em I, para cada conjunto | e que satisfaz a
equacdo Q,(F) = Qr(Fa) para toda funcdo proposicional F em | de um argumento e para toda

fungdo bijetivade I em I’

As operacgdes booleanas sobre quantificadores limitados e ilimitados sdo simples. Uti-
lizando os simbolos usuais v, A e ~ de maneira que, por exemplo, Q,’vQ,”” é uma funcdo Q,
tal que Qi(F) = Q/(F) v Q/’(F), para cada funcéo proposicional F.

Vejamos como os quantificadores existencial e universal podem ser expressos atraves

desta definicéo:

Quantificador existencial (3): Se {T(mg, n:) = T} = {m = 0}, entdo Q~ é o quantifica-

dor existencial 3 limitado para I;

Quantificador universal (V): O dual de Q+ é o quantificador universal v limitado para

I, ou seja, o quantificador universal v limitado para | € Qt se {T(mg, ng) = T} = {n-=0}.

Seguem outros exemplos de quantificadores, dados por Mostowski (1957):
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o Considerando m, n € N e T’, T"” fungdes tais que {T°’(mg, ng) = T} = { me = m},
(m) (n)
{T’(mg, nz) = T} = { m = n}, entdo Qr e Q- serdo denotados por Z e H Os quantifi-
|

(m) (n) (m) (n)
cadores ilimitados que atribuem Z e H para | serdo denotados por Z e H Poli-
| |

(m) (n)
noémios booleanos de quantificadores z e H em que m, n € N, sdo chamados quantifi-

cadores numéricos. Segue um exemplo de cada um destes quantificadores:

m) (my) (my) (m)  (my) (my)
QW = Zv Zv...v Z, Q¥ = H\/Hv VH

Tarski (1995, p. 63) define quantificador numérico como expressdes do tipo: ‘existe
pelo menos um’, ou ‘no maximo um’, ou ‘exatamente um’, ..., ‘existem pelo menos dois’, ou

‘no maximo dois’, ou ‘exatamente dois’, ..., € assim por diante.
Se | é um conjunto infinito e F uma funcdo proposicional em | com o suporte {1}, en-
td0 a formula Q® (F) = T (ou a férmula Q@ (F) = T) é equivalente & sentenca: o conjunto de
elementos x em | tal que F(x,...) = T (ou tal que F(x,...) = L) possui exatamente ms, ou my, ou

... OU exatamente my elementos.

o Consideremos as fungdes Ty e T, de forma que {T1(mg, ng) = T} ={ M < %o}, {To(me,
n:) = 1} = { m: = no}, entdo os quantificadores Q1 e Qr, serdo denotados por S, e s°. Os
quantificadores ilimitados que atribuem S, e S°; para | serdo denotados por S e S°. Se F é uma
fungo proposicional em | com o suporte {1}, entdo a formula Si(F) = T (ou a férmula S°(F)
= T) é equivalente a sentenca: existe, no maximo, um namero finito de elementos x em | tais
que F(x, ...) = T (ou é equivalente a sentencga: existe, no maximo, um namero finito de ele-
mentos x em | tais que F(x, ...) = T ou existe, no maximo, um nimero finito de elementos x

em | tais que F(x, ...) = 1).

o Seja | um conjunto enumeravel. Um quantificador Q+ limitado para | é totalmente

caracterizado pelas valoragées T(n, »g), T(xo, n), yr = T(x0, %0), N € N.

Mostowski (1957) introduz, assim, um célculo formal que completa o célculo de pri-

meira ordem através da inclusdo de um novo conjunto de quantificadores na sua sintaxe. Des-
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sa forma, tudo o que é valido no célculo de primeira ordem classico (CQC) também ¢é valido
nesse novo sistema l4gico.

Consideremos (S) um calculo formal légico que se diferencia do CQC porque a lin-
guagem desse novo sistema possui um conjunto de simbolos (Q*, Q2 ..., Q%), com s € N*,
cuja funcdo € representar tanto os quantificadores novos, quanto os quantificadores existencial
(3) e universal (V). Assim, os simbolos 3 e ¥ ndo sdo mais necessarios na linguagem.

As regras de construcdo de formulas por meio dos simbolos universal e existencial séo
substituidas pela regra: se F é uma formula e x uma variavel, entdo (Q'x) F(x) é uma formula,
paraj=1,2,..,S5.

Na formula (Q'x) F(x), a variavel x ocorre ligada. Uma férmula fechada é uma férmu-
la em que todas as variaveis ocorrem ligadas. Quando a variavel ndo esta ligada, esta livre.

Falaremos agora sobre a satisfacdo das formulas de (S). Consideremos fungbes que
determinam um elemento de | para cada variavel individual de (S) e uma fungdo proposicio-
nal em | com o suporte {1, 2, ..., k} para cada variavel funcional de grau k de (S). Estas fun-
¢Oes sdo ditas I-valorag@es. Considerando M uma I-valoragéo, temos que [Xi]m € [Fi]m deno-
tam os elementos de | e a fungdo proposicional designada por M para x; e F;.

Toda I-valoragdo M determina uma aplicagdo valw das formulas de (S) no conjunto
{T, L}. Se Z é a férmula F(Xi1, Xiz, ..., Xik), temos que: valyi(Z) = [FIm([XicIm, [XizIms -y [XikIm,
XikIm, [XikIm, -..). Se Z é a formula x; = x;, entdo {valwi(Z) = T} = {[Xilm = [X]m}. Se Z é a
formula Z| Z,, entéo valy(Z) = ~valumi(Z1) v ~valw(Zy).

Enfim, caso Z seja a formula (Q'x;)Z,. Consideremos M(i,x) uma I-valoracéo diferente
de M apenas pela troca de x pela variavel x; e seja F uma funcéo proposicional em | com su-
porte {i} tal que F(y1, y2....) = valug, y,)i(Z1). Assim temos: valw((Q'x)Zi) = Q'(F). Desse
modo, a aplicacdo valy, € definida por inducéo.

Mostowski ndo conseguiu demonstrar a completude do seu calculo formal. Ele fala do
problema da completude que advém da resposta a questdo sobre o conjunto de férmulas ver-
dadeiras ser recursivamente enumeravel e formula apenas parte do resultado (Mostowski,
1957). Em seu artigo The completeness of logic with the added quantifier ““there are uncoun-
tably many”’, de 1964, Vaught demonstrou que o conjunto de férmulas validas de (S) é recur-
sivamente enumeravel e, também, demonstrou a completude da I6gica com o quantificador de
Mostowski.

A demonstracdo da completude da légica com o quantificador de Mostowski feita por

Vaught era muito complicada. Keisler em seu artigo Logic with the quantifier *““there exist
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uncountable many”, de 1970, também demonstrou a completude, porém, de uma forma mais
simples e clara, por meio da utilizacdo de modelos fracos.

A ldgica (S) de Mostowski trabalha com conceitos que ndo podem ser tratados no
CQC como, por exemplo, a distin¢do entre conjuntos infinitos e conjuntos finitos; contaveis e
ndo contaveis. Isto porque a definicdo desses quantificadores esta intimamente ligada com a
cardinalidade de conjuntos. Esses conceitos de infinitude e enumerabilidade sdo essenciais
para a matematica moderna, dai a importancia de se tratar destes conceitos num campo for-
mal.

De acordo com (Frapolli Sanz, 2007), Lindstrém, em 1966, fez contribuicGes a esta
proposta de Mostowski e, em 1974, Montague relacionou os quantificadores generalizados
com a linguagem natural ao apresentar uma teoria que descreve expressdes substantivas e
determinadores da linguagem natural. Explicaremos estes conceitos posteriormente, atraves
do conceito de quantificadores generalizados de Barwise e Cooper.

Assim, a partir da caracterizagdo sintatica de Mostowski-Lindstrom e da abordagem
semantica de Montague, Barwise e Cooper (1981) introduziram uma teoria que relaciona ex-
pressdes substantivas da linguagem natural com quantificadores generalizados da ldgica, ve-

remos alguns detalhes desta teoria a seguir.

1.3.2 Quantificadores generalizados de J. Barwise e R. Cooper

Barwise e Cooper (1981), diferentemente de Mostowski que tinha pretensdes de for-
malizar conceitos matematicos, desenvolveram sua teoria sobre quantificadores generalizados
tendo em vista a aproximacédo da l6gica com a linguagem natural. Esta aproximagéo é impor-
tante por interessar ndo somente aos l6gicos e aos matematicos, mas também a linguistas e
cientistas da computacao.

Para Barwise e Cooper (1981), ao tratarmos, por exemplo, do que seria o quantificador
‘mais da metade’ h& diferenca entre dizermos ‘mais da metade dos sapatos de Maria’ e ‘mais
da metade de todas as coisas’. Isto porque ndo podemos de modo simples formalizar um
quantificador ‘mais da metade’ como ‘mais da metade de x (...x...)’. Desta forma, eles pro-
pdem que ‘mais da metade’ deve ser visto como um determinador e ndo como um quantifica-
dor. O quantificador é, entdo, formado por um determinador (termo de contagem) e uma ex-

pressao de conjuntos (conjunto arbitrario de coisas), como esquematizado a seguir:
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Quantificador

N

Determinador Expressdo de conjuntos

Por exemplo, na frase ‘Muitas pessoas votaram em Carter’, o quantificador é ‘muitas
pessoas’, em que ‘muitas’ € o determinador e ‘pessoas’ a expressdo de conjuntos. Comparan-
do esta forma de entendermos um quantificador com nossa linguagem natural, percebemos
gue estamos lidando com expressdes substantivas, denominadas de NPs (noun-phrase).

Apresentaremos agora, sucintamente, uma légica com quantificadores generalizados

de acordo com Barwise e Cooper (1981), denotada por L(GQ).
Os simbolos l6gicos de L(GQ) sdo os seguintes:

(a) conectivos proposicionais: A, v, ~

(b) variaveis: x, Y, z, Xo, ...

(c) um termo de conjuntos distinguido: thing

(d) simbolos auxiliares: (,), [, 1, »

(e) o simbolo de igualdade: =

(F) alguns determinadores l6gicos: todos, existe, nenhum, ambos, 1, 2, 3, ..., 11,21, 3!, ..., 0
1,02,03, ...

Na semantica de L(GQ), thing denota o conjunto E de todas as coisas (individuos,
objetos, elementos) do nosso modelo, ou seja, 0 conjunto dos individuos ou objetos do domi-
nio de discurso. A semantica dos determinadores numeéricos serd definida tal que 3 homens
correm significa que pelo menos trés homens correm; 3! homens correm significa que exa-
tamente trés homens correm; os 3 homens correm, tera significado apenas naqueles modelos

em que existem exatamente 3 homens e serd verdade se todos correm neste modelo.
Os simbolos ndo-logicos de L(GQ) sdo os seguintes:

(a) simbolos de constantes: ¢, d, ...
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(b) simbolos relacionais: R, S, ...

(c) determinadores ndo-logicos: D1, Do, ... (podem incluir muitos, a maioria, poucos, ...).

Existem seis regras de formacdo sintatica que servem para definir indutivamente trés
tipos de expressdes de L(GQ): termos de conjuntos (R; e Ry), quantificadores (Rs) e formulas
(R4, Rs & Re).

(R1) Todo simbolo de predicado é um termo de conjunto.

(R2) Se A é uma férmula e u é uma varidvel, entdo G[A] é um termo de conjunto.

(R3) Se D é um determinador e n € um termo de conjunto, entdo D(n) é um quantificador.

(R4) Se R é um simbolo de relagdo n-ario e ty, t, ..., ty SA0 constantes ou variaveis, entdo R(ty,
ty, ..., tn) é uma férmula. Da mesma forma, se n € um termo de conjunto e t é uma constante ou
variavel, entdo n(t) é uma férmula.

(Rs) Se Q é um quantificador e n € um termo de conjunto, entdo Q(n) é uma formula.

(Re) Se A e B sdo formulas, entdo AAB, AvB e ~A sdo formulas.

Abaixo segue a semantica de L(GQ).

Um modelo para L(GQ) é uma aplicacdo M = (E, || ||) que designa interpretacdes para

expressdes da linguagem. Designa para thing algum conjunto ndo-vazio E e designa para todo

simbolo bésico S uma interpretagdo || S || que satisfaz as regras (S1) — (Ss) abaixo.

(S1) Se t é uma constante ou variavel, entdo || t|| € E.

(S2) || thing || = E.

(Ss) || =1={«@ a/aeE}

(S4) Se R € um simbolo de relagdo n-ario, entéo || R || < Ex...xE (n vezes). Da mesma forma,

se U é um termo de conjunto basico, entdo || U || c E.

(Ss) Seja| Y | a cardinalidade do conjunto Y, entdo:
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(@) || algum || € uma aplicacdo que designa para todo A < E a familia || algum || (A) ={X c E
| XNA # @}.
(b) || todo || € uma aplicacdo que designa para todo A < E a familia || todo || (A) ={X c E/
A c X}
(¢) || nenhum || € uma aplicacdo que designa para todo A c E a familia || nenhum || (A) = {X
c E/ XNA =@}
(d) Para todo nimero natural n, || n |, || n! || e || 0 n || s@o aplica¢cBes em conjuntos definidas
por:
In ]l (A)={X<c E/[XNA|=n}
Int]l (A) ={X < E/[XNA|=n}

|| todo || (A), se |A| =n

lon]l (A)= o o
Indefinido, caso contrario

[l ambos || (A) =0 2 || (A)

|| nenhum || (A), se |A| =2

nenhum dos dois || (A) = L. , .
I I1(A) Indefinido, caso contrario

(Se) Se D é um simbolo de um determinador ndo-ldgico, entdo || D || designa para todo con-

junto A alguma familia de conjuntos que vivem em A.

A propriedade “vive em” é definida em (Barwise e Cooper, 1981, p. 178) da seguinte
maneira: Em um modelo M = (E, || ||), um quantificador Q vive em um conjunto Ac Ese Q é
um conjunto de subconjuntos de E com a propriedade que, para todo X c E, X € Q sg, e so-
mente se, (XNA) € Q.

As proximas regras, (S7) — (So), constituem uma definigdo de || S || por recurséo na
expressdo S de L(GQ), simultaneamente, para todo modelo M, em que || S || denota S com

respeito a M.

(S7) Se R é um simbolo relacional n-ario, entdo:



29

Lsed[tall [It2fl, . I tall> € I R

| R(tw, ta, ..oy t) || =
O sedltell Itz ll, - ltall> 2 IRl

Da mesma forma, se 1 € um termo de conjunto, entéo:

Lselltllelnll

Im@® 1=
0, sefft]lellnll

(Sg) Se D é um determinador e n é um termo de conjunto, entdo o quantificador D(n) denota o
resultado da aplicacdo da denotacéo de D na denotacdo de n, ou seja, || DM) [ = D || (|| n [])-

Esta é uma familia de conjuntos que vive em || n ||.

(So) Se Q é um quantificador e y é um termo de conjunto, entdo Qy denota verdade ou falsi-

dade dependendo da denotagéo de y ser ou ndo um dos conjuntos na denotacéo de Q, ou seja:

LsellwllellQll

I Qu Il =
0, seflwlellQll

(S10) Para os operadores usuais, as regras utilizadas sdo as mesmas.

LsellAll=1IB]I=1

I ANBII= 0, caso contrario
|AVB | 1,se||Al]l=1ou| B =1
\V4 =
0,se[|All=]IB]|=0
1,se||A|[=0
II~All= _
0,se||A]l=1

Além da apresentacdo da semantica e da sintatica desta l6gica com quantificadores ge-

neralizados, Barwise e Cooper (1981) falam sobre aplicagcdes para expressdes substantivas do
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inglés e relacionam os quantificadores generalizados a teoria linguistica, ndo faremos estas

discussdes neste trabalho.

1.3.3 Sobre a teoria de quantificadores generalizados de Barwise e Cooper

Analisando os estudos de Barwise e Cooper temos a impressdo de termos encontrado
uma sintaxe e uma semantica que abrangem tudo o que identificamos como quantificadores.
Estariamos considerando, assim, que todos os quantificadores sdo expressfes substantivas e
que todas as expressdes substantivas sdo quantificadores.

Porém, o assunto ndo é tdo simples e uma teoria geral sobre quantificadores ndo foi
estabelecida completamente pela teoria de Barwise e Cooper (1981). Encontramos em (Loeb-
ner, 1987) uma revisdo critica das afirmacdes empiricas contidas na Teoria sobre Quantifica-
dores Generalizados.

Em (Barwise e Cooper, 1981) encontramos a seguinte afirmac&o:

Provavelmente seria errado afirmar que os NP’s sdo os Unicos quantificadores da
linguagem natural. (Parece possivel, por exemplo, que os advérbios temporais ex-
pressem quantificadores sobre momentos ou intervalos de tempo, como tem sido su-
gerido por Partee (1973); Dowty (1979) e outros). Parece razovel, no entanto, afir-
mar que as expressdes substantivas da linguagem sdo todos e somente os quantifica-
dores sobre o universo de discurso, ou seja, 0 conjunto E de coisas fornecidas pelo

modelo (Barwise e Cooper, 1981, p. 177, tradugdo nossa).

O trecho “as expressdes substantivas de uma linguagem sdo todos e somente 0s quan-
tificadores sobre o0 universo de discurso” é citado por Loebner (1987, p. 181) a fim de iniciar
uma discussdo sobre este fato ndo ser tdo fechado, nem téo feliz ou desejavel como Barwise e
Cooper supdem. Colocamos um trecho maior para mostrar que em (Barwise, Cooper, 1981)
ha indicios de duvidas acerca desta afirmacdo. No entanto, tanto o que Loebner (1987) deseja
discutir, quanto o fato de Barwise e Cooper (1981) assumirem que existem outros quantifica-
dores, pelo menos os quantificadores advindos de advérbios temporais, que ndo sdo expres-
sBes substantivas, nos diz que a sintaxe e a semantica apresentadas em (Barwise, Cooper,

1981) ndo d&o conta de todos os quantificadores da linguagem natural.
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Loebner (1987) argumenta, ainda, que existem, na literatura, trés subclasses de subs-
tantivos: substantivos definidos, substantivos indefinidos e substantivos quantificacionais em
sentido estrito, sem considerar a quarta subclasse de substantivos interrogativos. As trés sub-
classes de substantivos diferem sintatica e semanticamente e somente na Ultima, em geral, 0s
substantivos devem ser considerados quantificadores.

Segundo o autor, nem substantivos definidos, nem indefinidos sdo quantificadores.
Pois, substantivos definidos sdo termos, e a propria distincdo entre termos e quantificadores é
suficiente para justificar a distingdo. J& os substantivos indefinidos podem ocorrer em senten-
cas quantificacionais, porém neste caso, 0 contexto deve cumprir algumas condigdes e, desta
forma, substantivos indefinidos ndo podem ser simplesmente considerados como quantifica-
dores.

Assim, apesar de a teoria proposta por Barwise e Cooper (1981) ser importante para a
teoria dos quantificadores generalizados e servir de base para diversos pesquisadores, como
Benthem (1983), Westerstahl (2006) e outros, ndo consegue captar a nogéo geral de quantifi-

cadores.

1.4 Definicbes e abordagens dos quantificadores

1.4.1 Abordagens dos quantificadores

De acordo com (Hintikka, Sandu, 1994) podemos distinguir trés abordagens, ou inter-
pretacOes, diferentes para analisar de que forma os quantificadores sdo usados nas linguagens

formais e naturais. A seguir citaremos estas abordagens:

(i) Quantificadores como predicados de ordem superior. Nesta abordagem, por exem-

plo, o quantificador existencial na expressdo Ix A(X) significa que o predicado A(X) ndo €
vazio. Esta interpretacdo € a mais popular, podendo ser considerada padrdo e é defendida,

entre outros, por Quine® e Davidson?.

! Willard Van Orman Quine
2 Donald Herbert Davidson
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(if) Interpretacéo substitucional dos quantificadores. A expressdo mencionada no item

(i) é interpretada como ‘pelo menos uma instancia substituida de A(x) é verdadeira’. Esta

abordagem é defendida, dentre outros, por Mates® e Marcus®.

(i) Quantificadores incorporando funcdes de escolha. Nesta abordagem, quantificado-

res sdo expressos por locugdes tal como ‘dado um valor de x, pode-se encontrar um valor de y

tal que...”.

A abordagem em (i) é conhecida como interpretacdo objetual. De acordo com (Frapol-
li Sanz, 2007), o filésofo americano Willard van Orman Quine foi o primeiro a desenvolver e
defender esta interpretacdo. Isto aconteceu devido a conexdo que Quine acredita existir entre
os quantificadores e a ontologia.

Aparentemente, a escolha da abordagem parece ndo importar, porém a escolha acarre-
tard em consequéncias filosoficas importantes. Haack (2002) trata de duas interpretacGes, a
objetual e a substitucional, que correspondem respectivamente aos itens (i) e (ii) abordados

acima. Para a autora:

Vai fazer diferenca para a definicdo de verdade para sentengas quantificadas qual in-
terpretacdo dos quantificadores for adotada... Se os quantificadores séo interpretados
substitucionalmente, entdo a verdade das férmulas quantificadas pode ser definida
diretamente em termos da verdade de fdrmulas atdmicas... Se os quantificadores séo
interpretados objetualmente, a definicdo de verdade vai ser menos direta (HAACK,
2002, p. 85).

Aqui, vemos maneiras distintas de se interpretar os quantificadores e, como exposto
acima, este estudo faz discussdes pertinentes em relacdo a teorias da quantificacdo, porém,

ndo define o que sdo quantificadores (nem se propde a tal fato).

% Benson Mates
4 Ruth Barcan Marcus
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1.4.2 Definig¢Oes de quantificadores

Existem muitos estudos sobre os quantificadores e muitas propostas surgiram apos 0s
quantificadores generalizados desenvolvidos por Mostowski, a maioria com a intencdo de
tentar aproximar ao maximo uma linguagem formal da linguagem natural. No entanto, o que
sdo os quantificadores da linguagem natural?

Né&o foi encontrada uma defini¢do geral que abranja todos os quantificadores contidos
na linguagem natural. Também ainda ndo se conseguiu fazer isto formalmente, pois as pro-
postas conseguem tratar apenas de alguns gquantificadores especificos da linguagem natural.
Escreveremos abaixo algumas defini¢des encontradas em dicionarios.

Segundo o Dictionary of classical and theoretical mathematics:

Quantificadores sdo usados a fim de quantificar se elementos com certa pro-
priedade existem em um universo particular. Os quantificadores sdo denotados sim-
bolicamente por 3 (o quantificador existencial) e V (o quantificador universal). A in-
terpretacdo do quantificador existencial (3x)[...] é que existe um objeto x (possivel-
mente mais do que um) no universo com a propriedade [...]. A interpretacdo do
quantificador universal (Vx)[...] é que todo objeto x no universo possui a proprieda-
del..]

Nota-se que apenas um quantificador é suficiente, desde que (VX)[...] é logi-

camente equivalente a —(3x)—[...] (Cavagnaro, Haight, 2001, p. 99, traducéo nossa).

Ainda segundo o Dictionary of classical and theoretical mathematics os quantificado-
res existencial e universal sdo utilizados na teoria dos grupos.

Com base nesta definicdo de quantificadores, pode-se pensar que a Légica utiliza ape-
nas os quantificadores universal e existencial, o que ndo é verdade. Como vimos, ha autores,
da area da Ldgica, como Mostowski, interessados em quantificadores que diferem do univer-
sal e do existencial.

Para o Dicionario Oxford de Filosofia:

Informalmente um quantificador é uma expressdo que assinala a quantidade de vezes
que um predicado é satisfeito numa classe de coisas (i.e., num “dominio”)’. Assim,
ao investigar uma classe de criangas e suas dietas, poderiamos descobrir que algu-
mas comem bolos, ou que todas comem bolos, ou que nem todas comem bolos, ou
que nenhuma come bolos. “Alguns” e “todos” séo representados na légica moderna
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por quantificadores. O ponto importante é que este tratamento afasta a idéia de que

termos como “algo”, “nada” e seus cognatos sdo uma espécie de nomes (BLACK-
BURN, 1997, p. 328).

O Dicionario Oxford de Filosofia fala também dos quantificadores classicos, do fato
que podemos definir o que chama ‘quantificadores matematicos’ como, por exemplo, “mais
da metade” e “exatamente um”. E sobre a existéncia de ‘quantificadores de pluralidade’ como
é o0 caso de “muitos” e “poucos”, afirmando que estes sdo menos comuns. Ademais, define

quantificadores em termos formais da seguinte maneira:

...um quantificador liga uma variavel, transformando uma frase aberta com n varia-
veis livres diferentes numa outra frase com n-1 variaveis livres diferentes (uma letra
individual conta como uma s6 variavel, apesar de poder ocorrer varias vezes numa
férmula). Quando nédo restam quaisquer variaveis livres temos uma frase fechada,
i.e., uma frase que pode ser avaliada como verdadeira ou falsa num dominio. Por
exemplo, a partir da frase aberta Fx A Gx podemos formar a frase fechada (3x) (Fx
A GX), que significa que algo é simultaneamente F e G. A Unica variavel, x, esta li-
gada nas duas ocorréncias (BLACKBURN, 1997, p. 328).

Uma ultima definicdo sobre quantificador que serd exposta € a encontrada no Diciona-

rio de Légica:

Sumariamente, quantificadores sdo palavras ou expressdes que se prestam para indi-
car que houve quantificacdo. Ao lado de numerais, a lingua comum admite inimeros

quantificadores. Entre eles, todos, muitos, alguns, varios, cada, um, punhado, diver-

sos, um determinado, etc. A Logica tem-se concentrado em dois desses quantifica-
dores: ‘todos’ e “‘alguns’ (embora, é claro, em estudos especializados outros quanti-
ficadores tenham sido considerados).

Vaérios simbolos tém sido adotados para indicar a quantificacdo universal (corres-
pondente a ‘todos’) e a existencial — que, preferentemente, seria denominada quanti-
ficacdo particularizadora (correspondente a ‘alguns’). Aqui, usaremos o “A” inverti-
do V e 0 “E” rebatido 3, respectivamente. Ao lado desses dois, hd o quantificador
individualizador (ou descritor), também frequentemente empregado (para o qual se
usa a letra grega iota, 1) (HEGENBERG, 1995, p. 170-171).
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E notdrio que estas defini¢des, apesar das duas Gltimas néo citarem apenas 0s quantifi-
cadores classicos, ndo conseguem definir de forma geral o conceito de quantificadores como
gostariamos de encontrar.

Descrevemos neste capitulo os esforcos de diversos pensadores que contribuiram com
estudos sobre quantificadores. Desde Aristdteles, que ja trabalhava com os quantificadores
universal e existencial; Frege e Pierce que desenvolveram teorias para tratar dos quantificado-
res; teorias sobre quantificadores generalizados, mais especificamente as teorias de Mostows-
ki (1957) e Barwise e Cooper (1981); discussdes em relacdo as abordagens dos quantificado-
res e até defini¢Bes vindas de dicionarios. No entanto, parece ndo haver uma definigdo geral
gue abranja todos os quantificadores, nem formalmente, nem na linguagem natural. Acredito,
assim, que ainda ha muito a ser desenvolvido nesta area e é por este motivo que estudaremos
o quantificador apresentado em (Sette, Carnielli, Veloso, 1999) e daremos algumas contribui-

¢cOes em relacdo a este quantificador, que chamaremos de ‘quase sempre’.
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2 A LOGICA DO PADRAO E A LOGICA DO ULTRAFILTRO

Neste capitulo, de maneira geral, fazemos algumas consideragdes a respeito das 16gi-
cas ndo-monotonicas; apresentamos a Ldgica do Padrdo, introduzida por Reiter (1980), e a

Ldgica do Ultrafiltro, introduzida por (Sette, Carnielli, Veloso, 1999).

2.1 Logicas nao-monotoénicas

Uma conveniente caracteristica da l6gica classica de primeira ordem é que ela € mono-
tonica, ou seja, se um conjunto de formulas (I') deduz uma determinada férmula (o) e este
conjunto (I') é subconjunto de outro conjunto de formulas (A), entdo este outro conjunto de
férmulas (A) também deduz esta determinada formula (o). A monotonicidade é uma impor-
tante ferramenta dentro de um sistema ldgico, pois se obtemos certas propriedades a partir de
um conjunto de premissas dadas e, posteriormente, incluimos novas informacGes como pre-
missas, ndo ha necessidade de deduzirmos novamente os resultados obtidos previamente.

No entanto, em situacfes do cotidiano, parece que nem sempre raciocinamos desta
forma. Segundo Antonelli (2010), um exemplo claro de que nem sempre raciocinamos de
acordo com a monotonicidade é a suposi¢do de inocéncia num sistema juridico em que a par-
tir do fato que ‘x é julgado’, conclui-se que ‘x é inocente’, mas é evidente que a conclusao
pode ser modificada caso se obtenha novas evidéncias comprovando a culpa de x.

Outro exemplo de raciocinio ndo-monotdnico, também dado por Antonelli (2010), é o
seguinte: em geral, os mamiferos ndo voam. Assim, ndo voar pode ser considerada uma carac-
teristica tipica dos mamiferos. Desta forma, ao sabermos que x é um mamifero, concluiremos
gue x ndo voa. No entanto, essa conclusdo pode ser mudada, por exemplo, pela informacgéo de
que x é um morcego. O que ainda ndo é imutavel, pois podemos receber a informacéo que x é
um morcego recém-nascido e, é claro, morcegos recém-nascidos ainda ndo sabem voar.

Raciocinios do cotidiano, como apresentados acima, sdo ndo-monotdnicos. Neles, uma
conclusdo pode ser deduzida mesmo com informacbes incompletas e, depois de deduzida,
pode ser alterada por meio de novas informagfes. As l6gicas ndo-monotbnicas surgem na
tentativa de formalizar este tipo de raciocinio. Elas admitem inferéncias realizadas na ausén-

cia de informacGes e estas inferéncias podem ser invalidadas por novas informagoes.
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De acordo com Antonelli (2010), numa estrutura ndo-monotdnica surgem dois diferen-
tes tipos de conflitos: (i) os conflitos entre as conclusdes revogaveis e "fatos concretos"”, que
podem ser fatos recém-adquiridos, e (ii) os conflitos entre duas conclusfes revogaveis (muitos
formalismos, por exemplo, fornecem algumas formas de regras de inferéncia revogaveis, e
essas regras podem ter conclusdes conflitantes). Com o surgimento de conflitos, deve-se ten-
tar preservar ou restabelecer a consisténcia.

Ainda segundo Antonelli (2010), as l6gicas ndo-monotdnicas tratam os conflitos do
primeiro tipo de forma simples, j& que estd na esséncia do raciocinio revogavel que as conclu-
sOes podem ser mudadas quando novos fatos sdo aprendidos. No entanto, os conflitos do se-
gundo tipo podem ser tratados de duas maneiras: podemos fazer inferéncias de forma crédula
ou cética. O raciocinio crédulo compromete-se com todas as conclus@es revogaveis possiveis
e com a exigéncia de que haja consisténcia entre elas; enquanto o raciocinio cético ndo parece
favoravel a conclusdes revogaveis conflituosas.

Grécio (1999, p. 60) define sistemas crédulos como os “que definem os teoremas co-
mo aquelas proposicBes que aparecem em alguma das extens@es possiveis da teoria” e siste-
mas céticos como o0s “que definem seus teoremas como aquelas proposicfes que aparecem em
todas as extensdes da teoria”.

Segue um exemplo conhecido como “diamante de Nixon”, apresentado em (Antonelli,
2010), que ajuda a compreender melhor a distin¢do entre estes dois sistemas ou raciocinios.

Temos a informacéo (revogavel) que um determinado individuo, Nixon, é tanto um
Quaker quanto um republicano. Sabendo-se que Quakers, em geral, sdo pessoas pacificas e
gue os republicanos, em geral, ndo o sdo, o que devemos concluir (revogavelmente) deste
corpo de conhecimento? Mais especificamente, devemos concluir que Nixon é um pacifista
ou n&do?

Tendo em vista um pensador crédulo, pelas informacdes oferecidas, ele ndo tem ne-
nhuma razdo para preferir qualquer conclusdo ("Nixon é um pacifista”, "Nixon ndo é um paci-
fista"). No entanto, certamente ele ird se comprometer com uma delas. Por outro lado, o pen-
sador cético reconhece que este ndo é um conflito entre fatos e conclusdes revogaveis, mas
entre duas diferentes conclusdes revogaveis e ndo assume conclusdo alguma.

Em (Grécio, 1999, p. 60-61) encontramos dois exemplos que nos mostram que em
determinadas situacdes é melhor termos um raciocinio crédulo e em outras um raciocinio céti-
co. O primeiro exemplo foi elaborado por Doyle e Wellman e trata-se da situacdo em que um
burro deve optar por um fardo de feno que esta proximo ou por um balde de magas que esta

longe. Sabe-se que burros preferem uma comida que esteja proxima, mas também preferem
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magcds a feno. Desta forma, € vantajoso optarmos por um raciocinio crédulo, pois se optarmos
por um raciocinio cético, a conclusdo seria que o burro ndo deveria optar por alimento algum,
mas dai ele morreria de fome, 0 que nédo é vidvel. O segundo exemplo foi elaborado por Kautz
e Selman e nele temos como hip6tese que bagas sdo comestiveis e que frutas verdes sdo vene-
nosas. Neste caso, se encontrarmos uma baga verde, a conclusdo mais sensata deve ser a de
um raciocinio cético, ou seja, ndo assumirmos alguma conclusdo como verdadeira (que “de-
vemos comer a baga” ou que “ndo devemos comer a baga”) até que mais informacGes sejam
acumuladas, pois uma pode levar a fome e outra & morte.

Para Antonelli (2010), o surgimento de trabalhos que dizem respeito as ldgicas néo-
monotbnicas vem da percepg¢do de que a logica classica de primeira ordem é insuficiente para
representar raciocinios revogaveis. Esta percepcdo foi acompanhada pela tentativa de repro-
duzir com sucesso a logica classica de primeira ordem num raciocinio representado matemati-
camente, ou formalmente.

Os primeiros trabalhos a desenvolverem l6gicas ndo-monotdnicas foram propostos no
final dos anos 1970 por J. McCarthy, D. Mc Dermott & J. Doyle e R. Reiter. Um aconteci-
mento importante que fez vir & tona as pesquisas nesta area aconteceu em 1980, com a revista
Artificial Intelligence, que publicou uma edigdo dedicada a estes formalismos néo-
monotdnicos. Daremos aqui atengdo especial a um destes formalismos, o proposto por R. Rei-
ter: a Logica do Padrédo (Default Logic). Assumimos a traducdo de Default Logic como L6gi-

ca do Padréo, assim como esta em (Gracio, 1999).

2.2 A Logica do Padréo de Raymond Reiter

R. Reiter publicou um artigo, em 1980, na revista Artificial Intelligence, intitulado “A
logic for default reasoning”, em que introduz a Légica do Padrdo. Esta secdo serd baseada
neste artigo.

A preocupacdo de Reiter (1980) foi com argumentos padrfes do tipo “na auséncia de
alguma informacdo contréria, assume-se...”, ou seja, argumentos que ‘quase sempre’ sdo ver-
dadeiros, com algumas exce¢es. Este tipo de argumento € muito encontrado em nosso cotidi-
ano e frequentemente ocorre na literatura da Inteligéncia Artificial.

Reiter (1980) nos da alguns exemplos de argumentacdes padrdes. Por exemplo, a mai-

oria dos péssaros voa, exceto alguns pinguins, avestruzes, entre outros. Desta forma, dado um
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passaro, assumiremos que ele voa, a ndo ser que percebamos que ele corresponde a uma das
excecdes. Podemos representar esta situacdo, na logica classica de primeira ordem, da seguin-
te maneira: Vx[(Passaro(x) A =Pinguim(x) A =Avestruz(x) A ...) — Voa(x)]. Porém, com esta
representacdo na légica classica de primeira ordem, se de um individuo temos apenas a infor-
macao que ele € um péssaro, entdo ndo podemos concluir que ele voa, mas, gostariamos, in-
tuitivamente, de deduzir isso.

Assim, a ferramenta utilizada por Reiter nesta situacdo é a expressdo “se X é um passa-
ro, entdo, na auséncia de qualquer informagéo contréria, inferimos que x pode voar”. Basta,
entdo, interpretar a frase “na auséncia de qualquer informagdo contraria”. A interpretacdo é
feita a partir da expressdo “é consistente assumir que x pode voar”. Logo, a situacdo acima é
expressa da seguinte maneira: “Se x € um passaro e é consistente assumir que X pode voar,
entdo inferimos que x pode voar”. De maneira formal, temos a regra do padréo (default rule) a

sequir:

passaro(x) : M voa(x),

voa(x)

em que lemos M como “é consistente assumir que”.

Reiter (1980) ressaltou que esta regra providencia uma representacdo para o quantifi-
cador ‘quase todos’ ou ‘quase sempre’ em termos de padrdo, sem utilizar distribuicGes de fre-
guéncia ou ldgicas fuzzy.

De acordo com Gracio (1999, p. 60), a Logica do Padrdo pertence ao grupo de siste-
mas crédulos, e percebemos facilmente isto por meio do exemplo a seguir, dado por Reiter
(1980, p. 86).

Os padrdes que seguem podem existir naturalmente ao supormos que a cidade natal de
uma pessoa é a cidade natal de seu (sua) cdnjuge e que a cidade natal de uma pessoa é a mes-
ma do seu local de trabalho:

cbnjuge(x, v) A cidade natal(y) = z : M cidade natal(x) = z

cidade natal(x) = z

trabalho(x, y) A local(y) = z : M cidade natal(x) = z

cidade natal(x) = z
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Se a cidade natal do conjuge de uma pessoa e 0 local de trabalho desta pessoa forem
cidades distintas, entdo concluiremos que a cidade natal desta pessoa pode estar em duas ci-
dades diferentes. Como ‘cidade natal’ é uma funcéo, podemos deduzir uma inferéncia de cada
vez, mas ndo ambas simultaneamente. Esta seria uma situagdo incoerente em um sistema 16gi-
co convencional, porém, como se tratam de crengas, 0 exemplo faz sentido desde que ndo
assumamos duas cidades distintas ao mesmo tempo. A regra do padréo serve para completar a
teoria de primeira ordem subjacente e ha varias maneiras de se fazer isto. Dessa forma, cada
padrdo resultard numa extensao diferente de uma teoria de primeira ordem e, consequente-
mente, em diferentes conjuntos de crengas em relacdo ao mundo. Percebemos, com esse
exemplo, que a Légica do Padrdo realmente é um sistema crédulo.

A Ldgica do Padrdo é uma extensao da logica classica de primeira ordem £ (com sim-
bolos para relagdes, funcBes e constantes) e € formalizada através do acréscimo de padrdes.

Um padrdo é uma expressao da forma:

oX) : MB1(x), MBa(X), ... , MBr(X)
v(x)

em que aX), B1(X), B2(X), .. , Ba(X), w(X) sdo formulas cujas variaveis livres estdo entre aque-
las do vetor X = (X1, X2, ..., Xm). As formulas a(x) e y(x) sdo chamadas, respectivamente, de

pré-requisito e consequente do padrao.

Seguem algumas defini¢Bes dadas por Reiter (1980) com o intuito de formalizar a teo-

ria do padréo.

Definicdo 2.2.1 (Reiter, 1980, p. 88): Um padrédo é fechado se, e somente se, nenhuma das

formulas o, B1, B2, ... , Pn, ¥ CONtEM variaveis livres.

Definicdo 2.2.2 (Reiter, 1980, p. 88): Uma teoria do padrédo é um par (D, W), em que D é um

conjunto de padrbes e W € um conjunto de formulas fechadas. Os conjuntos D e/ou W nao
precisam ser finitos; eles sdo, no entanto, no maximo infinitos contaveis, em vista da enume-
rabilidade de £. Uma teoria do padrédo (D, W) é fechada se, e somente se, todo padrdo de D é

fechado.
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Definicdo 2.2.3 (Reiter, 1980, p. 89): Seja A = (D, W) uma teoria do padrdo fechada, tal que

todo padrdo de D tenha a forma (a: MB1, My, ..., MBn/ v), em que a, B1, B2, ... , Bn, ¥ S80
férmulas bem formadas de L. Para todo conjunto de formulas bem formadas fechadas S < £,

seja I'(S) o menor conjunto que satisfaz as trés propriedades seguintes:
(W cI(S);
(i) The (T(S)) = T(S);°

(iii) Se (a: MB1, MBy, ... , MBn/ y) € D, a € T'(S) e —f1, =B2, ... , =PBn & S, entdo y e I'(S).

Definicdo 2.2.4 (Reiter, 1980, p. 89): Um conjunto de férmulas bem formadas E < £ é uma

extensdo para uma teoria do padrdo fechada A se, e somente se, I'(E) = E, ou seja, se, e So-

mente se, E é um ponto fixo do operador T'.

Reiter (1980, p. 94) define teorema de uma teoria do padrdo como qualquer formula
que pertenca a N0 minimo uma extensdo da teoria. Assim, uma teoria do padréo é consistente
se, e somente se, ela tem uma extensédo consistente.

Ele utiliza esta definicdo e ndo outra, como a de McDermott e Doyle, que define um
teorema em uma teoria hdo-monotdnica como a intersecgdo de todos os pontos fixos de uma
teoria, por ter a intencdo de determinar, através do raciocinio por padrdo, um conjunto consis-
tente de crencas sobre 0 mundo, expresso, huma teoria, por uma extensao. Desta forma, é pos-
sivel fazer inferéncias numa extensdo até que novas evidéncias cheguem e exijam a revisao do
conjunto de crengas, ou seja, 0 que foi deduzido até aquele momento.

Dessa forma, Reiter define uma teoria da prova que, dada uma férmula o, determina
se existe ou ndo uma extensdo que contém o, ao invés de determinar se o pertence a todas as
extensodes.

Um problema desta formalizacdo é que existem teorias do padrdo que ndo possuem
extensdo e ndo ha como se saber para quais teorias as extensdes podem ser geradas. Para mi-

nimizar este problema, Reiter busca teorias nas quais ele possa provar que extensfes existem.

® O conjunto Thy (I) é o fecho dedutivo do conjunto ' em &£, ou seja, The () = {a € £/ T + o}, composto por
aquelas formulas que sdo dedutiveis a partir de I'.



42

Definigdo 2.2.5 (Reiter, 1980, p. 95): Para as formulas o(x), y(X) € £, um padrdo €é dito nor-

mal se possui a seguinte forma:
a(x) : My (x)
v (X)

Definicdo 2.2.6 (Reiter, 1980, p. 95): Uma teoria do padrdo (D, W) é normal se, e somente se,

todo padrédo de D é normal.

Reiter demonstra alguns resultados importantes para qualquer teoria do padréo normal

fechada. Seguem alguns destes resultados:

Teorema 2.2.1 (Reiter, 1980, p. 95): Toda teoria do padrdo normal fechada possui uma exten-

Sao.

Dentre estes resultados, temos o teorema da semi-monotonicidade, que permite que
em uma teoria do padrdo normal fechada ndo seja necessario considerar todos os padrdes da
teoria para determinarmos uma deducdo de um teorema. Outro resultado importante é o da
completude para este tipo de teoria. Porém, ndo é a mesma completude conhecida na l6gica
classica, por ndo envolver conceitos semanticos da teoria desenvolvida. Seguem os enuncia-

dos destes teoremas:

Teorema 2.2.2 (Reiter, 1980, p. 96): (Semi-monotonicidade) Suponha que D e D’ sdo conjun-

tos de padrBes normais fechados com D’ < D. Seja E’ uma extensdo para a teoria do padrao

normal fechada A’ = (D’, W) e seja A = (D, W). Entéo, A tem uma extensao E tal que E’ c E.

Teorema 2.2.3 (Reiter, 1980, p. 103): (Completude) Seja . € £ uma férmula fechada. Uma

teoria do padréo normal fechada consistente A tem uma extensdo E tal que o € E se, e somen-

te se, o tem uma demonstragdo com respeito a A.

Uma critica relevante em relagdo & Ldgica do Padrdo de Reiter, de acordo com (Gré-
cio, 1999), é a desvantagem, no ambito computacional, dada pela falta de localidade dos pro-
cedimentos de deducdo dos sistemas ndo-monotbnicos. Exceto para as teorias padrfes nor-

mais fechadas, como visto no Teorema 2.2.2, em todas as deducdes feitas num sistema néo-
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monotdnico precisamos analisar todas as regras que formalizam as crengas existentes, as su-
posigdes iniciais e 0s teoremas ja deduzidos para que ndo surja alguma inconsisténcia no sis-
tema.

Por esta e outras desvantagens dos sistemas ndo-monotodnicos, Sette, Carnielli e Velo-
s0 (1999) desenvolveram um sistema monotdnico, baseado no conceito de ultrafiltro, a fim de

substituir a Légica do Padrdo. Na proxima se¢do apresentaremos brevemente este sistema.

2.3 A Logica do Ultrafiltro

Segundo Grécio (1999), a primeira tentativa de substituir a Logica do Padréo de Reiter
por um sistema monoténico foi baseada no conceito de ultrafiltro e surgiu com W. A. Carni-
elli e A. M. Sette, em 1994, no “Workshop on logic, language, information and computation”
(WOLLIC’94). Em um primeiro momento, a abordagem recebeu muitas criticas, mas, poste-
riormente gerou novos trabalhos juntamente com P. A. S. Veloso, feitos de forma mais cuida-
dosa e detalhada.

Em (Sette, Carnielli, Veloso, 1999) encontramos um sistema légico monotdnico com o
intuito de formalizar as nocBes de ‘quase todos’ ou ‘quase sempre’ atraves da introducgdo de
um quantificador generalizado na linguagem classica de primeira ordem.

Para tratar a nogdo de ‘quase todos’ por meio de uma interpretacdo conjuntista, faz-se
uso da expressdo ‘quase tdo grande quanto’. Desta forma, a sentenca “quase todos 0s passaros
voam” seré verdadeira se, e somente se, “0 conjunto dos passaros que voam é gquase tdo gran-
de quanto o conjunto dos péssaros”.

Verifica-se que subconjuntos de um dado conjunto universo B sdo ‘quase tdo grandes

guanto B’ através da definicdo de familia de conjuntos grandes.

Definicdo 2.3.1: Uma familia de conjuntos grandes sobre um universo B é uma colecdo F de

subconjuntos de B tal que, para X, Y < B:

) XeFeXcY=>YedF

(i) XeFeYeF=XnY edF
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(iii) X € F ou X e F, em que X° denota o complementar de X

(V) & ¢ F.

Estas no¢des nos remetem a nogdo de ultrafiltro. Assim, a Ldgica do Ultrafiltro é for-
malizada numa linguagem L(V) que é uma extensdo da linguagem classica de primeira ordem
L (com simbolos para relagdes, fungdes e constantes), obtida através da inclusdo do quantifi-
cador generalizado V. Denotamos a Légica do Ultrafiltro por L(V).

As formulas de £(V) sdo as formulas da légica classica de primeira ordem £ acresci-
das das seguintes: Se ¢ é uma formula de L(V), entdo Vx ¢ é uma férmula de £(V). Os axio-

mas de £(V) séo formados por todos os axiomas de £ mais 0s seguintes:

(V1) VX (¢(X) = y (X)) = (VX 9(X) = VX y(X))
(V2) (VX 0(X) A VX y(X)) = VX (9(X) A (X))
(V3) VX o(X) v VX —=0(X)

(Va) VX @(x) = 3x 9(X).

As regras de inferéncia do sistema sdo:

Modus Ponens (MP): ¢, ¢ — y F y
Generalizagdo (Gen): @ + VX ¢(X).

Os novos axiomas podem ser entendidos intuitivamente. Considerando o conjunto A
de elementos que satisfazem ¢ e 0 conjunto B de elementos que satisfazem v, temos que 0s

axiomas (V1), (V2), (V3) e (V4) nos dizem, respectivamente:

(i) Se A = B e A é grande, entdo B é grande.
(ii) Se A e B séo grandes, entdo A N B é grande.
(iii) A é grande ou A® é grande.

(iv) Conjuntos grandes ndo sdo vazios.
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Na proposicéo a seguir, temos algumas demonstragdes de resultados encontrados em
(Sette, Carnielli, Veloso, 1999). Ressaltamos que ao escrevermos (CPC) queremos dizer que a

passagem segue por algum resultado do célculo proposicional classico.

Proposicdo 2.3.1: As férmulas seguintes sdo demonstraveis em L(V):

(1) VX @(X) = VX 0(X).
(i) =VX (X) <> VX —0(X).
(i) VX (w(X) A (X)) = (VX y(X) A VX 0(X)).

Demonstracao:

(i)

1. VX wy(X) v VX =y (X) (Va)

2. (Vxy(x) v VX =y (X)) = (VX y(X) = VX —y(X) (CPC)

3. =X y(X) = VX —y(X) (MP)em1le?2
4. VX y(X) = IX y(X) (Va)

5. VX y(X) = =X =y (X) (CPC)em 4

6. (VX y(X) = =VX =y(X)) = (==X =y (X) = =VX y(X)) (CPC)

7. == VX =y(X) > VX y(X) (MP)em5e6
8. VX =y (X) = =VXx y(X) (CPC)em 7

9. VX =y (X) — VX =y (X) (CPC)em 3e8
10. ¥X 9(X) — VX ¢(X) (CPC) em 9.
(i)

1. Vxo(X) v VX —0(X) (Vi)

2. (VX o(X) v VX=0(X)) = (VX 0(X) = VX —=0(X)) (CPC)

3. VX @(X) = VX —0p(X) (MP)em1le?2
4.¢ v =@ (CPC)

5. VX (p(X) v =9 (X)) (Gen)em 4

6. VX (=@(X) A ¢(x)) = IX (—=0(X) A 9(X)) (Va)

7. VX (=0(X) A (X)) = = VX =(=0(X) A 0(X)) (CPC)em6
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8. (VX (=0(X) A (X)) = =VX =(=0(X) A 9(X))) = (==X =(=0(X) A 9(X)) = =VX (—=0(X)

A 9(x)))

9. == VX =(=0(X) A 9(X)) = =VX (=0(X) A 9(X))
10. ¥X (=0 (X) A ¢(X)) = VX (=0(X) A (X))
1L VX (=9(X) v 0(X)) = = VX (=0(X) A 9(X))

12. (VX =9(X) A VX @(X)) = VX (=0(X) A (X))

(CPC)
(MP)em 7e8
(CPC)em 9
(CPC)em 9
(V2)

13. (VX =9(X) A VX 9(X)) = VX (=0(X) A ¢(X))) = (=VX (=0(X) A ¢(X)) = =(VX —0(X) A

VX 9(x))

14. VX (=9(X) A @(X)) = =(VX =0(X) A VX ¢(X))

15. VX (=0 (X) v ¢(X)) = =(VX =0(X) A VX ¢(X))

16. —(VX =@ (X) A VX ¢(X))

17. A(VX =9(X) A VX (X)) = (VX =0(X) — =VX (X))
18. VX —o(X) = VX 9(X)

19. (VX 9(X) = VX =0(X)) A (VX =0(X) = =VX ¢(X))
20. =VX 9(X) «> VX —=0(X)

(iii)

L VX ((W(X) A 0(X) = w(x) = (VX (W(X) A 9(X)) = VX (X))
2.(y Q) y

3. VX ((w(X) A 9(X)) = w(X)

4. VX (y(X) A 9(X)) = VX y(X)

5. VX ((w(X) A 9(x)) = 9(x)) = (VX (y(X) A (X)) = VX ¢(X))
6.(wrp)—o

7. VX ((w(X) A (X)) = 9(x))

8. VX (w(x) A 9(X)) = VX ¢(X)

9. (VX (w(X¥) A (X)) = VX y(X)) A (VX (y(X) A 9(X)) = VX 9(X))

(CPC)

(MP)em 12 e 13
(CPC)em 11e14
(MP)em5e 15
(CPC)

(MP)em 16 e 17
(CPC)em 3e18
(CPC) em 109.

(V1)

(CPC)

(Gen) em 2
(MP)em1e3
(V1)

(CPC)

(Gen) em 6
(MP)em5e7
(CPC)em4e8

10. (VX (w(X) A (X)) = VX (X)) A (VX (W(X) A 0(X)) = VX 9(X))) = (VX (w(X) A 9(X)) —

(VX y(X) A VX (X))
11 VX (w(X) A (X)) = (VX y(X) A VX 9(X))

(CPC)
(MP)em9e10.
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A interpretacdo semantica para as formulas de £(V) é definida estendendo a interpre-
tacdo usual de primeira ordem.

Uma estrutura padréo M" para £(V) consiste de uma estrutura de primeira ordem M
para £ e um ultrafiltro UM no universo M da estrutura M. Denotamos a estrutura padrdo por
MY = (M, UM). Esta estrutura é definida do modo classico quando o quantificador V néo

ocorre na formula e quando ocorre € definida por:

MY = Vx o(y, X)[a]se, e somente se, {be M: M" & o(y, X)[a, b]} € UM

Os autores demonstraram os teoremas da deducéo, correcdo e completude para este
sistema.
Na proxima secdo exporemos brevemente as ldgicas moduladas de Grécio (1999) que,

assim como a Ldgica do Ultrafiltro, introduzem um novo quantificador na linguagem.

2.4 As légicas moduladas

Grécio (1999) introduziu uma familia de sistemas logicos a fim de formalizar algum
tipo de argumento indutivo, em que cada representante é chamado légica modulada.
Cada sistema modulado possui um novo quantificador, Q, denominado quantificador

modulado. Sintaticamente, este novo quantificador Q é caracterizado pelos seguintes axiomas:

VX (9(X) < w(x)) = (Qx (¢(x)) < Qx (y(X)))

Qx (¢(x)) — Qy (o(y)), se y € livre para x em ¢(x)
QX (¢(¥)) — Ix (9(x))

VX (¢(X)) = Qx (¢(x)).

Uma l6gica modulada é uma extensdo da l6gica classica de primeira ordem pelo
acréscimo de Q na linguagem e dos axiomas acima no conjunto de axiomas da ldgica classica
de primeira ordem. As regras sao, apenas, a modus ponens e a generalizagdo. As formulas sdo
acrescidas das formulas obtidas pela clausula: se ¢ € uma formula, entdo Qx ¢ € uma formula.
A nocdo de variavel livre e ligada em uma férmula é estendida ao quantificador Q, de modo

natural.
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Gréacio (1999) trata de trés sistemas légicos que sdo particularizagdes da familia de
sistemas de logicas moduladas, sdo eles: a l6gica da maioria, a légica do muito e a logica do
plausivel. Os sistemas citados capturam, respectivamente, as no¢fes de quantidades: ‘a maio-
ria’, ‘muitos’ e ‘para uma ‘boa’ parte’.

A nocdo de ‘maioria’ surgiu primeiramente com Rescher (1962) em que o quantifica-
dor modulado para tratar desta nocgao é interpretado semanticamente através de uma colecdo
de subconjuntos do universo, cujos nimeros cardinais sejam maiores que os de seus comple-
mentos. Ja as nog¢bes de ‘muitos’ e ‘para uma ‘boa’ parte’ possuem seus quantificadores mo-
dulados interpretados semanticamente por estruturas denominadas, respectivamente, familia

fechada superiormente e pseudo-topologia.

De acordo com (Gréacio, 1999, p. 107), uma familia fechada superiormente S sobre um

conjunto A é uma colegdo de subconjuntos de A que satisfaz as seguintes condicdes:

(i) paratodos B,Cc A,seBeSeBcC,entio C e S
(i) A e S.

Uma pseudo-topologia, segundo (Gracio, 1999, p. 139), é uma familia J de subcon-

juntos de um conjunto X, chamados os subconjuntos abertos, que satisfaz as seguintes condi-

¢oes:

(i) a intersec¢do de dois subconjuntos abertos quaisquer é um subconjunto aberto
(ii) a reunido de dois subconjuntos abertos quaisquer é um subconjunto aberto
(iii) X é um subconjunto aberto

(iv) o subconjunto & ndo é um aberto.

A logica da maioria é uma légica modulada com a adigdo dos seguintes axiomas:

VX (9(¥) = w(x)) = (Qx (0(x)) — Qx (v (X))
QX (¢(¥)) = —Qx (=0(x))
(Qx (¢(X)) A QX (w(X))) — IX (¢(X) A y(X)).

A l6gica do muito é uma l6gica modulada com a adicdo do axioma:
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VX ((X) = w(x)) = (Qx (¢(x)) = Qx (y(X))).

A légica do plausivel é uma l6gica modulada com a adi¢do dos axiomas:

(Qx (¢(x)) A Qx (y(X))) = QX (@(X) A y(X))
(Qx (¢(X)) A Qx (w(X))) — Qx (9(X) v y(X)).

A Logica do Ultrafiltro também é um sistema particular de l6gica modulada.

2.5 A logica proposicional para ‘muitos’ e a l6gica proposicional do ‘plausivel’

Tendo em vista que as l6gicas moduladas foram abordadas num ambiente quantifica-
cional, posteriormente, foram introduzidas algumas I6gicas proposicionais para tratar das no-
¢Oes de ‘muitos’ e ‘para uma ‘boa’ parte’ em (Feitosa, Nascimento, Gracio, 2009a) e (Feitosa,
Nascimento, Gréacio, 2009b).

A logica proposicional para ‘muitos’ e a logica proposicional do ‘plausivel’, denota-
das, respectivamente, por £ (x) e L (®), sdo extensdes da ldgica proposicional classica. Apre-
sentamos a seguir, sucintamente, estes dois sistemas e suas algebras, que servem como estru-
turas semanticas.

A l6gica proposicional para ‘muitos’, £ (x), estende a ldgica proposicional classica
pelo acréscimo do novo operador * na linguagem proposicional classica e é determinada pelos

seguintes axiomas e regras:

Axiomas:

Axiomas proposicionais classicos
*(pv —0)

*p—0

*(PAy) — *o.

Regras de deducéo:

(MP)o, ¢ —» vy /ly
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(R*) F ¢ oyl *p o xy.

Uma algebra para ‘muitos’ € uma sétupla M = (M, A, v, ~, 0, 1, #), em que (M, A, v,
~, 0, 1) é uma algebra de Boole e # é o operador que interpreta a no¢do de ‘muitos’ e satisfaz

as seguintes condigdes:

MH#L=1
(i) #a<a

(iii) # (anb) < #a.

A légica proposicional do ‘plausivel’, £ (¢), estende a ldgica proposicional classica

pelo acréscimo do novo operador ¢ na linguagem proposicional classica e é determinada pe-

los seguintes axiomas e regras:

Axiomas:

Axiomas proposicionais classicos
OO A Sy — & (PAY)

ep Vv oy — & (pvy)

®0 — ¢

& (pv—0).

Regras de deducao:
(MP) ¢, 0 -y /vy

(RO Fo oyl F o ovy.

Uma algebra do “plausivel’ é uma sétupla P = (P, A, v, ~, 0, 1, ®), em que (P, A, v, ~,

0, 1) é uma algebra de Boole e ® é um novo operador que satisfaz as seguintes condigdes:

(i) @a A ©b < ® (arb)

(i) ®@a v ©b < © (avb)



51
(iii) ca<a

(iv) @1 = 1.

Os autores das logicas proposicionais apresentadas acima demonstram que elas sdo
corretas e completas.

A motivacdo deste trabalho surgiu dos trabalhos de (Feitosa, Nascimento, Gracio,
2009a) e (Feitosa, Nascimento, Grécio, 2009b), vistos acima, que introduzem, num ambiente
proposicional modal, l6gicas apresentadas inicialmente num ambiente quantificacional.

No préximo capitulo, que sera o principal capitulo desta Dissertacdo, introduziremos a
I6gica proposicional do ‘quase sempre’ e a algebra do ‘quase sempre’ baseadas na Logica do
Ultrafiltro.
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3 ALOGICA PROPOSICIONAL DO ‘QUASE SEMPRE’

Para a construcdo deste capitulo nos baseamos em (Feitosa, Nascimento, Grécio,
2009a), (Feitosa, Nascimento, Grécio, 2009b) e (Feitosa, Nascimento, Grécio, 2010).

Este capitulo possui um apéndice sobre reticulados, algebra de Boole, filtros e ultrafil-
tros. Dessa forma, quando utilizarmos como justificativas definicdes ou proposicbes que ini-
ciem com a letra A, por exemplo, Proposi¢do Al.3, estaremos nos referindo a Proposicéo 1.3
do Apéndice. O leitor familiarizado com os conceitos tratados no apéndice pode ler este capi-
tulo sem fazer a leitura prévia do apéndice, no entanto, sugerimos ao leitor que nao esta fami-

liarizado com estes conceitos que leia 0 apéndice para um melhor entendimento do capitulo.

3.1 A légica do ‘quase sempre’

Assim como foi feito na Légica do Ultrafiltro, vista no capitulo anterior, introduzire-
mos uma logica para tratar do conceito de ‘quase sempre’. Porém, ao invés de trabalharmos
num ambiente quantificacional, faremos isto num ambiente proposicional modal.

A légica proposicional do ‘quase sempre’, denotada por L(XX), é uma extensdo da 16-
gica proposicional classica. Assim, todos os resultados da l6gica proposicional cléssica, ou
célculo proposicional classico (CPC), sdo também resultados de £(Xf). Além destes resulta-
dos, teremos outros dados pelo novo operador 1dgico, que captura a nogéo de ‘quase sempre’.

Indicaremos o conjunto de varidveis proposicionais de £(3.¥) e o conjunto de formulas
de L(3X), respectivamente, por VarL(%t) e ForL(xx).

A logica proposicional do ‘quase sempre’ é determinada sobre a linguagem L(A, v,
—, —, X), em que A, v, — € — sd0 0s conectivos l6gicos usuais e £t é um novo operador. O
conjunto de formulas, ForL(%Y), é dado pelas formulas do CPC acrescidas das formulas obti-
das pela clausula: se ¢ é uma férmula, entdo Xt é uma formula. A légica L(3¥) fica determi-

nada por meio dos seguintes axiomas e regras de dedugao:

Axiomas:
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(Axo) Axiomas do calculo proposicional classico (CPC)
(AX1) (Xo A Xty) — 3o A )

(Axp) Lt v It—o

(Axz) XL — L.

Regras de deducao:

(MP)o -y, 0/y
(RX) F o — v/ Ftp — Lhy.

Observacg6es: Denotamos que a férmula 6 é deduzida a partir do conjunto I por " + 6. Quan-
do o conjunto I" é vazio, a expressdo + 0 denota que a formula 6 é um teorema de £(X¥). Além
disso, nossos axiomas e regras de deducdo sdo esquemas, ou seja, ¢ € y representam uma

férmula qualquer.

Os novos axiomas e regra de deducdo podem ser entendidos da seguinte maneira:

(Ax;1) Se ¢ ocorre ‘quase sempre’ e y ocorre ‘quase sempre’, entdo @Ay ocorre ‘quase sem-
pre’;
(Ax2) @ ocorre ‘quase sempre’ ou —@ 0ocorre ‘quase sempre’;

(Ax3) Se a contradigdo ocorre ‘quase sempre’, entdo a contradi¢ao ocorre;

(RXY) Se y ocorre quando ¢ ocorre, entdo y ocorre ‘quase sempre’ quando ¢ ocorre ‘quase

sempre’.

Proposicdo 3.1.1: - =t

Demonstracao:

L — 1 (AX3)

2. F (XL — 1) > (=L — —%tl) (CPC)
3kl > —3tl (MP)em1le?2
4. F—L (CPC)

5 F =3t (MP)em3e4. =
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Na proposicao anterior, temos que a contradicdo ndo ocorre ‘quase sempre’. Este é um
resultado intuitivo para a nogdo de ‘quase sempre’ e desejavel em nosso sistema. Na proposi-
cdo a seguir, demonstraremos que uma tautologia ocorre ‘quase sempre’, resultado também

desejavel.

Proposicdo 3.1.2: - 3XT.

Demonstracio:

1 3L vl (AX2)
33— L (MP)em1e?2

4, F 3L Proposicdo 3.1.1
5 k-1 (MP)em3e4

6. F—L—T (CPC)

8. FIXT (MP)em5e7. =

Proposicdo 3.1.3: + ¢ = + 3X¢.

Demonstracao:

1lLFo premissa
2.FT—>0o (CPC)em 1
3T — It (R¥¥) em 2

4, - XT Proposicdo 3.1.2

5 F Ito (MP)em3e4. =

Proposicdo 3.1.4: + 3t (eA—e) — L.

Demonstracéo:

1+ (pr—@) — L (CPC)
2. F (A=) — XXL (R3Y)
L1 (AXs)

4, F A=) = TXL) A XL — 1) (CPC)em2e3



5. F (BX(@A—@) = $XL) A BXL — 1)) = CHer—g) — 1)
6. - f}((p/\—mp) — 1

Proposicdo 3.1.5:  3f—¢ — —1to.

Demonstracéo:

- Hor—) = L) = (=L — —IHpA—9))
I eA—e) — L

R 04 (17 0|

Fol

- =X pA—p)

- (e A TE=) — XX A —0)

- ((FoATE=0) — THeA—9)) = (=3t (@A) — —(FteAlt—p))
- =5 oA—9) = —(EpATI—0)

- (EATEg)

10. F —=(XoALt=0) — (= — —Xt¢)

11. F 3= — —3X¢

© o N o U A W N R

Proposicdo 3.1.6: - Xt(eAy) — (Kte A Thy).
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(CPC)
(MP)em4e5. =m

(CPC)
Proposicéo 3.1.4
(MP)em1le?2
(CPC)
(MP)em3e4
(AXy)

(CPC)
(MP)em6e7
(MP)emb5e8
(CPC)
(MP)em9e10. =m

Demonstracéo:

1 F(onAy) > o (CPC)

2. F I (pAy) — Lte (R em1

3. F(pAy) > v (CPC)

4. + L(pAy) — Lty (RXY) em 3

5. F (BFHoy) = Lt)AGX(oAy) — ty)) — (Xeay) — (Kteaity)) (CPC)

6. F (X(oAy) — $te) A B (pAy) — $ty) (CPC)em2e4

7. F SHoAy)—(FreAaLty) (MP)em5¢6. m

Proposicdo 3.1.7: + £t — IX(ewvy).
Demonstracéo:

1L+o—(ovy)
2. F $to — TH(ovy)

(CPC)
RX)eml =
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Proposicdo 3.1.8: + (Xte v Lhy) — LHewvy).

Demonstracéo:

1.+ o — I (evy) Proposicdo 3.1.7
2. Fy — (pvvy) (CPC)

3. - Lty — SHewvy) (RXY) em 2

4.+ (o = 3 (evy)A(ty — 3X(evy))) — ((tevity) — XX(evy)) (CPC)

5. F (3o — THevy)) A Gy — SX(ovy)) (CPC)em1le3

6. - (Xto v Lty) — IX(pvy) (MP)em4e5. wm

Proposicdo 3.1.9: F ¢ < y = + {lp < Lhy.

Demonstracéo:

Loy premissa
2F(@—y)A(ly—9) (CPC)em 1
ooV (CPC)em 2

4 Fy—o (CPC) em 2
5.k $to — Lty (RX¥) em 3

6. F Lty — Lt (RXY) em 4

7.+ (3Xo — Lty) A Bty — 1te) (CPC)em5¢e6
8. F Ltp < Lty (CPC)em7. =

Proposicdo 3.1.10: + (Xfe A £t y) — Lt(evy).

Demonstracéo:
1. F (e A St y) — 3t (CPC)
2. F o — (Xto v Lhy) (CPC)
3. F (e A Xt y) — Tte) A (Bte — (Ko v Xty)) (CPC)em1le?2
4. F ((BXe A3t ) — 350) A (KXo — (o v 3ty))) —

(B A Xt y) — (to v Lty)) (CPC)
5. F (Xto A Xt y) — (Ko v Lty) (MP)em3e4
6. - (Xt v ¥ y) — L(owvy) Proposicdo 3.1.8
7. F (X0 A Lt y) — (3o v 3ty)) A (o v £t y) — SH(ovy)) (CPC)em5e6

8. F (X A 3t y) — (Bl v Ity)) A (Gt v It y) — IX(ewy))) —
(BXe A TX y) — IX(evy)) (CPC)
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9. (3o A Lt y) — I (evy) (MP)em7¢8. =

O Teorema da Deducdo, T. D., € um resultado importante na logica proposicional
classica, demonstramos, a seguir, que ainda ¢ um resultado da I6gica do ‘quase sempre’. Nos-

sa demonstragdo esta baseada na demonstracao de (Feitosa, Paulovich, 2005).

Teorema 3.1.1: Seja A U {o, y} = ForL(x%). AU {o} F v se, e somente se, A - ¢ — .
Demonstracdo: (=) Nossa demonstracéo sera feita por inducéo sobre o nimero de formulas
gue ocorrem na deducéo de  a partir de A U {¢}.

Quando a sequéncia que determina a dedugdo de y tem exatamente um membro, entdo

v € uma axioma ou pertence a A U{o}:

Se y é um axioma de L(3.%):

LAy axioma de L(XY)
2AFy —(p—y) (CPC)
BAFo—ovy (MP)em1e?2.
Sey e A:

LARVY membro de A
2AFy—(p—y) (CPC)
BArFe— vy (MP)em1e?2.
Sevy =0:

LAFe— 0@ (CPC)
2AFQp—> vy substituicdo em 1

Assim, considerando uma sequéncia de exatamente um membro para a deducgdo de y a

partir de A U {o}, temos A - ¢ — .

(Hipotese de indugdo) Assumindo que a deducédo de y a partir de A U {¢} é uma se-

guéncia de n membros, n > 1, entdo o resultado vale para toda férmula que pode ser deduzida
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a partir de A U {¢} através de uma sequéncia com menos que n membros. Consideraremos
quatro casos:

Se y é um axioma de L£(3¥), ou y € A, ou y = @, entdo a deducdo de A + ¢ — y é
COMO NO €aso em que a sequéncia possui exatamente um membro. Resta-nos o quarto caso,
em que y € obtida de formulas anteriores na deducéo pelas regras (MP) ou (R3.%):

N&o precisamos nos preocupar com a regra (RXx), pois ela s6 pode ser aplicada quan-
do temos um teorema, ou seja, quando ndo temos premissas.

Se y é obtida de duas formulas anteriores na deducdo pela regra (MP), entdo estas
duas formulas devem ser do tipo 6 e 8 — v, assim, ambas podem ser deduzidas a partir de A
U {o} por uma sequéncia com menos que n membros. Desta forma, pela hipotese de inducéo,
temos AU{p}FO=>AFp—-0eAU{p} O >y =A@ — (08— ). Disto, como A
F(p— (08— wy)— ((¢p — 8) > (¢ — y)) é um resultado do CPC, aplicando duas vezes a
regra (MP), obtemos A - ¢ — .

(1L AV{o} ooV premissae A c A U {o}
2.AU{o}Fo ¢ € Au {o}
B AU{p} Vv (MP)emle2. m

3.2 A élgebra do ‘quase sempre’

As algebras do ‘quase sempre’ sdo modelos algébricos da logica proposicional do

‘guase sempre’.

Definigdo 3.2.1: Uma algebra do ‘quase sempre’ é uma sétupla Q = (Q, A, v, ~, 0,1, ¥), em
que (Q, A, v, ~, 0, 1) é uma algebra de Boole, 0 = 1 e ¥ é 0 operador que interpreta a nogao
de ‘quase sempre’ e satisfaz as seguintes condi¢des paratodos a, b € Q:

(i) YaaV¥b < ¥ (anb)

(i)1<VYav V-~a

(iii) Y0 <0

(iv) Ya< ¥ (avh).
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Proposicéo 3.2.1: ¥0 =0.
Demonstracdo: Como 0 < VO e, pelo item (iii) da Defini¢do 3.2.1, Y0 <0, entéo, pela anti-
simetria (Proposicdo A1.3 (iii)), ¥0=0. =

Proposicdo 3.2.2:a<b= Va< ¥bh.

Demonstracdo: Por hipdtese, a <b. Pela definicdo Al.2, avb = b, assim, ¥ (avb) = ¥hb. Pelo

item (iv) da Definicdo 3.2.1, Ya< ¥(avb) = ¥b. Logo, Ya< Vbh. =m

Proposicdo 3.2.3: ~¥0=1.
Demonstracdo: Como ~0 = 1 (Proposicdo A2.3 (i)), entdo, pela Proposicdo 3.2.1, ~¥0=~0 =
1. =m

Proposicdo 3.2.4: ¥1=1.

Demonstracdo: A condicdo (ii) da Definicdo 3.2.1 nos garante que: 1 < V1v ¥~1=V1v
V0. Logo, pela Proposi¢édo 3.2.1,1< ¥1v 0= V1 Como V¥1<1,entdo, pela anti-simetria,
Vi=1 =m

Proposicdo 3.2.5: Yav ¥~a=1.

Demonstracdo: Como Ya v ¥-~a <1 e, pelo item (ii) da Definicdo 3.2.1,1 < Va v ¥ ~a,

entdo, pela anti-simetria, Yav ¥~a=1. =m

Proposicdo 3.2.6: ~¥~av~Va=1.

Demonstracdo: Pela Definicdo 3.2.1 (i) e pela Proposi¢do 3.2.1, Y~aA Ya< ¥(~a A a) =

V¥0=0=>V~anVa=0=>~(¥~anVa)=~-0=>~V¥~av~¥Va=1 =

Proposicdo 3.2.7: ¥~a=~Va.

Demonstracgéo: Pela Proposigdo 3.2.5, Yav ¥~a=1=~Vaan(Yav ¥~a)=~Varl=
(~YaanVa)v(~-Yaan V¥~a)=~YVa=0v(~Yan ¥~a)=~Ya=~¥VaAn ¥~a=~Va
=~Va< V-~a.(l)

Por outro lado, pela Proposicdo 3.2.6, ~¥~av~V¥a=1= V~aan(~¥~av~Va)=
V~-anl=(Y~-an~¥~a)v(¥~an~¥a)=V¥~a=0v(¥~an~Va)=V¥~a= V-~a
A~Va=V~a= V¥~a<~Va.(ll)

Portanto, de (1) e (II), pela anti-simetria, Y~a=~Va. =
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Proposicdo 3.2.8: ¥ (anb) < Va.
Demonstracdo: Pela Proposicdo A1.3 (ii), anb < a. Desta forma, pela Proposicido 3.2.2,

V(@rb)<Va. =

Proposicdo 3.2.9: Y(anb) = Va A ¥h.

Demonstracdo: Como anb = baa, entdo, pela Proposi¢cdo 3.2.8, ¥ (anb) < Yae V¥(anb) <
V¥ b. Portanto, pela Proposi¢do A1.3 (iv), ¥ (anb) < ¥a A ¥b. Por outro lado, pela condigdo
(i) da Definigdo 3.2.1, Ya A ¥b < ¥ (anb). Assim, ¥(arb)= Va A ¥b. =

Proposicdo 3.2.10: ¥Y(avb)= Yav V¥bh.

Demonstracdo: Pela Proposicdo 3.2.7 e pela Proposicdo 3.2.9, ~(V¥(avh)) = ¥~(avh) =
V(~an~b)=V~an ¥~b=~Varn~¥b=~(Vav ¥h). Logo, Y(avh)= Yav Vb, =

Proposicdo 3.2.11: Ya A ¥b < ¥ (avh).

Demonstracgéo: Pela Proposicdo A1.3 (i) e (ii), Ya A ¥Yb< ¥a< ¥av ¥h. Logo, pela tran-
sitividade e pela Proposicdo 3.2.10, YVaA Yb< V(avh). =m

Exemplo: Seja A = {x,y, 2} e (P (A), N, U, ©, &, A) uma algebra de Boole de conjuntos. De-
finimos um operador do ‘quase sempre’, v, sobre (P (A), N, U, , &, A) da seguinte maneira:
@ =@ k= {2k 3= 0 vE = vk ) = gk {3 = oy = {0y,
2} v{x, v, 2} = {x, y, z}. Facilmente podemos verificar que (P (A), N, U, ©, &, A, ) é uma
algebra do ‘quase sempre’. Tomando a = {y, z} e b = {y} temos que, {y, z} = {x, y} = {Xx, y}
= v{y}, mas {y, z} ¢ {y}. Tomando, agora, a = {x} e b = {y} temos que, v{x} = {z} € O =

@ = ~({x3n{y}), ademais, *({Fo{y}) = ~{x y} = {x, vy, 2+ £ {z} = ~{x}.

Nesse exemplo verificamos que as condicdes (i), (ii) e (iii) abaixo nem sempre valem
numa algebras do ‘quase sempre’:

() Ya< ¥b=a<hb;

(i) Ya< V¥ (anb);

(iii) Y (avb) < Va.
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Portanto, ndo podemos trocar as desigualdades por igualdades nas proposicées 3.2.2 e

3.2.11 e a implicacédo pela equivaléncia na Proposicéo 3.2.2.

Definigdo 3.2.2: Sejam Q = (Q, A, v, ~, 0,1, ¥) e Q’ = (Q’, A’, v, ~", 07, 1’, v) algebras do
‘quase sempre’ e h: Q — Q’ uma funcdo. Dizemos que h é um homomorfismo de algebras do
‘quase sempre’ se para todo a, b € Q temos h(aab) = h(a) A’ h(b), h(avb) = h(a) v’ h(b),

h(~a) = ~’h(a) e h(¥a) = vh(a).

Definicdo 3.2.3: Um isomorfismo de algebras do ‘quase sempre’ € um homomorfismo bijeti-
vo de algebras do ‘quase sempre’.

Definicao 3.2.4: Um monomorfismo de &lgebras do ‘quase sempre’ € um homomorfismo inje-

tivo de algebras do ‘quase sempre’.

Teorema 3.2.1: Para toda algebra do ‘quase sempre’ Q = (Q, A, v, ~, 0, 1, ¥) existe um iso-
morfismo h de Q em uma algebra do ‘quase sempre’ de conjuntos.
Demonstracdo: Pelo Teorema A4.1, para toda algebra de Boole (Q, A, v, ~, 0, 1) existe um
monomorfismo de (Q, A, v, ~, 0, 1) em P (P (Q)). Seja h um monomorfismo de (Q, A, v, ~, 0,
1) em (Q’, N, U, ©, @), de forma que Q” = h(Q) = P (P (Q)). Este fato nos garante a sobreje-
tividade de h, ou seja, h € um isomorfismo de algebras de Boole.

O isomorfismo h se estende a um isomorfismo entre Q = (Q, A, v, ~, 0,1, ¥) e Q’ =
(Q’, N, U, &, @, v) quando definimos, para cada a € Q, vh(a) = h(¥a). A funcéo h é bijetiva
e, desse modo, preserva também a nova operacao.

A algebra de conjuntos Q’ € uma algebra do ‘quase sempre’ de conjuntos, pois:

(i) Se a, b € Q, pela Proposicdo 3.2.9, YanV¥b = V¥ (anb), entdo h(VanV¥h) =

h(¥ (anb)) = h(V¥a) n h(¥b) = vh(asb) = vh(a) n vh(b) = v(h(a) n h(b)). Logo, vh(@a) N
vh(b) < ~(h(@) M h(b)).

(ii) Se a € Q, pela Proposicdo 3.25, Ya v ¥~a =1, entdo h(Va v ¥~a) =
h(1) = h(¥a) uh(¥~a) = Q" = vh(@) U vh(~a) = Q’ = vh(a) U vh(a)® = Q’. Portanto, Q’

< vh(a) U vh(a)°.
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(iii) Pela Proposicdo 3.2.1, ¥0 =0, logo, h(¥0) =h(0) = vh(0) =h(0) => ¥ = =

v <.
(iv) Se a, b € Q, pela condicdo (iv) da Definicdo 3.2.1, Ya < V¥ (avh), entdo ¥Ya A
VY (avb) = Ya=h(¥a) nh(V¥(avh)) =h(¥Ya A ¥(avb)) = h(¥a) = h(V¥a) < h(¥ (avh)).

Portanto, vh(a) = h(V¥a) < h(¥ (avb)) = vh(avb) = v(h(a) U h(b)). =

Apresentamos, assim, um sistema sintético e um sistema semantico para tratar do con-
ceito de ‘quase sempre’. Necessitamos demonstrar, agora, que nosso sistema é adequado. Fa-

remos isso na préxima secao.

3.3 Adequacdo da légica proposicional do ‘quase sempre’

Em geral, os sistemas formais possuem um modelo ou uma semantica adequada a ele.
O sistema é adequado quando ele é correto e completo. A correcdo fraca determina que todo
teorema é uma férmula valida; e a completude fraca que toda férmula valida é um teorema.
Enquanto a correcdo forte e a completude forte envolvem néo sé teoremas e formulas validas,
mas também consequéncias semantica e sintatica (formal).

Nesta secdo, faremos a demonstracdo da adequacédo forte e fraca entre a ldgica propo-
sicional do ‘quase sempre’, L(3X), e as algebras do ‘quase sempre’.

Denotaremos uma algebra do ‘quase sempre’ genérica por A.

Definicdo 3.3.1: Uma férmula ¢ € ForL(XX) é refutavel em I" quando I" + —¢, caso contrario,

o é irrefutavel.

Definicdo 3.3.2: Uma valoracéo restrita ¢ uma funcéo v" : VarL(x¥) — A, que interpreta cada

variavel de £(3¥) em um elemento de A.

Definigdo 3.3.3: Sejam p uma férmula atémica e ¢ e y formulas. Uma valoragéo € uma fun-

cdo v : ForL(3¥) — A que estende natural e unicamente a valoracéo restrita do seguinte modo:
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v(p) =v"(p)

v (=) = ~ (o)

(¢ v ) = v(9) vu(y)
V(e A y) =0(9) Av(y)
v(Ete) = Yo(o).

Observagbes: Os simbolos de operadores do lado esquerdo das igualdades representam 0s
operadores logicos, enquanto os simbolos de operadores do lado direito das igualdades repre-

sentam 0s operadores algébricos. O simbolo — é definido da seguinte maneira: ¢ — y =g

Definicdo 3.3.4: Uma valoragdo v : ForL(X¥) — A é um modelo para um conjunto I' <

ForL(%X) quando v(¢) = 1, para toda formula ¢ € T..

Em particular, uma valoragdo v : For£(3¥) — A é um modelo para ¢ € ForL(XY)

quando v(o) = 1.

Definicdo 3.3.5: Uma formula ¢ é valida em uma algebra do ‘quase sempre’ A quando toda

valoragdo v : For£(3¥) — A é um modelo para o.

Definigdo 3.3.6: Uma formula ¢ € gs-valida quando ela é valida em toda algebra do ‘quase

sempre’.

Denotamos que uma formula ¢ é gs-valida por .
Definicdo 3.3.7: Seja I' = ForL(Xt), Ax o conjunto de axiomas de £(3¥) e C(I') = {y : TUAX
+ w}. Dizemos que y é derivavel em L£(3.¥) ou é um teorema de £(Xf) quando y e C(J), ou
de outro modo, quando I" = .

Se I' = J, temos o0s teoremas de L(%), e assim y € C(J) < + .

Definicéo 3.3.8: Uma teoria de £(3.¥) é um conjunto A < ForL(3¥), tal que C(A) = A.
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Definicdo 3.3.9: Seja I'u{p} < ForL(x¥). O conjunto de féormulas T é inconsistente quando

setemI" ¢ eI+ —@, para alguma férmula ¢. Caso contrario, I" é consistente.

Definicdo 3.3.10: Um sistema, constituido por uma linguagem formal, axiomas e regras de
deducdo, é consistente quando o seu conjunto de teoremas é consistente. Caso contrario, ele é

inconsistente.

Definicdo 3.3.11: A algebra de formulas de £(3X) é dada por (ForL(XY), A, v, —, —, £f), em

que A, v, —, — e 3t sdo os operadores de L(3%).

Uma algebra de Lindenbaum é um conjunto de classes de equivaléncia obtidas a partir
de uma relacdo de equivaléncia, ou ainda uma congruéncia, definida sobre o conjunto de for-
mulas de uma determinada logica. Definiremos a seguir a relacdo de equivaléncia que nos
dard a algebra de Lindenbaum de £(¥).

Definicdo 3.3.12: Dado I" € ForL(3Y), a relacéo = r é definida por:

o=ryelFreo—-ovyel'Fy —o.

A partir daqui omitiremos o indice I da relagdo.

Proposicdo 3.3.1: A relacdo = é uma relagdo de congruéncia.

Demonstracdo: Primeiramente demonstraremos que = é uma relacdo de equivaléncia. A rela-
céo é reflexiva: para toda formula ¢ € I' ¢ ForL(3X), ' + ¢ — o ¢, entdo, ¢ = ¢. A relagdo é
simétrica:se o =y, entdlo '@ —> y eI’ -y — ¢. Logo, y = ¢. A relagdo é transitiva: se ¢
=yey=0,entdol'+-¢o -y, 'y >, I'Fy—0el'-0—wy.Logo, '+ —0el
0 — ¢ © ¢ =0. Assim, a relagdo = é uma relacao de equivaléncia.

Para concluir a demonstracdo de que a relagdo = é uma congruéncia, basta mostrar que
ela preserva o operador ¥, pois, claramente, preserva os operadores booleanos. Por exemplo,
para conjungdo, (p=y)e(0=oc) T Fepoyel'FO— o= (CPC)T F oAb & yac &
@O = yAc. A Proposicdo 3.1.9 nos garante que: =y © T F o oy =T F o o Ity ©

Lt = Lhy. Assim, a relacdo = é uma congruéncia. m
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Definicdo 3.3.13: A classe de equivaléncia de ¢ mddulo = e T" é dada por: [o]r = {v €

ForL(3X) 1y = o}

Definicdo 3.3.14: Para cada I' = ForL(%Y), a algebra de Lindenbaum de £(X¥) relativa a T,

denotada por Ar(£(%Y)), é a algebra quociente dada por:

Ar(LEY) = (FOrLEx) | = A=, v=, —=, 512, 0-, 12), tal que:

[o] A= [w] = [pAv];
[¢] v=[v]=[ovvy];
—= [¢] = [-0];

Tt= [0] = Ko,
0-=[or—¢] = [L] e

l-=[ev—0]=[T].
Observacdo: Néo escreveremos o indice = daqui para frente.

Quando I' = &, denotamos a algebra de Lindenbaum de L(Xft) relativa a I por

A(L(XY)), a qual chamaremos simplesmente de algebra de Lindenbaum de £(3%).

Proposicdo 3.3.2: Em A(L(XX)) temos [p] < [y] T+ o — y.

Demonstracdo: [¢] < [v] & [o] A [w] = [o] © [pay] =[] © T Fory < ¢ &
'Fpany oo lM'Fep—vy. m

Proposicdo 3.3.3: A algebra A r(£(3X)) é uma algebra do ‘quase sempre’.

Demonstragéo: Utilizaremos nesta demonstracéo a Proposicdo 3.3.2 e a Definigdo 3.3.12.

(i) Pelo (Axy), F (%o A 3ty) — o A y) = [Kte A iyl < (e A w)] = [Xto] A
Bty] < BX(e A w)] = 3X[o] A Xyl <3X[e A v].

(ii) Pelo (Axz), F 3t v Xt=0 = F (pv—¢) — (o v 31-9) = [ov—e] < [Xto v
$X-0] = 1 < [Lto] v [Hi=¢] = 1 < Xt{o] v X [—0].

(iii) Pelo (Axs), F3tL — L =[] < [1] = ¥[1] <0 = X0 <0.
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(iv) A Proposicdo 3.1.7 nos garante que: + to — H(evy) = [Xfo] < B evy)] =
el < Xtpvy].

Assim, a algebra A +(£(Xt)) é uma algebra do ‘quase sempre’. =m

Definicdo 3.3.15: A valoracdo v : ForL(x¥) — A r(£(%X)) é o modelo candnico de I' €
ForL(%Y).

Proposicdo 3.3.4: Seja 'U{o} < ForL():
(i) T + ¢ se, e somente se, [@] =1 em A r(L(3X));

(ii) I + —o (¢ é refutavel em IT') se, e somente se, [¢] = 0 em A r(L(3X)).
Demonstracéo:

(i) (<) Se [e] = 1, entdo [¢ — ¢] < [o], pela Proposi¢éo 3.3.2, T (¢ — ¢) — ¢. Co-
mo I" Fo — o, entdo, pela regra MP, temos I - .

(=) SeT + o, entdo, como ¢ — ((¢p — @) — o) é um resultado do CPC, pela regra
MP, T H(p — ¢) — ¢. A algebra A r(L(3¥)) sempre tem o elemento 1. Logo, pela Definicéo
3.3.12 e pela Proposicédo 3.3.2, 1 = [ov—¢] = [0 — ¢] < [¢] e, portanto, [¢] = 1.

(if) Pelo item anterior e pela Defini¢do 3.3.12, temos: ' + —¢ © [-0] =1 © —[p] =1

&[p]=0. =

Teorema 3.3.1: (Corregdo) As algebras do ‘quase sempre’ sdo modelos corretos para a légica
L(E5).

Demonstracéo: Seja A = (A, A, v, ~, 0, 1, ¥) uma algebra do ‘quase sempre’. Resta demons-
trar que os axiomas (Ax1), (Axz) e (Axs) sdo validos e a regra (R¥X) preserva a validade. Uti-
lizaremos a Defini¢cdo 3.3.3.

(Ax2) v((Ee A Tty) — 3o A W) = v(=(te A Tty)) v BHeAy)) = v(=(e A
ty)) v uBX(eay)) = v(=te v —3ty) v o (eay)) = ((—3t) v u (=XEy)) v u3X(eAy))
= (~Vu(p) v~Yu(y)) v Yo(ery) = (=Y () v ~ VY u(y)) v V¥ (u(e) Av(y)) = (Pela Propo-
5icdo 3.2.9) (=Y u(9) v ~Vu(y)) v (Yu(e) A Yo(y)) = (=Y (@) v ~Vu(y)) v Yu(p)) A
(=¥ (o) v~V o(y)) v Yu(y)) = (=Y (e) v Yu(¢)) v ~Vu(y)) A (=Y (0) v (~Yu(y) v
Yo(y))=Av~Yo(y) A (~¥u(p) v1)=1A1 =1

(AX2) v(3Xe v 31—0) = v(Ep) v v3I-0) = Yu(e) v Yu(—0) = Yu(p) v ¥ ~u(p) =
1 (Proposicdo 3.2.5).
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(Ax3) V(EEL — 1) = v(—=(XEL) v L) = v(—(3XL)) v u(Ll) = ~vE*L) v0=~Vu(l) v 0
=~V¥0=~0=1 (Proposigéo 3.2.1).

(RXY) v(p — v) =1 = v(p) < v(y) = (Pela Proposicéo 3.2.2) ¥Yvu(p) < VYu(y) =
V(IEe) Sv(ty) =>v(te — Lty)=1. =

Proposicdo 3.3.5: A légica proposicional £(XX) é consistente.

Demonstracdo: Suponhamos que £(3.¥) ndo é consistente. Entédo, pela Defini¢do 3.3.10, existe
¢ € ForL(x¥) tal que ¢ e F—. Pelo Teorema da Corregdo, ¢ e —¢ sdo féormulas validas.
Seja v uma valoragdo em uma algebra do ‘quase sempre’ com dois elementos 2 = {0, 1}. Co-
mo ¢ e —@ sdo validas, entdo v(—¢) =1 e v(p) = 1 = v(—@) = ~v(e) = 0, 0 que é uma contra-

dicdo. Logo, L(3X) é consistente. m

Lema 3.3.1: As seguintes condigdes sdo equivalentes para toda formula ¢ € ForL(XX):

() Fo;

(i) Fo;

(iii) ¢ é valida em toda éalgebra do ‘quase sempre’ de conjuntos;

(iv) vo(e) = 1, em que v € a valoragdo do modelo candnico A(L(Y)).
Demonstracao:

(i) = (ii): Segue do Teorema da Correcé&o.

(if) = (iii): Se a formula ¢ é gs-valida, =@, entdo ela é valida em toda algebra do
‘quase sempre’, em particular, ¢ é valida em toda algebra do ‘quase sempre’ de conjuntos.

(iii) = (iv): Pela Proposicdo 3.3.3, A(L(XY)) é uma algebra do ‘quase sempre’. Logo,
pelo Teorema 3.2.1, A(L(XX)) é isomorfa a uma algebra do ‘quase sempre’ de conjuntos Q’ =
(Q’, N, U, &, D, v). Assim, se ¢ é véalidaem Q’, entdo ¢ é valida em A(L(XY)), ou seja, vo(o)
=1.

(iv) = (i): Se ¢ e ForL(XY) e #¢ em L(Xf), entdo, pela Proposicdo 3.3.4, [¢] ndo
coincide com a unidade de A(L(XY)) e, assim, vo(p) #1. =

Teorema 3.3.2: (Completude) Para toda formula ¢ € ForL(3t), se ¢ é uma férmula valida,
entdo ¢ é derivavel em L(3X).

Demonstracdo: Segue pelo Lema3.3.1. =
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Foram demonstrados os Teoremas da Correcdo e da Completude fraca. A seguir de-

monstraremos a Adequacéo (Correcdo e Completude) forte.

Denotaremos por I" = ¢ todo modelo para I" que também é modelo para ¢.

Lema 3.3.2: Seja I' = ForL(%x) e B uma algebra do ‘quase sempre’. Se " - ¢, entdo I & ¢.
Demonstragéo: Seja vg : ForL(¥¥) — B um modelo para I'. Como I + ¢, ¢ pode ser um axi-

oma de L(X), ou uma férmula obtida por meio de regras de deducéo de £(3.¥), ou uma férmu-
ladeI'. Pelo Teorema da Correcéo, os axiomas de L(3¥) sdo validos e as regras de £(XX) pre-
servam a validade. Além disso, como ve(y) = 1, para toda formula v € T, entdo ve(p) = 1.

Logo, vs é um modelo para¢. =

Proposicdo 3.3.6: Seja I = ForL(%t) e B uma algebra do ‘quase sempre’. Se existe um mode-

lo vg : ForL(XY) — B paraT, entdo I é consistente.

Demonstracdo: Suponhamos que T" ndo é consistente. Entéo, existe ¢ tal que: T F e T +
—@. Além disso, ve(p) = 1 e ve(—p) =1 = ~ve(p) = 1 = ve(¢) = 0, donde temos uma contra-

dicdo. Portanto, I é consistente. m

Definicdo 3.3.16: Um modelo v : ForL(3t) — B é fortemente adequado para I" quando: T ¢

se, e somente se, I' Fg .

Lema 3.3.3: Se I'  ForL(%X) é consistente, entdo a valoragdo candnica é um modelo forte-
mente adequado paraT.

Demonstracdo: Considerando a valoragdo candnica vo : ForL(3¥) — A r(L(XX)), vo(e) = [¢],
pela Proposicao 3.3.4 (i), vo(p) = 1 se, e somente se, I' + ¢. Consequentemente, a valoracdo

candnica vg € um modelo adequado paral’. =

Lema 3.3.4: As seguintes condigdes sdo equivalentes para todo conjunto de férmulas T" <
ForL(¥Y):
(i) T é consistente;

(ii) existe um modelo fortemente adequado para T
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(iii) existe um modelo fortemente adequado para I" em uma algebra do ‘quase sempre’
B que é uma algebra de conjuntos Q* = (Q’, N, U, ©, &, v);

(iv) existe um modelo paraT.
Demonstragao:

(i) = (ii): Segue pela Lema 3.3.3.

(ii) = (iii): Como, pela Proposicdo 3.3.3, A -(L£(XY)) é uma algebra do ‘quase sempre’
e, pelo Teorema 3.2.1, toda algebra do ‘quase sempre’ é isomorfa a uma algebra de conjuntos
Q =(Q’, Ny, % @, v), entdo o resultado é imediato.

(iif) = (iv) O resultado é imediato.

(iv) = (i) Segue pela Proposicdo 3.3.6. =

Teorema 3.3.3: (Adequacdo forte) Seja I' = ForL(3}). Se I é consistente, as afirmacdes se-
guintes sdo equivalentes:

)T +o;

()T Eo;

(iii) todo modelo de T" na &lgebra do ‘quase sempre’ de conjuntos Q’ = (Q’, N, U, €,
&, v) € um modelo para ¢.

(iv) vo(p) = 1, para toda valoragéo candnica vo no modelo candnico A r(L£(%X)).
Demonstracéo:

(i) = (ii): Segue do Lema 3.3.2.

(if) = (iii): Se " E ¢, entéo todo modelo para I" também é modelo para ¢, em particu-
lar, todo modelo de I'" na algebra do ‘quase sempre’ de conjuntos Q’ = (Q’, N, U, ¢ @, v) é
um modelo para o.

(iif) = (iv): Por hipotese, I" é consistente. Logo, pelo Lema 3.3.4, existe um modelo
fortemente adequado para I" em uma algebra do ‘quase sempre’ B que é uma éalgebra de con-
juntos Q* = (Q’, N, U, €, @, ). Como A (£L(3)) é uma algebra do ‘quase sempre’ (Proposi-
cao 3.3.3) e toda algebra do ‘quase sempre’ é isomorfa a uma algebra de conjuntos Q’ = (Q’,

N, U, ¢ @, v) (Teorema 3.2.1), entdo, para uma valoragdo candnica vy no modelo candnico

Ar(L(35)), vo(e) = 1.
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(iv) = (i): Como, por hipotese, I" é consistente, segue pelo Lema 3.3.3 que a valoragdo
canonica vy : ForL(3t) — Ar(L(3X)) é um modelo fortemente adequado para I, ou seja, I' + ¢

se, e somente se, I' Eaqcey) ¢. Pelo item (iv) deste teorema, I' Eaqcey) ¢. L0go, T'H . =

Neste capitulo apresentamos a logica do ‘quase sempre’ no estilo hilbertiano, isto é,
pela introducédo de alguns axiomas (ou esquemas de axiomas) acrescidos de algumas regras de
deducédo, como é feito usualmente dentro de um ambiente matematico. No préximo capitulo

apresentaremos esta mesma l6gica num sistema de célculo de sequentes.
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APENDICE: Reticulados, Algebra de Boole, Filtros e Ultrafiltros

Al. Reticulados

Escrevemos esta primeira parte sobre reticulados com base em (Miraglia, 1987).

Definicdo Al.1: Seja R um conjunto ndo vazio, com duas operagdes binarias A (conjuncao) e
v (disjuncdo). Um reticulado é uma estrutura algébrica R = (R, A, V), tal que, para todos a, b,
¢ € R, as seguintes leis sdo satisfeitas:

Ri: anb =bnaa; avb = bva (comutatividade)

R.: (anb) A c=a A (baC); (avb) vc=a v (bve) (associatividade)

Rs: (anb) vb=b; (avb) Ab=b (absorcao).

Proposicdo Al.1: Se R = (R, A, v) é um reticulado, entdo paratodosa, b, ¢c € R:

(iana=a;ava=a (idempoténcia)
(ilanb=a<=avb=b (ordem).
Demonstragdo: (i) De Rs, temos que ara = [(ara) v a] A a = a. Da mesma forma, de Rs, ava
=[(ava) na] va=a.
(i) (=) Se anb = a, entdo avb = (anb) v b e, por Rs, avb = b. (<) Se avb = b, entdo

arb=an (avb),de R;e Rs,anb=(avb) na=(bva) ra=a. =

Podemos definir um reticulado de outra maneira, através de uma relacdo de ordem.

Para isso, definiremos, a seguir, uma relacdo de ordem parcial em um reticulado.

Definicdo Al1.2: Seja R = (R, A, v) um reticulado e a, b € R. Dizemos que a < b (a menor ou

igual a b) seanb = a.

Segundo a proposicdo anterior, temos a < b < aab = a < avb = b. Um reticulado
pode ser visto como uma estrutura ordenada R = (R, <), tal que a ordem do reticulado € dada

por uma destas equivaléncias.
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Proposicdo Al1.2: A relagdo < em um reticulado R = (R, A, v) é uma ordem parcial, ou seja,

paratodosa, b, c e R:

(a<a; (reflexividade)
(ila<beb<a=a=b; (anti-simetria)
(iiila<beb<c=ac<c. (transitividade)

Demonstragao: (i) Pela Proposi¢do Al.1, ana = a. Logo, pela Definicdo Al.2,a <a.

(ii) Sea < b e b <a, entdo, pela Definicdo Al.2,anb =aebaa=b. De R;,a=anb =
baa=h. Logo,a=bh.

(iii) Se a <b e b <c, entdo da Definicdo Al.2 anb =a e bac =b. Assim, por Rz, aac =

(anb) A c=a A (bac) = anb = a. Logo, novamente pela Definicdo A1.2,a<c. =

Proposicdo Al1.3: Se R = (R, A, v) é um reticulado, entdo as seguintes propriedades sdo vali-

das, paratodos a, b, ¢, d € R:

()a<avbeb<avb;

(i) anb <aeanb <b;

(ifja<ceb<c=avb<c;

(ivic<aec<b=c<anb;

(Vya<bec<d=anc<hnadeavc<bvd,;

(vija<b =anc<baceavc<hvc.
Demonstracdo: (i) De R; e Rs, temos: a A (avbh) = (avb) na=(bva) Aa=aeb A (avb) =
(avb) A b=b. Logo, pela Definicdo Al.2,a<avbeb <avb.

(ii) De Ry e R, temos: (anb) v a = (bnra) va=ae (anb) v b =b. Logo, pela Defini-
cdo Al.2,anb <aeanb<h.

(iii) Sea<ceb <c, entdo de Ry, R,, da Definicdo Al.2 e da Proposi¢do Al.1: (avb)
v ¢ = (avb) v (avc) = (ava) v (bvc) = ave = ¢. Logo, avb < c.

(iv) Sec<aec<hbh,entdo de Ry, Ry, da Definigcdo Al.2 e da Proposicdo Al.l: ¢ A
(anb) = (cad) A (anb) = (cab) A (ana) = caa =c. Logo, c < anb.

(v) Sea<becc<d, entdo de Ry, R, e da Definicdo Al.2: (anc) A (bad) = (anb) A
(cad) = anc e (ave) v (bvd) = (avb) v (cvd) = bvd. Portanto, anc < bad e ave < bwvd.

(vi) Se a < b, entdo pela Definicdo Al.2, anb = a e avb = b. Pelas leis R, R; e pela
Proposi¢do Al.1: (anc) A (bac) = (aab) A (cac) = anc e (avce) v (bve) = (avb) v (cve) =

bvc. Portanto, anc <baceavc<bvc. m
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Defini¢do A1.3: Sejam R = (R, A, v) um reticulado e @ # A < R. Um elemento s € R é um
limitante superior de A quando: Va (a e A — a <s). Umelemento i € R é um limitante infe-

rior de A quando: Va (a € A —i<a).

Definicdo Al.4: Sejam R = (R, A, v) um reticulado e & = A < R. Um elemento m € A é um
maximo de A quando: Va (a € A — a <m). Um elemento m” € A é um minimo de A quando:

Va(@ae A—m’ <a).

Denotamos o méximo de A por max(A) e o minimo de A por min(A). Podemos obser-
var que max(A) é sempre um limitante superior de A, mas nem todo limitante superior de A é
um max(A). Da mesma forma, todo min(A) é um limitante inferior de A, mas nem todo limi-

tante inferior de A é um min(A). O Exemplo Al.1 elucida este fato.

Definicdo A1.5: Sejam (R, <) uma ordem parcial e & # A < R. O supremo de A, caso exista,
é o menor dos limitantes superiores de A. O infimo de A, caso exista, & 0 maior dos limitantes

inferiores de A.
Denotamos o supremo de A por sup(A) e o infimo de A por inf(A).

Exemplo Al.1: Seja (E, <) uma ordem parcial em que E = {a, b, c, d, e} e a ordem é dada
pelo diagrama abaixo (a flecha que vai de um elemento a outro significa que o primeiro é me-

nor ou igual ao segundo):

T
Ny

A partir do diagrama notamos que: o limitante superior de {a, b} é o elemento a, os limitantes
inferiores de {a, b} sdo os elementos b e e, max{a, b} = a, min{a, b} = b, sup{a, b} =a e
inf{a, b} = b. Notamos que e é limitante inferior de {a, b}, mas ndo é min{a, b}. Tomando
{b, e} ao invés de {a, b} teremos que a é limitante superior de {b, e}, mas ndo € max{b, e}.

Temos também que o limitante superior de {b, c} é o elemento a, o limitante inferior de {b,

c} é o elemento e, ndo ha max{b, c}, nem min{b, c}, sup{b, c} = a e inf{b, c} = e. Podemos
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perceber que a é sup{b, c}, mas ndo é max{b, c}, bem como inf{b, c} = e, mas ndo ha min{b,

c}.

Proposicdo Al.4: Em um reticulado R = (R, A, v), paratodos a, b € R:

(i) sup{a, b} = avb;

(ii) inf{a, b} = anb.
Demonstragdo: De R3 temos que anb < b <avb, Va, b € R. Assim, avb é limitante superior
de {a, b} e anb é limitante inferior de {a, b}. Por outro lado, sea< c e b < ¢, entdo, da Propo-
sicdo A1.3 (iii), temos avb < c¢. Logo, avb = sup{a, b}. Da mesma forma, sec<aec<b,

entdo, pela Proposigdo Al1.3 (iv), temos c < anb. Logo, anb = inf{a,b}. =

Proposicdo A1.5: Seja (R, <) uma ordem parcial tal que para quaisquer a, b € R existem

sup{a,b} e inf{a,b}. Entdo (R, A, v) é um reticulado para avb = sup{a,b} e arb = inf{a,b}.
Demonstragdo: A comutatividade é valida para quaisquer a, b € R, pois: Como baa = inf{b,
a}, entdo baa <ae baa <b, isto nos garante que baa é um limitante inferior de {a, b}, visto
que anb é inf{a, b}, temos baa < anb. Da mesma forma, como aab = inf{a, b}, entdo anb <
b e anb < a, 0 que nos garante que aab é um limitante inferior de {b, a}, visto que baa =
inf{b, a}, anb < baa. Assim, pela propriedade anti-simétrica, anb = baa. O procedimento,
utilizando supremo, é analogo para avb = bva.

A associatividade é valida para quaisquer a, b, ¢ € R, pois: Como (aab) A ¢ =
inf{aab, c}, entdo (anb) A c <c (I) e (anb) A ¢ < aab, sabemos que anb = inf{a, b}, logo,
anb <a (Il) e anb < b. Pela transitividade, como (aab) A c <anb e anb <b, (arb) Ac<b
(111). De (1) e (1), (@anb) A c é um limitante inferior de {b, c}, sabemos que bac = inf{b, c},
logo (anb) A c <bac (IV). De (ll) e (1V), (anb) A ¢ € um limitante inferior de {a, bAc}, como
a A (bac) = inf{a, bac}, (anb) A ¢ <a A (bac). Utilizando o mesmo raciocinio, temos a A
(bAc) < (anb) A c. Pela propriedade anti-simétrica, a A (bac) = (aab) A c. O procedimento,
utilizando supremo, é andlogo paraa v (bvc) = (avb) v c.

A absorcdo é valida para quaisquer a, b € R, pois: Como avb = sup{a, b}, entdo b <
avb (). Pela reflexividade, b < b (I1). De (I) e (II), b é limitante inferior de {avb, b}, como
(avb) A b =inf{avb, b}, entdo b < (avb) A b (111). Por outro lado, como (avb) A b = inf{avb,
b}, entdo (avb) A b <b (IV). Assim, de (I1I), (IV) e propriedade anti-simétrica, (avb) Ab = h.

O procedimento € analogo para (anb) vb =b.
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Portanto, (R, A, v) é um reticulado para avb = sup{a,b} earb = inf{a,b}. =
Exemplo Al1.2: O conjunto {a, b, ¢, d, e, f} ndo é um reticulado com respeito a ordem parcial
dada pelo diagrama abaixo, pois tomando os elementos a, b, temos que os limitantes superio-

res do conjunto formado por estes dois elementos séo os elementos c, d e e, no entanto, ndo

existe 0 menor entre eles, portanto ndo existe sup{a, b}.
/ g \

QT

>< |
\ ) /

Exemplo A1.3: O conjunto {a, b, c, d, e, f} € um reticulado com respeito a ordem parcial dada

|

pelo diagrama a seguir, pois, para quaisquer x, y € {a, b, c, d, e, f}, existe sup{x, y} e inf{x,

v}
7
!
“~
i
, A

!

)

/' \

Os exemplos que aparecerdo daqui para frente, em que afirmarmos que o diagrama é
um reticulado, podem ser verificados tomando os elementos do diagrama, dois a dois, e veri-

ficando se possuem supremo e infimo.

Definicdo A1.6: Um reticulado R = (R, A, v) tem zero se existe um min(R), e tem um se exis-

te um max(R).
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Indicamos o zero e 0 um de R por 0 = min(R) e 1 = max(R), respectivamente. Vere-
mos na Proposi¢do Al.6, a seguir, que 0 zero e 0 um sdo Unicos.
Podemos observar que se 0 € R, entdo an0 =0 eav0=a,paratodoa e R.Esel e

R, entdo anl =aeavl =1, paratodo a € R.

Proposicdo Al.6: Seja R = (R, A, v) um reticulado.

(i) Se existe um minimo em R, ent&o ele é Unico;

(ii) Se existe um maximo em R, entdo ele é Unico.
Demonstracao: (i) Suponhamos que 0 e m’ sdo minimos em R. Assim, paratodo a € R, aA0 =
0 e aam’ = m’. Deste modo, 0 = m’A0 = 0Am’ =m’. Logo, 0 = m’, ou seja, se existe algum
minimo em R, entdo ele é Unico.

(ii) Suponhamos que 1 e m sdo maximos em R. Assim, paratodoa e R,avl=1¢
avm = m. Deste modo, 1 = mv1l = 1vm = m. Logo, 1 = m, ou seja, se existe algum maximo

em R, entdo ele é Gnico. =

Proposicdo Al.7: Todo reticulado finito tem 0 e 1.

Demonstracdo: Sejam ay, ..., a, 0s elementos do reticulado R e seja b = a;v...va,. Entdo b é

um 1 do reticulado, pois, a; < b para todo i. Analogamente, a;A...Aa, € um 0 do reticulado. m
Definicdo A1.7: Sejam R = (R, AR, Vr) € R’ = (R’, Ar, Vr') reticulados e h: R — R’ uma fun-
¢ao. Dizemos que h € um homomorfismo de reticulados se para todo a, b € R temos h(asrb)

= h(a)Ar-h(b) € h(avrb) = h(a)ve-h(b).

Proposicdo A1.8: Sejam R = (R, Ag, Vr) € R’ = (R’, Ar, Vvr') reticulados. Se h: R — R’ é um

homomorfismo de reticulados, entdo h é crescente.
Demonstracdo: Para todos a, b € R, se a < b, entdo argb = a e como h é um homomorfismo

de reticulados: h(a)Ar-h(b) = h(aarb) = h(a). Portanto, h(a) < h(b). Logo, h é crescente. =

Definicdo A1.8: Um homomorfismo de reticulados h: R — R’ é injetivo se para todos a, b €
R, h(a) = h(b) implicaema="h.

Definicdo A1.9: Um homomorfismo de reticulados h: R — R’ é sobrejetivo se para todo b e
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R’ existe a € R tal que h(a) = b.

Definicdo A1.10: Um homomorfismo de reticulados h: R — R’ € bijetivo se € injetivo e bije-

tivo.

Defini¢do Al1.11: Um isomorfismo de reticulados é um homomorfismo de reticulados bijeti-

VO.

Definicdo A1.12: Um reticulado R = (R, A, v) é distributivo se para todos a, b, ¢ € R:

Di: a A (bvc) = (anb) v (anc)

D;: a v (bac) = (avb) A (avc).

Usualmente, colocamos estas duas condic¢Ges para que o reticulado seja distributivo;

contudo, se considerarmos apenas uma das condicdes, a outra é facilmente obtida.

Proposicdo A1.9: Se R = (R, A, v) é um reticulado, entdo paratodos a, b, ¢ € R:

a A (bve) = (anb) v (anc) < a v (bac) = (avb) A (ave).
Demonstragédo: (=) De Ry, Rz, Rz e a A (bvc) = (anb) v (anc): (avb) A (ave) = [(avb) Aa] v
[(avb) Ac] =[(bva) Aa] v [(avb) Ac]=a Vv [c A (avh)] =a v [(crd) v (cAb)] = [a v (crd)]
v (cab) =[(cra) v a] v (cab) =a v (cab) =a v (bac).
(<) De Ry, Ry, Rz e a v (bac) = (avb) A (ave): (aab) v (anc) = [(anb) v a] A [(anb)
vc] =[(bra) va] Afcv (bra)] =a A [(cvb) A (cva)] = [a A (cva)] A (cvb) = [(cva) A a] A

(cvb)=an (cvb)=a A (bvc). =

Exemplo Al.4: Nem todo reticulado é distributivo. Observe o diagrama abaixo:

/'\
\/
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Ele nos mostra um reticulado com zero (elemento a) e um (elemento €), para o qual ndo vale a

distributividade. Por exemplo, d A (bvc) = dae =d, enquanto que, (dAb) v (dAc) =bva =h.

Definicdo A1.13: Sejam R = (R, A, v) um reticulado com 0 e a € R. Caso exista, -a = max{b

€ R:aab =0} em R, dizemos que o elemento a é pseudocomplementado em R e que -a é seu

pseudocomplemento.

Definicdo Al1.14: Sejam R = (R, A, v) um reticulado com 0 e 1 e a € R. Dizemos que ~a € R

é um complementodeaem Rsean~a=0eav~a=1.

Definicdo A1.15: Um reticulado R = (R, A, V) é pseudocomplementado quando todo elemento

em R tem um pseudocomplemento; e é complementado quando todo elemento em R tem um

complemento.

Exemplo A1.5: Nem todo reticulado é complementado. Observe o diagrama abaixo:

2
/ d \
b I
v\ a /v
Este é um reticulado distributivo com 0 =a e 1 = e, mas ndo é um reticulado complementado,

pois, por exemplo, ndo existe ~c tal que cv~Cc = e e cA~C = a.

A sequir, definiremos Algebra de Boole a partir dos conceitos de reticulados vistos

nessa sec¢ao.
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A2. Algebra de Boole

As definicBes e resultados a seguir sdo fundamentados por (Miraglia, 1987), (Mendel-
son, 1977) e (Feitosa, Nascimento, Gracio, 2009a).
Definicdo A2.1: Uma algebra de Boole é um reticulado distributivo e complementado.
Observacao: Toda algebra de Boole possui 0 e 1, pois Definigdo Al.11 e da Defini¢cdo Al1.12
segue que todo reticulado complementado possui O e 1 e, da Definicdo A2.1, acima, temos

que toda algebra de Boole é um reticulado complementado.

Proposicdo A2.1: Seja B = (B, A, v, ~, 0, 1) uma algebra de Boole. Entdo para todo a € B,

existe um Gnico ~a € B, tal que,av~a=1ear~a=0.
Demonstracdo: Suponhamos que ~a e b sejam complementos de a. Entdo, av~a=avb =1¢
an~a = anb = 0. Desta forma, utilizando as leis da distributividade, comutatividade e a Defi-
nicdo Al.2, temos:
b =1ab = (av~a) A b = (anb) v (~anb) = 0 v (~anb) = ~anb. Logo, b < ~a. (I)
b =0vb = (an~a) v b = (avb) A (~avb) =1 A (~avb) = ~avbh. Logo, ~a < b. (II)
De (1) e (1), temos que ~a = b.

Assim, concluimos que para todo a € B, existe e € Unico ~a, tal que, av~a =1 e an~a
=0. =m

Daqui para frente o complemento de a sera denotado por ~a.

Uma algebra de Boole serd indicada por uma séxtupla B = (B, A, v, ~, 0, 1).

Proposicdo A2.2: Se B = (B, A, v, ~, 0, 1) é uma algebra de Boole e a € B, entdo ~~a = a.

Demonstracéo: Pela Definicdo Al1.11, an~a =0 e av~a = 1. Pela comutatividade, ~ara =0 e

~ava = 1. Logo, a é o complemento de ~a, ou seja, ~~a=a. =

Proposicdo A2.3: Seja B = (B, A, v, ~, 0, 1) uma algebra de Boole, entdo:
(i) 1=-0;
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(i) 0= ~1.
Demonstragdo: (i) Como 0A1 = 0 e Ovl =1, entdo 1 é um complemento de 0. Como, pela
Proposi¢cdo A1.9 o complemento é Gnico, temos que 1 = ~0.

(i) Como 1A0=0e 1v0 = 1, entdo 0 € um complemento de 1. Logo, 0 = ~1, pois o

complemento é Gnico. =

Proposicdo A2.4: Seja B = (B, A, v, ~, 0, 1) uma algebra de Boole. Se a, b € Be a e b possu-

em complemento ~a e ~b € B, respectivamente, entdo avb e aAb possuem complemento e:

(i) ~ (avb) = ~an~b; (leis de De Morgan)

(ii) ~ (@anb) = ~av~b.

Demonstragéo: (i) Pelas leis de distributividade, associatividade, comutatividade e pela Defi-
nicdo Al.11, temos: (avb) A (~aa~b) = (@ A (~aan~b)) v (b A (~ar~b)) = ((an~a) A ~b) v (b
A (~b A ~a)) = (0A~b) v ((ba~b) A ~a) =0 v (0A~a) = 0v0 = 0 e (avb) v (~ar~b) = ((avh) v
~a) A ((avb) v ~b) = ((bva)v ~a) A (a v (bv~b)) = (b v (av~a)) A (avl) = (bvl) Al = 1Al =
1. Logo, ~an~b é o complemento de avb, isto é, ~ (avb) = ~an~b.

(i) Pelas leis de distributividade, associatividade, comutatividade e pela Definigdo
Al.11, temos: (anb) A (~av~b) = ((anb) A ~a) v ((arb) A ~b) = ((bra) A ~a) v (a A (bA~b))
= (b A (an~a)) v (@an0) = (bA0) v 0 = 0v0 = 0 e (anb) v (~av~b) = (a v (~rav~b)) A (b v
(~av~b)) = ((av~a) v ~b) A (b v (~bv~a)) = (1v~b) A ((bv~b) v ~a) =1 A (1v~a) = 1Al = 1.

Logo, ~av~b é o complemento de anb, isto é, ~ (anb) = ~av~b. m

Exemplo A2.1: Seja A um conjunto ndo-vazio. Um exemplo de algebra de Boole é B = (P(A),
N, U, ¢, @, A), em que o seu dominio é o conjunto das partes de A, denotado por P(A); A é a

operacdo de interseccdo da teoria dos conjuntos M; v é a operacdo de unido da teoria dos con-
juntos U; ~ é a operacdo de complementacdo na teoria dos conjuntos ©; o zero é o conjunto

vazio & e 0 um €é o conjunto A.

Exemplo A2.2: Um caso particular do exemplo anterior é a algebra de Boole de dois elemen-
tos: B = {B.{}}, N, U, , &, {&}), em que A = {T}.

Exemplo A2.3: SejaB = {1, 2, 5, 10, 25, 50} o conjunto de todos 0s inteiros positivos que sao

divisores inteiros de 50. Para todo a, b € B: ~a = 50/a; anh é maximo divisor comumdeaeb
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e avb é o minimo mdltiplo comum de a e b. Desta forma, (B, A, v, ~, 1, 50) é uma algebra de

Boole.

Os exemplos acima podem ser verificados pela teoria dos conjuntos e pelas proprieda-

des elementares do maximo divisor comum e do minimo multiplo comum.

Exemplo A2.4: Outro exemplo de algebra de Boole é (B, A, v, ~, 0, 1), em que B € o conjunto
das classes de equivaléncia de sentengas proposicionais (p é equivalente a g se, e somente se,
p < q é uma tautologia); A, v e ~ sdo, respectivamente, 0s conectivos e, ou e nao da logica
proposicional classica; 0 é a classe de equivaléncia das sentencas logicamente equivalentes a
pA~p (contradicdes) e 1 é a classe de equivaléncia das sentengas logicamente equivalentes a

pv~p (tautologias).

Definicdo A2.2: Seja R = (R, A, v) um reticulado pseudocomplementado. Um elemento a € R
é dito:
(i) regular, se ~~a = a;

(i) denso, se ~~a = 1.

Indicamos por Reg(R) o conjunto dos elementos regulares de R. Veja que 0, 1 <
Reg(R) e que para qualquer a € R, temos ~a, ~~a € Reg(R). Definimos duas operagdes A e

v* em Reg(R): Para a, b € Reg(R), anb é a mesma operacéo que em R e av*b = ~~ (avb).

Exemplo A2.5: A estrutura (Reg(R), A, v*, ~, 0, 1) é uma algebra de Boole, em que, para
gualquer a € Reg(R), seu complemento é ~a € Reg(R). Esta algebra de Boole é chamada

algebra de Boole dos elementos regulares de R.

Definicdo A2.3: Sejam B = (B, A, Vs, ~8, 08, 18) € B’ = (B’, Ap’, Ve, ~&", Op’, 1p’) lgebras
de Boole e h: B — B’ uma funcéo. Dizemos que h é um homomorfismo de algebras de Boole
se para todo a, b € B temos h(ag b) = h(a) A h(b), h(avg b) = h(a) vs h(b) e h(~ga) =
~gh(a).

Definicdo A2.4: Um isomorfismo de algebras de Boole € um homomorfismo bijetivo de alge-

bras de Boole.
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Proposicdo A2.5: Seja h um isomorfismo de uma algebra de Boole B = (B, Ag, Vs, ~8, OB, 18)

em uma algebra de Boole B’ = (B’, Ag’, ve', ~p', Op", 1g'). Entdo h(0g) = 0g: € h(1g) = 1.
Demonstracgéo: Por Definigdo Al.11, Defini¢cdo A2.2 e Defini¢do A2.3:

h(0g) = h(ans ~ga) = h(a) As' h(~ga) = h(a) s’ ~s-h(a) = 0g’ €

h(1g) = h(avs ~sa) = h(@) ve' h(~gd) = h(a) ve ~g'h(a) = 1g. =

Proposicdo A2.6: Sejam h um isomorfismo de uma algebra de Boole B = (B, Ag, Vs, ~8, Og,

1g) em uma algebra de Boole B’ = (B’, Ag', Vve', ~5", Og, 1) € g um isomorfismo de B’ em
uma algebra de Boole C = (C, Ac, Ve, ~c Oc, 1c). Entdo, a fungdo composta goh é um iso-
morfismo de B em C, em que, para todo a € B, (goh) (a) = g(h(a)).
Demonstracdo: (i) Primeiramente demonstraremos que a funcdo composta goh é um homo-
morfismo tendo como hipotese que h e g sdéo homomorfismos. Para todos a, b € B:
g(h(ars b)) = g(h(a) Ae- h(b)) = g(h(a)) Ac g(h(b));
g(h(ave b)) = g(h(a) ve: h(b)) = g(h(a)) vc g(h(b));
9(h(~sa)) = g(~&-h(@)) = ~c g(h(a)).

(if) Agora, considerando que h e g sdo isomorfismos, demonstraremos que a funcéo
composta é injetiva. Para quaisquer a, b € B:
9(h(a)) = g(h(b)) = h(a) = h(b) = a=bh.

(iii) Demonstraremos que a funcdo composta é sobrejetiva. Assim, seja ¢ € C, quere-
mos demonstrar gque existe a € B tal que ¢ = g(h(a)):
Como g € sobrejetiva, entdo existe b € B’ tal que ¢ = g(b). Desde que a fungdo h também ¢é
sobrejetiva, entdo existe a € B tal que b = h(a). Logo, existe a € B tal que ¢ = g(h(a)), ou
seja, a funcdo composta € sobrejetiva.

Assim, de (i), (ii) e (iii) concluimos que a fungdo composta goh é um isomorfismo de
BemC. =m

Proposicdo A2.7: Seja h um isomorfismo de uma algebra de Boole B = (B, Ag, Vs, ~8, OB, 18)

em uma &lgebra de Boole B’ = (B’, Ag', Ve, ~&", Og", 1g-). A funcéo inversa h™ é um isomor-
fismo de B’ em B.

Demonstrac&o: (i) Primeiramente demonstraremos que a h™ ¢ um homomorfismo tendo como
hip6tese que h é um homomorfismo. Para todos b, d € B’:

hl(bag d) = ™ (h(@) Ae h(c)) = h*(h(ars c)) = ars ¢ = h*(b) As h™(b);
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h(bve d) = h™(h(@) ve: h(c)) = h'(h(ave c)) = avs ¢ = h™(b) ve h™(b);
h*(~e- b) = h™(~g- h(a)) = h™(h(~e @) = ~e a = ~ h™(b).

(ii) Para qualquer elemento a € B, como h é uma funcdo bijetiva, existe b € B’ tal que
h'(b) = a. Logo, h™ & sobrejetiva.

(iii) Ao tomarmos elementos quaisquer h™(b) e h(d) de B, se h™(b) = h’*(d), como h é
uma func&o bijetiva, entdo b = d. Logo, h™ é injetiva.

Assim, de (i), (ii) e (iii) concluimos que a fungéo inversa h™ é um isomorfismo de B’

emB. =m

Os resultados sobre filtros e ultrafiltros que se seguem estdo de acordo com (Miraglia,
1987), (Rasiowa, 1974), (Rasiowa, Sikorski, 1968) e (Feitosa, Nascimento, Gréacio, 2009a).

A3. Filtros

Definicdo A3.1: Seja R = (R, A, v) um reticulado. Um subconjunto ndo-vazio F < R é um
filtro se:

() Va,beR,a,be F=>anbeF;

(i) va,b e R,ae Fea<b=beF.

A definigdo acima poderia ser dada através de outras sentencas equivalentes. As duas

proposicdes que seguem nos confirmarao este fato.

Proposicdo A3.1: Sejam R = (R, A, v) um reticulado e F um subconjunto ndo-vazio de R. A
condigdo (ii) da Definicdo A3.1, acima, é equivalente a condi¢do: paratodosa, b e R,a e F
= avbeF.

Demonstracdo: (=) Paratodosa, b € R, se a € F, como a < avb, entdo pela condicao (ii) da
definicdo de filtro avb € F. (<) Para todos a, b € R. Se a < b, entéo pela Definicdo Al.2 e
pela Proposicdo Al.l anb =a < avb =b (I). Se a € F, entdo pela condicdo acima avb € F

(I.De()e(ll),seacFea<b,entiobe F. =
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Proposicdo A3.2: Seja R = (R, A, v) um reticulado. A condicéo (ii) da Definicdo A3.1 é equi-

valente a condicdo: paratodosa,b e R,anAbe F=>aecFebeF.
Demonstragédo: (=) Se anb € F, como anb <a e anb <b, entdo pela condi¢&o (ii) da defini-
cdodefiltroa e Feb € F. («<) Sea <b, entdo anb = a. Como a € F, entdo anb € F. Logo,

beF. =

Proposicdo A3.3: Sejam R = (R, A, v) um reticulado e a € R.

(i) O conjunto a” = {b € R: b >a} é um filtro (o filtro principal gerado por a);

(i) Se Fc Réumfiltro,entioa e F<a” c F.
Demonstracéo: (i) Para todos b, c € R. Se b, ¢ € a~, pela lei de formagdodea”, b>aec>
a, entdo bac > anc > anra=a, logo bac e a”. Eseb e a” e ¢ > b, pela lei de formagéo de
a~, b>a, desta formac > a, logo ¢ € a~. Assim, pela definicéo de filtro,a” ={b € R: b >
a} é um filtro.

(i) (=) Sea € Fea<bh, peladefini¢cio de filtro, b € F. Logo, F tem como elementos

todos os elementos de a”, ouseja,a” = F. (<) Sea” cF,comoaca’,entdoacF. m

Proposicdo A3.4: Sejam R = (R, A, v) um reticulado com 1 e F < R um filtro.

(i) O conjunto {1} < R é um filtro de R;

(i) O conjunto {1} < R esta contido em todo filtro de R.
Demonstracdo: (i) Pelas leis da idempoténcia, 1A1 =1 € {1} (I). E paratodo a € R, se 1 < a,
pela Definicdo Al.2,1<a< 1=1Aa=a, logoa € {1} (Il). Assim, de (I) e (lI), para todos
a,beR,abe{l}=anbe{l}eac{l}ea<b=Db e {1} Destaforma, {1} € um filtro
de R.

(ii) Seja F um filtro qualquer de R, como 1 € R e paratodo a € F, segue que a< 1 e,

entdo, pela condicdo (ii) da defini¢do de filtro, 1 € F. Logo, {1} c F, paratodo Fde R. =

Proposicdo A3.5: Sejam R = (R, A, v) um reticulado e S < R. A intersec¢do de todos os filtros

de R que contém S, [S] = n {F < R : F é um filtro e S < F}¢ um filtro.

Demonstragdo: Sejam F; o conjunto de todos os filtros de R que contém S. Para todos a, b e
R,sea,b e nFy=][S], entdo a, b € Fj, paratodo i € A. Logo, como cada F; é um filtro, en-
tdo anb € F, paratodo i € A. Portanto, anb € nFy, = [S] (I). Paratodosa,b € R,sea e n

Fr=[S]ea<h, entdo a € Fj, para todo i € A. Logo, como cada F; é um filtro, entdo b € F;,
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paratodo i € A, e, portanto, b € n Fy, = [S] (II). Assim, de (I) e (I1), [S]=n{F< R:Féum

filtroe Sc F}é umfiltro. m

O filtro [S] é denominado filtro gerado por S.

Proposicdo A3.6: Sejam R = (R, A, v) um reticulado, F um filtro, ag € R um elemento fixado

e F* o conjunto de todos os elementos a em R tal que apac < a, para algum elementoc € F. O
conjunto F* é o menor filtro que contém ag e F.

Demonstracdo: Primeiramente demonstraremos que F* é um filtro. Se a, b € F*, entdo apAcy
<aeapntz <b, para alguns ci, c; pertencentes a F. Pela Proposicdo Al.3 (v), associatividade,
comutatividade e idempoténcia: (agpAC1) A (a0AC2) < anb < ag A (C1AC2) < anb. Comocy e ¢,
pertencem a F e F é um filtro, entdo ciAc, pertence a F. Logo, anb € F*(I). Sea e F*ea <
b, entdo apac < a, para algum c pertencente a F. Pela transitividade, apac < b. Portanto, b e
F* (11). De () e (I1) temos que F* é um filtro. Por outro lado, pela condicédo (i) da definicdo
de filtro, o conjunto F* est& contido em todo filtro que contém ap e F. Assim, este conjunto é

o menor filtro que contétmageF. m

O filtro F* da Proposicdo A3.6 é denominado filtro gerado por um elemento fixado ag

e um filtro F.

Definigdo A3.2: Sejam R = (R, A, v) um reticulado e F < R um filtro. O filtro F é proéprio se
F=R.

Definigdo A3.3: Sejam R = (R, A, v) um reticulado e F < R um filtro. O filtro F é primo se

ele é préprio e paratodosa,b e R,avb e F=>aeFoub e F.

Definicdo A3.4: Sejam R = (R, A, v) um reticulado e F < R um filtro. O filtro F é maximal se
ele é préprio e paratodo filtro Gde R, se Fc G, entdo G=Fou G =R.

Definicdo A3.5: Sejam R = (R, A, v) um reticulado e F < R um filtro. O filtro F € irredutivel
se ele é proprio e para todos dois filtros F;, Fo: F=FinF, => F=F ou F=F..
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Proposicdo A3.7: Sejam B = (B, A, v, ~, 0, 1) uma élgebra de Boole e F < B um filtro, entdo:
)leF

(i) F é um filtro préprio se, e somente se, 0 ¢ F.
Demonstracgdo: (i) Como F um filtro, entdo F ndo é vazio. Portanto, existe b € F. Como b <
1, entdo 1€ F.

(if) (=) Se 0 € F, pela condicéo (ii) da definicéo de filtro, como para todo a € B, tem-
se 0<a, entdo a € F. Assim, B = F g, portanto, F ndo é um filtro préprio. (<) Como0 € Be

0 ¢ F, entdo F = B. Dai, F é um filtro proprio. =

Proposicdo A3.8: Sejam B = (B, A, v, ~, 0, 1) uma algebra de Boole, F < B um filtro e b um

elemento de B. Entéo, o filtro F* gerado por F e b é proprio se, e somente se, ~b ¢ F.

Demonstracdo: (=) Se ~b € F, entdo ba~b =0 e F*. Logo, pela Proposi¢cdo A3.7, F* ndo €
préprio. (<) Se F* ndo é proprio, entdo, pela Proposicdo A3.7, 0 € F*. Assim, temos que
existe um elemento ¢ € F tal que bAac <0 < (bac) A 0 =bac < 0 =bac < ~bv0 = ~bvbac

< c=~b. Assim,~beF. =

Defini¢do A3.6: Sejam B = (B, A, v, ~, 0, 1) uma algebra de Boole e F < B um filtro. A rela-

¢do binaria ~r em B é definida por: a=r b < 3 ¢ € F tal que anc = bAc.

Proposicdo A3.9: Sejam B = (B, A, v, ~, 0, 1) uma algebra de Boole e F < B um filtro. A re-

lacdo ~¢ é uma relagdo de equivaléncia tal que se a=ra’ e b = b’, entdo arb = a’Ab’ e avb
=ra’vb’. Ademais,a € F & a=¢1.
Demonstragdo: Primeiramente vamos demonstrar que a relagdo ~¢ € uma relagdo de equiva-
Iéncia: A relacdo é reflexiva: a = a, pois para todo b € F, segue que anb = aab. A relacédo é
simétrica: pois se a =¢ b, entdo 3 ¢ € F tal que anc = bac, ou bac = anc. Logo b =¢ a. A rela-
cdo é transitiva: se a=rb e b =¢ ¢, entdo 3 d, e € F tais que and = bad e bae = cae, logo
andae = badae = baead = caead = cadae. Como F é um filtro, entdo dae € F. Assim, a=¢
c. Portanto, a relagdo ~¢ € uma relagdo de equivaléncia.

Agora, demonstraremos que se a=r a’ e b =g b’, entdo arb = a’Ab’ e avb = a’vb’:
sea=pa’,b=Fb’ entdo 3 ¢, d € F tais que anc = a’Ac e bad = b’Ad logo, arbacad =
a’Ab’acad e (avb) A cad = (ancad) v (bacad) = (a’Acad) v (b’Acad) = (@°vb’) A cad, co-

mo F é um filtro temos que cad € F, logo, arb = a’Ab’ eavb=pa’vb’.
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Finalmente, demonstraremos que a € F < a=¢ 1: (=) Se a € F, entéo, pela Proposi-
¢do A3.7 (I),31 e Ftalquearna=a=1na,logoa=c 1. (<) Sea=r 1, entdo 3 b € F tal que

anb = 1Ab = b, pela Defini¢cdo Al.2, b <a. Logo, pela defini¢do de filtroa € F. =

Proposicdo A3.10: Se B = (B, A, v, ~, 0, 1) é uma algebra de Boole e F < B é um filtro em B.

Entéo:

(i) Paratodosa, a’ € B,a=ra’ = ~[(~a’Aa) v (~and’)] € F;

(i) =F € uma congruéncia com respeito a operacéo ~, ou seja, a=ra’ = ~a=f ~a’.
Demonstragéo: (i) Como a =¢ a’, entdo, pela Definicdo A3.6, 3 b € F tal que anb = a’Ab.
Desta forma, temos que ~an(anb) = ~an(@’Ab) = (~rara)ab = (~ana’)Ab = 0Ab =
(~rana’)ab = (~ara’)Ab = 0 = [(~ara’)Ab] v ~b = Ov~b = [(~ara’)v~b] A (bv~b) =~b =
[(~rar@’)v~b] Al=~b = (~ard’) v ~b = ~b = ~[(~and’) v ~b] = ~~b = ~(~ara’) A ~~b =
b= ~(~ana’) Ab=b = b <~(~ana’). Logo, como b € F e F é um filtro, entdo ~(~ara’) e
F. Analogamente, podemos mostrar que b < ~(~a’Aa) e, consequentemente, ~(~a’Aa) € F.
Assim, ~(~a’na) A ~(~and’) = ~[(~a’ra) v (~ara’)] € F, pois F é um filtro.

(ii) Se a =F a’, entdo, por (i), b = ~(~a’Aa) A ~(~and’) € F. Assim, ~anb = ~a A
[~(~a’Ad) A ~(~and’)] = [~a A ~(~a’Ad)] A ~(~and’) = [~a A (~~a’v~a)] A (~~av~a’)=[~a
A (@v~a)] A(av~a’) =~a A (av~a’) = (~a na) v (~ran~a’) = 0 v (~ar~a’) = ~an~a’ =
~a’A~a=(~a’Ar~a) v0 = (~a’'a~a) v (~a’Ad’) =~a’ A (~ava’) = [~a’ A (~a’va)] A ~(ar~a’)
=~a’ A [(~a’va) A ~(~a’ra)] = ~a’ A [~(@’A~a) A ~(~a’Ad)] = ~@’ A [~(~a’Ad) A ~(~and’)]

=~a’Ab.Logo,~a=F~a’. =m

Definicdo A3.7: Sejam B = (B, A, v, ~, 0, 1) uma algebra de Boole e F < B um filtro. A clas-
se de equivaléncia do elemento a € F por =¢ é a/r = {b € B: b =¢ a}. O conjunto das classes
de equivaléncia da relagdo =r é B/r = {a/r: @ € B}. Em B/ definimos ~(a/g) = (~a)/k, alenble

= anb/g e alpvb/e =avb/g, 0 =0/, 1 = 1/F, paratodos a, b € B.
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A4. Ultrafiltros

Definicdo A4.1: Um ultrafiltro em uma algebra de Boole B = (B, A, v, ~, 0, 1) € um filtro U

tal que, para todo a € B, exatamente um dentre os elementos a e ~a pertence a U.

Proposicdo A4.1: Seja B = (B, A, v, ~, 0, 1) uma algebra de Boole. As seguintes condi¢cdes

séo equivalentes para todo filtro F < B:

(i) F é um ultrafiltro;

(i) F é um filtro maximal,

(iii) F é um filtro primo;

(iv) F é um filtro irredutivel.

Demonstracdo: Esta demonstracdo sera dividida em 3 partes: Em (1) demonstraremos que (i)
< (ii); em (I1) demonstraremos que (iii) < (iv) e em (I11) demonstraremos que (ii) < (iii).

() (=) Seja F um ultrafiltro. Assim, se a € F, entdo ~a ¢ F. Desta forma, F = B, isto
é, F é um filtro proprio. Se F’ é um filtro que contém F e se b estd em F’ mas ndo estd em F,
entdo temos que ~b € F, portanto ~b € F’. Como 0 = ba~b € F’, entdo, pela Proposi¢do A3.7
(i), F* = B, portanto, F ndo é um subconjunto de algum filtro préprio em B, ou seja, F é um
filtro maximal.

(<) Se F é um filtro maximal, entdo ele é prdprio e consequentemente, levando em
conta a Proposi¢do A3.7 (ii) e que an~a = 0, para todo elemento a € B no maximo um dos
elementos a, ~a podem pertencer a F. Suponhamos que ~a ¢ F, entdo, pela Proposi¢do A3.8,
o filtro F* gerado por F e a é proprio e contém o filtro F. Dai, pela Definicdo A3.4, F* = F,
logo a € F. Assim, F é um ultrafiltro.

(1N (=) Se F < B ndo ¢ irredutivel, entdo F ndo é préprio ou existem dois filtros F; =
F e F, # F tais que F = F; n F,. Caso F ndo seja um filtro prdprio, entdo, claramente, F ndo é
um filtro primo. Se F é um filtro prdprio e existem dois filtros F; = Fe F, = F taisque F = F;
N F,, entdo, nem F; < F,, nem F, < F;. Consequentemente, existem dois elementos a, b € B
taisquea e Fi,ag Foeb ¢ Fi, b € Fo. Obviamente, Fc Fie Fc F.. Comoa ¢ Fo, Fc
ebgF,FcF,entdoag Feb ¢ F(*). Comob € F, ea € Fy, entdo, pela condicgdo (i) da
Proposicdo Al.3 e por F1 e F, serem filtros, entdo avb € F, e avb e F;. Sabemos que F = F;

N F, logo avb e F (**). Assim, de (*) e (**), F ndo é um filtro primo.
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(<) Se F < B é um filtro prdprio e ndo é primo, entdo existem dois elementos a, b ¢
F tais que a # b e avb € F. Seja F; o filtro gerado por F e a, e F; o filtro gerado por F e b.
Vamos demonstrar que F=F1 " F.. ComoFc FieFc Fyentio Fc FinF (*). Sex e Fy
N F,, entdo x € F; e X € F,. Desta forma, existem ¢, d € F tais que anc < x e bad < x. Portan-
to, (aac) v (bad) < x. Mas, (anc) v (bad) = ((anc) v b) A ((anc) v d) = (avb) A (cvb) A
(avd) A (cvd) e F, pois avb, cvb, avd, cvd € F. Assim, (anc) v (bad) € F e (anc) v (bad) <
X, portanto, x € F. Logo, F1 n F, < F (**). Assim,de (*) e (**), F=F1 nFz, emque F = F;
e F = F,. Portanto, F ndo é um filtro irredutivel.

(1) (<) Seja F um filtro primo e F1 um filtro tal que F < F1 e F = F1. Entéo, existe
um elemento a € B tal que a ¢ F e a € F1. Seja F* o menor filtro contendo a e F, pela Propo-
sicdo A3.6, F* = {x € B:anac <X, ¢ € F}. Claramente, F ¢ F* < F1. Pela Proposicdo A3.7
(),av~a=1¢e F. Ofiltro Fé primoea ¢ F, logo, ~a € F, portanto, ~a € F;. Como a € Fy,
temos que 0 = an~a e F1. Consequentemente, F1 = B ¢, portanto, F é um filtro maximal.

(=) Observar que todo filtro maximal é irredutivel e dai é primo.

Por (1), (1) e (1I1) fica provada a equivaléncia entre (i), (i), (iii) e (iv). =

Proposicdo A4.2: Sejam B = (B, A, v, ~, 0, 1) uma algebra de Boole e U < B um ultrafiltro.
Entdo,0 g Uel e U.

Demonstragéo: Pela Proposicdo A3.7 (ii), como um ultrafiltro é um filtro proprio, entdo 0 ¢

U. Pela Proposicdo A3.7 (i), paratodo filtroU,1 e U. =

Proposicdo A4.3: Seja B = (B, A, v, ~, 0, 1) uma algebra de Boole. Se para todos a, b € B

temos que b < a ndo ocorre, entdo existe um ultrafiltro Uem B talquea ¢ Ue b € U.

Demonstracdo: Pode ser encontrada em Rasiowa e Sikorski (1968, p. 49). =

SejaB = (B, A, v, ~, 0, 1) uma algebra de Boole e U(B) o conjunto de todos os ultra-

filtros em B. Paratodo a € B, h(a) = {U € U(B) :a € U} e P(B) = {h(a) : a € B}.

Teorema A4.1: Se B=(B, A, v, ~, 0, 1) é uma algebra de Boole, entdo h é um isomorfismo de
algebras de Boole de B em P(B).

Demonstragdo: (i) Inicialmente demonstraremos que h é um homomorfismo de algebras de
Boole de B em P(B):
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Seja U um ultrafiltro. Entdo, pela Proposi¢do A4.1, U é um filtro primo (*).

Se U € h(avb), ou seja, avb € U, entdo, por (*), a € U ou b € U. Consequentemente,
U € h(a) ou U € h(b). Logo, U € h(a)uh(b). Por outro lado, se U € h(a)uh(b), ou seja, a €
Uoub e U, como a<avbeb<avb, entdo, avb € U, isto é, U € h(avb). Assim, h(avb) =
h(a)uh(b).

Se U e h(anb), ou seja, anb e U, entdo, pela Proposicdo A4.2,a € Ueb e U. Desta
forma, U € h(a)nh(b). Por outro lado, se U € h(a)~h(b), ou seja, a € U eb e U, entdo, como
U é um filtro, anb € U. Logo, U € h(aab). Assim, h(aab) = h(a)nh(b).

Se U e h(a)%, ou seja, U e U(B) - h(a), entdo, pela definicdo de h, a ¢ U. Como U é
um ultrafiltro, entdo ~a € U, ou seja, U € h(~a). Por outro lado, se U € h(~a), ou seja, ~a €
U, entdo, novamente por U ser um ultrafiltro, a ¢ U. Como U ¢ h(a), entdo U € U(B) - h(a)
= h(a)®. Assim, h(~a) = h(a)°.

(i) Agora, demonstraremos que h € injetiva:

Sea,b € U,a#Db, entdo uma das relacdes a < b, b < a ndo vale. Pela Proposigdo A4.2,
existe um ultrafiltro que pertence a exatamente um dos conjuntos h(a) ou h(b). Assim, h(a) =
h(b), ou seja, h é injetiva.

(iif) Como para todo elemento b de P(B) existe um elemento a € B, tal que b = h(a), entdo h é
sobrejetiva.

Portanto, de (i), (ii) e (iii) temos que h é um isomorfismo de Bem P(B). =

Definicdo A4.2: O isomorfismo h é um isomorfismo de Stone, U(B) é um espaco de Stone.

O Teorema A4.1, acima, nos permite dizer que para toda algebra de Boole B = (B, A,
v, ~, 0, 1) existe um homomorfismo injetivo de B em P (P (B)), pois P(B) < P (P (B)). Po-
demos explicar mais detalhadamente: Como U é um ultrafiltro em B, entdo U < B, ou seja, U

e P (B). Assim, h(a) c P (B), ou ainda, h(a) € P (P (B)) = P(B) c P (P (B)).
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4 A LOGICA DO ‘QUASE SEMPRE’ EM CALCULO DE SEQUENTES

Hilbert, no comec¢o do século XX, iniciou investigacdes sobre a Fundamentacdo da
Matematica, proposta conhecida como Programa de Hilbert. Ele pretendia garantir a seguran-
ca dos métodos e teorias da matemaética tradicional, ou seja, garantir que a Matematica seria,
realmente, uma ciéncia sem contradicBes. Para isso, era necessario formalizar a Matematica
através de principios l6gicos, mostrar que a Matematica poderia ser dada por um sistema de
axiomas e que este sistema seria consistente.

Nos anos 30, com interesse na demonstracdo da consisténcia da aritmética, Gentzen
mostrou que os sistemas l6gicos podem ter outras apresentacdes que sdo naturalmente equiva-
lentes a hilbertiana, para a l6gica de primeira ordem classica. Dentre estas novas apresenta-
¢Oes, mencionamos a deducdo natural e o céalculo de sequentes introduzidas por Gentzen
(1969) e, em decorréncia, os tablds introduzidos por Smullyan (1968).

O primeiro sistema criado por Gentzen foi o sistema de deducdo natural, com regras
mais proximas do modo como raciocinamos. Uma das regras deste sistema € a regra do corte
que, ao ser aplicada, elimina uma férmula da demonstragdo. Assim, se conhecermos apenas o
final de uma demonstracdo, ndo saberemos se, em algum momento, uma férmula foi introdu-
zida na demonstracao e, pela regra do corte, eliminada. Este sistema, devido a regra do corte,
gerou problemas na demonstracdo proposta por Gentzen em relacdo a consisténcia da aritmé-
tica.

Por este motivo, Gentzen criou outro sistema, denominado célculo de sequentes. No
sistema de calculo de sequentes, Gentzen conseguiu demonstrar que toda demonstracdo neste
sistema pode ser posta huma forma dita normal (caracterizada por ndo possuir a operagdo do
‘corte’), ele chamou este resultado de sua tese principal (Hauptsatz).

Desta forma, Gentzen pdde provar a consisténcia da aritmética. Devemos destacar que
Gentzen ndo utilizou a perspectiva finitaria proposta por Hilbert. Apenas em 1965, Prawitz
conseguiu demonstrar a consisténcia da aritmética usando um sistema de dedugao natural.

Pretendemaos, neste capitulo, apresentar a logica do ‘quase sempre’ através do sistema

de célculo de sequentes.
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4.1 Um sistema em célculo de sequentes para a logica do ‘quase sempre’

O sistema que serd utilizado é uma adaptacdo do sistema encontrado em (Schwichten-

berg, Troelstra, 2000). Usamos também algumas defini¢des dadas por Gentzen (1969).

Definicdo 4.1.1: Multiconjuntos finitos sdo conjuntos finitos com possivel repeticdo de ele-

mentos.
Por exemplo, em conjuntos {o, ¢, ¢, v} e {p, y} sdo conjuntos iguais, mas, quando

trabalhamos com multiconjuntos, temos que {o, ¢, ¢, v} # {o, v}.

Definicdo 4.1.2: Sequentes sdo expressdes da formaT" = A, em que T e A sdo multiconjuntos

finitos de formulas. Chamamos I" de antecedente e A de consequente do sequente.

O simbolo = nédo é um simbolo l6gico, mas um simbolo auxiliar, como as virgulas.

Na definicdo dada por Gentzen, I' e A eram sequencias finitas e ndo multiconjuntos
finitos. Por este fato, como veremos a seguir, N0 NOSSO caso, NA0 necessitamos de uma regra
para permutar os elementos dos multiconjuntos finitos, ja que {o, v} = {v, ¢}.

Em (Gentzen, 1969, p. 115) encontramos a relagdo entre sequentes e férmulas como

segue:

Definicdo 4.1.3: Sejam I" = {@1, ¢2,..., On}, A = {y1, Y2,..., ym} Multiconjuntos finitos de
férmulas e 6 uma férmula qualquer. No sistema hilbertiano o sequente I' = A é equivalente a
seguinte formula:

(i) Se T" e A ndo sdo vazios, entdo: @1 A Q2 A ... AQn W1V Y2V ... VY.

(ii) Se T" é vazio e A ndo €, entdo: y1 vy Vv ... V yn.

(iii) Se A é vazio e ' ndo é, entdo: @1 A2 A ... AQn 0 A —0.

(iii) Se A e I" séo vazios, entdo: 6 A —0.

A légica proposicional do ‘quase sempre’ em calculo de sequentes, Lg(X¥), é definida
sobre a linguagem Lg (A, v, —, L, £¥), em que A, v e — s&0 0S conectivos I6gicos usuais, L

(falso) é uma constante l6gica e Xt é o novo operador. Sejam ¢ e y férmulas arbitrariase I' e
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A multiconjuntos finitos de férmulas. Introduzimos o conectivo — (negacéo) por definigdo:
—Q =df (p—>_]_.

A légica Ls(X¥) fica determinada por meio dos seguintes axiomas e regras:

Axiomas:

(AX) o = ¢
ELDL=>
Regras estruturais:

- atenuagéo:

(EA) I'=>A
o, '=>A

(DA)

-
4 (8
> >
5

- contracao:

(EC) ¢, 0,T=A
o, '=A

(DC) I'=2A, 0,0
' Ao

Regras operacionais:

- conjungéo:

(EA) oy, = A
ony, I'e> A



(DA) T2 A e T'=2A v

= A ony

- disjungdo:

(Ev) o.T=2A vy, T'=A

ovy, ' A

(Dv) I A o,.vw
' A ovy

- condicional:

(E-) ' A oy, I'=A

o—-vy, I'>A

(D—-) o.T=>A vy
' Aop—vy

Regras para o operador %.t:

(o) T =2 A, o ATty
= A e Avy)

(te2) [ = A, —3to
I'= A, ﬁﬁ(p

({:1'(33) I'> A, ﬁj_
I'=A L

(Ktes) 20>V
= e — Ly

94
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Os nossos axiomas e regras que ndo envolvem o operador ¥t estdo de acordo com
(Schwichtenberg, Troelstra, 2000, p. 61).

No sistema original de Gentzen, ha apenas um axioma, pois nele o falso, L, ndo faz
parte da linguagem. Porém, existe uma regra para a negacdo, —. Nota-se também que ndo uti-

lizaremos a regra do corte.

Definicdo 4.1.4: Chamamos de sequentes superiores e inferiores aos sequentes que estdo,

respectivamente, acima ou abaixo das linhas em que aparecem as regras consideradas.

Definicdo 4.1.5: As regras estruturais, regras operacionais e regras para o operador %t sdo

regras de inferéncia.

Definicdo 4.1.6: Uma demonstracdo, em Lg(3%), é construida a partir dos axiomas por meio

das regras de inferéncia e tem a forma de uma arvore 11, tal que:

(i) Os n6s mais altos de IT sdo axiomas;
(if) Cada n6 p de II, exceto o Ultimo, é o sequente superior de uma aplicacdo de uma regra de

inferéncia cujo sequente inferior também ocorre em I, imediatamente abaixo de .

Um sequente é valido quando existe uma demonstragdo para ele.

Definicdo 4.1.7: Uma deducdo, em Lg(XX), é construida a partir dos axiomas e premissas por

meio das regras de inferéncia e tem a forma de uma arvore TII, tal que:

(i) Os n6s mais altos de IT sdo axiomas ou premissas;
(if) Cada n6 u de II, exceto o Gltimo, é o sequente superior de uma aplicagdo de uma regra de

inferéncia cujo sequente inferior também ocorre em I, imediatamente abaixo de .

Definicdo 4.1.8: Uma férmula ¢ é um teorema, em Lg(Xt), se 0 sequente = ¢ pode ser de-

monstrado.

Definicdo 4.1.9: O sequente mais baixo de II, que ndo é sequente superior de nenhuma regra,
é o sequente final de IT.
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Definicdo 4.1.10: O comprimento de IT, denotado por € (IT), considerando IT e IT; (1 < i < n)

demonstracoes, € definido da seguinte forma:
(i) Se IT é um axioma £ (IT) = 1.
(ii) Se IT € da forma
I, I, ..., Iy
¢
entdo £ (IN) = (£ (INy) + € (ITp) + ... + £ (I1,) + 1).

4.2 Equivaléncia entre L(3X) e Ls(XY)

Nesta secdo faremos a equivaléncia entre os sistemas L(3.¥) e Lg(3X). Para isso, utiliza-

remos a Definigdo 4.1.3 e as duas defini¢fes a sequir, dadas por Gentzen (1969, p. 116).

Definicdo 4.2.1: Duas deducgdes sdo equivalentes se a formula final (sequente final) de uma é

equivalente ao da outra.

Definicdo 4.2.2: Dois sistemas sdo equivalentes se toda dedugdo em um sistema pode ser

transformada em uma deducéo equivalente no outro sistema.

A equivaléncia seré feita provando o teorema a seguir:

Teorema 4.2.1: Sejam T" = {¢1, @2 ,..., ¢n} € A = {y1, V2 ,..., Ym} Multiconjuntos finitos de
férmulas. Entdo existe uma deducdo IT do sequente T = A se, e somente Se, 1AQ2A...AQn
YiVYaV...VYnm.
Demonstracéo:

Os axiomas do célculo proposicional classico (Axo) serdo 0s seguintes:

(AXo1) @ — (v — 9)
(AXo2) (¢ — (v — 0)) — ((¢ — v) — (¢ — 0))
(AXe3) @ — PV
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(AXos) Y — vy

(AXos) (@ — 6) = ((y — 6) — (pvy — 0))
(AXos) PAY — ¢

(AXo7) oAy —

(AXos) ¢ — (v — (pAY))

(Axge) L — o

(AXo10) V(¢ — L).

Estes axiomas estdo de acordo com (Schwichtenberg, Troelstra, 2000, p. 51). O fato de
utilizarmos varios axiomas, 0 que ndao ocorre normalmente, se deve & nossa intencéo de de-
monstrar a equivaléncia entre as l6gicas do ‘quase sempre’ dadas no sistema hilbertiano e no
calculo de sequentes. Utilizaremos nas deducdes, implicitamente, o Teorema da Monotonici-
dade, T. M. (Bianconi, Carnielli, Coniglio, 2006, p. 45): SeI' - ¢ e ' < A, entdo A + o.

Ademais, utilizaremosqueT' - ovy T F—9p > vyelkFo oy ST F -y — —0.

(=) Provaremos que todas as regras e axiomas de Ls(Xf) podem ser deduzidos em L(3X).
Notemos que no antecedente interpretamos as virgulas como A, mas para facilitar nos-

sa deducdo o sequente T', ¢ = A sera entendido como I' U {o} - A.

(Ao o

LE(@—=(e—=¢0)—9) = (¢ —(0—9) = (90— ) (AXo2)
20— ((9—9)—9) (AXo1)
k(= (e—9)—(0—0) (MP)em1le?2
4Fo—(p—0) (AXo1)
S5.F0—¢ (MP)em 3 e 4
6.0+ T.D.em5.

(EL) L+ or—0

1L F1L— (pr—0) (AXo9)
2. L For—@ T.D.em1.
(EA) T EA

o, T'FA



1L.THA
2.{o} T FA
3.0, T FA

(DA) I'A
Ao
1L.THA
2. T Fwyiv..vyn
3. T F (yiv..vym) = (Wav..vym)ve
4.T F (Y1v..Vym)Vvo
S.THA, o

EC)w,y,. T'FA
vy, I'FA

Ly vy, THA

2. {y}u{yul'FA
3 {y}uTlFA
4.y, T FA.

DO Ir'FA 0. @
kAo

T FA Q@

T F (yv.. vym)vove

T =(yav..vym) — ovo
T u{=(yive.vym} - ove

TJu=yivevymiFoeo — o

T U=V vym)} F (@ — @) — (pve — ¢)

T U{=(yivevym} Eove — ¢
T u{s(yivevymt o
10.T F =(y1v...v¥m) — @

® Demonstramos este resultado em (Ax) ¢ + .

1

2

3

4

5. Tu{=(viv.vym} k(¢ — ¢) = (¢ — 9) = (pvo — ¢))
6

7

8

9

premissa

T.M.eml

premissa

(AX03)
(MP)em2e3

premissa

{vi Ay} ={v}

premissa

(CPC) em 2
T.D.em3
(AXgs)

(Ax)°
MPemb5e6
MPem6e?7
MPem4eS8
T.D.em9
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11.T F (y1v... v m\Vve
12.T - A, .

(EA)0. 0. TEFA
Ornc, T A
1.6,0,T A

2. {6} U {c} U {o1A...AQn} F Y1V.. VY

3. F 60— (06— (P1A...AQn) — (W1v...vVy )

4. 0n0 F 0 — (6 = ((P1A-.AQn) = (W1Vv...vym)))

5 F0Ac — (0 — (6 = ((P1A...AQN) = (W1V...vVY))))

6. - (6Ac — (0 — (6 — ((P1A-..AQR) = (W1V..vym))))) —
((0rc — 0) — (0r0 — (0 = ((P2A-.AQn) = (Y1V...vY)))))

7.+ (0Arc — 0) — (OAc — (6 — ((P1A...A0N) — (W1V...vWm))))

8. FBrc— 0

9. 0A0 — (6 — ((P1A...AQR) = (Y1Vv..\ym)))

10. - (0Ac — (6 = ((P1A-.AQR) = (Y1V...VYm)))) —

((6Ac — ©) = (0A6 — ((1A..AQR) = (W1V...vYm))))

11. F (0A6 — ©) — (0A6 — ((Q1A...AQR) — (W1Vv.. VW)

12.-0rnc — 0o

13. F 0AG — ((Q1A...AQR) — (W1V...vym))
14. 0rn0, T A

(DA)THA @;THFA 6
' A, onO
1LTHA@

2.T F (y1v..vym)vo
3. T F=(yiv..vym) — o

4. T U {=(yiv.vym} o
5TFA0

6. T F (y1v..vym)vO
7.T F =(y1v..vyy) — 0
8.Tu{-(yiv.vym} + 0

(CPC) em 10

premissa

T.D.em?2
T.M.em3
T.D.em4

(AXo2)
(MP)em5e6
(AXog)
(MP)em7¢e8

(AXo2)
(MP)em9e 10
(Axo7)

(MP)em 11e 12
T.D.em13.

premissa

(CPC)em 2
T.D.em3

premissa

(CPC)em 6
T.D.em7
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9. T U {—(yiv.vyum} F ¢ — (0 — onb)
10. T U {—=(yiv..vym)} - 6 — oAb

11. T u{=(yiv..vum} F onb

12.T F =(yav...vym) — oAD

13.T + A, on0

(Ev)o.I'FA;0.TEFA
ovo, ' A

o, TFA

Ao} T Fyive.vyn
TFe— (yiv...vym)
0, THA

TFO— (y1v...vym)
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(AXog)
(MP)em4e9
(MP)em 8e 10
T.D.em11
(CPC) em 12.

premissa

T.Dem?2

premissa

T.D.em5

T E (o= (yave.vim) = ((0—=(wave.vym) = (evO—-(yav...vym)))  (AXos)

1

2

3

4

5 {0} UT Fyiv..vyn
6

7

8.T'F (08— (y1v..vym)) — (ovO — (y1v...vym))
9.T F ovO — (y1v...vypm)

10. {ovO} U T Fy1v..vyn

11. ov0, T - A.

(DV)LFA .6
'FA, ovO

1L.THAo,0
2. T F (yav..vym)vovo
3. T F A, oVvb.

(E=)LEA ;0. TFA
¢ —-0,T'FA
1L.THA

2.T F (y1v..vym)vo

3T F—=p— (y1v...\yn)
4.0, TFA

(MP)em 3e7
(MP)em6e8
T.D.em9

premissa

premissa

(CPC) em 2

premissa



5TFO— (y1v..vym)

T.D.em4

6. T F (o= (Wav..vym) = ((0—(wav..vym) = (=ovO—(y1v...vym))) (AXos)

7.T F (0—=(y1v..vym) = (=ovo—(y1v...vym))
8. T F —=pVvO—(y1v...\ypm)

9.T F —(y1v..vym) — —(—@Vv0)

10. T v {—(y1v..vym)} F =(=eVv0)

11. T u{=(wiv..vym} F =(p — 0)

12.T F =(yrv..vym) — —(p — 0)

13.T F(p — 0) = (y1v...vym)

4.0 -0, T A

(D—-)o, I'HA 6

kA ¢e—0
Lo, THAB
2. {0} UT F (y1v..vym)VvO
3 {o}uT F=(y1v...vyy) — 6
4. T u{o} v {=(yiv..vym)} 0
5. Tu{~(yiv..vym} o — 06
6.T F =(y1v..vym) — (¢ — 0)
7.T F (y1v..vym) v (¢ — 6)
8.THA ¢—0.

(o) LA, SXoaLt0
Ik A, $X(pA0)
1.TF A, StoAT0
2. T F (y1v..vym) v BXeALx)
3. T F —(yiv..vym) — (XeAL0)
4. T U {=(y1v..vym} F TIeALL0
5. T U {=(y1v...\ym)} F FXoALt0) — I(pAb)
6. T U {=(y1v...vym} F IHpA0)
7.T F —(y1v..vym) — $X(pA0)
8.T F (y1v..vym) v IH{pA0)

(MP)em3e6
(MP)em5e7
(CPC)em 8
T.D.em9
(CPC) em 10
T.D.em11
(CPC) em 12
T.D.em13.

premissa

(CPC) em 2
T.D.em3
T.D.em4
T.D.em5
(CPC)em 6

premissa

(CPC) em 2
T.D.em3
(Ax1)
(MP)em4e5
T.D.em6
(CPC)em 7
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9.T F A, IX{(pA0).

(te2) LA, =ite

T+ A, 3=
1.TEA —to premissa
2. T F (y1v..vypm) v =5t
3. T+ =(yrv..vym) — —3te (CPC) em 2
4. T U {~(y1v..vym} + —f¢ T.D.em3
5 T U {=(y1v..vym} F o v Lt (Axy)
6. T U {=(y1v..'vym} F —3tp — Tt—o (CPC)em 5
7. T U {=(y1v..vym} F Tt—o (MP)em4e6
8.1 F —(y1Vv..vypy) — =0 T.D.em7
9.T F (Y1v.. V) v $t—0 (CPC)em 8
10.T + A, $t—0o.

(Hes) LA XL

A L
1L.THFA, XL premissa
2. T F (yrv..vyp) v $EL
3. T+ —(y1v..vym) — L (CPC) em 2
4. T U {—(y1v..vym} F £XL T.D.em3
5 TU{~(y1v..vym} XL — L (AXs)
6. T U{=(y1v..vym}+ L (MP)em4e5
7.T F=(yv..vym) — L T.D.em6
8. T F (yav..vym) v L (CPC)em7
0.T kA, L
e koo y

Fite — Sty
Lreo—ovy premissa

2. - Lt — Lty (RXY) em 1.
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(<) A prova é feita por inducdo sobre o comprimento da dedugdo. Assim, devemos provar
que vale para os axiomas (dedugéo de comprimento um) e supondo que vale para uma dedu-
cdo de comprimento n, garantimos que vale para uma deducdo de comprimento n+1, ou seja,
mostramos que as regras do calculo de sequentes preservam a validade.

Provaremos que cada um dos axiomas e regras da légica proposicional do ‘quase sem-

pre’ em sistema hilbertiano correspondem a algum sequente valido.

(AXo1) = @ — (v — @)
OR=0) (AX)

_weo=29  (EA)
_o=2y—9 (Do)
=¢—(v—0) (D—)

(AXp2) = (¢ — (y — 0)) = ((¢ — v) — (¢ — 0))

00 (AX)
_e=e  (AX) _0.0=26 (EA)
Q=@ (AX) ov—0=0 (EA) vy (AX) 0 =>20—>0 (D—)
0.0y >0 (EA) 0w —020.0 (DA) yoe—0y (DA 0.y =e—0 (EA)
2.0—-v=200 (DA y—o020—-0¢ (Do) Yy —020—0 (E-)
0oy =00—0 (D) 0oy, Yo 02290 (E-)
= (@—ow)—(9—60,0 (D) y—02(@—oy)—(e—0) (D)

0= (W—=02(@=w)—(@—0)  (E-)
= (0= (v —0) = (¢ —vy)—(9—0) (D)

(AXs) 2> @ —> @ Vvy
R0} (AX)

_ o=, v (DA)
0 = OVY (Dv)

= ¢ — (pvy) (D—)

(AXos) =y — ovy
Y2y (AX)
E=XOM] (DA)

Y 2 ovy (Dv)
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=y — (pvy) (D)

(Axos) = (@ — 8) — ((y — 0) — (pvy — 0))

o= (A _w=2y (AX) _eo=e (A) _0=20  (AX)
—0=06 (DA) _y=6y (DA) @b=¢ (EA) _yv.0=26 (EA)
o=20,0,y (DA) y=0¢,0,y (DA) ¢, 0=20,06 (DA) wv,0=0,06 (DA)

ovy =@, 0,y (Ev) 0, ovy = 0,0 (Ev)
ovw,y — 0= 0,0 (E—)
v o020, 0vy — 6 (D—)

= (y —0) = (pvy —0), 0 (D—) (1)

0=>0 (AX) vy o (AX)

0, 0=0 (EA) v, 0=y (EA) =0 (AX)

0,.0=>vy, 0 (DA) v, 0=y, 0 (DA) ovy, 0 =0 (EA)
ovw, 0=y, 0  (EVv) 0=>ovw—0 (D)

0= ovy — 0,y (D—) 0,0 = ovy — 0 (EA)

v—0,0= vy —6 (E—)
0= (y —0) = (pvy —6) (D—) (1)

De (1) e (1), temos:

= (v —0) = (pvy — 0), © 0= (v —0) > (evy — 0)

0—=0=2(y—0)—(pvy—0) (E—)

= (@ —0) = (v = 0) = (pvy —0)) (D)

(AXos) = QAY — @
0= 0 (AX)

o, vy  (EA)

QOAY = @ (EA)

= (pAy) —y (D)

(AX07) = QAY —
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_ v=y  (AX)
o.v=>vy  (EA)

ory =y (EA)

= (pAy) =y (D)

(AXos) = ¢ — (y — QAY)
_o=>0  (AX) vy (AX)
v, 020 (EA) v, 0=y (EA)

Y, 0 2 QAY (DA)

Q=Y — QAY (D—)

= ¢ — (y = ony) (D)

(AXge) => L — ¢

1= (ED)
1l=>¢ (DA)
=1 —-¢ (Do)

(AXO]_()) = (pV((p — J_)

00 (AX)

o=>¢, 1 (DA)
_=20,9—>1 (D-)
=ov(e—1) (Dv)

(Ax1) = (Xt A 3ty) — LHoAy)

Tto ALty = Tt ALy (AX)
L5 A3ty = IHeAy)  ($fer)

= Ltp A3ty — ony) (D)

(AXZ) = —er}(p — 'K:}—Kp
Como + Lt v It—¢ < + —Lte — Lf—@, basta demonstrarmos que o sequente = —Xtp —

¥ & vélido.
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—to = —3Xe  (AX)
Lo 2 3X—0  (Xe)
= =1%o — It—¢ (D—)

(AXz) = 3L — 1L

L =23t (AX)
Ll (3tes)

=23l -1 (D-)

(MP)o, 0 >y =y
_0=20  (AX) _v=y  (AX)

o=y, @ (DA) v.o=2>y  (EA)

-y, 0=y (E—)

(R = @ -y /= Lte — Xty
20—y (premissa)
= {?(P - ﬁ\v ({:264) u

No Capitulo 3 demonstramos a adequacdo da l6gica do ‘quase sempre’ na versdo hil-
bertiana. Como demonstramos a equivaléncia entre 0s sistemas nas versdes hilbertiana e em

calculo de sequentes, entdo a versdo em célculo de sequentes também é adequada.
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CONSIDERACOES FINAIS

Se houvesse um consenso de como devemos tratar formalmente as nogdes de quantifi-
cadores, ou seja, se tivéssemos conhecimento de uma definicdo geral sobre quantificadores,
gue abrangesse tudo o que consideramos quantificadores, talvez teorias particulares para cap-
turar a nocdo de apenas um quantificador ndo fossem tdo importantes. Porém, como analisa-
mos no Capitulo 1, existem muitos estudos envolvendo quantificadores, desde Aristoteles, até
as teorias de quantificadores generalizados e, apesar de terem contribuido muito, nos parece
gue nenhuma teoria possui uma definicdo geral para os quantificadores. Dessa forma, temos
muito para desenvolver sobre os quantificadores.

A nogdo de ‘quase sempre’ estd demasiadamente presente em nosso cotidiano e nas
ciéncias naturais e fisicas. Por exemplo, seria interessante formalizarmos expressdes como
“seres que sdo aves ‘quase sempre’ voam”, “a gravidez na adolescéncia quase sempre nao é
planejada” e “metais do tipo galio ‘quase sempre’ se liquefazem a 28,7° C”.

Foi Reiter (1980) quem primeiro formalizou a nogdo de ‘quase sempre’ através da
Ldgica do Padrdo, sem recorrer a distribui¢des de frequéncia ou l6gicas fuzzy. Uma desvanta-
gem da Logica do Padrdo de Reiter é que ela ndo possui a propriedade da monotonicidade.
Assim, sempre que acrescentamos uma nova informacdo ao sistema, temos que rever todos 0s
resultados obtidos anteriormente e isto torna o sistema inviavel computacionalmente.

A fim de trabalhar com a mesma noc¢éo da Ldgica do Padréo, porém num sistema mo-
notbnico, Sette, Carnielli e Veloso (1999) introduziram a Légica do Ultrafiltro. O que defini-
mos como uma familia de conjuntos grandes coincide com o conceito de ultrafiltro e serviu de
base para a introducéo do quantificador que nos da a nogdo de ‘quase sempre’ na Logica do
Ultrafiltro.

Tanto a Logica do Padréo, quanto a Logica do Ultrafiltro foram tratadas no Capitulo 2.
No Capitulo 3, a partir das no¢des de ‘quase sempre’ da Logica do Ultrafiltro, foram introdu-
zidas a légica proposicional do ‘quase sempre’ e a algebra do ‘quase sempre’, que € a estrutu-
ra semantica para aquela logica. Fizemos isto pela introducdo na linguagem proposicional
classica de um novo operador e de axiomas e regras especificas para este operador.

A adequacdo entre a logica proposicional do ‘quase sempre’ e a algebra do ‘quase
sempre’ foi demonstrada no Capitulo 3.

Vimos, no Capitulo 2, a légica proposicional para ‘muitos’ e a ldgica proposicional do

‘plausivel’, ambas introduzidas, respectivamente, em (Feitosa, Nascimento, Gracio, 2009a) e
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(Feitosa, Nascimento, Gracio, 2009b). Essas légicas nos inspiraram a tratar a no¢ao do quanti-
ficador do ‘quase sempre’ num ambiente proposicional.

Agora, seria interessante que a l6gica proposicional do ‘quase sempre’ fosse uma 16gi-
ca proposicional para ‘muitos’ e uma légica proposicional do “‘plausivel’, pois um ultrafiltro
satisfaz tanto as condi¢fes de uma familia fechada superiormente, quanto as condi¢des de
uma pseudo-topologia. Além disso, a Logica do Ultrafiltro é uma légica do muito e uma légi-
ca do plausivel.

No entanto, se interpretarmos o axioma Vx ¢(X) — 3x ¢(x), da Logica do Ultrafiltro,
da Légica do Muito e da Loégica do Plausivel, num ambiente proposicional, por + 3t¢ — o,
da forma como foi feito em (Feitosa, Nascimento, Gracio, 2009a) e (Feitosa, Nascimento,
Grécio, 2009b), geramos um resultado indesejavel na presenca do axioma (Axp), + 3¢ v
LX—@, que caracteriza a nogao de ultrafiltro. Pois, (Axz) nos permite deduzir - —Xtp — $t—p
e, por + Lte — @, temos + $f—¢ — —. Entdo obteriamos como resultado + —3¥ep — —o e,
consequentemente, + ¢ — 3t@. Com este resultado e com + Xt¢ — ¢ teriamos a equivaléncia
F @ < 1to.

Assim, 0 axioma Vx ¢(X) — 3x ¢(x), que significa que conjuntos grandes ndo sao
vazios, ou ainda, para nés, que o vazio ndo ocorre ‘quase sempre’, foi interpretado, no ambi-
ente proposicional, por XL — 1.

No Capitulo 4, a l6gica proposicional do ‘quase sempre’, dada em um sistema hilberti-
ano no Capitulo 3, é apresentada num sistema de célculo de sequentes. Calculo de sequentes é
um método de prova introduzido por Gentzen (1969). Demonstramos a equivaléncia entre
estes dois sistemas. Assim, como a logica do ‘quase sempre’ na versdo hilbertiana é correta e
completa, entdo a versdo em calculo de sequentes também € correta e completa.

Destacamos gque um sistema em um ambiente quantificacional tem um poder maior de
expressdo do que um sistema correlato num ambiente proposicional. Por exemplo, ao tratar-
mos de relacdes entre objetos, a linguagem quantificacional é mais adequada. Tomemos a
sentenca “Jodo ama Maria e Maria ama Carlos”, esta sentenca é representada proposicional-
mente com dois simbolos distintos para expressar ideias semelhantes, pAy. No entanto, na
linguagem quantificacional, considerando o predicado Pxy para designar “x ama y”, podemos
representar a sentenga acima como ‘Pjm A Pmc’ e, desta forma, estamos preservando a rela-
¢ao que existe entre Jodo e Maria e entre Maria e Carlos, além de percebermos que o indivi-

duo Maria aparece duas vezes na relacéo.



109

Apesar do poder de expressdo superior da linguagem quantificacional, sistemas quan-
tificacionais ndo sdo, em geral, decidiveis, ou seja, ndo existe um procedimento algoritmico
para determinar, em um ndmero finito de passos, se férmulas arbitrarias sdo teoremas destes
sistemas. Enquanto sistemas proposicionais, em geral, possuem a caracteristica de serem de-
cidiveis, o que faz, nesse sentido, a versdo proposicional relevante.

Fechamos nossas Considerag@es Finais propondo alguns trabalhos futuros a partir do

trabalho aqui apresentado:

Demonstrar a decidibilidade da l6gica proposicional do ‘quase sempre’.

e Apresentar a légica proposicional do ‘quase sempre’ em dois outros métodos deduti-

vos: 0 método de deducéo natural e o0 método de tabl6s.

e Introduzir uma légica proposicional para tratar do conceito de ‘maioria’, baseada na

I6gica da maioria dada em Gréacio (1999).

e Introduzir l6gicas proposicionais para tratarem das no¢es de ‘muitos’ e ‘para uma
‘boa’ parte’ a partir da interpretacdo proposicional que demos para a férmula do tipo
QX @(x) — IX @(x).

Sugerimos uma extensdo da légica proposicional classica para tratar da noc¢éo de ‘mui-
tos’ através do acréscimo de um novo operador x na linguagem proposicional classica
e dos seguintes axiomas e regra:

Axiomas:

*(ov —0)
*| — 1.

Regra de deducéo:
(R%) F @ — yl F %@ — xy.

Uma algebra para tratar deste novo sistema seria M’ = (M’, A, v, ~, 0, 1, ®), em que

(M’, A, v, ~, 0, 1) é uma algebra de Boole e ® é um novo operador que satisfaz as

condicdes:
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®a < ®(avh).

A nogdo de ‘para uma ‘boa’ parte’ poderia ser dada pela extenséo da l6gica proposici-

onal classica, por meio do acréscimo de um novo operador 4 na linguagem proposici-

onal classica e dos seguintes axiomas e regra:

Axiomas:
1 (pv—0)
bl — 1
B A By — H(pay)

ho v iy — f(evy).

Regra de deducéo:

RE)Fo eyl F o < by,

Uma algebra para tratar da légica sugerida acima seria P’ = (P’, A, v, ~, 0, 1, ®), em
que (P’, A, v, ~, 0, 1) é uma algebra de Boole e ® é um novo operador que satisfaz as
condicoes:

1<o1

00<0

®a A Ob < ®(anb)

®a v ob < o(avb).

Observar as semelhancas entre as logicas proposicionais que tratam dos conceitos de
‘muitos’ e ‘para uma ‘boa’ parte’, da forma como propomos no item anterior, e a l6gi-
ca proposicional do ‘quase sempre’ e, assim como Grécio (1999) criou a familia de

sistemas modulados, criar uma familia para estes sistemas proposicionais.
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Golzio (2011) e Oliveira (2011), inspirados pela légica do muito de Gracio (1999), in-
troduziram l6gicas em ambiente proposicional e quantificacional, respectivamente, pa-
ra tratar da nocdo de ‘poucos’. Pode-se introduzir, também, uma l6gica proposicional
para tratar da noc¢do de ‘quase nunca’ ou ‘quase nenhum’, em que este operador seria
um operador dual ao sugerido neste trabalho. Para isso bastaria nos basearmos no con-
ceito de ideal primo, visto que um ultrafiltro é equivalente a um filtro primo e que 0s

conceitos de ideal e de filtro sdo duais.

Baseados no quantificador introduzido na Logica do Ultrafiltro, construimos uma 16-
gica proposicional, de carater modal, associada ao conceito de ‘quase sempre’. Acredi-
tamos que, da mesma forma que fizemos neste trabalho, podemos tratar outras l6gicas
que introduzem novos quantificadores na linguagem quantificacional classica num
ambiente proposicional, ou seja, podemos escrever detalhadamente um procedimento

geral de como fazer isto.
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