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Resumo

Propoem-se novas condigoes, em termos de Desigualdades Lineares Matriciais (em inglés,
Linear Matriz Inequalities, LMI), para a resolucao do seguinte problema, classificado como
sintese Estritamente Real Positiva (ERP): dada uma planta linear invariante no tempo, com
o numero de saidas maior ou igual ao nimero de entradas, encontre uma matriz constante
de realimentacao da saida K e uma matriz constante em série com a saida F' para que o
sistema controlado seja ERP. Entao, com base neste resultado, um novo projeto baseado
em LMI para o Controle com Estrutura Varidvel (CEV) com realimentacdo da saida de
plantas dinamicas incertas é apresentado. O método considera as seguintes especificagoes
do projeto: distirbios casados ou nao-linearidades da planta, restricoes na saida, taxa de
decaimento e, finalmente, incertezas da planta nao casadas. O método é aplicado em alguns
exemplos. As contribuigoes principais desta dissertacao sao: a generalizacao do método de
projeto para plantas com o mesmo ntumero de entradas e saidas e a proposta de um novo

método de projeto para plantas com o niimero de saidas maior que o nimero de entradas.
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Abstract

We propose new Linear Matrix Inequalities (LMI) conditions for the following problem,
called Strictly Positive Real (SPR) synthesis: given a linear time-invariant plant, with
the number of outputs greater or equal to the number of inputs, find a constant output
feedback matrix K and a constant output tandem matrix F' for the controlled system to
be SPR. Then, taking into account this result, a new LMI based design for output Variable
Structure Control (VSC) of uncertain dynamic plants is presented. The method considers
the following design specifications: matched disturbances or nonlinearities of the plant,
output constraints, decay rate and, finally, unmatched plant uncertainties. The method is
applied in some examples. This dissertation presents a more general design method for the
case where the plant has the same number of inputs and outputs and it proposes a new

design method for the case where the plant has more outputs than inputs.
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Capitulo 1

Introducao

As caracteristicas reais de um sistema sao descritas através da modelagem matematica.
Este modelo pode conter incertezas devido ao desconhecimento de parametros, que podem
ser constantes, variantes no tempo ou imprecisamente conhecidos, e incertezas devido ao
desconhecimento das entradas do sistema.

Desde a introdugao da teoria de sistemas com Estrutura Varidvel e Modos Deslizantes
(EVMD) pelo Professor Vadim I. Utkin, para a comunidade ocidental que pesquisa sistemas
de controle [3], as atividades de pesquisa, fora da antiga Unido Soviética e Iugosldvia, em
sistemas com EVMD, tém continuado crescentes. Além disso, a natureza dessas investi-
gacoes tem-se expandido, de assuntos normalmente tedricos durante as décadas de setenta
e oitenta, para muitos problemas de aplicagoes praticas industriais interessantes, em muitos
campos da Engenharia, no final dos anos oitenta [4].

O interesse por Controle com Estrutura Varidvel (CEV) justifica-se pelas suas aplicagdes
efetivas em problemas de automacao que sao muito diversificados em sua natureza fisica e
propésitos funcionais. No curso de toda a historia do desenvolvimento da teoria de controle
automatico, a intensidade das investigacoes de controle descontinuo tem-se mantido em um
nivel suficientemente alto. Particularmente, durante os estagios iniciais, relés tomaram des-
taque no projeto de sistemas de controle a realimentacao, por facilidade de implementacao
e eficiéncia do equipamento de controle [4].

Recentemente, tem sido dada uma atencao crescente para sistemas onde as agoes de
controle sdo fungoes descontinuas de suas coordenadas e distirbios. As trajetérias de estado

representam as propriedades de um sistema dinamico. Portanto, através de uma escolha
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adequada das agoes de controle, as trajetorias de estado podem ser mudadas para que sejam
dadas as propriedades desejadas de um processo a um sistema [5].

Um sistema com CEV consiste de um conjunto de subsistemas continuos, com uma
logica prépria de chaveamento. A acao de controle resultante é uma funcao descontinua dos
estados do sistema, disturbios e referéncias de entrada. KEssencialmente, um sistema com
estrutura varidvel utiliza uma lei de controle com alta velocidade de chaveamento para levar
a trajetéria de estado da planta a uma superficie especificada no plano de fase, mantendo-a
sobre esta superficie por todo o tempo subseqiiente. Entao, a dinamica da planta fica restrita
a esta superficie, que é convenientemente escolhida, de maneira a obter um comportamento
desejado [4].

O projeto de sistemas com agoes de controle descontinuas normalmente se reduz a se-
lecao de superficies no plano de fase para que a funcao de controle tenha descontinuidades.
Quando certas relagoes sao validas, um tipo especial de movimento, chamado de modo desli-
zante pode aparecer. Este pode ser o caso, por exemplo, se, na vizinhanca da superficie onde
a funcao de controle tenha descontinuidades, as trajetérias de estado estiverem direcionadas
a esta superficie.

Uma vez nesta superficie, o sistema evidentemente nao pode se mover ao longo de ne-
nhuma trajetéria adjacente a esta em qualquer outro instante. Portanto, em resposta a
qualquer mudanga, um movimento que comega sempre retorna a esta superficie. Con-
seqiientemente, no sistema em discussao, a trajetéria pode se mover somente ao longo da
superficie descontinua. Este movimento é convencionalmente chamado de modo deslizante
[5].

O primeiro passo no projeto de um CEV, em geral, é a escolha de um subespago des-
lizante (superficie de chaveamento). Um modo deslizante estavel é conseguido através da
selecao adequada de hiperplanos, de maneira que a resposta dinamica de malha fechada
desejada seja alcangada. O segundo passo envolve a selecdo de uma lei de controle que
assegure o alcance e a permanéncia do sistema em modo deslizante [6].

Estudos subseqiientes tém revelado que movimentos em modos deslizantes resultam em
controle 6timo. A teoria de sistemas com CEV tem-se tornado um campo independente na
teoria geral de sistemas nao-lineares [5].

Nos tltimos anos, surgiu um novo paradigma para o projeto de CEV: a descricao do pro-

blema através de Desigualdades Lineares Matriciais (em inglés, Linear Matriz Inequalities,
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LMI). Trés fatores tornam as técnicas de LMI especiais:

(a) Uma grande variedade de especificacoes e restrigdes de projeto podem ser expressas

como LMI;

(b) Uma vez formulado em termos de LMI, o problema pode ser solucionado com exatidao

por algoritmos de otimizacao bastante eficientes;

(c¢) Enquanto a maioria dos problemas com multiplas restrigdes ou objetivos falham em
encontrar solucoes analiticas em termos de suas equagOes matriciais, eles sao freqiien-

temente factiveis no tratamento por LMI.

Agora, serdo descritos seis artigos que abordam o CEV com LMI, obtidos apds um le-
vantamento bibliografico eletrénico. Em [7], os autores apresentam dois métodos numéricos
para o projeto de CEV, com acesso somente as saidas da planta. O projeto considera funcoes
de chaveamento do tipo s = Gy, sendo y a saida da planta e G uma matriz constante. A
matriz G, que define o comportamento no deslizamento, é considerada disponivel e o projeto
procura satisfazer a condicao s7§ < 0, para s # 0, utilizando uma lei de controle adequada
e métodos de otimizacao empregados nas solucoes das LMI.

Todos os outros trabalhos, descritos a seguir, sobre o emprego de LMI no projeto de
CEV, consideram a disponibilidade do vetor de estado.

Em [8], a especificacao das superficies de deslizamento é feita em termos de LMI, per-
mitindo, inclusive, a especificagdo da taxa de decaimento. Posteriormente, o artigo [9]
generalizou estes resultados, considerando incertezas nao casadas.

Em [10], é demonstrado que as condigoes de existéncia para as LMI descritas em [9]
s80 necessdrias e suficientes, além de serem apresentadas novas condigdes para o projeto
da superficie de chaveamento linear, em termos de LMI, permitindo o projeto por alocacao
de pdlos do sistema de ordem reduzida no deslizamento, mais geral do que os métodos
descritos em [8] e [9]. Em [11], o projeto das superficies de deslizamento ¢é feito de modo a
minimizar, adicionalmente, a influéncia de distirbios nao casados. Foi empregado o método
de controle 6timo com a norma H, € sao consideradas incertezas nos parametros da planta
pertencentes a um politopo convexo. Recentemente, estes autores apresentaram um método
similar, considerando agora a norma Hsy [12].

Aqui, foi abordado o projeto de CEV, com acesso somente as saidas da planta, utilizando

apenas controladores estdticos invariantes no tempo e um método de projeto baseado em
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LMI. Assume-se, inicialmente, como efetuado em [13]|, que a planta apresenta o mesmo
numero de entradas e saidas e o método proposto permite a consideragao de nao-linearidades
ou disturbios casados, de restricoes nas saidas, da taxa de decaimento e da robustez, com
respeito a incertezas nos parametros da planta, casadas e nao casadas. Em seguida, o
método é aplicado para sistemas com diferentes niimeros de entradas e saidas, sendo esta a
principal contribuicao desta dissertagao.

O projeto de CEV com controladores invariantes no tempo e acesso somente as saidas
da planta j& foi estudado, por exemplo, em [14], [15] e [16]. Entretanto, estes métodos nao
sao tao gerais, pois nao permitem, por exemplo, a especificacao da robustez com respeito
as incertezas nos parametros da planta nao casadas ou de restrigoes nas saidas da planta.

Em [17], é apresentada uma metodologia de controle com CEV para sistemas dindmicos
incertos com varias entradas, utilizando somente informacoes da saida da planta. O projeto
da superficie de chaveamento através de aproximacao LMI utiliza realimentagao estatica da
saida. Uma nova aproximagao da otimizagao baseada em LMI é empregada na construgao
da lei de controle para garantir o modo deslizante. Em [18], é considerado um controlador
em modo deslizante que requer somente informagoes da saida e é estdtico por natureza. A
novidade é a razao e o método usado para sintetizar o componente de controle linear que
envolve uma otimizacao em termos de LMI. Em ambos os casos, os sistemas apresentam
um numero de saidas maior ou igual ao niimero de entradas. Entretanto, estes métodos
nao permitem a especificacao da taxa de decaimento, robustez e restri¢oes nas saidas, como
proposto nesta dissertacao.

Os sistemas ERP também tém uma grande importancia no controle de sistemas com in-
certezas, devido aos importantes resultados disponiveis sobre a estabilidade destes sistemas,
como por exemplo a hiperestabilidade assintética de Popov [19]. Desta forma, um procedi-
mento para a andlise e projeto de sistemas de controle consiste na manipulacao do sistema,
com o objetivo de coloca-lo na forma de um sistema ERP, de modo que os resultados sobre
a estabilidade destes sistemas possam ser utilizados.

Os sistemas Reais Positivos (RP), também conhecidos como passivos, nasceram na teo-
ria de circuitos e foram definidos, inicialmente, dentro dos Sistemas Lineares Invariantes
no Tempo (SLIT). As matrizes de transferéncia RP e ERP possuem duas interpretagoes
interessantes em termos de circuitos elétricos. Considere dois nés de um circuito elétrico

composto pela conexao de elementos passivos com parametros concentrados R, L e C' (re-
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sistores, indutores e capacitores), de modo arbitrdrio. Entdo, a impedéancia em Laplace
entre os dois nés, Z(s) é RP, e, de modo inverso, qualquer fungao de transferéncia Z(s) RP
pode ser realizada como a impedancia entre dois nds de um circuito elétrico com elementos
passivos R, L e C. Agora, se aplicarmos uma tensao entre estes dois nés mencionados
anteriormente e se Z(s) for RP, entao a soma da energia inicial armazenada no circuito, no
instante inicial ¢ = 0, com a energia fornecida no intervalo t € [0,7T], T' > 0, deve ser maior
ou igual a energia armazenada em t = T.

Esta dissertacao apresenta novos resultados, baseados em LMI, sobre o projeto de sis-
temas ERP, para plantas com o ntimero de saidas maior ou igual ao niimero de entradas, e
generaliza os resultados disponiveis para plantas com o mesmo nimero de entradas e saidas.
Estes resultados viabilizaram o desenvolvimento de um novo método para o projeto de CEV
baseado em LMI, com acesso somente as saidas da planta. Este novo método permite a
consideracao de nao-linearidades ou distirbios casados, de restricoes na saida, da taxa de
decaimento e da robustez com respeito as incertezas nos parametros da planta, casados e
nao casados. Estes resultados nao tém similar na literatura [13].

A base para o desenvolvimento dos novos resultados desta dissertacao foi a formulacao,
em termos de LMI, de novas condigoes para tornar uma planta ERP, utilizando controladores
estaticos e acesso somente as saidas da planta. As LMI aqui descritas sdo mais adequadas
para o projeto de CEV do que as propostas por [20], pois estas ultimas ndo permitem
a especificacao direta da robustez paramétrica e de restrigdes na saida [21]. Em [22], é
apresentado o projeto de controladores dindmicos para sistemas ERP, com acesso as saidas
da planta, através da solucdo por LMI, de uma funcao de custo, de maneira a prover
um controle robusto da planta. Existe uma diferenca fundamental entre este artigo e os
resultados desta dissertacao. Considerando a planta dada pelas matrizes {A, B,C, D},
entdo em [22], é considerado que D + DT > 0, enquanto que, nesta dissertacio, assume-se
que D = 0. O ponto chave dos resultados foi a formulacao, em termos de LMI, de novas
condigoes para tornar uma planta ERP, utilizando compensadores estaticos: encontrar dois
controladores estaticos, K que realimenta a saida da planta e F' em série com a saida da
planta, de modo que o sistema controlado seja ERP.

No Capitulo 2, é apresentada a teoria e os métodos de projeto de controladores com
EVMD. No Capitulo 3, sdo descritas novas condicoes para sistemas ERP, baseadas em LMI.

No Capitulo 4, sao descritos novos métodos de projeto de CEV para sistemas nao-lineares,
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com acesso somente as saidas da planta, levando em consideracao indices de desempenho
como robustez paramétrica, taxa de decaimento e restricao no vetor de saida da planta. O
Capitulo 5 apresenta alguns exemplos de aplicacao e suas simulagoes, considerando acesso

somente as saidas da planta. O Capitulo 6 é uma conclusao geral da dissertagao.



Capitulo 2

Controle com Estrutura Variavel e

Modos Deslizantes

2.1 Modos Deslizantes

A caracteristica principal de um sistema de CEV estd na realimentagdo nao-linear que possui
descontinuidades sobre uma ou mais superficies no espago de estados. Assim, a estrutu-
ra do sistema de realimentacao é alterada, ou chaveada, conforme os estados atravessam
cada superficie descontinua. Em conseqiiéncia deste fato, o sistema de malha fechada é
descrito como sendo um sistema de Controle com Estrutura Varidvel, considerado como a
combinagao de subsistemas, cada qual com uma estrutura fixa e que opera em uma regiao
especifica do espago de estados.

O CEV ¢ caracterizado pela existéncia do modo deslizante. Isto ocorre quando o estado
do sistema cruza imediatamente e repetidamente a superficie de chaveamento, pois todos os
movimentos nas vizinhancas da superficie estao direcionados a esta superficie. Dependendo
da forma da lei de controle selecionada, o movimento deslizante pode ocorrer em superficies
de chaveamento individuais no espago de estados, sobre um conjunto de superficies, ou em
todas as superficies de chaveamento juntas [6].

A existéncia de um modo deslizante requer a estabilidade da trajetéria de estado para
a superficie de deslizamento, no minimo em uma vizinhanca de {z(t) | s(x(t)) = 0}, ou
seja, deve aproximar-se da superficie no minimo assintoticamente. A vizinhanga maxima

é chamada regiao de atracao. Geometricamente, o vetor tangente ou a derivada no tempo
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do vetor de estado deve apontar para a superficie de deslizamento na regiao de atracao.
Isto assemelha-se a um problema de estabilidade generalizado, e o segundo método de
Lyapunov fornece uma ferramenta natural para a analise. Especificamente, a estabilidade
para a superficie de chaveamento requer a selecao de uma funcao de Lyapunov generalizada
V(x,t), que é definida positiva e tem uma derivada no tempo negativa, na regiao de atragao
[23].

Um procedimento de projeto para o seguinte sistema [4]
z(t) = f(z,t,u) =z(t) € R", u(z,t) e R™, (2.1)

w(o.t) = ut(z,t) se s(z(t)) >0 | (22)

u”(z,t) se s(z(t)) <0
consiste em duas etapas. A primeira é a determinacao das superficies s(x(¢)) = 0 no espacgo
de estados, em que o controle é descontinuo e segunda é a selegao das fungoes de controle
continuas u™(z,t) e u~(x,t). Devido & descontinuidade, a derivada dos vetores de estado
pode estar direcionada para uma das superficies e um modo deslizante pode ocorrer sobre
ela (arcos ab e cb, na Fig. 2.1). Isto pode acontecer também sobre a intersec¢ao (arcos bd).

A Fig. 2.2 ilustra o modo deslizante na interseccao, mostrando um caso em que ele nao

ocorre separadamente em cada superficie.

Figura 2.1: Modo deslizante.

Modos deslizantes sao muito importantes por dois motivos. Primeiro, no modo deslizan-
te, o elemento que implementa a funcao descontinua, por exemplo um relé, chaveia em alta

freqiiéncia. A sua entrada estd em zero, enquanto que a sua saida, ou mais precisamente
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Figura 2.2: Ocorréncia de modo deslizante apenas na intersecgio das superficies.

o seu valor médio, pode assumir um valor nao nulo. Conseqiientemente, o elemento imple-
menta um alto ganho (teoricamente infinito), que é o meio convencional para se atenuar a
influéncia dos distirbios e incertezas do sistema. Diferentemente dos sistemas com derivadas
continuas, o efeito de invariancia é atingido pelo uso de acoes de controle finito. Segundo, a
ordem da equacao do movimento é reduzida, pois as trajetérias do modo deslizante perten-
cem a alguma superficie de dimensao inferior a do sistema, ou seja, o0 movimento dinamico
do sistema é restringido e permanece dentro de um certo subespaco do espaco de estados.
Assim, comporta-se como um sistema relaxado, de ordem inferior, chamado sistema equi-
valente. O movimento deste sistema equivalente é diferente dos subsistemas constituintes.
Isto permite a simplificacao e a decomposicao do procedimento de projeto da lei de controle
u(z,t). Assim, o conceito basico do projeto da maioria dos sistemas com CEV se baseia em
modos deslizantes, ja que sao o principal modo operacional deste tipo de sistema.

Por exemplo, admita o sistema apresentado em [5], descrito por:

1 = w2,
(2.3)
To = —aox2 — 171 + U,
sendo aj e as constantes. Considere a lei de controle
u = —r, (2.4)

e assuma que existem duas estruturas lineares para este sistema, associadas aos valores —« e
a (o constante) do coeficiente 1, como descrito em (2.5). Assuma também, as negativo em

(2.3) e que « seja selecionado de maneira que o sistema (2.3) e (2.4) tenha pélos complexos
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para @ = « e pdblos reais para ¢y = —a. Para ambos os casos, o sistema é instavel, e
representado pelos planos de fase da Fig. 2.3, com um foco instavel e um ponto de sela,

respectivamente, pois para a matriz caracteristica A do sistema (2.3)
0 1
(—a1 =) —ay

a equagdo caracteristica dada por det(sI — A) = 52 + azs + (a1 + 1) = 0 leva as raizes:

—az + /a3 — 4(ar + )

2

A:

S =

e portanto, os pélos do sistema em malha fechada sempre terao parte real positiva, pois
as < 0. Pela equacdo acima, note que as raizes para ¢ = a > (a3 —4a1)/d e ) = —a <

(a3 — 4a1)/4 serdo, respectivamente, complexas conjugadas e reais.

Figura 2.3: Subsistemas lineares instaveis: (a)y = —a e (b)Y = a.

Verifica-se, agora, que a estabilidade assintética pode ser alcancada pela mudanca das
estruturas nas superficies 1 = 0 e s = cx; + x2 = 0, (¢ constante). O coeficiente ¢ é
selecionado de maneira que a superficie s = 0 esteja entre o eixo x; e a assintota das
trajetorias hiperbdlicas associadas com a estrutura ¥ = —a. A Fig. 2.4 representa o plano

de fase do sistema (2.3), para a lei de controle

a se r1s>0
P = ; (2.5)
—a se x1s<0
que mostra que a trajetéria de estado alcanca a superficie de chaveamento s = 0 para toda

condicao inicial. Nas vizinhancas da superficie de chaveamento, as trajetorias de ambas as

estruturas estao direcionadas a ela, ocorrendo assim, um modo deslizante.
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Figura 2.4: Estabilidade assintética através de EVMD, no plano (z1,z2) = (z, 2).

As incertezas de um sistema aparecem como resultado da imperfeicado do modelo descrito
pela equagao (2.1), que procura representar o sistema real [24]. O modelo descrito em (2.2)
falha em reconhecer as imperfei¢oes do dispositivo de chaveamento (atraso, zona morta,
histerese, inércia, etc). As equagdes do sistema real podem ter uma ordem maior do que a
do modelo e os instrumentos utilizados para obter os valores do vetor de estado, que sao
necessarios para se realizar o controle, também podem apresentar inércia. A aproximacao
fisica implica na introducao de tais imperfeicoes que, subseqiientemente, tendem a zero.
Entao, os resultados obtidos em tais limites sao uma descricao apropriada de um modo
deslizante.

Um conceito mais geral requer a introducao da camada limite. Essencialmente, este
conceito implica que o controle ideal, definido em (2.2), em alguma vizinhanca das superficies
descontinuas, seja substituido por outro, de maneira que a equacao obtida, fazendo-se com
que a camada limite tenda a zero, seja um modo deslizante. O uso da camada limite
permite que, na fronteira da descontinuidade, os modos deslizantes sejam descritos sem que
se especifique a natureza das imperfei¢oes, sejam em sistemas com uma Unica superficie
descontinua, ou com um certo nimero de intersecgoes de superficies descontinuas.

Freqlientemente, sistemas dinadmicos nao-lineares sao descritos através do método de
Filippov [24]. Segundo este método, para o sistema descrito pela equagao (2.1), em cada
ponto da superficie descontinua, o vetor velocidade f°(z,t,u) pertence a um minimo conve-
x0, contendo todos os valores de f(z,t,u), quando z(t) cobre toda a vizinhanga § do ponto

em consideragao (com J tendendo a zero), exceto possivelmente, em zero.
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Portanto, a equagao do modo deslizante ideal, definida de acordo com Filippov, para o

sistema definido por (2.1) e (2.2), é da forma
#(t) = f(x,t,u), (2.6)
com
Polatou) =pf*+A-pf~, 0<p<l,
sendo que p é um parametro que depende das direcoes e magnitudes dos vetores f*, f~ e
do vetor grad s, que é o gradiente da funcao s(x(t)).
Logo:
grad s fO(x,t,u) =0,
grad s [uf" + (1= p)f7]=0,
grad s [uf* + f~ —pf7] =0,
ugrad s f+ +grad s f~ — pgrad s f~ =0,
plgrad s f+ —grad s f7]+grads f~ =0,

plgrad s ft —grad s f7] = —grad s f~,

_ —grads f~
" grads[fT 1]

e
(=) = gmng:[Cj‘iJ: ik
_ grads [t —grads f~4+grads f~
- grad s[f* — f~] ’
B grad s f+
grad s[f+ — 7]’

Logo, de (2.6)

@(t) = pfr+QQ-pf,
—grad s f~ | grad s fT

grad sl — 71 ¥ gradsiir =717
B grad s f~ grad s f* _
~ grad s[f~ — f1] - grad s[f~ — f¥] I 27

Assim, a equacdo (2.7) descreve o movimento em modo deslizante.
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Portanto, em sistemas com uma tnica superficie descontinua, o método de Filippov leva

aos seguintes resultados:

(a) O minimo convexo de todos os vetores f(x,t,u), na vizinhanga de algum ponto (z, ¢, u),
na superficie descontinua (Fig. 2.5), é uma linha reta que liga o fim dos vetores f* e
I

(b) Desde que fO(z,t,u) é um modo deslizante em um plano tangencial & superficie des-

continua, o fim deste vetor pode ser considerado como um ponto de interseccao deste

plano com a linha reta que liga o fim dos vetores fT e f~.

o A

Figura 2.5: Método de Filippov.

O método de Filippov é adequado no tratamento de funcoes de controle descritas por
(2.1) e (2.2), desde que as relagoes dadas por (2.2) nao levem a defini¢oes ambiguas do vetor
f(x,t,u), fora da superficie descontinua e permita que um minimo convexo seja constituido
para qualquer ponto em tal superficie. Logo, conclui-se que o modo deslizante, em sistemas
reais, nao ocorre sobre as superficies descontinuas, mas dentro de uma camada limite, em
que os componentes do controle possuem valores entre u(x,t) = u™ (x,t) e u(x,t) = u™ (z,t).

Nos sistemas atuais, todos os dispositivos responsaveis por mudancas descontinuas da
funcao de controle sempre possuem imperfeicoes, tais como atrasos, histerese, etc. Na
situacao descrita, as imperfei¢oes fazem com que o chaveamento da acao de controle ocorra
a uma freqiiéncia finita e a trajetéria de estado oscile em uma certa vizinhanca da superficie
de chaveamento.

Para eliminar a ambigiiidade do comportamento do sistema sobre o limite descontinuo,

algumas nao-idealidades que sempre estao presentes devem ser consideradas, resultando em
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modos deslizantes reais. As equagoes para o deslizamento real sao obtidas quando as nao-
idealidades tendem a zero. Discute-se a seguir, dois casos de nao-idealidades, mostrando-
se que quando introduzidas no sistema descrito por (2.1) e (2.2), elas levam aos mesmos
resultados descritos pela equagao (2.7) [5].
Histerese: Considere que o elemento que executa o chaveamento possua uma histerese.
Entao, a fungao u(z,t), descrita em (2.2) serd da forma
ut(z,t) se s(z(t)) > A
u(z,t) = (A = constante),
u(x,t) se s(z(t) < —-A
e na regiao |s(z(t))| < A, a fungao u(z,t) mantém o valor que possuia, quando |s(x(t))| era
igual a A.
Em um sistema ideal (com A = 0), a condi¢ao para o modo deslizante

lim $(z(t) <0 e lim  $(xz(t)) >0,
s(z(t))—0+ ( ( )) s(z(t))—0— ( ( ))

ainda é valida, implicando que nas vizinhangas da superficie descontinua s(z(t)) = 0, as
trajetorias de estado estdo direcionadas a ela. A histerese fard com que as trajetérias de
estado nao se movam exatamente sobre a superficie, mas que oscilem sobre uma vizinhanga
de largura 2A (Fig. 2.6). Para determinar a velocidade média associada com o movimento,
deve-se primeiro encontrar o deslocamento na trajetéria Az(t) sobre dois intervalos vizinhos

(em um deles u(z,t) é igual a u™ (z,t) e no outro igual a u™*(z,t)).

f_Atl A
s(z) =0 / \ fran 2A 5(2) >0
/ \ | s(x) <0

Azx

Figura 2.6: Modo deslizante em sistema com histerese.

Logo,
Az(t) = f~ At + fTAty,

sendo que Aty e Aty sdo os tempos de duracao dos intervalos definidos como

2A 2A

Aty = ————— Atg = —————.
! grad s [~ ¢ 2 grad s f+
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Assim,
N 2AfT
grad s f— grads f+
2Agrad s fTf~ —2Agrad s f~f*
[grad s f~][grad s fT]

Determina-se, entao, a velocidade média

Ax(t)
Aty + Aty

2Agrad s fYf~—2Agrad s f~ f+
lgrad s /- Tlgrad s 7]
2Agrad s f+—2Agrad s f—
lgrad s f~][grad s f7]
grad s fTf~ —grads f~f*
grad s ft —grad s f~

fo(x7t7u) =

grad s f+ _ grad s f~ n
grads [T — 11 grads[ft — 1
grad s f~ grad s f+ 3
grad sl — 710 grads - 77 28)

Comparando as equagoes (2.7) e (2.8), verifica-se que o vetor velocidade acima encon-
trado coincide com aquele obtido através do método de Filippov.

Atraso: Considere que o controle possua descontinuidades nao no instante em que o
sinal de s(x(t)) muda, mas ap6s um atraso 7, desta mudanga de sinal. Em tal sistema, as
trajetérias de estado, que se movem da regiao s(x(t)) < 0, alcangam a superficie descontinua
s(z(t)) = 0 (ponto 1 na Fig. 2.7) e continuam se movendo durante um intervalo de tempo
T, através da trajetoria associada ao controle u(z,t), igual a u™(x,t) (ou f(z,t,u) = 7).
No tempo 7 (ponto 2 na Fig. 2.7), o controle chaveia de u™ (z,t) para u*(z,t) e, durante
Atq, as trajetérias de estado se movem a uma taxa de fT, para a superficie descontinua
s(z(t)) = 0 (ponto 3 na Fig. 2.7). O chaveamento de u™(z,t) para u™ (z,t) ocorre apés um
periodo 7 (ponto 4 na Fig. 2.7). Desta maneira, um movimento com a velocidade de estado
f~ se inicia e apds um periodo Ata, resulta no encontro com a superficie descontinua (ponto
5 na Fig. 2.7). Para determinar a velocidade média, leva-se em consideragao o deslocamento

Ax(t) (vetor 1-5 na Fig. 2.7) e os intervalos Aty e Aty:
Az(t) = fT7+ fTAGL+ fH7+ At
sendo:

Ati[grad s fT] + 7lgrad s(z(t))f~] = 0,
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grad s f~
N L
! grad s f*T ¢
Atslgrad s 7] + T[grad s f] =0,
grad s fT
Aty = 9025 T
f2 grad s f—T

fr frat
o@) = 0 1/ Az 5 I s(x) >0
3 s(x) <0
frr £~ Aty

4

Figura 2.7: Modo deslizante em sistema com atraso.

Os valores resultantes determinam a velocidade média

0 _ Ax(t)
/ (:U7t’u) 27 + Aty + Aty
grad s f~ grad s fT
grads (-~ grads (- =77 29

Comparando as equagoes (2.7) e (2.9), verifica-se que o vetor velocidade acima encon-
trado coincide com aquele obtido através do método de Filippov.

Deve-se notar que, em ambos os casos, os resultados equivalentes ao descrito pelo método
de Filippov foram obtidos sem o processo de limite que assume que a largura do ciclo de
histerese de 2A, no primeiro caso e, o tempo de atraso 7, no segundo caso, tendam a zero.
Contudo, o limite est4 implicitamente contido no fato de que os vetores f+, f~ e grad s sao
constantes, porque estas condigoes somente sao validas no caso extremo em que as deflexoes

do ponto em consideracao tendem a zero.

2.2 Controle com Estrutura Variavel e Observacao de Siste-
mas Nao-Lineares
Recentemente, varias publicacoes tém sido dedicadas ao tépico de controle de sistemas

nao-lineares e/ou incertos. Uma aproximacao para o problema de controle de sistemas nao-

lineares é a linearizagao do sistema sobre uma trajetoria nominal e entao, a aplicagao da
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bem conhecida teoria de controle linear. Uma desvantagem deste método é que as leis de
controle linear sao validas somente quando as trajetérias estiverem em uma vizinhanca das
trajetérias nominais.

Outra aproximacao seria encontrar uma transformagao nao-linear que converta o sistema
para a forma canonica controlavel, ou outra forma linear equivalente, em que o projeto
do controlador seja facilitado. A desvantagem deste método é que a construcdo de uma
transformacao apropriada nao é, geralmente, trivial.

Um dos métodos mais atrativos, que pode ser aplicado em muitos sistemas nao-lineares,
resultando em controladores que sao robustos para erros de modelagem e distirbios desco-
nhecidos no sistema, é o Controle com Estrutura Varidvel.

CEV ¢ o controle de sistemas dinamicos com realimentacao de estados descontinua. O
conceito desta teoria se baseia na mudanca da estrutura do controlador, em resposta as
mudancas dos estados do sistema, para que se obtenha a resposta desejada. Isto é realiza-
do através do uso de uma lei de controle de chaveamento de alta velocidade, que forca a
trajetéria do sistema a se manter em uma determinada superficie por todo o tempo sub-
seqilente. O sistema é insensivel a variagdo de certos parametros e distirbios, enquanto as
trajetorias estiverem sobre a superficie. Se o vetor de estado nao estiver acessivel, entao a
implementacao de um observador adequado é uma solugao para a obtencao de um contro-
lador.

A questao da observagao de sistemas nao-lineares também tem recebido grande atengao
na literatura. Aqui, também, uma aproximagao para o problema é a linearizacao da equacao
do erro do observador sobre os pontos constantes de operacao do sistema. Assim, além do
fato de o projeto do observador ser valido apenas nas vizinhancas destes pontos operacionais
constantes, o projeto nao é feito independentemente da estratégia de controle. Isto sugere
que tal observador nao funcionaria bem quando combinado com uma lei de controle nao
constante.

Outro método para a observacao dos estados de sistemas nao-lineares, seria encontrar
uma transformacao que leve o sistema existente para a forma canonica observavel, de modo
que o projeto de um observador seja simplificado. Como antes mencionado, na estratégia
de controle similar, encontrar uma transformacao apropriada é, em geral, dificil se nao
impossivel. Um problema comum em tais aproximacoes é que as nao-linearidades da planta

devem ser incorporadas, direta ou indiretamente, na dinamica do observador.
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A sintese combinada do controlador/observador envolve trés passos. O primeiro é o
projeto do controlador, assumindo a disponibilidade do vetor de estado. O segundo passo é
o projeto do observador de estado. O observador deverd utilizar apenas a entrada e a saida
da planta. O ultimo passo é a combinacao dos dois primeiros passos em uma estratégia de
controle que utilize os valores estimados do vetor de estado ao invés dos reais.

A seguir é apresentada uma metodologia de projeto de controladores e observadores de
estado com estrutura varidvel e modos deslizantes, para sistemas nao-lineares, descrita em

[25].

2.2.1 Descricao do sistema e definigcoes basicas

Considere o sistema dindmico modelado pela seguinte equacao diferencial:

& =[A+ AA(t,z)|z + f(t,z) + Blu + w(t, x)], (2.10)
y = Cu,
sendo x € R" o vetor de estado, u € R™ a entrada de controle, y € R? a saida do sistema
(p >m), A € R™" a matriz caracteristica do sistema, AA(t, z) representando a incerteza
na matriz caracteristica do sistema, B € R™" a matriz de entrada do sistema, C' € RP*"
a matriz de saida do sistema, f(¢,z) representando as nao-linearidades da planta e w(t, z)
representando as nao-linearidades ou distturbios na entrada do sistema.
Para propdsitos de existéncia, assume-se que AA(t,x), f(t,z) e w(t,z) sdo continuos
e que as matrizes B e C tém posto completo. Além disso, considera-se que as seguintes

condigoes sao validas:
Al Existem fungoes h(.) : R x R" x R™ — R™ e d(.) : R x R" — R™, de maneira que
f(t,x) = Bh(t,z), AA(t,x)x = Bd(t, z).

Entéao, define-se:

U1 (ta 'I)
v(t,z) = : = h(t,x) + d(t,x)x + w(t, x); (2.11)
U (t, )
A2 Existem fungoes continuas, positivas, limitadas por valores reais, 7;(.) e p(.), de ma-

neira que:
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vi(t, 2)| < ri(t,x), i=1,...,me [[v(t,z)|| < p(t).
A3 O par (A, B) é completamente controlavel e o par (A4, C') é completamente observével.

Portanto, o sistema descrito em (2.10) é simplificado para

i = Az + Blu+ v(t, )], (2.12)

y=Cz,

sendo que v = v(t, z) representa o conjunto de incertezas e/ou nao-linearidades.

2.2.2 Projeto do Controlador

O projeto de um CEV se baseia na escolha das superficies de chaveamento, na especificagao
das funcgoes de controle descontinuas e na determinacgao da logica de chaveamento associada
as superficies descontinuas. As superficies de chaveamento sdao, normalmente, hiperplanos
fixos no espaco de estados, passando através da origem, cuja interseccao forma o subespaco
deslizante. O objetivo do projeto é levar o estado do sistema, de uma condicao inicial
arbitraria, para a interseccao das superficies de chaveamento. Assim que o estado comeca
a deslizar, a acao de controle é necessaria apenas para manter o estado sobre a interseccao
destas superficies ou em sua vizinhanca.

O sistema equivalente, que corresponde ao comportamento no deslizamento, deve ser
assintoticamente estavel, para que haja garantia de que o estado alcance a origem dentro
do modo deslizante. O modo deslizante estavel é assegurado através da escolha adequada
das superficies de chaveamento. Isto forma o primeiro estigio do projeto de um CEV. A
questao da determinacao do conjunto de hiperplanos que dard um comportamento adequado
ao modo deslizante é descrito como sendo a questao da existéncia.

Uma vez resolvida a questao da existéncia, o segundo estégio no procedimento de pro-
jeto envolve a selecao de um controle, de maneira a assegurar que o modo deslizante seja
atingido. Por esta razao, a questao da determinacao de uma estrutura de controle e dos
ganhos associados, que irao garantir a existéncia do modo deslizante, é chamada questao
de alcangabilidade. A solugao da questao de alcangabilidade é dependente das superficies
de chaveamento, ja que as funcoes de controle sao descontinuas sobre elas e, portanto, nao

podem ser alcancadas sem que a questao da existéncia tenha sido resolvida.
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O transiente de um sistema com estrutura varidvel consiste, portanto, em dois estdgios
independentes: num movimento, preferencialmente rapido, que traga o estado do sistema
para a superficie em que o modo deslizante ocorra e num movimento deslizante mais lento,
durante a qual o estado deslize para a origem do espago de estados, enquanto permanece no
subespaco deslizante. Este comportamento de dois estagios pode ajudar a resolver o conflito
entre as exigéncias opostas de exatidao estatica e dinamica que sao encontradas no projeto
de sistemas de controle lineares, porque o sistema de CEV pode ser projetado para dar uma
resposta rapida sem perda de estabilidade, regulacao de estado assintotica, insensibilidade
a uma classe de variagoes de parametros e invariancia a certos distirbios externos [6].

Em um modo deslizante, para o caso da superficie de chaveamento linear s(z(t)) =
Sz(t) =0, S € R™" e posto (S) = m, o sistema equivalente de ordem n — m deve satis-
fazer a dinamica estabelecida previamente no deslizamento, considerando-se as m equacgoes
algébricas s(z(t)) = 0. O uso de ambas as limitagoes reduz a ordem do sistema para um
modelo de ordem (n — m). Especificamente, deve-se supor que o sistema nao-linear é res-
trito a superficie de chaveamento. Entao, é possivel resolver para m varidveis de estado,
em termos das (n — m) varidveis de estado restantes, se o posto(S) = m. Para obter a
solugao, deve-se resolver o sistema para m varidveis de estado, em termos das (n — m)
restantes. Substitui-se, entao, estas relacoes nas (n — m) equagoes restantes e as equagoes
correspondentes as m varidveis de estado. O sistema de ordem (n —m) resultante descreve
completamente o sistema equivalente, dada uma condigao inicial, satisfazendo Sz(t) = 0
[23].

Como no modo deslizante, Sz = 0, obtem-se
Si = S[Ax + B(u+v)] = SAz + SB(u+v) =0 = ey = —(SB) " 'SAz — 0.
Assim, o sistema equivalente, de ordem reduzida, é descrito por

i = [I — B(SB)"15]Axz,
Sz = 0.

E facil de se verificar que B(SB)™! possui posto m e [I — B(SB)1S] posto (n —m).
Portanto, a matriz A., = [ — B(SB)~1S]A, no sistema equivalente, pode ter no méximo
(n — m) autovalores nao nulos. Nosso objetivo é escolher S, de modo que os autovalores

nao nulos de A, sejam valores com parte real negativa e os autovetores correspondentes
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{wy, ..., wy_m} sejam escolhidos de maneira que permanegam sobre a superficie de chavea-
mento. Assim, W = [wy ... wp—n], W € R™ (") Sabe-se que a completa controlabilidade
do par (A, B) é equivalente a existéncia de um controlador da forma u = —Kx, de maneira
que os autovalores de (A — BK) possam ser alocados arbitrariamente.

Se considerarmos K = (SB)~!SA, temos que (A — BK) deve possuir (n — m) au-
tovalores com parte real negativa {A1,...,A\y—m} e (n — m) autovetores correspondentes
{wy, ..., wy—m}. Isto equivale a (A — BK)W = WJ, sendo J = diag[A1, ..., An—m].

Considere R(T) o range do operador T. Desde que SB seja nao-singular e SW = 0,
tem-se que R(B) N R(W) = {0}. Entao, deve-se escolher inversas BY, W9, de B e W,
respectivamente, de maneira que BIW =0 e W9B = 0. Escolhe-se {wy,...,w,_p,} de ma-
neira que W9 B seja satisfeita. Obseve que R(B) N R(W) = {0} é verificado em WY9B = 0.
Agora, pode-se determinar S. Se for escolhido B = S, entdao SB =1 e SW = 0. Assim, a
superficie de chaveamento é determinada de modo que {z € R" | s(z) = Sx = 0}. Supo-
nhamos que |v;(¢,z)| < ri(t,z), i = 1,...,m, sendo que v(t,z) = [v1(t,2),...,vm(t,z)]T é
definido por (2.11) e r;(t,x) > 0.

Considera-se
—r1(t, z)sign(sT Sby) Uy

—rm(t, x)sign(sT Sby,) U,
sendo que b; é a i-ésima coluna da matriz B, e s(z(t)) = Sz(t) e sign(w) é igual a 1, quando

w > 0 eigual a —1, quando w < 0. Pode-se verificar que se
u=—(SB)"'SAz +u (2.13)

entdo, s'§ < 0.
Portanto, com a lei de controle anteriormente descrita, consegue-se um modo deslizante.

Realmente,
sTs = s1S%
= sTS[Az — B(SB)"'SAz + Bu + Bu(t,z))
= sTSBJa+v(t,2)]

= Z STSbZ‘ [ﬂz + v;(t, x)]
=1
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m

= Z sTSb;[—ri(t, x)sign s Sb; + v;(t, )]
i=1

m

> _(=ri(t @) + Jui(t, 2)]) [sTSbi| <0,
i=1

IA

se s7Sb; # 0.

Uma desvantagem da lei de controle descrita pela equagao (2.13) é que ela é descontinua
e isto pode ser uma dificuldade em implementagoes praticas causando, por exemplo, fadiga
mecanica. Adicionalmente, quando as trajetérias do sistema estiverem sobre a superficie
de chaveamento, ocorrera um rapido chaveamento dos termos de controle #;, tendendo a
excitar os modos de alta freqiiéncia da planta. Este problema pode ser atenuado através da
insercao de uma camada limite sobre as superficies de chaveamento.

T

Considere o vetor € = [e1,...,€,]", sendo €¢; > 0, para i = 1,...,m. Substituindo @ na

equacao (2.13) por u(e), sendo @(e) = [Ui(€1), - ., Um(em)]?, obtém-se:

—r;i(t,x)sign(sT Sb;) |s(x(t)Tb;| > €

DS (a(6) T < €

€

uz(ez) =

O desempenho deste controlador continuo pode ser feito arbitrariamente préximo do
desempenho do controlador descontinuo correspondente, selecionando-se ¢; suficientemente

pequeno.

2.2.3 Observacgao dos estados

Considere o sistema modelado pela equagao (2.12), com o objetivo de construir um obser-
vador de estado. Considere Z os estados estimados de x, obtidos pelo observador. Entéo, a

equagao do observador, para o sistema linear (v(¢,z) = 0), serd descrita por:

T = AT+ Bu+Gy—1%)
= AZ+ Bu+ Gy — GCx

— (A-GC)z+Gy+ Bu. (2.14)

O erro é descrito por e =  — x e a sua derivada em relacao ao tempo por
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= (A-GC)Z+ Gy+ Bu— Az — Bu
= ATz —GCz+ GCx — Ax
= Az -12z)-GC(IT —x)
= (A-GC)(Z —x)
= (A-GC)e. (2.15)
A observabilidade de (A, C) implica na existéncia de uma matriz GG, de maneira que
(A — GC) tenha autovalores com parte real negativa arbitrariamente posicionados.
Considere, entao, uma candidata a funcdo de Lyapunov na forma quadrética
V(e) = e’ Pe,
em que P é uma matriz real simétrica e definida positiva. A derivada desta funcdo em
relagdo ao tempo, ao longo de qualquer trajetéria, é descrita por
Vie) = el'Pe+elPé
= [(A—=GO)e]t Pe+ el P[(A— GC)e]
= (Ae — GCe)TPe + el P(Ae — GCe)
= (AT —T'CTGTYPe + e P(Ae — GCe)
= el'ATPe—eTCTGTPe + "' PAe — e PGCe
= (AP + PA—-CTGTP - PGC)e. (2.16)
Isto significa que, para qualquer matriz real simétrica definida positiva Q = Q7 > 0,
pode-se resolver
(A-GO)'P+P(A-GOC) = -Q.
Escolhendo-se @, de modo que, para algum F € R™*P, FC = BTP. Se tais Q e F
existirem, entdo a funcdo T(s) = FC[s] — A+ GC] ' B é ERP.
Define-se, entao, a funcao
BFCe
0 FCe=0

sendo que p(t) obedece a condicao A2. Assim, a equagao completa do observador é descrita
por

r=(A-GC)z — E(e,p) + Gy + Bu. (2.17)
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Teorema 1 [25] A fun¢do T € uma estimativa assintdtica do estado x, isto é

lime= lim (z—2z)=0
t—00 t—o00

e o erro tende a zero exponencialmente.

Introduz-se, agora, uma versao modificada do observador. Este novo observador é mais

facil de ser implementado do que a estrutura descrita anteriormente.

Considere C = [¢1,...,é0]T = FC, em que & € R ™. Pela suposicio A2, pode-se
encontrar p(t) = [p1,...,pm|’, de maneira que

‘Uz(tvx” < ﬁl(tvu) 1= 17 ceey M
Define-se a seguinte fungao
zl(evﬁl (t7u))
E(ev ﬁ) =B )
Zm(evﬁm(ta u))

sendo
pi(t,u)sign(ce) ¢ée#0
0 cie=20

zi(e, pi) =
Considere o observador de estado nao-linear, descrito por
i=(A-GC)i— E(e,p) + Gy + Bu. (2.18)
Entao, segue o seguinte:
Teorema 2 [25] A fungdo & é uma estimativa assintdtica do estado x, isto é

tlim e= ltlim (Z—x)=0

e o erro tende a zero exponencialmente.

Devido a lei de controle de sistemas com estrutura varidvel, uma desvantagem do obser-
vador, descrito por (2.18), é que o termo E(e, p) é descontinuo. O observador é particular-
mente vulnerdvel a excitagbes de modos de alta freqiiéncia, se o observador for projetado
de maneira que o tempo de resposta seja rapido. Pode-se implementar uma camada limite

para superar este problema.
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Substitui-se, entdo, o termo E(e, p) por E.(e, p), sendo

Ze, (€)

Ece,p) =B
ZEm (6)
pi(t,u)sign(ce) |cie| > €

, t=1...,m.
|5ie|<€i

2] )
€

Embora tenha sido dada uma interpretacio para a condicio FC = BT P, esta interpre-
tacdo nao ajuda no projeto do observador. A seguir, é dada uma receita para a construcao

das matrizes F' e C [25].

Passo 1: Escolher G € R"*? de maneira que (A — GC) tenha autovalores prescritos no

semi-plano esquerdo;

Passo 2: Resolver a equacdo matricial CTFT = PB, para os elementos de P, em termos
dos elementos de F. Obter relacoes entre os elementos de F', de maneira que a simetria

de P seja preservada. Chame o resultado deste passo de Pr;
Passo 3: Formar Q(Pr) = —[(A — GC)' Pp + Pr(A — GO));

Passo 4: Escolher os elementos de Q(Pr), de maneira que A;[Q(Pr)] > 0, para i =
1,...,n, sendo que A;[Q(Pr)] > 0 denota o i-ésimo menor principal lider de Q(Pr).
Isto pode ser conseguido trabalhando-se com sucessivas submatrizes de Q(Pr) e
escolhendo-se os elementos de Pr, de maneira que os determinantes destas subma-
trizes sejam positivos. Adicionalmente, nomeando-se os elementos livres da matriz

Pr para zero, simplifica esta tarefa;

Passo 5: Avaliar P = Pp e substituir os valores correspondentes de volta em F'. Utilizar as
relagoes entre os elementos de F', encontrados no passo 2 e complete F. Esta escolha

de P e F ira garantir que a condicio CTFT = PB seja satisfeita.

2.2.4 Sintese do controlador-observador

Anteriormente, foram discutidos o controlador e o observador, separadamente. Agora, o

observador serd utilizado para prover uma estimativa dos estados como a entrada para um
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CEV (Fig. 2.8) e, neste caso, nao se deve esperar que os estados se mantenham sobre a
superficie de chaveamento.

Como Z(t) = x + e, entdo a trajetéria dos estados, em modo deslizante, nao estard
precisamente sobre s(x) = 0, mas ao longo de s(z) = s(x +e) = 0. Assim, o estado ird
oscilar sobre a superficie. A meta é mostrar que o estado estimado %, do observador, ird
permanecer sobre a superficie {Z | s(z) = 0}. Desde que T tende a z, tem-se que x estara

sobre a superficie de chaveamento, quando T estiver em modo deslizante.

u(?) Planta y(t)

>
>

Y

Nao-Linear

Controlador com

< Observador [«

|

Figura 2.8: Configuragio do Controlador-Observador.

Estrutura Varidvel

A planta e o observador possuem a seguinte forma:

planta:

& = Az + Bu+ Bo(t, ),
y = Cu,

observador:

r=(A—GC)x — E(e,p) + Gy + Bu.

A condigao para que ocorra o deslizamento do sistema composto pelo controlador e pelo

observador ¢ ST =0 e S = 0. Mais explicitamente:

S(A—-GC)z+ SGy — SE(e,p) + SBueqg =0,
SAz — SGCz + SGCx — SE(e, p) + SBueg =0,
SAz — SGCz + SGC(z —e) — SE(e, p) + SBueg =0,

SAZ — SGCT + SGCZ — SGCe — SE(e, p) + SBueg = 0,
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SAz — SGCe — SE(e, p) + SBueq = 0.
Resolvendo para ueq, chega-se ao controle equivalente:
Uy = —(SB)'SAZ + (SB)"'SE(e, p) + (SB)"'SGCe.
A substituicao de ueq na equacao do observador leva a:

r = (A-GC)T+ Gy— E(e,p)+ Bueg
= AZ — GCZ+ GCx — E(e,p) — B(SB)™'SAz + B(SB)"'SGCe + B(SB)"'SE(e, p)
= AZ - GCZ+ GC(z —e) — E(e,p) — B(SB)"'SAz + B(SB)"'SGCe + B(SB) ' E(e, p)
= Az - GCZ+ GCz — GCe — E(e,p) — B(SB) 'SAz + B(SB) 'SGCe + B(SB) 'SE(e, p)
= [I-B(SB)"'S]Az + [I — B(SB)™'S](-GCe) + [I — B(SB)"'S](—E(e, p)).

= [I - B(SB)"'S](Az — GCe — E(e, p)). (2.19)
Como e = Z — x e, portanto, ¢ = T — &, tem-se que:

¢ = (A-GQC)xz— E(e,p)+Gy+ Bu— Az — Bu— Bv
= Az —GCz — E(e,p) + GCzx — Az — Bv
= Az —-GCz — E(e,p) + GC(z —e) — Az — Bv
= Az —GCz — E(e,p) + GCz — GCe — Ax — Bv
= A(z—=x)— E(e,p) —GCe— Bv
= Ae— E(e,p) — GCe — By
= (A—-GC)e— E(e,p) — Bu. (2.20)

Deste modo, (2.19) e (2.20) descrevem o sistema composto pelo controlador e pelo

observador, em modo deslizante.

Observagao 1 No sistema composto pelo controlador e pelo observador, ndo € possivel
garantir a estabilidade, isto €, ndo se conhecem resultados sobre a estabilidade deste sistema

de controle completo.

Resumindo, existem dois passos basicos no projeto de um CEV:
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(a) O projeto da superficie de chaveamento, para que o comportamento do sistema tenha
certas propriedades pré-estabelecidas sobre a superficie. Por exemplo, a superficie de
chaveamento é projetada de maneira que o sistema seja assintoticamente estavel sobre

ela;

(b) O projeto da estratégia de controle de maneira a levar o sistema para a superficie de

chaveamento e manté-lo sobre ela por todo o tempo subseqiiente.

2.3 Conclusao

Neste capitulo, foi apresentada a teoria e os métodos de projeto de controladores e obser-
vadores com EVMD. Inicialmente, foram definidos os modos deslizantes. Em seguida, foi

apresentado o projeto dos controladores e dos observadores, utilizando os modos deslizantes.



Capitulo 3

Novas Condicoes Baseadas em LMI

para Sistemas ERP

3.1 Sistemas com Mesmo Numero de Entradas e Saidas

Considere a planta linear, invariante no tempo, controlavel e observavel:

= Ax + Bu
(3.1)

y=Cz
sendo x € R" o vetor de estado, u € R™ a entrada de controle, y € R™ a saida do sistema,

X . . . X . .
A € R""™ a matriz caracteristica do sistema, B € R"*"™ a matriz de entrada do sistema e

C € R™*™ a matriz de saida do sistema.

Definigao 1 [19] A matriz de transferéncia G(s) € R™*™ do sistema (3.1) é Real Positiva

(RP) se as sequintes condigdes forem satisfeitas:
(a) Os elementos de G(s) nao possuem pdlos com parte real positiva;
(b) G*(s) = GT(s*) e
(c) A matriz hermitiana J(s) = G(s) + GT (s*) é semi-definida positiva em Re(s) > 0,

sendo que o asterisco (*) denota o complexo conjugado de um escalar ou o complexo con-

jugado transposto de um vetor ou matriz.

Definicao 2 [19] A matriz de transferéncia G(s) € Estritamente Real Positiva (ERP) se
G(s —¢€) for RP para algum € > 0.

29
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Considere o SLIT controlavel e observédvel abaixo:

= Az + Bu
(3.2)
y = Cx + Du,
com x € R" e y € R™ e o vetor de entrada u € R tal que, para todo T positivo,
T
| Tyt < o) Jsupllz(o)ll, 0 < ¢ < 7. (33)

Neste caso, ¢ é uma constante positiva, que depende do estado inicial do sistema z:(0)
mas independe do tempo T'. Os resultados a seguir foram formulados por V. M. Popov na

década de 1960 [19].

Definicao 3 [19] O sistema (3.2) € dito hiperestdvel se, para qualquer u(.) limitado satis-
fazendo (3.3), a desigualdade

lz(®)[] < K(|lz(0)[] + ) (3.4)
€ satisfeita para alguma constante positiva K e para todo t > 0.

Definicao 4 [19] O sistema (5.2) é dito assintoticamente hiperestdvel se, para qualquer

u(.) limitado satisfazendo (3.3), a desigualdade (3.4) € satisfeita e, também,

lim z(t) = 0. (3.5)

t—o00
Seja, por definicdo, G(s) = C(sI — A)~'B + D a matriz de transferéncia do sistema
(3.2), entao:

Teorema 3 [19] A condi¢ao necessdria e suficiente para que o sistema (3.2) seja hipe-

restdvel é que G(s) seja RP.

Teorema 4 [19] A condig¢ao necessdria e suficiente para que o sistema (3.2) seja assinto-

ticamente hiperestdvel é que G(s) seja ERP.

O Lema 1, a seguir, fornece condigoes para os sistemas ERP.
Lema 1 [19] A matriz de transferéncia do sistema (3.1), G(s) = C(sI — A)"'B, é ERP,
se e somente se, existir uma matriz P = PT, tal que:

PA+ ATP <0,
BTP =, (3.6)
P > 0.
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Recentemente, foram obtidas em [20] novas condigoes, utilizando LMI, para que o sis-
tema realimentado descrito na Fig. 3.1, com entrada V(s) e saida Y(s), seja ERP para

alguma matriz constante K.

Vis) 4+ U(s) & = Ax + Bu Y(s)
> >
- y=Cx
K |-

Figura 3.1: Sistema realimentado dos Teoremas 5 e 6.

Teorema 5 [20] Eziste uma matriz K, constante, de realimentacdo da saida, que torna o

sistema em malha fechada da Fig. 3.1 ERP, se e somente se, para C = CT,
BTC=0CTB >0, (3.7)
e se ezistir uma matriz X = XT > 0, tal que
CTherm(B, XBTA)C| <o. (3.8)
A matriz C| ¢ definida como
CL e R™™ ™ posto(C1)=n—-meCTCL =0
e a func¢ao herm(X) € dada por:
herm(X) = %(X + X)),

sendo X* a matriz complexa conjugada transposta de X.

Sendo (3.7) e (3.8) factiveis, todas as solugoes para K serdo descritas por:
K = Ctherm(PAY{I — C[CTherm(PA)C | *CTherm(PA)}CTT +5,  (3.9)

sendo

pP=Pr=C(BTC)"1CT + B LXBT >0,

S wma matriz definida positiva qualquer e CT = (C’Té)_léT denota a pseudo-inversa de

Moore-Penrose de C.
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O problema descrito no Teorema 5 jé foi estudado teoricamente em [26] e [27], como

mostra o Teorema 6.

Teorema 6 [27], [28]: Considere a Fig. 3.2, com F = I. Entdo, erxiste uma matriz
constante K, tal que o sistema da Fig. 3.2, com entrada U(s) e saida Y (s), seja ERP, se

e somente se as sequintes condicoes forem satisfeitas:
(i) CoB, = (CoB,)T > 0;
(ii) todos os zeros de transmissao da planta {A,, B,, Co} apresentam parte real negativa.

Observagao 2 E oportuno mencionar que o Teorema 6 apresenta as mesmas condicoes
descritas em [28], Lema 1, p. 55, excetuando-se que, naquele lema, a condigdo (i) do
Teorema 6 € substituida pela condicao Cy,B, > 0.

Embora nao tenha sido explicitado, no Lema 1 em [28], a condigcdo de simetria (i) do
Teorema 6 estd implicita. Esta simetria é necessdria, pois das condigoes (3.6), CoB, =

BI'PB, = (BI'PB,)", tendo em vista que P = PT.

Para uma exploragao mais profunda das especificagoes, em termos de restrigoes, que as
LMI oferecem, foi proposto o seguinte problema, mais geral que o abordado em [20].
Problema 1 [13], [21] Dada a planta {A,, B,, C,} linear, invariante no tempo, con-

trolavel e observédvel, com posto(B,) = posto(C,) = m, encontre condigbes necessérias e

Rmxm

suficientes, usando LMI, para a existéncia de matrizes constantes F' e K € , para que
o sistema descrito na Fig. 3.2, com entrada U(s) e saida Y (s) seja ERP.
U(s) + U(s) T = Aox + Bou Yo(s) Y(s)
—»O—» > ' —
- Yo = Cox
K |-

Figura 3.2: Sistema realimentado do Problema 1.

A solucao do Problema 1 é apresentada no Teorema 7.
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Teorema 7 [13], [21] O Problema 1 tem solugdo, se e somente se, existirem matrizes

P=PT RePF, tais que:

PA,+ AP —CcT(R+ R")C, <0, (3.10)
BTp=FcC,, (3.11)
P > 0. (3.12)

Além disso, quando (3.10)-(3.12) sdo satisfeitas, entdo a matriz K, dada por:
K = (FT)7'R, (3.13)
torna o sistema da Fig. 3.2, com entrada U(s) e saida Y (s), ERP.

Prova [13] A partir do Lema 1, o sistema descrito na Fig. 3.3, com entrada U (s) e saida

Y (s) ¢ ERP, se e somente se, existirem matrizes P = PT, K e F, tais que:

P(A, — B,KC,) + (A, — B,KC,)TP < 0,
BTP = FC,, (3.14)
P> 0.

Agora, considerando (3.10) e definindo R = FT K, tem-se:

PA,+ ATP — CTFTKC, — CTKTFC, < 0, -
PA,+ AP - CT(R+ R")C, <0,
que corresponde & equagdo (3.10). Agora, de (3.11), como posto(B) = m entdo Bl PB, =
FC,B, tem posto m. Portanto, F' € R™ "™ também tem posto m e assim (FT)~! existe.

Entao, se o sistema na Fig. 3.2 for ERP, (3.10)-(3.12) sao factiveis e se (3.10)-(3.12) forem
factiveis, o sistema na Fig. 3.2 é ERP, para K dado em (3.13). O

Observagao 3 Se as LMI dadas em (3.10)-(3.12) forem factiveis, elas podem ser facil-

mente resolvidas utilizando-se softwares compativeis, como o Matlab [29] e o LMISol [30].

Normalmente, apenas a estabilidade de um sistema de controle é insuficiente para se
conseguir um desempenho adequado. Freqiientemente, também é necessario especificar a
resposta transitoria. O Teorema 8 estabelece condicoes necessarias e suficientes para que
todos os pélos do sistema da Fig. 3.2 tenham parte real menor que —y e que este sistema
seja ERP.

O Apéndice A define o conceito de zeros de transmissdo de um sistema, que serd impor-

tante para o entendimento do Teorema 8.
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Teorema 8 [13] Considere z; = o;+j0;, 0; e B € R, i =1,...,p, os zeros de transmissao
do sistema { Ay, By, Co}, descrito no Problema 1. Entdo, dada uma constante positiva vy,

existem matrizes P = PT, R e F, tais que:

PA,+ AP —CcT(R+ R")C, < —27P, (3.16)

BTp=FcC,, (3.17)

P>o. (3.18)
se e somente se ¥ < —o, sendo 0 = max{oi,...,0p}, e posto(CoB,) = m.

Prova [13] Definindo A, = A, + 7,1, entdo (3.16) pode ser descrita por

P(A, —~I) + (A — )P - CT(R+ R)C, < —27P,
PA, — P+ ATP —yP - CT(R+ R")C, < —2vP,
PA,+ ATP — CT(R+ RT)C, — 2yP < —2vP,

PA,+ ATp - CcT(R+ RT)C, < 0. (3.19)

Do Teorema 7, de (3.16) (que é equivalente a (3.19)), (3.17) e (3.18) sao factiveis se e
somente se o sistema {4, — B,KC,, B,, FC,} é ERP. Agora, sabe-se, também, que todos os
zeros de transmissao de um sistema ERP apresentam parte real negativa [28]. Sabe-se que
os zeros de transmissiao de um sistema {A,, B,, C,}, 4, € R™" B, ¢ R™™ e C, € R™",

sa0 os niumeros s € C, tais que:

sl —A, B,
posto <n+m.
—C, 0

De (3.17), a matriz F tem posto m e, assim, é facil verificar que os sistemas {A, —
B,KC,,B,, FC,} e {AO,BO,CO} tém os mesmos zeros de transmissao, usando operagoes
elementares, primeiro nas colunas e depois nas linhas, da matriz que define os zeros de
transmissdo de {/Nlo, B,,C,}:

s — A, + B,KC, B, s —A, B, s — A, B,
—FC, 0 —-FC, 0 -C, 0

Agora, os zeros de transmissao {4,, B,, C,} s@o os nimeros s € C, tais que

s—v)I —A, B
posto ( ) ? 1l <n +m.
—C, 0
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Portanto, se s = s, for um zero de transmissao de {A,, B,, C,}, entdo s = s, +
sera um zero de transmissao de {AO,BO,C’O}. Entao, todos os zeros de transmissao de
{A,, B,,C,} apresentam parte real negativa se o; ++v < 0, Vi € {1,...,p}. Dali, YW < —0,
o = maxz{oy,...,0,}. Agora, de (3.17) e (3.18), posto(BL PB,) = posto(FC,B,) = m
e, assim, posto(C,B,) = m. A necessidade estd provada. Para demonstrar a suficiéncia,
considere que 0 < v < —a, ou seja, todos os zeros de transmissao de {flo, B,,C,} apresentam
parte real negativa e que posto(C,B,) = m. Agora, defina F = (C,B,)T e note que o
sistema {A,, B,, FC,} satisfaz as condicdes (i) e (ii) do Teorema 6. Assim, existe K, tal
que K = K,F torne o sistema {Ao — B,KC,, B,, FC,} ERP. Finalmente, do Teorema 7,
(3.16) (que é equivalente a (3.19)), (3.17) e (3.18) sao factiveis e o Teorema 8 estd provado.

|

Observagao 4 [13] Considere uma candidata a fung¢io de Lyapunov V (t) = z(t)T Px(t),
P = PT > 0, para o sistema na Fig. 3.2. Se a planta tem zeros de transmissio z; =
gi+3jbBi, i=1,...,pe0<~vy< —0, sendo 0 = max{o1,...,0p}, entdo, do Teorema 8, as
LMI (3.16), (3.17) e (3.18) sio factiveis e, entdo, ndo € dificil ver que V(t) < —2yV(t).
Portanto, V(t) < V(0)e 2 e [8]

)\max(P) —~t
lz@I] < V R (P) |z (O)I] e,

sendo Amaz(P) € Amin(P) 0 mdzimo e o minimo autovalor de P, respectivamente. O Teore-
ma 8 mostra que existe um limite superior para vy, relacionado com os zeros de transmissao
da planta, para que o sistema na Fig. 3.2 seja EFRP. Uma conclusao geral é que, para sis-
temas ERP, os zeros de transmissao definem o mdzximo valor da taxa de decaimento ERP.
A taza de decaimento do sistema ERP ndo considera a restrigio (3.17) e entao pode ser
diferente da taxa de decaimento ERP. Em controle adaptativo e CEV de sistemas incertos
utilizando a teoria ERP, a restrigio (3.17) € necessdaria. O resultado do Teorema 8 € con-
stderado razodvel, se for utilizada uma realimentacao K com alto ganho, como nos modos
CEYV e deslizante, pois sabe-se que, neste caso, os zeros de transmissdo da planta serao
0s pdlos do sistema de malha fechada (no caso de CEV e modos deslizantes, os zeros de
transmissdo da planta serao os pdlos do sistema no deslizamento [16]). O inesperado € a in-
fluéncia da localizagdo dos zeros de transmissdo para todas as matrizes K, que realimentam

a planta e F' na Fig. 3.2.
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O lema a seguir permite remover a restricao de igualdade do Teorema 7, como descrito

no Corolério 1 abaixo.

Lema 2 [14], [26] Considere o sistema {A, B,C}, descrito em (3.1), com posto(CB) = m.

Entao, existe uma transformacdo linear T : R" — R", tal que:

el
— Ty, (3.20)
Yo
é A A e 0
o P S u, (3.21)
Yo Az Ay Yo CB
el
Yo = [ 0 Inm } : (3.22)
Yo

Corolério 1 [21] Considere que as matrizes A,, B, e Cy, na Fig. 3.2, tenham as sequintes

formas:

A A 0
A, = B, = 600:[0 Im}, (3.23)
Ay Ay CB

sendo posto(CB) = m. Entdo, as condigoes necessdrias e suficientes para a solu¢io do

Problema 1 sdo a existéncia de matrizes P = PT e R, tais que

P, 0
P= >0e (3.24)
0 P,
T 0 0
PA+ AP — <0, (3.25)
0 (R+RT
sendo as matrizes K e I’ obtidas pelas expressoes:
K= (FT)"'R = (P.CB)™ 'R, (3.26)
F=(CB)'P.. (3.27)

A prova deste corolario é similar a prova do Teorema 7 e é apresentada em [21].

Comparando-se os resultados do Coroldrio 1 com os do Teorema 7, observa-se que foi
removida a Igualdade Linear Matricial (em inglés, Linear Matriz Equality, LME) (3.11).
Alguns softwares, como o toolboxr de LMI do Matlab nao aceitam diretamente a existéncia
de LME. Desta forma, o Corolario 1 pode ser 1til para a obtencao de uma solugao numérica

do Problema 1.
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3.1.1 Sistemas Incertos

Nas situagoes praticas em geral, existem incertezas nos parametros da planta. Desta forma,
é importante levar em conta estas incertezas no projeto de sistemas de controle.

Considere, agora, a planta descrita em (3.28):

& = A(a)x + Bu,

(3.28)
y=C(a)z,
sendo z € R",u € R™, y € R" e a € R" dado por:
aq
a=1| ' |, (3.29)
Oy
sendo «; > 0, ¢ =1,...,r constantes desconhecidas, com a1+ ...+ a, =1

Sao admitidas as seguintes hipoteses:

A1 O par (A(«), B) é controlavel e o par (A(«a),C(«)) é observavel, para todo a € R"

admissivel;
A2 O vetor z nao estd disponivel, mas o vetor y esta disponivel;
A3 posto(B) = posto(C(a)) = posto(C(a)B) = m, para todo a € R" factivel;

A4 As matrizes com incertezas A(«) e C(«) sdo constantes, mas desconhecidas e descritas

por:
T '
Ala) = ZaiAi e C(a) = ZaiCi,
i=1 i=1
sendo o; > 0, ¢ = 1,...,r constantes desconhecidas, a; + ...+ «, = 1 e as matrizes
A; e C;, i =1,...,r sdo conhecidas (incertezas politdpicas).

As condigoes Al e A3 sao usuais em CEV [24]. A condigdo A2 considera o CEV com
acesso somente as saidas da planta, estudada, por exemplo, em [7], [15] e [16]. A condicao
A4 é geral porque permite incertezas politépicas arbitrarias em A(a) e C(a).

Foi proposto o seguinte problema, nesta dissertacao:

Problema 2 Dada a planta {A(«), B, C(«)}, satisfazendo as condigbes A1-A4, encontre

condigoes necessarias e suficientes, usando LMI, para a existéncia de matrizes constantes F'
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U(s) Uls) | 4= Ala)x u |Yo(s) Y(s
—+>O—> Al@)z +B 2 —()>
- Yo = Cla)x
K |«

Figura 3.3: Sistema realimentado do Problema 2.

e K € R™ ™ para que o sistema descrito na Fig. 3.3, com entrada U(s) e saida Y (s), seja
ERP.

A solugao do Problema 2 é apresentada no Teorema 9.

Teorema 9 O Problema 2 tem solucdo, se e somente se, existirem matrizes P(a) = P(a)7,
R e F, tais que:
P(a)A(a) + A(e)T P(a) — C(a)T(R+ RT)C(a) < 0, (3.30)
BTP(a) = FC(a), (3.31)
P(a) > 0. (3.32)

para todo a definido em (3.29) e A4. Alids, se (3.30)-(3.32) forem satisfeitas, entao K €
dado por:
K= (FT)7'R. (3.33)

Prova A partir do Lema 1, o sistema descrito na Fig. 3.3, com entrada U (s) e saida

Y (s) é ERP, se e somente se, existirem matrizes P(a) = P(a)?, K e F, tais que:

P(a)(A(a) — BKC(a)) + (A(a) — BKC(a))T P(a) < 0, (3.34)
BTP(a) = FC(a), (3.35)
P(a) > 0. (3.36)

Agora, considerando (3.34) e definindo R = FT K, segue que:

P(a)A(a) + A(a)TP(a) — C()TFTKC(a) — C(a)TKTFC(a) < 0,

(3.37)
P(a)A(a) + A(@)" P(a) = C()" (R + RT)C(a) <0,

que corresponde & equagao (3.30). Agora, de (3.31), com posto(B) = m, entdao BT P(a)B =

FC(a)B tem posto m. Portanto, F' € R™*™ também tem posto m e assim (F7)~! existe.
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Entao, se o sistema na Fig. 3.3 for ERP, (3.30)-(3.32) sao factiveis e se (3.30)-(3.32) forem
factiveis, o sistema na Fig. 3.3 ¢ ERP, para K dado em (3.33). O

Observagao 5 Se as incertezas consideradas no Teorema 9 forem removidas, tem-se o
Teorema 7. Note, também, que a condicio de igualdade (3.31) limita a localizagdo das

incertezas na matriz C(a).

Normalmente, apenas a estabilidade de um sistema de controle é insuficiente para se
conseguir um desempenho adequado. Freqlientemente, também é necessario especificar
a resposta transitéria. O Teorema 10, concebido nesta dissertacao, estabelece condigoes
necessarias e suficientes para que todos os pélos do sistema incerto da Fig. 3.3 tenham

parte real menor que —v e que este sistema seja ERP.

Teorema 10 Sejam z;(a) = o;(a) + jBi(a), oi(a) e Bi(a) € R, i = 1,...,p os zeros

de transmissao do sistema {A(«a), B,C(a)}, descrito no Problema 2. FEntdo, dada uma
constante positiva vy, existem matrizes P( )= P(a)T, R e F, tais que:
P(a)A(a) + A(a)TP(a) — C(a)T(R+ RT)C(a) < —27P(a), (3.38)
BTP(a) = FC(a), (3.39)
P(a) > 0. (3.40)
se e somente se v < —a, sendo o = max{oi(a),...,op(a)} e existe F € R™* ™, tal que

FC(a)B = (FC(a)B)T > 0, para todo a admissivel.

Prova Definindo A(a) = A(a) +~I, entdo (3.38) pode ser descrito por:

P(a)(A(a) = A1) + (A(a) = yI)"P(a) = C(a)" (R + R")C(a) < —2vP(a),
P(a)A(a) = yP(a) + A(a)" P(a) = yP(a) = C(a)" (R + RT)C(a) < —2vP(«),
P(a)A(a) + A(a)" P(a) = C(a)" (R + R")C(a) - 2vP(a) < —27P(«),

P(a)A(a) + A(e)TP(a) — C(a)T(R+ RT)C(a) < 0. (3.41)

Do Teorema 9, de (3.38) (que é equivalente a (3.41)), (3.39) e (3.40), o sistema {A(a) —
BKC(a),B,FC(«a)} é ERP. Agora, sabe-se, também, que todos os zeros de transmissao de
um sistema ERP apresentam parte real negativa [28]. Sabe-se que os zeros de transmissao
de um sistema {A(a), B,C(a)}, A(a) € R™", B e R"™™ e C(a) € R™*", sdo os ntimeros
s(a) € C, tais que:
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s(a)l — A(a) B
posto <n-4+m.
—C(a) 0
De (3.39), a matriz F tem posto m e, assim, é facil verificar que os sistemas {A(a) —
BKC(a),B,FC(a)} e {A(a), B,C(a)} tém os mesmos zeros de transmissio, usando opera-

¢Oes elementares, primeiro nas colunas e depois nas linhas, da matriz que define os zeros de

transmissao de {A(a), B, C(a)}:

s(a)] — A(a) + BKC(a) B s(a)I — A(a) B s(a)] — A(a) B
—FC(a) 0 —FC(a) 0 —C(a) 0

Agora, os zeros de transmissao {A(a), B, C(a)} sio os nimeros s(a) € C, tais que:

(s(0) =) — Ale) B
posto <n-+m.

—C(a) 0
Portanto, se s(a) = s,(a) for um zero de transmissao de {A(«a), B, C(«)}, entdo s(a) =
so(a) + v serd um zero de transmissio de {A(a), B,C(a)}. Entdo, todos os zeros de
transmissio de {A(a), B,C(a)} apresentam parte real negativa se o;(a) + v < 0, Vi €
{1,...,p}. Dai, v < —0o, 0 = maz{oi(a),...,0p(a)}, para todo o admissivel. Agora,
de (3.39) e (3.40), FC(a)B = BTPB > 0. A necessidade est4 provada. Para demons-
trar a suficiéncia, considere que 0 < v < —a, ou seja, todos os zeros de transmissao de
Rme

{A(a), B,C(a)} apresentam parte real negativa e, ainda, que existe F €

FC(a)B = (FC(a)B)T > 0. Note que, nestas condigoes, o sistema {A(a), B, FC(a)} sa-

tal que

tisfaz as condigoes (i) e (ii) do Teorema 6. Assim, existe K,(«) tal que K(a) = Ky(a)F
torne o sistema {A(a) — BK(a)C(a), B, FC(a)} ERP. Mais especificamente, pode-se de-
monstrar que, usando argumentos descritos em [26] e [27], K,(«a) = kI, k > 0, constante
e suficientemente grande torna o sistema descrito acima ERP. Finalmente, do Teorema
9, (3.38) (que é equivalente a (3.41)), (3.39) e (3.40) sao factiveis e o Teorema 10 esta

demonstrado. O

Observagao 6 Se as incertezas consideradas no Teorema 10 forem removidas, tem-se o

Teorema 8.
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3.2 Sistemas com Diferentes Numeros de Entradas e Saidas

Serao descritos, agora, os resultados obtidos nesta dissertacao para o problema abordado
na Secao 3.1, para plantas com o numero de saidas maior que o nimero de entradas.

Considere a planta linear, invariante no tempo, controlavel e observavel:

i = A,Z + Bou,
’ ’ (3.42)

y = Co,
sendo 7 € R" o vetor de estado, u € R™ a entrada de controle, y € RP, a saida do
sistema, A, € R™" a matriz caracteristica do sistema, B, € R"*™ a matriz de entrada
do sistema e C, € RP*" a matriz de saida do sistema, com p > m, posto(C,) = p e
posto(B,) = posto(C,B,) = m.

Considere o seguinte lema:

Lema 3 [1], [26] Considere o sistema (3.42), com z € R", uw € R", y € R ep > m.

Entao, existe uma transformacao linear T', de modo que:

x = Ti, (3.43)
A A 0

T = x+ u = Az + Bu, (3.44)
As Ay CoB,

y = [O Ip}wzCa? (3.45)

sendo I, a matriz identidade de ordem p. Note que, no Lema 3, C,B, = CB e que BT =
(cB)Te.

A prova do Lema 3 é reproduzida no Apéndice B.

Um procedimento para a obtencao da matriz 7' no Lema 3 é o seguinte:

(a) Obtenha P,, tal que:

BI'p, = (C,B,)'C, e P, =PI >0,

(b) Calcule T, = /P, (o Matlab faz este calculo diretamente). Entao, P, = T,T, e é bem

conhecido [31], [32] que, como P, = P! > 0, entdo, T, = T > 0.
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Note que:

B'p, = (C,B,)TC, = BIT,T, = (C,B,)"C,
(TOBO)T = (COTz;lTOBO)T(COTJI)

BT = (cB)TcC.

Para explorar as especificagoes, em termos de restrigoes, que as LMI oferecem, foi pro-
posto o seguinte problema, baseado no Problema 1:

Problema 3 Dada a planta {A, B,C} linear, invariante no tempo, controldvel e ob-
servavel, com posto(C) = p, posto(B) = posto(CB) = m e BT = (CB)TC, obtenha
condicoes suficientes, usando LMI, para a existéncia de matrizes constantes F' e K € R"*P,

para que o sistema descrito na Fig. 3.4 seja ERP.

U(s) U(s) . — Az + B Yo(s) Y (s)
—+>-O—> * T+ b > F ——
- Yo=Cx
K |«

Figura 3.4: Sistema realimentado do Problema 3.

Uma solucao do Problema 3 é apresentada no Teorema 11.

Teorema 11 O Problema 3 tem solucio se existirem matrizes P = PT, N e M, tais que:

PA+ ATP - BNC - CTNTBT <, (3.46)
BTP = MBT, (3.47)
P >0. (3.48)

Quando (3.46)-(3.48) sao satisfeitas, entdo as matrizes F e K sao dadas por:
F=M(CB)T, (3.49)

K=M")"N. (3.50)

Prova A partir do Lema 1, o sistema descrito na Fig. 3.4, com entrada U(s) e saida

Y (s) é ERP, se e somente se, existirem matrizes P = PT, K e F, tais que:

P(A—-BKC)+ (A—- BKC)'P <0, (3.51)



Capitulo 3: Novas Condi¢oes Baseadas em LMI para Sistemas ERP 43

BTP = FC, (3.52)

P>0. (3.53)

Considere que existem matrizes P, N e M que satisfazem as equagoes (3.46)-(3.48). As
equagoes (3.48) e (3.53) sao equivalentes.
Como BT = (CB)TC, entao, de (3.47), tem-se que:

BTP=MB" = M(CB)TC.

Desta forma, para F = M(CB)T, a equagao (3.47) implica na equagao (3.52).
Finalmente, de (3.46) e (3.47), obtém-se:

PA+ ATP - BNC - CT'NTBT

= PA+ATP - BMT(MT)"INC - CTNTM—*MBT

= PA+ATP - PBM")'NC - CT'NTM~'BTP

= P(A—B(MT)INC)+ (A-BMT)"INC)TP < 0.
Definindo-se K = (MT)~'N, tem-se:

P(A—-BKC)+ (A-BKC)'P <0.

Portanto, a equagao (3.46) implica na equacao (3.51). O

Coroldrio 2 A condig¢io necessdria e suficiente para a factibilidade das LMI (3.46)-(3.48)

¢ que todos os zeros de transmissdao do sistema {A, B, BT} tenham parte real negativa.

Prova (Suficiéncia) Pelo Teorema 6, se todos os zeros de transmissao do sistema {A, B,
BT} tém parte real negativa, entdo, existe uma matriz K, tal que o sistema {A— BK BT, B,
BT} seja ERP, pois posto(B) = m, entdo BT B > 0. Assim, de acordo com o Lema 1, existe

P = PT tal que:

P(A—-BKBT)+(A- BKBT)TP <0, (3.54)
BTpP =BT, (3.55)
P > 0. (3.56)

As equagoes (3.56) e (3.48) sao equivalentes. A partir de (3.55), definindo M = I,,,
tem-se:

BTpP = MBT.
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Portanto, a equagao (3.55) implica na equagao (3.47).
A partir de (3.54), tem-se:
PA+ ATP—-PBKBT - BKTBTP <. (3.57)
Substituindo (3.55) em (3.57), segue que:
PA+ ATP - BKBT - BKTBT <. (3.58)
Da hipétese de que BT = (OB)TC, tem-se:
PA+ ATP - BK(CB)'C - CT(CB)KTBT <. (3.59)
Definindo N = K(CB)T, segue que:
PA+A"P - BNC - CT"NTBT <.
Portanto, a equagao (3.54) implica na equacao (3.46).
(Necessidade) De (3.46) a (3.48), o sistema {A — BKC, B, MB”} é ERP e, portanto,
todos os zeros de transmissao deste sistema tém parte real negativa. Como a matriz M
é inversivel, pode-se verificar que os sistemas {A — BKC, B, MB"} e {A, B, BT} tém os

mesmos zeros de transmissao, usando operagoes elementares, primeiro nas colunas e depois

nas linhas, da matriz que define os zeros de transmissdo de {A — BKC, B, M BT}:

s —A+BKC B sl—A B sIl—A B

~MBT 0 -MBT 0 -BT 0
Assim, todos os zeros de transmissao do sistema {A, B, BT} tém parte real negativa. O
Normalmente, apenas a estabilidade de um sistema de controle é insuficiente para se
conseguir um desempenho adequado. Freqiientemente, também é necessario especificar a
resposta transitéria. O Teorema 12 estabelece condi¢Oes necessérias e suficientes para que

todos os pdlos do sistema da Fig. 3.4 tenham parte real menor que —vy e que este sistema

seja ERP.

Teorema 12 Considere z; = 0;+j3;, 0; e 3; € R, i =1,...,p os zeros de transmissio do
sistema {A, B, BT}, descrito no Problema 3. Entdo, dada uma constante positiva v, uma

condigdo necessdria para a existéncia de matrizes P = PT, N e M, tais que:
PA+ ATP - BNC - CTNTBT < —2vP, (3.60)
BTP=MBT, (3.61)

P >0, (3.62)
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€ que v < —0o, sendo 0 = max{oi,...,0p}.
Prova Definindo A = A + ~I, entéo (3.60) pode ser descrita por

P(A—~I)+(A—~I)TP - BNC — (BNC)T < —2vP,
PA—~yP+ ATP—~yP - BNC — (BNC)T < —2vP,
PA+ ATP - BNC — (BNC)T —2yP < —2vP,

PA+ ATP—-BNC - CTNTBT <. (3.63)

Do Teorema 11, de (3.60) (que é equivalente a (3.63)), (3.61) e (3.62), o sistema {A —
BKC,B,MBT} ¢ ERP. Agora, sabe-se, também, que todos os zeros de transmissio de um
sistema ERP apresentam parte real negativa [28]. E conhecido, também, que os zeros de
transmissdo de um sistema {A, B, BT}, A ¢ R™", B ¢ R™™ e C € R"*", p > m, sio os

ntimeros s € C, tais que:

sI—A B
posto <n+m.
-BT 0
De (3.60), a matriz F' tem posto m e, assim, é facil verificar que os sistemas {fl —
BKC,B,MBT} e {/Nl, B, BT} tém os mesmos zeros de transmissio, usando operacoes ele-
mentares, primeiro nas colunas e depois nas linhas, da matriz que define os zeros de trans-

missao de {A, B, BT}:

s —A+BKC B sI—A B sI—A B
—MBT 0 —-MBT 0 -BT 0

Agora, os zeros de transmissao {A, B, BT} sao os numeros s € C, tais que

(s—v)I—-A B
posto <n-4+m.
-BT 0
Portanto, se s = s, for um zero de transmissdo de {A, B, BT}, entdo s = s, + 7
serd, um zero de transmissao de {A,B,BT}. Entao, todos os zeros de transmissao de
{fl,B,BT} apresentam parte real negativa se o; +v < 0, Vi € {1,...,r}. Dai, v < —o,
o =maz{oy,...,0.}. O

Uma solugao dual do Problema 3 é apresentada no Teorema 13.
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Teorema 13 O Problema 3 tem solucdo se existirem matrizes X = X1, Y e Z, tais que:

AX + XAT - BzC - CcT7z"BT <, (3.64)
CX =YC, (3.65)
X > 0. (3.66)

Quando (3.64)-(3.66) sao satisfeitas, entao as matrizes F' e K sao dadas por:
F= BTy (3.67)

K=2Yy % (3.68)

Prova A partir do Lema 1, o sistema descrito na Fig. 3.4, com entrada U (s) e saida

Y (s) é ERP, se e somente se, existirem matrizes P = PT, K e F, tais que:

P(A—-BKC)+ (A-BKC)TP <0, (3.69)

BTP = FC, (3.70)

P>0. (3.71)
Como X = P!, tem-se:

(A— BKC)X + X(A—- BKC)T <0, (3.72)

BT = FCX, (3.73)

X >0. (3.74)

Considere a existéncia de matrizes X, Y e Z, que satisfazem as equagoes (3.64)-(3.66).
As equacdes (3.66) e (3.74) sdo equivalentes. Note que, de (3.65) e (3.66), CXCT = YCCT
tem posto m e, assim, Y € R"™*™ também tem posto m.
Como BT = (CB)TC, entao, de (3.65), segue que:
CX =YC,
By~ lcx = By 'vc,
(cB)y~lcx = (B)'Cc =B
Assim, para F = (CB)TY !, a equacio (3.65) implica na equacio (3.73).
A partir da equagao (3.64), obtém-se:
AX + XAT —BzCc -CcTZ"BT <,

AX + XAT - Bzy~'vo -ty (y " H1'z'BT <. (3.75)
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Substituindo (3.65) em (3.75), segue que:

AX + XAT - Bzy'ex - xToT(yHTZzTBT <o,

(A-BzY'O)X + X(A-Bzy'C)! <o. (3.76)
Definindo K = ZY ™!, segue que:
(A— BKC)X + X(A - BKCO)T <.
Portanto, a equagao (3.64) implica na equacao (3.72). O

Coroléario 3 Uma condi¢ao necessdria para a factibilidade das LMI (3.64)-(3.66) é que

todos os zeros de transmissio do sistema {A,CT,C} tenham parte real negativa.

Prova De (3.64)-(3.68), o sistema {A — BKC,C",Y~'C} é ERP e, portanto, todos os
zeros de transmissdo deste sistema tém parte real negativa. Como a matriz Y ~! é inversivel,
pode-se verificar que os sistemas {A— BKC,CT, Y10} e {A,CT,C} tém os mesmos zeros

de transmissao, usando operagoes elementares nas linhas da matriz que define os zeros de

transmissdo de {A — BKC,CT,Y~1C}:

s — A+ BKC CT sIT—A CT sI—A C7T
e 0 -Y-lc o —C 0

Assim, se o sistema {4 — BKC,CT,Y~1C} é ERP, ou de forma equivalente, se (3.64)-
(3.66) sdo factiveis, todos os zeros de transmissdo do sistema {A,CT,C} tém parte real

negativa. O

Teorema 14 Considere z; = 0;+ 73, 0; e 3; € R, i =1,...,p os zeros de transmissio do
sistema {A, CT,C}, descrito no Problema 3. Entdao, dada uma constante positiva v, uma

condi¢do necessdria para a existéncia de matrizes P = PT, N e M, tais que:

AX 4+ XAT - BzC - CcTZTBT < —2¢X, (3.77)
YC =CX, (3.78)
X >0, (3.79)

é que v < —o, sendo o0 = maz{oy,...,0p}.
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Prova Definindo A = A 4+ ~I, entéio (3.77) pode ser descrita por:

(A—~yD)X + X(A—~I)T — BzZC — (BZC)T < —2vX,
AX —vX + XA —~X — BZC — (BzC)T < —2¢X,
AX + XAT - BZC — (BZO)T — 29X < —29X,

AX + XAT - Bzc - CcTzTBT <. (3.80)

Do Teorema 13, de (3.77) (que é equivalente a (3.80)), (3.78) e (3.79), o sistema {A —
BKC,CT Y~!C} 6 ERP, para F e K descritas em (3.67)-(3.68). Agora, sabe-se, também,
que todos os zeros de transmissao de um sistema ERP apresentam parte real negativa [28]. E
bem conhecido, também, que os zeros de transmissdo de um sistema {A, CT, C}, A € R™",

B eR™™ ¢ C e RP*™, p > m, sdo os nimeros s € C, tais que:

sI—A CT
posto <n-+m.
—C 0
E facil verificar que os sistemas {A—-BKC,CT,Y~1C} ¢ {A,CT,C} tém os mesmos

zeros de transmissao, usando operacoes elementares nas linhas da matriz que define os zeros

de transmissao de{A, CT,C}:

s —A+BKC CT sI—A CT sI—A CT
-Y-1C 0 -yl o —-C 0

Assim, os zeros de transmissdo {A, CT,C} sdo os niimeros s € C, tais que

s—y) I —A CT
posto ( Vp) <n-+m.
-C 0

Portanto, se s = s, for um zero de transmissdo de {A4,C7,C}, entdo s = s, + serd um
zero de transmissao de {A, CT', C}. Entao, todos os zeros de transmissao de { A, CT, C'} apre-
sentam parte real negativa se o;+7v < 0, Vi € {1,...,r}. Dal, v < —o, 0 = max{o1,...,0.}.

|

3.3 Conclusao

Neste capitulo, inicialmente, foram apresentadas defini¢oes e resultados disponiveis sobre

os sistemas ERP. Para plantas sem incertezas e com o mesmo ntumero de entradas e saidas,
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os resultados sobre o problema de sintese de sistemas ERP com controladores estaticos e
acesso somente as saidas da planta, formulado no Problema 1, e solucionado em [13] e [21],
foi discutido.

A primeira contribuicdo desta dissertagao foi o estudo do Problema 2, que considera a
planta com incertezas politépicas e, no restante, é similar ao Problema 1. Foram apresen-
tadas condicOes necessarias e suficientes para a solucao do problema, incluindo condigoes
para a taxa de decaimento, relacionadas com os zeros de transmissao da planta.

Finalmente, o Problema 1 foi estudado, agora, para plantas com o nimero de saidas
maior que o nimero de entradas, de acordo com a formulacao apresentada no Problema 3.
Este problema mostrou-se muito mais complexo do que o Problema 1. Foram obtidas duas
condigoes suficientes, duais, e também resultados relacionando as taxas de decaimento com
os zeros de transmissao da planta. Embora a solucao necessaria e suficiente para este caso
nao tenha sido encontrada, acredita-se que os resultados obtidos sao um passo, a nosso ver,

importante para a obtencao desta solucao.



Capitulo 4

Controle com Estrutura Variavel

Utilizando Sistemas ERP e LMI

Considere o sistema incerto descrito por (4.1), com o mesmo nimero de entradas e saidas:

&= A(a)r + B(a)(u +£(t, x)),

(4.1)
y=C(a)z,
sendo z € R",u € R", y € R™ e a € R" dado por:
o
o= , (4.2)
(878
sendo o; > 0, ¢ =1,...,7 constantes desconhecidas, com a1 + ...+ a, = 1.
A lei de controle é dada por:
u = —Ky — Bsign(Fy), (4.3)

Sao admitidas as seguintes hipéteses:

Bl O par (A(«), B(a)) é controldvel e o par (A(«a), C(«)) é observédvel, para todo o € R"

admissivel;
B2 O vetor x nao estd disponivel, mas o vetor y estd disponivel;

B3 posto(B(a)) = posto(C(a)) = posto(C(a) B(a)) = m, para todo a € R" admissivel;

50
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B4 As matrizes com incertezas A(a) e C'(«r) sdo constantes, mas desconhecidas e descritas

por:
T '
Ala) = Z%‘Ai e C(a) = ZaiCi,
i=1 i=1
sendo «; > 0, ¢ = 1,...,r constantes desconhecidas, a; + ...+ «, = 1 e as matrizes
A; e C;, i =1,...,r conhecidas (incertezas politépicas);

B5 Definindo-se |£(¢, z)| = |&1(¢, )| + ... + [&n(t, 7)|, sendo que &(¢,2)T = [&1(t,2),.. .,
&m(t, x)], entdo, existem e sao conhecidas constantes positivas a e b, tais que |£(t, z)| <

alz| + b;

B6 A matriz B(a) = B 4+ AB, sendo AB = BAB. Existem e sio conhecidas l;, i =
1,...,m, tais que 1 + ABILJ — |AB%1| — .= |Aéi7i,1| — ‘ABLZ’JA‘ — ... = ‘Aél,m’ >
l; >0, Vie{l,...,m}.

As condigoes Bl, B3 e B5 sao usuais em CEV [24]. A condi¢do B2 considera o CEV
com acesso somente as saidas da planta, estudada por exemplo em [7], [15], [16], [17] e [18].
O método de projeto proposto nesta secao é mais geral que os resultados anteriores, pois
apenas o método proposto considera estabilidade, taxa de decaimento, robustez e restri¢oes
no sinal. A condi¢do B4 é geral, pois permite incertezas arbitrarias politépicas em A(w)
e C(a). Por exemplo, considere C(a) = [ ¢; ¢y |, sendo que as constantes ¢; € [2,3]
e cg € [4,5] sao desconhecidas. Entao, para todo ¢; e ¢y factivel, existem constantes
Gi € 0,1], i = 1,...,4, satisfazendo as condigoes 51 + 2 = 1 e (B3 + B4 = 1, de modo
que ¢ = 201 4+ 302 e ca = 43 + 504. Agora, note que ¢ = (3 + [4)(201 + 302) = 20103 +
20184+ 30233+ 30204 e c2 = (1 + [2)(403 +5064) = 43183 + 50184 + 40233 +50234. Entdo,
definindo-se a1 = (103, aa = (104, az = [B203 € aqg = P24, note que a1 +ao +ag+ayg =1
e Cla) = 10 + agCy + a3C3 + ayCy, sendo Cy = [ 2 4], Co =12 5],C5=[3 4]
eCy=[3 5] A incerteza em AB, dada em B6, é também usual, mas é possivel relaxar

esta condi¢ao, como mostrado em [33].

4.1 Estabilidade e Robustez

Para a anédlise da estabilidade do sistema incerto (4.1), com as condigoes B1-B6, uma

candidata a funcao de Lyapunov é:
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V(z,a) = 2T P(a)z, P(a) = Z%‘Pz‘, (4.4)
i=1

sendoPi:PiT>0,2‘:1,...,7“.
Considere a existéncia de P(a) = P(a)?, R e F, de modo que, dadas A(a) e C(a)

satisfazendo B4 e B(«) satisfazendo B6, as equacoes abaixo sejam satisfeitas:

P(a)A(a) + A(a)TP(a) — C(a)T(R+ RT)C(a) < 0, (4.5)
B(a)TP(a) = FC(a). (4.6)
P(a) >0, (4.7)

para todo «;, i = 1,...,r, admissivel. Entao, para a lei de controle (4.3), de (4.1), B1-B6
e (4.5)-(4.3) chega-se em (4.8), pois:

V(z,) = [A(a)z — B(a)Ky — B(a)Bsign(Fy) + B(a)¢]" P(a)x

+aT P(a)[A(e)z — B(a)Ky — B(a)Bsign(Fy) + B(a)¢]

= [A(a)z — B(o) KC(«)x — B(«v)Bsign(Fy)
+ B(a)¢)T P(a)z + 2T P(a)[A(a)z — B(a)KC(a)z

— B(a)fsign(Fy) + B(a)¢]

= 2T A()TP(a)z — 27 C(a)T KT B(a)T P(a)x
— [B(a)Bsign(Fy) — B(a)¢]" P(a)a + " P(a)A(a)x

— 2" P(0)B(a)KC/(a)z — 27 P(a)[B(a)sign(Fy) — Ba)¢]

= 2T [P(a)A(a) + A(a)T P(a) — P(a)B(a)KC(a)
— C(a)TKTB(a)T P(a)]z + 22T P(a) B(a)(—Bsign(Fy) + ).
Mas, B(a) = B(I + AB), entdo
V(z,a) = z'[P(a)A(a) + A(a)T P(a) — P(a)B(I + AB)KC/(a)

— C(a)TK(I + AB)TBTP()]x + 22T P(a) B(I + AB)(—Bsign(Fy) + €).
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Também, BT P(a) = FC(a), assim

V(z,a) = 2T [P(a)A(a) + A(a)TP(a) — C(a)TFT(I + AB)KC(a)

— C(a)TK(I + AB)TFC(a))x 4 22T P(a) B(I + AB)(—Bsign(Fy) + €)

= 2T [P(a)A(a) + A(a)T P(a) — C(a)TFTKC(a)
— C()TFTABKC(a) — C(a)TKFC(a)

— C(a)'KABTFC(a))z + 22T P(a) B(I + AB)(—fBsign(Fy) + &)

= 2T [P(a)A(a) + A(a)TP(a) — C(a)T (FTK + KF)C(a)
— C(a)T(FTABK + KABTF)C(a)]z

+ 22T P(a)B(I + AB)(—Bsign(Fy) + €)

= 2T [P(a)A(a) + A(a)TP(a) — C(a)T(FTK + KF)C(a)|z
—2TC()TFTABKC(a)z — 27 C()TKABTFC(a)x

+ 227 P(a) B(I + AB)(—psign(Fy) + €)

= 2T [P(a)A(a) + A(a)TP(a) — C(a)T(FTK + KF)C(a)|z
—yTFTABKy — y" KABT Fy + 227 C(a)T FT(I + AB)(—Bsign(Fy) + €)
= 2T [P(a)A(a) + A(a)TP(a) — C(a)T (FTK + KF)C(a)|z

— 2T FTABKy + 2y" FT (I + AB)(—Bsign(Fy) + &)

= 27[P(0)A(a) + A(a)"P(a) — C(a)" (FTK + KF)C(a))z
J
+2y" FT[(I + AB)(—Bsign(Fy) + €) — ABKy]. (4.8)

Assim, de B6 e definindo yTF T — [ fi o fm }, observe que

J = 2TFT[(I + AB)(—Bsign(Fy) + €) — ABKy)|
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IN

IN

54
(I+AB)
1+AB11  ABip ABj 1 ABy
ABQJ 1+ ABQ’Q .. ABQ,m_l ABQ,m
2 { h fm ] : : . :
ABp11 ABpi1o 1+ ABp1m-1 ABm_1m
ABp1 ABy, 2 AByym—1 1+ ABpm
sign(f1)
-0 : +¢ | — ABKy
sign(fm)
—206f1[(1 + ABLl)sign(fl) + ABI’QSign(fQ) 4.+ ABLmsign(fm)] — ...
- Qﬁfm[ABm,ISign(fl) + ABm,ZSign(fQ) +...F (1 + ABm,m)SZgn(fm)]
+2£1&6[1+AB1 1)+ ABio+ ...+ AByp] + ...
+ 2fmém[ABm1 + ABpa+ ...+ (1 4+ ABpm)] — 2y FTABKy
>11>0
—Qﬁ‘fﬂ [(1 + ABLI) — ’ABLQ’ — .. = ‘ABLmH — ...
>l >0
— 28| fm| [<|ABm1| = |ABpa| ... — (1 4+ ABpm)] + - ..
>11>0
+ 2’f1||£1| [(1 + ABl,l) — ’AB172| — .= ‘Aél,m] +...
>l >0
+ 2| finllém| [=|ABma| — [ABma| — ... — (14 ABpm) +2[ fi] + - + | fm|]| ABKy|
>11>0
—Qﬁ‘fﬂ [(1 + ABLI) — ’ABLQ’ — .. = ‘ABLmH — ...
>l >0
— 26| fm| [=|ABma| = |ABpma| ... — (1 + ABpm)] +. ..
>11>0
+ 2]f1|(a\x1| + b) [(1 + ABl,l) — |ABL2| — .= |AB1,m] +...
>1m >0

+ 2| frnl(@lin| + ) [F|ABima| = [ABpa| = ... = (1 4+ ABp )| 42 il + .. + | f|[[ABKy|
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Assim, especificando-se 8 > 0 € R, suficientemente grande, o ltimo termo de V(:J:, a)
em (4.8), é menor ou igual a zero. Logo, definindo-se R = FT K, a condicdo (4.5) implica
que, em (4.8) V(z,a) < 0, para = # 0 e y # 0. Logo, (4.5)-(4.3) sdo suficientes para a
estabilidade global assintética de (4.1).

Da hipétese B4, entao (4.6) e (4.7) sao verificadas, para todos «;, ¢ = 1,. .., r admissiveis,

se e somente se,

BTpP, =FC;, i=1,...,r, (4.9)

Pr=P'>0,i=1,...,r. (4.10)

A condigao (4.5) é equivalente a:

T
{all arl}Q[mI arl] <0,
sendo:
Py AT cf
P, AT cr

Portanto, uma condigao suficiente para (4.5) é
Q<0. (4.12)

Se as LMI (4.9), (4.10) e (4.12), com @ definido em (4.11) (que sdo equivalentes a (4.5)-
(4.7)) forem factiveis, entdo a matriz K pode ser obtida pela expressao K = (FT)~1R.
Seguindo as idéias descritas em [34], a LMI (4.11) pode ser flexibilizadas através do

Teorema 15.

Teorema 15 Considere a matriz Q dada em (4.11). Entao, o ponto de equilibrio x = 0
do sistema controlado (4.1) é globalmente assintoticamente estdvel se existirem matrizes

simétricas P; > 0 e P;j > 0 de modo que:

0 P2 - Py

Po 0 - Py
Qv=Q+| T <o (4.13)
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Prova A matriz Q dada em (4.11) pode ser decomposta em:

i Qll Q12

T
Q= [Qy] = Q‘u Q'zz
i Q3

er
QQr

QT"I’

Entdo, dada uma candidata a funcio de Lyapunov V(z(t)) = 2 (t)P(a)xz(t), de (4.

(4.11), tem-se:

Za ' (1)Qux(t) + 2204101] (1) Qi (t),

1<J

sendo que:

Zaza] (t)Qijz( Z Z 04104] (t)Qijz(t)

1<j =1 j=i+1

Dadas as matrizes P;; = Pg > 0, segue que:

ZO‘%O‘J (t) Pz (t) >

1<J
Entao:
< Za Qmilf + QZazag
1<]
V(x(t)) < Za?g;T(t)me + 220@%
=1 1<J
Qu
. Qfy + Pro
V) <a"0) [ ol aol o agr || 7]
L Q,{T’ + Py

Portanto, se (4.13) for satisfeita, V (x(t)) < 0 e o sistema seré globalmente assintotica-

mente estavel. O

0.

Qz]x + Zaza]

1<j

)(Quj + Fij)x(t),

Q12 + P2
Q22

ng + Por

(t)Pijz(t),

er +P1r

QQT + PZT

Qur

4.2 Estabilidade, Robustez e Taxa de Decaimento

A taxa de decaimento v é especificada pela equagao

P(a)A(a) + A(2)TP(a) — C(a)T (R + RT)C(a) < —2vP(w),

(4.14)
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ou, de forma equivalente,
P(a)(A(a) +~I) + (A(a) + )T P(a) — C(a)T (R + RT)C(a) < 0. (4.15)

De modo similar & andlise de (4.5), descrita nas equagoes (4.11)-(4.12), uma condicao

suficiente para a equagao (4.15) é

T T
Q-i-{’y[ fy[} {Pl PT]+{P1 PT] [fﬂ 7[} <0. (4.16)
As LMI (4.9), (4.10) e (4.16), com @ definido em (4.11), especificam o projeto que
garante estabilidade, robustez e taxa de decaimento, para o sistema controlado.
Assim como a LMI (4.11), a LMI (4.16) pode ser flexibilizada através do Teorema 15,
substituindo-se @ por @, definido em (4.13).

4.3 Estabilidade, Robustez, Taxa de Decaimento e Restricoes

na Saida

Considere o sinal:

s = Hz, (4.17)

X . . . N .. ~ .
sendo H € R?*", 1 < ¢ < n uma matriz constante conhecida. Devido as limitacoes impos-
tas pelas aplicacoes praticas de sistemas de controle, muitas vezes devem ser consideradas

sendo £, uma constante conhecida, para uma dada condigao inicial z(0).

Em [35], foram apresentadas duas LMI para a especificacao destas restri¢oes, para um
sinal de controle u = Gz. Analisando-se a deducdo deste resultado, dada no Apéndice
C, observa-se que a lei de controle pode ser arbitraria, desde que exista uma funcao de
Lyapunov V(z) = 7 Pz, com P = PT > 0e V(z) < 0, para z # 0.

As condigoes apresentadas por [35], que asseguram que (4.17) e (4.18) sao satisfeitas,

sao dadas por:

Pl@) P, (4.19)
| HP() €l

ORI (4.20)
| 2(0) Pl)



Capitulo 4: Controle com Estrutura Varidavel Utilizando Sistemas ERP e LMI o8

Considerando a definigao de P(«) em (4.4), entao (4.19) e (4.20) sao, respectivamente,

equivalentes as seguintes LMI:

P, PHT
> 0, (4.21)
HP, &1
1 z(0)T
> 0. (4.22)
z(0) P

Se for necessario especificar restrigoes em mais de um sinal, podemos adicionar LMI,
como as descritas em (4.21) e (4.22), para cada sinal. As LMI que especificam estas restri¢oes
devem ser consideradas juntamente com as LMI que garantem estabilidade, robustez e taxa
de decaimento, dadas por (4.9), (4.10) e (4.16), com @ definido em (4.11).

Para o caso especial, no qual s = y, com y dada em (4.1) e considerando-se a condi¢ao

B5, a LMI (4.19) pode ser analisada mais detalhadamente:

T (67} o o a T
P(a)  P(a)C(a)T [Zl 1 Pla)  P(a)C( )2

Cl)Pla) & Cl)Pla) & [za]
=1

T
Oéll OéTI 0 0 Sl 52 041] OéTI 0 0 0
— >0,
0 ... 0 ol ... ol ST S5 0 ... 0 ol ... ol
(4.23)
sendo
T
I P I I
S = [Pl : Pr},szz ct ... Cr |eS3=|: [ 3[}
I P, I I
(4.24)

Uma condigao suficiente para (4.17) e (4.18), com H = C(«), neste caso, é

S1 S
S = ! 2 > 0,
ST S

além da equacao (4.22).
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4.4 Conclusao

Neste capitulo, foram descritas condigoes, em termos de LMI, para o controle com estrutura
variavel de sistemas com incertezas politdpicas, com acesso somente as saidas da planta,
considerando-se que esta tem o mesmo ntimero de entradas e saidas.

A contribuicao desta dissertagao ao assunto, abordado originalmente em [21], foi o Teore-
ma 15, que apresentou condi¢oes mais relaxadas para o projeto. Esta flexibilizacao mostrou-
se muito 1til nos dois primeiros exemplos descritos no proximo capitulo, pois, sem ela, nao
foram encontradas solugoes para as LMI e assim o método de projeto nao funcionaria.
No terceiro exemplo, esta flexibilizacao nao foi utilizada, pois, neste exemplo, nao foram

consideradas as incertezas na planta.



Capitulo 5

Exemplos de Aplicacao

Neste capitulo, sao apresentados os resultados das simulacoes de trés sistemas, considerando-
se incertezas nos dois primeiros. O primeiro com duas varidveis de estado, uma entrada e
uma saida (em inglés, Single Input Single Output, SISO), o segundo com quatro varidveis
de estado, duas entradas e duas saidas (em inglés, Multiple Input Multiple Output, MIMO)
e o terceiro com sete varidveis de estado, duas entradas e quatro saidas. Em todos os casos,
foi projetado um controlador estatico, considerando-se o acesso somente as saidas da planta

e utilizando-se os resultados apresentados nos capitulos anteriores.

5.1 Aproximacao da fungao sinal
Nos sistemas de controle, foi utilizada a lei de controle:
u = —(sign(FCxz).
A funcao sinal de uma matriz A € R"*"™ é definida como:

all - Aim sign(ai1) --- sign(aim)
sign(d) =sign | | 1 i [ =|E o
ani -+ G sign(an1) -+ sign(apm)

sendo a funcao sinal de um escalar a dada por:

1, a>0
. a
SIgn(a)Zmz 0 a=0
-1, a<0

60
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O problema da utilizagao da lei de controle acima é a descontinuidade da funcao sinal,
fazendo com que a simulagao se torne lenta e ocupe uma quantidade muito grande de

memoéria no computador. Para contornar este problema, a fungao sinal foi aproximada:

. a
sign(a) ~ Al e (5.1)

sendo que € é positivo e, em geral, pequeno.

5.2 Exemplo SISO

Foi simulado o seguinte sistema:

&= Ar+ B(u+¢),

(5.2)
y = Cu,
comz € R%ueReyeR, e as matrizes A, B e C dadas por:
0 1 0
A= . B ,cz[a 1}, (5.3)
—c —b 1
sendo:
a=0.98 — 4,
b =2+ 294, (5.4)
c=(1+9)?
com ¢ € [0,0.5].

Note que as matrizes A e C podem ser descritas na forma apresentada na hipdtese B4,

no Capitulo 4:
8

8
A=) A e C=) aiC,
sendo: i =

8

€01, i=1,...,8 e » a;=1,
=1

e os as matrizes A; e C; dadas por:
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0 1 0 1
A = ) Ag = ’
—¢m  —bm —Cm  —bm
0 1 0 1
Ag = y A4 = )
—cv —by —cy —by
0 1 0 1
A5 — ) AG - ?
—cm  —bm —cm  —bu
0 1 0 1
A7 = , As= ; (5-5)
—cy —bm —cy —bm
Ci=\|am 1/, Co=|ay 1|,
Cs=|am 1|, Ca=lanm 1|,
Cs=|an 1], Co=|am 1|,
Cr=1|am 1/, Cs=|an 1|,

sendo a;,, by, € ¢, o valor minimo de a, b e ¢, respectivamente e ays, bys € ¢y o valor

maximo de a, b e ¢, respectivamente. Esses valores sao dados por:

am = 0.98 — 6a7, any = 0.98 — 5,
by, =24 26, by =2+ 20, (5.6)
Cm = (]— + 5m)2a Cp = (]— + 5M)2a

sendo d,, e dps os valores minimo e maximo de 4, respectivamente.

5.2.1 Resultados

Dada a planta incerta {A, B, C}, definida em (5.2), com as matrizes A, B e C' dadas em
(5.3) e (5.4), foi projetado um sistema de controle que garante a estabilidade do sistema,

independentemente das incertezas no sistema. Para isto, as matrizes K e F' foram obtidas
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através da resolucao das LMI (4.9), (4.10) e (4.12), com @ definido em (4.11), mas a dltima
LMI foi flexibilizada através do Teorema 15 e descrita em (4.13).

Em seguida, foi especificada uma taxa de decaimento 7, = 0.47, com a finalidade de
melhorar a resposta transitoria. Segundo o Teorema 8, como a planta tem um tnico zero
de transmissao z; € [—0.98, —0.48], a taxa de decaimento especificada deve ser menor que
o = 0.48. Com a taxa de decaimento v, = 0.47, as matrizes K e F' foram obtidas através
da resolugao das LMI (4.9), (4.10) e (4.16), com @ definido em (4.11), mas a tltima LMI
foi flexibilizada através do Teorema 15.

As matrizes K e F obtidas para os casos acima foram as seguintes:

Sem taxa de decaimento:
K =1[0.9808] e F' = [3.1110].
Com taxa de decaimento «y, = 0.47:

K = [19.7807] e F = [0.1581].

Observagao 7 Inicialmente, com a resolucao das LMI, no Matlab, foram obtidas as se-
guintes matrizes:

Sem taza de decaimento:

K = [78.1878] e F = 10°.[1.4218)].
Com taza de decaimento vy, = 0.47:

K = [745.0172] e F = 10°.[7.2678].

Como estas matrizes nao podem ser implementadas na prdtica, foi necessdrio adicionar
restricoes nas matrizes F e R:

FTF <101,
RTR < 101,

que, sequndo o complemento de Schur, sdo representadas pelas LMI:

101 FT
F I

> 0,
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107 RT
R I

>0,
que foram adicionadas as LMI que determinam estabilidade, robustez e taxa de decaimento.

Em ambos os casos, o sinal de disturbio adotado foi:
& = bsin(27t)

e fol utilizada a lei de controle:

u = —(sign(FCxz),

com 3 = 10 e a funcdo sinal aproximada através da expressao (5.1), com € = 1073,
A seguir, sdo apresentados os resultados das simulagoes para ambos os casos, considerando-

se os valores extremos de 6. Ambos os sistemas partem do estado inicial z(0) =] 1 1 ]7.
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Figura 5.1: Estados da planta sem taxa de decaimento, com § = 0.

xlex2

1 2 3 4 5 6
Tempo(s)

Figura 5.2: Estados da planta sem taxa de decaimento, com § = 0.5.
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14

delta=0
— - delta=0.5

12 H -

Tempo(s)

Figura 5.3: Comparacio do estado x1 da planta sem taxa de decaimento, com § =0 e § = 0.5.

0.8
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Figura 5.4: Comparacio do estado x2 da planta sem taxa de decaimento, com § =0 e § = 0.5.
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15

— x1
- x2

x1lex2
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Tempo(s)

o
=
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w

Figura 5.5: Estados da planta com taxa de decaimento vy = 0.47

xlex2

1 2 3 4
Tempo(s)

Figura 5.6: Estados da planta com taxa de decaimento v = 0.47 e § = 0.5.
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12

— delta=0
—  delta=0.5

x1

-0.2 Il Il Il Il Il L L
0
Tempo(s)

Figura 5.7: Comparacio do estado x1 da planta com v = 0.47, § =0 e § = 0.5.
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—  delta=0.5
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Figura 5.8: Comparacio do estado x> da planta com v = 0.47, § =0 e § = 0.5.

5.2.2 Analise dos Resultados

Através das figuras anteriores, pode-se observar que o sistema é estdvel e robusto, obe-
decendo aos padroes especificados, mesmo quando se determina uma taxa de decaimento.
Independentemente das incertezas na planta, ambos os estados do sistema convergem ra-
pidamente para o ponto de equilibrio, obedecendo a taxa de decaimento, quando esta é

especificada.
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Observa-se que nao ocorreu grande diferenca especificando-se uma taxa de decaimento
ou sem especificd-la. Uma justificativa deste fato é que a solucao apresentada pelas LMI,
sem impor uma taxa de decaimento positiva, ja produziu naturalmente um controlador que
proporcionou um transitério répido.

Observa-se, ainda, uma oscilacao residual nas respostas transitéria e em regime, que se

devem & aproximacao na funcao sinal, definida em (5.1).

Observagao 8 O transitdrio pode ser estimado pela taza de decaimento . Note que A+~I
deve ter todos os autovalores com parte real negativa. Portanto, todos os autovalores de A
dever ter parte real menor que —v.

Considerando que todos os pdlos do sistema sdo reais distintos, ou, no mdximo, com-
plexos em pares conjugados, o tempo de estabilizagcao é dado por:

Para pdlos reais distintos p = —1/7:
ts = 4T.

Para pélos complexos conjugados p = —Ew,, £ jwn/1 — E2:
b 4
T wn

Considerando o caso de pélos reais distintos, se todos os pdlos obedecerem a inequacdo:

1
P=—==<-7
T
entao:
1 1 4
—>27=>—2>2T=>— 241 =14
T Y Y
Portanto,
4
ts < —.
Y
Neste exemplo, o tempo de estabilizacao deve ser:
ts < 4 8.5
—— =~ 8.5s.
® 7047

5.3 Exemplo MIMO

Foi simulado o seguinte sistema:

i = Az + B(u+¢), (5.7)

y=Cz,
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comz € R* e u e R? e y € R?, e as matrizes A, B e C dadas por:

a 010 0 0
0 b 0 2 00 0 010
A= , B= , O = , (5.8)
2 01 0 2 1 0 0 01
010 2 1 2|
sendo:
a=—-1+9,
(5.9)
b=—-2-4,

com § € [—0.8;0.8].

Note que a matrize A pode ser descrita na forma apresentada na hipétese B4, no Capitulo

4:
2
A:ZaiAi,
i=1
sendo: ’
2
a; €01, i=12 e > aj=1,
i=1
e as matrizes A; dadas por:
(a1 0 1 0] [as 0 1 0]
0 by 0 2 0 by 0 2
A= , Ay = , (5.10)
2 0 10 2 0 10
| 0 1 0 2| | 0 1 0 2]

sendo a1 e by o minimo valor de a e b, respectivamente, e as € bo 0 maximo valor a e b,

respectivamente. Estes valores sao dados por:

a1 =—140m, az=-140dum,
61:_2_67717 b2:_2_6M7

(5.11)

sendo &, e dy; os valores minimo e méaximo de 9, respectivamente.

5.3.1 Resultados

Dada a planta incerta {A, B, C}, definida em (5.7), com as matrizes A, B e C' dadas em
(5.8) e (5.9), foi projetado um sistema de controle que garante a estabilidade do sistema,

independentemente das incertezas no sistema. Para isto, as matrizes K e F foram obtidas
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através da resolucao das LMI (4.9), (4.10) e (4.12), com @ definido em (4.11), mas a dltima
LMI foi flexibilizada através do Teorema 15 e descrita em (4.13).

Em seguida, foi especificada uma taxa de decaimento 7, = 0.19, com a finalidade de
melhorar a resposta transitoria. Segundo o Teorema 8, como a planta tem dois zeros de
transmissao z; € [—1.8,—0.2] e z9 € [-2.8,—1.2], a taxa de decaimento especificada deve
ser menor que o = 0.2. Com a taxa de decaimento 7, = 0.19, as matrizes K e F' foram
obtidas através da resolugao das LMI (4.9), (4.10) e (4.16), com @ definido em (4.11), mas
a ultima LMI foi flexibilizada através do Teorema 15.

As matrizes K e F obtidas para os casos acima foram as seguintes:

Sem taxa de decaimento:

10.9794 —-1.9779 P 0.0753 0.1157
—5.4897  3.9558 0.0377 0.2314

Com taxa de decaimento «y, = 0.19:

177.6864 —2.2652 P 0.0049 0.1019
—88.8432  4.5305 0.0025 0.2039

Observacgao 9 Como o Matlab ndo consegquiu resolver as LMI acima, foi utilizado o LMI-
Sol para a resolu¢do dos problemas. Entretanto, foram obtidas, inicialmente, as segquintes
matrizes:

Sem taxa de decaimento:

14 1.2196 6.4812 0.1957 0.3206
K =10". e F' = .

—2.0861 —3.4171 0.1144 0.6081

Com tazxa de decaimento 7y, = 0.19:

16 | —0.0145 —1.8982 0.0104 0.4373

0.0226  0.9522 0.0067 0.8717 ‘

Como estas matrizes nao podem ser implementadas na prdtica, foi necessdrio adicionar
uma restricao na matriz R:
R'R<1,
que, seqgundo o complemento de Schur, sdo representadas pelas LMI:

I RT
R I

> 0,

que foram adicionadas as LMI que determinam estabilidade, robustez e taxa de decaimento.
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Em ambos os casos, o sinal de disturbio adotado foi:
& = bsin(27t)

e fol utilizada a lei de controle:

u = —sign(FCx),

com 3 = 10 e a fungdo sinal aproximada através da expressao (5.1), com € = 1073.
A seguir, sdo apresentados os resultados das simulagoes para ambos os casos, considerando-

se os valores extremos de . Ambos os sistemas partem do estado inicial z(0) =[ 1 1 1 1 ]T.
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x1lex2

-0.2 L L L L L I I
0
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Figura 5.9: Estados da planta x1 e z2 sem taxa de decaimento, com § = —0.8.
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Figura 5.10: Estados da planta x3 e 24 sem taxa de decaimento, com § = —0.8.
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x1lex2

Figura 5.11: Estados

x3 e x4

-0.2
0

12

Tempo(s)

da planta x1 e 2 sem taxa de decaimento, com § = 0.8.

0.4

0.2

Tempo(s)

Figura 5.12: Estados da planta x3 e x4 sem taxa de decaimento, com & = 0.8.
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x1

Tempo(s)

Figura 5.13: Comparagdo do estado z1 da planta sem taxa de decaimento, com § = —0.8 ¢ § = 0.8.

X2

Tempo(s)

Figura 5.14: Comparagio do estado x> da planta sem taxa de decaimento, com § = —0.8 ¢ § = 0.8.
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12

— delta=-0.8
— delta=0.8

1 : . B
0.8 b

0.6 b

x3

0.4} B

-0.2 L L L L L I I
0

Tempo(s)

Figura 5.15: Comparagdo do estado x3 da planta sem taxa de decaimento, com § = —0.8 ¢ § = 0.8.
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Figura 5.16: Comparagio do estado x4 da planta sem taxa de decaimento, com § = —0.8 ¢ § = 0.8.
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x1lex2
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Figura 5.17: Estados da planta x1 e 2 com taxa de decaimento v = 0.19 e § = —0.8.
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Figura 5.18: Estados da planta x3 e x4 com taxa de decaimento v = 0.19 e § = —0.8.
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x1lex2
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Figura 5.19: Estados da planta x1 e x2
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com taxa de decaimento v = 0.19 e 6 = 0.8.
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Figura 5.20: Estados da planta x3 e x4
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com taxa de decaimento v =0.19 ¢ § = 0.8.
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Figura 5.21: Comparagdo do estado z1 da planta com v = 0.19, § = —0.8 ¢ § = 0.8.
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Figura 5.22: Comparagio do estado x> da planta com v = 0.19, § = —0.8 ¢ § = 0.8.
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Figura 5.23: Comparagdo do estado z3 da planta com v = 0.19, § = —0.8 ¢ § = 0.8.
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Figura 5.24: Comparagao do estado z4 da planta com v = 0.19, § = —0.8 e § = 0.8.

5.3.2 Analise dos Resultados

Através das figuras anteriores, pode-se observar que o sistema é estdvel e robusto, obe-
decendo aos padroes especificados, mesmo quando se determina uma taxa de decaimento.
Independentemente das incertezas na planta e da taxa de decaimento especificada, os es-
tados z3 e r4 apresentam uma convergéncia praticamente instantanea para o ponto de

equilibrio. O estado x2 também atinge rapidamente o equilibrio, embora a convergéncia
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nao seja tao rapida quanto nos estados x3 e x4. Para § = 0.8, o estado xo converge mais
rapidamente que para 6 = —0.8, mas obedece com folga a taxa de decaimento quando esta
é especificada.

Jé o estado x1 atinge rapidamente o equilibrio para § = —0.8, mas converge lentamente
para d = 0.8. Isto se deve a existéncia de um zero de transmissao muito proximo da origem
no segundo caso (z1 = —1+J = —0.2, para 6 = 0.8). Assim, nao é possivel especificar uma
taxa de decaimento muito alta, que garanta a mesma robustez.

Observa-se, ainda, uma oscilagdo residual nas respostas transitéria e em regime, que se

devem a aproximagao na funcao sinal, definida em (5.1).

Observagao 10 Seguindo a linha de raciocinio da Observacdo 8, o tempo de estabilizacao
neste exemplo deve ser:

4
t. < — ~ 21s.
s =019 48

5.4 Exemplo com Numero de Saidas Superior ao Nimero de

Entradas

Nesta se¢ao, foi apresentado um projeto de controle de uma aeronave, apresentada em [18].

O sistema de controle desta aeronave é dado por:

T = AT+ Bo(u+¢), (5.12)
y = Cot,
com z € R",u e R? e y € R, e as matrizes A,, B, e C, dadas por:
0 0 1 0 0 0 0 |
0 —0.1540 —0.0042 1.5400 0 —0.7440 —0.0320
0 0.2490 -1 —5.2 0 0.3370 —1.1200
Ao = 0.0386 —0.9960 —0.0003 —2.1170 0 0.0200 0 ,(5.13)
0 0.5 0 0 —4 0 0
0 0 0 0 0 —20 0
0 0 0 0 0 0 =25
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0 0
0 0
0 0

Bo=|0 0 |, (5.14)
0 0
20 0
0 25 |
[0 —0.1540 —0.0042 1.5400 0 —0.7440 —0.0320 |

o |0 020 -1 52 0 03370 1200 .15
10 0 0o 0 0 0
00 0 o 1 0 0

As entradas representam, respectivamente, os comandos do leme e do aileron, em radia-

id i 1 oes de gi inad d/s?

nos, e as saidas representam, respectivamente, as aceleracoes de giro e guinada, em rad/s®,

o angulo de aterramento, em radianos, e o estado do filtro de solapamento. As varidveis de

estado representam, respectivamente, o angulo de aterramento, taxa de guinada, taxa de

giro, angulo de derrapagem, estado do filtro de solapamento, e as deflexoes do leme e do
aileron.

Como o sistema nao obedece a condicao BT = (CB)TC, foi necessério utilizar uma

transformacao 1', de modo que o sistema obedecesse a essa condicao:

0.5374  0.0035  0.0086 —0.5084 —0.0922 0 0
0.0048  0.5770 —0.0019 0 0.0013 0 0
0.0168 —0.0016 0.5891 0 0.1278 0 0
T=1 00371 0 0 0 0.0103 0 0 , (5.16)
—0.0006 0 0 0 0.0197 0 0
0 0.0107 —0.0016 —0.1120 0 0.0500 0
i 0 —0.0063 0.0353  0.1587 0 0 0.0400 |
Assim, o novo sistema de controle é dado por:
t=Ax+ B(u+§),
( ‘) (5.17)

y = Cu,
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e as matrizes A, B e C do novo sistema sao dadas por:

0 0.0011  0.0082 —0.0092 —0.3033 —8.5990 —0.4078
0 0.1108  0.0288  —0.4797 —25.8443 3.9941  —16.4943
A=TAT " = 0 0.0091  0.0629 —0.0727 —2.4596 0 0
0 0.0171 —0.0010 —0.0710 —3.9572 0 0

3.9507  0.5407 —0.1108 —56.5657 48.6840 —20.2148  0.0367

(5.18)
.
0 0
0 0
B=TB,=|0 0 |, (5.19)
0 0
10
L 0 1 J
(000 o0 0 —14.8800 —0.8000 |
Coopi_ |00 0 0 0 67400 250000 |
0 0 0 267334 —13.9636 0 0
(0 0 0 0878 50.1954 0 0o |

5.4.1 Resultados

Dada a planta {A, B,C}, definida em (5.17), com as matrizes A, B e C dadas em (5.18)-
(5.20), foi projetado um sistema de controle para garantir a estabilidade do sistema. Para
isto, as matrizes K e F' foram obtidas através da resolugao das LMI (3.46), (3.47) e (3.48),
e das equagoes (3.49) e (3.50).

O sistema {A, B, BT} tem cinco zeros de transmissdo: 21 = —3.9997, zp = —2.0722,
z3 = —2.0624 x 1076, 24 = —1.5869 x 10~ 4 j 2.6878 x 1073 = 2. Como o sistema tem
alguns zeros de transmissao com parte real muito préxima de zero, segundo o Teorema 12,

nao é possivel especificar uma taxa de decaimento elevada.

[ 20722 0.8164 0.9448 28.7680 —12.1906 —0.1970 —0.2431

| —7.1595 —0.5017 1.6018 101.6163 —96.8626  0.3956  —25.9840 |
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As matrizes K e F obtidas neste caso foram as seguintes:

—16.0888 —4.1976 —0.0416 —3.2843
—11.5910 -16.8815 0.0739 —20.7007

—-3.0544 13301 0 O
1.6183 —-1.5904 0 O

F=10""

Observagao 11 Como o Matlab nao consequiu resolver as LMI acima, foi utilizado o LMI-

Sol para a resolucdo dos problemas.

O sinal de disturbio adotado foi:
§=0
e fol utilizada a lei de controle:

u = —fsign(FCx),

com 3 = 10 e a funcdo sinal aproximada através da expressao (5.1), com € = 1073,
A seguir, sao apresentados os resultados das simulagoes para este caso. O sistema parte

do estado inicial z(0)=[1 1 1 1 1 1 1]%.

50

-50

-100

x1

-150

-200

-250

-300 1 1 1 1 I
0 100 200 300 400 500 600

Tempo(s)

Figura 5.25: Estado x1 da planta.
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x3 e x4

-20 I I I
0 100 200 300 400
Tempo(s)

500 600

Figura 5.26: Estados x5 e x4 da planta.

-25 I I I
0 100 200 300 400
Tempo(s)

500 600

Figura 5.27: Estados x> e x5 da planta.
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0.06 - B

0.041! b

0.02

x6 e X7
o

-0.02

-0.04

-0.06

I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35
Tempo(s)

Figura 5.28: Estados x6 e x7 da planta (em detalhe).

5.4.2 Analise dos Resultados

Através das figuras anteriores, pode-se observar que o sistema, embora seja estavel, apre-
senta uma resposta transitoria extremamemte lenta, devido a presenca de trés zeros de
transmissdo do sistema {A, B, BT} com parte real préxima de zero. Além disso, alguns
estados, especialmente o estado x1, assumem valores muito elevados durante o transitorio.
Estes fatos tornam o sistema de controle invidvel para aplicacbes praticas. Assim, este

exemplo indica que sao necessarios estudos adicionais para refinar o método de projeto.

5.5 Conclusao

Através dos exemplos apresentados, observa-se que os dois primeiros sistemas apresentam
estabilidade, robustez e taxa de decaimento dentro dos padroes especificados. Isto significa
que os sistemas, além de serem estaveis e robustos, atingem o equilibrio com a taxa de
decaimento desejada, desde que estejam dentro do limite imposto pelos zeros de transmissao
do sistema.

No exemplo MIMO, o sistema possui um zero de transmissao que, dependendo das
incertezas, pode ficar muito préximo da origem, o que impede uma convergéncia rapida de
um dos estados da planta.

Ja no exemplo da aeronave, o sistema apresenta uma resposta transitéria muito lenta,
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devido a presenca de zeros de transmissao do sistema {4, B, BT} com parte real préxima de
zero. Devido a esses zeros de transmissao, nao é possivel especificar uma resposta transitéria

mais rapida. Este fato sugere novos estudos para refinar o método proposto.



Capitulo 6

Conclusoes Finais

6.1 Conclusoes Gerais

Foi apresentado um novo método para o projeto de CEV, baseado em LMI. O método
permite a especificacao da taxa de decaimento, restricoes nas saidas, rejeicao de distirbios,
incertezas e termos nao-lineares da planta casados e incertezas paramétricas nos parametros
da planta nao casadas.

A chave destes resultados foi uma nova formulacdo, em termos de LMI, de condicbes
necessarias e suficientes para tornar um sistema ERP, com controladores estaticos. As
constribuicoes desta dissertacao neste assunto foram a obtencdo de novos resultados para
plantas incertas com o mesmo numero de entradas e saidas e a proposta de novos métodos
para plantas com o niimero de saidas maior que o nimero de entradas. Demonstrou-se que
a taxa de decaimento méaxima estd relacionada com a parte real dos zeros de transmissao,
havendo ou nao modos deslizantes.

Inicialmente, sao dadas duas aplicagoes técnicas no projeto de CEV, através do pro-
jeto de controladores para dois exemplos, para plantas com incertezas politépicas e com
o mesmo numero de entradas e saidas, considerando a estabilidade, a robustez e a taxa
de decaimento. Os controladores apresentados sao estaticos e compostos apenas por duas
matrizes constantes, que foram facilmente obtidas, utilizando-se programas computacionais
disponiveis.

Posteriormente, o método proposto foi aplicado no projeto de um controlador para uma
aeronave, com duas entradas e quatro saidas. O transitério obtido foi muito lento, o que

indica que o método proposto pode ser refinado.
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6.2 Sugestoes para Pesquisas Futuras

Trabalhos futuros relacionados aos resultados obtidos nesta dissertacao sao:

(i) Generalizacao das condigdes para tornar uma planta controlada ERP, propostas nesta

dissertacao, para plantas com um numero de saidas maior que o nimero de entradas;

(ii) Generalizacao das condigbes para tornar uma planta controlada ERP, baseadas em

LMI, para plantas com um nimero de entradas superior ao nimero de saidas;

(iii) Projeto com observadores de ordem completa ou de ordem reduzida de CEV, baseados

em LMI, considerando incertezas na planta;

(iv) Generalizacao das condigoes para tornar uma planta ERP, baseadas em LMI, para
plantas {4, B,C}, com o mesmo numero m de entradas e saidas e posto(CB) < m,

utilizando as idéias apresentadas em [36];

(v) Generalizacao das condigoes para tornar uma planta ERP, baseadas em LMI, para

plantas {A, B, C'}, com m entradas e p saidas e posto(CB) < min(m,p).
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Apéndice A

Zeros de Transmissao de um

Sistema

Considere A(s) = B(s)C(s), sendo A(s), B(s) e C(s) polinomios de ordens compativeis.
Assim, C(s) é um divisor a direita de A(s) e A(s) é um maltiplo a esquerda de C(s). De
maneira similar, B(s) é um divisor a esquerda de A(s) e A(s) é um maultiplo a direita de
B(s). Considere, também, duas matrizes polinomiais D(s) e N(s), com o mesmo nimero
de linhas e colunas, p. Entdo, uma matriz polinomial quadrada R(s) € RP*? é um divisor

comum a direita de D(s) e N(s), de maneira que
D(s) = D(s)R(s) e N(s)= N(s)R(s).

Uma matriz polinomial quadrada M (s) é unimodular se o seu determinante for diferente
de zero e independente de s.
Uma matriz polinomial R(s) é o maior divisor comum & direita de D(s) e N(s) se as

seguintes condigoes forem satisfeitas:
(i) R(s) é um divisor a direita de D(s) e N(s);
(ii) R(s) é um multiplo & esquerda de todos os divisores comuns & direita de D(s) e N(s).

Se um maior divisor comum a direita é uma matriz unimodular, entdo D(s) e N(s) é
dita coprima a direita.
Considere uma matriz G(s) = N(s)D(s)~, G(s) € RY? racional prépria (G(s) é

propria < grau D(s) > grau N(s) < G(c0) = 0 ou G(c0) ¢ igual a uma constante diferente
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de zero), sendo que N(s) e D(s) s@o coprimas a direita. Entdo, um nimero A € C é um
zero de transmissio de G(s), se o posto de N(\) < min(p,q) [37].

Os zeros de transmissao também podem ser definidos através da realizacao minima de
G’(s) Considere {A, B,C, D} qualquer realizagao minima n—dimensional de uma matriz
propria racional G(s) = C(sI — A)"'B+ D € RT”?, com A € R™", Be R, C e R¥*"
e D € R™P_ Entao, os zeros de transmissao sao os valores de s = \ € C, tais que:

AM—-A B

posto < n -+ min(p, q).
-C D



Apéndice B

Demonstragao do Lema 3 [1]

Defina By = [b11,...,bin-m] € R™" ™ e considere que posto(B,) =n—m, BIB =0
ebl,by;=0parai#j,iej € {1,...,n—m}. Entdo, C pode ser considerado igual a:
C =M BT + MyBT, (B.1)

pois, de posto(CB) = m, segue que posto(B) = m e, assim, posto([B : B1]) = n. Note
que, em (B.1), M; € RP*™ ¢ OB = M;B" B. Entdo, da condicdo de que posto(CB) = m
segue que:

posto(My) = m. (B.2)
Agora, considere, por hipétese, posto(C) = p e, de (B.1),

BT
C’:{M1 : Mz] (B.3)
BT

e, entdo, posto([M; : Ms]) = p. Portanto, de (B.2) e [M; : M| € RP*"  existem p — m
(l

colunas de My, iguais por defini¢ao a m1,..., mp_m, tal que
posto{ My & omy o i mpn, ] :posto[ M, : M, } =p. (B.4)
Note que:
|: MS M4 :| :MQNlNQ...Nq:MQN, (B5)
sendo N; € R"™"™*"™™ i = 1,...,q ndo singulares e que permutam duas colunas de

M2N0 . Ni—l; sendo NO = In_m.
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E facil mostrar que ]\/'i_1 = N; e assim, de (B.5), N~! = N, ... N;. Entao, de (B.3) e
(B.5), segue que:
_ L, 0 BT ) ) BT
C:|:M12M2:| =| M : M3z : My
0 NN! BT N-i1BT

(B.6)

Note que N _1BI tem as mesmas linhas de BI, mas com algumas mudancas de posicao.
Portanto, de BJT_B =0e b{ibj_j =0, i # j, defina:

1 pT ~ 4
N™ BJ_: By, : BgyL ) (B'7)
sendo B, € R" 7" ¢ BI, € RP"™ ", Entdo, B{,B =0, BB =0e Bl By, = 0.

Portanto, de (B.6) e (B.7), segue que:
C = M BT + M3BL, + MyB{, .

Sabendo-se que C' € RP*", temos, a partir de (B.4):

posto({]w1 © My })zposto({Ml © My i My })zp. (B.8)
Agora, considere a matriz:
BT
T=| % (B.9)
C
Entao:
_ —1 ~ . —1
7' = By [B&_Bol} + BKi+ By Ky cT [CCT:| + C}:Kg ] ) (B.lO)
sendo:

—1 —1 ~ ~ ~ —1
CT=B[B"B| Ki+By |Bf Boi| +Boi Bl Bot| K5  (B11)
Ms + MKy + MyKs = M3 + MyBl, By, K> + Mi B BK, =0, (B.12)

Ky=-Bl C (CCT)_1 . (B.13)

Note que CCT =0 e, de (B.8), existem Ki, K2, K4 e Kj tais que (B.12) seja satisfeita,
pois BI| By, e BT B sio nio-singulares. Portanto, de (3.42), (B.9) e (B.10), é f4cil mostrar
que:

0

TB = =By, CT ' = [ 0 I, } = Cy, (B.14)
CB
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. A1 A €1
TAT' = — Ay, Tz = : (B.15)
As Ay y

sendo A; € R"P"P Ay € RPP A3 € RP*"P e Ay € R"P*P. Entdo, o Lema 3 estd

provado.



Apéndice C

Restricao nos Vetores de Entrada e

Saida da Planta

C.1 Restricao no Vetor de Entrada

Admita que um SLIT possua a seguinte representacdo em varidveis de estado:

T = Ax + Bu,
(C.1)

y=Cz
sendo x € R" o vetor de estado, u € R™ a entrada de controle, y € R? a saida do sistema
(p >m), A€ R"™" a matriz caracterfstica do sistema, B € R™*" a matriz de entrada do
sistema e C' € RP*" a matriz de saida do sistema.
O problema da restrigao no vetor de entrada u consiste em especificar LMI, de modo a
assegurar que:

<
max [[ul| < 4o,

sendo p, uma especificacao considerada no projeto do controlador. Para a lei de controle
u = Kz, tem-se:

&t =Axr+ BKz = (A+ BK)x

Considera-se, entao, uma candidata a fungao de Lyapunov na forma quadrética V(z) =
2T Pz, na qual P é uma matriz real simétrica definida positiva. A derivada desta funcao

em relagao ao tempo, ao longo de qualquer trajetéria, é descrita por:
V(z) = ilPx+a2TPi
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= 27(A+ BK)' Pz + 2" P(A+ BK)z
= 21(ATP+ KT'BTP)z + 2T (PA+ PBK)x
= 2T (PA+ ATP+ PBK + KTBTP)z
= 2"PP Y (PA+ ATP+ PBK + KT'BTP)P~ Pz
= 2'P(AP' + P 'AT + BKP™' + PT'KTBT)Pa. (C.2)
Definindo-se X = P~ e F = KP~! = KX, tem-se:
V(z) = 2T P(AX + XAT + BF + FTBT) Pz

Como V(x) foi escolhida sendo definida positiva, para que se tenha estabilidade as-

sintética, é suficiente que V(z) seja definida negativa. Logo,
AX + XA+ BF + F'BT <0
Entao, as condicoes para a estabilidade sao a existéncia de X e F', tais que:
AX + XAT + BF+ FTBT <0e X = XT >0, (C.3)

que sao LMI em X e F.
Quando uma determinada condigao inicial z(0) é conhecida, é possivel encontrar um
limite superior para a norma euclidiana da entrada de controle u [35]. Considera-se, inicial-

mente, que X = X7 > 0 satisfaca:
z(0) ' X 1z(0) < 1 (C.4)

Esta condicio ndo restringe a solucdo de (C.3), pois limita apenas a norma de X! e
(C.3) nao impde outras restri¢oes a matriz X.

Segundo [2], a idéia bésica do complemento de Schur diz que a LMI

S
Qz) S@) | 0, (C5)
S(@)" R(x)
sendo que Q(z) = Q(z)T, R(z) = R(z)T e S(r) tém uma dependéncia afim de x, é equiva-
lente a:

R(z) >0e Q(z) — S(z)R(z)~'S(z)T > 0,

isto é, este conjunto de inequagoes nao-lineares pode ser representado através da LMI (C.5).
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O Apéndice D mostra a demonstragao do complemento de Schur.

Logo, pelo complemento de Schur, (C.4) possui a seguinte equivaléncia:

- 20T X () >0 | "0 (C.6)
z(0) X

Como K = FX~! e definindo-se z = Xféa:, tem-se:

= K
max [[ulls = max | Kzl

= max||[FX 'z,
>0

1yvi—1
= max||[FX "X2X 2z,
t>0

_1
= max |[FX72 2], (C.7)
De (C.4), tem-se:
_1
1)l = IX722(0)[13

= 2(0)TX 22X 22(0)
= 2(0)TXx1z(0) <1 (C.8)

Como para V(z) = 27 X1z, V(a:) < 0, para z # 0, entao (C.8) é satisfeita para todo

z,t >0,

1
213 = 1X 223
= TX X 2z
= I'x e <1 (C.9)

De (C.7) e (C.8),

max HFX_%ZHQ = max \/ZTX_%FTFX_%Z
>0 >0

= VAmaa( X FFTEX )27

= VA (X HFTRXH), (C.10)

Assim,

IilgchFX*%zH% <= )\max(X*%FTFX*%) < pd.
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Esta condicao é equivalente a:
X 2FTPX ™7 — 12T <0, (C.11)
pois:
(X2 FTFX ™2 — 1202 < 2T 2(Aman(X 2 FTFX72) — 1i2).

Multiplicando-se (C.11), em ambos os lados, por X %, obtém-se

X3(X :FTFX2)X2 — X22IX2 <0,

FTF —pu,X <0,

p2X — FTF >0,

X —FT(u;2NF > 0. (C.12)
Logo, pelo complemento de Schur, (C.12) possui a seguinte equivaléncia:

[ S G X FT
X 2F'FX 2+ pll >0 > 0. (C.13)
F gl

Portanto, as LMI (C.6) e (C.13) solucionam o problema.

C.2 Restricao no Vetor de Saida

O problema da restrigao no vetor de saida y consiste em especificar LMI, de modo a assegurar
que:

<
Igl;gllyll < &,

sendo &, uma especificacao considerada no projeto do controlador.
A analise a seguir é semelhante aquela efetuada no estudo da restricio no vetor de
1
entrada. Para isso, considera-se, novamente, o SLIT descrito em (C.1). Como z = X2z,

tem-se:

2 _ 2
max|lyl; = max|Czll3

L2
= max||CX2z|35
>0

= max \/ZTX%CTCX%Z
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= VAmaa(X3CTOXD). (C.14)

Portanto, analogamente ao desenvolvimento realizado anteriormente em (C.11), (C.12)

e (C.13), tem-se que
max [|[CX22]2 < € = Anaa(X2CTCX2) < €2,
Esta condicao é equivalente a
xX20TCX? — €21 <0, (C.15)
pois,
T(X2CTOXE — €21)2 < 272 (Mmoo (X 2CTC — €2X72) — €2).
Multiplicando-se (C.15), em ambos os lados, por X %, obtém-se
XcTox — X <o,
EX - XC0TCXx >0,
X - xXCT (&2 noex > 0. (C.16)
Logo, pelo complemento de Schur, (C.16) possui a seguinte equivaléncia:

L opol X xcr
—-X2C"CX24+ 1> 04 > 0. (C.17)
CX &I

Portanto, as LMI (C.6) e (C.17) solucionam o problema.



Apéndice D

Demonstracao do Complemento de

Schur (2]

A idéia bésica do complemento de Schur diz que a LMI:

Q(z) S(z)
S(z)T R(x)

> 0,

sendo que Q(z) = Q(z)T, R(z) = R(z)T e S(r) tém uma dependéncia afim de x, é equiva-
lente a:

R(z) >0e Q(z) — S(z)R(z)~'S(z)” > 0.

(=) Suponha que:

Q@) s@ | o)
S(z)T  R(x)
e defina: .
U x) Sz u
F(u,v) = @ )T (=) . (D.2)
v S(z)" R(x) v
Entao
F(u,v) >0, Y[u,v] #0 (D.3)

Considere, inicialmente, v = 0. Entao:
F(0,v) =vTR(z)v > 0, Yo # 0= R(x) > 0.

Adote, agora,
v=—R(z)"'S(x)Tu, com u # 0.
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Entao,

F(u,v) = u"(Q(x) — S(x)R(x) " S(z) )u > 0, Yu #0
= Q(z) — S(z)R(z)"'S(x)" > 0.
(<) Suponha que:
Q(z) — S(z)R(z)"*S(z)T > 0, R(z) > 0. (D.4)

Fixando-se u e otimizando-se em termos de v F'(u,v) definido em (D.2), obtém-se:

VoFT = 2R(2)v +25(2)Tu =0 (D.5)
Desde que R(z) > 0, de (D.5), segue que:
v=—R(z)"'S(x) u. (D.6)
Substituindo (D.6) em (D.2), entdo:
F(u) = u"(Q(z) — S(z)R(z)~'S(2)")u.

Desde que (Q(z) — S(x)R(z)~*S(x)T) > 0, o minimo de F(u) ocorre para u = 0, que
também implica que v = 0. Entao, o minimo de F'(u,v) ocorre em (0,0) e é igual a zero.

Portanto, F'(u,v) > 0, V[u,v] # 0, isto é,

Q(z)  S(x)
S(@)" R(x)
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