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Resumo

Neste trabalho, abordaremos os principais conceitos e propriedades sobre espaco de
Banach e espaco de Hilbert com o objetivo de oferecer o contetido necesséario para dis-
cutirmos algumas aplicagoes desses conceitos. Mostraremos a existéncia e unicidade de
solucao de Equacoes Diferenciais Ordinérias de Primeira Ordem, existéncia e unicidade
de solucao de certas Equacoes Integrais e existéncia e unicidade de melhor aproximacao

em espacos normados e de Hilbert.

Palavras-chave: Espaco de Banach, Espaco de Hilbert, Melhor Aproximacao.






Abstract

In this work, we will discuss the main concepts and properties on Banach space
and Hilbert space in order to offer the necessary content to discuss some applications
of these concepts. We will show the existence and uniqueness of the solution of First
Order Ordinary Differential Equations, existence and uniqueness of solution of certain
Integral Equations and existence and uniqueness of better approximation in normed

and Hilbert spaces.

Keywords: Banach Space, Hilbert Space, Best Approximation.
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1 Introducao

A Analise Funcional é uma area da Matematica considerada como a fusao entre
as areas de Analise Classica, Algebra Linear e Topologia, podendo ser definida como
o estudo dos espacos vetoriais normados, em especial os espacos de Banach e dos
operadores lineares continuos entre eles.

Comecou a ser desenvolvida h& mais de 90 anos, por volta de 1922, com os tra-
balhos do matemético polonés Stefan Banach (1892 - 1945), sobre operadores lineares
limitados [1].

O matematico alemao David Hilbert (1862 - 1943) teve grandes contribuiges nesta
area. Segundo [1], Hilbert foi considerado um dos maiores matematicos do século
XX. Contribuiu em varios campos da Matematica, além da criagao dos espagos que
levam seu nome, Espacos de Hilbert, durante seus trabalhos em analise sobre equacoes
integrais.

Obteve um grande impulso para seu avanco durante o século XX com a modelagem,
devida ao matematico hungaro John Von Neumann (1903 - 1957), na mecanica quantica
em espacos de Hilbert, pois varios problemas em equagoes diferenciais e integrais,
requeriam o uso de espagos vetorias de dimensao infinita [2].

Podendo ser vista como Algebra Linear, tratando de espacos vetoriais de dimensio
infinita, a Analise Funcional possui muitas aplicactes em diversos ramos da Matematica
tais como, Equacoes Diferenciais Ordinarias, Equacgoes Diferenciais Parciais, Teoria da

Aproximacao, Equacgoes Integrais entre outras.

O objetivo central deste trabalho é apresentar alguns dos principais conceitos da
Analise Funcional sobre espacos de Banach e espacos de Hilbert e discutir aplicacoes
da teoria estudada com énfase em Equagoes Diferenciais, Equagoes Integrais e Teoria
da Aproximacao. Usaremos os conceitos de espago normado para provar resultados so-
bre espaco de Banach e espaco de Hilbert para utilizarmos na garantia de existéncia e

unicidade de solucao de equagoes diferenciais, equacoes integrais e melhor aproximacao.
O trabalho esta organizado da seguinte forma: no segundo capitulo introduzimos

conceitos basicos sobre espacos métricos, com a finalidade de definirmos espago de Ba-

nach e espaco de Hilbert. Faz-se um breve estudo sobre espacos métricos, do qual
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20 Introducao

aborda-se o essencial sobre sequéncias e completude e, nao menos importante, um
breve estudo sobre espagos métricos compactos, como pré-requisito para a teoria sobre
espacos normados e consequentemente espaco de Banach. Apresentamos propriedades
topologicas destes espagos e resultados sobre operadores lineares limitados e continuos.
Por fim, definimos espaco com produto interno e espaco de Hilbert, com exemplos e
defini¢oes, destacando subconjunto convexo e soma direta, oferecendo o contetido ne-

cessario para as aplicagoes.

No terceiro capitulo, apresentamos a definicdo de ponto fixo de uma aplicacao e
o Teorema do Ponto Fixo de Banach e suas aplicacoes em Equacgoes Diferenciais e
Equacoes Integrais, na garantia da existéncia e unicidade de solugoes para Equacoes
Diferenciais de Primeira Ordem e Equacgoes Integrais de Fredholm de primeira e se-
gunda espécie e a equacao de Volterra. Fizemos também uma breve discussao sobre
melhor aprorimacao em espaco normado e espacos de Hilbert, mostrando critérios para
existéncia e unicidade para tais aproximacoes e aplicacoes desses resultados.

Finalmente, no quarto capitulo, apresentamos as consideracoes finais a respeito
deste trabalho.

A escolha desta area e especificamente deste tema, teve como objetivo, acrescentar
na formacao académica e promover um aprofundamento dos conceitos matematicos
aprendidos nas discipinas estudadas durante o programa de mestrado, onde a Ana-
lise Funcional teve um papel fundamental nesse sentido, pois engloba amplas areas da
Matematica tais como a Analise Classica, Algebra Linear, Espaco Métrico e Equacdes
Diferenciais, onde pudemos rever e aprofundar nossos conhecimentos nesses temas.
Além de ser uma disciplina nao ofertada no rol de disciplinas do programa, ampliando

um pouco mais nossa formacao.

O texto é destinado aos leitores que nunca tiveram contato com essa disciplina, onde
procuramos contribuir exemplificando de forma simples, graficamente! em alguns casos,
os principais conceitos estudados, bem como detalhar as demonstracoes da maioria dos
resultados que envolvem espacos vetorias de dimensao infinita.

Em alguns casos, deixamos apenas a referéncia onde poderd ser encontrada uma
demonstragao desses resultados, pois em nossa concep¢ao, nao teria consequéncias sig-
nificativas na organizagao das ideias e roteiro do texto, instigando assim o leitor a se
interessar pelo tema proposto, visitando as referéncias, na perspectiva de se aprofundar
nesta area extremamente bela e importante da Matematica, pelas suas aplicagoes como

JA mencionamos.

Outros problemas podem ser estudados a partir deste tema proposto bem como

! As figuras foram confeccionadas pelo autor utilizando o software CorelDRAW.
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a existéncia e unicidade de solucao de Equacoes Diferencias de Ordem Superior e
suas aplicacoes, existéncia e unicidade de Equacoes Diferenciais Parciais e aplicagoes
e também Aproximacdo de funcoes pelo método dos Minimos Quadrados em L? e

aplicacoes.






2 Espaco de Banach e espaco de
Hilbert

O objetivo deste capitulo é apresentar os principais conceitos e propriedades da
Anaélise Funcional sobre espacos de Banach e espacos de Hilbert. Iniciaremos com
as propriedades basicas de Espacos Métricos, motivando a definir norma e espacos
normados e consequentemente, espaco com produto interno e espago de Hilbert.

Esses conceitos nos darao o embasamento necessario para as aplicacoes sobre exis-
téncia e unicidade para pontos fixos de determinados operadores lineares e existéncia
e unicidade de melhores aproximacoes de funcoes.

Ressaltamos que para uma melhor compreensao dos temas tratados aqui, faz-se
necessario ter conhecimento bésicos sobre Espacos Métricos e Algebra Linear tais como,
espacos vetorias, base, dimensao, transformacoes lineares e espago com produto interno.

Para maiores investigacgoes sobre esses assuntos consulte as referéncias [3], [4], [5] e [6].

2.1 Espacos Meétricos

Nesta secao, citaremos definicoes e resultados sobre espagos métricos que serao

utilizados para a compreensao do texto.

Definicao 2.1. Uma métrica no conjunto X ¢é toda funcao d : X x X — R, que
associa a cada par ordenado de elementos x,y € X um nimero real d(z,y), chamado de
distincia de x ay, de modo que sejam satisfeitas as sequintes condi¢oes para quaisquer
x,y,z € X:

M1) d(xz,x) = 0;

M2) Se x # y entao d(z,y) > 0; (positividade)

M3) d(xz,y) = d(y, x); (simétrica)

Mj) d(z,y) < d(x,z)+d(z,y). (desigualdade do tridngulo )

23
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Exemplo 2.2. O conjunto dos nimeros reais com a métrica d(z,y) = |x —y| é um
espaco métrico. De fato, vamos analisar M1 a M4.
M1) d(z,x) = 0;

Note que para todo x € R,

d(z,z) = |z —z| =0.
M2)Se x # y entio d(x,y) > 0;
d(ﬂ?,y) = ’SL’ - y’ > 07

para todo x £y e x,y € R.
M3) d(z,y) = d(y, z);

Temos que

dx,y) =|v—y|l=]—(y—2) =y — 2| =d(y,z),

para todo z,y € R.
M}) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

dlz,y)=lr—yl=lr—z+z—yl<|r—z[+ |z -yl =d(z,2) + d(z,y),
para todo x,y,z € R. Portanto, R é um espaco métrico.

Exemplo 2.3. O conjunto X de todas as funcoes continuas com valores reais sobre

um intervalo fechado I = [a,b], com a mélrica definida por
d(z,y) = max|z(t) — y(t)|
é um espago métrico denotado por X = C([a,b],R).
A métrica estd bem definida pois I é compacto e f(t) = |xz(t) — y(t)| é continua.

Definicao 2.4. Seja a um ponto no espaco métrico X. Dado um nimero real r > 0,
uma bola aberta de centro a e raio r € o conjunto B(a;r) formado pelos pontos de X

cuja a distdncia ao ponto a é menor que r. Ou seja,
B(a;r) ={z € X : d(z,a) < r}.
Uma bola aberta B(xg;¢) de raio € é uma ¢ - vizinhanc¢a de xy.

Definicao 2.5. Seja a um ponto no espaco métrico X. Dado um niumero real v > 0.
Uma bola fechada de centro a e raio r é o conjunto Bla;r] formado pelos pontos de X,

cuja a distdncia ao ponto a € menor ou igual a r. Ou seja,

Bla;r] ={z € X : d(z,a) < r}.
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Definicao 2.6. Seja X um subconjunto de um espaco métrico M. Diz-se que um ponto
a € X €interior a X quando é centro de uma bola aberta contida em X, ou seja, quando
existe r > 0 tal que

d(z,a) <r=uzelX.

Definicao 2.7. Seja X um subconjunto de um espaco métrico M. Chama-se o interior

de X em M ao conjunto int X formado pelos pontos interiores a X.

Definicao 2.8. Um subconjunto X de um espago métrico M diz-se aberto em M quando

todos 0s seus pontos sao interiores, isto €, int X = X.

Definicao 2.9. Um ponto a diz-se aderente a um subconjunto X de um espaco métrico
M quando d(a,X) = 0, ou seja, para cada € > 0, podemos encontrar x € X tal que
d(a,z) < e.

Exemplo 2.10. Se X = [0,1) na reta R entdo 1 € aderente a X.

Definigao 2.11. O fecho (ou aderéncia) de um conjunto X num espago métrico M é

o conjunto X dos pontos de M que sio aderentes a X.
Exemplo 2.12. Seja X = (0,4). O fecho de X em R ¢é indicado por X = [0, 4].

Definicao 2.13. Diz-se que um conjunto F' C M € fechado no espago métrico M

quando seu complementar M — F ¢ aberto em M.

Definicao 2.14. Seja X um subconjunto do espaco métrico M. Um ponto a € M
chama-se ponto de acumulagao de X quando toda bola de centro a contém algum ponto

de X, diferente do ponto a.

Definicao 2.15. Um subconjunto X de um espaco métrico M chama-se limitado quando

existe uma constante ¢ > 0 tal que d(x,y) < ¢ para quaisquer z,y € X.

Definicao 2.16. Uma aplicacao f : X — M, definida num conjunto arbitririo X e
tomando os wvalores num espaco métrico M, chama-se limitada quando sua imagem
f(X) é um subconjunto limitado de M.

Exemplo 2.17. A funcao f : R — R, definida por f(z) = 1/(1 + 2?), é limitada
porque f(R) = (0,1]. Por outro lado, g : R — R, onde g(x) = 22,

9(R) = [0, +00).

nao € limitada pois

Definicao 2.18. Sejam (X,d) e (Y, d) espagos métricos. Uma aplicacio T : X — Y
¢ continua no ponto xqy, se para cada € > 0 existe um 6 > 0 tal que, para todo x
satisfazendo d(x,x¢) < & entdo d(T(z),T(x¢)) < . T é conlinua se for continua em
todo ponto de X.

Essa definicao e os conceitos apresentados anteriormente nos motivam ao seguinte

teorema.
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Teorema 2.19. Uma aplicacao T de um espago métrico X em um espaco métrico Y
¢ continua se, e somente se, a imagem nversa de qualquer subconjunto aberto de Y €

um subconjunto aberto de X.

Demonstracao. Suponha que T seja continua. Seja Yy C Y um conjunto aberto e seja
Xo =T71Yp). Se Xy = 0 este ¢ aberto. Suponha que X, # (), entao para cada xy € Xy,
tomemos yy = T'(xp). Como Yy é aberto, existe uma bola aberta B(yp;e) C Y. Como

T é continua em x, entao existe uma bola aberta B(zq;0) tal que
T(B(xo;0)) C Blyo;€) C Yo.

Logo B(xg;0) C Xy, portanto, X, é aberto.

Reciprocamente, considere xy € X arbitrario e tome qualquer bola aberta B(T'xg; €).
Por hipotese, T~ (B(Txo;€)) ¢ um aberto em X que contém zg. Assim, T~ (B(Txg;¢))
contém uma bola aberta B(zg;d) C T~ (B(Txo;¢)). Portanto,

T(B(z0;6)) C T YT (z0);¢) C B(Two;¢),
o que implica T" continua em x. ]

Definig¢ao 2.20. Uma sequéncia (T,)nen, em um espaco métrico X = (X, d) é conver-

gente se existe um x € X tal que

lim d(z,,z) =0,

n—oo

z € chamado de limite de (x,)nen € escrevemos

lim z,, = z.
n—oo

Lema 2.21. Seja X = (X, d) um espago métrico. Entdo
a) Uma sequéncia convergente em X € limitada e seu limite é unico.

b) Se x, > x ey, —y em X, entio d(z,,y,) — d(z,y).

Demonstra¢ao. a) Suponha que x, — z. Tomando um ¢ = 1, podemos encontrar um
N tal que d(x,,x) < 1 para todo n > N. Temos que para todo n, d(z,,z) < 1+ a,
onde

a = max{d(zy,x), -+ ,d(zy,z)}.

Isto mostra que (x,),en € limitada.

Assumindo que z,, — x e x,, — z, obtemos da desigualdade triangular M4) que

0 <d(z,z) <d(z,z,)+ d(z,,2) = 040,
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e a unicidade do limite, x = z segue de M?2).

b) Generalizando a desigualdade triangular M4), temos que

(T, Yn) < d(@p, ) + d(z,y) + d(Y, Yn)-

Obtemos assim que

d(Tn, yn) — d(z,y) < d(zn, ) + d(Yn, y)

e
—d(Tp, yn) + d(,y) > —[d(2n, ) + d(Yn, y)]-

Logo,
|d(2n, yn) — d(z,y)| < d(zn,2) +d(yn, y) = 0,

quando n — oo. O que conclui a demonstracao. O

Definicao 2.22. Uma sequéncia (T,)nen, em um espago métrico (X, d) é de Cauchy,

se para todo € > 0 existe um N € N tal que para m,n > N, d(zy, x,) < €.

1
Exemplo 2.23. A sequéncia (z,)neny em R, definida por x, = —, Vn € N, € uma
n

sequéncia de Cauchy. Com efeito, dado 5 > 0, podemos encontrar um N € N com
N > g Entao, para todos m,n > N = |z, — x,| < e. De fato,
1 1 1
|Tm —xp| = |— — — -
m n

1
= — 4 -
m n

‘1
< |=|+
m

n

Comon,m>N=1< L el <l Assim
n N m N

‘ ‘<1+1<€+5_
Im— Il =G TN ST T

portanto, (T, )nen € uma sequéncia de Cauchy.

Teorema 2.24. Seja M um subconjunto néio vazio de um espaco métrico (X,d) e M

seu fecho. Entao:
(a) x € M se, e s se, existe uma sequéncia (,)nen em M tal que x, — .

(b) M € fechado se, e somente se, x,, € M, com x,, — x implica que x € M.

Demonstragio. (a) Suponha que x € M. Se z € M, entdo a sequéncia serd do tipo
rn, = x, Vn € N. Se x nao pertence M, x é ponto de acumulacao de M. Assim, para
cadan =1,2,3,... abola B(x,1/n) contém z, € M e z,, — z, porque 1/n — 0 quando
n — oo.

Reciprocamente, se z, € M e x, — x, entao x € M ou toda vizinhanca de x
contém pontos x, # x, 0 que implica x ser um ponto de acumulacao de M. Portanto,
x € M, pela definicdo de fecho.

(b) M ¢é fechado se, e somente se, M = M, assim (b) segue de (a). O
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Definicao 2.25. Um espaco métrico X é completo, se toda sequéncia de Cauchy em

X converge (isto é, tem um limite em X).
Essa definicao nos motiva ao seguinte teorema.

Teorema 2.26. Toda sequéncia convergente em um espaco mélrico € uma Sequéncia
de Cauchy.

Demonstracao. Se x, — x, entao para cada ¢ > 0 existe um N = N(e) € N, tal que
d(zn, ) < 5, Vn > N. Logo pela desigualdade triangular obtemos

AT, Tn) < d(Tpm, z) + d(x,2,) < g + % =¢e, para m,n > N.
O

Exemplo 2.27. Seja X = P([0,1]) o conjunto dos polindmios com a métrica definida

por d(x,y) = r?alx\x(t) — y(t)|. Este espaco nao é completo. De fato, tomemos a
€

sequéncia
P,(t) =t"1.
Temos que, P,(t) é de Cauchy, pois
Palt) = Pul)] = |t =17
ot ot
th—tm
= — 0,
t

quando m,n — oo et € (0,1].
Note que P,(t) — f(t), quando n — oo, onde

f(t):{ 0, se tel0,1)

1, se t=1
que nao € um polindmio.

Teorema 2.28. Um subespaco M de um espaco métrico completo X € completo se, e

somente se, o conjunto M € fechado em X.

Demonstra¢ao. Suponha que M seja completo. Pelo Teorema 2.24 (a), para cada
r € M, existe uma sequéncia (z,)nen, em M tal que x, — 2. Visto que (2,)nen é de
Cauchy pelo Teorema 2.26 e M é completo, (x,),en converge em M e o limite é tnico
pelo Lema 2.21. Portanto, x € M. Logo M ¢é fechado em X.

Reciprocamente, seja M fechado e (x,),en uma sequéncia de Cauchy em M. Entao
r, — 2 € X, pois X & completo. Logo z € M pelo Teorema 2.24 (a) e z € M, visto
que M = M, por hipétese. Logo qualquer sequéncia de Cauchy (z,,),en, converge em

M e portanto, M é completo. O
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Teorema 2.29. Uma aplicagio T : X — Y de um espago métrico (X,d) para um
espago métrico (Y, 3) ¢ continua em um ponto xo € X se, e somente se, para qualquer
sequéncia (Tn)nen tal que x, — xo implica Tx, — Tx.

Demonstracao. Assuma que T seja continua em xy, entao dado € > 0 existe um § > 0

tal que d(x,z9) < 0 implica d(Tx,Tx) < €. Se x, — xg, entao existe um N tal que
para todo n < N temos d(z,,x¢) < J, logo para todo n > N temos d(Tx,,Txy) < €.
Reciprocamente, suponha que seja falsa. Entao existe um ¢ > 0 tal que para cada

d > 0 exite um x # zg satisfazendo d(x,,, xo) < 1/n, porém d(Txz, Tx¢) > €. Em particu-
lar para § = 1/n, existe um z,, satisfazendo d(x,,,zo) < 1/n porém d(Tw,,Tx) > ¢. E
claro que x,, — xg porém (7'x,),en ndo converge para Tz, o que contradiz T'x,, — Tz,

0 que prova o teorema. O

Definicao 2.30. Um espaco métrico M chama-se compacto quando toda cobertura !

aberta possui uma subcobertura finita.

Os conjuntos compactos sao muito importantes em nosso estudo, pois sao bem
comportados. Em conexao com aplicagoes continuas, uma propriedade fundamental é

que conjuntos compactos, possuem imagens compactas.

Definicao 2.31. Um espaco métrico X € compacto, se toda sequéncia em X tem uma

subsequéncia convergente.
Lema 2.32. Um subconjunto compacto M de um espaco métrico X € fechado e limitado.

Demonstracdo. Para todo x € M existe uma sequéncia (Tn)nen em M tal que z,, — x
pelo Teorema 2.24 a). Como M é compacto, z € M, o que mostra que M é fechado.
Se M nao for limitado, M teria uma sequéncia ndo limitada (y, ),en tal que d(y,, b) >
n, onde b é qualquer elemento fixo. Esta sequéncia nao teria uma subsequéncia conver-
gente, ja que uma subsequéncia convergente deve ser limitada pelo Lema 2.21, o que

mostra que M nao é compacto, uma contradicao. O que conclui a demonstracao. [

Em espacos vetoriais de dimensao infinita, nao é verdade que todo conjunto fechado

e limitado & compacto.Veja ([6], pagina 77).

Teorema 2.33. Sejam X e Y espacos métricos e T : X — Y uma aplicacao continua.

Entao a imagem T'(M) de um subconjunto compacto M C X é compacta.

Demonstracao. Pela definigdo 2.31 é suficiente mostrar que cada sequéncia (yy)nen
na imagem 7'(M) C Y contém uma subsequéncia que converge em 7'(M). Como y,, €
T(M), temos que T'x,, = y,, para algum x,, € M. Como M é compacto, (x,)nen contém
uma subsequéncia convergente (x,, Jken que converge em M. A imagem de (z,, ) ¢ uma
subsequéncia de (y,)nen que converge em T (M) pelo Teorema 2.29. Portanto, T'(M)

é compacto. ]

'Para maiores detalhes ver ([5], pagina 232).
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Corolario 2.34. Uma aplicacao continua T de um subconjunto compacto M de um

espaco métrico X em R assume um mdzrimo e um minimo em algum ponto de M.

Demonstra¢ao. O conjunto T(M) C R é compacto pelo Teorema 2.33 e, portanto, é
fechado e limitado pelo Lema 2.32, assim inf T(M)? € T(M) e supT(M) * € T(M) e
a imagem inversa desses dois pontos, consiste de pontos de M em que 7T'x é minima ou

maxima, respectivamente. O

2.2 Normas e espacos normados

Em muitos exemplos, podemor verificar que um espaco vetorial X pode também ser
um espago métrico, desde que consigamos definir uma norma ou um produto interno
sobre ele. Contudo, se nao ha relacao entre a estrutura algébrica de espago vetorial e
a topologica de espaco métrico, nao podemos avancar muito em termos de aplicagoes
desta teoria, na qual combine conceitos algébricos e métricos. Para garantir tal relagao
entre essas propriedades sobre X, definimos norma, indicado por ||z|| para todo x € X.

Esta prerrogativa nos leva ao conceito de espaco normado (X, | - [|).

Definicao 2.35. Seja X um espaco vetorial sobre o corpo K, real ou complexo. Uma

norma em X € uma aplicagao ||-|| : X — [0, 00) satisfazendo as sequintes propriedades:
N1) ||z|| > 0 se x # 0. E vale ||z|| = 0 < x = 0;
N2) [lox|] = lafljz]l, e K ez € X;

N3) Nz +yll < lllf + [lyll, =,y € X

Definicao 2.36. Um espaco normado X € um espaco vetorial com uma norma definida

sobre ele. E podemos definir a métrica d(x,y) = ||z — y||, em X.

Exemplo 2.37. O espaco X =R", com a norma

1
n 2
lz]] =V |22 + oo 4 ]2 = <Z \fcj|2> , o= (21,0, a0) €RY,
=1

¢ um espago normado. A norma || - || € chamada de norma candénica do R".

Exemplo 2.38. Outro espaco importante é o espaco X = > das sequéncias limitadas

de nimeros complexos. Cada elemento de X é uma sequéncia complexa x = (x1, %3, ...),

20 infimo de um conjunto limitado A C R, denotado por inf A é a maior das cotas inferiores de A.
30 supremo de um conjunto limitado A C R, denotado por sup A é a menor das cotas superiores

de A.
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r = (x;) tal que para todo j = 1,2, ... temos
7| < ca
onde ¢, € um numero real que depende de x, mas nao de j. Definimos a norma

]| = sup [x;],
J

logo £>° é um espaco normado.

Defini¢ao 2.39. Uma sequéncia (x,)nen em um espag¢o normado X € convergente se
existir um x € X tal que

lim ||z, —z| =0.
n—oo

Escrevemos x,, — x e chamamos = de limite da sequéncia (x,)nen-

Definicao 2.40. Uma sequéncia (,)nen, em um espago normado X € de Cauchy se

para todo € > 0 existir um N € N tal que para todos m,n > N tem-se ||z, — x,| < €.

Definicao 2.41. Seja (x,)neny uma sequéncia em um espag¢o normado X, definimos

uma sequéncia (S,)nen, de somas parciais, por

S =214+ T2+ ... + T,

o0
onde n = 1,2,--- Se S, — s, isto €, ||S, — s|| — 0, dizemos que a série E x, €
n=1
o0
convergente. Caso contrdrio, dizemos que E x, € divergente.
n=1

Definicao 2.42. Todo espacgo vetorial normado completo é denominado espaco de Ba-

nach.

Exemplo 2.43. Dado o espago X =1, com 1 < p < 00, de todas as sequéncias (T, )nen

tais que, Z |z;|P < 0o, com norma
j=1
1
oo P
|l = (Zm!”) :
j=1

¢ um espaco de Banach.
De fato, inicialmente devemos mostrar que l, com ||-||, € normado. Vamos analisar
(N1) a (N3).

(N1) [[z]| = 0.

Note que para todo © = (x1, 2, ...) em Ly,
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R A

el = (i rxjwp) >0

j=1

B =

e||z|]| =0 < = = 0. De fato, ||z|| = (Z |a;j|p) —0& |z;P=0,Y=1,2,3,...
j=1
z;=0,Vj & x=0.

(N2) |laz|| = |alllz], a € R ou C.

00 % ) % )
||am||(z|axj|p) (zww) o (lejlp> ~ Jallel.
j=1 j=1 Jj=1

(N3) [l +yll < llzll + llyll

1 1
00 P oo P [ee)
||x+yu(z|mj+ym) s(Z\mp) +(zm\p) el + ol pelo
j=1 7j=1 7j=1

Desigualdade de Minkowski *. Portanto, o espago l, é normado.
Agora vamos mostrar que l, € completo.

Seja (Tym)men uma sequéncia de Cauchy no espago l,, onde x,, = (x7 ', x5  ,...).

Entao, dado € > 0, existe um N € N tal que, para todos m,n > N,

1
00 P
|Zm — x|l = (Z |27 — x?!”) <e (2.1)
j=1
Seque que para cada j =1,2,---, temos
|z — 2| <€, m,n>N. (2.2)

Escolhemos um j fizado. De (2.2) vemos que (xj,x3,x3...) é uma sequéncia de

5T
Cauchy de nimeros que converge, jd que R Cé completo, ou seja, xj" — x; quando
m — oo.

Usando esses limites, definimos © = (1,3, ...) € mostremos que x € l, e x,, — .

De (2.1) para todos m,n > N

k
Z 2 — 2| < €,
j=1

4A desigualdade para somas finitas foi dada por H. Minkowisk (1.896) que & estendida para séries e
para integrais, veja [2]. Esta desigualdade é importante e apresenta ser uma ferramenta indispensével

em varias teorias e problemas praticos e sua prova pode ser encontrada em [1].
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para k=1,2,---.
Fazendo n — oo, obtemos para m > N,
k
Z 2" — ayP <
j=1
k=1,2,---.
Podemos agora fazer k — oo, entao para m > N;
[e.e]
Z 2" — ayP < € (2.3)
j=1

Isso mostra que

Ty —x = (2

j —ZL‘j) S lp.

Como xp, € l,, entao,

T =Ty + (T — ) € L.

Além disso, a série em (2.3) representa ||x,, —x||P, assim (2.3) implica que x,,, — .

Como (Tm)men € uma sequéncia de Cauchy arbitrdria em 1, isto prova a completude

de l,, onde 1 < p < oo.

Exemplo 2.44. O espaco X = (> de todas as sequéncias limitadas de niumeros com-

plexos € um espaco de Banach.

Exemplo 2.45. O conjunto X = C([0,1],R) de todas as fungées continuas de valores

1
reais sobre I = [0,1] com norma || f| = / |f(t)|dt, nao é um espaco de Banach, pois
0

nao € completo.

De fato, considere a sequéncia de funcoes definidas por

0, se tel0,1/2],
fm(t) =13 m(t—1/2), se t e (1/2,a,]
1, se t € (am,1]

1 1
onde a,, = 5 + —. Veja a Figura 2.1.
m

A sequéncia (fum)men € de Cauchy, pois

I = ol = [ Vfult) = ottt = 5 (

1
que € a drea do tridngulo compreendida entre a base (— — —) e altura 1, veja Figura
m n

2.2. Como,
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v

0
Figura 2.1: Gréafico de f,,. Fonte: Figura 2.2: Gréafico de f,, e
Adaptado de Kreyszig (1978, p. fn. Fonte: Adaptado de Kreyszig
38). (1978, p. 38).
1 o
i
0 i 1 -
2

Figura 2.3: Grafico de f. Fonte: Proprio autor.

quando n,m — oo. Seque que € de Cauchy.
Note que f,,(t) — f(t), onde

) 0, se te|0,1/2],
f(t)_{ 1, se te(1/2,1]

1
Pois || fm — fll = / |fm(t) — f()|dt = QL — 0, quando m — oo. Como f €
m

0
descontinua, seque que f ¢ X = C([0,1],R). O que mostra que X ndo é completo com
a norma || f|].

No entanto, o espaco X = C([a, b],R) é completo com a norma definida por

= t)|.
o] = ma [z (2)
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De fato, seja (z,,)nen qualquer sequéncia de Cauchy em X. Entao, dado e > 0, existe
um N tal que para todo m,n > N temos

|zm — zn|| = max |2, (t) — ., ()] < . (2.4)
t€la,b]

Para qualquer t = t, € [a, ] fixo,
|xm(t0) - xn<t0)| <§g, m,n > N.

Isso mostra que a sequéncia (x,,(to))nen, de nimeros reais é de Cauchy. Como R é

completo, a sequéncia converge em R, ou seja,

Im(to) — I‘(to),

quando m — oo. Desta forma, podemos associar a cada t € [a, b] um ntmero real z(t),
o que define uma fun¢ado x em [a, b]. Agora, mostremos que x € Cla,b] e ,,(t) — ().

De (2.4), fazendo m — oo temos,
|2 (t) — 2(t)] <&, ¥m > N,

0 que mostra que x,, — x, quando m — 0o, logo C([a, b], R) é completo. A continuidade

de z segue do fato da convergéncia ser uniforme.

2.3 Topologia dos espacos normados

O estudo dos espacos de fungoes, realizado por matemaéticos como Georg Cantor,
Vito Volterra, Cesare Arzela, Jacques Hadamard, entre outros, culminam com o tra-
balho de Maurice Fréchet, que introduziu a nocao de espaco métrico e muitas de suas
caracteristicas, veja [1].

Atualmente os espacos métricos sao considerados casos especificos, mas muito im-
portantes, de uma classe mais geral conhecida como espacos topolégicos. Neste con-
texto, a topologia dos espacos normados discute as propriedades e caracteristicas que
possuem os espacos vetoriais normados de dimensao finita e quais resultados se mantém

no caso dos espacos vetoriais normados de dimensao infinita.

Definicao 2.46. Todo subconjunto de um espaco normado X € denominado um subes-

paco normado.

Teorema 2.47. Um subespaco Y de um espaco de Banach X é completo se, e somente

se, o conjunto Y € fechado em X.

Demonstragio. Suponha que Y seja completo, entdo para cada r € Y (onde Y indica
o fecho de Y'), existe uma sequéncia (z,)n,eny em Y que converge para © € X. Visto
que (,)nen € Cauchy e Y é completo, (x,),en converge em Y, pela unicidade do limite
reyY.



36

Espaco de Banach e espaco de Hilbert

Reciprocamente, seja Y fechado e (z,)neny uma sequéncia de Cauchy em Y. Entéao
z, — = € X, que implica € Y e assim « € Y, pois Y = Y por hipotese. Logo a

sequéncia de Cauchy arbitraria converge em Y, o que prova a completude de Y. O

Lema 2.48. Seja {x1,...,x,} um conjunto linearmente independente de vetores em um
espaco normado X (de qualquer dimensdo). Entao existe um nimero ¢ > 0 tal que para

toda escolha de escalares oy, - -+ |, temos:

n n
lanas + -+ anzall = 1D ajasll > ellar| + -+ |an]) = e lay]).
j=1 Jj=1

A prova deste resultado pode ser encontrada em |6].

Teorema 2.49. Todo subespaco Y de dimensao finita de um espaco normado X €

completo. Em particular, todo espaco normado de dimensao finita é completo.

Demonstragao. Consideremos uma sequéncia de Cauchy arbitraria (y,,)men em Y, mos-
tremos que esta é convergente em Y.
Sejam dimY =n e {ey, ..., e, } qualquer base de Y. Entdo cada y,, tem uma unica
representacao da forma
Ym = ozgm)el + ...+ ozflm)en,

onde a§m)

sao escalares, j € {1,--- ,n} em e N.
Como (Ym)men ¢ uma sequéncia de Cauchy, para todo € > 0 existe um N € N tal

que para todos m,r > N tem-se ||y, — y,|| < €. Pelo Teorema 2.48 para algum ¢ > 0,

€ > lym —well = 1) (0™ = afej| 2 ey laf™ — o],
Jj=1 j=1

com m,r > N.

Dividindo por ¢ > 0,

m T m r 9
]ag- )—&§)\§Z]a§- )—a§)\<g, m,r > N.

=1
[sso mostra que cada uma das n sequéncias
1 (2

Y )7

i o ] P

(ag'm)) = (a j=1..n

¢ de Cauchy em R ou C, portanto convergente.

Vamos denotar a; o limite. Usando esses n limites aq, ..., ay,, definimos
Y = 161 + ... + 0péy.

Claramente, y € Y. Além disso,

i =yl = 11> (8™ = ay)esl] <3 1al™ — ayllle;])-
j:l j:l

(m)

Como o — a, ||ym — y|| = 0, segue que (Ym)men € convergente em Y. ]
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Definicao 2.50. Uma norma ||-|| sobre um espago X é equivalente a uma norma ||-||o
sobre X se existem miumeros reais positivos a e b tais que para todo v € X wvale
al|z|lo < [[z]] < bfx]o. (2.5)

Teorema 2.51. Todas as normas sao equivalentes em um espaco vetorial de dimensao
finita X.

Demonstracao. Sejam dimX = n, {ei,...,e,} qualquer base de X e | - ||, || - |lo duas

normas em X. Entao cada x € X tem uma tlinica representacao

r=aaie] + ... + a,e,.

Pelo Lema 2.48 existe uma constante c tal que

]l = e(jaa] + .+ an) = ¢ Y layl.

j=1

Por outro lado, a desigualdade triangular afirma que

n n
ello < Loyl - llejllo < k- layl,
i=1 j=1

onde k = max{||e;||o}. Logo, al|z||o < [|z|[ onde a = { > 0. A outra desigualdade de
(2.5) & agora obtida pela troca de || - || e || - ||o no mesmo argumento, ou seja, existe

uma constante ¢ tal que

[l2llo > eljau] + .. +lawl) = € Y layl.
j=1

Por outro lado, a desigualdade triangular mostra que

n n
ol < eyl el < k- Jayl,
j=1 j=1

onde k = max{||e;||} que juntos mostram que, ||z|| < b||z|lp onde b = = > 0. E a

prova esta completa. O

Exemplo 2.52. Sejam I = [0,1] e os espagos Xo = C([0,1],R) com a norma ||z||o =
1
sup |z;| e X1 = C([0,1],R) com a norma ||z|; = / | f(t)]dt.
j 0

j
Provemos que a identidade i : X1 — Xo € descontinua. De fato, seja a sequéncia

(fm)men como mostrado na Figura 2.4.
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Jm
0 mi 1 g
Figura 2.4: Gréafico de f,,. Fonte: Adaptado de Barreto (1971, p. 168).
Assim,

! 1 (1 1
I =0 = [ 11Ol =5+ (525 - = 5 5

quando m — 00, 0 que mostra que (fu)men tem como limite a fun¢ao nula em X, .

No entanto (f)men nao tem limite em X, pois

[fm = Ollo = sup [xz;| = m — occ.
JEN

O que mostra que || - |lo e || - |1 ndo sao equivalentes.
Para um espaco normado de dimensao finita, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.53. Em um espaco normado de dimensao finita X, qualquer subconjunto

M C X € compacto se, e somente se, M ¢é limitado e fechado.

Demonstracao. Pelo Lema 2.32 mostramos que um subconjunto compacto M de um
espaco métrico X é fechado e limitado.

Reciprocamente, suponha M limitado e fechado. Seja dim X = n e {e1,--- ,e,}
uma base de X. Consideremos qualquer sequéncia (z,,)meny em M. Cada x,, possui
uma representacao x, = zi*-e;+--- , 2" -e,. Como M é limitado ||x,,|| < k para todo

m. Pelo Teorema 2.48,

n n
B2 llaml = | Y-l = e Y o)
j=1 j=1
onde ¢ > 0, que implica
- k
m
nl <
Syl < 4
7j=1
Logo, a sequéncia de niimeros (x’]”) com j fixo é limitado e pelo Teorema de Bolzano-
Weierstrass (ver [5], pagina 25), existe um ponto de acumulagao z;,1 < j < n. Con-
n
cluimos que (2, )men possui uma subsequéncia (z,,)men que converge para z = Z |z

j=1
e como M é fechado, z € M. O que conclui a demonstracao. O
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Observacao. Para espacos vetoriais de dimensao infinita temos que todo conjunto

compacto é limitado e fechado, mas a reciproca nao é verdadeira como veremos a seguir.

Teorema 2.54 (Lema de Riesz). Sejam Y e Z subespagos de um espago normado
X (qualquer dimensao) e suponha que Y é fechado e é um subconjunto préprio de Z.
Entao para todo nimero 6 no intervalo (0,1) existe um z € Z tal que ||z|]] =1 e
||z —yl| > 0 para todo y € Y.

Demonstracao. Consideremos qualquer v € Z — Y e denotemos a distancia de v & Y
por a, isto €,

= inf |jv - y|.
o= inf [jv —y]

Notemos que a > 0 ja que Y é fechado. Seja 6 € (0,1). Pela defini¢do de infimo, existe
um yo € Y tal que

a < [ —yol| <

SRS

Notemos que a/0 > a ja que 0 < 6 < 1.

1
v = wol

Se z = ¢(v — 1yp) onde ¢ = , entao ||z|| = 1. Mostremos que ||z — y|| > 6

para todo y € Y.De fato,

|z =yl = lle(v —yo) = yl| = cllv —yo — ¢ yl| = || — wil],

onde yy =yo+clyeY.
Consequentemente ||v — y1|| > a, pela definicdo de a. Escrevemos entao,

a S @
lv = woll ~ a/
Como y € Y é arbitrario, a demonstragao esta completa. O

lz=yll =cllo—nllZ2c-a= 5 =0

Teorema 2.55 (Dimensdo finita). Se um espaco normado X possui a propriedade que

a bola unitdria fechada M = {z : ||z|| < 1} € compacta, entao X € de dimensao finita.

Demonstracao. Suponhamos que M seja compacta mas a dimX = oo. Mostraremos
que isso conduz a uma contradicao. De fato, seja x; de norma 1. Este x; gera um
subespaco unidimensional X; de X, que é fechado e é um subespaco proprio de X
unitario, ji que dimX é infinita por hipotese. Pelo Lema de Riesz, existe um z, € X
de norma 1 tal que

||z — x1|| > 0 =1/2.

Os elementos x; e x5 geram um subespago Xy proprio fechado bidimensional de X.
Pelo Lema de Riesz, existe um z3 de norma 1 tal que para todo x € X5, temos
lzs — 2| = 1/2,

em particular
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w3 — 21]] > 1/2

Procedendo por indugdo, obtemos uma sequéncia (x,),en de elementos z,, € M tal

que:

2 — 20l = 1/2, (m # n).
Este fato implica que (x,),eny ndo pode ter uma subsequéncia convergente. Isto con-

tradiz a compacidade de M. Logo, a suposicao de que dimX = oo é falsa. Portanto,
dim X deve ser finita. O

2.4 Operadores lineares limitados e continuos

Uma transformacao linear é um tipo particular de funcao entre dois espagos veto-
riais que preserva as operacoes de adicao vetorial e multiplicagao por escalar. Uma
transformacao linear também pode ser chamada de aplicacao linear.

No caso de espacos vetoriais, em particular normados, uma aplicacao é chamada de

operador.
Definicao 2.56. Sejam X e Y espacos vetoriais sobre o mesmo corpo K, R ou C, um

operador T : D(T) — Y, é uma fun¢do que satisfaz:

(i) o dominio D(T) C X de T é um espago vetorial e a imagem Im(T) CY € um
subespaco vetorial;
(i1) Para todos x,y € D(T) e escalar «, temos
Tx+y) =Tx+Ty
T(ax) = aTz.

Teorema 2.57. Sejam X e Y espacos vetoriais, ambos reais ou complexos. Seja
T : D(T) = Y um operador linear com dominio D(T) C X e imagem Im(T) C Y,

entao:

(a) A aplicagio inversa T—' : Im(T) — D(T) existe se, e somente se, Tx = 0

implica x = 0.
(b) Se T~ existe, este é um operador linear.

(¢) Se dimD(T) =n < oo e T~ existe, entao dimIm(T) = dimD(T).
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A prova deste teorema pode ser encontrada em [6].

Definigao 2.58. Sejam X e Y espacos normados e T : D(T) — Y um operador linear
em que D(T) C X. O operador € dito ser limitado se existir wm nimero real ¢ tal que
para todo x € D(T),

[Tz < cfl=|. (2.6)
Neste caso, definimos
T
I7) = sup 122l (2.7)
cenr) ||l
x#0
E podemos escrever
[ Tz]| < T[], Vo € D(T). (2.8)

A funcao definida em (2.7) satisfaz as propriedades de norma. Para mais detalhes
ver (|6], pagina 92). Logo esta bem definida, além disso, vale ressaltar que, um opera-
dor linear limitado aplica conjuntos limitados em conjuntos limitados o que difere da

definicao de fungoes limitadas, em que a imagem é um conjunto limitado.

Exemplo 2.59. Seja o operador T : C[0,1] — C|0, 1] definido por y = Tx, onde

y(t):/o k(t, s)x(s)ds.

Onde k € uma dada funcao k : R?2 — R, que é chamada de Kernel ou nicleo de T que
é continua, sobre o quadrado fechado G = [0,1] x [0,1], e limitada. Assim, T é um
operador linear limitado.

De fato, notemos primeiro que k ser continua no quadrado fechado G, implica que k
¢ limitada, ou seja, |k(t,s)| < ko, para todo (t,s) € G, onde ky € R. Usaremos também
o sequinte fato:

|z(t)] < max |x(t)| = ||zt € [0,1].

tel0,1]
Portanto,
1
loll = ITall = max | [ k(e s)ats)as
te[0,1] | Jg
1
< k(t,5)| - |2(s)|d
< s [ 9] le(o)las
1
< max/ ol ds
tel0,1] Jo
= kollzl], (2.9)

para todo x € C([0,1]), o que mostra que T € limitado.

Teorema 2.60. Se um espaco normado X é de dimensao finita, entao todo operador

linear sobre X € limitado.
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Demonstra¢ao. Por hipotese dim X = n. Seja entao {ej,---,e,} uma base de X.
n

Tomemos qualquer x = Zﬁjej, B; escalares para 1 < j < n. Consideremos qualquer
j=1
operador linear T" sobre X. Como T é linear, segue que,

ITall = 1Y BiTesl < D18l Tel
j=1 j=1

1<k<n

< max |Tee] (S 18:). (2.10)
j=1

Pelo Lema 2.48, existe ¢ > 0 em que o; = 3; e x; = ¢; tal que

- 1 — 1
SO < I Biesll = el
j=1 j=1

Logo,
[Tz < Al

1
onde 7 = — max ||Tex||, o que mostra que T é limitado. O
c 1<k<n

Teorema 2.61 (Continuidade e limitacao). Seja T : D(T) — Y um operador linear,
onde D(T) C X e X,Y sao espagos normados. Entao:

(a) T € continuo se, e somente se, T € limitado.

(b) Se T é continuo em um unico ponto, entado T € continuo.

Demonstragao. (a) Para T = 0 a conclusdo ¢é trivial. Se T" # 0, entdo ||T|| # 0.
Suponhamos que T é limitado. Considere qualquer zo € D(T). Dado ¢ > 0 seja
0 = 7y » entdo para todo z € D(T) com

|z — ol <0
obtemos

[Tz = Tawol = [[T(x = zo)l| < I Tllz — oll < [IT[6 = €.

Reciprocamente, suponha que 7' é continua em um z, € D(T') arbitréario, entdo dado

qualquer € > 0 existe um 6 > 0 tal que

|Tx — Txol| <€ (2.11)

para ||z — zo|| <6, x € D(T).

Consideremos agora qualquer y # 0 em D(T) e seja x = z + ”%Hy. Entao

5
T — 3o = —1,
lyll



Operadores lineares limitados e continuos 43
Logo ||z — x|l = 0. Como T ¢é linear, temos
[Tz = Taol| = [|T(x — o)
)
=i ()1
lyll
iy (212)
1yl
e (2.11) implica
0
Tyl <e.
lyll

Portanto, | Ty| < £yl

Isso pode ser escrito ||Ty|| < c||y||, onde ¢ = £, e T' é limitado.

€
5 Y
(b) A continuidade de T" em um ponto implica limitagdo de T pela segunda parte

da prova de (a), que por sua vez implica continuidade de T por (a). ]

Corolario 2.62. Seja T um operador linear limitado. Entao
(a) x, — x implica Tx, — Tx.

(b) O nicleo de T, isto é, N(T) ={x € D(T) : T(x) = 0} € fechado.

Demonstracao. (a) Como T é um operador linear limitado entdo ||Tz|| < ||T]|||z||, Vz €
D(T), entdo
[T2n = T|| = [[T(zn — 2)|| < |T|[[|2n — [l =0,

quando n — oo. O que mostra que

Tz, — Tz.

(b) Para todo x € N(T'), existe uma sequéncia (x,)neny em N(7T') tal que z,, — z,

pois x € N(T). Por (a) Tx, — Tx e Tx = 0Vn € N, ji que Tz,, = 0. Portanto,
x € N(T), o que mostra que N(T') é fechado. O

Defini¢ao 2.63. Uma restricio de um operador T : D(T) — Y a um subconjunto
B C D(T), denotado por T|p, é o operador definido por T|g : B — Y, T|g(x) =
Tx,Vx € B.

Definigao 2.64. Uma estensao de um operador T a um conjunto M O D(T) é um
operador T : M — Y, tal que TV|D(T) =T, isto é, Tx = Tx,Nz € D(T).

Teorema 2.65 (Extensao linear limitada). Seja T' : D(T) — Y um operador linear
limitado, onde D(T) C X, X é um espa¢o normado e Y é um espago de Banach. Entao

T tem uma estensio T : (T) =Y, onde T ¢ um operador linear limitado de norma

1] = [Tl
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Demonstragao. Consideremos qualquer z € D(T'). Pelo Teorema 2.24 (a) existe uma

sequéncia (z,)neny em D(T') tal que x, — z. Como T ¢é linear e limitado, temos
[Tn = Tl < Tl[zn = zmll

Isto mostra que (Tx,)neny ¢ de Cauchy. Também por hipotese, Y é completo o que
implica que (Tx,),en converge, ou seja, Tx, — y para algum y € Y.

Definimos agora Tx = y. Mostraremos que esta definicao ¢ independente da parti-
cular escolha de uma sequéncia em D(T'), convergindo para z.

Suponha que x,, — = e z, — x, entdo v, — x onde (U, )men é a sequéncia

(21, 21, T2, 29, ...).

Logo, (T, )men converge pelo Corolario 2.62, e portanto as duas subsequéncias (T'x,, ) nen
e (Tvm)men devem ter o mesmo limite, o que mostra que Tz é o tinico valor definido
para cada z € D(T).

T é linear e Tz = T, para todo z € D(T), logo T é uma extensao de 7.

Como T ¢ linear e limitado segue que,
[Tyl < (1 T[|]lznll, V7 € N. (2.13)

Também
Tr, =>y= Tx,

e x +— ||z|| define uma aplicagdo continua, logo quando n — oo em (2.13), temos
1Tz < TNl

Assim, T ¢ limitado e ||T|| < ||T|. E obvio que ||T|| > ||T|| porque a norma sendo
definida pelo supremo como na definicao 2.58, nao pode diminuir em uma extensao.
Portanto, |7 = ||T. O

Defini¢ao 2.66. Seja X um espaco vetorial sobre o corpo K (real ou complexo). Um

funcional linear sobre X € uma transformacao linear de X em K.

Defini¢ao 2.67 (Funcionais lineares limitados). Um funcional linear f € limitado se

existir um ndmero real ¢ tal que para todo x € D(f),

|f(2)] < cllz]]. (2.14)
Assim, definimos
171 = sup L (.15
cen(r) |2l
x#0
ou
£l = sup |f(z)], (2.16)
R

e podemos escrever

[f (@) < LAl (2.17)
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A norma definida em (2.15) satisfaz as propriedades de espago normado, analogo a
definicao 2.58.

Exemplo 2.68. Seja X = C([a,b],R) o espago das fungioes continuas com a norma

l|z|| = m[a>b<} |z(t)|. Se escolhermos um fizo ty € I = [a,b] e a fungao fi(x) = x(toy),
t€la,
re X.
Temos que fi € linear, limitada e tem norma || fi|| = 1. De fato,

filr +y) = (x +y)(to) = z(to) + y(to) = fi(x) + fr(y), Y,y € X.

filax) = z(aty) = ax(ty) = afi(z)Va € Rz € X.
E que, |fi(z)] = |z(to)] < ||z||, pelo fato de ||xz|| = max |z(t)|, o que implica

tela,b]
| fill <1 pela expressao (2.16).
Por outro lado, definindo x(ty) = 1, temos ||xo|| = 1 e obtemos de (2.17)

LAl = [f1(zo)] = [(to)| = 1 = |/l = 1.

Portanto,

/2l = 1.

2.5 Espacos com produto interno e espaco de Hilbert

Um produto interno sobre um espaco vetorial de dimensao finita é uma generaliza-
¢ao do produto escalar e, em termos de tal produto interno, pode-se também definir
“comprimento” e “a4ngulo”. Espacos reais com produto interno de dimensao finita sao
considerados como espagos normados e frequentemente denominados espaco euclidiano,

pois defini-se a norma a partir do produto interno, como segue abaixo.

Defini¢ao 2.69. Seja X um espago vetorial sobre o corpo K (real ou complexo). Um
produto interno em X € uma aplicagao (-,-) : X x X — K satisfazendo as sequintes
propriedades:

P1)(x+y,z) = (x,2) + (y,2) Vo,y,2 € X;

P2) (ax,y) = alz,y) Ve, y € X ea € K;

P3) (z,y) = (y,z) Vx,y € X, onde a barra indica conjuga¢ao para o caso complezro;

Pj) (x,x) > 0Vx € X. E vale (x,z) =0 <z =0.
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Um produto interno sobre X define uma norma sobre X dada por:

[zl =/ (2, %),

para todo z € X e uma métrica sobre X dada por

d(z,y) = |z =yl =V (v —y, 2 — y).

Definicao 2.70. Um espaco pré-hilbertiano é um espago vetorial com produto interno.

Um espaco de Hilbert ¢ um espaco com produto interno completo com respeito ¢ norma
lz]| =+/{z,z).

Teorema 2.71. Se X € um espaco com produto interno, entdo, para quaisquer vetores

x,y em X e todo escalar o € K (real ou complezo), temos
a) |laz|| = |of||z|;
b) ||z|| > 0 para x # 0;

¢) [, )l < [l - [lyll;

d) |z +yll < ll=ll + [lyll-
A prova deste teorema pode ser encontrada em [4].

Exemplo 2.72. O espaco X = R" € um espaco de Hilbert com produto interno definido
por

(,y) = T1y1 + -+ + TpYn,

denominado produto interno candnico. Com a norma definida por

]l = {, z)=.
b
Exemplo 2.73. O produto interno candnico de C([a,b],R) € (f,g) = / f(t)g(t)dt.

Definigao 2.74 (Ortogonalidade). Um elemento © de um espago com produto interno

X € ortogonal a y € X se (x,y) =0 e escrevemos x_Ly.

Definicao 2.75. Sejam os subconjuntos A, B C X, escrevemos x1 A se x1a para todo
a€AeAlLB sealbVae A eVbe B.

Definicao 2.76. O complementar ortogonal do subespaco Y do espaco com produto

interno X, denotado por Y+, é o conjunto

Yi={yeX: (2,y)=0,Vyc Y}
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O préximo resultado é fundamental para verificarmos se uma norma provém ou nao

de um produto interno.

Teorema 2.77. Seja (X, ||-||) um espago normado. Entao ||| € uma norma que provém

de um produto interno se, e somente se, satisfaz a identidade do paralelogramo, ou seja,
=+ ylI* + [l =yl = 2(]|=]* + [ly]1*), (2.18)
para todo x,y € X.

A prova deste resultado pode ser encontrada em [8].

Exemplo 2.78. O espaco euclidiano X = R™ € um espaco de Hilbert com norma
definida
2l = (2, 2)"? = (a3 + - - + 23)'/?,

onde v = (1, -+ ,x,) € R™

Exemplo 2.79. O espago X = [, nao é um espaco de Hilbert se p # 2. De fato,
mostremos que a norma nao satisfaz a igualdade do paralelogramo com p # 2. Assim,

tomamos x = (1,1,0,0,...) € I, ey = (1,—1,0,0,...) € I, e calculamos

lell = llyll = 2% = 2(l|=]]* + [lyl|*) = 2* - 22

Iz +yll = llz = yll = 2.

Assim ||z + y||? + ||z — y||? = 8 # 22 - 22/P exceto se p = 2. Vemos assim, que a regra
do paralelogramo nao € satisfeita se p # 2, logo o espago X =1, nao € um espago de
Hilbert para p # 2.

Definicao 2.80. Um subespaco Y de um espaco pré-hilbertiano X € definido como um

subespaco vetorial de X, tomando o produto interno sobre X restrito a Y X Y.

Definicao 2.81. Um subconjunto M de X é dito ser convexo se para todos x,y € M o
segmento definido por
7A) = (1 =Nz + Xy,

A € [0,1], estd contido em M.

Teorema 2.82. Sejam (X, ||-||) um espago normado e M # () um subconjunto convezo

de X completo. Entao para todo v € X existe um unico numero y € M tal que:

6 = inf [z — gl = [l —y]. (2.19)
yeM
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Demonstracao. (i) Existéncia: Pela defini¢ao de infimo existe uma sequéncia (¥, )nen
em M tal que:
o = ||z — yul| — 0. (2.20)

Mostraremos que (¥, )nen € de Cauchy. Escrevemos y, —x = v, temos ||v,|| = 6, e

1
”Un +UmH = Hyn + Ym — 2517” = 2”5(%1 + ym) - l’H > 20.

Como M é convexo, temos %(yn + Ym) € M. Além disso, ¥, — Ym = Uy — Uy, Pela

Identidade do Paralelogramo:

1Y — ymll> = lvn — vml?
= _||Un+vm||2+2(||vn||2+ vaHQ)
< —(26)* +2(62 +52). (2.21)

Assim, (2.20) implica que (y,,)nen € de Cauchy. Como M é completo, (y,)nen converge,
Yn — Yy € M.

Como y € M, segue que ||z —y|| > 9.

Também por (2.20)

[z =yl = Itz = yn) + (W = I < Mz =yl + lyn = yll = 00 + [lyn — yll = 9.

Que mostra que ||z — y|| = 0.

(72) Unicidade. Suponha que y € M e yy € M ambos satisfazendo ||z —y|| = J e
|z — yo|| = 0. Mostraremos entdo que y = yp.
Pela Identidade do Paralelogramo temos

I I

= [[(y—2)— (yo — )
= 2lly — >+ 2|lyo — z[|> = [(y — ) + (yo — 2)]|]?

1
= 26 +20° = 2|5y + o) — (2.22)

H?J — Yo

Do lado direito de (2.22), +(y — yo) € M, logo [|5(y — vo) — | > 6.
Isto implica que,
1
ly = woll* = 26°+26° = 2% 5 (y + o) — 2/
< 267 4207 — 467
= 0. (2.23)

Logo ||y — yo|| < 0 e temos a igualdade y = yo. O que conclui a demonstracao. [

Lema 2.83 (Ortogonalidade). Seja 6 = jnﬂg |lx—7| = ||z—vyl|, tal que para todo x € X
=

existe um tnico nimero y € M, onde X é um espaco normado completo e M # () um
subconjunto convero de X. Se Y um subespaco completo de X e x € X fizo, entao

z=ux—1y € ortogonal a Y.
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Demonstracao. Suponha que z 1L Y seja falso, entao haveria um y; € Y tal que

(z,91) =B #0. (2.24)
Note que, y; # 0 pois caso contréario (z,y;) = 0. Além disso, para qualquer escalar a,

1> = (z—ay,z—ay)

= (2,2) —{ay1, 2) — (2, ay1) + (ay1, ayr)
= |l2* =@z, ) — al{yr, 2) — a@l|y)?].

Hz_@%

A expressao entre os colchetes é zero se tomarmos

a = B
(y1, 1)
Observemos que Y é convexo, pois Y é subespago vetorial de X. De (2.19) temos
2]l = [lz — y|l = 9, assim
Ll 5
Iz — am|® = ||2II” - < 82
<?Jl7y1>

Mas isso é uma contradicao, porque z — ay; = ¢ — y» onde Yy = y + ay; € Y, logo
|z —ay1|| > § pela definigdo de §. Consequentemente (2.24) ndo pode ocorrer, e o lema

estéd demonstrado. O

Definicao 2.84 (Soma direta). Um espaco vetorial X ¢ uma soma direta de dois

subespacos Y e Z de X, escrevemos
X=Y®LZ,
se cada v € X possui uma unica representacao
T=Yy+=z yeY,zeZ

Se X =Y +7Z, entaoYNZ = {0} se, e somente se, a representacdo € unica. Entdo Z
€ chamado de complemento algébrico de' Y em X e vice-versa, o par'Y e Z é chamado

de par complementar de subespacos em X.

Exemplo 2.85. Considere os subespacos vetoriais Y e Z de X = M,(R), o conjunto
das matrizes quadradas de coeficientes reais de ordem n, definidas por Y = {A €
M, (R) : A= A'} das matrizes simétricas e Z = {A € M,(R) : A= —A"} das matrizes
antissimétricas. Temos que

X=Ya&Z

De fato, sejam A € X tal que A= B+ C, onde B,C e D € X. Entao

A+ A A— A

B ;
2 2
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asstm,
A4 A 1 1 A4 A
t_ _ tNt _ Lgpt _ _
B_( i )_2(A+A) 2(A+A) 5 B
e
A— A 1 1 A— A
b= = (A-AY' = _(A"— A) = — =-C.
¢ ( 2 ) 2( ) 2( ) 2 ¢

Portanto, BeY eC € Z, logo X =Y + Z.

Agora, vamos mostrar que Y NZ = 0. Se AeYNZ=>AecY = A=A"¢
AeZ=A=—-A" Assim, Al = —A & A1+ A' =0 < 2A' = 0 = A = 0. Portanto,
Y NZ = {0} e concluimos que

X=Ya®Z

Teorema 2.86. Seja Y qualquer subespaco fechado de um espaco de Hilbert H. Entao
H=YaY"t

Demonstracao. Como H é completo e Y é fechado, Y é completo pelo Teorema 2.47.
Como Y é convexo, pelo Teorema 2.82 e pelo Lema 2.83, implica que para todo r € H
existe um tinico y € Y tal que

T=Yy+z,

com z € Z = Y. Para provar a unicidade, supomos que
rT=y+z=y+2n

onde y,1n € Yezz € Z. Entao y —y; = z — z;. Como y — y; € Y enquanto que
2 —z2€Z=Y" vemosquey —y; € Y NYL = 0. Isto implica y = 3. Assim temos

z=z. ]

Discutimos neste capitulo as principais propriedades de espagos métricos, normados
e espacos com produto interno. Conceitos que nos levam aos espacos de Banach e de
Hilbert. Analisamos ainda que algumas propriedades possuem restricoes em espacos
vetoriais de dimensao infinita como entre outros, o caso do Teorema 2.86. Vimos
enfim, a beleza desta teoria e nos preparamos para as futuras aplicacoes como segue

no proximo capitulo.



3 Aplicacoes

Muitos resultados e defini¢coes da Analise Funcional sao importantes para o estudo
de problemas de outras areas do conhecimento. Por exemplo, fendmenos que variam
com o tempo, como crescimento populacional, resfriamento de um corpo, movimentos
de satélites artificiais da terra, sao descritos por Equacoes Diferenciais Ordinéarias. Para
garantir a existéncia de solugao para este tipo de equacao usamos o Teorema do Ponto
Fixo de Banach.

Neste capitulo, apresentamos algumas aplicacoes do estudo realizado no capitulo 2,
em especial as Equacoes Diferenciais, Equacoes Integrais e a Teoria da Aproximacao.

Para maiores investigagoes e detalhes sobre o assunto ver [6] e [7].

3.1 Teorema do ponto fixo de Banach

Definicao 3.1. Um ponto fizo de uma aplicagao T : X — X € um ponto T € X tal
que

Tx =7.

Exemplo 3.2. Considere a aplicagio T : R* — R? definida por T'(x,y) = (z+y,r—y).
FEsta aplicagao T possui um dnico ponto fizo (0,0). De fato,

(l',y):(x‘i‘y,x_y),
enttor+y=vex—y=y. Assimy=0ex=0.

O Teorema do Ponto Fixo de Banach, fornece condicoes suficientes para a existéncia
de um ponto fixo para uma classe de aplicacoes, chamadas contracoes. Isto nos motiva

a seguinte definicao.

Definicao 3.3. Seja X = (X,d) um espago métrico. Uma aplicacio T : X — X é
chamada de contracao sobre X, se existe um real positivo o < 1 tal que, para todo
x,y € X temos

d(Tz,Ty) < ad(z,y). (3.1)

d(Tz, Ty)
d(z,y)

Note que a razao , nao excede uma constante menor que 1.
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Exemplo 3.4. Considere X =R, com a métrica usual. A aplicagio T : [1,00) — R*
definida por T(x) =\/x é uma contra¢ao. De fato:

Vel 1
Ve +yvyl Ve 4yl

. 1 1
Como z,y > 1, temos que \/z +/y| > 2, ou ainda, ————— < 5

Vz /3

AT, Ty) = V5 —/jl = Vi il

|z —yl.

Portanto
1

1

Em nosso estudo vamos construir uma sequéncia de forma recursiva. Neste sen-
tido, iteracao ¢ um método em que escolhemos um zy em um determinado conjunto e

calculamos recursivamente uma sequéncia xg, 1, - - -, de uma relacao da forma
Tpy1 =Tz, n=01,2,3---. (3.2)
Esse conceito é muito importante e o utilizaremos no seguinte teorema.

Teorema 3.5 (Teorema do Ponto Fixo). Considere um espago métrico X = (X,d),
onde X # (0. Suponha que X é completo e a aplicacao T : X — X € uma contracao
sobre X. Entao T possui exatamente um ponto fizo.

Demonstracao. Seja xo € X. Definimos uma sequéncia iterativa (z,),en, por
2 n
xo, 01 = Twg, 00 =T 20, , 2, =T xg, "+ + . (3.3)

Podemos afirmar que esta é a sequéncia das imagens de zy sob a aplicacao repetida
de T. Mostremos que a sequéncia (z,)nen ¢ de Cauchy e assim converge no espago
completo X.

Por (3.1) e (3.2), temos

d(l'm+1,l'm) = d(TxmaTxm—l)

< ad(Tm, Tm_1)

= ad(Txpm—1,TTm o)

< Pd(Tm_1, Tym_2)

<

< a™d(xq, o). (3.4)

Pela desigualdade triangular e a formula para a soma de uma Progressiao Geométrical,

01(1 *qn)
1—g¢

LA formula da soma geral dos n primeiros termos de uma P.G é dada por S,, = , onde

a1 é primeiro elemento da P.G, n é a quantidade de elementos e ¢ é a razao.
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obtemos para n > m

IN

d([L’m, xn) d(fL’m, xm—&—l) + d(xm—i-la xm+2) + -+ d(xn—h xn)

< (@4 a™ o) - d(xo, 1)

1 — ™
= o™ [%} d([L‘Q,ZEl). (35)
Como 0 < a < 1, no numerador temos 1 — a"™™ < 1. Logo

o [1—a"™ ™ - d(xg,z1) < md(xo, 1), (3.6)

d(Tm, x,) <

com n > m.

Como 0 < a < 1 e d(xg, 1) sdo fixos, fazendo m — oo com n > m, podemos
fazer o lado direito da desigualdade (3.6), tdo pequeno quanto desejarmos, ou seja
d(xpm, x,) — 0, 0 que mostra que (z,,)men é de Cauchy e como X é completo (Z,,)men
converge para um ponto xr € X.

Da desigualdade triangular e (3.1), temos

dz,Tz) < d(z,zm,)+ d(x,, TT)
= d(z,zy) + d(Txp_1,Tx)
< d(z,zp) + ad(zp-1,2) = 0, (3.7)
quando m — oo, pois x,, — x. Portanto d(x,Tz) = 0, o que implica Tz = z, que

mostra que x é um ponto fixo de T'.

Mostremos a unicidade. Suponha que Tz =z ¢ TT = T, entdo por (3.1)
d(z,2) =d(Tz,T7) < ad(z,T)
d(z,7) < ad(z,z) < d(z, ),
pois a < 1, o que implica d(x,7) = 0. Logo x = T e o teorema esté provado. O

As aplicagoes mais interessantes do Teorema do Ponto Fixo de Banach, surgem em

conexao com espacos das fungoes, como serd abordado a seguir.

3.2 Aplicacoes do Teorema do Ponto fixo de Banach

3.2.1 Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDO)

Uma EDO de primeira ordem é dada por uma expressao do tipo
&= f(t,z), (3.8)

dx . . . X
onde & = — representa a derivada de x com relacao a sua variavel independente t¢.
Uma fun¢ao z : (a,b) — R é uma solucao de (3.8) se ela for diferenciavel e satisfazer a

equagao (3.8) para t € (a,b).
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No estudo das equagoes diferenciais da forma (3.8), nos deparamos com duas ques-
toes béasicas, a primeira é obter uma solucao geral e a segunda é obter a solucao do

problema de valor inicial PVI
r = f(t)
(3.9)
[E(to) = Zo
Assim, usaremos o Teorema 3.5 e a Condicao de Lipschitz para provar o Teorema de

Picard, que desempenha um papel principal na teoria das Equacoes Diferenciais sobre

a existéncia e unicidade de solucao.

Definicao 3.6. Uma funcao f(t,y) satisfaz a condigao de Lipschitz na varidvel y sobre

o conjunto D C R?, se existe uma constante k > 0, tal que

Lf(t,y) — f(ty2)| < Elyn — vl (3.10)

sempre que (t,y1), (t,y2) € D. Assim k é chamada de constante de Lipschitz.

Teorema 3.7 (Existéncia e unicidade de Picard). Seja f continua em um retdngulo
R=A(t,z) : |t — to| < a,|xr —xo| < b} e assim limitada em R, ou seja, |f(t,z)] < ¢,
para todo (t,x) € R. Suponha que f satisfaca a condi¢ao de Lipschitz sobre R com
constante k. Entao o problema de valor inicial (3.9) tem uma tnica solu¢ao. Esta
solugao estd definida em [ty — B, to + (], onde

b1
0 < 8 < min{a, > E} (3.11)

Demonstrac¢ao. Seja o espago de Banach X = C([tg — 3,to + 5], R) de todas as fungoes

continuas, com a métrica definida por

dw.y) = o=yl = _ max _[alt) = y(O). (312)

Um subespaco Cc X, consistindo de todas as funcoes x € X que satisfacam
|z(t) — xo| < ¢f5,

é fechado. Com efeito, seja (z,,)men uma sequéncia em C que converge para r € X.
Mostremos que x € C, isto é,
|(t) — @o| < B,

para todo t € I = [ty — [3,to + [5]. De fato, temos
|2m (t) — 20| < B, (3.13)

para todo t € I e para todo m € N, pois (Z,,)men ¢ uma sequéncia em C. Fazendo
m — oo em (3.13), temos
|l’(t> - .To‘ < Cﬁ,



Aplicagoes

do Teorema do Ponto fixo de Banach

%)

para todo t € I. Portanto, x €

C. Logo é um subespaco fechado de um espaco completo

e pelo Teorema 2.28 também é completo.

Por integracao, (3.8) pode ser escrito como = Tz, onde T : C — C & definido por

t) = xg +/t f(s,x(s))ds. (3.14)

Vemos que T esta definida para todo x € 5, pois ¢ < b, por (3.11). Assim, se x € 5,
entdo s € [to— B, to+ 0] e (s,2(s)) € R e aintegral em (3.14) existe, ja que f é continua

em R.
Note que T': C — 6’, pois

Ta(t) — x| =

Pela condicao de Lipschitz

d(Txz,Tv) = max

[ (s, x(s))ds
/ | f (s, () lds
c | / ds|

= ¢ |t —to
< cp.

IN

IN

(3.10) e pela definigdo da métrica (3.12), temos

T (t) — To(t)]

s€[to—B,to+0]

= max

s€[to—Bito+p] [$0 +/ f(S,l‘(S))] - [xO + /to f(SvU(S))]dS

/ F(s,2()) — f(s,0(s))ds

= max
s€[to—pB,to+]
< ma: s,x(s)) — f(s,v(s))|ds
SR / [F(5.2(5)) = f(s,0(5))
t

< ma. klz(s) —v(s)|ds

o se[to—ﬁ,}tio_yg] / ’ () ()|

S k max ‘ ’/ ds‘

s€[to—B,to+A]
= k-|t—t)] max |z(s)—v(s)
s€[to—B,to+A]
< (kp)d(z,v).

Segue que,

d(Tz, Tv) < ad(z,v)

onde o = kB < 1, logo T' é uma contracao, e pelo Teorema 3.5, T" possui um ponto fixo

z € C. Assim, por (3.14)

Tx(t)

p—— +/t F(s,2(s))ds. (3.15)



56

Aplicacoes

Como (s,z(s)) € R, onde f é continua, (3.15) ¢ diferenciavel e satisfaz (3.8) e cada

solucao de (3.8) deve satisfazer (3.15) e o teorema esta provado. O

O teorema do Ponto Fixo de Banach, também implica que a solugdo x de (3.8) é o

limite da sequéncia (xg,x1,---) obtido pela iteragdo de Picard

t
Tna1(t) = o +/ f(s,xn(s))ds (3.16)
to
onde n = 1,2,3,--- Este resultado desempenha um papel importante na teoria de

equacoes diferenciais ordinarias.

Exemplo 3.8. Seja a EDO de primeira ordem com PVI definida por

r = x
z(0) = 1
Temos que

n(t) = T(ao) =0+ / F(s,2(5))ds

zo(t) = T(:L‘l)::t0+/0(1+s)ds

2

2 n

¢
T (t) = T(mn_l):1+t+§+---+m—>et,

quando n — oo. Observe que x(t) = €' € a solugao do PVI dado.

3.2.2 Aplicacao de Equacoes Diferenciais Ordinarias

Esta aplicacdo foi baseada na referéncia [7]. A catendria é uma curva formada por
um cabo flexivel com densidade uniforme, pendurado entre dois pontos, sob a acao do
seu proprio peso. Alguns cabos de suspensao de pontes e fios de energia elétrica ou

telefonicos presos a dois postes apresentam essa forma como ilustrado na Figura 3.1.
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Figura 3.1: Grafico de um cabo flexivel entre dois pontos A e B. Fonte: Adaptado de
Figueiredo e Neves (2015, p. 40).

Seja um sistema de coordenadas cartesianas com origem no ponto mais baixo da curva

e eixo y coincidente com a vertical. Consideremos o equilibrio do trecho OP do cabo
H+T+V =0,

como ilustrado na Figura 3.1, onde H é a tensao do cabo em seu ponto mais baixo, T’
é a tensao no ponto P = (z,y) e V é o peso do trecho OP do cabo, V = ws, w é o peso
por unidade de comprimento e s ¢ o comprimento do arco OP.

Projetando essa equacao de equilibrio sobre os dois eixos obtemos da relacao no

triangulo retangulo

0=— 0=—
sen T e Ccos T
Consequentemente,
w
tgd = — - s. 3.17
gl =1 s (3.17)
Note que w e H sao constantes, assim # = (' = constante. Observe também que
tgl = f'(x) = C - s(z). Assim, derivando (3.17) obtemos
ds
" — C R
dx

Por outro lado, o comprimento do grafico de uma fungdo y = f(t) paraa <t < b é

dado por: )
L:/\/1+[f’(t)]2dt.

Assim, o comprimento do arco, de Py até P é

() = /Ox\/1 TP

e substituindo na equagao (3.17), obtemos:

f’(x)z%-/: 1+ [(F/()]dt.
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Usando o Teorema Fundamental do Calculo, temos

['(@) = VI F@F = CV/I+ TP (3.18)

Obtivemos uma EDO, cuja a solucao ¢ a funcao que tem como grafico a catendria.
Para resolvermos essa equagdo, vamos simplicar a notagao denotando g(x) = f'(z).

Assim a equacao (3.18) é dada por

/
: g'(x)
/(@)= T+ @) e =229 _c
1+ [g(x)]?
Que é uma equacao separavel, entao o problema se resume a integracao de —————,
1+ [g(x)]?
para a qual se consegue uma primitiva com a mudancga de variavel g(z) = cotg(a).
Assim .
= cot =dg = — 2(a)do = — :
g(x) = cotg(a) g cosec”(a)do sen?(a)
Portanto
cos?(a)
1 tg? = 4/1
+ cotg*(e) * sen?(«)

sen?(a) + cos?(a)

I
«

sen?()
1
sen? ()
1
sen(a)’

Realizando as substituicoes

1 1 1 o
/de:/sen(a)~ (—m>da:—/Sen(a)da:—lntg?

Voltando a variavel g(z), usamos as seguintes relagoes trigonométricas para a > 0:

a 1 — cos(a)
tg(2y = —— 00
9(2) sen(a)
1 — g(z)
V0g@)P+1
1
l9(=)]?+1

1
onde sen(o) = ——————= e cos(a) = ﬁ, como mostra a Figura 3.2.

lg(2)]? +1 lg(@)]* +1
Logo temos as primitivas, sendo C' a constante de integracao

—Injy/1+ (9(x))* — g(x)] = Cz + D.
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\ g(x)*+1

o
g(x)

Figura 3.2: Grafico de g(z) > 0 e 0 < a < /2. Fonte: Proprio autor.

Como ¢g(0) =0, temos D = —In1 = 0. Portanto , a func¢ao g é a fun¢ao que satisfaz:

In{y/1+ [g(x)]* —g(z)} = —Cx
o V1@ —g(2)} — —Cr o
L+ [g(@)]2 — g(w) = e (3.19)
Como g = f’ e que f é uma fun¢ao par, concluimos que g é uma funcdo impar. Assim
obtemos
—g(—2) +/1+[g(~2)]? = e &
g(x) +/1 + [g(z)]2 = ™. (3.20)

Subtraindo (3.20) e (3.19) termo a termo, temos
2g(x) = " — e = 2senh(Cx),

ou seja,

logo

f(z) = /senh(C’x) = écosh(C%) + k.

A expressao dada por
1
flz) = c cosh(Czx) + k

é a chamada equacao da catendria. A constante k que aparece no final da equacao sb

depende da escolha na colocacao do eixo z.

3.2.3 Equagoes Integrais

Varios problemas em Matematica, Fisica e outras areas, conduzem de forma natural
as equagoes integrais. Embora muito amplo o assunto, resumiremos aqui, em conside-
rar o Teorema do Ponto Fixo de Banach como ferramenta para provar o teorema da

existéncia e unicidade para equacoes integrais de Fredholm e de Volterra.
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Uma equacao da forma

v(t) = / k(t,s) - xz(s)ds (3.21)

¢ chamada de Equacao de Fredholm de primeira espécie e a equagao da forma

b
v(t) = x(t) — )\/ k(t,s) - z(s)ds (3.22)

¢ chamada de Equagao de Fredholm de segunda espécie, onde I = [a,b] é um dado
intervalo, z(t) ¢ uma fung¢ao em I que é desconhecida e A é um parametro desconhecido.
Nesta se¢ao vamos buscar condi¢oes para que (3.22) tenha solu¢do. Vale ressal-
tar que para encontrarmos a solucao de (3.21), podemos aplicar as técnicas da segao
anterior.
O kernel k da equagdo é uma fungdo dada no quadrado G = [a,b] X [a,b] e v(t) &
uma funcao dada em [a,b]. Se assumirmos que k é continua no compacto G = [ x I,

entao existird uma constante ¢ > 0 tal que
|k(t,s)| <e, V(t,s)eG.
Nestas condigoes, temos o teorema a seguir.

Teorema 3.9 (Equagio intergral de Fredholm). Suponha que k e v em (3.22) sejam

1
c(b—a)’

Entao a equagao integral (3.22) tem uma dnica solu¢ao x sobre I.

continuas em I X I, respectivamente e |\ <

com ¢ definido anteriormente.

Demonstracao. Consideremos as equacgoes integrais sobre o espaco das funcoes conti-
nuas X = C([a,b],R) com a métrica definida por

d(x,y) = max [z(t) — y(1)], (3.23)

te(a,b)
logo X é completo.

Escrevendo (3.22) na forma Tz = z, devemos ter:

Ta(t) = v(t) + A / k(ts) - 2(s)ds (3.24)

Como v e k sdo continuas, a equagio (3.24) define um operador T : Cla,b] — Cla, ],

que ¢ uma contragao. De fato, de (3.23)

d(Tz,Ty) = max |Tx(t) — Ty(t)]

tela,b)
= N ma | [ h(ts) - ol0) = o)
< Wy [ k09 1o~ (0l

< |Memax |z(o) — y(o |/ ds

tela,b]

= |Ae-d(z,y) - (b—a).
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Que pode ser escrito por d(Tz, Ty) < ad(z,y), onde a = |A|¢(b — a), o que torna T
uma contragao se
1
Al <
c

(b—a)

Pelo Teorema 3.5, a equagao integral possui uma tnica solugao sobre o intervalo I, o

(3.25)

que conclui a demonstracao. O]

Consideremos agora a Equacao de Volterra definida como

o(t) = 2(t) — A / k(t, s) - 2(s)ds, (3.26)

onde o limite de integragao t é variavel. Enunciamos o teorema da existéncia e unicidade

de solucao da Equacao de Volterra.

Teorema 3.10 (Equagao integral de Volterra). Suponha que v seja continua em [a, D]
e que k € continua na regiao triangular R no ts - plano dado pora < s <t, a <t <b,

ver Figura 3.3. Entdo (3.26) possui uma dnica solugdo x em [a,b] para todo .

Figura 3.3: Regiao triangular R no caso a e b positivo. Fonte: Adaptado de Kreyszig
(1978, p. 322).

Demonstracao. A equacdo (3.26) pode ser escrita como Tx = x, com T : Cla,b] —
Cla, b] definida por

t
Tx(t) = v(t) + )\/ k(t,s) - x(s)ds. (3.27)
Como k é continua em R e R ¢ fechada e limitada, k£ ¢ uma funcao limitada em R,

ou seja,
|k(t,s)| < e, VY(t s) €R. (3.28)
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De (3.23), obtemos, Vx,y € Cla, b
d(Tz,Ty) = max |Tx(t) - Ty(t)]

telat|

= |\ max
telat|

< )\|maX/|kts x(t) —y(t)|ds

tela,t|

/ K(t,s) - [2(t) — y(t))ds

< |A|emax |z(o) — y(o |/d3

tela,t|
= |Me-(t—a)-d(z,y).

Mostremos por indugao que

_T?)md(x? Y)-

Para m = 1 a afirmagao é valida. Supomos entao que (3.29) é valida para algum k e

() — Ty(e)] < e &

mostremos que vale para k+ 1 :
Por (3.16) e (3.27), temos

t

[T a(t) = Ty = Al | | k(t.s) - [Thx(s) — T*y(s)]ds

< /””8 [ |T 2 (s) — Thy(s)|ds

< e [ ITEas) - TH(s)lds

< Wee [ ey s
= |)\|-c-w;—!.dc-d(x,y)-/t(s—a)kds
= WSty
WSt
= e iy

O que completa a prova de (3.29). Tomando o maximo em I obtemos:

d(Tm.'If, Tmy> < Oémd(l', y)7

(b—a)"
m!
fazer a,,, < 1. Usando o Teorema 3.5, segue a existéncia da solucao e o teorema esta

Uy .

onde a,, = |A\|™ ¢ . Para X fixo e m suficientemente grande, podemos

provado. O

Notemos que, uma Equacao de Volterra pode ser considerada como um caso parti-
cular da Equacao de Fredholm onde o Kernel k é zero na parte do quadrado [a, b] x [a, b],

onde s >t e pode nao ser continua em pontos da diagonal ¢t = s.
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3.3 Teoria da aproximacao

A teoria da aproximacao estd preocupada com a aproximagao de fungoes de um
determinado tipo, por exemplo, fun¢oes continuas num intervalo, por outras funcoes,
possivelmente mais simples e faceis de se trabalhar, como os polinémios.

Nesta secao iremos discutir a existéncia e unicidade do que se define como melhor
aprorimacao em espaco normado e espaco de Hilbert que, como podemos perceber,
depende da escolha da norma, obtendo assim diferentes tipos de aproximacoes.

Seja (X, ]| - ||) um espago normado e suponha que dado qualquer = € X, pode ser
aproximado por um y € Y, onde Y é um subespaco fixo de X. Seja J a distancia de z

a Y, como no Teorema 2.82. Assim, se existe um y9 € Y tal que
|z —yoll =6

entao yy € chamado de uma melhor aprorimacao para x de Y. Uma melhor aproximacao
é um elemento de distancia minima do x dado. Agora, qual é a condicao necessaria
para a existéncia de yy € Y7 A unicidade também serd abordada, pois, para um x € X
e Y, podem haver mais de uma melhor aproximacao. Essa discussao nos motiva ao

teorema a seguir. Vamos denotar por 6 = 6(z,Y) = inﬁf/ |z — yl|.
ye

Teorema 3.11 (Existéncia da melhor aproximacgao). Se'Y € um subespago de dimensao
finita de um espaco normado (X, || -||), entdo para cada x € X, existe uma melhor

aproxrimacao de x para Y .

Demonstracao. Seja x € X dado. Considere a bola fechada
B={yeY |yl <2fl}
Temos que 0 € E, de modo que a distancia de z para B satisfaz

d(z, B) = inf ||lz — || < ||lz - 0f = [[]]. (3.29)
yeB

Agora, se y € B, entdo ||y|| > 2||z| e
[ =yl = Nyl = ll=ll > 2[|=]] = [l«]| = [[«]| = 0(x, B). (3.30)

Isso mostra que 0(z, E) =d(x,Y) = 0, e este valor nao pode ser assumido por um y €
Y — B, por causa do sinal > em (3.30). Portanto se houver uma melhor aproximacao,
ela deve estar em B. Por isso o motivo do uso de B em vez de todo subespaco Y.
Consideremos o subconjunto compacto E, compacto pois é fechado limitado e Y
tem dimensao finita.
A norma é continua pelo Teorema 2.33. O Corolario 2.34 implica, portanto, que
existe um yg € B tal que |z —y|| assume um minimo y = yo, portanto, yy ¢ uma melhor

aproximacao para r de Y. O
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O fato da dimensao ser finita de Y no Teorema 3.11 é assencial, pois se dimY = oo,
nao podemos garantir a existéncia de uma melhor aproximacao. Com efeito, seja Y o
conjunto de todos os polinémios em [0, 1/2], de qualquer grau, considerado como um
subespago de C([0,1/2],R). Isto implica que dimY = oo.

Seja x(t) = (1 —t)~L. Entdo, para todo ¢ > 0, existe um N € N tal que, definindo

Ynlt) =1+ t+ - 41",

temos ||z —y,| < €, para todo n > N. O que implica §(z,Y) = 0. No entanto, x(t) ndo
¢ um polinémio, assim vemos que ndo existe um y, € Y, satisfazendo § = d(x,Y) =
[l = woll = 0.

O conjunto das melhores aproximacgoes é convero. Esse resultado serd provado a

seguir. Para o préoximo resultado usaremos a Definicao 2.35.

Lema 3.12. Em um espago normado (X, ||-||) o conjunto M das melhores aprozimagaoes

de um ponto x para um subespaco Y de X € convezo.

Demonstracao. Tomemos 0 como a distancia entre z e Y. A conclusao é valida se M
for vazio ou se tiver apenas um ponto.

Supomos que M tenha mais de um ponto. Entao para y, z € M temos, por definicao
e =yl = = — 2l = 6.
Mostremos que isto implica em
w=ay+(l—a)ze M,
se 0 < a < 1. Com efeito, || —w|| >0, jA que w €Y e ||z — w| < § pois

|z —w| = |lr—w+axr— az|
= |lr—ay—(1—a)z+ axr — az|
= ||z —ay—z+az+ ar — az|

la(z —y) + (1 —a)(z — 2)|

< alz —yl[+ (1 - a)llz - 2|
= ad+(1—-a)
= ad+0—ad
s, (3.31)
usamos « > 0 bem como (1 — «) > 0. Logo, ||x — w| = 6. Portanto, w € M, o que
mostra que M é convexo. ]

Definicao 3.13. Uma norma estritamente conveza € uma norma tal que para todo x,y
de norma 1,
le+yll <2, se  afty

Um espaco normado com tal norma é chamado de, espaco estritamente convezo.
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Exemplo 3.14. O corpo de escalares K = R ou C visto como um espaco normado sobre
K, € estritamente convexo. Mais geralmente, todo espag¢o normado cuja a dimensao €

0 ou 1 ¢ estritamente convexo.

Exemplo 3.15. Sejam z; = (1,1,0,0,...) e o = (1,—1,0,0,...) elementos de cy,

espaco das sequéncias que convergem para 0. Temos que

T+ To
lz1lloe = suplag] =1 = flezlloo = || =
jeN %)
Logo o espaco cy nao € estritamente convexo.
Observe que para ||z|| = |Jy|]| = 1 a desigualdade triangular fornece ||z +y| <2 e a

convexidade estrita exclui o sinal de igualdade, exceto quando = = y.

Defini¢ao 3.16. Um espaco normado (X, || - ||) € estritamente convezo se para todo

x,y € X tal que ||z +y| = ||z|| + ||lyl|, temos x ey linearmente dependentes.

Teorema 3.17 (Unicidade de melhor aproximacao). Em um espago normado estrita-
mente convero X, eriste no mdximo uma melhor aprorimacao para um v € X de um

subespaco.

Demonstrag¢ao. Sejam y # y € Y, dois elementos de melhores aproximacao de x € X.
Entao,

e R )
Pl

< Ye—yl+21e -7
< 2$ Yy Zx Yy

1 1
= 5(5@, Y) + 55(% Y)

= §(z,Y), (3.32)

implica que o ponto médio é elemento de melhor aproximagao. Consequentemente, por
defini¢ao existe o : x — y = a(z — 7).
Se a = 1, entao y = ¥y, que é uma contradigao.
Se o # 1, entao
z—y=al—7y)
r—y=ar—aoy

r—ar=y—ay

r(l—a)=y—ay
x:y—ay ey,
l—-«

0 que mostra que x € Y, ou seja, é elemento de melhor aproximacgao. Portanto, x =

¥y =1, 0 que é uma contradi¢ao, o que completa a demonstracao. O
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Se o espaco nao é estritamente convexo nao podemos garantir a unicidade das

melhores aproximacoes. Esse fato nos motiva ao seguinte resultado.

Lema 3.18. O espaco X = C([a,b],R), nao € estritamente convero com a norma do

marimo.

Demonstracao. Consideremos x; e x5 definido por

onde t € [a,b]. Claramente, x1, 25 € Cla,b] e 1 # x2.

t—a
Temos também que ||z1]] = [|ze|| = 1 e ||x1 + xo|| = max 1+ 2 = 2, onde
e R
I = [a,b]. O que mostra que C[a, b], ndo é estritamente convexo.
O

Uma vez que o espago X = C([a,b], R) nao é estritamente convexo, o problema da

unicidade requer mais atencao. Por isso, o seguinte conceito sera de grande utilidade.

Definicao 3.19. Um ponto extremo de um x em X = C([a,b],R) é um ty € [a,b] tal
que |x(to)| = [|]-

Exemplo 3.20. Seja Y = P, C X = C([—2,2|,R). A fungaio x(t) = t* varia de [0,2]
em t € [—2,2], deste modo, x possui dois pontos extremos t = +2, pois

= ) =4=|x(2
el = mage [o(0)] = 4 = [2(2)

= t) =4=|x(-2)|
ol = i fo(t)] = 4 = |o(~2)

O conceito central da nossa discussao é a condi¢ao de Haar, que se torna necesséaria

e suficiente para a unicidade de aproximacao no espaco C([a, b], R).

Defini¢ao 3.21 (Condicao de Haar). Um subespago Y de dimensao finita do espago
X = C([a,b],R) satisfaz a condi¢ao de Haar se cada y € Y,y # 0, tiver no mdzimo
n — 1 zeros em [a,b], onde dimY = n.

A condicao de Haar estd bem definida, pois é equivalente a condicao que para
cada base {y1,... y,} € Y e cada n-upla de pontos distintos, ¢, -- ,t, no intervalo
J = la, b, o determinante da matriz
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seja diferente de zero. De fato, todo y € Y, possui uma representacao y = Z agyr. O

k=1
n

subespaco Y satisfaz a condicao de Haar se, e somente se, todo y = Z aryr € Y, com

n ou mais zeros ty,ta, -+ ,t,,--- em I = [a,b] for identicamente nfﬁé. Isso significa
que as n condicoes
n
y(t) =Y onyi(ty) =0, j=1,---,n, (3.33)
k=1
devem implicar oy = g, - - - , a,, = 0. Isto acontece se, e somente se, o determinante de

M nao é zero.
Exemplo 3.22. O conjunto X = P,_1([a,b],R) satisfaz a condi¢io de Haar.

Lema 3.23. Suponha que um subespago Y do espago X = C([a,b],R) satisfaz a con-
dicao de Haar. Se para um dado v € X ey €Y a fungcao x —y tem menos de n + 1

pontos extremos, entao y nao € uma melhor aproximacao de x para Y, onde dimY = n.

Demonstracao. Por hipotese a fungao v = z—y, tem m < n pontos extremos tq, ta,t3, - - - L.
Se m < n, escolhemos pontos adicionais ¢; em I = [a, b], até que tenhamos n pontos
distintos ¢, - - - ,t,. Usando esses pontos e uma base {y,---y,} para Y, consideremos

o sistema de equacoes lineares nao homogéneo.

Zﬂkyk(tj) = o(t;), (3.34)

j=1,--- ,nnas incognitas [y, --- , fr. Como Y satisfaz a condicao de Haar, segue que

(3.34) possui uma tnica solugao. Usando essa solugao, definimos

Yo = Biyr + -+ Ban

U =y+ ey, (e >0).

Mostremos que quando € — 0, a norma da funcao v = x — vy, satisfaz
101l = [lz =yl < llz =yl = lv]] (3.35)

e assim y nao pode ser uma melhor aproximacao de x para Y.

De fato, vamos dividir I = [a, b] em dois conjuntos N e K = I — N, onde N contém
os pontos extremos tq,--- ,t,, de v.

Em N, nos pontos extremos, |v(t;)| = ||v]| e ||v]] > 0, desde que v =z —y # 0 e
yo(t;) = v(t;) por (3.34) e pela defini¢ao de yp.

Pela continuidade, para cada t;, existe uma vizinhanca N; tal que em

N=NU---UN,,
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temos .
— i > .
p=inf )] >0, int luo(8)] > 5]

t
Como yo(t;) = v(t;) # 0, para t € N, temos yo((t)) > 0, por (3.36) logo
v
wlt) _ o) 5 o] 1
v(t)  [u(d)] I A—"

Seja My = sup |yo(t)|. Entao para todo positivo € < % e todo t € N, obtemos
teN 0

Como

V= —yY=x—Y—EYy =V — EYo,

usando essa desigualdades, vemos que para todot € N e 0 <e < MLO,

@) = [o(t) —eyo(t)]

- vor [
< ol (1-5)

< oll-

Em K =1 — N, o qual é fechado, definimos

My =max|y(t)] e Mz =maxfo(t)].

(3.36)

(3.37)

Como N contém todos os pontos extremos de v, segue que My < ||v|| e dai ||[v|| = M2+,

onde v > 0.
Escolhendo um ntmero positivo ¢ < Mil, temos M, < v e obtemos para todo
te K,
o) < [o(®)] +elyo(t)]
S M2 + 5M1
<l

Escolhendo ¢ < min{u/My,v/M;} e tomando o supremo, temos
[l < vll;

o que conclui a demonstracao.

(3.38)



Teoria da aproximacao 69

Exemplo 3.24. Seja Y = P, subespago do espago X = C([0,2],R) e satisfaz a condigao
de Haar. Tomemos z(t) =3 € X e z2(t) = t* € P,. Logo,

Temos que dimPy, = 3 e que y varia de [2—7,4] em t € [0,2], assim y possui um ponto
extremo t = 2 pois,

— =4 = |y(2)].
1yl tem[gg]ly(ﬂ ly(2)|

Logo y nao € uma melhor aproximacao de x para Y. Podemos observar esse fato

graficamente como iustrado na Figura 3.4.

R
3 x@® =t°

) =t

yo=t’-t’

FTTTTTTT T T

T
=
N -
~

Figura 3.4: Grafico das fungoes z(t), y(t) e z(t). Fonte: Proprio autor.

No entanto, sejaY = Py € X = C([0,2],R) que satisfaca a condigao de Haar tal
1
que, y(t) =t* €Y e z(t) =t* + 1€ X. Temos que
) =alt) ~y(t) =+~ =
4 4

Logo, a dimY = 3 e z possui infinitos pontos extemos, como ilustra a Figura 3.5.

Portanto, y € uma melhor aprorimacao de x para Y .

R

41— x@)=t% 71
3

Yo =t

TT T T T T T T T T TTTT]

W)=1
1 (N

1 2t

Figura 3.5: Grafico das fungoes x(t), y(t) e z(t). Fonte: Proprio autor.

Utilizando o lema anterior, obtemos o importante teorema a seguir.
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Teorema 3.25 (Unicidade de Haar para melhor aproximacao). Seja Y um subespago
dimensao finita do espago X = C(la,b],R). Entao uma melhor aprozimag¢ao para Y é

unica para todo x € Cla,b] se, e somente se, Y satisfaz a condi¢do de Haar.

Demonstracao. Suponhamos que Y nao satisfaz a condicao de Haar, ou seja, det M =

0, logo o sistema homogéneo

Yyr(ty) + -+ Yyr(tn) =0, k=1,--,n

possui solu¢ao nao trivial v, - - -, 7¥,. Usando essa solucao e qualquer y = Z aryr €Y,
k=1

D ylt) = D [Z vjyk(tj)] — 0. (3.39)

Além disso, o sistema transposto

temos

/Blyl(t])_'_"'—’_ﬁnyn(tj):(), j:]_’-.. 7n7
também possui uma solucao nao trivial 5y, --- , 5,. Usando esta solucao definimos yg =

Zﬁk@/k, o que implica yg #0 e yg =0 em tq, -+ ,t,.
k=1
Seja A tal que [[Ayp|| < 1 e seja z € Cla, b], tal que ||z]] =1e
=1, se ;<0
1, se v, 20,

z(ty) = sgn(y;) = {
onde sgn(v;) denota funcdo sinal. Definimos x € X por

2(t) = z(H)(1 = [Ayo(H)])-

Entao

2(t;) = 2(t;) = sgn(7;),
desde que yy(t;) =0 e ||z|| = 1. Mostremos que esta fungao = possui infinitas melhores
aproximagoes para Y. Usando |z(t)| < ||z]| = 1 e [Ayo(t)] < || Awo|l < 1, para todo
e € [—1,1], obtemos

[z(t) —eAyo(t)] < |2(t)] + [eAyo(?)]
= [2(®)(1 = [Ayo(2))] + |edyo(t)]
211 = [Ayo(t))] + eAyo(?)]

< 1= [Ayo(t)] + [eAyo(t)]
= 1= [Ayo(t)| + [e]|Ayo(?)]
= 1—(1—[e])[Ayo(t)]

< 1
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Portanto, todo e\yy, —1 < e < 1, é uma melhor aproximacgao para x, desde que

le—yl=1,  VyeY. (3.40)

Vamos mostrar (3.40) para um arbitrario y = Z aryr € Y. Suponha que ||z — 7| < 1,
k=1
para um y € Y. Entdo as condi¢oes

{ x(t;) = sgn(v;) = *1

[2(t;) —y(ty)| < [z — gl < 1,
implicam que para todo v; # 0,
sgn(y(t;)) = sgn(x(t;)) = sgn(v;).
De fato, se z(t;) = 1, para todo j, assuma que
sgn(y(t;)) # sgn(xz(t;)).

Assim sgn(y(t;)) = —1. Segue que

z(t;) —yt;)] = |1 —y(t))]
= [1—(=1)]
> 1.
Logo,
sgn(y(t;)) = 1 = sgn(x(t;)).
De maneira analoga, se x(t;) = —1, para todo j, assuma que

sgn(y(t;)) 7# sgn(x(t;)).
Assim sgn(y(t;)) = 1. Segue que
z(t;) —y(t;)l = [ = 1=yl
= |—1-1]

> 1.

Logo,
sgn(y(t;)) = =1 = sgn(x(t;)).

Mas isso contradiz (3.39) com y =y pois ; # 0, para algum j, assim

> () Z%Sgn ) Z 75 # 0, (3.41)
j=1

Portanto, (3.40) acontece.
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Reciprocamente, suponha que Y satisfaz a condicao de Haar, mas ambos y; € Y e

y2 € Y sdo melhores aproximagoes para o mesmo fixo 2 € Cla, b]. Entao, definindo

U1 =2 — U € V2 = T — Yo,
temos ||vy|| = ||vz|| =, onde 0 ¢ a distancia de z a Y, como anteriormente. O Lema
3.12, implica que y = 5(?/1 + y2) é também uma melhor aproximagao para z. Pelo
Lema 3.23 a funcao
1 1

v:x—y:x—§(y1+y2):§(vl—|—v2), (3.42)

tem pelo menos n + 1 pontos extremos tq,- -+ ,1,1. EEm tais pontos temos
o(t;)] = [lv]l = 6.
De (3.42) obtemos
20(t;) = vi(t;) + va(t;) =26 ou — 20.

Agora, |v1(t)] < ||lvi|| = d e também para v,. Logo, ambos os termos devem ter o

mesmo sinal e o valor absoluto méximo possivel, isto é
Ul(tj) = Ug(tj) =0 ou — 5,

onde j = 1,--- ,n+ 1. Isso implica que y; — yo = v — vy tem n + 1 zeros em [a, b].
Logo, y1 — y» = 0, pela condi¢cao de Haar. Concluimos que y; = y2, 0 que completa a
demonstracao. O

Lema 3.26. Todo espaco de Hilbert € estritamente convero.

Demonstragao. Para todo x e y # = de norma 1, temos ||z — y|| = a, onde @ > 0, ¢ a

igualdade do paralelogramo nos mostra que
lz+yl? = —llz—yll* + (l=* + llyl*)
= —a®+2(1+1) <4 (3.43)
Logo, |z +yll <2. O

Exemplo 3.27. O espaco [y com a norma usual nao é estritamente convexo. Com
efeito, sejam v = (1,0,0,...) €l ey =(0,1,0,...) € l;. Entao

r+y
2

lelly = Nyl = | 52 =1 e llall # .

Teorema 3.28. Para cada x dado em um espago de Hilbert H e cada subespaco fechado

Y de H, existe uma unica melhor aproximacao para x de Y.

Demonstracao. Segue do Teorema 3.17 e do Lema 3.26. O]
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3.3.1 Aplicacao sobre aproximacao em espacos normados

Nesta secao vamos discutir uma aplicagao sobre aproximacao de funcoes em espaco
normado, onde deduziremos os conhecidos Polinémios de Chebyschev. Apresentaremos
inicialmente alguns resultados necessarios para a compreencao da aplicacao. Vamos
considerar nesta subsecao o espaco X = C([a, b],R) com os escalares em R. Iniciamos

com a seguinte

Definigao 3.29. Seja X =z € C([a,b],R) ey €Y, onde Y € um subespaco de X. Um
conjunto de pontos to,--- ,tr em [a,b], onde to <t; < --- < tg, é chamado de conjunto
alternante para x —y se x(t;) —y(t;) tem alternadamente os valores |z —y|| e —||z—yl|

em consecutivos pontos t;.

Lema 3.30. Seja Y um subespago do espago X = C([a,b],R), que satisfaca a condi¢ao
de Haar. Dado x € Cla,b], sejay €Y, tal que para x —vy, existe um conjunto alternante

n+ 1 pontos, onde dimY = n. Entao y € a melhor aprorimacao uniforme para Y de x.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.11 e pelo Lema 3.25, existe uma tnica melhor aproxi-

magao para x de Y. Se esta solugao nao é y, ela é algum outro yy € Y, entao

I =yl > llz = oll

Esta desigualdade implica que, nesses n + 1 pontos extremos, a fungao

Yo—y = (v —y)— (v — o),

tem o mesmo sinal que = — y, pois (x — y) é igual & £||x — y|| em tal ponto, enquanto
que, T — 1o, nunca pode exceder ||z —1yo|| em valor absoluto, o que é estritamente menor
que ||z — y||. Tsto mostra que yo — y esta alternando entre positivo e negativo naqueles
n + 1 pontos, de modo que tenha n raizes em [a,b], o que é impossivel, a menos que
yo—y=0ey,—y €Y eV satisfaca a condigao de Haar. Assim, y deve ser a melhor

melhor aproximacao de x para Y. O

Um problema classico muito interessante é a aproximacao de = € C([—1,1],R),

definida por

x(t) =", (3.44)
n € N fixo, para um subespaco gerado Y = [yo, - -+ , yn—1], pelas fungoes

Ou seja, para z =z —y, y € Y, temos
2(t) =" = [(n- )"+ (2" - ).

A resolugao deste problema utiliza-se as fungoes chamadas de Polindmios de Chebyshev,

do tipo 1 de ordem n.
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Figura 3.6: Gréfico de t = cosnf, paran = 1,2, 3. Fonte: Adaptado de Kreyszig (1978,
p. 347).

Seja a funcao

t = cosnb.

No intervalo [0, 7] a fun¢ao definida por x(n) = cos nf possue n+ 1 pontos extremos,
sendo os valores alternados. Pelo Lema 3.30, podemos observar que x(t) = cosnf,
podera ajudar a resolver o problema, se pudermos escrever cos nfl como poliné6mio em
t = cos¥.

Pelas identidades trigonométricas, temos que;

cos00 =cos0 =1
cos 160 = cos 0
cos 20 = 2cos?h — 1
cos 30 = 4cos® ) — 3cos b

cos46 = 8cos*h — 8cos? 6 + 1

Substituindo cos @ = x, podemos escrever
To(x) = cos(06) = cos(0) =1
Ti(x) = cos(16) = x
Ty(z) = cos 20 = 2z(z) — 1 =227 — 1
Ts(z) = cos 30 = 22(22° — 1) — x = 42° — 3z
Ty(z) = cos 46 = 2z(42® — 3z) — (20> — 1) = 82* — 82 + 1
Ts(z) = cos 50 = 22(8z* — 82% 4 1) — (42® — 32) = 162° — 202> + 5z

Toi1(x) = 22T, (z) — Ty ().
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Portanto, podemos provar por inducao que existe uma representacao da forma
Toi1(z) = 22T, () — Thoi (). (3.46)
De fato, tomando T),(x) = cos(nf), para n = 1,
Ti(x) = cos(16) = cos(h).
Supondo que seja verdade para algum k, mostremos que é valido para k + 1. Assim,

Tyt1 cos(f) = cos(k + 1)0 = cos(kf + 0) = cos(kf) cos @ — sen(kf) sen 6.

Ty—1cos(f) = cos(k — 1)0 = cos(kf — 0) = cos(k@) cos 0 + sen(kf) sen 6.
Adicionando em ambos os lados,
Tii1(z) + T—1(x) = 2 cos(kB) cos O
Tii1(z) = 2T3(x)x — Ti_1(2)
Tii1(x) = 22T (x) — Ti_1(x)

Esta formula de recursao, nos oferece sucessivamente os graficos das funcoes de melhor

aproximacao mostrado na figura 3.3.1

T, Lo 14

iy
=~

T T T T T T TT

~1-

Figura 3.7: Grafico de T3, Ty, T3 e Ty. Fonte: Adaptado de Kreyszig (1978, p. 350).

Portanto, nossa discussao, obtemos a seguinte formulacao do resultado que queria-

mos, que expressa a propriedade mais famosa dos Polindmios de Chebysheuv.

Teorema 3.31 (Polindomio de Chebyshev). O polindmio definido por

~ 1
Tn(t) = 277,71 ' Tn(t) = 271,1

tem o menor desvio mdzimo de 0 sobre o intervalo [—1,1] entre todos os polinémios

- cos(narccost) n > 1. (3.47)

reais considerados em C([—1,1],R) que possuem grau n e coeficiente 1.
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A melhor aproximagao uniforme para a funcao « € C(|—1, 1], R), definido por z(t) =
t", para o gerado Y = {y,, - ,y,—1} com y; dado por (3.45) (isto é, a aproximacao

por um polinémio real de grau menor que n) é y definido por

Neste capitulo, discutimos a existéncia e unicidade de um ponto fixo de certas classes
de operadores lineares chamadas de contragoes, que nos levaram aos teoremas sobre
existéncia e unicidade de solucoes de Equacoes Diferenciais e de Equacoes Integrais.
Em seguida, definimos o que é uma melhor aproximagao e analisamos as condigoes
necessarias e suficientes para a existéncia e unicidade de melhores aproximacoes em
espagos normados e espacos de Hilbert. Como aplicacao de aproximagao em espaco
normado, mostramos que o polinomio de Chebyshev possui o menor desvio maximo de
0 no intervalo [—1, 1] entre todos os polinémios reais considerados em C([—1, 1], R) que

possuem grau n e coeficiente 1.



4 Consideracoes finais

A Matemética é o alicerce para varias ciéncias, que nos proporcionam com seus
conceitos, a compreensao dos muitos fendémenos ocorridos a nossa volta, na natureza,
nos objetos, em seus padroes e relacoes, nos auxiliando a compreender melhor o mundo

em que vivemos.

O termo Equacao Diferencial ganhou destaque durante a Segunda Guerra Mundial,
j& que estas eram utilizadas com a finalidade de calcular a trajetoria exata de projéteis

langados por armas e canhoes, ver [1].

Originalmente, os mateméticos utilizavam célculos mais simples de séculos passa-

dos para determinar a velocidade, pressao, altura, curva, distancia e outros parametros.

O desenvolvimento de maquinas capazes de acelerar o calculo manual de Equacoes
Diferenciais conduziu, em parte, a criacao do computador através dos esforcos de Van-
nevar Bush, John Von Neumann, entre outros. Para mais detalhes e aplica¢oes ver [2]
e [7].

Neste trabalho, procuramos mostrar a importancia da Analise Funcional e suas
aplicacoes para a resolugao de muitos problemas reais, transferidos para linguagem
matemética e resolvidos entre outras, através das Equagoes Diferenciais, Equagoes In-

tegrais e a Teoria da Aproximacao.

Discutimos no segundo capitulo, resultados bésicos de Espacos Métricos que nos
levaram aos principais conceitos sobre espaco de Banach e espago de Hilbert. Esses
resultados nos ofereceram embasamento suficiente para no terceiro capitulo definirmos
um ponto fixo de uma aplicacao e a prova do Teorema do Ponto Fixo de Banach, garan-
tindo assim, a existéncia e unicidade de solucao para Equacoes Diferenciais de Primeira
Ordem e a existéncia e unicidade para solug¢ao de Equagoes Integrais de Fredholm de

primeira e segunda espécie e a equagao de Volterra.
Definimos também, uma melhor aproximacao para espacos normados e espacos de

7
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Hilbert, provando que a existéncia e unicidade de tais aproximacoes, dependem da
norma escolhida e de algumas condi¢oes necessarias como a Condi¢ao de Haar para

espagos normados e subespaco convexo para espaco de Hilbert.
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