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Resumo

Os problemas de dimensionamento de lotes e corte de estoque unidimensional tém
importante papel em diversos setores industriais, tais como, fabricas de moéveis tubulares
e de papel, metalurgicas, entre outros e geralmente sao tratados de maneira indepen-
dente. Neste trabalho, abordamos os dois problemas de maneira integrada. Estudamos
um modelo classico do problema de dimensionamento de lotes, bem como, sua reformu-
lagao baseada no problema de caminho minimo. Para o problema de corte de estoque
unidimensional, foram estudados trés diferentes modelos matematicos propostos na lite-
ratura. Apresentamos os modelos estudados de maneira integrada e fizemos um estudo
computacional, utilizando dados gerados aleatoriamente, comparando os diferentes mo-
delos para o problema integrado.

Palavras-chave: Problemas de dimensionamento de lotes, Problemas de corte de es-
toque unidimensional, Problemas integrados.



Abstract

The lot-sizing and the one-dimensional cutting-stock problems have an important
role in the production sector, such as, tubular furniture and paper factories, metallurgi-
cal, among others and generally are dealt independently. In this work, we approach both
problems in an integrated way. We studied a classical model for lot sizing problem and its
reformulation based on the shortest path problem. For the one-dimensional cutting stock
problem, three different models proposed in the literature were studied. We present the
studied models in an integrated way and we made a computacional study using randomly
generated data, comparing the different models for the integrated problem.

Keywords: Lot-sizing problems, One-dimensional cutting stock problems, Integrated
problems.
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Lista de simbolos

Indices:

t=1,2,...,T: periodos de tempo;

1=1,2,...,m: itens;

k=1,2,..., K: objetos disponiveis em estoque e
J=1,2,...,n: padroes de corte

Parametros:

scy: custo de preparacao de maquina para a producao do item ¢ no periodo t;
hc;: custo unitario de estocagem do item ¢ no periodo t;

d;;: demanda do item ¢ no periodo t;

sd;,-: soma das demandas do item ¢ do periodo ¢ até r;

cvyyr: custo para estocar o item ¢ no periodo t em quantidade que satisfaca as demandas

para os periodos t até r;
W comprimento do objeto;
w;: comprimento do item i;
d;: demanda do item i;
a;: padrao de corte 7;
a;;: nimero de itens de comprimento w; cortados no padrao de corte j;
¢;1: custo reduzido e

co: custo associado ao corte de um objeto

Variaveis:
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X, unidades do item ¢ produzidas no periodo ¢;
S;:: unidades do item 7 estocadas no periodo t;

Y;:: variavel binaria que indica se a maquina esté preparada para a produgao do item

17 no perfodo t;

2vy-: variavel binéria que indica se o plano de producgao do item % no periodo ¢ satisfaz

a demanda do item ¢ do periodo t até o periodo r;
Y. variavel binaria, indica se o objeto k é cortado;
hii: quantidade do item ¢ cortadas no objeto k;
x;: numero de objetos cortados utilizando o padrao de corte j;
f: fluxo que passa pela rede;
z;: namero de itens de largura (I — j) colocados em zj; padroes de corte.
u;: variaveis duais associadas as restrigoes de fluxo;
vgq: varidveis duais associadas as restri¢coes de atendimento a demanda;
Yre: variavel binaria, indica se o objeto k é utilizado no periodo t;
hike: quantidade do item ¢ cortadas no objeto k no periodo t;
xj: namero de objetos cortados segundo o padrao de corte j no perfodo ¢;
fi: fluxo que passa pela rede no periodo t e

z;i: namero de itens de largura (I — j) colocados em zj padroes de corte no periodo ¢
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Capitulo 1

Introducao

Com a revolugao industrial iniciada na Inglaterra no século XVIII, a maneira de pro-
duzir bens e servigos foi alterada. Ao invés de produzir de forma manufaturada e em
pouca quantidade, a producao passou a ser feita por maquinas e em grande quantidade,
melhorando a economia e gerando concorréncias. Essa concorréncia permanece até os dias
de hoje e as industrias buscam meios de melhorar o planejamento de sua producao com a
diminuicao dos custos da sua produgao e/ou o aumentando a eficiéncia de seus processos
produtivos.

O Brasil, apesar de apresentar um crescimento consideravel no setor industrial, ainda
enfrenta a concorréncia de paises como China, que consegue competir com os produtos
brasileiros gracas ao seu baixo custo de produgao. Sendo assim, as industrias brasileiras
precisam de processos produtivos cada vez mais eficientes, que atendam a demanda e
minimizem custos, tais como, custo com producao, estocagem e preparacao de maquinas
e que também minimize a perda de matéria prima. Para que isso aconteca, modelos
matematicos tem sido amplamente estudados e utilizados na pratica.

Uma questao que se faz presente em varias industrias é como determinar, com custo
minimo, o tamanho dos lotes de producao de cada item a ser produzido em uma ou mais
méquinas em cada periodo ao longo de um horizonte de planejamento finito, ou seja, como
resolver o problema de dimensionamento de lotes.

Este problema pode interagir com outros problemas de uma indtstria, como sequen-
ciamento da producao e o problema que iremos abordar neste texto, ou seja, o problema
de corte de estoque, que consiste basicamente em determinar a melhor forma de cortar
pecas maiores, que chamamos de objetos em pecas menores de diferentes tamanhos, isto
é, itens. Os problemas integrados estao presentes em industrias de moveis, papel, meta-

lirgica, entre outras, em que o processo de corte esté presente.
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Na pratica, o problema integrado de dimensionamento de lotes e corte de estoque
tem sido resolvido de forma isolada, ou seja, primeiro determina-se uma solucao para o
problema de dimensionamento de lotes e, para cada lote determinado, resolve-se o proble-
ma de corte de estoque. Porém, o planejamento da producao que minimiza os custos de
preparagao e estocagem (custos relacionados ao problema de dimensionamento de lotes)
pode fazer com que aumente a perda de material no processo de corte. Em contrapartida,
o numero de objetos que minimiza a perda, pode levar a custos de producao elevados. O
ideal seria uma solucao com custos e perdas de material baixos. Uma forma de fazer isso,
é tornar os dois problema dependentes entre si e resolvé-los de maneira integrada, ou seja,
um unico problema determina quando, quanto e como cortar cada item. Dessa forma, de
acordo com Poldi e Arenales (2010), novas combinagoes podem ser consideradas, pois um
item que nao é demandado em um periodo pode ser antecipado se sua combinagao com
os demais itens faz diminuir a perda de material.

O interesse desta dissertacao é voltado para o problema de dimensionamento de lotes
integrado ao problema de corte de estoque unidimensional. Observa-se que este problema
tem utilidade pratica uma vez que pode ser encontrado em industrias, tais como, de papel
(Respicio et al (2002), Menon e Schrage (2002), Poltronieri et al (2007)) e nas industrias

de moveis tubulares (Figura 1).

Figura 1: Moéveis Tubulares

O processo produtivo para a fabricagao de moveis tubulares, segundo o Centro Tec-
nologico de Mobiliarios, é relativamente simples e para que a matéria-prima (objeto) se
torne um produto acabado, inicialmente é necessario o corte dos objetos para que en-
tao possa ser realizado as dobras e curvaturas necessarias para a obtencao do movel.
Em seguida, ele segue para o processo de furagao e montagem da estrutura. Depois, é

necessario banhos para preparar a superficie dos itens cortados, pintura ou qualquer outro
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tipo de acabamento. Por fim, os acessorios sao montados e o movel segue para o setor de
embalagem.

O problema de corte de estoque unidimensional também ja foi estudado no contexto
da industria aeronautica em Abuabara e Morabito (2008) e segundo os autores é um pro-
blema com poucos itens e geralmente de diferentes tamanhos, caracterizando um problema
de bin packing. Assim, o problema estudado neste trabalho tem potencial para ser apli-
cado na industria aeronautica.

Neste trabalho, modelos para o problema de dimensionamento de lotes integrado ao
problema de corte de estoque sao estudados, de acordo com alguns modelos propostos
na literatura para cada um dos problemas de maneira isolada. Para o problema de di-
mensionamento de lotes consideramos o problema com varios itens, monoestagio e sem
restricao de capacidade. Foram estudadas a formulacao classica, que denotaremos ao
longo do texto por CL e a reformulagao proposta por Eppen e Martin (1987), que consiste
na representacao do problema como um problema de caminho minimo (shortest path) e
serd denotada por SP. As formulagoes atribuida & Kantorovich (1939), denotada por KT,
Gilmore e Gomory (1961, 1963) (GG) e Valério de Carvalho (1999, 2002) (VC) foram con-
sideradas para o problema de corte de estoque unidimensional. Tais formulagoes foram
integradas entre si e resultados computacionais sao mostrados.

No Capitulo 2 sera definido o problema de dimensionamento de lotes, algumas carac-
teristicas que permitem classifici-lo sao citadas e sdo apresentados os modelos cléssico e
a reformulacao de Eppen e Martin (1987), bem como, o método de resolugao de Wagner e
Whitin (1958). No Capitulo 3 apresenta-se o problema de corte de estoque e os modelos
atribuido & Kantorovich (1939), Gilmore e Gomory (1961, 1963) e Valério de Carvalho
(1999, 2002).

No Capitulo 4 serao apresentadas as integragoes utilizando as diferentes formulagoes
de dimensionamento de lotes e corte de estoque. No Capitulo 5 os resultados dos testes
computacionais realizados sao apresentados. Finalmente, no Capitulo 6, sao apresentadas

as conclusoes e algumas propostas para trabalhos futuros.
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Capitulo 2

O Problema de dimensionamento
de lotes

O problema de dimensionamento de lotes soluciona a questao de quantos itens pro-
duzir, em uma ou varias maquinas, em cada periodo do horizonte de planejamento, de
forma a atender a demanda e minimizar uma certa funcao objetivo, por exemplo, a soma
dos custos de producao, estocagem e preparagao. Pode-se acrescentar restricbes ao mo-
delo, tais como, restricoes de limitagcao da capacidade.

Existem varios trabalhos na literatura que tratam o problema de dimensionamento de
lotes de forma isolada. Algumas revisoes bibliograficas podem ser encontradas em Bahl
et al (1987), Maes et al (1991), Kuik et al (1994), Drexl e Kimms (1997), Karimi et al
(2003), Jans e Degraeve (2007, 2008), Wolsey (2002) e outros.

Devido a Bahl et al (1987) tal problema passou a ser classificado em um sistema de
produgao multiestagio e monoestiagio. Quando a produgao de um item depende da pro-
ducao de outros itens, dizemos que o sistema de produgao é multiestagio, ja quando um
item independe de outro para ser produzido, o sistema de produgao é dito monoestagio.
Neste trabalho, consideraremos o problema monoestagio com vérios itens e sem restricao
de capacidade.

Os primeiros estudos referentes ao problema em questao ocorreram com o Economic
Order Quantity (EOQ) (Harris (1913)) em que os modelos foram considerados sem res-
tricao de capacidade e para apenas um item. Posteriormente surgiram outros modelos
para o problema de dimensionamento de lotes, sempre buscando retratar a realidade de
uma industria. Um modelo bastante conhecido para problemas de dimensionamento de
lotes foi proposto por Wagner e Whitin (1958) para resolver um modelo monoestagio,
sem restricao de capacidade, com custo de preparagao e um tunico item. Considera-se

um horizonte de planejamento finito dividido em varios periodos discretos com demanda
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deterministica e dinamica, ou seja, a demanda pode variar a cada periodo e é conhecida
ou estimada.

Baseados na propriedade de otimalidade propostas em Wagner e Whitin (1958), Eppen
e Martin (1987) utilizaram de redefinigao a variaveis para apresentar uma reformulacao,
como um problema de caminho minimo, para o problema de dimensionamento de lotes
sem restricao de capacidade. Neste capitulo serao apresentados alguns desses modelos
para o problema de dimensionamento de lotes. Na secao a seguir é apresentado o modelo
classico e o método de solugao de Wagner e Whitin e posteriormente é apresentada a

reformulagao para o problema.

2.1 Formulacao classica para o problema de dimensio-
namento de lotes (CL)

Esse modelo determina a producao dos lotes de vérios itens para diversos periodos de
tempo, minimiza a soma dos custos de preparagao e estocagem e garante que a demanda

seja atendida.

Considere os seguintes indices:

et =12 ..., T Periodos de tempo.

2,...,m Itens.

Os dados considerados sao:

® SC; Custo de preparagao para a producao do item ¢ no periodo t.
® hcy Custo unitéario de estocagem do item 7 no periodo ¢

o dy Demanda do item ¢ no periodo t.

o sdi, Soma das demandas do item ¢ do periodo t até o periodo r.

E as variaveis de decisao:

o X, Unidades do item 7 produzidas no periodo t.
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o S Unidades do item ¢ estocadas no periodo t.
o Y, Variavel binaria que indica se a maquina esta preparada para a producao

do item ¢ no periodo t.

Assim, o modelo classico (CL) do problema de Dimensionamento de Lotes é dado

como a seguir:

Modelo CL

T m T m
minimizar Z Z hci Sy + Z Z sCit Y (2.1)

t=1 i=1 t=1 i=1
sujeito a:

Xn—S1=djn 1=1,2,....m (2.2)
Sit—1+ Xip — Sip = diy 1=1,2,..m e t=2,3,...,T (2.3)
Xi —sduyrYy <0 1=1,2,..m e t=12...,T (2.4)
Y, € {0,1} 1=1,2,..m e t=12,....T (2.5)
Xit, St € R+ 1=1,2,..m e t=12...,T (2.6)

No modelo acima, a fungao objetivo (2.1) minimiza os custos de estocagem e preparagao.
Observe que nao foram considerados custos de produgao. As restrigoes (2.2) e (2.3) s@o
de balanceamento de estoque e garantem que a demanda seja satisfeita. Os conjuntos de
restrigoes (2.4) e (2.5) asseguram que haveréa produgao apenas quando houver preparagao
de maquina e (2.6) sdo restrigoes de nao-negatividade das variaveis.

Note que o modelo (2.1)-(2.6) trata-se de um modelo de dimensionamento de lotes
monoestigio, com custo de preparagao, varios itens e sem restricao de capacidade. Este
modelo pode ser decomponivel por itens, isto é, decomposto em m subproblemas que
podem ser resolvidos por algum algoritmo de programagao dindmica, por exemplo, o al-
goritmo 6timo desenvolvido por Wagner e Whitin (1958).

Para um dado item 7 fixo, este método resolve este problema de maneira 6tima em
tempo polinomial e baseia-se na propriedade de otimalidade, que garante que a demanda

de um periodo t deve ser satisfeita completamente com o estoque do periodo t — 1 (S;_1)
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ou com a produgao do periodo t (X}), isto pode ser escrito em termos mateméaticos como
Si_1 Xy =0vparat =1,2,...,T. Dessa forma, nao é permitido produzir parcialmente a
demanda de um periodo futuro.

Para este algoritmo, utilizam-se os seguintes dados:

o Uy custo de preparagao e estoque para produzir no periodo ¢ a soma de de-

mandas desde o inicio de periodo ¢ até o inicio do periodo j-1.

° g custo minimo para o periodo de planejamento ¢.

E o sistema de equacoes a seguir é resolvido para obter a solugao 6tima:

g = min;s(Cy +g;),t=T,T—1,...,2,1 (2.7)

Condigdo Final: gry =0 (2.8)

As equagoes (2.7) e (2.8) determinam o planejamento da produgao que fornece o
custo minimo. O algoritmo ¢é resolvido recursivamente e, primeiramente deve-se calcular

os custos Cy;, que sao dados pela formula:
Cij = scithegdy+(heytheg )deot(hegtheg i +hegg)dis+. A (hegthega+. . +hejo)dj

parat=1,2,....,T e j=t+1,t+2,...,(T+1)

Para ilustrar o algoritmo de Wagner e Whitin, considere o seguinte exemplo retirado

de Araujo (1999):

Exemplo 2.1. Uma firma que fabrica um determinado produto deseja fazer um planeja-
mento da produgao para um horizonte de quatro semanas. Sabe-se que a demanda para es-
tas quatro semanas serd de 104, 174, 46 e 112 unidades. Suponha que a firma faca no md-
ximo uma preparacao de mdquinas a cada semana e que nao haja restricao de capacidade

de produgao. Considere sc; = $150,00, t=1,2,...,T e he; = $2,00, t=1,2,...,T.
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Inicialmente, precisamos calcular Cy;, t=1,2,...,Tej=t+1,t+2,..., T+ 1.

Cyo = 150

Cig =150 42 x 174 = 498

Cya =150 +2 x [174 + (46 x 2)] = 682

Cis =150+ 2 x [174 + (46 x 2) + (112 x 3)] = 1354
Cys = 150

Coy = 150 + 2 x 46 = 242

Cos = 150 + 2 x [46 + (112 x 2)] = 690

Cy4 = 150

Cys =150 +2 x 112 = 374

Cys = 150

Com os custos calculados, basta encontrarmos o custo minimo de planejamento para

cada periodo com a aplicagao das férmulas (2.7) e (2.8):

gs =0 condigdo final

gs = min;>4(Cy; + gj) = min{150} = 150

g3 = min;~3(Cs; + g;) = min{300, 374} = 300

go = min;s2(Cs; + gj) = min{450,392,690} = 392

g1 = min;>1(Cy; + g;) = min{542, 798,832, 1354} = 542

Dessa forma, verificamos que na semana 1 o minimo ocorre em j = 2 entao a quan-
tidade produzida na semana 1 deve atender somente a demanda desta semana, ou seja,
104 unidades. Na semana 2, o valor 6timo de j é j = 4, assim a quantidade produzida na
semana 2 precisa atender a demanda da semana 2 somada a demanda da semana 3, ou
seja, 220 unidades. O préximo periodo é a semana 4, na qual o valor minimo de j ocorre
em j = b e assim, a quantidade produzida na semana 4 sera 112 unidades pois atende a
demanda da propria semana.

Baseados no algoritmo de Wagner e Whitin (1958), surgiram varios trabalhos pro-
pondo implementagoes mais eficientes, como é o caso de Evans (1985) que propde um
algoritmo, que apesar de ter a mesma complexidade do algoritmo de Wagner e Whitin, é

mais eficiente.
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Federgruem e Tzur (1991), Wagelmans et al (1992) e Aggarwal e Park (1993) apresen-
tam novos algoritmos de menor complexidade computacional que resolvem o problema.
Revisoes bibliogréaficas mais completas deste problema podem ser encontradas em Wolsey
(1995) e Brahimi et al (2006).

2.2 Reformulacao para o problema de dimensionamento
de lotes (SP)

Um modelo para um problema de otimizacao pode ser reformulado de maneira equi-
valente com modificagdes nas variaveis e/ou restri¢oes. Geralmente faz-se reformulagoes
para aumentar a eficiéncia da formulagao original, obtendo assim melhores resultados.

Nesta dissertagao vamos estudar a reformulacao para o problema de dimensionamento
de lotes sem restri¢ao de capacidade proposta por Eppen e Martin (1987). Os autores
basearam-se em uma representacao em rede para a propriedade de Wagner e Whitin e
utilizaram uma técnica de redefinicao de variaveis para reformular o problema de di-
mensionamento de lotes, que originou uma formulagao baseada no problema do caminho
minimo.

Para um dado item i, cada n6 do grafo representa um periodo do horizonte de plane-
jamento, incluindo um periodo falso 7'+ 1. Existe um arco entre cada par de nos t e ¢
(t<q) que representa a opgao de produgado da soma da demanda entre o periodo ¢ e o
periodo ¢-1 no periodo t. O valor de cada arco é dado pelo custo da respectiva opcao de
producao e o objetivo é encontrar o menor caminho entre os nés 1 e T+1.

Para a formulagao de Eppen e Martin precisamos do seguinte parametro:

Cvir. custo para estocar o item ¢ no periodo t em quantidade que satisfaga as demandas

para os periodos t até r.

T

s—1
CUjtr = E E h'ciudis
s=t+1 u=t

E também da seguinte variavel:

2V, vVariavel binaria que indica se o plano de producao do item ¢ no periodo ¢ satisfaz

a demanda do item ¢ do periodo ¢ até o periodo r.

Na formulacao classica, a quantidade produzida do item ¢ no periodo ¢t é dada pela

varidvel X;;. Nesta reformulacao, serd dada em termos da variavel zvy,.. Dessa forma:

Xit = dpzvig + (dit + dig1) 2041 + - .- + (dig + dig1 + - - + digr) 2037



2.2 Reformulacao para o problema de dimensionamento de lotes (SP) 25

ou seja,

T
Xu =) sdyzviy, i=1,2..met=12_ T

r=t

Assim, o modelo reformulado (SP) ¢ dado por (2.9)-(2.14):

Modelo SP
m T m T T
minimizar Z Z sCi Yy + Z Z Z CUjtr Uity (2.9)
i=1 t=1 i=1 t=1 r=t
sugeito a:
T
1=> zvg,  i=12....m (2.10)
r=1
t—1 T
S =Y 2 i=12,..m e t=23.T (2.11)
r=1 r=t
T
> v <Yi, i=12...met=12..T (2.12)
r=t
Vief{0,1}  i=12....m e t=12...T (2.13)

20 € R4 i=1,2,....m, t=1,2,.. T ereT :r>t (2.14)

A fungao objetivo (2.9) minimiza o custo de estoque e preparagao. As restrigoes (2.10)
e (2.11) definem as restrigdes de conservacao de fluxo e definem um plano de produgao.
Para cada item, uma unidade de fluxo é enviada na rede. As restrigdes (2.12) definem
se existe ou nao producao no periodo t. As variaveis de decisdo em (2.13) sdo binarias
e (2.14) garantem a ndo-negatividade das variaveis zvy,. Observe que na solugao 6tima
essas variaveis serao 0 ou 1.

Podemos representar o problema do exemplo 2.1 como o problema de encontrar o

caminho minimo no grafo a seguir:
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Figura 2: Representagao do exemplo

A Figura 2 representa as opg¢oes de producao de um item ¢ para quatro periodos e as
Figuras 3, 4, 5 e 6 representam os possiveis planos de produgao para o item ¢, para cada

periodo separadamente.

Figura 3: Representagao do periodo 1 (1 = zv;11 + zvi12 + 20513 + 20i14)

Figura 4: Representacao do periodo 2 (zv;11 = 2092 + 20i23 + 20;04)
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Figura 5: Representacao do periodo 3 (zv;12 + 2090 = 20;33 + 20;34)

Figura 6: Representagao do periodo 4 (zvj13 + 20;23 + 2033 = 2Ui44)

E a politica 6tima para este exemplo pode ser denotada como o caminho no grafo

orientado apresentado na Figura 7 :

Figura 7: Representagao da solugao 6tima do exemplo

Se restrigoes de capacidade fossem adicionadas ao modelo (2.9)-(2.14), a variavel zv;
poderia ter valores fracionérios ja que é possivel que a capacidade impeca a produgao
da soma das demandas do periodo t até o periodo r. A interpretacao para um valor
fracionario, por exemplo, 0.4 para uma variavel zv;,. € a seguinte: produzir no periodo t,
40% do total da demanda do periodo t até o periodo r.

Jans e Degraeve (2004) estenderam o modelo reformulado por Eppen e Martin para o

problema de dimensionamento de lotes com restrigdes de capacidade. Sural et al (2009)
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aplicaram a relaxacao Lagrangiana em uma reformulagao do problema de dimensiona-
mento de lotes com uma tnica maquina e sem custos de preparacao. Fiorotto e Araujo
(2012) aplicaram a relaxacao Lagrangiana na reformulagao de Eppen e Martin, a fim de
obter limitantes inferiores de boa qualidade para o problema com maquinas paralelas.
Alfieri et al (2002) mostrou que as relaxagoes lineares de SP e da reformula¢do como
um problema de transporte fornecem valores em torno de 60% maiores do que os valores
obtidos pela relaxacao linear da formulacao cléssica. Além disso, os autores mostraram
que a relaxacao linear de SP foi resolvida mais rapidamente. Uma revisao bibliografica
sobre reformulagoes para o problema de dimensionamento de lotes pode ser encontrada
em Denizel et al (2007).
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Capitulo 3

O Problema de corte de estoque

Os problemas de corte e empacotamento tem sido estudados desde o trabalho pioneiro
de Kantorovich (1939), que veio ao conhecimento do Ocidente apenas em 1959 quando
foi traduzido para o inglés e publicado em 1960. A partir de entao, muitos trabalhos
foram publicados, inclusive os trabalhos de Gilmore e Gomory (1961, 1963, 1965), talvez
os mais repercutidos até os dias atuais. Outros trabalhos que tratam o problema de corte
de estoque podem ser encontrados em Dyckhoff et al (1997), Wang e Wéscher (2002),
Oliveira e Wéscher (2007) e Morabito et al (2009). Revisoes de bibliografias sdo encon-
tradas em Hinxman (1980), Dyckhoff (1990) e Morabito e Arenales (1992). Tem-se ainda
uma classificagdo dos problemas em Wischer et al (2007).

Quando resolvemos um problema de corte de estoque estamos determinando a melhor
maneira de utilizar objetos para cortar itens menores, de dimensoes bem especificadas
para atender uma demanda. A funcao objetivo a ser otimizada pode representar vérios
aspectos, como por exemplo, a minimizacao da perda total de material ou ainda do ntimero
total de objetos utilizados. Trata-se de um problema importante, presente constantemente
em ambientes industriais e interessante, devido a sua complexidade computacional.

Em processos industriais os objetos podem ser barras de aco, bobinas de papel, de
tecido, de aluminio, chapas de metal, de madeira, entre outros. Os problemas de corte
sao equivalentes as alocagoes de materiais em contéineres de navios, nas carrocerias de
caminhoes e vagoes de trens. Nestes casos os problemas sao chamados de problemas de
empacotamento. Os dois problemas citados sao paralelamente estudados pois, a parte de
material que serd cortada para produzir um item, pode ser identificada como o espaco

ocupado por este item (Figura 8).
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Figura 8: Diferenca entre os problemas de corte e de empacotamento.

Uma caracteristica dos problemas de corte de estoque é que a demanda média de cada
tipo de item é grande, diz-se que se tem um fator de multiplicidade alto. Além disso, os
objetos em estoque podem ser de um tnico tipo ou de vérios tipos e cada tipo de objeto
pode ou nao estar disponivel em grande quantidade. Neste trabalho, seré considerado o
caso para um unico tipo de objeto em quantidade suficiente para atender a demanda.

Os problemas de corte de estoque podem ser classificados de acordo com as dimensoes
que sao levadas em consideracao no processo de corte.

No problema de corte de estoque unidimensional apenas uma dimensao do objeto a ser
cortado é relevante no processo de corte. Como aplicagoes, podemos citar as industrias de
papel, onde bobinas maiores sao cortadas em bobinas menores; industrias de fios de cobre
e também nos processos de cortes de bobinas de aco. Na Figura 9 abaixo, representamos
os objetos em estoque de comprimento W, itens demandados de comprimentos wq, wsy e

w3, e algumas maneiras de cortar .

Figura 9: Problema de corte unidimensional

O problema de corte é classificado como bidimensional quando duas dimensoes do ob-

jeto (comprimento e largura) sao relevantes na obtengao da soluc¢ao (Figura 10). Resolver
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este problema consiste em "alocar"as pecas a serem cortadas ao longo do comprimento e
da largura do objeto em estoque. Entre as aplicacoes de problemas bidimensionais pode-
mos citar o corte de placas de madeira na indistria moveleira, chapas de ago, placas de
vidro, entre outros, em que placas retangulares grandes sao cortadas em placas retangu-

lares menores.

Figura 10: Problema de corte bidimensional

Dizemos que o problema de corte é tridimensional quando trés dimensoes sao levadas
em considerag@o no processo de corte (Figura 11). Basicamente, trata-se de arranjar itens
espaciais, sem sobrepo-los, dentro de objetos maiores. Este problema aparece nas indus-

trias de colchoes e travesseiros, entre outras.

Figura 11: Problema de corte tridimensional

Podemos ainda considerar o problema de corte bidimensional com uma das dimensoes
varidvel, que denominamos problema de corte 1.5 dimensional. Ha ainda, o problema
de corte 2.5 dimensional, ou seja, um problema tridimensional com uma das dimensoes
variavel, e o problema de corte multidimensional, em que mais de trés dimensoes sao
relevantes no processo de corte e surge quando a producao de um item requer simulta-
neamente diferentes recursos independentes e limitados.

Neste capitulo faremos uma breve discussao sobre o problema de corte de estoque
unidimensional, de que trata este trabalho e apresentaremos os modelos, denominados
aqui por modelo de Kantorovich (KT), Gilmore e Gomory (GG) e Valério de Carvalho

(VC) para o problema de corte de estoque unidimensional.
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3.1 O problema de corte de estoque unidimensional

O problema de corte de estoque unidimensional sera parte do enfoque principal deste
trabalho e, de acordo com a tipologia proposta por Wischer et al (2007), é classificado
como problema de corte de estoque unidimensional com um tnico tipo de objeto (One-
Dimensional Simple Stock Size Cutting Stock Problem ) (1D-SSSCSP) e segundo Garey
e Johnson (1979), pertencem a classe dos problemas NP-dificeis, ou seja, problemas im-
provaveis de serem resolvidos, em um tempo limitado, por um algoritmo com ntimero de
passos definidos em termos dos seus dados.

Basicamente, este problema pode ser definido da seguinte maneira: suponha que temos
objetos em estoque, de comprimento W, em ntmero suficiente para cortar m tipos de itens
em quantidade demandadas d; e comprimento correspondente w;, com ¢ = 1,2, ..., m. En-
tao devemos encontrar a melhor maneira de cortar os itens de modo que a demanda de
cada item seja atendida e uma certa fungao objetivo otimizada.

Similar ao problema de corte de estoque unidimensional é o problema de empa-
cotamento de "bins"(bin packing) que consiste em distribuir m itens de comprimento
w;,t = 1,2,...,m em um namero de caixas de capacidade W de modo que a capaci-
dade das caixas nao seja excedida e o nimero de caixas usadas seja minimizado. Este
problema caracteriza-se pelo fato de ter muitos tipos de itens de diferentes comprimentos
e com baixa demanda, gerando um fator de multiplicidade baixo, ou seja, a demanda
média por item é baixa. O problema bin packing também pertence a classe dos problemas
NP-dificeis.

Apesar dos problemas de corte de estoque unidimensional e bin packing serem bas-
tante semelhantes, tem sido usados métodos de solucao distintos para resolvé-los. No caso
do problema de corte unidimensional, a programacao linear tem sido bastante usada, ja
que de forma geral as instancias possuem um gap (diferenga entre os valores 6timo do
problema com variaveis inteiras e da sua relaxacao linear) inferior a uma unidade, entao
aplicam-se heuristicas de arredondamento para obter a solu¢ao para o problema com va-
riaveis inteiras. Essa propriedade é designada propriedade de arredondamento para cima
(Integer Round Up Property) (Marcotte, (1985), (1986)).

Por outro lado, se o fator de multiplicidade for baixo, como ocorre com o bin pack-
ing, as variaveis de decisao na solugao 6tima da relaxacao linear sao valores fracionérios
menores que um e nao é facil para os métodos heuristicos encontrar uma solucao de boa
qualidade. Entao, outras técnicas tem sido empregadas para obter a solucao 6tima do
problema bin packing (Martello e Toth (1990), Scholl et al (1997), Schwerin e Wéscher
(1999))



3.2 Modelo de Kantorovich (KT) 33

Segundo Valério de Carvalho (1999, 2002), Kantorovich (1939) apresentou o primeiro
modelo matematico para o problema de corte de estoque unidimensional em que um limi-
tante superior para a quantidade necessaria de objetos deve ser conhecida a priori. Um
ponto fraco deste modelo é que ele produz limitantes inferiores ruins.

Com a necessidade de obter limitantes inferiores melhores, pode-se aplicar o método
de decomposicao de Dantzig-Wolfe (Dantzig-Wolfe (1960)) no modelo de Kantorovich e
obtém-se uma nova formulagdo que é a mesma proposta por Gilmore e Gomory (1961,
1963). Segundo Scheithauer e Terno (1995), a relaxacado linear desta formulagao é mais
forte mas o nimero de colunas cresce exponencialmente e assim, mesmo problemas com
tamanhos moderados podem apresentar um grande ntimero de variaveis tornando-se in-
viavel enumerar todas as colunas para resolver a relaxacao linear. Para contornar esse
problema, Gilmore e Gomory introduziram a geragao de colunas para este problema que
evita a enumeracao explicita de todas as variaveis.

Valério de Carvalho (1999, 2002) mostrou uma formulacao alternativa para o problema
de corte de estoque. Trata-se de um problema de fluxo minimo com restri¢oes adicionais
impondo a satisfacao da demanda. Esta formulacao apresenta uma relaxacao linear tao
forte quanto a formulacao de Gilmore e Gomory.

A seguir esses modelos sao apresentados de forma mais detalhada.

3.2 Modelo de Kantorovich (KT)

Para muitos autores, Kantorovich (1939) é considerado o pioneiro na literatura de
problemas de corte, ja que neste trabalho o autor apresenta modelos mateméticos de
programagao linear para o planejamento e organizagao da produgao. Mas o modelo (3.1)-
(3.4), que para muitos autores é atribuido a Kantorovich, ndo aparece explicitamente no
trabalho. Tal modelo pode representar um problema de designagao ou um problema bin

packing e o objetivo ¢ minimizar o nimero de objetos cortados.

Modelo KT

K

minimizar Z Yk (3.1)
k=1
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sujeito a

K

> hy =d;, i=1,....,m (3.2)
k=1

> wihi < Wy, k=1,... K (3.3)
=1

hix € Z+, ykE{O,l}, 1=1,....mk=1,.... K (34)

onde K é um limitante superior conhecido para o ntimero de objetos necessarios, y, = 1
se 0 objeto k for usado e é igual a 0 caso contrario e, h;, é a quantidade de vezes que
o item 7 é cortado no objeto k. O primeiro conjunto de restrigoes (3.2) garantem que a
quantidade cortada de cada item satisfaga a sua demanda d;, as restrigdes (3.3) indicam
que, se o objeto k for usado, a combinagao dos itens que nele aparecem nao deve exceder
seu comprimento W e o tltimo conjunto de restrigoes (3.4) indicam o dominio das varia-
veis. A fungao objetivo (3.1) minimiza a quantidade de objetos utilizados.

Quando relaxamos as restricoes de integralidade das variaveis, ou seja, quando as
substituimos por hy, > 0e 0 <y, < lparai=1,2,...,mek=1,2,..., K, encontramos
um limitante inferior para o valor 6timo do problema. Porém, Martello e Toth (1990)
mostraram que o limitante inferior resultante da relaxacao linear deste modelo pode ser
muito fraca. Eles mostraram esse fato para o problema bin packing, mas, segundo Valério
de Carvalho (1999, 2002), o resultado pode ser facilmente estendido para o problema
de corte de estoque. No problema bin packing, no qual os itens sao considerados sepa-

radamente, ou seja, € demandada apenas uma unidade de cada item, o limitante inferior
m

fornecido pela relaxacao linear do modelo é igual a [Z w;/W]. Este limitante ¢ igual
i=1
a menor quantidade de espago que é necessario para acomodar todos os itens e pode ser

muito fraco em algumas instancias. No pior caso, quando todos os itens tem comprimento
|W/2 + 1], a solugdo 6tima do problema ¢ dada pela quantidade de itens demandados,
pois em uma caixa, € possivel alocar apenas um item. Assim, quando W cresce, a relacao
entre o limitante inferior e a solu¢ao 6tima se aproxima de 1/2.

Esta ¢ uma desvantagem do modelo (3.1)-(3.4), pois quando se usa métodos de solugao
para problemas lineares para resolver problemas inteiros, os limitantes inferiores devem
ser de boa qualidade. Para melhorar esse limitante, formulagoes mais fortes, isto é, for-

mulagoes que fornecem melhores limitantes inferiores podem ser usadas.
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3.3 Modelo de Gilmore e Gomory (GQ)

Sera apresentado, nesta se¢ao, o modelo de Gilmore e Gomory (1961, 1963), que teve
grande repercussao na literatura em se tratando de problema de corte e é amplamente

utilizado até os dias de hoje.

Definicao 3.1. A maneira como um objeto em estoque € cortado para a producao dos
itens € chamada de padrao de corte. A um padrio de corte estd associado um vetor

m-dimensional que contabiliza os itens produzidos:

a={aq, g, ... o )

onde «; € a quantidade de itens do tipo i produzidas no padrao de corte.
Definimos ainda padrao de corte homogéneo ao padrao de corte que produz apenas um tipo

de item. Seu vetor associado terd a forma:

a={0,0,...,q;,...,0} em que a; # 0

Figura 12: Padoes de corte homogéneos.

No primeiro trabalho, Gilmore e Gomory formularam o problema por programacao
linear inteira, em que as colunas do problema representam os padroes de corte. Assim, a

modelagem do problema de corte de estoque é feita em duas etapas:

e Definir todos os padroes de corte possiveis

e Definir quantas vezes cada padrao de corte serd usado para atender a demanda.

No caso unidimensional, o vetor associado a um padrao de corte deve satisfazer a
restrigao fisica do problema da mochila (Martelo e Toth (1990)). Entao definir os padroes
de corte significa encontrar todas as possiveis solugoes para as inequacgoes apresentadas a

seguir:
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Wiy + Wwots + ...+ Wy, < W (3.5)
a; €ER+i=1,2,....m (3.6)
Sejam ay, as, . .., a, os n padroes de corte definidos anteriormente:
_ T _ T _ T
a1 = [a117a217"'7am1] , A2 = [a127a227"'7am2] R [alnaOQn;"')amn] €I;a

varidvel que indica o nimero de vezes que o objeto é cortado utilizando o padrao de corte
7.
Dessa forma, podemos formular o problema de corte de estoque, com o objetivo de

minimizar o nimero de objetos a serem cortados, da seguinte forma:

Modelo GG
minimizar Z T, (3.7)
j=1
sujeito a
Zaijxj:di; i:1,2,...,m (38)
j=1
r; € Z+ j=12....n (3.9)
A j-ésima coluna, [ayj,as;,. .., am;]7 da matriz de restrigdes representa o j-ésimo

padrao de corte e a;; € o ntimero de itens de comprimento w; cortados neste padrao.

A funcdo objetivo (3.7) minimiza o nimero total de objetos cortados. As restriges
(3.8) garantem o atendimento da demanda e (3.9) definem o dominio das variaveis de
decisao z;,j = 1,2,...,n que é o nimero de objetos cortados segundo o padrao j.

O numero de possiveis padroes de corte é muito grande e por isso o niimero de co-
lunas/variaveis cresce exponencialmente, portanto conhecer todas as colunas a priori é
inviavel. Entao para resolver a relaxagao linear deste modelo, os autores introduziram a
técnica de geracao de colunas.

Esta técnica se inicia resolvendo um problema mestre restrito (PMR) do problema
(3.7)-(3.9), ou seja, o problema obtido ao considerarmos apenas com um subconjunto das
colunas. O PMR inicial tem tantas colunas quanto o ntmero de itens e os padroes de
corte iniciais sao os homogéneos. Entao, resolve-se a relaxacao linear do PMR atual pelo

método simplex. Interativamente, resolve-se um subproblema (problema do pricing), que
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maximiza a contribuicao da coluna para a reducao do valor da funcao objetivo. Com a
solucao deste subproblema pode-se verificar se a solucao atual é 6tima. Em caso negativo,
gera uma nova coluna para entrar na base e com isso temos um novo PMR para resolver.
A solugao obtida é fracionaria e fornece um limitante inferior para o 6timo inteiro. Uma
solucao inteira pode ser encontrado com heuristicas.

No problema de corte de estoque, em que as quantidades demandadas sao grandes, a
solugao da relaxacao linear é usualmente usada para obter uma solugao heuristica de boa
qualidade para o problema inteiro. No entanto, se o nimero de itens de cada comprimento
¢ muito pequeno, como ocorre do problema bin packing, a solucao 6étima fracionaria pode

nao ser util para obtermos solugoes inteiras arredondadas.

3.4 Modelo de Valério de Carvalho (VC)

Nesta segao sera apresentado o modelo proposto por Valério de Carvalho (1999, 2002)
para o problema de corte de estoque unidimensional baseado no problema de fluxo em
arcos.

Dados objetos de comprimento W e m itens de comprimento wy, ws, . .., w,,, Valério
de Carvalho (1999, 2002) modelou o problema de determinar um padrao de corte valido
como um problema de encontrar um caminho em um grafo aciclico e orientado G = (V, A)
com W41 vértices, em que a distancia de um vértice a outro representa uma unidade de
comprimento de objeto. Os arcos sao representados pelo conjunto A que é definido como
A={(0);0<j<l<Wel—j=w; parai = 1,2/...,m}, ou seja, existe um arco
entre dois vértices j e [ se e somente se [ — 7 = w; para algum ¢ =1,2,...,m.

As partes nao ocupadas nos objetos sao representadas por arcos adicionais entre os
vértices (7,7+1),7=0,1,...,W — 1 e representam as perdas de material, desde que nao
exista item de comprimento igual a 1. O ntimero de variaveis ¢ polinomial em func¢ao do
comprimento dos objetos e do numero de itens e é da ordem de O(mW).

Entao determinar um padrao de corte valido pode ser modelado como determinar um
caminho entre os vértices 0 e W no grafo G = (V, A). Os arcos que formam um caminho
definem um padrao de corte. Dessa forma, um padrao de corte nesta formulagao nao é
definido por apenas uma coluna, como nas formulagoes anteriores, mas por varias.

Quando se tém restricoes de atendimento da demanda, o modelo resultante resolve o
problema de corte de estoque e foi apresentando por Valério de Carvalho (1999, 2002). A

formulacao do problema ¢é a seguinte:
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Modelo VC
minimizar f (3.10)
sujeito a
—f, se =0

Ssi— Y am={ 0 se 1=1,2,...,W—1 (3.11)
(J,heA (I,k)eA f se =W

> ihpw =dii=12,....m (3.12)
(kk+w;)€A
zy € L+, V(j,l) € A (3.13)

Trata-se de um problema de minimizacao de fluxo entre o vértice 0 e o vértice W
com restri¢oes adicionais impondo que a soma dos fluxos dos arcos representando cada
pedido deve ser maior ou igual a demanda deste pedido. O conjunto de restri¢oes (3.11)
correspondem as restrigoes de conservagao de fluxo, ja as restrigoes (3.12) garantem que a
demanda seja atendida. A variavel zj;, j < [ representa o niimero de itens de comprimento
(I — j) que aparecem em z; padroes de corte e d;,i = 1,2,...,m ¢é a demanda de cada
item. Observe na Figura 13 que um item de comprimento [ — j (5-3) é colocado a uma
distancia de j (3) unidades do inicio do objeto e z35 representa a quantidade de padroes
de corte em que isso ocorre. A fungao objetivo (3.10) minimiza o fluxo que passa pela
rede e como uma unidade de fluxo define um caminho que por sua vez define um padrao
de corte, o fluxo total que passa pela rede pode ser interpretada como a quantidade de

objetos cortados.

Figura 13: Representacao geométrica da variavel do problema

Proposicao 1. As relazagoes lineares dos modelos de Valério de Carvalho (3.10)-(3.13) e
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de Gilmore e Gomory (3.7)-(3.9) sao equivalentes e entao os limitantes inferiores forneci-

dos por ambos sao iguais.

A demonstragao desta proposi¢ao pode ser encontrada em Valério de Carvalho (1999).

Considere o seguinte exemplo retirado de Valério de Carvalho (1996):
Exemplo 3.1. : Considere uma instincia com objetos de largura W=7 e pedidos de
largura wy = 5, wy = 3 e wy = 2 nas quantidades dy =1, do = 3 e ds = 2. A matriz de

restrigoes associada ao exemplo e o grafo e padroes de corte sao mostrados na Figura 14

e na Tabela 1.

Figura 14: Grafo completo associado ao exemplo
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Analisando a Tabela 1, o primeiro conjunto sao as restricoes de fluxo e nota-se que
existe uma restricao para cada vértice do grafo, ou seja, W + 1 restricoes. Em cada
restri¢ao, as entradas sao 0, 1 ou -1. Serd 1 quando o arco estiver chegando no vértice
considerado, por exemplo a variavel zpo tem coeficiente 1 na restricao referente ao vértice
2. E o coeficiente serd -1 quando o arco estiver saindo do vértice considerado, por exemplo,
a variavel zy5 tem coeficiente -1 na restrigao referente ao vértice 4. Caso contrario, tem-se
o coeficiente igual a 0 e, para facilitar a leitura, estes nao foram incluidos na matriz de
restri¢oes da Tabela 1.

O segundo conjunto de restrigoes é relativo as restrigoes de atendimento a demanda.
H& uma restrigdo para cada tipo de item, ou seja, m restrigoes (entdo o modelo VC tera
no maximo W + 1 4+ m restrigdes). Nesse conjunto ha apenas coeficientes iguais a 0 ou 1,
sendo 1 quando a entrada corresponde ao comprimento de um item demandado.

As primeiras variaveis na matriz de restrigoes correspondem as variéveis de perda, o
segundo conjunto sao as variaveis correspondentes aos itens de comprimento 2, o terceiro
conjunto corresponde aos itens de comprimento 3 e, finalmente, o tltimo conjunto sao as

varidveis correspondentes aos itens de comprimento 5.

3.4.1 Modelo de Valério de Carvalho com critérios de reducao
(VCecr)

O modelo (3.10)-(3.13) apresenta muitas solugdes simétricas, ou seja, muitas solugoes
alternativas que correspondem aos mesmos padroes de corte. Por exemplo, em um objeto
de comprimento igual a 7, cortar dois itens de comprimento w3 = 2 e em seguida um
de comprimento w, = 3 é equivalente a cortar um item de comprimento wsz = 2, um
de wy = 3 e por fim outro w3 = 2. Por isso, Valério de Carvalho (1996, 1999, 2002)
apresentou alguns critérios que permitem eliminar arcos do grafo sem que nenhum padrao
de corte seja eliminado, reduzindo consideravelmente a quantidade de padroes de corte

(colunas do problema).

Critério 1: Considere que os itens sao ordenados por valor decrescente de com-

primento, isto é, se i1 < i3 entao w;, > w;,. Um arco associado ao item iy, designado por

k,k+ w;, ), apenas pode ter origem em um noé k que seja destino de outro arco associado
) 2/

a um pedido iy, (k — w;,, k), ou a partir do vértice 0, ou seja, do inicio do objeto.

O critério 1 coloca os itens no padrao de corte de maneira ordenada por valor de-

crescente de comprimento. No objeto de comprimento 7 citado anteriormente, os itens de
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comprimento wy = 3 e w3y = 2 seriam colocados no padrao de corte da seguinte maneira:

we = 3, wy = 2, wy = 2. Com esse critério muitas solugoes simétricas sao eliminadas.

Critério 2: Todos os arcos de perda j,7 + 1 devem ter valores nulos para j < w,y,,

onde w,, ¢ o comprimento de menor item demandado.

O critério 2 impede que um padrao de corte seja iniciado com perdas.

Critério 3 Sejam 7; e iy quaisquer dois itens de comprimentos tais que w;, > w;,.
Dado qualquer né £ que é o destino de um arco de tamanho w;, ou k = 0, os tinicos arcos
validos de tamanho w;, sao aqueles que comecam nos noés k + sw;,,s =0,1,...,d;, —1le

k + sw;, < W, onde d;, ¢ a demanda dos itens de comprimento w;,.

Pode nao ser possivel que o Critério 3 evite a produgao em excesso dos itens de-
mandados, porém ele diminui essa producao excedente. Por exemplo, considere o grafo
apresentado na Figura 15, o caminho {(0,2), (2,3), (3,5), (5,7)} tem trés itens de compri-
mento 2. Esse critério é importante quando se tem que as restricoes de atendimento a
demanda (3.12) sao de desigualdade (>).

Os critérios de reducao apresentados anteriormente sao tuteis para eliminar alguns ar-
cos do grafo sem que nenhum padrao de corte valido seja perdido. Porém, mesmo apoés
os critérios serem aplicados, podem haver alguns padroes que nao satisfazem os critérios.

Como dito na Proposicao 1, os limitantes inferiores obtidos pela relaxagao linear dos
modelos VC e GG sao iguais. Seja Ly ¢ e Lgg esses limitantes e Ly ¢ o limitante inferior
do modelo de Valério de Carvalho apés aplicar os critérios acima. Entao, vale a seguinte

relagao:

Lee = Lve < Lve (3.14)

Exemplo 3.2. Considere a instincia apresentada mo exemplo 3.1. Apds aplicar os
critérios de redugao a matriz de restrigoes (Tabela 2) e o grafo associado ao exemplo

(Figura 15) serdo:
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Tabela 2: Matriz de restri¢oes apos aplicar os critérios de reducao
f 203 234 245 256 267 2oz Zo4 235 257 203 236 205

vértice 0 1 -1 -1 -1 =0

vértice 1

vértice 2 -1 1 -1

vértice 3 1 -1 -1 1 -1

vértice 4 1 -1 1

vértice 5 1 -1 1 -1 1 =0

vértice 6 1 -1 1 =0

vértice 7 -1 1 1 =0
item 1 1 >1
item 2 1 1 >3
item 3 1 1 1 1 > 2

Figura 15: Grafo do problema apos aplicar os critérios de redugao

Observe, por exemplo, que o arco z45 nao pertence ao conjunto de arcos porque foi
eliminado pelo critério 3, ji4 que sao requeridas apenas 2 itens de comprimento 2. Os
pedidos deste item devem aparecer apos os itens de comprimento 3 ou 5, ou colocados no
inicio do objeto (Critério 1). Isso permitiu eliminar, por exemplo, o arco z;3. Além disso,
os arcos de perda zp; e z1o foram eliminados pelo critério 2.

Observe que somente estes critérios podem nao evitar completamente a simetria no
conjunto de solugoes. Na Figura 15, existem os caminhos {(0,3), (3,5), (5,6), (6,7)} e
{(0,2), (2,3), (3,6), (6,7)} que correspondem exatamente ao mesmo padrao de corte.

Se considerarmos a solugao da relaxagao linear do modelo, novas formas de melhorar

o modelo podem ser implementadas, como veremos na segao seguinte.
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3.4.2 Modelo de Valério de Carvalho com geracao de colunas
(VCG)

Podemos resolver a relaxacao linear do modelo VC adicionando, inicialmente todas
as colunas ao problema, ou seja, todos os arcos A = {(7,0);0 < j<l<Wel—j=uw
para i < m}. No entanto, o conjunto A é, na maioria das vezes, muito grande e resolver o
problema com todas as colunas pode se tornar inviavel. Um método de solucao alternativo
¢ a técnica de Geragao de Colunas em que inicia-se apenas com os padroes homogéneos,
isto é, aqueles caminhos formados por arcos de tamanhos iguais e, a cada iteragao um sub-

problema é resolvido e, um conjunto de arcos (colunas) é introduzido no problema mestre.

Proposicao 2. Seja uj,j = 0,1,..., W as varidveis duais associadas as restrigoes de
conservagao de fluxo (3.11) evy, k = 1,2,...,m as varidveis duais associadas as restri¢oes

de satisfa¢ao de demanda (3.12). Entao uma coluna € atrativa se:
—(—uj +u +vg) <0

De fato;

Seja B a base corrente do problema primal restrito, 7 = (u,v) = cgB~! sua solugao
dual e A;; a coluna correspondente a varidvel z;;. Sabemos, pelo método simplex, que a
coluna Aj ¢ atrativa se o seu custo reduzido ¢; = ¢;; — wAj for negativo, onde ¢j; é o
custo da variavel z; na fungao objetivo . Como nesta formulagao todos os custos c;; sao
nulos, temos ¢;; = —m1Aj; = —(u, v)A;.

Cada coluna possui apenas trés elementos diferentes de zero. Tem-se -1 na posicao

J,+1 na posi¢ao [ e +1 na posi¢ao k, onde k é tal que wy =1 — j. Logo;

Gi=—(uo) | 1| = —(~utwtw)
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Logo, a variavel sera atrativa se —(—u; +w; +v;) <0
Como ja foi visto, um padrao de corte € um caminho no grafo. Para determinar o
caminho mais atrativo, resolve-se um subproblema (3.15)-(3.17), que tem a propriedade

de integralidade:

minimizar Z Cilzji (3.15)
(.l)eA
sujeito a
-1, se =0
Zzﬂ— Z 2k = 0, se I=1,2,.... W —1 (3.16)
(4,h)eA (I,k)eA 1. se =W
zi € L+, V(j,l) e A (3.17)

Se o valor 6timo do subproblema for estritamente menor que 0, entao existe um ca-
minho atrativo, isto €, um novo padrao de corte sera adicionado ao problema mestre. Se,
por outro lado, o valor 6timo do subproblema for positivo, a solucao do problema mestre
é Otima.

Os arcos (colunas) correspondentes as variaveis que ja fazem parte do problema mestre
também sao considerados no subproblema, pois tais arcos podem fazer parte de um ca-
minho que ainda nao pertence ao problema principal.

A cada iteragao, se o arco (j,[) é parte de um caminho atrativo, o algoritmo checa se
as restricoes de conservagao de fluxo para os nos j e [ ja pertencem ao problema mestre.
Se nao pertencer, essas restricoes sao adicionadas ao problema. E verificado também
quais arcos ja foram considerados no problema, e os que nao estiverem no modelo sao
adicionados. Dessa forma, o modelo cresce em duas dire¢oes, no nimero de restricoes e
de colunas.

A relaxacao linear, em geral, fornece uma boa aproximacao para o problema inteiro.
Porém, alguma técnica de arredondamento deve ser utilizada para obter uma solugao in-
teira para o problema original. Métodos heuristicos para o obtencao de solugoes inteiras
podem ser encontrados em Stadtler (1990), Wéascher e Gau (1996), Poldi e Arenales
(2009), entre outros.

A seguir apresentaremos alguma formas de fortalecer o modelo usando o valor da
relaxacao linear.

Seja zrp o valor 6timo da relaxacao linear do modelo (3.10)-(3.13) e [zLp]| o valor
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de zpp arredondado para cima. O espago nao ocupado por itens deve ser ocupado por

perdas. E o menor valor da perda total é dado a seguir:

Definigao 3.2. O wvalor de perda minima € T = [zp |W — Z w;d;
i=1

O valor da perda minima estd bem definido, pois subtraimos do comprimento total
dos objetos utilizados, o comprimento total dos itens cortados. Se o exemplo possuir a
propriedade de arredondamento para cima, a perda total sera exatamente igual a T},,.

Com essa defini¢ao, podemos introduzir um limitante inferior para o valor da perda
minima que for¢ca o ntiimero de arcos de perda a ser, pelo menos, em quantidade igual a

perda minima 7,,;,, e ¢ dado pela seguinte proposicao:

Proposicao 3. A restricao Z 2 k1 = Tnin, € uma inequagao vdlida para o problema

(kk+1)€A
nterro.

A proposicao seguinte é relevante apenas se o exemplo tiver a propriedade de arredonda-

mento para cima e pode ser aplicada apo6s a resolucao da relaxacao linear.

Proposicao 4. Se a instancia tem a propriedade de arredondamento para cima e a perda
satisfaz T' < W — wy,, todos os arcos de perda zy i1,k = Wy, ..., W — Tppin, — 1 podem ser

fizados em zero.

Depois de resolver a relaxacao linear do problema, pode ser possivel eliminar todos os
arcos que nao fazem parte do caminho entre os vértices 0 e W. O seguinte critério pode

ser particularmente importante quando a quantidade de perda é muito pequena.

Critério 4: Considere a solucao da relaxagao linear de um exemplo que possui a pro-
priedade de arredondamento para cima e o conjunto de arcos que restam depois de aplicar
a proposigao anterior. Seja z;; um arco deste conjunto. Se o vértice [ nao é origem de
nenhum arco com fluxo positivo (arcos de perda ou de item) o arco z; pode ser fixado

em 0.
Voltando ao exemplo 3.1, a solugao da sua relaxacao linear produz um valor 6timo

zrp = 2.75. Com isso, podemos calcular o valor da perda minima:

Tonin = [2P1W = > widi = Tpin =3 x 7= (5 x 143 x 342 x2) = Tppin = 3

i=1



3.4 Modelo de Valério de Carvalho (VC) 47

Como esse exemplo satisfaz a propriedade de arredondamento para cima e T),;, <
W — w,,, podemos fixar as variaveis za3 e 234 em 0 (Proposi¢ao 4) e inserir a inequagao
Z4s + 256 + 267 > 3, que de acordo com a proposi¢ao 3 é uma inequacao valida para o

problema.

Diferente da maioria dos problemas de programacao inteira em que nao ¢é facil estabe-
lecer um limitante superior para a diferenca entre os valores 6timos do problema inteiro
e da sua relaxagao linear (gap), as instancias do problema de corte unidimensional, em
geral, possui um gap inferior a uma unidade. Entao, o valor 6timo do problema inteiro
é igual ao arredondamento para cima do valor 6timo da sua relaxacao linear. Assim,
a perda serd exatamente igual a T,,;,, pois o valor 6timo inteiro é [z p|. Porém, se a
instancia nao possuir a propriedade de arredondamento para cima, o valor de da perda

sera:

Proposicao 5. Em qualquer solugao inteira, a perda serd T' = T, +nW, onde n é um

numero inteiro nao negativo.
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Capitulo 4

Problemas integrados de
dimensionamento de lotes e corte
de estoque

De acordo com Gramani e Franga (2006), alguns processos de producdo consistem
em trés estagios. O primeiro recebe-se os pedidos demandados, analisa-se a quantidade
de cada tipo de produto final e a data de entrega. O segundo estagio converte esta de-
manda de produtos finais em demanda de itens que compoem os produtos finais. E, no
terceiro estagio, resolve-se o problema de dimensionamento de lotes combinado ao corte
de estoque, isto é, decide quanto produzir de cada item em cada periodo do horizonte
de planejamento, minimizando os custos associados com estoque de itens, preparacao
de méquinas e desperdicio de matéria prima. Neste trabalho, realizaremos o estudo do
terceiro estégio, isto é, nao seré considerado a composicao dos itens em produtos finais
(Poldi e Arenales (2010), Gramani e Franga (2006), Poltronieri et al (2007)). Além disso,
consideraremos o caso unidimensional.

Quando os objetos sao cortados em pedagos menores, existe, frequentemente, perda
de material. Porém, se a demanda dos itens cresce, este desperdicio pode se tornar menor,
diminuindo os custos finais do processo de produgao. Logo, para diminuir os custos de
producao e o desperdicio de material, pode-se buscar antecipar a producao de alguns itens,
que precisam ser estocados para entrega posterior, o que gera custo de estocagem. Existe
também, custos de preparacao de méaquinas a cada periodo em que houver produgao. Por
isso, uma duvida sobre adiantar ou nao a produgao de alguns itens se faz presente. Essa
questao nos leva a combinar os problemas de dimensionamento de lotes e corte de estoque.

Ha alguns anos, os problemas de dimensionamento de lotes e corte de estoque estao

sendo cada vez mais tratados de maneira integrada, visto que o crescimento da com-
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petitividade mundial leva a necessidade das empresas tornarem seus procedimentos mais
eficientes.

Farley (1988) foi possivelmente o primeiro trabalho que integra o problema de corte
de estoque ao problema de dimensionamento de lotes. O autor aplicou o trabalho em
uma industria de roupas, em que o problema envolve cortes bidimensionais irregulares.
Os padroes de corte foram definidos como retangulos com comprimento igual a largura
do rolo de tecido e diversas larguras. Tais retangulos foram utilizados para cortar os itens
finais.

Hendry et al (1996) realizaram um estudo de caso em uma fabrica de componentes de
cobre. A producao consiste em derreter pedagos de cobre em uma fornalha produzindo
barras de didmetros especificos que sao cortadas a fim de produzir os itens finais. O obje-
tivo do trabalho foi investigar métodos alternativos de geragao de planos de produgao para
a fundi¢ao a fim de minimizar os custos e atender a demanda. Os autores propuseram
um procedimento de solucao de duas fases. Na primeira fase sao investigados métodos
heuristicos alternativos e uma solugao 6tima utilizando programacao inteira foi proposta
para a segunda fase.

Nonas e Thorstenson (2000) estudaram o problema combinado de corte de estoque e
dimensionamento de lotes com custo de setup, em uma companhia norueguesa que produz
um tipo especial de caminhoes off-road. A empresa precisa de um planejamento da pro-
ducao que minimize os custos totais no processo de corte e linha de producao. Os autores
apresentaram um modelo matematico e propuseram diferentes métodos de solugao.

Gramani e Franca (2006) formularam um modelo matematico para o problema de di-
mensionamento de lotes acoplado ao problema de corte de estoque. O objetivo do modelo
¢ minimizar a perda e os custos de estocagem e setup. Neste trabalho, os autores também
propuseram um método de solugao baseado em uma analogia com o problema do cami-
nho minimo em uma rede. Resultados computacionais comparando o método proposto
ao método utilizado em industrias sao apresentados.

Poltronieri et al (2007) estudaram o problema integrado de dimensionamento de lotes
e corte de estoque inserido em uma industria de papel. Os autores analisam o processo
de producao, propuseram um modelo matematico para maquinas que operam em paralelo
e apresentaram dois métodos heuristicos baseados na relaxagao lagrangiana. Um resolve
inicialmente o problema de dimensionamento de lotes e em seguido o problema de corte
de estoque, e o outro inicia-se com a resolucao do problema de corte de estoque. Testes
computacionais foram realizados e mostram que a segunda heuristica é mais eficiente que

a primeira.
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Gramani et al (2009) apresentaram um modelo de dimensionamento de lotes inte-
grado ao corte de estoque que incorpora a conjectura que ¢ mais vantajoso antecipar a
producdo de determinados lotes de produtos finais. E proposto um método heuristico
baseado no método de relaxacao Lagrangiana com o método do subgradiente para atua-
lizar os vetores multiplicadores de Lagrange. O método foi testado computacionalmente
com dados gerados de maneira aleatéria a comparado com a decomposicao heuristica,
isto é, a pratica industrial de tratar os problemas de dimensionamento de lotes e corte de
estoque de forma separada.

Ghidini e Arenales (2009) tratam os problemas de dimensionamento de lotes e corte de
estoque de maneira acoplada em uma industria de moéveis. Para resolver o problema, que
considera composi¢ao final dos produtos, os autores propoem duas heuristicas baseadas
no método primal simplex com geragao de colunas. Uma das heuristicas resolve o modelo
acoplado e a outra, a heuristica de decomposi¢ao, separa o modelo acoplado em dois
modelos menores e os resolvem por um procedimento 2-estagios. No trabalho, é proposto
também procedimentos para que uma solugao inteira seja obtida.

Poldi e Arenales (2010) estudam o problema de corte de estoque unidimensional mul-
tiperiodo. Os autores resolvem a relaxagao linear do modelo proposto através do método
simplex com geracao de colunas e duas abordagens para o arredondamento sao propostas
e testadas. As técnicas desenvolvidas sao de horizonte rolante, isto é, uma solucao inteira
é obtida para o primeiro periodo e para os demais periodos a solucao continua fracionéaria.
Na proxima etapa, apés o primeiro periodo ter sido resolvido, novos pedidos podem ser
incluidos ou pedidos podem ser cancelados. Entao, a carteira de pedidos é atualizada e
um novo problema de corte multiperiodo é resolvido.

Santos et al (2011) apresentaram um modelo de otimizagao inteira mista para o pro-
blema de dimensionamento de lotes integrado ao problema de corte de estoque no contexto
de uma fabrica de moveis. Os autores usaram os padroes de corte usados pela industria
e padroes de corte n-grupos para resolver o problema com um conjunto de dados reais
fornecidos pela fabrica.

Gramani et al (2011) também estudaram um método de otimizagao linear para a
relaxagao linear do problema acoplado de dimensionamento de lotes e corte de estoque no
contexto de uma fabrica de moéveis. Os autores propuseram um modelo para o problema
integrado e decompuseram este modelo em dois, um para o problema de dimensionamento
de lotes e outro para o problema de corte de estoque a fim de retratar o método de solucao
que as industrias praticam. O problema integrado foi resolvido usando a técnica de ge-

racao de colunas e resultados computacionais, inclusive comparando a técnica de geracao
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de colunas e a técnica da decomposicio, foram apresentados. E mostrado que a técnica
de geracao de colunas é capaz de obter ganhos acima de 12,7% quando comparado com o
modelo de decomposi¢ao, usado na pratica.

Alem e Morabito (2012) utilizaram ferramentas de otimizagao robusta para resolver o
problema de dimensionamento de lotes integrado ao corte de estoque quando os custos de
producao e produtos demandados sao parametros incertos. Testes computacionais foram
realizados utilizando dados reais e simulados.

Vanzela et al (2012) trataram o problema integrado de dimensionamento de lotes e
corte de estoque também no contexto de uma fabrica moveleira de pequeno porte, baseado
no modelo proposto em Gramani et al (2011). No trabalho foi simulado parcialmente a
pratica da fabrica em questao e proposto um modelo integrando os dois problemas, que
se mostrou mais vantojoso.

Leao e Arenales (2012) estudaram uma simplificagdo do modelo estudado em Pol-
tronieri et al (2007). Duas abordagens sao estudadas, sendo que, na primeira um tnico
tipo de objeto é considerado e e na segunda, varios tipos de objetos diferentes sao con-
siderados. Foram propostos trés modelos para cada abordagem: a formulacao compacta,
baseada no modelo de Kantorovich, a formulagao estendida, baseada na formulagao pro-
posta por Gilmore e Gomory e a formulagao estendida combinada com a decomposi¢ao
de Dantzig-Wolfe. Os autores resolvem as duas ultimas formulagoes por métodos de ge-
racao de colunas, e ao final do método, as variaveis foram redefinidas como inteiras para

determinar uma solucao factivel.

4.1 Modelos matematicos integrados

Nesta secao, apresentaremos modelos para o problema integrado de dimensionamento
de lotes e corte de estoque que sao resolvidos com todos os padroes de corte inseridos no
modelo a priori. Estes modelos envolvem os modelos cléassico (CL) e baseado no problema,
de caminho minimo (SP) para o problema de dimensionamento de lotes e de Kantorovich
(KT) e Valério de Carvalho (sem geragao de colunas) (VC) para o problema de corte de
estoque unidimensional.

Também serao apresentados os modelos CLGG e SPGG que sao resolvidos com a
técnica de geragao de colunas. Além destes modelos, os modelos integrados envolvendo
a relaxagao linear do modelo de Valério de Carvalho (CLVCG e SPVCG), que nao serao

apresentados nesta se¢ao, pois, sao muito parecidos com os modelos CLVC e SPVC, tam-
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bém foram resolvidos pelo método simplex com geracgao de colunas.

4.1.1 Modelo classico de dimensionamento de lotes integrado ao
modelo de Kantorovich (CLKT)

O primeiro modelo integrado utiliza o modelo de Kantorovich e o modelo classico de
dimensionamento de lotes, apresentados nas segoes 3.2 e 2.1, respectivamente. O modelo
KT minimiza a quantidade de objetos utilizados em um tnico periodo e os custos de
preparacao e estocagem nao sao levados em consideragao. Ja no modelo CL, a fungao
objetivo minimiza os custos de preparagao de maquina e estoque, porém o ntimero de
objetos nao é considerado.

O modelo apresentado a seguir integra os dois modelos citados de modo que o problema
de corte seja resolvido em todos os periodos.

Além das varidveis, parametros e indices ja considerados, defina a variavel binéria vy,
que indica se o objeto k é utilizado no periodo t e a variavel h;,; que indica a quantidade
do item ¢ cortada no objeto k no periodo t e o parametro co que é o custo fixo associado
ao corte do objeto.

Dessa forma, o modelo integrado é apresentado a seguir:

Modelo CLKT

m T m T K T
minimizar Z Z heiy Sy + Z Z sciy Y + Z Z COYpt (4.1)

i=1 t=1 i=1 t=1 k=1 t=1

sujeito a
Xl' _SZ‘]_:di]_ i:1,2,...,m (42)
Si,t—1+Xit_Sit:dit i:1,2,...,m € t:2,3,...,T (43)
Xip — sdyrYy <0 1=1,2,....m e t=12....T (4.4)
> wihigy < Wy k=1,2,....K e t=1,2,...T (4.5)

i=1

K
> hig = Xu i=1,2,....met=12....T (4.6)
k=1
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hiwe € Z+ i=1,2,....m e t=12,....,T ¢ k=1,2,... K (4.7)
Xy Sy €R+  i=12...met=12.. T (4.8)
Yie, yre € {0,1} i=1,2,....met=12....T e k=1,2,... K (4.9)

Esse modelo consiste entao, em determinar o tamanho dos lotes para cada periodo
de planejamento e a quantidade de objetos de modo a minimizar a soma dos custos de
preparagao e estocagem e o corte de objetos.

A funca@o objetivo minimiza os custos de preparacao de maquinas e estocagem e a
quantidade de objetos utilizados. As restri¢oes (4.2), (4.3) e (4.4) provém do problema
de dimensionamento de lotes e os dois primeiros conjuntos garantem que a demanda é
satisfeita e as restrigdes (4.4) asseguram que os custos de preparac¢ao sao considerados
quando existe produgdo. O conjunto de restrigdes (4.5) vém do problema de corte de
estoque e garante que se o objeto k for usado, a combinagao dos itens que nele sao cor-
tadas nao deve exceder seu comprimento W. As restrigoes (4.6) s@o as responsaveis pelo
acoplamento da decisao de dimensionamento de lotes com o corte de estoque, pois ela
relaciona a variavel de produgao com a variavel de corte. Observe que as restrigoes (4.6)
podem ser substituidas em (4.2, 4.3 e 4.4) e assim, a quantidade de restri¢oes do modelo
apresentado seria menor.

Assim como no modelo de corte de Kantorovich, é necessario fornecermos um limi-
tante superior para a quantidade de objetos utilizados. Se o valor de K for muito grande,
o numero de variaveis e restricoes também serda grande, mas se for muito pequeno o
problema pode se tornar infactivel. Por isso a determinagao do valor de K é de grande
importancia nesse modelo. Na pratica, pode-se fazer uma estimativa do valor de K con-

siderando a solugao com os padroes de corte homegéneos.

4.1.2 Modelo classico de dimensionamento de lotes integrado ao
modelo de Valério de Carvalho (CLVC)

O modelo apresentado a seguir integra o modelo de Valério de Carvalho ao modelo
classico para o problema de dimensionamento de lotes. Além dos parametros, variaveis e
indices ja citadas (segao 3.1), considere as novas variaveis para o modelo CLVC.

e f fluxo na rede no periodo ¢.

® Zji quantidade de itens de comprimento [ — j colocados em zj; padroes de corte
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no periodo ¢.

Modelo CLVC

minimizar Z Z hecisSie + Z Z scit Y + Z cofy (4.10)

t=1 i=1 t=1 i=1

sujeito a
Xil_Silzdila i:1,2,...,m (411)
Si,tfl—i_Xit_Sit:dit i:1,2,...,m € t:2,3,...,T (412)
Xit —sdi7Yie <0 1=1,2,....m e t=12,....T (4.13)
=Y =1 t=1,2,...T (4.14)
(0,l)eA

> zu— > am =0 1=1,2,.... W—=1e t=12...T (415)
(3,hHeA (Lk)eA

Z 2w = t=1,2,...T (4.16)
(4,W)eA

> e = X i=1,2,....ome t=12....T (4.17)
(h,h+w;)€A
Zjltaft€Z+ (],Z)GA e t:1,2,...,T (418)
Xit, Sir € R+ t=1,2,....T e t=1,2,...,m (4.19)
Y € {0,1} 1=1,2,....m e t=1,2,...,T (4.20)

Como mencionado, a fun¢ao objetivo (4.10) minimiza o somatorio dos custos de pro-
ducao e o fluxo da rede, que pode ser entendido como a quantidade de objetos utilizados.
As restrigoes (4.11), (4.12) e (4.13) provém do problema de dimensionamento de lotes
e sdo como anteriormente e (4.14), (4.15) e (4.16) sdo as restrigoes de conservagao de
fluxo. As restrigdes responséveis por integrar os dois problemas sao dadas por (4.17). Por
ultimo, as restrigoes (4.18), (4.19) (4.20) referem-se ao dominio das variaveis.

Novamente, as restrigdes (4.17) podem ser usadas para substituir o valor de X;; nas

restricoes anteriores.
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4.1.3 Modelo classico de dimensionamento de lotes integrado ao
modelo de Gilmore e Gomory (CLGG)

Apresentaremos a seguir a formulacao classica do problema de dimensionamento de
lotes integrada, agora, ao modelo de Gilmore e Gomory para o problema de corte de
estoque

Além das variaveis, parametros e indices definidos anteriormente, considere a variavel
xj que ¢ a quantidade de objetos cortados segundo o padrao de corte j no perfodo ¢ e o
parametro cg;; que indica o custo de cortar um objeto utilizando o padrao de corte j no

periodo t. O modelo integrado é dado a seguir:

Modelo CLGG

T m T m T n
minimizar Z Z heci Sy + Z Z sci Y + Z Z coxjy (4.21)

t=1 i=1 t=1 i=1 t=1 j=1
sujeito a

Xl' _Si]_:di]_ i:1,2,...,m (422)
Si,t—l+Xit_Sit:dit i:1,2,...,m € t:2,3,‘..,T (423)
Xit —sdi 7Y <0 1=1,2,....m e t=1,2,...,T (4.24)
> agmy = X, i=12,....met=12....T (4.25)
j=1

Tj € L+ j=12...ne t=12...,T (4.26)
X, Sip € R+ 1=1,2,....m e t=1,2,....T (4.27)
Y, € {0,1} 1=1,2,....m e t=1,2,...,T (4.28)

A fungao objetivo (4.21) minimiza o somatorio dos custos de preparagao e estocagem
e a quantidade de objetos utilizados para o processo de corte. Os conjuntos de restrigoes
(4.22) e (4.23) sao de balanceamento de estoque. As restrigoes (4.24) asseguram que o
custo de preparacao é considerado quando existe producgao. As restri¢oes de integracgao
sao as (4.25) que relacionam as variaveis de corte com a variavel de produgao.

As restrigoes (4.25) podem ser substituidas em (4.22), (4.23) e (4.24. Este modelo,
assim como GG, nao necessita de um limitante superior para a quantidade de objetos a

serem utilizados.
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4.1.4 Modelo reformulado de dimensionamento de lotes integrado
ao modelo de Kantorovich (SPKT)

A reformulacao do modelo de dimensionamento de lotes proposta por Eppen e Martin
(1987) também foi integrada aos modelos de corte de estoque e tais modelos sao apresen-

tados a seguir:

Modelo SPKT

m T m T T K T

minimizar Z Z sci Y + Z Z Z CUjpr ZVjty + Z Z COYpt (4.29)
i=1 t=1 i=1 t=1 r=t k=1 t=1

sujeito a

T

szmzl i=1,2,....m (4.30)

r=1

t—1 T

Y =) 2 i=12...m e t=23..T (4.31)

r=1 r=t

T

Y 2y <Yy i=12...m e t=12_.T (4.32)

r=t

> wihiy <Wyw k=1,2,... K e t=12,...T (4.33)

i=1

K T

S hiw = sdipzvge i=1,2,...m e t=12..T (4.34)

k=1 r=t

Wi ER+ 1=1,2,....m e t,r=1,2,....T:r>t (4.35)

hiw €2+ i=1,2,...om e t=1,2,.... T ¢ k=1,2,... K (4.36)

Yy €{0,1} i=1,2,...om e t=1,2,....T e k=1,2,...K (4.37)

A fungao objetivo (4.29) minimiza a soma dos custo de preparagao de méaquina e de
estoque além da quantidade de objetos necessarios para atender a demanda. As restri¢oes
(4.30) e (4.31) definem as restrigdes de fluxo. Para cada item, uma unidade de fluxo é
enviada pela rede e é imposto que a demanda total de cada item deve ser satisfeita. As
restrigoes (4.32) definem se existe ou nao produgao no periodo t. Ja as restrigoes (4.33),
asseguram que, se o objeto k é utilizado, a soma dos itens cortados dele nao ultrapassa
seu comprimento. As restrigoes de integragao sao dadas pelas restrigoes (4.34). E por

ultimo, as restrigoes (4.35), (4.36) e (4.37) fornecem o dominio das variaveis.
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4.1.5 Modelo reformulado de dimensionamento de lotes integrado
ao modelo de Valério de Carvalho (SPVC)

Da mesma maneira que o modelo anterior este integra o modelo reformulado para o

problema de dimensionamento de lotes ao modelo de Valério de Carvalho.

Modelo SPVC

m

minimizar Z Z scyYi + Z Z Z CUi4r 2050 + Z cofy (4.38)
i=1 t=1 i=1 t=1 r=t
sujeito a
T
szmzl i=1,....m (4.39)
r=1
t—1
szm 1—szm i=1,..met=2,...,T—1 (4.40)
r=1
T
Zzuitrgnt i=1,....me t=1,...,T (4.41)

- Z o =—f t=1,. (4.42)

(0,))eA
> zu— Y, am=01=1... W-1let=1..T (4.43)
(J,heA (Lk)eA
Y zwi=fi t=1,...T (4.44)
(F,W)eA
T
Z zh,h+wi,t:szl-trsditr i=1,....met=1,...T (4.45)
(h,htw;) €A r=t
Zjlt,ft€Z+ (],Z)EA (& t:L,T (446)
2y ER+ 1=1,....m e t,r=1,....T:r>1 (4.47)
Y, €{0,1} i=1,...om e t=1,....T (4.48)

A funcio objetivo (4.38) minimiza a soma dos custos assim como o fluxo que passa
pela rede. As restrigoes (4.39) e (4.40) definem as restrigdes de fluxo do modelo SP. O
conjunto de restrigdes (4.41) definem se existe ou nao produgao no periodo t. As restrigoes

(4.42), (4.43) e (4.44) s@o de conservagao de fluxo caracteristica do modelo de Valério de
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Carvalho. O conjunto de restrigdes (4.45) integra os dois problemas e garante que a de-
manda de todos os periodos seja atendida. Por tltimo, as restrigoes (4.46), (4.47) e (4.48)

sao os dominios das variaveis.

4.1.6 Modelo reformulado de dimensionamento de lotes integrado
ao modelo de Gilmore e Gomory (SPGG)

Assim como os modelos anteriores, este integra o modelo SP para dimensionamento
de lotes, porém agora, com o modelo de Gilmore e Gomory para o problema de corte de

estoque.

Modelo SPGG

m T m T T n T
minimizar Z Z scyYi + Z Z Z CUtr 2051y + Z Z coxj (4.49)
i=1 t=1 i=1 t=1 r=t j=1 t=1
sujeito a
T
> v, =1 i=1,2,...,m. (4.50)
r=1
t—1 T
> i =) 20 i=1,2,...m e t=2,3,....,T (4.51)
r=1 r=t
T
<Yy  i=12...met=12..T (4.52)
r=1
n T
Zaijxjt = szitrsditr i=1,2,...m e t=12,...,T. (4.53)
j=1 r=t
2 ER+ i=1,2,....m e t,r=1,2,....T:r>t (4.54)

Y,z €{0,1} i=1,2,....m, t=1,2,...,T ¢ j=1,2,...,n (4.55)

A fungao objetivo (4.49) minimiza a soma dos custos de estocagem e preparagao
provenientes do problema de dimensionamento de lotes além de minimizar a quantidade
de objetos utilizados para o corte. As restri¢oes (4.50) e (4.51) definem as restri¢oes de
fluxo e o conjunto de restrigoes (4.52) definem se existe ou nao produgao no periodo ¢ e

(4.53) integram os dois problemas, ou seja, garante que a quantidade de um determinado
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item a ser produzida determinada pelo problema de dimensionamento de lotes seja cor-
tada pelo problema de corte de estoque. Finalmente, (4.54) e (4.55) definem o dominio

das varidveis.

4.2 Meétodos de resolucao

Nesta se¢ao apresentaremos os métodos utilizados para resolver os modelos integrados.
Os modelos envolvendo KT, VC e VCecr forma resolvidos de maneira exata enquanto que
os modelos envolvendo VC e VCG forma resolvidos de forma heuristica com a relaxacao

linear das restrigoes de integralidade das variaveis.

4.2.1 Meétodos exatos

Os modelos integrados envolvendo KT e VC, ou seja, CLKT, CLVC, SPKT e SPVC
foram considerados com todos os possiveis padroes de corte e resolvidos pelo método
branch and price do pacote CPLEX. Além deste modelos, os envolvendo CLVCcr e
SPVCecr também foram resolvidos dessa forma, porém, apds os critério de resugao terem

sido aplicados.

4.2.2 Meétodo heuristicos

Os modelos CLGG e SPGG, além de CLVCG e SPVCG foram resolvidos de maneira
heuristica pelo método simplex com geragao de colunas. As heuristicas implementadas
consistem em resolver as relaxagoes lineares dos modelos citados e, posteriormente, com
a colunas 6timas para o problema linear fixadas, resolvé-se o problema com as variaveis
inteiras.

O problema mestre restrito (PMR) foi construido considerando inicialmente todos as
colunas referentes ao problema de dimensionamento de lotes além dos padroes de corte
homogéneos do problema de corte de estoque, que no caso dos modelos CLVCG e SPVCG,
sao os caminhos formados apenas por arcos que representam o mesmo item. O PMR é
resolvido pelo CPLEX (Cplex 2009) e, para cada periodo, as variaveis duais sd@o recupe-
radas. Para os modelos integrados envolvendo GG, essas variaveis duais sao associadas a

restricao de acoplamento. Ja no caso dos modelo CLVCG e SPVCG, as variaveis duais re-
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cuperadas sao associadas as restricoes de conservagao de fluxo e atendimento & demanda.

Para cada periodo, o subproblema pricing é resolvido. Para os modelos CLGG e
SPGG, esse subproblema consiste em um problema da mochila, que maximiza a con-
tribuicao dos itens, onde o custo de cada item é dado pela variavel dual associada & re-
stri¢cao de acoplamento daquele item e respeita as restrigoes (3.5) e (3.6). Para as resolucao
do subproblema (3.15)-(3.17), o custo reduzido é calculado para todo arco pertencente ao
conjunto A e com esse valor o subproblema é resolvido a fim de encontrar novos padroes
de corte que podem melhorar a solucao atual do PMR. O periodo que fornecer a melhor
(menor) solugdo para o subproblema, tera essa solugao inserida no PMR e o processo é
repetido. O processo é interrompido quando a solugao do subproblema for positiva para
todos os periodos.

Ao final deste procedimento, o problema original é resolvido com todas as colunas

geradas anteriormente e uma solucao inteira pode ser encontrada.
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Capitulo 5

Estudo computacional

Neste capitulo apresentaremos os resultados computacionais para avaliar e comparar
o desempenho dos modelos propostos no Capitulo 4. Estes experimentos foram realizados
com dados gerados aleatoriamente baseados em Poldi e Arenales (2010). Os modelos foram
escritos na sintaxe do AMPL (Fourer et al (2002)) e como solver utilizamos o CPLEX 12.1
(IBM 2009). O tempo maximo de processamento foi fixado em 600 segundos e o gap em
0,1%. Para os testes computacionais foi utilizado um computador com processador Intel
Corel i7 (3,4 GHz 3,4 GHz) com 16 GB de memoria RAM, sob a plataforma do Windows 7.

5.1 Geracao dos dados

Na literatura, encontramos o CUTGEN (Gau e Wischer 1995) que é um gerador de
dados muito usado para o problema de corte unidimensional. Porém, nao pode ser uti-
lizado nos testes que serao realizados, ja que o problema integrado requer mais parametros
que o problema de corte de estoque. Desenvolvemos um gerador em que a demanda, o
comprimento dos itens, comprimento do objeto e niimero de periodos sao como em Poldi e
Arenales (2010). Os custos de preparagao de maquina e estocagem sao gerados de maneira
aleatoria pois, estes ndo sao gerados em Poldi e Arenales (2010).

Como Poldi e Arenales (2010) estudam o problema com varios tipos de objetos em
estoque, neste trabalho, consideramos apenas o comprimento do primeiro tipo de objeto
no arquivo de dados.

Os experimentos estao divididos em 8 classes de problemas, sendo 4 classes com custo
de preparacao alto e 4 classes com custo de preparagao baixo e, para cada classe foram

gerados 20 exemplos.
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Os dados de Poldi e Arenales (2010), nos quais nos baseamos, segue a seguinte confi-

guragao:

e nimero de periodos: T=3 e 6;
e numero de tipos de itens demandados: m=10 e 20;

e comprimento dos objetos em estoque: W; € [300,1000]; (Poldi e Arenales (2010)
estudam o problema com véarios tipos de objetos e neste trabalho consideramos
apenas um tipo)

L
e comprimento dos itens demandados: w; € [0, 1TW,0,4W], onde W = Z Wi\ L, em
=1

que L é a quantidade de tipos de objetos
e demanda dos itens: d;; € [10,200] (A demanda ¢ mantida constante para todos os

exemplos de uma mesma classe)

Além destes valores, os custos co associados ao corte dos objetos foi fixado igual a 1.

Para gerar os custos de estocagem e preparacao de maquinas, inicialmente, nos baseamos
em Trigeiro et al (1989) que geram custos de estocagem no intervalo [1,5] e consideram
dois intervalos para gerar os custos de preparacao de méquina, [100,500] e [200, 1000],
gerando assim, classes com custo de preparacao baixo e alto. Porém, como os custos do
problema integrado favorecem a reducgao da perda e, consequentemente o aumento de es-
toque e redugao de preparagoes, os custos dos dados de Trigeiro et al (1989) (que sao para
o problema de dimensionamento de lotes) fizeram com que ocorresse produgao apenas no
primeiro periodo, para uma grande quantidade de exemplos.

Por causa disso, apos alguns testes computacionais, alteramos os intervalos de gera-
¢ao de custo de preparacao de méquina e mantivemos o intervalo de geracao de custo de

estoque.

e custo de estocagem: hcy € [1,5];

e custo de preparagao: sc; € [50,200] (para as classes com custos de preparagao

baixo);

e custo de preparagao:sc; € [100,400] (para as classes com custos de preparacao alto);

Dessa forma, os parametros que definem as 8 classes sao dados na Tabela 3
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Classes | Periodos (t) | Itens (m) | Custo de Preparacao
Classe 1 3 10 Alto
Classe 2 3 20 Alto
Classe 3 3 10 Baixo
Classe 4 3 20 Baixo
Classe 5 6 10 Alto
Classe 6 6 20 Alto
Classe 7 6 10 Baixo
Classe 8 6 20 Baixo

Tabela 3: Definicao das classes de exemplos

Como ja foi dito anteriormente, para o modelo KT, é necessario um limitante supe-
rior (K) para a quantidade de objetos. Foram realizados testes computacionais, para o
problema de corte de estoque KT, com K igual & solucao 6tima fornecida por VC, bem
como, para K igual a multiplos desse valor 6timo. Apods estes testes, o valor de K para
os modelos integrados CLKT e SPKT foi fixado igual ao triplo da solugao fornecida por
CLVC.

5.2 Resultados computacionais

Nesta se¢ao, vamos apresentar os resultados computacionais obtidos ao resolvermos
os modelos integrados apresentados no Capitulo 4. Inicialmente, vamos analisar os resul-
tados dos métodos exatos e compara-los, considerando o gap, nimero de nds na arvore
branch and bound, limitantes superiores e inferiores além do tempo computacional para
resolver a relaxacao linear e o problema inteiro. Deve-se observar que em varios casos,
devido a limitacao do tempo computacional, uma solucao aproximada é apresentada e
nao a solucao otima. Apresentaremos também os mesmos resultados para os modelos
envolvendo Valério de Carvalho, porém apods aplicarmos os Critérios de Reducao 1 e 2
(VCer). Observa-se que nao aplicamos o critério 3, pois este evita a produgao em excesso,
porém, nos nossos modelos integrados, consideramos restrigoes de igualdade, fazendo
desnecessaria a aplicacao deste critério.

Mais adiante, apresentamos os resultados para os modelos resolvidos de forma heuris-
ticos e vamos considerar o valor da relaxacao linear, o nimero de iteragoes simplex, o valor

da solugao arredondada e o ntimero de nos branch and bound necessarios para encontrar
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essa solucao.
Para tais comparagoes, apresentamos os resultados computacionais obtidos em tabelas

contendo a média de cada classe e a média final.

5.2.1 Modelos exatos

Neste topico, realizaremos o estudo computacional dos modelos CLKT, CLVC, CLVCer,
SPKT, SPVC e SPVCecr. Para alguns exemplos resolvidos por esses modelos, o CPLEX
nao conseguiu provar a otimalidade utilizando a memoéria disponivel, porém uma solucao
inteira foi fornecida. Por isso, mesmo os exemplos com estouro de memoria serao con-
siderados nos resultados. A quantidade de exemplos, a média dos ntimeros de nos da
arvores branch and bound e a média do tempo computacional dos exemplos com estouro
de memoéria em cada classe e para cada modelo sao mostrados na tabelas 4, 5 e 6, respec-

tivamente.

Tabela 4: Quantidade de exemplos com estouro de memoria - Métodos Exatos
Classes \ CLKT \ CLVC \ CLVCecr \ SPKT \ SPVC \ SPVCecr ‘

Classel 5 0 0 8 0 0
Classe2 0 0 0 0 0 0
Classe3 15 0 0 18 0 0
Classe4 8 0 0 5 0 0
Classeb 17 0 0 18 0 0
Classe6 20 0 0 19 0 0
Classe7 19 0 0 19 1 0
Classe8 20 0 0 19 5 0

Os exemplos das classes 6 e 8 (maiores classes), estouraram a memoria apos pesquisar

poucos noés e no caso do modelo SPKT, no no raiz.



5.2 Resultados computacionais

65

Tabela 5: Nimero de nés médios considerando exemplos com estouro de memoria

Classes | CLKT | SPKT | SPVC |
Classel 42.830 | 59.571,43 -
Classe2 - - -
Classe3 | 56.687.,5 54.700 -
Classe4 | 12.892,89 15880 -
Classeb | 6.988,75 | 11.513,64 -
Classe6 201,03 181,82 -
Classe7 | 7.333,33 8126,04 | 15.000
Classe8 176,94 0| 20.000

Tabela 6: Tempo computacional (segundos) médio considerando exemplos com estouro

de memoria

Classes | CLKT | SPKT | SPVC
Classel | 429,29 | 352,51 -
Classe2 - - -
Classe3 | 365,29 | 392,52 -
Classe4 | 402,95 | 522,21 -
Classeb | 269,42 | 333,81 -
Classe6 86,87 | 112,24 -
Classe7 | 297,64 | 297,54 | 335,37
Classe8 | 106,09 87,38 | 388,92

Os modelos envolvendo KT apresentam problemas com estouro de memoria. Acredi-

tamos que isso ocorre devido ao grande nimero de variaveis no modelo (em parte, prove-
nientes do limitante superior para a quantidade de objetos disponiveis) e da qualidade
ruim dos limitantes inferiores obtidos pela relaxacao linear do modelo.

Para facilitar as comparagoes entre as formulagoes, apresenta-se na Tabela 7 o nimero
de variaveis e restricoes de cada modelo, para um exemplo com 6 periodos, 20 itens,
comprimento do objeto igual a 992 e limitante superior para a quantidade de objetos

necessarios igual a 2430.
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Modelos | Restricoes | Variaveis
CLKT 14.940 306.540
CLVC 6.318 103.710
CLVCecr 6.318 18.204
SPKT 14.940 306.720
SPVC 6.318 103.890
SPVCcr 6.318 18.384

Tabela 7: Dimensao dos modelos para um exemplo

Limitantes inferiores: relaxacgao linear

Comparamos os limitantes inferiores, obtidos ao resolver a relaxacao linear dos mo-
delos resolvidos de forma exata. A Tabela 8 apresenta os resultados computacionais para
tais modelos e a Figura 16 apresenta o desvio padrao médio de cada classe para cada
modelo. Como esperado, em todas as classes, o modelo CLKT apresentou limitantes
inferiores piores que CLVC. O mesmo acontece quando comparamos SPVC com SPKT.
Porém, se fixarmos o modelo de corte de estoque KT, para efeito de comparacao, podemos
observar que o modelo integrado utilizando a reformulagao para o problema de dimen-
sionamento de lotes apresenta melhores limitantes inferiores para a grande maioria das
classes. O modelo CLVC apresenta melhores limitantes inferiores para a todas as classes
quando comparamos com CLVC, o que faz com que as média final do modelo CLVC seja
13,17% melhor que CLVC. Observa-se uma grande vantagem dos modelos envolvendo a
reformulagao SP para as classes com 6 periodos. Os critérios de redu¢ao melhoraram
suavemente o limitante inferior, confirmando a equagao 3.14.

Observa-se na Figura 16, que ha um aumento no desvio padrao das classes com 6 perio-
dos, sendo que o maior valor ocorre na classe 7 para o modelo SPKT. Além disso, para

todos os modelos, os valores de desvio padrao sao proximos para as classes com 3 periodos.

Tempo computacional: né raiz

O tempo computacional para resolver a relaxac¢do linear no né raiz (incluindo os
cortes) em cada modelo é comparado, as médias sao apresentadas na Tabela 9 e o desvio
padrao na Figura 17. Em todas as classes, o modelo CLKT encontrou o valor da relaxagao
linear mais rapido que CLVC, porém demorou mais que o modelo SPKT. Se olharmos
para os modelos CLVC e SPVC, o ultimo resolveu a relaxagao linear mais rapido em todas

as classes. Acreditamos que isso ocorreu devido ao fato do modelo SP apresentar uma
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Tabela 8: Limitantes Inferiores

[Classes | CLKT | CLVC [CLVCer | SPKT| SPVC [SPVCer |
Classel | 445454 | 4.452,60 | 4.457,23 | 4.454,54 | 4.457,10 | 4.455,73
Classe2 | 9.824,38 | 9.827,01 | 9.827,17 | 9.856,35 | 9.852,16 | 9.858,72
Classe3 | 2.703,64 | 270588 | 2.706,47 | 2.730,80 | 2.732,97 | 2.733,41
Classed | 5.764,20 | 576529 | 5.765,54 | 5.920,20 | 5.921,72 | 5.921,98
Classe5 | 7.657.96 | 7.668,77 | 7.669,23 | 9.145.40 | 9.158,82 | 9.159,15
Classe6 | 14.376,22 | 14.384,89 | 14.385,35 | 16.000,98 | 16.999,22 | 16.999,55
Classe7 | 4.21321 | 421499 | 4.215,32 | 5.072,79 | 5.767.96 | 5.781,86
Classe8 | 8.214.21 | 821560 | 8.215,88 | 9.866,04 | 11.022,63 | 11.023,03

| Meédia | 7.151,06 [ 7.154,38 | 7.155,27 | 7.880,90 | 8.239,07 | 8.241,68 |
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Figura 16: Desvio padrao - Limitante inferior

relaxagao linear mais forte que o modelo CL, sendo que, este tltimo necessita da aplicacao
de varios cortes para fortalecer a relaxacao linear.

Por causa da reducao da quantidade de variaveis, os modelos CLVCcr e SPVCecr
encontraram o limitante inferior em um tempo consideravelmente menor que os respectivos
modelos sem critério de reducao, sendo que SPVCecr foi mais rapido neste quesito.

Para todas as classes, o desvio padrao (Figura 17 ) é maior para o modelo CLVC. O
desvio padrao do modelo SPVCecr nao ultrapassou 0,2 segundos para todas as classes e

de CLVCecr nao ultrapassou 0,8 segundos.
Limitantes superiores

As médias dos valores das funcoes objetivos para cada classe e cada modelo, assim
como a média geral das classes se encontram na Tabela 10 e o desvio padrao na Figura
18. Os modelos modelos envolvendo VC melhora os valores dos limitantes superiores em
torno de 1,1% em relacao aos modelos integrados envolvendo KT. Dos modelos CLKT

e SPKT, o ultimo mostrou-se um pouco melhor. Dos modelos envolvendo VC e VCecr,
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Tabela 9: Tempo Computacional para resolver a Relaxacao Linear
Classes | CLKT | CLVC | CLVCecr | SPKT | SPVC | SPVCer |

Classel | 0,08] 047 003] 005] 019 0,02
Classe2 | 0,63 | 242 019 | 015| 1,10 0,09
Classe3 | 0,12 0,51 004 | 004| 021 0,02
Classe4 | 1,05 | 2,70 019 | 017 | 1,08 0,10
Classeb 0,92 3,13 0,15 0,21 0,81 0,05
Classe6 2,43 7,18 0,63 1,43 1,90 0,21
Classe7 | 1,00 293 0,13| 056 | 0,90 0,06
Classe8 | 293 | 6,52 061 1,56 | 240 0,22
| Média| 1,14] 323] 025] 052] 1,07 0,10
7.00
5,00 —
[T
1.00

Figura 17: Desvio padrao - Tempo computacional para resolver a relaxagao linear

pode-se dizer que todos os modelos apresentaram solugoes equivalentes.

O modelo SPVC nao encontrou solugao inteira para 7 exemplos da classe 6, 11 da
classe 7 e 12 da classe 8 e por isso, esses exemplos foram retirados de todos os modelos
para efeito de comparagcao.

Nota-se na Figura 18, que o desvio padrao aumenta nas classe com 6 periodos. Porém,
os valores da classe 6 para os modelos CLKT e SPKT estao mais dispersos. A maior
variagao em torno da média ocorre para o modelo CLKT na classe 5. Os valores das

classes 1, 2, 3, 4, 7 e 8 mostram-se bem préximos das média para todos os modelos.
GAP e nimero de solugoes 6timas

O gap exibido é fornecido pelo pacote CPLEX, e é calculado da seguinte forma:
gap = |LS — LI|/(e7 ' + |LS|), em que LS e LI sao, respectivamente, os valores dos
limitantes superiores e inferiores. A Tabela 11 apresenta o gap médio, em porcentagem,
de cada classe e a média geral de cada modelo.

Em consequéncia dos resultados dos limitantes inferiores e superiores, o gap dos mo-



5.2 Resultados computacionais

Tabela 10: Limitantes Superiores

| Classes | CLKT | CLVC |CLVCcr| SPKT| SPVC |SPVCer |
Classel | 445995 [ 4.458,10 | 4.458,40 [ 4.459,85 | 4.458,30 | 4.458,55
Classe2 | 9.865,90 | 9.861,75 | 9.862,80 | 9.866,25 | 9.862,40 | 9.861,20
Classe3 | 2.736,05 | 2.734,65 | 2.735,00 | 2.736,85 | 2.734,55 | 2.734,90
Classe4 | 5.929,60 | 5.929,05 | 5.924,60 | 5929,95 | 5.924,50 | 5.925,10
Classeb | 8.697,95 | 9.172,89 | 9.172,58 | 9.176,32 | 9.172,05 | 9.173,47
Classe6 | 17.727,08 | 16.859,77 | 16.846,38 | 17.493,23 | 16.845,92 | 16.845,69
Classe7 | 5.772,44 | 5.76544 | 5.765,56 | 5.772,44 | 5.764,56 | 5.765,00
Classe8 | 10.800,38 | 10.544,38 | 10.546,75 | 10.784,25 | 10.546,75 | 10.542,38

| Meédia | 8.248,67 | 8.165,75 | 8.164,01 | 8.277,39 | 8.163,63 | 8.163,29 |
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Figura 18: Desvio padrao - Limitante superior

delos envolvendo o modelo K'T' para o problema de corte sao maiores quando comparados
aqueles envolvendo VC. Nota-se que os modelos CLKT e SPKT apresentam dificuldade
em resolver as classes de problemas com 6 periodos, principalmente as classes com 20 itens.
A alteracao do modelo para o problema dimensionamento de lotes ndao produz diferencas
significativas, pois os modelos envolvendo SP produzem melhores limitantes inferiores e
os modelos envolvendo CL produzem melhores limitantes superiores.

A coluna SO da Tabela 11 representa a quantidade de exemplos de cada classe que o
CPLEX provou a otimalidade. Como observado anteriormente, como um dos critérios de
parada foi fixado um valor para o gap de 0,1%, por isso, a otimalidade de alguns exemplos
foi provada dentro do MIP gap, o que justifica a diferenga dos limitantes superiores e dos
gaps entre aqueles exemplares em que foi provada a otimalidade. Podemos perceber que,
mais uma vez, os modelos integrados envolvendo VC apresenta vantagem significativa

sobre aqueles envolvendo KT.
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Tabela 11: GAP e ntmero de solugoes 6timas

CLKT CLVC CLVCcr SPKT SPVC SPVCecr
Classes | Gap SO | Gap SO | Gap SO | Gap SO | Gap SO | Gap SO
Classel | 0,10 12| 0,02 20| 0,02 20| 0,10 12| 0,03 20| 0,03 20
Classe2 | 0,10 14| 0,03 20| 0,04 20| 0,09 11| 0,04 20| 0,02 20
Classe3 | 0,16 11005 20| 0,05 20| 0,17 0| 0,06 20| 0,06 20
Classe4 | 0,23 0| 0,04 20| 0,04 20| 0,16 0] 0,06 20| 0,06 20
Classeb | 0,25 21 0,04 20| 0,06 20| 0,24 1] 004 20| 0,06 20
Classe6 | 6,91 0] 0,13 20| 0,04 20| 5,00 0| 0,06 20| 0,06 20
Classe7 | 0,49 0] 0,06 20| 0,04 20| 049 0| 0,06 18] 0,04 20
Classe8 | 5,35 0] 0,06 20| 0,06 20| 3,73 0| 0,03 16| 0,06 20
| Media | 1,70 | 0,05 | 0,04 | 1,25 | 0,04 | 0,04

Tempo computacional

O tempo computacional médio utilizado em cada modelo para resolver o problema

encontra-se na Tabela 12. Podemos observar que, quando utilizamos o modelo CL para o

problema de dimensionamento de lotes, o modelo CLVC apresenta tempos computacionais

76% melhores que CLKT. O mesmo acontece quando comparamos os modelos SPKT e

SPVC, sendo que neste caso, a média geral de SPVC é 70% melhor que SPKT. Ja com

respeito aos modelos CLVC e SPVC, para as classes com 3 periodos, o tempo computa-

cional para os dois modelos nao altera muito, porém para as classes com 6 periodos, a

diferenca ¢ mais significativa.

Como esperado, quando aplicamos critérios de reducao no modelo CLVC e SPVC, o

tempo para a resolucao do problema apresentam reducoes de 85% e 90% respectivamente.

Tabela 12: Tempo Computacional

Classes | CLKT | CLVC | CLVCecr | SPKT | SPVC | SPVCecr
Classel | 22518 | 0,95 0,09| 185,71 | 0,79 0,13
Classe2 | 381,25 | 3,94 0,46 | 474,44 | 3,19 0,34
Classe3 | 39549 | 2,22 0,17 | 401,23 | 1,69 0,19
Classed | 513,35 | 4,57 0,67 | 580,66 | 5,30 0,60
Classe5 | 302,76 | 37,53 2,16 | 346,37 | 20,57 1,33
Classe6 | 71,51 | 112,31 30,98 | 126,36 | 188,68 19,83
Classe7 | 311,99 | 90,05 341 | 350,72 | 163,93 5,10
Classe8 | 83,83 | 87,30 12,64 | 98,30 | 386,03 44,99
Meédia | 285,67 | 42,36 6,32 | 32047 | 96,33 9,07
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5.2.2 Modelos heuristicos

Apresentaremos nesta secao, os resultados computacionais obtidos ao resolvermos os
modelos CLGG, CLVCG, SPGG e SPVCG utilizando o método simplex com geracao de
colunas. Para cada modelo, apresentaremos o valor da relaxacao linear e o niimero de
iteragoes dual simplex.

A Tabela 13 apresentam a quantidade de exemplares que tiveram estouro de memoria,
durante o processo de arredondamento para encontrar uma solucao inteira. O modelo
SPGG nao encontrou soluc¢ao inteira para um exemplo da classe 1, um exemplo da classe
3 e trés exemplos da Classe 5, por causa de infactibilidade. Pelo mesmo motivo, o modelo
SPVCG nao encontrou solucao inteira para um exemplo da Classe 1 e um exemplo da

Classe 2.

Tabela 13: Quantidade de exemplos com estouro de memoéria - Métodos heuristicos
| | CLGG | CLVCG | SPGG | SPVCG |

Classel 0 0 5 1
Classe?2 0 0 0 3
Classe3 0 0 15 15
Classe4 0 4 13 18
Classeb 1 4 7 12
Classe6 4 13 16 16
Classe7 8 12 19 19
Classe8 16 19 20 20

Podemos observar que as maiores ocorréncias de estouros de memoria estao nas classes
mais altas, que geram os modelos maiores. Tais estouros de memoria ocorreram apoés a
solugao da relaxacao linear, por isso, apesar de nao obtermos o valor da solugao inteira,
o valor do limitante inferior foi fornecido.

A Tabela 14 apresentam os valores médios analisados para cada modelo e cada classe.
O limitante inferior é a solucao 6tima do problema linear e o nimero de iteragoes dual
simplex é a quantidade de iteragoes que o CPLEX utilizou para encontrar a relaxagao

linear.
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Como foi visto no Capitulo 3, os modelos VCG e GG sao equivalentes e por isso
fornecem o mesmo limitante inferior, como pode ser observado na Tabela 14, os modelos
CLGG e CLVCG, assim como os modelos SPGG e SPVCG, possuem a mesma solugao
para a relaxacao linear do problema. Também podemos concluir que a relaxacao linear
da reformulagao para o problema de dimensionamento de lotes é mais forte que a relaxa-
¢ao linear do modelo cléssico, ja que os modelos SPGG e SPVCG apresentam limitantes
inferiores 33,97% mais altos se comparados com CLGG e CLVCG.

Muitos dos exemplares nao obtiveram solucoes inteiras, seja por estouros de memoria
(Tabela 13) ou pelo fato de as colunas 6timas para o problema linear serem infactiveis
para o problema inteiro. Apenas alguns exemplos das Classes 1, 2 e 3 foram resolvidos
por todos os modelos. Para tais exemplos, os modelos integrados envolvendo VCG apre-
sentaram melhores limitantes superiores que os modelos envolvendo GG. Além disso, a
reformulagao para o problema de dimensionamento de lotes também melhora o valor do
limitante superior. Assim, o modelo SPVCG apresentou melhores solugoes para o proble-
ma integrado. Com relagao ao ntimero de nés pesquisados na arvore branch and bound,
observa-se que os modelos CLGG e CLVCG pesquisam uma quantidade menor de nds que
os modelos SPGG e SPVCG.
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Capitulo 6

Conclusoes e propostas futuras

No presente trabalho realizamos um estudo de modelos matematicos, encontrados na
literatura, para os problemas integrados de dimensionamento de lotes e corte de estoque
unidimensional. Para o problema de dimensionamento de lotes, estudamos o modelo clés-
sico e uma reformulacao baseada na propriedade do caminho minimo, ji para o problema
de corte de estoque, estudamos os modelos de Kantorovich (1939), Gilmore e Gomory
(1961, 1963) e Valério de Carvalho (1999, 2002), sendo que este ultimo foi mostrado com
mais detalhes ja que nao encontramos na literatura modelos integrados utilizando este
modelo.

Apresentamos diferentes combinac¢oes de modelos para o problema integrado de di-
mensionamento de lotes e corte de estoque, sendo que alguns modelos foram resolvidos
com um método exato (porém com limita¢do no tempo de resolugdo) e outros com um
método heuristico. Tais modelos foram implementados em uma linguagem de modelagem
e resolvidos com um pacote de otimizacao. Foi realizada uma anélise computacional com
o intuito de comparar as diferentes formulagoes.

Para os métodos exatos, podemos concluir que os modelos integrados envolvendo a
formulacao de Valério de Carvalho, apresentam melhores resultados quando comparados
aos seus respectivos modelos envolvendo a formulagao de Kantorovich.

Com relacao ao valor da relaxacao linear, os modelos envolvendo a reformulagao para
o problema de dimensionamento de lotes, apresentam limitantes inferiores consideravel-
mente mais fortes do que os modelos envolvendo o modelo cléssico.

Quando critérios de redugao sao aplicados aos modelos integrados envolvendo a for-
mulacao de Valério de Carvalho, o gap tem uma pequena reducao. Porém, a diferencga
mais significativa dos modelos com e sem critério de redugao, é o tempo computacional

que é significativamente mais baixo quando aplicamos tais critérios.
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A solugao dos métodos heuristicos nos mostraram que, apesar da relaxacao linear ser
a mesma, o modelo de Valério de Carvalho contribuiu para que os modelos integrados
fornecessem limitantes superiores suavemente melhores quando comparamos aos modelos
integrados envolvendo Gilmore e Gomory. Além disto, concluimos que os modelos inte-
grados envolvendo a reformulacao como problema de caminho minimo fornecem melhores
limitantes inferiores e superiores que os modelos classicos de dimensionamento de lotes.

Deve-se observar que, de forma geral, o pacote computacional utilizado teve dificul-
dades em encontrar uma solugao inteira utilizando apenas as colunas oriundas da resolucao
da relaxagao linear do problema. Como trabalhos futuros, estes métodos devem ser re-
vistos e possiveis testes com os parametros do pacote computacional poderao ser feitos.
Além de aplicarmos os critérios de reducao nos modelos envolvendo Valério de Carvalho,
alguns outros critérios podem ser aliados ao método simplex com geracao de colunas para
resolver as relaxagoes lineares dos modelos integrados.

E conhecido que o limitante superior para a quantidade de objetos interfere bastante
no modelo de Kantorovich, ja que se esse valor for pequeno, o problema pode se tornar in-
factivel e se for muito grande, o modelo também cresce bastante e assim, pode ser invidvel
resolvé-lo. Por isso, realizar novos testes computacionais para os modelos integrados en-
volvendo Kantorovich para diferentes comprimentos de objeto ¢ um ponto importante e
interessante para ser desenvolvido em pesquisa futuras.

Os modelos integrados apresentados sao extensoes do problema de corte de estoque
unidimensional multiperiodo, por isso, pode ser interessante considerar os modelos para
esse problema em trabalhos futuros.

Novos testes, com dados que representam exemplos maiores, devem ser realizados para
testar a capacidade dos métodos exatos em resolver o problema. Outro tema interessante
para ser explorado em trabalhos futuros é considerarmos a composicao final das pecas, ou
seja, produzir os itens que fazem parte de um produto final e entao, compor o produto
demandado. Para o problema de dimensionamento de lotes, podem-se considerar variaveis

de atraso e restricoes de capacidade.
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