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Resumo

Uma substituigado é uma aplicacdo de um conjunto finito 4 (alfabeto) ao
conjunto das palavras finitas sobre A. Neste trabalho, estudaremos propriedades
topoldgicas e métricas dos sistemas dinamicos associados a substituicoes. Em par-
ticular, mostraremos que, para uma classe de substituicoes, o sistema dinamico

associado é minimal e ergddico.

Palavras chave: Substitui¢oes, Minimalidade, Ergodicidade.



Abstract

A substitution is a map from a finite set A (alphabet) to the set of finite words
whose letters belong to A. In this work, we study some topological and metrical
properties of the dynamical system associated to a substitution. In particular, we
prove that for a class of substitutions, the associated dynamical system is minimal

and ergodic.

Key words: Substitutions, Minimality, Ergodicity.



Introducao

A teoria dos sistemas dinamicos comecou com o estudo do comportamento dos
planetas. Desde entao houve um grande avango desta teoria. FEla foi usada em
outras areas como Quimica, Economia, Telecomunicagoes entre outras.

Um sistema dinamico é um par (X,7) onde X é o espaco dos estados e
T : X — X é uma transformacao que leva um estado a um outro estado seguindo
uma lei de evolugao (tempo).

Uma maneira de obter sistemas dinamicos simples e interessantes ¢é discreti-
zando o tempo e o espaco de estados (exemplo: tempo = IN e X = AN onde A 6
um conjunto finito). Estes sistemas sdo chamados sistemas dindmicos simbdélicos.
O interessante destes sistemas é que eles tém aplicagoes significantes nas telecomu-
nicagoes e envolvem varias areas da matematica como a teoria dos niimeros, teoria
ergddica, dinamica complexa entre outras.

Uma classe importante dos sistemas dinamicos simbdlicos é a chamada classe
dos sistemas dinamicos substitutivos. Uma substituicao é uma aplicacao de um
conjunto finito A (alfabeto) ao conjunto das palavras finitas escritas com o alfabeto
A. Exemplo: A ={a,b},0:a+ ab, b+ a.

Dada uma substituicao o sobre um alfabeto A, podemos estender o a AN (o
conjunto das palavras infinitas sobre A) por concatenagao:

olay-an ) =o(a) - olay) -, Yay, - ap, c AN

Uma boa propriedade das substituicoes é que elas tém pontos periddicos, isto é,
existem k € IN e u € AN tais que o®(u) = u.

Definimos um sistema dinamico associado a o como um par (£2,.5) onde S é

10
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a aplicacao deslocamento (shift) e Q = {S™(u), n € IN} é o fecho (com respeito a
topologia produto das topologias discretas sobre A) da 6rbita de u por S onde u é
um ponto periddico da substituicao o.

A teoria dos sistemas dinamicos substitutivos comecou com A. Hedlund e M.
Morse [9]. Eles foram os primeiros a falarem de substituigdo. Usaram seqiiéncias
infinitas de simbolos associadas a uma substitui¢ao (chamada substituigao de Morse-
Hedlund) para investigar as geodésicas sobre superficies com curvatura negativa.
Desde entao esta teoria comecou a se desenvolver e foi ligada a varios tépicos em
diversas areas da matematica, tais como teoria dos sistemas dinamicos, fractais,
azulejamento do plano, automorfismos hiperbélicos do toro, fragoes continuas mul-
tidimensionais, aproximacoes diofantinas, permutacoes de intervalos e sistemas de
numeragoes em base complexa. Para uma resenha sobre estes tépicos ver [1], [2],
[4], [10], [11], [15], [16], [5].

As substituicoes foram usadas em outras areas como a Quimica, Fisica Tedrica,
Genoma, etc. Por exemplo, na fisica tedrica elas foram usadas devido ao fato das
seqiiéncias definidas pelas substitui¢coes fornecerem um 6timo modelo unidimensi-
onal dos quase cristais. Particularmente alguns fisicos estudaram as propriedades
de operador de Shrodinger discreto com o potencial dado pelas substituigdes [5].
Atualmente, ha varios grupos trabalhando em sistemas dinamicos simbélicos subs-
titutivos, principalmente na Franca, Estados Unidos, Russia e Japao.

As substituigoes que consideraremos neste trabalho sao as chamadas substituicoes
primitivas (existe k € IN tal que para todo a,b € A, a letra a aparece na palavra
o®(b)). A vantagem de uma substitui¢ao primitiva é que o sistema dinamico associ-
ado nao depende do ponto periédico, além do mais ele é minimal, de entropia nula
e unicamente ergodico.

Neste trabalho estudaremos propriedades topolégicas e dinamicas dos sistemas
dinamicos associados a substituicoes. Em particular, mostraremos que se a subs-
tituicao é primitiva, entao o sistema dinamico é minimal, ergddico e unicamente
ergddico.

O trabalho ¢ dividido em trés capitulos e um apéndice. No primeiro capitulo
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definimos os sistemas dinamicos de acordo com as caracteristicas do espaco X, por
exemplo, sistema dinamico topoldgico ou mensuravel, e também definimos ergodi-
cidade e unicidade ergddica, para posteriormente mostrarmos as vantagens destes
conceitos, através de dois teoremas, dentre eles, o teorema de Poincaré. Para mos-
trarmos estes teoremas, utilizamos alguns resultados de teoria da medida e enunci-
amos o Teorema Ergddico de Birkhoff. Ao final do capitulo, demos um exemplo de
sistema dinamico minimal e ergddico.

No segundo capitulo, definimos sistemas dinamicos simbdlicos e para isso, de-
finimos o conjunto das palavras infinitas AY, linguagens, cilindros, uma métrica
para este conjunto AN e a aplicacio deslocamento (shift), com o intuito de es-
tudar propriedades topoldgicas dos sistemas dinamicos simbdlicos. Abordamos as
substituicoes e alguns resultados relacionados a elas.

No terceiro capitulo, definimos primitividade de uma substituicao e matriz da
substituicao, para iniciar o estudo da ergodicidade. Finalmente, demonstramos que
dada uma substituicao primitiva, o sistema dinamico associado a ela é minimal e
unicamente ergodico.

O apéndice traz a prova do Teorema de Perron Frobenius, muito 1til no terceiro

capitulo para a prova da ergodicidade e da unicidade ergddica.



Capitulo 1

Sistemas Dinamicos

Neste capitulo veremos algumas defini¢oes e resultados necessarios ao estudo dos

sistemas dinamicos, como a minimalidade, a ergodicidade e a unicidade ergddica.

Um Sistema Dinamico é um par (X,7T) onde X é um conjunto nao vazio e
T : X — X é uma aplicacao. Se X for um espaco topoldgico e T' uma aplicacao
continua, dizemos que (X,7) é um Sistema Dinamico Topoldgico. Se X é
munido de uma o-dlgebra e T : X — X é mensurdvel, dizemos que (X,7) é um
Sistema Dinamico Mensuravel.

Dado z € X, chamamos de orbita de x sobre T" o conjunto definido por
O(x) = {T™(z); n € N} onde T%(z) = z, T"(x) = T(T" '(x)), Vn > 1.

Um dos objetivos dos sistemas dinamicos é o estudo do comportamento das

orbitas.
Exemplo 1.0.1 : Rotagao no circulo

Seja S' ={2 € C;|z| =1} , 0 €[0,2n[. Tome Ry(z) = ze®.

(S, Ry) é um sistema dinamico topolégico e mensurdvel.

Um subconjunto £ C X é dito T-invariante se T(E) C E. Dizemos que o
sistema topoldgico (X, T') é minimal se os tinicos conjuntos T-invariantes fechados
sao X e ().

A importancia da minimalidade vem do seguinte teorema:
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Teorema 1.0.1 : O sistema (X,T) € minimal se, e somente se, O(x) € densa em

X, para todo x € X.

Demonstragao: Suponhamos que o sistema (X, 7") é minimal. Temos
T(O(z)) = {T""(x);n € N} C O(x)

logo, o fecho de T(O(z)) em X estd contido no fecho de O(z) em X, isto é,
T(O(z)) € O(x). Como T é continua, temos que T(O(x)) C T(O(z)) C O(x).

Assim, O(z) = X

Vamos mostrar a implicacao reciproca. Suponhamos que existe £ & X tal que
E é T-invariante, fechado e F # (). Sejam x € F ey € X \ E. Como T(F) C FE,
entdao O(z) C E. Assim, (X \ E)NO(z) = 0. Como E é fechado, X \ E é aberto.

Como y € X \ E, y ndo esta em O(z). Portanto, a érbita de x ndo é densa.

O

Seja (X, T) um sistema dindmico mensurdvel e p uma medida sobre X. Dize-
mos que u ¢ invariante por T se para qualquer conjunto B mensuravel, tivermos
w(T~1(B)) = u(B). Se existe uma unica medida de probabilidade invariante por
T, dizemos que o sistema é unicamente ergddico. Dizemos ainda que o sistema
(X,T), munido de uma medida de probabilidade x invariante é ergédico se, para
todo B mensurdvel, T~'(B) = B implicar em u(B) =0 ou 1.

A vantagem de termos uma medida invariante é devido ao seguinte teorema:

Teorema 1.0.2 (Poincaré) Seja (X,T) um sistema dinamico mensurdvel e p
uma medida invariante finita. Seja E C X um conjunto mensurdvel qualquer com
u(E) > 0. Entao, p-quase todo ponto x € E tem algum iterado T™(x), n > 1, que

também estd em E.
Demonstracao: Seja Ey={z € E ; T"(z) € E para algum n € N*} e considere

Q=E\Ey={ze€F; T'(x)¢ E, Vn>1}
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Sex e XeT™z) ¢ E,entaox € T7"(E°) =T (X \ E). Assim, se x € €,

temos x € T~"(E°), para todo n € N*. Logo,
0 =En <ﬁ T”(EC)>
n=1

Portanto, 2 é mensuravel, conseqiientemente F \ 1 = E; também é men-
surdvel. Assim, ({77"(2)}) é uma seqiiéncia de conjuntos mensuraveis tal que
w(2) = w(T7(Q)), para todo n € N*. Além disso, os conjuntos 7~"(2) sao dois a
dois disjuntos. De fato, se existissem y € X, r;s € N* tais quey € T"(Q)NT (),
entao 17 (y) € Q e T%(y) € Q. Logo, T"(T"(y)) ¢ E, para ¥Yn > 1. Podemos supor
sem perda de generalidade, s > r. Assim, T%(y) = T°"(T"(y)), ou seja, T"(y) € Ej,
pois T%(y) € 2 C E. Mas isto contradiz o fato de T"(y) € Q = E'\ Ej.

Portanto,

02 (U@ ) - ptr-w@) =3

Como p é finita e p(F) > 0, temos que p(2) = 0. Logo, u(Ey) = u(E), ou seja, a
menos de um conjunto de medida nula, todo ponto = de E tem algum iterado 7" (z)
em F.

O
O interesse de termos um sistema dinamico ergédico vem do seguinte teorema:

Teorema 1.0.3 : Seja (X,T) um sistema dindmico mensurdvel e p uma medida

de probabilidade invariante. Entao (X,T) é ergddico se, e somente se, para todo
conjunto A C X mensurdvel, para ji-quase todo ponto x € X,

1

lim —

n—oo 1

n—1

> xal(T(2)) = p(A)
7=0

onde x4 € a funcdao caracteristica de A em X.

Para provarmos o teorema (1.0.3), precisamos dos seguintes resultados:
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Proposicao 1.0.1 : Seja (X, T') um sistema dinamico mensurdvel e . uma medida
de probabilidade invariante. Se T € ergodica, entao para todo B mensurdvel tal
que ((T™*B A B) = 0, tem-se que u(B) = 0 ou u(B) = 1, onde T"' B AB =
=[T'BNBYU[(T~!B)*N B] € a diferenca simétrica.

Demonstragao: Seja B um conjunto mensuravel tal que u(7-'B A B) = 0.
Vamos construir um conjunto By, tal que T-(By) = Bu € i(Bsx A B) = 0.
Para cada n > 0, temos que

n—1 n—1

T™"BABcC|)T""BAT'B=|JTT"'BAB)
=0 =0

Portanto,
n—1 n—1
wW(T"B A B)<pu (U TT'B A B)) <> T (I'BAB)) =
=0 =0

n—1
=> wWT'BAB) =0
=0
Logo, para cada n > 0, temos (7" B A B) =0.
Seja

szﬁ DT—iB

n=0 i=n

ComoBAUT_iB C UBAT_iB, temos

=n 1=n

1=n

;L(BA U T_iB> §Z,u(BAT_iB):0, para cada n >0

=n
[e%S)

Como os conjuntos U T™" B decrescem em n e cada um tem medida igual a

medida de B, temos que:u(Boo A B) =0, logo 1(Bs) = p(B). Além disso,

T (Bs) =T7" (ﬁ D T B> = ﬁ D 7=+ B = ﬁ D T~ B = B,

n=0 i=n n=0 i=n n=0 i=n+1

Portanto, obtivemos um conjunto Bs, com T (B,) = By e u(Bs) = u(B).
Pela ergodicidade, 1(Bx) = 0 ou pu(Bs) = 1, logo p(B) = 0 ou p(B) = 1.
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Teorema 1.0.4 : Seja (X,T) um sistema dindmico mensurdvel, u uma medida de
probabilidade invariante e L*(p) = {f : X — C; fé mensurdvel e [, |f|*dp < oo}
As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) T € ergddica.

(i1) Se f é mensurdvel e (foT)(x) = f(x), Vx € X, entao f € constante u-quase
sempre.

(i1i) Se f é mensurdvel e (foT)(x) = f(x), p-quase sempre, entao f é constante
p-quase sempre.

(iv) Se f € L*(n) e (f o T)(z) = f(z), Vo € X, entdo [ é constante p-quase
sempre.

(v) Se f € L*(u) e (foT)(x) = f(x), p-quase sempre, entio f é constante

U-quase sempre.

Demonstracao: Trivialmente temos (iii) = (i1), (it) = (iv), (v) = (w) e
(7i1) = (v). Resta mostrar apenas (i) = (iii) e (iv) = (i). Primeiramente, va-
mos mostrar (i) = (ii7). Seja T ergddica e suponha que f é mensurdvel e foT = f,
p-quase sempre. Podemos assumir que f é uma funcao que assume valores reais,
pois se f assume valores complexos, consideramos as partes real e imaginaria sepa-

radamente. Definimos, para k € Z e n > 0,

xten) = foexs o< i@ <= (5  5)

Temos que

T70 X(k,n) & X(k,n) C{z € X5 (foT)(x) # f(a)}

pois se x € T ' X(k,n) AN X(k,n), entao z € T ' X(k,n) \ X(k,n) ou
€ X(k,n)\ T X(k,n), isto é, T(z) € X(k,n) e x ¢ X(k,n) ouz € X(k,n)e
T(z) ¢ X(k,n). Isto quer dizer que,

ou
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1 1
f)e g iat] e o ¢ |5 A
Portanto, (f o T)(z) # f(x).
Assim, u(T7! X(k,n) A X(k,n)) =0 e pela proposicao anterior, (X (k,n)) =
= 0 ou pu(X(k,n)) = 1. Para cada n fixo, U X(k,n) = X é disjunta, logo existe

kezZ
um unico k, tal que (X (k,,n)) = 1.

Seja Y = ﬂ X (kn,n). Temos que X = X(k,,n)UR,, = G,, com u(R,) = 0.

n=1

Logo,
X=()Gn=)X(knpn)UR,) C () X(kn,n) UR=Y UR
n=1 n=1

n=1

onde R = U R,. Assim,

n=1

L= p(X) <p(YUR) < p(Y) +p(R) = p(Y) <1

Portanto, u(Y) = 1.

Além disso, se x € Y, entao

k k 1
< ) < "2: Va1

Afirmamos que f é constante em Y. De fato:

Suponhamos que f nao seja constante em Y. Entao existem x,y € Y, xz # y,
tais que f(x) # f(y). Podemos supor f(z) > f(y). Entao existe ng € N tal que
f(x) = f(y) > 5. Por outro lado,

kg + 1

P < f), fl) <

9no
Dai,
Flo) — fly) < Tt = — L
o que é uma contradi¢ao. Assim, f é constante em Y, logo f é constante em p-quase
todo ponto.
Mostremos (iv) = (i). Suponha que T7!'(E) = E, E mensurdvel. Entao
xe € L*(1n) e (xgoT)(z) = xe(z), Vo € X. Logo xg é constante p-quase sempre.

Como xg =0ou xg =1, entdo u(E) = [ xpdp =0 ou pu(E) = 1.
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Teorema 1.0.5 (Teorema Ergddico de Birkhoff)(ver [17], pg 34-35)

Seja T : X — X uma transformacao mensurdvel e p uma medida de probabilidade
n—1
1 )
invariante porT'. Dado qualquer conjunto mensurdvel E C X, o lim — E xe(T7(x))
n—oo M,
Jj=0

existe em j-quase todo ponto x € X. Além disso,

e

Demonstracao: (Teorema 1.0.3)

Vamos mostrar que a fungao

n—1

1 .
— 1 —_ J
ple) = lim — E{ xa(T(x))
J=0
¢ invariante. De fato:

n—1

(p 0 7)) = lim = S a(TI(T(@) = lim = 3" (1)) =

= I 23 () Dale) (T (@)] = ()=l [xa(e)—xa(T"(@)]

Como a fungao caracteristica é limitada, o tltimo limite é igual a zero. Portanto,
(p o T)(x) = p(x). Assim, pelo teorema (1.0.4), ¢(z) é constante em p-quase todo
ponto, logo [, ¢(x) du = ¢(z) . Pelo Teorema Ergédico de Birkhoff,

o) = /X o) dj = p(A)

n—1
1 )
isto é, lim — E xa(T?(x)) = u(A), para p-quase todo ponto.
7=0

n—oo M —
Reciprocamente, se A é um conjunto mensurdvel tal que T-'(A) = A, entao
r € A se, e somente se, T7(z) € A, para todo j > 0. Isso implica que y (77 (x)) =

= xa(z), para todo j > 0. Por hipétese,
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Assim,
li X
HA) = Yo ZXA (@), Var €
Como a funcdo caracteristica s6 toma valores 0 e 1, temos p(A) = 0 ou 1.

Portanto, o sistema é ergddico.

|

6
Teorema 1.0.6 : Seja 6 € [0,27[. Se — € irracional, entao (S, Ry) é minimal e
m

ergodico.
Demonstragao: Mostremos inicialmente que o sistema (5!, Ry) é minimal. Como

T
Logo, Vz € [0, 1], existem duas seqtiéncias (ng)r>0 € (Pk)k>0, onde ngy € Ne pp € Z

no
— éirracional, entao pelo teorema de Weyl, a seqiiéncia <—> é densa em [0, 1].
mod 1

9 —00 — 00
tais que ng — + Pk ey Logo, 2n. 0 + 2mpy "X o
T

Portanto,
(20 0 +2mpy) k—*_og p2ime
e conseqiientemente,
p2ini 0 k—oo p2ime
Seja y € S'. Entao existe z € [0, 1] tal que y = €. Logo existe (ng)i>o tal

2in 0

que e — y. Assim,

{ei"® n e N} =5

Seja z € S. Entao,

{Rp(2),n e N} ={zei? neN}=z{e" neN}=2z5" =g

Portanto, (S, Ry) é minimal.
Mostremos agora a ergodicidade do sistema. Como % é irracional, entdao e™? £ 1,
para todo n € N*.

Seja a = €. Entdo a” # 1, ¥n € N*. Seja A a medida de Lebesgue sobre St e
fe L2(/\) tal que f o Ry = f. Logo, f(Ry(2)) = f(az) = f( ). Considere f( ) =
Z b,z" a série de Fourier de f. Entao f(az) = Z bpa”™z" Z b 2"

n=-—oo n=—oo n=-—oo
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Dai, b,a"z" = b,z" para cada n # 0, logo b,(a" — 1) = 0. Como a™ # 1, temos
b, =0, com n # 0. Assim, f é constante pu-quase sempre. Pelo teorema (1.0.4), Ry

é ergodica.

- 0 . 0 '
Observacgao 1.0.1 : Se — € Q, entdo teremos — = ]—?, onde p,q € N, ou seja,
T T q

2q0 = 2pm. Seja z € S*. Temos
O(z) ={z, ze ... ,zei@q_l)e}

Portanto, (S*, Ry) ndo é minimal.

Além do mais, dado f(z) = 2%, temos que
(f o Ro)(2) = 2%0. %90 = 220 2™ — 220 — f(2)

Como f ndo é constante, entio (S*, Ry) ndo é ergddico.



Capitulo 2

Sistemas Dinamicos Simbolicos e

Substituicoes

Neste capitulo estudaremos algumas propriedades dos sistemas dinamicos simbélicos

e introduziremos o conceito de substitui¢cao, com alguns exemplos e resultados.

2.1 Palavras, Linguagens e Cilindros

Sejan € Ne A= {w,...,w,} um conjunto finito. Chamamos A de alfabeto
e cada elemento w; de letra do alfabeto A.

Uma palavra finita (resp. infinita) em .4 é uma seqiiéncia finita (resp. infinita)
de letras de A. O conjunto de todas as palavras finitas (resp. infinitas) sobre A serd

denotado por A* (resp. AY).

Exemplo 2.1.1 :
A=1{12} 121e€A* ; 121111...€ AN

O comprimento de uma palavra w é o nimero de letras de w, denotado por
jw].
Dada uma palavra w = wow; ... em AY , dizemos que a palavra finita u é um

fator de w, se existir k € N tal que v = wpwi41 . .. Wipju|—1-
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A linguagem de uma palavra w em AY é o conjunto de todos os fatores de
w, sendo denotada por L(w) e, por L,(w), o conjunto de todos os seus fatores de

comprimento n, onde n € N*.

Observacao 2.1.1 : Identificamos o conjunto das palavras infinitas AN com o con-

gunto das sequéncias com termos em A.

Sejam ay, . ..,a, € A . Dizemos que o conjunto

C = lag,...,a,] = {(®i)i>0;7; = a;,V 0 < i < n} é um cilindro em A"

2.2 Distancia sobre A"
Definimos a aplicacao d : AN x AN — R, por

e~ min{i;uiivi}’ se u # v;
(u,v) —
0, seu=v

onde u = (ui)iZO ev = (Ui)iZO-
Proposicao 2.2.1 : d é métrica.

Demonstracao: Sejam z,7,z € AN. Temos que:

(7) d(z,y) > 0 e d(z,y) = 0 se, e somente se, z = y, pela prépria defini¢ao da
métrica;

(”) d(x,y) — e—min{imiFyi} — o—min{iyiATi} — d(y,x);

(7i1) Mostremos a desigualdade triangular:
o Seu £y, y=2 entio d(z, 5) + d(z,y) = d(z,y) + d(y,y) = d(z,y) > d(z, )
e Sex =y, y# 2 entdo d(z,y) = d(z,r) < d(v,2) +d(2,y)

e Sex #y, x =z entdo d(x,z) +d(z,y) =d(z,z) +d(x,y) = d(z,y) > d(z,y)
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e Sex #vy,yF# z, xF# z, considere:
no = min{i;x; £y} 5 na = min{i;x; £ 2z} 5 ne = main{iy; # 2z}
Temos entao que T, # Yng, 1080 Ty F# Zng OU Zng 7 Yny- Assim, se Tp, # 2n,
temos que ny < ng (pois ny = min{i;x; # 2;}). Se zn, # Yn, temos que
ne < ng (pois ny = min{i;y; # z}). Logo, —ny > —ng ou —ngy > —ng e
entao e < e™™ ou e ™ < e ™. Portanto, e < e 4 e "2, isto €,

d(z,y) < d(z,z)+d(z,y).
O

A partir de agora, consideraremos AN como sendo um espaco métrico com a

métrica d.
Proposicao 2.2.2 : Os cilindros sao conjuntos abertos e fechados.

Demonstracao: Considere o cilindro
C=lag, ..., an] = {(i)ien; ¥i = a;,V 0 < i <n}

com ag, . ..,a, € A. C é aberto. De fato:

Seja x € C e considere € = ein Vamos mostrar que B(x,¢) C C. Sejay € B(x,¢).

1 1
< —. Logo, min{i;x; # y;} > n. Assim,

Entao d(l’,y) < €,0u seja, m on

x; = y; para todo 0 < i < n, ou seja, yg = ag, - .., Y, = a, € portanto y € C.
C ¢é fechado. De fato:
Considere AN\ C = C¢ = {(z;)ien € AY; 2 # a; para algum i € {0,...,n}} e

ko = min{i € {0,...,n};z; # a;}. Tome € =

—t; € ¢ € C°. Vamos mostrar que

1
B(z,e) C C°. Com efeito, seja y € B(z,€). Logo d(z,y) < €, ou seja,w <
emin{i;zi £y,
1
< = Assim, min{i; x; # y;} > ko e entdo x; = y; para 0 < i < kg, em particular,
e

Tky = Yk,- Como xg, # ay,, temos que yy, # ax, € portanto y € C. Logo C¢ é aberto

e assim, C é fechado.

Proposicao 2.2.3 : Os cilindros geram a topologia 74.
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Demonstracao: Seja G um aberto nao vazio de AY. Vamos mostrar que para
todo = € G, existe um cilindro C = [ao, . ..,a,] com n € N tal que z € C C G. Seja
x € G. Como G ¢ aberto, existe r > 0 tal que B(x,r) C G. Considere p € N tal que
e ? < r. Logo, B(xz,e?) C B(x,r) C G. Seja o cilindro C = [zg,...,2,] ey # x

tal que y € C. Temos que min{i;x; # y;} > p+ 1. Logo, d(z,y) = e pr S
emin{i;zi#y;

1
< —3 < <7, ouseja, y€ B(z,r) C G. Portanto, C C G e x € C.
e e

O
Proposicao 2.2.4 : Todo aberto se escreve como uniao enumerdavel de cilindros.

Demonstracao: Seja G um aberto nao vazio de AY. Pela proposicao anterior,
para todo x € @, existe um cilindro C, tal que z € C, C G. Além do mais,

C, # C, para todo z,y € G tal que z # y. Logo, {z} C C, C G e portanto

G = U{x}c UCICG, ou seja, G = UCx.
zeG zelG zelG
Por outro lado, o conjunto dos cilindros de AN é

C = UI"’ onde I, = {[ag,...,a,], a; € A}

neN

Como [, é finito, para todo n, entao C é enumeravel. Portanto, G é uma uniao
enumeravel de cilindros.

O

Corolario 2.2.1 : A o-dlgebra gerada pelos abertos (boreleana) € igual a o-dlgebra

gerada pelos cilindros.

Demonstragao: Vamos denotar por B = {O C AY; O é aberto} e seja C o con-
junto dos cilindros em A". Seja op a o-4lgebra gerada pelos abertos e o¢ a o-algebra
gerada pelos cilindros.

Sabemos que os cilindros sao abertos, logo C C og. Mas como o¢ é a menor
o-algebra que contém C, temos o¢ C 5.

Reciprocamente, temos que O = U C;, onde O € B e C; € C. Logo, para todo

ieN
O € B, O pertence a o¢. Assim, B C o¢ e portanto og C oc.
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Proposicao 2.2.5 : A topologia induzida pela distancia d € igual a topologia pro-

duto das topologias discretas sobre A.

Demonstragao: Denotaremos por 7,4 a topologia induzida por d e por 7 a topo-
logia produto das topologias discretas sobre A.

(i) 74 C 7. De fato:

Considere o cilindro C = [ug . . . u,] que é um aberto bésico de 7.

Temos que C = {up} x ... x {u,} x Ax AXx...eportanto C € .

(ii) 7 C 74. De fato:
A=A sei>n;

SejaneNeO, = H A;, onde , um aberto bésico de
ieN A, C A, se0<i<n
T.
Seja © = xgxy ... € O,. Entdo x € C = [xg...x,] e claramente C C O,,. Logo,
On € T4-

Proposicao 2.2.6 : AN ¢ um espaco compacto.

Demonstragao: Seja (r™),>o uma seqiiéncia de elementos de AN, onde

) = (:L‘En))ie[\] para todo n € N, ou seja, (™ = xén)xgn)xg") .

Considere C, = {k € N; x(()k) =a}, a € A. Temos que N = U C,, pois dado
acA
k € N consideramos o elemento #*) da seqiiéncia (z(™), 0. Entdo existe a;, € A tal

que a:(()k) = ay, logo k € C,, C U Ca-
acA
Como A ¢ finito e U C, ¢ infinito, existe ag € A tal que C,, = {k € N ; x(()k) =

acA
= qp} ¢ infinito. Escolhemos kg € C,,.

Considere C,p, = {k € Cqy ; xgk) = b}, com b € A. Pelo mesmo argumento acima,

Cop = U Caop € portanto U Capp € infinito. Logo, existe a; € A tal que Cypo, =
be A be A

= {k € Cy : 2" = a;} 6 infinito. Escolhemos k; € Caya,. Procedendo desta

maneira, construiremos uma seqiiéncia (a;);>o tal que :U(()kO) = ay, mgkl) =ai, ...,

2 = @, para todo n € N e também uma subseqiiéncia (2,50 de (™), 50

onde cada elemento %) pertence a AN e tal que os i-ésimos primeiros termos sio
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EO) (k! k . . . , wa .
xé 2 )335 ) = agay ... a;. Assim, nhrilo(x(k")) = (a;)i>0, isto é, a subseqiiéncia
—
converge. Portanto, qualquer seqiiéncia possui subseqiiéncia convergente, ou seja,

AN ¢é compacto.

|

Observacao 2.2.1 : O fato de AY ser um espaco compacto seque também do Teo-
rema de Tychonoff, pois T4 € a topologia produto das topologias discretas sobre A e

A € compacto pela topologia discreta, pois € finito.

2.3 Deslocamento
O deslocamento (shift) é a aplicacao S : AN — AN definida por
S (a0a1a2 .. ) = a1as ...

Uma palavra w em A" é dita periédica pelo deslocamento (S-periédica) se
existir um inteiro positivo h tal que S"(w) = w.

Seja w € AN. A érbita de w sobre S é o conjunto definido por
O(w) = {S™(w) : n € N}

Proposigao 2.3.1 : O deslocamento S : AN — AN ¢ uma aplicacio sobrejetora e

continua.

Demonstracao: Sejaw = wow; ... uma palavra em AY. Considere u = wowow; . . .
outra palavra em AY. Temos que S(u) = w. Portanto, S é sobrejetora.

S ¢é continua. De fato:

Sejam ¢ = xox1... € y=1yoyi... em AV

Sex =y, entdo d(x,y) = d(S(x),S(y)) = 0. Suponhamos entdo z # y e d(z,y) =
= ¢ (D pn ¢ N. Logo, Zo... Ty = Yo.--Yn € Tpny1 F Yni1. Temos que
S(z) =x29... ¢ S(y) =y1y2...comxy...2T, =Yy ...Y,. Portanto, d(S(x),S(y)) =

= e~ ". Assim, para todo z,y € AY, d(S(x),S(y)) = e.d(x,y), logo S ¢é continua.
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Proposicao 2.3.2 : Se w € S-periddica, entdo o fecho da orbita de w pelo shift é

finito, isto €, O(w) € finito.

Demonstragao: Se w é S-periddica, entdo existe k > 0 tal que S*(w) = w, logo
O(w) = {w, S(w),...,S*(w)}, ou seja, O(w) é finita. Como num espago métrico

todo conjunto finito é fechado, entdo O(w) é fechada e assim O(w) = O(w) ¢ finito.

|

Observacao 2.3.1 : A reciproca nao € verdadeira. De fato:
Considere a palavra w = 1222.... Temos que S*(w) = 222..., para qualquer

k>0, ou seja, O(w) = {w, S(w)} que € finita e portanto O(w) € finita. No entanto,

w nao € S-periddica pois nao existe k > 0 tal que S*(w) = w.

2.4 Sistemas Dinamicos Simbodlicos

Seja 2, = O(w) o fecho da 6rbita e w pelo shift. Entao:
Proposigao 2.4.1 : S(2,) C Q.

Demonstracao: Seja z € Q,,. Entdo existe uma seqiiéncia (z;)x>0 de elementos
de O(w) tal que =z = klim z,. Como z; € O(w), para cada k > 0, entdo zp =
= S™(w), com ny € N. Assim, z = lim S™(w). Logo, S(x) = S(klim S (w)) =

k—o0

lim S™ ! (w), ou seja, S(x) € Qy e portanto S(2,) C Q.

k—o00

a

O sistema dinAmico simbélico gerado por uma palavra w € AN é o par

(R, S). Como Q, = {S*(w);n € N} é um subconjunto fechado de AN, que é

compacto, entao €2, é compacto.

2.4.1 Relagao com a rotagao no circulo

Seja (S1, Rg) onde Ry(z) = z¢. Particionamos o circulo em d arcos conexos
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Seja A = {1,...,d} e considere

f:8t — AN
T UgUiUsz ...
onde Ry(x) €A,,,, Yn € N.
Temos

So f(z) = foRy(x) Vxeds

isto quer dizer que o shift em AY é equivalente a aplicar a rotacao em S'.

Por outro lado, se f(u) = u = upujus . . ., entao

f{RG(z) , n € N}) =Q,.
Observacao 2.4.1 : A aplicacao f nao € injetora e nem sobrejetora.

Proposicao 2.4.2 : Seja v uma palavra em AN. Entao,

Q, ={we AV L(w) C L(u)}

Demonstracao: Seja w € Q,. Entdo existe uma seqiiéncia (ng)r>o tal que
w = ]}LrgoSnk(u) Logo, para todo n € N, existe k, € N tal que wy...w, =
= U, ... Ug,+n € (kn)n>0 € crescente.

Seja v = Wy ... Wy € L(w), com p,m € N. Tomando n > p + m, temos
que v = Wy... Wy, ¢ um fator de wy...w,. Como w = lim S™(u), temos que

k—o00

Wy ... Wpym ¢ um fator de u. Logo, v € L(u) e portanto L£(w) C L(u). Donde,
Q. c{we AV L(w) C L(u)}

Agora seja w € AY tal que L(w) C L(u). Como wp...w, € L(w), entdo
para todo n € N existe p, € N tal que wy ... w, = up,Up,., - .- Up, . Sabemos que
SPr(u) = up,Up, ..., logo para todo n € N existe uma seqliéncia
(Pn)n>0 € N tal que SP*(u) coincide com w em wy . .. w,, ou seja, w = T}erolo SP(u),
pois d(SP"(u),w) < e~ Como (SP"(u)),>o é uma seqiiéncia de elementos de

O(u), temos que w € O(u) = §,. O
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Seja w™ uma seqiiéncia de elementos de A* e sejam x € A, w € AN. Dizemos
que w™ converge para w, e denotamos por lim w™ = w, se a seqiiéncia (w™) =
n—oo

=w™zzz ... de elementos de AN converge para w, com respeito a distancia d.
Exemplo 2.4.1 : w™ =u; ... uy, = 1212...12 converge para w = 121212 . ..

Observacao 2.4.2 : Podemos definir A como o conjunto das palavras bi-infinitas
sobre A, isto €, (T;)icz = ...T_2T_1.ToT1X2.... Da mesma maneira, podemos
definir uma métrica d : AZ x AL — R por:

—min{neN; ur_,, 1FV—n.n .

e { [—n,n Y] vl}, se u # v;

(u,v) —
0, seu="v

onde U_pp € 0 cilindro [u_p ... u_1.ug. ..Uy

Considerando os cilindros [a_,, ...a_y.aq...upyl, n,p € N, podemos mostrar as
mesmas propriedades que no caso AN. A vantagem que temos em A% é que o shift
S definido por S((z;)icz) = (Tit1)icz € um homeomorfismo em AZ. Além do mais,

a reciproca da proposi¢ao (2.3.2) também vale.

Uma palavra infinita v é minimal (ou uniformemente recorrente) se toda pala-
vra finita ocorrendo em wu, ocorre em um numero infinito de posi¢oes com lacunas
limitadas, isto é, para todo fator W de u, existe s € N tal que para todo n, W é um

fator de wu, ... Upis 1.
Lema 2.4.1 : Se u é minimal e w € €1, entdo u € €.

Demonstracao: Como u é minimal, entao para todo p € N, temos que ug ... u,
aparece infinitas vezes em u, com lacunas limitadas. Como w € €),, entao pela

proposigao (2.4.2), L(w) C L(u). Assim, para todo n € N, existe k, € N tal que
Wy ... Wy = Uk, .- Uk,+n

Logo, tomando n suficientemente grande temos que ug...u, ¢ um fator de
Uk, - Ukt = Wo...w, € L(w), para todo p € N. Portanto, L(u) C L(w), o

que implica que u € 2.
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Proposicao 2.4.3 : O sistema (€2, S) € minimal se, e somente se, a palavra u €

minimal.

Demonstragao: Se u ¢ uma seqiiéncia minimal em €2, vimos no lema anterior
que para todo w € €,, temos u € €,. Como S(£2,) C Q, e u € Q,, entdo
S(u) € Q. Logo, S"(u) € Q, ¥n € N.

Temos entdo que, {S™(u);n > 0} C Q,. Logo,{S"(u);n >0} C Q, = Q, e

portanto €2, C €.

Como €2, C €, para todo w € €, segue que €2, = €2, e concluimos assim que
todas as drbitas sao densas. Logo, (€2,,.S) é minimal.

Reciprocamente, se (€2,,S5) é minimal, entdo para todo w € €Q,, temos que
Q, = Q. Logo, u € Q, e L,(u) C L,(w), para todo n.

Afirmativa 1: Seja W um fator de u. Entao W deve aparecer em todo w € €2,,.
De fato:

Como W aparece em u, entdo W = w;...uj1n—1 € Ly(u), i € N e como
L, (u) C Ly(w), logo W € L, (w), isto é, W é um fator de w, para todo w € €,.

Afirmativa 2: Q, = U ST([W]).

n=0

Claramente U ST([W]) C Qu, pois S : 2, — Q, é uma aplicagao.
n=0
Seja w € €,. Pela afirmativa 1, W aparece em w. Dai existem n,p € N tal que

W =w, ... Wy1p. Como w = wowy ..., entao S™(w) = wyWpy1 ... € [W]. Portanto,
w e ST([W]).

Pela compacidade de €, e como U ST™"([W]) é uma cobertura aberta para

n=0

p
Q,, temos que existe p tal que €, = US’”([W]) Assim, para todo k > 0,
i=1

p
Sk(u) € U S~ ([W]). Logo, para todo k € N, existe n;, tal que S™x"*(u) € [W].
i=1
Portanto, W aparece uma infinidade de vezes em w pois {n;,,n;, + 1,n;, +

+2,...,n; +k,...} éinfinito. Temos também que as lacunas sdo limitadas pois:

(ng, +k)—(ni,_, +k—1) = n;, —n;,_,+1 < Zir%auxp{ni}—ii inp{n,-}+1 < igaxp{ni}jtl
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Portanto, u é minimal.

2.5 Substituicoes

Uma substituigao é uma aplicagdo o : A — A* que a cada letra a € A as-
socia uma palavra o(a) € A*. Podemos estender uma substituicio o ao conjunto
das palavras finitas (resp. infinitas) por concatenacao, isto é, o(wow; ... w,) =
= o(wp)o(wy) ...o(wy,) (resp. o(wow; ...) = o(wg)o(wy)...). Além do mais, numa
substituicao temos que ter nlljg() |o"(a)| = +o0, para todo a € A, sendo |0™(a)| o
comprimento do n-ésimo iterado de a por o.

Seja o alfabeto A = {1,2}. A substituicao de Fibonacci o é definida por
o(l) = 12 e 0(2) = 1 e a substituicdo de Morse 7 é definida por 7(1) = 12 e
7(2) = 21.

Seja w uma palavra em AY. Dizemos que w é um ponto periédico da substi-
tuicao o se existir k¥ € N* tal que o*(w) = w e dizemos que w é um ponto fixo da

substituicao o se o(w) = w.

Exemplo 2.5.1 : Seja o(1) = 12, o(2) = 1. Temos, para todo n € N que
o" (1) = o™(0(1)) = 0™(1)0™(2). Logo, c"(1) converge para um ponto fizo de

o e assim um ponto fixo € 12112 ..

Exemplo 2.5.2 : Seja o(1) = 21 0(2) = 12. Temos u = 1221... = lim ¢”"(1) e
v=2112... = lim 0®"(2) sdo pontos periédicos, pois c*(u) = u e o*(v) = v.

Proposicao 2.5.1 : Uma substituicdo o : AN — AN € uma aplicacio continua.

Demonstragao: Sejam z = (2;)ien € ¥ = (4i)ien € AY e o uma substituicao.
Suponhamos que x # y e que d(z,y) = e ", n € N*. Entdo, ... Tp_1 =Y0 - Yn_1-
Seja o(z) = zoxy ... e o(y) = Yoy, . ... Logo, o(x0)...0(xn-1) = c(y0)...0(Yn-1)-
Como |o(a)| > 1,Va € A, entao |o(xg)...0(xn—1)| = |0(¥0) - .. 0(Yn—1)| > n. Assim,

min{i;o; # y;} > n+1
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Portanto, d(o(x),0(y)) = e—minlis ey} < em(ntl) = e td(z,y). Logo, o é continua.

|

Proposicao 2.5.2 : Sejau € AY. A palavra u é periédica para o se, e somente se,

u= lim ¢"¥(a), onde a € A, k € N e o¥(a) comega com a.

n—oo

Demonstragao: Seja u = ugu; ... um ponto periédico de o. Entao existe k € N*
tal que o®(u) = u. Logo existe v € A* tal que o*(ug) = upv. Vamos mostrar que

u = lim 0" (ug). De fato, para todo n € N*,

k—oo
o™ (u) = o VEGE () = g DE(y) = g DReE () = o DR () = = o8 (u) = u.
Logo, u = o™ (u) = 0™ (ug)o™(uy).... Como lim |0"(a)| = oo, Va € A, entdo

n—oo

lim 0™ (ug)| = co. Portanto, lim o™ (ug) = u.
n—oo n—00

Reciprocamente, se u = lim 0™ (a) com ¢*(a) comecando com a, entio

n—oo

o*(u) = o"(lim 0™ (a)) = lim c™*V¥(a) = u

n—o0 n—oo

Portanto, o*(u) = u, ou seja, u é periédico.

O

Exemplo 2.5.3 : Seja o(1) = 21 0(2) = 12. Temos o*(1) = 1221 e ¢%(2) = 2112,

portanto u = lim 0®"(1) e v = lim 0**(2) sdo pontos periddicos de periodo 2.
n—oo n—oo

Proposicao 2.5.3 : Toda substituicao tem pelo menos um ponto periodico.

Demonstragao: Seja ¢ uma substituicao. Suponha que ¢ nao possua um ponto
periédico. Entdo, pela proposicao anterior, para todo a € A, k € N*, ¢*(a) nao
comeca com a. Assim, para todo a € A, n,k € N, temos 0™ (a) = x,v,, onde
Tn #a,r, € Aev, € A"

Afirmativa: Vn,m € N, com n # m, temos x,, # x,,. De fato:

Suponha n < m, entdo v, = 0™ (a) = o™ k(g™ (a)) = o™k (z,0,), ou
seja, Ty = o™ W¥(z,0,). Daf segue que x, # T,,, pois pela hipétese inicial

oM~k (g, v,) ndo comeca com m, e portanto estd provada a afirmativa. Como
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N é um conjunto infinito, entdao {z,; n € N} é infinito, mas isto é absurdo pois

{z,;n € N} C A, que é finito.



Capitulo 3

Sistemas Dinamicos associados a

Substituicoes

Neste capitulo estudaremos o sistema dinamico associado a uma substituicao
primitiva. Em particular, mostraremos que esse sistema é minimal e nao depende
do ponto periddico. Além do mais, o sistema é ergbdico. Para mostrar esta tltima

propriedade, usaremos o teorema de Perron Frobenius.

3.1 Resultados sobre primitividade

Uma substituicao o definida sobre um alfabeto A é dita primitiva se existir

k > 0 tal que para todo a,b € A, a letra a aparece em o*(b).

Exemplo 3.1.1 Na substituicio de Fibonacci temos que 1 e 2 aparecem em o*(1)

e em 0%(2). Logo esta substituicao é primitiva.

Proposicao 3.1.1 : Se o é uma substituicao primitiva, entao existe N € N tal que

para todo k > N e para todo a,b € A, a aparece em o (b).

Demonstracao: Como o é primitiva, existe N € N tal que para todo a,b € A,
a aparece em o¥(b). Seja k > N. Entao existe p > 0 tal que k = N + p. Logo,
o®(b) = oN*tP(b) = oV (aP(b)).
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Seja ¢ € A tal que ¢ aparece em o”(b). Entao o (c) aparece em o™ (a?(D)). Pela
hipétese inicial, temos que a aparece em o (c). Logo, a aparece em o (oP(b)) =
ak(b).

O

Proposicao 3.1.2 : Se o é primitiva, entao qualquer um dos seus pontos periodicos

€ minimal.

Demonstragao: Seja u = wugujus ... um ponto periddico de o. Entao existe
k € N* tal que u = o*(u). Como o é primitiva, pela proposi¢ao anterior, existe

N € N tal que para todo k > N e para todo a,b € A, a aparece em o*(b). Logo,

kN(

para todo ¢ € N temos que uy aparece em o™ (u;).

Sabemos que u = oV (u) = " (ug)o*N (uy).... Assim, uy aparece uma infi-

nidade de vezes em u. Fazendo M = max{|oc*"(a)|; a € A}, temos entdao que ug
aparece infinitas vezes com lacunas limitadas por 2M.

Seja V uma palavra finita que aparece em u. Como u = lim o™ (uy), existe n

n—oo
suficientemente grande tal que V aparece em 0" (ug) e como o™ (ug) aparece infinitas
vezes em u (pois ug aparece), também V' aparece infinitas vezes em u com lacunas

. . / / , P
limitadas por 2M ', onde M = max{|o"*(a)|; a € A}. Portanto, u ¢ minimal.

|

Proposicao 3.1.3 : Se o ¢é primitiva e u e v dois pontos periddicos da substituicao

o, entao L(u) = L(v).

Demonstragao: Como u e v sao pontos periddicos da substitui¢ao o, existem k
e k' em N* tais que v = o*(u), v = ak,(v). Seja m = kk'. Entdo:

o (u) = o (1) = o® “Vkgh(y) = o “Dk(y) = ... = o (u) = u

Da mesma maneira, 0™ (v) = v. Denotemos 7 = ¢™. Entao 7(u) = u e 7(v) = v.
Sabemos ainda que:

u = nlLrEO 7"(a) onde a é uma letra tal que 7(a) comeca com a.

v = lim 7"(b) onde b é uma letra tal que 7(b) comega com b.

n—oo

Mostremos que £(u) C L(v). Com efeito:
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Seja W € L(u). Como u = 71113010 7"(a), existe N suficientemente grande tal que
W aparece em 7"(a) = 0™"(a), para todon > N. Como o é primitiva, existe p € N*
tal que a aparece em o”(b). Pela proposicao (3.1.1), temos entdao que a aparece em
o?™(b). Logo, 0™ (a) aparece em o™ (h) = o™ *P)(h). Assim W aparece em
o™ +P) (D), ou seja, w € L(v).

Analogamente, mostra-se que L(v) C L(u)

O teorema seguinte é um dos resultados mais importantes deste trabalho:

s

Teorema 3.1.1 : Se o € primitiva e u um ponto periddico, entao o sistema (£, S) é
minimal e nao depende do ponto periddico u, isto €, se v € um outro ponto periodico,

entao £, = €1,.

Demonstracao: A minimalidade do sistema segue das proposicoes (2.4.3) e (3.1.2)
e o fato de que (£2,,.5) ndo depende de u vem da proposi¢ao anterior e da proposigao

(2.4.2). O

Observacao 3.1.1 : A partir de agora, se o € primitiva, denotaremos €2, por Q.

3.2 Matriz da Substituicao

Antes de estudar a ergodicidade, vamos dar algumas definicoes e resultados.

Seja o uma substitui¢do definida no alfabeto A = {0,1, ..., s-1}. Se B e C séo
duas palavras em A*, denotamos por Lo (B) o nimero de ocorréncias de C' em B.
Em particular, se i € A, L;(B) é o niimero de ocorréncias de i em B. Chamamos de
o-matrix, e denotamos por M = M,, a matriz cujas entradas sdo l;; = L;(c(j)),
i,j € A. M é uma matriz s X s positiva (com entradas nao-negativas, nao todas

iguais a zero) cujas entradas sao inteiros > 0.

Exemplo 3.2.1 : Se o € a substituicao de Fibonacci, entao M, =
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A vantagem da matriz da substituicao é devido as duas proposicoes:

Proposigao 3.2.1 : Para todo a € A, n € N, L(c"(a)) = M"(L(a)), onde para
todo B € A*, Lg = (Lo(B),...,Ls—1(B))".

Demonstracao: A prova serd por indugao sobre n.

No caso n = 1, temos que mostrar que L(o(a)) = M(L(a)), onde

loo - Co(s—1)

Cis—1yo ~ As—1)(s—1)

e lij = Li(o(j)), com 0 <i,j <s—1.
L(a) é o vetor s-dimensional de coordenadas todas nulas, com excegao da posi¢ao
(a+ 1), onde aparece 1.

Portanto, M (L(a)) é a coluna (log, (14, -, {(s—1)a)", que é exatamente o vetor

L(o(a))-

Suponhamos entdo que L(o™*(a)) = M™ ' (L(a)). Assim,
L(o"(a)) = (0" (o(a))) = M" " (L(o(a))) = M""H(M(L(a))) = M"(L(a)).
a

Proposicao 3.2.2 : o ¢ primitiva se, e somente se, M, é primitiva, isto ¢, Ik > 0

tal que todas as entradas da matriz M¥ sio estritamente positivas.

Demonstracao: o é primitiva se, e somente se, existe k > 0 tal que para quais-
quer a,b € A, a letra a aparece em o*(b), o que equivale a dizer que o vetor s-

dimensional

L(c*(a)) = (Lo(c*(a)), -+, Ls-1(c"(a)))

tem todas as coordenadas positivas, para todo a € A.
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Mas os s vetores L(o"(a)) sao exatamente as s colunas da matriz M¥, pois pela
proposigao anterior, L(c™(a)) = M"(L(a)), para todo n € N.
Portanto, isto equivale a dizer que existe k > 0 tal que a matriz M* tem todas

as entradas estritamente positivas, isto é, M, é primitiva.

3.3 Ergodicidade

Nosso objetivo agora é provar o teorema seguinte que, juntamente com o teorema

(3.1.1), representam os teoremas principais do trabalho.

Teorema 3.3.1 : Se o € primitiva, entdo existe uma unica medida p invariante por

S, tal que o sistema (2, S, ) € ergddico, isto é, o sistema € unicamente ergddico.

Seja o uma substituicao primitiva. Entao existe um ponto periédico u tal que
o®(u) = u para algum k € N. Considere 7 = o*. Temos que 7 é uma substituicao
primitiva (vem da prop. 3.1.1) e v um ponto fixo de 7. Além do mais, Q, = ..
Logo, para mostrar a ergodicidade, podemos supor, sem perda de generalidade, que
o é uma substituicao primitiva que tem um ponto fixo, isto é, existe pelo menos
uma letra a tal que o(a) comega com a. Um teorema muito 1til serd o teorema de

Perron Frobenius (apéndice):

Teorema 3.3.2 (Perron-Frobenius) Seja M uma matriz ndo negativa e primi-

tiva. Entao:

1. Existe um autovalor 6 > 0 tal que 6 > |\| para todo \ autovalor de M;

2. O autovalor 6 tem multiplicidade algébrica 1.

Antes de provarmos o teorema (3.3.1), vejamos alguns resultados:

Proposicao 3.3.1 : Para todo a € A, a sequéncia S-dimensional de vetores < on

converge a um autovetor v(«) estritamente positivo correspondente a 6.

L(o"())

)
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Demonstragao: Como o é primitiva, entao pela proposicao (3.2.2), a matriz M,
¢ primitiva. Logo, pelo teorema de Perron Frobenius, temos um autovalor 6 simples
e dominante.

O Teorema de decomposicao primdria (ver [12], pg 271) nos diz que podemos
decompor R® como soma direta de subespacgos M, -invariantes Vi,...,V,, onde V;
é o ker (M, —01I) e V;, com 2 < i < r sdo os auto-espagos associados aos demais

autovalores:

RE=Vi&g---aV, =V W,

onde Wo =Vo @ --- V.

Seja x € R*. Entao x = x1+ x5 com x1 € V] e 29 € W, Considere as aplicacoes:

P12R8—>‘/1

r +—— I

Pz R — W2
r = X9
onde P; é a aplicacao projecao na primeira coordenada e P, a projecao na segunda
coordenada.

Temos que
MULU = ngl —+ MULUQ = 6%1 + MU.CL’Q = le(x) —+ MGPQ(;U)

logo, M, =60P, + N, onde N = M,P,. Além do mais, PN = NP, = 0. De fato:

PIN(z) = Pi(M, Py(z)) = Pi(M,(22)) = P1(0 + M, (22)) = 0

NPy (z) = N(z1) = M, Py(21) = M, Py(z1 + 0) = M,(0) =0

Deduzimos da decomposicao M = M, = 0P, + N que M"™ = §"P;, + N". Com

efeito, provando por indugao sobre n, temos que para n = 2 ¢é valido, pois

M? = (0P, + N)* = 0*P} + N* + 20PN = 0*P, + N*
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Suponhamos entao que M"™ = 0"P; + N™. Assim,

M™' = M(M™) = M(0"P,) + M(N"™) = (6P, + N)(6"P,) + (0P, + N)(N") =

= 0" PP + N(0"P) + 0P N" + N"™ = "1 P+ N

ou seja, M"Tt = gntip 4 Nntl

Portanto,

Vamos provar que:

n

N
Lema 3.3.1 : lim — =0

n—oo QM

Demonstracao: Seja # um autovalor de N. Entao existe x € R*\ {0} tal que

Nz = M,Py(z) = bz

logo, M, Py(z) — BP2(x) = BP;(x) e ambos os membros pertencem a V; NW,. Assim,

M, Py(z) = BPs(x)

Agora, se Py(x) = 0, entdao Pi(z) = 0, logo x = 0, o que é absurdo. Portanto,

Py(x) # 0 e B é autovalor de M,. Como Ps(x) € Wa, entdo Po(z) ¢ ker (M, — 01),

logo 3 # 6. Portanto, pelo Teorema de Perron-Frobenius, os autovalores de N tém

modulo menor que 6.

Por outro lado, usando a forma canodnica de Jordan, existe uma matriz P tal que

PINP =

onde os By;s sao blocos da forma

Ak

By
0

Ak

0
By

0
0
By
0 1
0 1
1 1
Ak 0
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com @*° = 0. Logo, para todo n > s,
n s—1
Bj=> CiNT'Q =) CinTQ
i=0 i=0
Seja 0 <7 < s— 1. Temos

. | — _g
ci—_ " :n(n 1)..:(n z+1)<n5
"dl(n—1)! i!

n

Como Q' é uma matriz formada apenas por 0 e 1 e |\z| < 6, temos 8—: — 0,

para todo k € N*.
PINP)* P7IN"P N™
Dai, ( ) = — (. Portanto VT 0.

on on
O
ASSiIIl, lim 9_n = P1
L(o™ M"L
Seja av € A. Temos que (w) = (%) tende a Pi(L(«)). O vetor

v(a) = P(L()) é um autovetor estritamente positivo correspondente a 6.

|

Proposicao 3.3.2 : Sejam a,7 € A . Quando n — 0o, a seqiéncia de nimeros
- Li(0"(0))
reais ——————=

admite um limite d; > 0, o qual é independente de c.
|0 (@) |

Demonstracao: Aplicando a proposi¢ao (3.3.1), observamos que a seqiiéncia de

S L(0"()) o v(e) _
vetores s-dimensional (W) converge ao vetor limite W, onde ¢ =
(1,...,1) € R* pois

L(o"(a)) L(o"(a)) L(0"(@))
Lo"(0) _ — g _ o _ g o
(@)~ [o"@] <L @).l>  _Lo'@) ,_  <ul).l>
o on on

que é precisamente o autovetor estritamente positivo associado a 6, cuja soma das
coordenadas ¢ 1. O numero d; = v; é portanto maior que zero, e independe de a.

|
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Proposicao 3.3.3 : Seja u um ponto fixo de o. FEntao para toda letra o de u e
toda palavra B de u, a seqiéncia de reais
Lp(0"(@))

o™ ()]

admite um limite dg > 0 quando n — oo.

Demonstragao: Seja B uma palavra em u de comprimento ¢ > 1. Se / =1, o
resultado estd provado pela proposigao (3.3.2). Suponhamos ¢ > 2 e escrevemos Ay
como o conjunto de todas as palavras de comprimento ¢. Se A, puder ser identificado
com o conjunto de todas as letras de algum ponto fixo de uma substituicao primitiva
oy, definida em Ay, a proposigao (3.3.3) pode ser derivada da proposicao (3.3.2).

Seja w uma “letra” do alfabeto A4,. Definimos uma substituigao o, da seguinte

maneira:
Se
O'(’LU) = U(wO .- -wéfl) = Y0 - - Yo(wo)|-1Ylo(wo)| - - - Y|o(w)|-1
colocamos
oo(w) = (Yo Ye—1) W1 Ye) -+ Yiowo)-1 - - - Ylo(wo)l+¢—2) (3.1)
Definido desta maneira, temos |oy(w)| = |o(wp)| e estendemos o, a A} e AY por
concatenagao.

Antes de completar a prova, vejamos dois lemas:
Lema 3.3.2 : g, admite como um ponto fixo a sequiéncia Uy, onde

U= (ug...up—1) (ug...up) (ug... upyq) ...

cujas “letras” sao todas as palavras de comprimento { em u, ocorrendo na mesma

ordem que em u.

Demonstragao: Iteramos a substituicao o, na primeira palavra em u de compri-

mento £, w = ugq . .. Up_1.
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o(w) = U1 . . . Ujp(w)|—1, POis u = o(u). De (3.1), temos

O'g(flU) = (UO . Ugfl) (Ul .. .Ug) c. (u\o(u0)|71 cee u|a(u0)‘+5*2)

Logo, oy(w) comega com w. Portanto, pela proposi¢ao (2.5.2), Uy = (ug ... up—1) .. .

é um ponto fixo de oy.

Lema 3.3.3 : Se o é primitiva, entao o, € primitiva.

Demonstracao: Sejam w e B em Ay. Como u = ¢™(u) = lim ¢"(«) para algum
n—oo

a € A, entao existe p > 1 tal que B é um fator de o”(«). Como o é primitiva, existe

moy € N* tal que 0™ (wy) contém « para todo m > mg. Logo, o?(a) é um fator de

o™ P(wg) e B é um fator de 0™ *P(wy). Escrevendo

o (w) = o™ (wo)o™ (Wy ... We—1) = YoY1 - - - Yjor (wo)|-1000Y1 - - -

temos, iterando (3.1),

op(w) = Yo .- Ye—1) (W1 ---Ye) - (Yjon(wo)|-100 - - - Q—2) (3.2)

Notamos que o} (w) tem como “letras” todas as palavras de comprimento ¢ em
o™(wp). Tomando m suficientemente grande e n = m + p, vemos que o} (w) contém
B. Logo, para todo w e B em Ay, existe n € N*, tal que o}/ (w) contém B.

Provemos que o, é primitiva. Com efeito, pelo lema (3.3.3), sabemos que existe
w € Ay tal que oy(w) comega com w e 71113010 o/ (w) = U, é um ponto fixo de oy.

Afirmativa 1: Existe ng € N tal que para todo ¢ € Ay, 0,°(w) contém c.

De fato, pelo que provamos, para todo a € Ay, existe n, € N* tal que o, (w)
contém a. Seja nyg = iré%(na, entdo para todo a € Ay, o;*(w) é um prefixo de
0,°(w). Assim, Ve € Ay, 0,°(w) contém c.

Afirmativa 2 : Existe m € N, tal que para todo b € Ay, ¢ (b) contém todas
as letras de Ay.

De fato, seja b € Ay. Entao existe n, € N* tal que 0,*(b) contém w. Logo,

ot (b) contém o}°(w). Seja n; = maxmn,. Entdo
¢ ¢ beAy ’

U?O+n1(b) _ Otgnl—nb)+(no+nb)(b> _ Uém—%)aéno-ﬁ-nb)(b)
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Como o}°""™ (b) contém ¢° (w), entdo o™ (b) contém o> " (07°(w)) que contém

0,°(w). Assim, pela afirmacao (1), deduzimos que existe m = ng + n; tal que para
todo b, c € Ay, 0]*(b) contém c.

|

Vamos completar agora a prova da proposicao (3.3.3). Aplicando a substitui¢ao
0y, a proposicao precedente, obtemos:

1o Ln(o}(w)

= dB >0
n—oo [0y (w)]

independente de w. Mas por (3.2), |0} (w)| = [0™(wy)| e Lg(o}(w)) ~ Lg(c™(wy))

quando n — oo (isto é, tém a mesma ordem de grandeza). Finalmente,

Lp(o™(w
lim —B(n wo)) _ 4, 50
n—oo  |o™(wo)
independente de wy e a prova esta completa.
O
Proposicao 3.3.4 : Para toda palavra B de uw = uguy . .., temos que
L o Upin
lim B(Uk - Uk yn)

existe e nao depende de k.

Demonstracao: A fim de usar a proposigao (3.3.3), vamos tentar comparar uy, . . . g N
com uma palavra 0™ (w) para algum w € A* e n > 1. Como u = o(u) = o”(u), para

todo p € N*, entao se N é suficientemente maior que n, podemos decompor:
U . U N = BO O'n(Uj...Uj+g) Bl (33)

onde By, e B; sao palavras de wu, cujo comprimento é menor ou igual ao

sup |0"(«)| = r,. Portanto,
acA

J+L
N +1=|By|+ [Bi| + ) _ |o"(u;)] (3.4)

1=j
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J+e
LB(uk .. -uk+N> — (N + 1)dB = LB(uk .. .uk-JrN) — dB(|BO| + ‘Bl|) — dB Z |a”(ul)]
i=j

Como lim —LB(U (1))

= dpg, para todo i, entao, para todo € > 0 fixado,
n—oo o™ (uy)

| Lp(0"(wi)) — |o"(wi)| dp | < € [0 (us)] (3.5)

para n suficientemente grande.

De acordo com (3.4), deduzimos de (3.5),

j+e j+e J+e
Lp(0™(w)) < dplo™ ()| + elo™(us)| = Y Lp(o™(w;)) < Y dplo™(w)[+€ Y |o"(w)] <

i=j i=j i=j

J+L J+e J+t

<dp) |o"(w)|+e(N+1) = =dp ) _|o"(w)| < =) Lp(o"(w)) +e(N +1)
i=j i=j i=j
Logo,
J+e J+e

LB(Uk .. -Uk+N) — dB Z |0n(uz)| S
i=j

Lp(ug. . wesn) — Y L(0™(w;)) |[+€ (N+1)
i=j
Por outro lado,

LB(uk Ce uk+N) = LB(BO O'n('LLj e ujH) Bl) S

< Ly(By) + Lp(By) + Z Lp(o™(u;)) + Z L(0™(u; uir))

onde a ultima soma leva em conta as ocorréncias de B sobre palavras consecutivas,
admitindo que 0" (u;_1) intersecta By e 0" (u;4¢11) intersecta By. B pode intersectar
as palavras 0" (u;) e 0" (u;41) no méximo |B| vezes, portanto, finalmente obtemos a

majoracao:

j+e
| Lp(w .. wpgn) — (N + 1)dp | < |Lp(w .. wan) — d Y 10" (w)]| + [dp(|Bol+|Ba])| <

i=j
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Jj+L Jj+e
LB(U,k .. -uk—i—N ZLB —|—€ (N+1 —I—QdB’I“n ~ Z LB uzuz—f—l)) +
1=7—1

+27, + €(N + 1) +2dpr, < (2+2dp)r, + (N +1)+|B|({+1)

Escolhemos n a fim de obter (3.5) e também N suficientemente maior que n,

para termos a decomposigao (3.3) de uy . .. ugsy, como também a estimativa:
B| <€ inf |o"
Bl < e inf [o" ()]

Aplicando (3.4), obtemos

Jj+e
< €1 < <
B (¢ +1) < ¢ inf [o"(a)|(¢ + 1) ez_;|0 (u;)] < e(N +1)
Assim,

|IB|({+1) <e(N+1)

< 2dgr, + 27, < 4r,

2
S TNL1T eSSy

‘ LB('LLk c. uk+N)
— UB

N+1
pois 0 < dg < 1. Portanto,

L o 4r,
Bk uprn) sl < 49
N +1 N +1
uniformemente em £ e o teorema esta provado. a

L o Ugan
Observacao 3.3.1 : O numero lim 5 (U n 1uk+ )
n—oo n

palavra B em u, denotada por fg.

€ a frequéncia de apari¢ao da

Vamos provar a ergodicidade:

Demonstracao: (Teorema 3.3.1)
Seja ¢ uma substituicao primitiva. Relembramos que supomos que ¢ tem um
ponto fixo. Seja v um ponto fixo de o e 2 = €2,,. Para todo fator W de v, definimos

a medida do cilindro associado por

w((W]) = fw
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Temos que o conjunto formado pelas unides finitas de cilindros dois a dois dis-

juntos é uma algebra B de subconjuntos de 2. Logo, extendemos p a esta algebra,
n n

fazendo u(U C;) = Z w(C;) . Pelo Teorema de Extensdo, existe uma tnica fungao
i=1 j—
finita, finitamente aditiva, que é uma extensao de u a o-dlgebra gerada pela dlgebra

B. Além do mais, esta o-algebra é igual a o-adlgebra boreleana. Portanto, podemos

extender essa medida p a todos os conjuntos mensuraveis.
s—1

Temos que p é uma medida S - invariante. Com efeito, S~ [W] = U [iW]. Logo,
i=0

s—1 s—1 s—1
_ B . B o  Law (k- Vpgn)
p(S~HWI) —;u([@w])—;ﬁw—;g& o =

s—1

L Liw(Vk .- Vpin) . Lw (V... Upgn)
= Jim 7 SRS i SRR = fy = (W)

7=

Vamos mostrar que para todo cilindro [W],
L N
¥ 2w (8™ (w) = fan = (W) = [ i (3.
n=0
onde xw) ¢ a funcao caracteristica de [IW] em €,.

Com efeito, temos
Lw (v ... vjen) = xnS? (0) + xin ST ) + .4 xS ()

tendendo N para infinito e usando o fato que o limite ndo muda se trocarmos N —|W|
por N — 1 e a proposicao (3.3.4), obtemos a relagao (3.6).
Como os cilindros geram a o-algebra boreleana, temos para todo = € 2, A C ()

mensuravel,

— p(A).

)

2|~
VJ;MZ

Logo, pelo teorema (1.0.4), (£2,.5) é ergédico em relagao a p.

|

Observacao 3.3.2 : Temos que p é uma medida de probabilidade. Com efeito, se

A={0,...,d}, entio Q= [0]U...UId] (unido disjunta). Daf,

p(€) = p([0) + .. +pld]) = fo+ -+ fa
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Li(vk e Uk—i—n)

. Como
n+1

Mas, por definicao, f; € o limite da seqiiéncia

Li(vg . Vkyn)  n+1 _q
n+1 Cn+1

d
=0

temos () = 1.

Resta-nos mostrar que a medida p, definida no teorema (3.3.1), é unica. Dada

p

uma funcao simples ¢, entao ¢ = ZCZ'X[WZ.], onde p € N e ¢; € C. Para cada
i=1

i€{l,...,p}, temos que

=2

1
N

i{ng

X (5 (0)) — / ovadi

uniformemente em j. Logo,

p 1 N—-1 D
Z ( N CZX[WJ(STH—](U)) ) — Z/ CiXw) dp
=1 n=0 1=1
Portanto,
| N1 p , P
~ <ZCZX[WZ](S"+J(U))) — / > eixpw, du
n=0 i=1 i=1
ou seja,
| Nl
¥ (5w — [ pdn 3.7
n=0 Q

uniformemente em j.
Lema 3.3.4 : Seja g uma funcgao continua definida em €. Entao,

¥ 2 0 (") — [ gdu

uniformemente em j.
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Demonstracao: (a) Se g(x) > 0 para todo = € Q, entdo existe uma seqiiéncia
(pr) de fungoes simples mensuréveis tal que klim or=9¢e0<¢r < pp1, keN.
—00

Logo, para cada k € N, temos por (3.7) que

J— n+j

J\ll—{noo N Z SO S /QQOk du

uniformemente em j. Por outro lado,
1 n+ T B . B
/}5&(13520_2% (5"( )—klgrolo Qsokdu—/gklggosokdu—/ggdu

Como (¢r)k>0 converge uniformemente para g,

N—
. . TL+j —
]&520(,};%0 > s ) IR

n=0

Portanto,

2

-1

1
=3 a(smw) - / gdp (3.8)

3
I
o

uniformemente em j.
(b) Se existe x € Q tal que g(z) < 0, entdo g = g7 — ¢g~, onde g*(u) =
= max{g(u),0} e g~ (u) = max{—g(u),0}. Como g* e g~ s@o fun¢oes nao negativas,

por (a) temos que

=z

2=
'iM

-1

g Sn+] _>/ +dﬂ

© 1 N—-1
=) g (5" —>/9 dp
N n=0
Assim
1 N—-1 N—1
L T (5M0)) = 3 g7 (5mH(w)) e/m /g dyi =
N n=0 n=0 Q
=/g+—g‘du=/gdu
Q Q
Portanto,

< ( ] g<s"+ﬂ'<v>>) ~ [ adu (3.9
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Temos entao de (3.8) e (3.9) que para toda func¢ao continua g,

| N
% 2 9 (S —>/ng
n=0

uniformemente em j.

Assim, para qualquer seqiiéncia de inteiros ny, temos que

=

-1

g (57 (0) = [ g (3.10)

2]~
I

n

uniformemente em k, para qualquer g continua.

Seja w € Q = {S"(v); n € N}. Entao existe uma seqiiéncia (ny)r>o de nimeros
naturais tal que S™ (v) — w. Seja n € N, entao klim S () = S™(w). Assim,
—00

N-1 N-1

% g(S™(w —% g (lim S”*”’“(v)) = lim [ NZI g (S"T™ (v ]
k—o0 e

k—o0
n=0 n=0

Mas por (3.10), o tdltimo limite converge para klim / gdu = / g du. Portanto,
—o0 Jo Q

%Z Sn( H/gdu (3.11)

n=0

para todo w € () e para toda fungao continua g.
Finalmente, suponhamos que existe outra medida de probabilidade S-invariante
v, isto é, v(B) = v(S7Y(B)), para qualquer B mensurdvel. Entdao, para todo n,

v(S™"(B)) = v(B), o que quer dizer que

/Q g(5"(w)) dv = / g(w) dv

Entao,

%/nggw”( :%NZ/ w)dv =5 3 [ glw)dv =

i

H
=)
3
Il
=)



52

Por outro lado,

=
N/an% g(S

Seja M = max{|g(x)|,x € Q}. Temos

=

g (S"(w))dv (3.12)

T

I
S~
2| =

i
o

1 N-1 1 N-1 1 N—
~ Z 9(S"(w)| < + Z lg(S" (W) < + Z

Em virtude de (3.11) e (3.12) e pelo Teorema da Convergéncia Limitada, temos

3 [ X st [(f gtoraeran
L] stwyanyiv = [ gwyan [ av= [ gtw)dn. ) = [ stw)dn

Portanto,
[ twdu= [ gwyv
Q Q

Temos ainda que X} ¢ continua. De fato:

MZ

o

para toda funcao continua g.

xw) i 2 — {0,1} C R. Seja A um aberto em R.

(i) Se 0 e 1 pertencem a A, entao (xu]) *(A) = Q que é aberto.

(if) Se0 e Ael ¢ A, entao (xpw) 1 (A4) = Q\[W]. Como [W] ¢é fechado, entéo
Q\[W] é aberto.

(iii) Se 1 € Ae 0 ¢ A, entdo (xw)) ' (A4) = [W] que é aberto.

Tomando entao g = xw1, temos

/X[W] dV:/X[W] dp,
0 Q

ou seja, v([W]) = u([W]) para todo cilindro [W]. Como os cilindros geram a o-

algebra boreleana, obtemos que v = p.



Apeéendice

Neste apéndice vamos enunciar e provar o Teorema de Perron-Frobenius. Esse
teorema se refere a matrizes d X d cujos elementos sao positivos. Resumidamente, o
teorema afirma que tal matriz possui um autovalor positivo que tem multiplicidade

algébrica um e que é o maior autovalor em maodulo.

Teorema 3.3.3 (Perron-Frobenius) Seja M uma matriz ndo negativa e primi-

tiva. Entao:

1. Eziste um autovalor § > 0 tal que 6 > |\| para todo \ autovalor de M ;

2. O autovalor 6 tem multiplicidade algébrica 1.

Antes de apresentar a prova do Teorema de Perron Frobenius vamos enunciar e

provar o seguinte lema:

Lema 3.3.5 : Sejam yi, . ..,y, nimeros complexos nao nulos. Se |y; + ...+ y,| =
= 1|+ ...+ |yal, entdo
argys = ... =arqgyn

onde argy; € o argumento de y;, Vi =1,...,n.

Demonstragao: A demonstracao sera feita por indugao sobre n. E vélido para

n = 2. De fato, sejam y1,y, € C\{0} tais que |y + yo| = |y1| + |y2|. Temos que:

ly1 + vol® = (lya] + [920)* = 1175 + U192 — 2|l |y2] =0 (3.13)

23
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Colocando y; = r1e? e yp = r9e’®, onde 6, ¢ € [0,27), obtemos de (3.13),

G0—9) 4 i6-0) _ o

Logo, e'0=%) + = 2 e, portanto, /=% = 1. Logo, § = ¢.

ci(6—0)
Suponhamos que a propriedade seja vélida paran = 2,..., k. Sejam yy, ..., Yk, Ykr1 €

€ C\{0} tais que |y1 + ... + ypr1| = [1] + ... + [gg41]. Como,

|+ Ykl = v S k] Yk

entao,

[ + o Ykl < |y + -+ yl

Logo, |y1 + ...+ yk| = |y1| + ... + |yx|- Pela hipétese de indugao, obtemos que
argy, = argys = ... = argyg. Portanto, arg (y; + ...+ yx) = argy;.

Vamos mostrar que argy; = arg yu,1-

Como [yr+. .-+l = (lyal+- - +lyeD) +lyeral e lyal+- - +luel = g+ +ul,
entao |y1 +. .. +yrs1| = Y1+ .. +yr| + [yrs1|. Pela hipotese de inducao para n = 2,
temos que arg (y; + ...+ Yr) = arg Yp+1 € assim, argy; = arg Yri1.

Portanto, argy, = ... = argyx = arg ypi1-

Vamos a demonstracao do Teorema de Perron Frobenius.

Demonstracao: (i) Seja 7 um autovalor de M tal que |r| > |)|, para todo A
outro autovalor de M e seja y o autovetor de M associado a A. Logo, para todo i,

temos

TYi = Zmij?/j
J

onde m;; sado os coeficientes da matriz M. Logo, |Ty;| = implica que

Z mi;Y;

J

7] yi] < Zmij|yj|, pois M > 0. Dali, temos que
J
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> misly|
|7| < min -
! il

Note que se y; = 0, entao || < +o00. Seja a fungao r definida, para x > 0, x # 0,

E mijxj
. J

r{r) = 1min
(@) = min L—

por

T

A funcéo r(z) = min é continua, para todo x no conjunto {z € R*: = > 0}.

1 :L',L
Logo, sup r(x) é atingido. De fato, como r(cx) = r(x), Vo € R® para todo ¢
x#0,2>0
elemento de r, entdo sup r(z) = sup r(xz). Como r é continua e o conjunto
x#0,2>0 |z|=1,2>0
{z € R* : ||z|| = 1} é compacto, entdo sup 7(z) é alcancado.
|z|=1,2>0
S
Seja § = sup r(z). Dai, 0 < |7| < 6. Como min~——— < 6, para
|z|=1,2>0 ¢ T

todo x > 0, entao vamos mostrar que # também é um autovalor. Com efeito, seja
Z mi;|yil
0 = min -

t |yz|

M* > 0 para algum k, entao

, para algum y > 0, com |ly|]| =1 e seja z = My — 6y # 0. Como

MF*z = M(M*y) — 0M*y >0

Se x = M*y, entdo Oz < Mx e isso implica que fz; < Z mi;xj, para todo 7, ou

j
Z Mi; T
seja, 0 < j—., para todo 2, o que é uma contradicao.
Portanto, Iilostramos que 6 > 0 é também um autovalor e que 6 > |)\|, para
qualquer outro autovalor \ de M.

Suponhamos agora que exista A autovalor de M tal que = |A\|. Como My = \y,

entao M|y| = 0]y|. Dai segue que

MF|y| = 0" |y| = | M*y|

e que para todo ¢
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Sk, = S
J J

Dai pelo lema (3.3.5), temos que os argumentos de y; sdo todos idénticos e seja

y; = |y;|e'® sua representagao polar. Como y é autovetor associado a A entao, ye ¢

também o é. Logo, para todo j

yie ' = |y;lee™? = ly;| > 0

e isso implica que ye~™ é autovetor, estritamente positivo, associado a .

Assim, 0 < Mye™ = \ye~* implica que A\ > 0, necessariamente. Logo, con-
cluimos que A = 6. Portanto, 6 > |\|, para todo A autovalor de M.

Para a prova do restante do teorema, temos o seguinte lema que vamos apenas

enunciar:

Lema 3.3.6 : Seja 0 o autovalor dominante da matriz primitiva M. Se x € um au-

tovetor correspondente a 0, entdo |x| é um autovetor estritamente positivo associado

a 0.

(ii) O auto-espago associado a 6, ker(M — 6I) tem dimensao 1. De fato, se nao
tivesse, consideremos x e y vetores linearmente independentes em ker(M —61I). Pelo
lema (3.3.6) temos que x; e y; sao diferentes de zero, para todo i. Seja z = x — Ey.
Desta forma, z tem que ser identicamente nulo. ”

Vamos mostrar agora que ker (M — 01) = ker (M — 6I)?, o que implica que 0 é
simples.

Suponhamos que xg € ker (M —01)*\ ker (M —61). Temos que Mzy = Oz + z,
onde x € ker (M — 01).

Vamos mostrar, por inducao, que para todo n > 1, M"zy = 0"xo+nb" ‘z. Com

efeito, é valido para n = 1, pois Mxg = 0x¢ + x. Suponhamos vélido para n. Logo,

M(M"xy) = MO"zo + Mno" 'z
M lay = 0"Mxy +nb" Mz
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Mg = 0"(0zg + x) + nb" '0x
M Hay = 0" xg + (n+ 1)0"x

Temos que existe ng suficientemente grande e existe uma constante ¢ > 0 tal que

Mn0’1’0| > |Mnol’0| > nOQ"O*IC > 8n0|l'o| (314)

Logo, M™ ¢é matriz primitiva com autovalor dominante ™. De (3.14), deduzi-
mos que M™|zg| = 6™ |xg| e entdo, M™zy = 0™z, como no item (i). Isso contradiz

nossa suposigao e portanto, ker (M — 0I) = ker (M — 1)
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