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Resumo

A teoria de informacao e computagao quantica é uma area de pesquisa que vem crescendo
de maneira acentuada nos ultimos anos devido aos intimeros avangos tecnologicos que a
acompanham. Neste mestrado comecamos nossos estudos nesta area de pesquisa onde nos
introduzimos e aprofundamos em seus aspectos intrigantes e peculiares. Dada nossa for-
macao inicial na area de ciéncias da computagao, inicialmente nos dedicamos a entender
os aspectos fundamentais da mecanica quantica, assim como da teoria de informacao e
computacao quantica. Focamos principalmente nos sistemas quanticos abertos, visto que
o maior obstaculo a ser superado para o desenvolvimento destes computadores é o efeito
deletério do meio ambiente. A principio, concentramos nossos estudos nos ditos processos
nao-Markovianos, que apresentam efeitos de memoria. Aprendemos sobre as novas me-
didas de nao-Markovianidade, principalmente as medidas baseadas na dindmica do ema-
ranhamento e na dindmica da informacao mutua. Conseguimos publicar nosso primeiro
resultado, onde provamos a inequivaléncia destas duas medidas de nao-Markovianidade.
De fato, mostramos que tais medidas, em geral, podem discordar sobre o tipo de pro-
cesso dissipativo, sendo que uma pode reconhecé-lo como Markoviano enquanto outra
pode reconhecé-lo como nao-Markoviano. Como mostramos, esta inequivaléncia esta di-
retamente relacionada com o refluxo de informacao do meio ambiente para o sistema, e
como mensuramos tal informacao nestas duas medidas distintas de nao-Markovianidade.
Finalmente, na fase final de nossos estudos, tivemos como objetivo encontrar um meio de
otimizar o controle das operacoes logicas. Especificamente, trabalhamos com um método
numérico utilizado em sistemas fechados para otimizar sistemas abertos Markovianos.
Observamos que a eficacia deste método depende do tipo e intensidade da interferéncia
do ambiente e das condigoes iniciais do sistema, obtendo melhores resultados em casos

especificos.

Palavras-chave: Computacao quantica. Teoria da informagao quéantica. Sistemas quan-

ticos abertos.
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Abstract

Quantum information theory and computation is a field of research that has been growing
acutely in the past few years due to the many technological improvements it follows. In
this masters’ course, we began our studies in this area of research where we were intro-
duced and immersed in its intriguing and peculiar aspects. Given our initial formation
in computer science, we initially dedicated ourselves to understanding the fundamentals
of quantum mechanics, as well as of information theory and quantum computation. Our
main focus were open quantum systems, since the greatest obstacle to the development
of these computers is the harmful effect of the environment. At first, we concentrated our
studies in the so called non-Markovian processes, that show memory effects. We learned
about the new non-Markovianity measurements, mainly those based on the dynamics of
entanglement and mutual information. We managed to publish our first result, where
we proved the inequivalence of these two measurements of non-Markovianity. Indeed,
we showed that such measurements, in general, can disagree about the dissipative pro-
cess, so that one can regard it as Markovian and the other as non-Markovian. As we
demonstrated, this inequivalence is directly related to the information back-flow from the
environment to the system, and how this information is measured by each of the two
distinct measurements. Finally, in the last stage of our studies, our goal was to find a way
to optimize the control of the logical operations. Specifically, we worked with a numeric
method used in closed systems to optimize Markovian open systems. We have observed
that the effectiveness of this method depends on the type and intensity of the interference

of the environment and of its initial conditions, attaining better results for specific cases.

Keywords: Quantum computation. Quantum information theory. Open quantum sys-

tems.



Introducdo

Com a miniaturizacao dos microprocessadores chegando ao seu limite fisico, a Lei de
Moore, que diz que o poder computacional dobra a cada dois anos a um custo apro-
ximadamente constante (MOORE] (1965), em breve nao serd mais valida. Para que o
desenvolvimento de novos sistemas nao cesse, serd necessario encontrar uma forma de
manter este aumento de capacidade. Uma alternativa interessante é apresentada pelo
estudo de sistemas quéanticos.

As propriedades da mecéanica quantica fazem com que um sistema quantico se com-
porte de maneira distinta da esperada de um sistema classico. Conceitos como superposi-
¢ao e emaranhamento operam de maneira inconsistente com as leis da mecanica classica.
Este novo paradigma abre iniimeras possibilidades para o desenvolvimento da computacao
baseada em sistemas quanticos.

Recentemente, muitos estudos tém sido feitos na area de Teoria da Informagao Quan-
tica (COVER; THOMAS, 2006)). O interesse por essa area de estudo é justificado pelo
fato de o processamento quantico apresentar propriedades que podem oferecer vantagens
computacionais potencialmente significativas sobre o processamento classico. Em par-
ticular, os algoritmos de busca nao sequencial (GROVER)] [1996) e fatoragao (SHOR,
2006) quéanticos tém se mostrado muito eficientes em comparac¢ao com os classicos, e
o desenvolvimento na area de criptografia quantica ja resultou em solugoes disponiveis
comercialmente.

O desenvolvimento de um computador quantico, no entanto, nao é uma tarefa simples
devido a dificuldade de se manter um estado quantico isolado em condigoes realistas.
Neste sentido, o primeiro passo para a realizacao da computacao quantica é proteger
tais estados da interferéncia destrutiva do ambiente. Alguns métodos numéricos foram
propostos para manter as propriedades quanticas de um sistema aberto por mais tempo
(CUI; XI; PAN| 2008) e para realizar operagoes logicas sobre estes sistemas (LIMA; HO;
RABITZ, [2014)).

Neste trabalho sera descrita a fundamentacao da mecénica quantica, bem como al-
gumas de suas propriedades menos intuitivas que a tornam diferente da fisica classica.
Também serao vistas as relacoes entre sistemas quanticos, suas representacoes vetoriais
e uma propriedade, o emaranhamento, que é considerada importante para o estudo das
relagoes entre esses sistemas. Depois sao discutidos alguns conceitos de teoria da informa-
¢ao, como medidas da quantidade de informagao transmitida, por exemplo, e apresentados
andlogos quanticos para esses conceitos. A seguir, hd uma breve explicagao sobre os fa-
tores de interferéncia do ambiente sobre um sistema quéantico e a descricao de modelos
para tipos de interferéncia que terao particular relevancia para o desenvolvimento deste

trabalho. Finalmente, é explicitada a relacao de uma dinamica quantica com seus estados
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pregressos e como esta afeta seus estados posteriores. Sao descritos os resultados obtidos
durante o desenvolvimento do trabalho, bem como a perspectiva para trabalhos futuros

com base nestes. A conclusao contextualiza a analise dos dados feita no capitulo anterior.



Parte |

Teoria da Informacdo e Computacdo Quantica



1 Mecanica Quantica

Até o inicio do século XX, a mecéanica classica considerava toda matéria como particula
e radiagao como onda. Partindo de uma sugestao de Boltzmann em 1877 que os niveis
de energia de uma molécula poderiam ser discretos, |[Planck! (1901]) utilizou a ideia de que
a energia é quantizada (ou seja, que é emitida em unidades inteiras e indivisiveis) como
um artificio matematico para determinar uma férmula para a frequéncia observada na
energia emitida por um corpo negro (denominada Lei de Planck).

A aplicacdo da teoria de Planck permitiu que Bohr (1913)) desenvolvesse um modelo
que descrevesse a estrutura de um atomo (o modelo atémico de Bohr), considerando as
distancias entre seus elétrons como miultiplos inteiros de um dado valor, nao ocupando
posigoes intermediarias entre estas (o que serviu, também, para suprir uma deficiéncia do
modelo proposto anteriormente por Rutherford). Da mesma forma, muitas quantidades
que parecem continuas na fisica classica se mostraram discretas quando observadas na
escala da mecénica quantica. A descoberta de que a ideia de Planck se adequava preci-
samente aos resultados obtidos formou a base a partir da qual se desenvolveu a mecénica
quantica.

Em 1905, Einstein observou que, se a luz se propaga a partir de um ponto, sua ener-
gia nao é distribuida continuamente sobre o espago, mas consiste de um ntmero finito
de "quanta de energia" que sao pontos localizados no espago, e sao absorvidas ou gera-
das individualmente e nao podem ser divididas. Essas quanta de luz seriam conhecidas
posteriormente como fétons (COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE, [1977). Da teoria da
relatividade de Einstein, de Broglie, em 1923, derivou a teoria das ondas de matéria, que
postulava que uma particula pode exibir caracteristicas de onda e vice versa.

Em um experimento realizado por Thomas Young em 1803, foi observado que a luz,
se propagando como onda a partir de uma tunica fonte e passando por duas fendas até
uma tela, gera um padrao de interferéncia nesta, como representado na[Figura 1] As duas
fendas fazem com que a onda se divida em duas ondas independentes, que interferem
uma com a outra ao chegar na tela, fazendo com que algumas regioes apresentem picos
de interferéncia construtiva. Este comportamento nao é observado quando apenas uma
fenda esta aberta.

Variar o tempo de exposicao da tela a luz emitida revela que, quando exposta por um
tempo curto o suficiente para receber poucos fétons, cada féton tem um impacto localizado
e nao um padrao de interferéncia fraco, como esperado de uma onda. Por outro lado,
quando o tempo de exposicao é grande, os padroes de interferéncia nao desaparecem,
como ocorreria se fossem causados apenas pela interacao entre os fotons. Assim, foi
formulado o conceito da dualidade onda-particula: os aspectos de onda e particula da luz

sao inseparaveis.
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Figura 1 — Experimento de Young.

Fonte: [Yanofsky e Mannucci (2008).

Esse experimento pode ser repetido com outras particulas além da luz, como elétrons,
protons ou mesmo niicleos atdmicos, exibindo o mesmo padrao de interferéncia (e, de
fato, esses experimentos foram realizados, demonstrando os resultados esperados). Desta

forma, a distingao rigida entre ondas e particulas nao existe no nivel quantico.

1.1 Estado Quantico

Enquanto a posi¢ao de um objeto no sistema cléssico é determinada por uma equagao
de movimento (como a equacdo do movimento retilineo uniforme s (t) = so + v - ¢, por
exemplo, sendo s (t) a posi¢do do objeto no tempo ¢, sy a posi¢do inicial do objeto e v a
velocidade com que ele se move), o estado de um sistema quantico pode ser representado
por um vetor (COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE), [1977). A qualquer sistema fisico
é associado um espago vetorial complexo com produto interno (Espaco de Hilbert, H),
conhecido como espago de estados do sistema. O sistema é completamente descrito pelo
seu vetor de estado, um vetor unitario no espago de estados.

O vetor que caracteriza um estado puro do sistema é descrito por [¢)) (denominado
ket), seguindo a notagao de Dirac. Um estado misto de um sistema néo pode ser carac-
terizado por um tnico vetor [¢), a representagao correta destes estados é dada por uma
mistura estatistica de varios estados puros. Assim, um estado misto é caracterizado por
um conjunto de estados {|u1),...,|¢;)} onde cada estado tem uma probabilidade p; de
ocorrer, de forma que a soma das probabilidades seja unitaria, » _, p; = 1. Um estado puro
também pode ser visto como uma mistura estatistica, caso no qual tem-se a probabilidade
p = 1 associada a um estado e a probabilidade p = 0 associada aos demais estados.

Um observavel ¢ um operador Hermitiano no espaco de estados do sistema sendo

observado. Sendo que o observivel M descreve uma medida projetiva, sua decomposicao
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espectral ¢ M = %" mP,,, onde P, é o projetor no autoespago de M com autovalor m.
Os resultados possiveis da medida correspondem aos autovalores m do observavel. Ao
se medir o estado [¢)), a probabilidade de se obter o resultado m é dada por p(m) =
(Y| Py |¢). Dado que m ocorreu, o estado do sistema quantico imediatamente apos a

. , P . . L . . . .
medida é % Assim, para um sistema fisico com n possiveis resultados perfeitamente
pim

distinguiveis, pode-se associar uma colegao de estados ortonormais {|e1) , les), ..., |e,)} €
H. Cada um desses estados representa uma possivel resposta ¢ do aparato de medida.
Um estado arbitrario |¢)) que representa um sistema antes do experimento é determinado
por uma das varias combinagdes lineares de todos os |e;), onde {|e;)} (o conjunto dos

autovetores de um observavel) forma uma base:
) = Zai‘€¢>- (1.1)

Para que esse vetor represente um estado fisico é necesséario que ele satisfaca a relagao de
. o~ . ~ 2 . .
completeza Y. |e;) (e;] = 1 e a condi¢do de normalizagao > |a;|” = 1, pois os coeficientes

{|042-]2} representam as probabilidades de ocorréncia dos estados associados {|e;)}. Essa
possibilidade de escrever o estado [¢) na forma da[Equagao 1.1 com mais de um coeficiente
a; ¢ chamada Superposigcdo de Estados (MIRANDA| 2015)).

O experimento de Stern-Gerlach mostra que os &tomos tém uma propriedade chamada
spin, uma espécie de momento angular intrinseco, que nao tem contrapartida classica.
Quando a componente z, por exemplo, do Spin é medida, sempre assume um dos dois
valores: para cima ou para baixo. Portanto, uma medida de uma particula Spin—% na
direcao z tem dois resultados possiveis, e seu estado pode ser representado como um

vetor. O primeiro resultado possivel para o Spin é estar para cima, estado representado

1

1) =10) = (0> (1.2
0

=11 = (1> (1.3

com um estado arbitrario sendo a combinacao das duas possibilidades, representado por

pelo vetor

0 , 0
|v)) = cos 3 0) + ¥ sin 3 1), (1.4)

onde ¢ = y/—1, para os intervalos 0 < 0 < 7 e 0 < p < 27. Estes coeficientes satisfazem

a condicao de normalizacao
(YY) = cos® O + e e’ sin? 0 = 1. (1.5)

Hé4, ainda, uma interpretagao geométrica para o estado |¢), fixando ¢ = 0, representada,



Capitulo 1. Mecdnica Quantica 7

Figura 2 — Representacao geométrica do estado |¢), para ¢ = 0.

. L W4 cind 21
yr) = cos{ ) 0) + sin| 5 )

Fonte: Mirandal (2015)).

1.2 O Bit Quantico

A grande diferenga entre a computagao classica e a computacao quantica é a unidade
bésica de informacao: enquanto na computacao cléssica esta é o bit, que pode assumir
os estados 0 ou 1, na computagdo quantica tem-se o bit quantico (quantum bit, mais
comumente chamado qubit), que pode assumir os estados |0) ou |1), bem como todas as

possiveis superposicoes desses dois estados

[¥) = al0) +51), (1.6)

onde |a|”> + |3]* = 1. Quando esses estados resultantes tém igual probabilidade de ocor-

réncia o estado superposto pode ser representado, por exemplo, como

1
Y1) = \f 0) + \f 1) =1+)

\/— 10) — \/— 1) =1-). (1.7)

Assim, ha infinitas possibilidades para o estado de um qubit, e apenas duas na represen-

|¢h2) =

tacdo de um bit classico. A [Figura 3| chamada Esfera de Bloch, representa a diferenga na
quantidade de informacao contida em um bit quantico ) e em um bit classico
(Figura 3p) assim como outra representagdo geométrica dos valores 6 e ¢. Os estados
possiveis de um bit sao equivalentes a dois pontos: os polos de uma esfera de Bloch.
Fisicamente, um qubit representa o estado puro de um sistema de dois niveis. O
experimento de Stern-Gerlach e um f6ton polarizado sao exemplos bem conhecidos de sis-
temas reais que podem ser modelados usando a defini¢ao de qubit. Isso porque os estados
desses sistemas podem ser escritos como combinacao linear de dois estados ortonormais.

Tais experimentos sao descritos pela teoria da mecanica quantica onde, pelo principio da
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Figura 3 — Representagoes Gréficas: (a) Representacao grafica de um qubit: Esfera de
Bloch. (b) Representacao gréfica de um bit classico: dois estados possiveis.

|0}
oy

Fonte: Pinto| (2014)).

superposicao, o estado de um sistema pode ser descrito por uma combinacao linear de
outros estados. Um qubit modela de forma eficiente qualquer sistema fisico que possa ser

caracterizado por uma combinagao linear de dois estados ortonormais.

1.2.1 Condicdes para Ortonormalidade

A representacao dos estados de um sistema quantico na notagao de Dirac assume
duas formas: [¢), chamada ket e (1|, chamada bra (de bracket, sendo a representagao
(¥ |1) denominada bra-ket). Um estado pode ser representado de qualquer uma das duas
formas, levando-se em consideragao a relagao entre elas: (| é o transposto do complexo
conjugado de [¢) (também chamado de adjunto), ou seja, (¢| = (|1/1>t)*, também denotado
(1] = [4)'. Assim, se |¢) é um vetor coluna, (¥| ¢ um vetor linha e as operacoes entre
eles seguem as regras das operagoes entre matrizes, (1| - [1h2) = (¥1]12) é um nimero
complexo e |) (19| € uma matriz quadrada. Estes resultados sao importantes para a
computacao quantica e serao melhor explorados mais adiante.

Uma base no espago de Hilbert é composta por um conjunto de vetores ortonormais,
que satisfazem duas condig¢oes: sao ortogonais entre si, ou seja, seu produto escalar é nulo,

e sao normalizados, isto é, (¢;|¢;) = 0,5, para §;; = 0,7 # j e §;; = 1,7 = j. Assim, tem-se
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que, para os estados |0) e |1) que formam uma base no espago de Hilbert:

- - _1-
00)=11 0 =1
om =1 of |

- - _O_
o =1[1 ol || =0

L | _1_

- - _1_

110) = (0 1 =0
am=o 1|

- - _O_
(1) = |o 1] =1 (1.8)

1.3 Operador Densidade

Conforme discutido na secao anterior, pode-se ter uma representacao de um estado
quantico como uma matriz |¢) (¢|. Este tipo de matriz é chamado Operador Densidade ou
matriz densidade de um estado quéntico e permite a realizacao de outras operacoes além
das possiveis com um vetor |¢). Para um estado geral, dado um conjunto de estados puros
{pi, |¥i)}, onde p; é a probabilidade i de ocorrer o estado [¢);), a definigdo do operador

densidade é

P = Zpi Vi) (il - (1.9)

Esse formalismo é mais conveniente para descrever um sistema quantico cujo estado nao
¢ completamente conhecido (NIELSEN; CHUANG;, [2010).

Todos os postulados da mecénica quantica na formulacao de vetor de estado tém anéa-
logo na notacao de operador densidade, ou seja, o espago vetorial associado aos operadores
densidade é um espaco de Hilbert, e a evolu¢ao de um operador densidade isolado é des-
crita pelo operador unitario U atuando sobre o ket e o bra da [Equacao 1.9 sendo essa
operacao descrita por

p(t)=U(t)p(0)U(t). (1.10)

Também é possivel descrever medidas por meio de operador densidade. Tendo ope-
radores de medidas M, (sendo estes projetores de uma base na qual a medida ¢ feita) e
realizando uma medida no estado |1;), a probabilidade de o resultado da medida ser m é

dada por
P (mli) = (W] M, Mo [03) = (0l MJM 3 13} Gl [55) =
Z (il M:an i) (ili) = tr (M;Mm |:) W%D . (L.11)

)
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que de acordo com a lei de probabilidade totalﬂ a probabilidade de obter a medida M,
¢ dada pelo valor esperado da

p(m) = Zpip (mli) = ZPz‘W‘ (M} My, 13) (5]) =

tr (M:an sz' 2y Wz’) =tr (MLMmP) - (1.12)

Apoés a medida o estado do sistema sera

) = ) (1.13)
VWl M, [0)
e consequentemente o operador densidade do conjunto de estados [¢") é dado por
M, pM!
PV m (1.14)

p=
tr (M;Mmp)

Se um estado quantico |¢) é totalmente conhecido, este estado é dito puro, e seu
operador densidade serd somente p = [¢)) (¢)|]. Também é possivel que um sistema seja
preparado no estado p; com probabilidade p;, sendo neste caso p uma mistura de estados

dada por

P = Zpipi- (1.15)

Os operadores densidade devem obedecer também a condigdo tr(p) = 1 para que
p represente um sistema fisico, e deve ser um operador positivo, ou seja, todos os seus
autovalores devem ser reais e positivos. Estas condigoes de traco 1 e de positividade

permitem que p tenha uma decomposicao espectral
p= 3"\l . (1.16)

onde os vetores |i) sdo ortogonais e \; sdo os autovalores nao negativos de p. Desta
equagao e do traco ser 1, é possivel ver que ha probabilidade \; de o sistema estar no
estado [).

Também da condicao do traco 1 tem-se um critério para decidir se o estado é misto
ou puro: sendo p um operador densidade, entao tr (p*) < 1, com igualdade se, e somente
se, p é puro. Isso pode ser provado se, considerando p = ). p; [1;) (¢;|, onde [¢);) sdo os

autovetores de p,

PP =D iy 1) (Wl [95) (0] = D oy [90) B () = D 7 1) (il -

1,] 0, i

Y p(y) = X, p(ylz)p(z) - Expressa a probabilidade total de um resultado que pode ser realizado
através de varios eventos distintos.
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Tomando o traco em p?, conclui-se que
tr(p?) = pi <1,

o que indica que o estado é puro se p; = 1 e p;; = 0 e uma mistura caso contrario.

Os elementos da matriz p podem ser calculados utilizando uma relagao conhecida como
relagao de fechamento. Pode ser verificado que um conjunto de vetores é realmente uma
base de um espago de Hilbert se satisfaz essa relacao. Para o conjunto {|a;)} a relagao de

fechamento é dada por:

Z |as) (ai| =1, (1.17)

onde 1 é uma matriz identidade com a mesma dimensao do espago vetorial em questao.
Por meio desta relacao os elementos da matriz podem ser calculados observando que
p = 1pl, onde 1 é uma matriz identidade. Assim, para a base em consideracao e assu-

mindo que p é uma matriz densidade do sistema de interesse, tem-se que:

p=3"la) (@il play) (ay] (1.18)

,J
ou ainda:

p =3 ((alpla;)as) (o] (1.19)

o que também pode ser escrito como (PINTO) 2014):

{arl plar) Aailplaz) -~ {ai| play)
o= <a2’é|(l1> | ' (1'20)
{@lplar) - e (ail play)

Da fato os somatorios descritos pela e pela resultam em
uma matriz, mas eventualmente pode-se usar somente os termos entre parénteses na
[Equagao 1.19) Pode ser observado que estes termos resultam em um naimero e que este
numero depende dos indices ¢ e j. Os indices i e j estao associados, respectivamente, a
linha e a coluna que dao a localizacdo do nimero (a;| p |a;) na matriz, ou seja, (a;| p|a;)

sao os componentes da matriz densidade.

1.4 Postulados da Mecanica Quantica

A mecénica quantica é um arcabougo matemaético para o desenvolvimento de teorias
fisicas. Por si 86, a mecénica quéntica nao descreve as leis que um sistema fisico deve obe-
decer, mas prové as ferramentas matematicas e conceituais para o desenvolvimento dessas

leis. A seguir serao descritos brevemente os postulados bésicos da mecénica quantica.
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Estes postulados fornecem uma conexao entre o mundo fisico e o formalismo matematico
da mecéanica quantica (NIELSEN; CHUANG, 2010). Outros conceitos necessarios para

sua compreensao também serao explorados nesta segao.

1° Postulado: Associado a qualquer sistema fisico isolado héa um espacgo vetorial com-
plexo com produto interno (isto é, um espago de Hilbert) conhecido como espacgo de
estados do sistema. O sistema é descrito completamente por seu vetor de estado,

que é um vetor unitario no espago de estados do sistema.

2° Postulado: A evolugao de um sistema quéntico fechado é descrita por uma transfor-
magao unitaria. Isto é, o estado |¢) do sistema no tempo ¢; ¢ relacionado ao estado
|¢") do sistema no tempo ¢, por um operador unitario U que depende apenas dos

tempos ¢y e to,

W) =U (t2, 1) [¥) - (1.21)

A evolugao temporal do estado de um sistema quéantico fechado é descrita pela
equagao de Schrodinger,

d ¢

t

_dly)
ih=r = ). (1.22)

Nesta equacao, i é uma constante fisica conhecida como constante de Planck cujo
valor deve ser determinado experimentalmente. Na pratica, o valor usado ¢ 1, de
modo que A seja absorvido por H, que é um operador Hermitiano fixo chamado

Hamiltoniano do sistema fechado e representa a energia total do sistema.

3° Postulado: As medidas quanticas s@o descritas por um conjunto {M,,} de operadores
de medida, que agem sobre o espaco de estados do sistema a ser medido. O indice m
se refere aos resultados da medida que podem ocorrer no experimento. Se o estado
do sistema quantico é |¢)) imediatamente antes da medida entdo a probabilidade de

o resultado m ocorrer é dada por

p(m) = (| M} My, [4), (1.23)
e o estado do sistema apos a medida é

M [)

. (1.24)
W MM, )
Os operadores de medida satisfazem a equagao de completeza,
> MiM,, = 1. (1.25)

4° Postulado: O espaco de estados de um sistema fisico composto é o produto tensorial
dos espagos de estados dos sistemas fisicos componentes. Ainda, havendo sistemas
numerados de 1 a n, e o sistema i preparado no estado [¢;), entao o estado conjunto
total do sistema ¢ |¢1) ® [1ha) @ - - - @ [1)y).
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1.4.1 Operadores adjuntos e Hermitianos

Uma matriz A € C™" ¢ dita simétrica se AT = A, ou seja, A[j, k] = Ak, j]. Por
convencao, se [v) é um vetor, define-se |v)" = (v]. Em uma representacao em matriz do
operador A, a acao do conjugado Hermitiano é levar a matriz A a matriz transposta-
conjugada AT = (A*)T, onde * indica o complexo conjugado, e T" a operacao de transpo-
sicao (YANOFSKY; MANNUCCI, 2008). Um operador A cujo adjunto é A é conhecido
como operador Hermitiano ou autoadjunto.

Uma classe importante de operadores Hermitianos é a dos projetores. Supondo W um
subespago vetorial k-dimensional do espago vetorial V' d-dimensional, é possivel construir
uma base ortonormal [1),...,|d) para V tal que |1),...,|k) seja uma base ortonormal

para W. Por definicao,
P=Y"1i) (il (1.26)

¢ o projetor no subespaco W. Esta defini¢ao independe da base ortonormal [1),...,|k)
usada para IW. Da definigdo pode-se mostrar que |v) (v| ¢ Hermitiano para qualquer vetor

|v), portanto, P é Hermitiano, PT = P.

1.4.2 Produto Tensorial

O produto tensorial € um meio de unir espagos vetoriais para formar um espaco vetorial
maior. Sendo V e W espagos vetoriais de dimensdes m e n, respectivamente (e, por
conveniéncia, espagos de Hilbert), entdao V ® W é um espago vetorial de dimensao mn.
Os elementos de V ® W sado combinagoes lineares de |v) ® |w) dos elementos |v) de V e
|lw) de W. Em particular, se |i) e |j) sdo bases ortonormais para os espagos V' e W, entao
i) ® |7) € uma base de V@ W. O produto tensorial |[v) ® |w) pode ser representado pelas
notagoes abreviadas |v) |w), |v,w) ou [vw) (NIELSEN; CHUANG, [2010)).

Uma forma de tornar este conceito mais concreto é a representacao matricial conhecida
como produto de Kronecker. Supondo A uma matriz m por n, e B uma matriz p por q,

tem-se a representacao:

n-q
AnB  ApB -+ A B

AeB=|"" e m- p. (1.27)
AmB ApeB -+ ApB

Nesta representacao termos como A1 B denotam submatrizes p por ¢ cujas entradas sao

proporcionais a B, em relacdo a uma constante A. Por exemplo, o produto tensorial dos
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vetores (1,2) e (2,3) é o vetor

(1.28)

-
W N W R
|
S A W N

A notagio |1)®* representa o produto tensorial de |¢) consigo mesmo k vezes (|))** =
|1) ® |1), por exemplo). Uma notagao anédloga é usada para operadores sobre espagos de

produtos tensoriais.

1.5 Populacdo e Coeréncia

Os elementos de uma matriz densidade possuem uma interpretacao fisica. Levando
em conta as definicbes da secao anterior, serd feita uma andlise destes elementos onde
a matriz p representa um estado possivel de um sistema quéntico e o conjunto {|a;)}
uma possivel base no espaco de Hilbert deste sistema. Assim, para calcular os elementos
da matriz densidade p pode-se usar a relacdo descrita anteriormente ((a;| p|a;), sendo ¢
nimero da linha e j nimero da coluna). A discussdo desse resultado seré feita em duas
partes. Primeiro considerando somente os elementos da diagonal principal da matriz p e,
em seguida, os elementos fora da diagonal principal.

Os elementos da diagonal principal sdo dados pelos nimeros (a;| p|ag), com j = k e

sao calculados como:
(aj] plaj) Zpl (s (ila;) sz (ajla)]) - (1.29)

Os elementos entre parénteses na equacgao acima indicam a probabilidade de um estado
puro [¢;), colapsar para |a;), quando realizada uma medida na base {|a;)}. Assim, ob-
servando a equacao acima como um todo, vemos que os elementos da diagonal principal
representam a probabilidade de encontrar o sistema em um dos elementos |a;) da base,
quando a medida é feita na propria base {|a;)}. Esta probabilidade é dada pela média
entre as probabilidades |(a;]1;)|° ponderada pelas probabilidades p; do estado puro [1);)
ocorrer. Os elementos da diagonal principal sao chamados de populagao.

Os elementos fora da diagonal principal sdo dados pelos nimeros (a;| p|a;) com i # j

que sao calculados como:
{ail plaj) Zpk (ailtn) (Yrlaz) Zpk ¢ic5)

onde ¢; = (a;|Yx) e ¢; = (a;]v). A interpretacao fisica para os elementos fora da diagonal
principal pode ser obtida observando primeiro o significado dos valores entre parénteses

na equagao acima. Na mecanica quantica um sistema de interesse pode ter o seu estado
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descrito por uma combinacao linear de mais estados e, quando este for o caso, o resultado
de uma medida sobre o sistema pode estar sujeito a interferéncia destes estados. Os valores
entre parénteses na equagao acima indicam um fator de interferéncia para o estado puro
|Yk), onde ¢; e ¢; sao os coeficientes da expansao de |¢;) na base {|a;)} (PINTO,2014). Se
a equagao acima for vista como um todo é possivel notar que os numeros fora da diagonal
principal indicam a média dos fatores de interferéncia quando toma-se todo o conjunto de
estados {|1x)} que compoem a mistura estatistica. Os elementos fora da diagonal principal
em uma matriz densidade sao denominados coeréncia e sao frequentemente associados ao

comportamento quantico de um sistema.

1.6 Sistemas Quanticos Compostos

Eventualmente pode ser de grande interesse uma representacao que contenha infor-
macao a respeito de mais de um objeto quantico. Sistemas que se constituem de mais
de um objeto sao chamados sistemas compostos. O formalismo apresentado até aqui esté
de acordo com a representacao de um sistema fisico maior, isto é, um sistema que possa
ser visto como composto por varios sistemas menores. Nesta secao sera discutido como
representar em uma tnica matriz densidade dois ou mais sistemas distintos.

A um sistema quéntico tem-se associada uma matriz ou um vetor que caracteriza seu
estado. Uma matriz densidade (assim como um vetor de estado) pertence a um espago
vetorial denominado espaco de Hilbert e este espago vetorial é caracteristico do sistema
estudado. Toda matriz ou vetor que representa um estado possivel de um sistema pertence
ao espaco de Hilbert deste sistema. Considerando que o sistema a ser estudado é composto
por diversos sistemas distintos onde a cada parcela do sistema total esta associado um
espago de Hilbert, para o sistema como um todo também ¢é possivel definir um espaco de
Hilbert e este espaco vetorial pode ser descrito a partir dos espagos de sistema menores.
Assumindo que H; com i = 1,2,...,n representa o espaco de Hilbert da i-ésima parcela

do sistema total, o espago de Hilbert H do sistema composto total fica descrito por:
H=H ®H,® - -®H,, (1.30)

onde o simbolo ® representa um produto tensorial entre os espacos H;. A dimensao
do espago vetorial H é dada por dim (H) = dim (H;)dim (Hs)...dim (H,). Uma tnica
matriz ou vetor que pertenca ao espaco de Hilbert H definido acima representa o estado
do sistema como um todo.
Por exemplo, se o sistema de interesse se constitui por dois objetos apenas, a definicao
se torna:
H=H; ®H,,

que sao comumente chamados de estados bipartidos. Este caso especifico é de grande

importancia, pois sistemas compostos maiores sempre podem ser considerados como es-
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tados bipartidos. Por exemplo, na |[Equagao 1.30] pode-se definir H4 = (H;) e Hp =

(Hy ® --- ® H,) de forma que o sistema total pode ser escrito como H = H4 ® Hg, ou
seja, um sistema bipartido.

Quando o estado de um sistema bipartido é descrito por uma matriz densidade é
possivel desenvolver um formalismo matemético denominado traco parcial. A operacao
trago parcial permite que, a partir da matriz que representa o sistema total, se obtenha
as duas matrizes que caracterizam as outras duas parcelas do sistema. Abaixo segue uma
descricao mais detalhada desta operacao.

Considerando dois sistemas denominados A e B, para cada sistema existe um espago
de Hilbert associado que sera respectivamente descrito por Hy e Hg. Para uma dada
matriz densidade pap que pertence ao espaco de Hilbert H = H,4 ® Hp as operagoes traco

parcial sao definidas como:

PA :t?"B (pAB); (131)
p =tra(pap), (1.32)

onde as matrizes p4 e pp caracterizam, respectivamente, o estado dos sistemas A e B e
pertencem aos espacos de Hilbert Hy e Hp. Nestas definig¢oes, o trago é tomado sobre
uma base de Hp na primeira defini¢ao e sobre uma base de H4 na segunda. Assim, para

efetuar tais operacoes ¢ preciso definir as bases dos espagos vetoriais Hq € Hp.

1.6.1 Traco Parcial e Operador Densidade Reduzido

Uma das aplicagoes mais importantes do operador densidade é como descri¢cao de sub-
sistemas de um sistema quéantico composto, o que é obtido através do operador densidade
reduzido. Supondo que se tenha os sistemas fisicos A e B, descritos pelo operador den-
sidade pap, uma possivel matriz densidade reduzida é definida pela [Equacao 1.31] onde
trg € um mapa de operadores chamado trago parcial sobre o sistema B. O trago parcial

¢ definido como:

try (|a1) (az| @ [br) (b2|) = |a1) (az| tr (|b1) (b2]), (1.33)

onde |a;) e |ag) sao dois vetores quaisquer do espago de estados de A, e |by) e |by) sao dois
vetores quaisquer do espaco de estados de B (NIELSEN; CHUANG, 2010)). A operagao
trago do lado direito da equagao é a usual para o sistema B, isto é, tr (|by) (ba|) = (b1]b2).

Nao é 6bvio que o operador densidade reduzido do sistema A descreva de qualquer
forma o sistema A. A justificativa fisica para esta identificacdo é o fato de o operador
densidade reduzido fornecer as estatisticas de medida corretas para as medidas feitas no
sistema A. Por exemplo, supondo um sistema quéntico no estado produto pap = p ® o,

onde p é o operador densidade do sistema A e ¢ do sistema B, entao

pa=1trg(p®c)=ptr(o) =p, (1.34)
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que é o resultado intuitivamente esperado. Analogamente, pg = o para este estado. Um

exemplo menos trivial é o estado de Bell %, que tem operador densidade

_ (|00> + \11>> (<00| + <11|) _ 100 (00] +[11) {00] +]00) {11} + [11) (1],

V2 V2 2

Tracando o segundo qubit, encontra-se o operador densidade reduzido do primeiro qubit,

p1 = tr2(p)
_ My (100) (00]) + tro (|11) (00]) + tr2 (]00) (11]) + tro (]11) (11])
2
_ 10) {01 {0]0) + [1) {0I {O[1) ;r 10) (1] 1]0) + [1) (1] (1[1) (1.36)
~10) (0] + 1) (1
2

1

=3
Nota-se que o estado p; é misto, ja que tr((%)Q) = % < 1. Este é um resultado

interessante, pois embora o sistema conjunto de dois qubits esteja em um estado puro
e, portanto, exatamente conhecido, o primeiro qubit estd em um estado misto, sobre
o qual nao se tem conhecimento méaximo (NIELSEN; CHUANG, 2010). Esta estranha
propriedade, de um estado conjunto de um sistema ser completamente conhecido, mas ter

um subsistema em um estado misto, é caracteristica do emaranhamento quantico.

1.6.2 Emaranhamento

No ano de 1935 surge a primeira discussao sobre o conceito de emaranhamento. Em
um artigo publicado por Einstein-Poldolsky-Rosen (EPR), onde questionam o principio
da superposicao aplicado em sistemas compostos, EPR utilizam a ideia de superposicao de
sistemas compostos e uma definicao de realidade fisica e da incapacidade de informacoes
serem transmitidas a velocidades superiores a velocidade da luz para demonstrar que a
mecanica quantica é uma teoria incompleta.

Também em 1935, Schrodinger descreve o paradoxo conhecido como gato de Schré-
dinger, no qual apresenta uma experiéncia imaginaria na qual coloca um gato dentro de
uma caixa completamente isolada. Dentro da caixa, coloca-se um mecanismo contendo
um atomo instavel que pode se tornar estavel liberando energia que é usada para acionar
um dispositivo que libera um gés mortal que mata o gato. De acordo com a Mecanica
Quéantica, s6 se pode determinar a probabilidade do 4tomo decair e nao quando isso vai
ocorrer.

O estado desse sistema imaginario pode ser escrito considerando o a&tomo instavel como

sendo |A;) e |Ap) apos a estabilizagao, e descrevendo a condigao do gato com sendo vivo e
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morto pelos estados |Vivo) e |[Morto) respectivamente. Entao o estado global do sistema,
é:

V) = a|Ay, Vivo) + B | Ao, Morto) , (1.37)
onde |af> 4+ |B]* = 1, ou seja, |a|® e |8]? sdo as probabilidades do atomo decair ou nao
respectivamente. Essa ligagao entre os dois subsistemas (gato e atomo) foi nomeada por
Schrodinger como Verschrdnkung que foi traduzido para o inglés como entanglement
e para o portugués como emaranhamento. Tanto EPR como o gato de Schrédinger
questionavam aspectos de localidade e realismo da Mecéanica Quantica que sao questoes
importantes para a completude da teoria.

O realismo determina que os objetos existem independentemente e tém propriedades
que podem ser medidas, e estas propriedades tém um tunico valor em qualquer espaco e
tempo independente de serem medidas ou nao. Assim, ainda que nao sejam medidas, elas
tém o mesmo valor preciso que teriam caso o fossem (WHAT...| 2016). O principio da
localidade postula que um objeto é influenciado diretamente somente por seu ambiente
proximo. A ideia é que, para que uma acao em um ponto influencie outro ponto, algo no
espago entre eles deve transmitir esta acao, atravessando este espaco.

John Bell, em 1964, estabeleceu uma distincao absoluta entre a mecanica quantica
e a mecanica classica, considerando uma teoria local e com variaveis ocultas (SANTOS
FERREIRA| [2015), que determinam o valor de medidas, e derivando limites superiores
sobre as correlacoes de observaveis de tal teoria. Ele nota que alguns tipos especiais
de estados emaranhados violam suas desigualdades, conhecidas como desigualdades de
Bell (YANOFSKY; MANNUCCI, 2008)). Bell dessa forma deixou claro a necessidade de
na Mecéanica Quéntica se fazer uma escolha entre qual propriedade da teoria deve ser
descartada, o realismo ou a localidade.

Escolhendo o realismo, admite-se a existéncia de variaveis ocultas desconhecidas, que
fazem com que os resultados sejam os apresentados. Para a nao localidade aceita-se que
ocorrem interagoes a distancia.

Nao ha uma teoria geral do emaranhamento, porém muitos estudos tém sido feitos
com a intengao de entender essa estranha propriedade (NIELSEN; CHUANG, 2010). O
emaranhamento é encarado como um recurso fundamental da Natureza, de importancia
comparavel a energia, informagao, entropia ou qualquer outro recurso fundamental para a
computacao quantica. Atualmente, existem muitas teorias para uso em sistemas emara-
nhados bipartidos (algumas das quais serao usadas mais adiante) e poucas para sistemas

multipartidos.

1.6.3 Caracterizacdo do Emaranhamento e Critério de Separabilidade

Inicialmente, caracteriza-se o espaco de estados onde estao os estados emaranhados

como sendo o espago de estados de um sistema fisico composto. Segundo a Mecanica
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Quantica, havendo sistemas quanticos numerados de 1 a n, cada sistema preparado no
estado [|1¢);), decorre que o estado do sistema composto serd Y1) ® [1s) @ -+ & |1hy,)
(NIELSEN; CHUANG, 2010 apud SANTOS FERREIRA| [2015).

Tendo dois sistemas quanticos denominados a e b, dito sistema bipartido, supoe-se que
la) = Ao |0q) + A1 ]1,) seja um estado do sistema a e |b) = 70 ]0,) + 71 |15) seja um estado
do sistema b, onde |Xo|> + [M\|* = 1 e |0|* + |m|° = 1. O produto tensorial entre |a)
e |b) sera um estado do sistema composto ab. A representacao desse estado do sistema,

composto de a e b serd dada por

[Yap) = [a) @ [b) = (Ao [0a) + A1 [1a)) ® (70 [0p) + 71 |15))
= X070 104) @ [0p) + X071 [0a) ® |1p) + A0 [1a) @ [06) + A1y1[La) @ [1p)
= 2070 (0a) [05) + X071 [0a) [16) + A1yo [La) [05) + A1 [1a) [1s)
= 2070 0a08) + X071 [0a1s) + A170 [1a0) + A1y1 [1a1p) . (1.38)

Pode-se ainda omitir os indices que indicam a qual sistema pertence o qubit e reescrever

a equagao acima como
|wab> = )\0’}/0 |OO> + )\0’)/1 |01> + )\1")/0 ‘10> + )\1’}/1 ’11> . (139)

Um estado do sistema ¢ dito emaranhado se nao pode ser escrito como produtos
de estados individuais do sistema. O estado |¢u) = 5 (]11) — [10) 4 [01) — |00)) nao ¢é
emaranhado, pois pode ser separado como o produto de dois estados individuais

1 1

’@ab> = \/5 \/5

Nem sempre é simples verificar se um estado composto é separével ou nao, entao

(1) +10)) == (I1) = 10)) = [a) ) = |pa) © [00) - (1.40)

para isso sao utilizados alguns critérios. Para o caso de sistemas puros bipartidos, pode-
se detectar se estao emaranhados ou nao utilizando a Decomposicao de Schmidt, que
determina que, para um estado puro |¢q) de um sistema composto ab, existem estados

ortonormais |i,) para o sistema a e |i,) para o sistema b tais que

V) =D Vi lia) li) | (1.41)

onde n = min {dim a, dim b} e \; sdo os autovalores dos respectivos autovetores de [t)),
nimeros reais ndo negativos, conhecidos como coeficientes de Schmidt e .\, = 1. Se

A; = 1 para um tnico valor de 7 o estado é separavel e caso contrario é emaranhado.
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2 Teoria da Informac3o

Claude Shannon propds em 1948 um modo de quantificar a informagao contida em
uma mensagem, tratando-a como um fenémeno matematico (uma mudanga na percepgao
do assunto de impacto semelhante a que ocorreu quando Boole, um século antes, sugeriu
que a logica era parte da matematica e ndo da filosofia), considerando os problemas na
comunicag¢ao dessa informacao sob o ponto de vista da estatistica e probabilidade. Se-
gundo o que ele denominou Teoria Matemética da Comunicacao, seria possivel associar
valores probabilisticos a niimeros bindrios e uma unidade de medida para a quantidade
desses valores (mais especificamente, para a quantidade de informagao de um dado evento,
quando a probabilidade deste ocorrer é meio), inicialmente chamada shannon, mas poste-
riormente conhecida como bit. Devido a similaridade do conceito com o funcionamento da
logica computacional, o nome também foi usado para a unidade béasica de armazenamento
de dados em um computador.

Uma consequéncia importante da codificacao de uma mensagem como um conjunto
de sinais binérios foi a redugao da complexidade necessaria para se estabelecer um canal
de comunicacao. Diferentemente da comunicacao por sinais analogicos, que precisaria ser
capaz de replicar uma onda eletromagnética (convertida de uma onda sonora, no caso de
um telefone, por exemplo), um sinal digital, tendo apenas dois valores possiveis, precisa
transmitir apenas uma corrente elétrica (sendo a presenga da corrente 1 e a auséncia
0) em intervalos regulares. Outro ponto importante do trabalho foi a determinagao do
calculo do tamanho minimo de um canal para o recebimento de uma mensagem conside-
rando a possibilidade de haver erros ou interferéncia durante a transmissao, classificados
genericamente como ruido.

Os resultados mais importantes desse trabalho foram, portanto, dois teoremas funda-
mentais do que viria a ser a teoria da informacao: o teorema da codificacdo em canais
sem ruido, que quantifica os recursos fisicos necessarios para transmitir uma informagao
e o teorema da codificacdo em canais ruidosos, que quantifica a informacao que pode
ser transmitida através de um canal ruidoso (SHANNON] |1948). Um ruido em uma men-
sagem com codifica¢do binéria, por exemplo, pode mudar um sinal de 0 para 1 (ou de 1
para 0), gerando uma incerteza em rela¢ao a mensagem recebida. Shannon mostrou que

¢é possivel proteger o contetido da mensagem usando codigos de protecao contra erros.

2.1 Entropia de Shannon

Um dos principais resultados da teoria da informacao classica é a Entropia de Shannon,

aplicavel a qualquer sistema descrito por uma variavel aleatéria. A Entropia de Shannon,
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também chamada Entropia Cléassica da Informagao, é obtida através da equacao
= — Z p(x)logp (x (2.1)

onde X é uma variavel aleatoria discreta na forma de uma tripla (z, Ay, Px), sendo x
o indice dos vetores Ax = {ay,as,...,a;}, que lista o simbolos nos quais a mensagem
é codificada, Py = {p1,p1,.-.,p:i}, que d& a probabilidade de cada respectivo simbolo.
Como esses valores sao obtidos através de estatistica e probabilidade, p(x =a;) > 0 e
erAXp(x =a;) = 1.

Dado que o canal de informagcao suporta dois niveis (0 ou 1, por transmitir bits),
logp (x) é, mais especificamente, log, p (x). Para outras formas de transmissao, logp ()

tem bases diferentes. Por convencao,
0log0 =0, (2.2)

pois limy ;) 0+ —p (x)logp (z) = 0. O valor da entropia, portanto, ¢ um nimero real que
tem duas interpretacoes distintas, dependendo do ponto em que é calculado: se antes ou
depois de o sistema ser medido. Fazer uma medida em um sistema probabilistico, como
sao chamados os sistemas descritos por uma variavel aleatéria, significa obter um dos
possiveis eventos associados ao sistema, ou ainda fazer uma medida sobre esta variavel.
Assim, se a entropia for calculada antes de se saber o resultado de uma medida, ela
quantifica a incerteza em relacao a este resultado e, se for calculada apos uma medida,
mede a quantidade média de informacao que é obtida com o resultado de uma medida
(SHANNON; WEAVER, [1964)).

O caso simples de uma variavel aleatoria com dois resultados possiveis, que caracteriza
um sistema binario, auxilia na compreensao da entropia como medida de incerteza sobre
um sistema. Considerando uma varidvel aleatéria que pode assumir os valores 0 e 1, se a
probabilidade py = p estiver associada ao estado 0, a probabilidade de ocorrer o estado 1
deve ser p; = (1 —p). Sendo z = {0,1}, Ax = {0,1} e Px = {p,1 — p}, a[Equagao 2.1|

pode ser escrita como

H (po, p1) = —po logs po — p1log, 1,
H (po,p1) = H (p) = —plogyp — (1 —p)logy (1 —p) . (2.3)

Pode ser notado que a entropia assume o valor maximo (H = 1) quando p = 0.5, ou
seja, quando os dois estados ocorrem com a mesma probabilidade, o que condiz com a
interpretacao da entropia como medida de incerteza nos resultados do sistema. Para
a entropia maxima, h& a mesma chance de conhecer ambos os estados e, portanto, a
incerteza sob qual resultado sera obtido é maxima. Supondo uma probabilidade maior
para um dos resultados, como p = 0.8 por exemplo, a entropia diminui, assim como a

incerteza no resultado, pois ao realizar o experimento os resultados tendem para um valor.
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No caso extremo onde p = 1 (ou p = 0) a entropia é zero, pois tanto a informagcao obtida
com a medida quanto incerteza sobre o resultado sao nulas, ja que o valor é conhecido

antes de realizada a medida, sendo com certeza 0 (ou 1).

2.1.1 O bit como unidade de informac3o classica

Uma mensagem pode ser vista como uma sequéncia de resultados para uma variavel
aleatoria. Se forem realizadas varias medidas sobre um sistema probabilistico, tem-se uma
sequéncia de resultados, definida como uma mensagem. Uma mensagem com os valores
possiveis de qualquer variavel aleatoria pode ser escrita em uma sequéncia de bits (ainda
considerando os valores possiveis do bit como o conjunto {0, 1}). Tomando como exemplo
o conjunto {a, b, ¢,d} como os possiveis resultados de uma variavel aleatoria e, apos uma

sequéncia de medidas, a sequéncia de resultados
abadcaba . . ..

O conjunto {a, b, c,d} pode entao ser redefinido como:

a =00
b=01
c=10
d=11 (2.4)

o que torna os valores possiveis {00, 01,10, 11} com a mesma distribui¢do de probabilida-

des anterior. Com esse conjunto como alfabeto, a mensagem anterior ficaria
0001001110000100.. .,

ou seja, uma sequéncia de bits.
A entropia de Shannon pode ser interpretada como a quantidade minima de bits

para reproduzir uma mensagem sem perda de informagao relevante. Se uma mensa-

gem for escrita com o alfabeto {ai,as,...,a,}, onde cada simbolo tem probabilidade
p = p1, P, ..., Pn de aparecer, esta mensagem pode ser escrita, sem perda relevante de
informacao, usando, em média, H (p1, pa, . . ., ps) bits. Desta forma, cada simbolo da men-

sagem possui em média H bits de informagao. Este resultado é conhecido como teorema

de Shannon para um canal de comunicacao sem ruido. Considerando ainda o exemplo

anterior, usando o conjunto {a,b,c,d}, com probabilidades p, = %, Dy = }L, De = % e
Pqg = %, e usando a definicao da |[Equacao 2.4 com 2 bits por letra, tem-se:
1 1 1

1 .
5.24r1.2+§.2+§-2:2me5.

Esse resultado é uma média da quantidade de bits usados para representar as letras do

conjunto, ponderada pela probabilidade de cada letra ocorrer. De acordo com o teorema
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de Shannon, entretanto, cada letra da mensagem possui, em média, H (pa, pp, Pe, Pa) bits

de informagao. Usando a [Equacao 2.1 tem-se:

1

H (pa, Po, Pes Pa) = — <— (1) + (—3) + % (—3)) = Zb@'ts.

A mensagem pode, assim, ser comprimida de forma a ser transmitida usando ;Z bits, em
média. A codificacao definida em [Equacao 2.4] portanto, utiliza mais recursos que o

minimo previsto pela teoria, nao sendo a mais eficiente. E possivel redefinir o conjunto

Ccomo
a=0
b=10
c=110
d=111

e calcular H (pg, py, Pe, Pa) Para esse conjunto como:

LTI S S S
2 1 8 g 0T "

Sendo esse valor a média ponderada da quantidade de bits usado por cada letra. Este
algoritmo ¢ chamado de Codificagao de Huffman (HUFFMAN| 1952).

2.1.2 Entropia Conjunta

A entropia pode ser calculada para diferentes tipos de distribuicao de probabilidade.
A probabilidade conjunta quantifica a possibilidade de ocorrerem dois eventos x € X
e y € Y independentes simultaneamente, onde X = {z, Ay, Px} e Y = {y, Ay, Py}.
{p(x,y),x € Ax,y € Ay} possui as propriedades de 0 < p(z,y) < 1, V(z,y) € X x Y,

bem como a propriedade de completeza

> plzy) =1 (2.5)

A entropia conjunta é expressa conforme a [Equacao 2.1} substituindo p (x) por p(zx,y),

H(X,Y)==> p(x,y)logp(z,y) (2.6)

x7y
que tem como propriedade a simetria, isto é, H (X,Y) = H (Y, X), herdada da interse-
¢ao de probabilidade P (AN B) = P (BN A). Para mais de duas variaveis aleatorias a

entropia conjunta é

H (X1, Xs,...,X,) = —ZZ---Zp(a:l,azz,...,xn)logp(arl,xQ,...,mn). (2.7)

1 €2 Tn
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Pode-se interpretar como distribuicao conjunta de probabilidade a possibilidade de sur-
girem pares de resultados, como aa, ab ou ac, por exemplo. Para variaveis aleatorias

X e Y independentes as probabilidades conjuntas também sao independentes, ou seja,

p(z,y) =p(x) p(y), logo

H(X,Y) = prylogp(l" y)
:—Zp y)log [p (2)p (y)]
:_Zp y) [log p () +logp (y)]

= —Zp y)logp (x Zp y)logp (y)
= —Zp )log p (x Zp )logp (y

=HX)+H(Y),

que mostra que a entropia é aditiva para variaveis aleatoérias independentes.

2.1.3 Entropia Condicionada e Entropia Condicional

A entropia de uma variavel aleatoria X, condicionada pelo conhecimento de uma outra
variavel aleatoria Y, mede a incerteza de X quando Y é conhecida. Essa ideia pode ser
formulada considerando o célculo da entropia de X condicionada a um valor especifico,
isto é, Y = y. As probabilidades condicionais {p (z|y),z € Ax} podem ser usadas na
definicao original de entropia pois verificam as propriedades basicas de probabilidade
0<p(xly) <led p(zly) =1, Yy € Ay. A entropia de X condicionada a Y =y é

H(X|Y =y) ==Y p(xly)logp (z|y). (2.9)

T

A entropia condicional H (X|Y) é determinada calculando o valor esperado da entropia

condicionada sobre os valores y. Como p (z|y) = ;:(” ‘1)’), pode-se escrever

H(X|Y) = Zp H(X[Y =y)
= —Zp z,y)logp («]y)
z,y

= plr,y)log p;f’yz)/) (2.10)

== plx,y)logp(z,y) + > p(x,y)logp(y)

T,y z,y

= H(X,Y)—H(Y).
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A ¢ importante, pois a expressao da entropia condicional quantica nao pode
ser obtida diretamente dessa expressao por analogia, como visto na [secao 2.2,

Uma das propriedades da entropia condicional H (X|Y) é a positividade, isto é,
H(X|Y) > 0, ou seja, o fato de a entropia de X ser condicionada aos valores de Y
nao pode perder o sentido de ganho de informacao, pois o conhecimento sobre a variavel
X s6 pode aumentar com as informagoes da variavel Y. Essa propriedade pode ser veri-
ficada analisando a [Equacao 2.10} pois logp (z]y) < 0,0 < p(z|y) < 1, sendo p (z]y) =1
e p (x|y) = 0 probabilidades méaxima e minima, respectivamente.

Dado que a entropia condicional de X a Y depende das probabilidades p(y), e a
entropia condicional de Y a X das probabilidades p (z), e sendo essas arbitrarias en-
tre si, H (X|Y) # H (Y|X). A entropia conjunta pode ser relacionada com a entropia

condicional fazendo
HX,)Y)=HX|Y)+H(Y)=HY|X)+ H((X). (2.11)

Essa conexao ¢ chamada regra da cadeia e pode ser usada para determinar a entropia
conjunta quando se conhece a distribuicao da probabilidade condicional e a distribuicao

da probabilidade do simbolo que condiciona o resultado da fonte.

2.1.4 Informacdo Matua

Com uma permutagao na pode-se obter uma outra quantidade da Teoria

da Informacao: a Informagao Miutua. A informagao mutua do par X e Y é dada por
IX:Y)=H(X)+HY)-HX,)Y)=H(X)-HX|Y)=H(Y)—-H((Y|X) (2.12)

que mede a quantidade de informagao em comum entre as duas variaveis aleatorias X e Y.
Essa expressao ¢ obtida somando as entropias de X e Y e subtraindo a entropia conjunta
entre as duas variaveis, que é somada duas vezes. Essa correlagao pode ser interpretada
como a reducao de incerteza de X devido ao conhecimento de Y. As relagbes entre
entropia e informagao mutua sdo expressas pelo diagrama da [Figura 4] sendo a entropia,
de X o circulo a esquerda, a de Y o circulo & direita, a informagao muatua a intersecao da

entropia dos dois e a entropia conjunta sua uniao.

2.1.5 Entropia Relativa

Para medir a proximidade entre duas fungoes de distribuicao de probabilidade de uma
variavel aleatoria é usada a entropia relativa, que é uma medida de divergéncia (chamada
Divergéncia de Kullback-Leibler) de duas fungoes de distribuigao de probabilidade, p ()

e q(z), em relagdo ao mesmo conjunto de indices . A entropia relativa é dada por

H (p(z)|lq (= Zp log Zp )logq (z (2.13)

)
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Figura 4 — Diagrama das relagoes entre entropia e informagao mitua.

H(X) H(Y)

H(X.Y)

Fonte: |Santos Ferreiral (2015)).

onde, por definigao, ¢ (z) — 0 = —p(x) log% — +00, se p(z) > 0, ou seja, o evento

com probabilidade p (x) ocorre e o evento com probabilidade ¢ (x) nao.
Da entropia relativa surge um importante teorema utilizado para provar vérios resul-
tados da teoria da informacao, denominado Desigualdade de Informacao. Segundo esse

teorema, a entropia relativa é nao negativa, isto ¢,

H(p(z)llq(x)) =0, (2.14)

com igualdade se, e somente se, p(z) = q(z),Vz. A prova do teorema vem da desigual-

Inz : 1
dade logz = -5 < x — 1, pois com = = ¢, tem-se
1 1 Int 1
—(Inl-IhtH) <-=-1=—>1-——. 2.15
In2 (In nt) < t In2 — t ( )
Usando a [Equacao 2.15] conclui-se que

2 2 (@)
> ;p(fv) (1 ~ ]%) (2.16)
=D (p(@)—q(x))

-1

—0.
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A informagao mutua pode ser escrita como uma desigualdade de informacao, usando
as fungoes de distribuicao de probabilidade das fontes conjuntas de informagao X e Y
(Equagao 2.12)), sendo a informacao mitua a divergéncia entre a densidade conjunta
p(z,y) e o produtorio das marginais p (z) e p (y)

[(X:Y)=Y pley) logl%, (2.17)

assim, a informagao mutua pode ser escrita como uma entropia relativa,

1X:Y) =Y p (o) log]% CHp@y)lp@p), (218

onde a variavel aleatéria X tem distribui¢ao de probabilidade conjunta p (z,y) e Y tem

p(x)p(y). A informacdo mutua é, portanto, positiva,
[(X:Y)>0, (2.19)

com igualdade apenas no caso de independéncia entre as variaveis aleatorias.
A[Equacao 2.19[também é conhecida como subaditividade da entropia quando é escrita
da forma
H(X,)Y)<H(X)+H(Y), (2.20)

e evidencia que a entropia conjunta de duas varidveis aleatorias X e Y é menor que a soma
das entropias de cada uma dessas variaveis. A igualdade ocorre com X e Y independentes
entre si. Outro resultado obtido a partir da desigualdade de informagao é que a entropia
de uma varidvel X possui um méximo, que depende da quantidade de simbolos que a

fonte possui.

2.2 Entropia de von Neumann

Conforme visto na secao anterior, a entropia de Shannon quantifica a incerteza, ou
conteido informativo, associada & distribuicao de probabilidade. No caso quéantico a
entropia tem um papel muito similar, pois determina a incerteza sobre um sistema quan-
tico, substituindo-se as distribuicoes de probabilidades pelos operadores densidade que
descrevem sistemas quanticos. Um caso cléssico associa um conjunto de probabilidades
{p;};_, a um conjunto de simbolos aleatorios {z;};_;, enquanto no quantico o operador
densidade, p = > . p; [10;) (4|, é criado a partir de uma mistura estatistica que associa
{p;};_, a um conjunto de estados aleatorios {|v;)}.;_;, que substituem os simbolos ale-
atorios. A particularidade do estado quéantico surge pelo fato dos estados {|t;)};_, nao
serem, obrigatoriamente, ortogonais, o que faz com que, além da incerteza classica, exista

uma incerteza quantica associada a capacidade de distin¢ao dos estados nao ortogonais. A
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entropia sobre um sistema quantico descrito por um operador densidade p é determinada

S (p) = —tr(plogp), (2.21)

condicionado a [Equacao 2.2]
Como visto no |Capitulo 1)um operador densidade, por ser hermitiano e positivo, pode

ser escrito em uma base ortogonal, onde os autovalores \; representam a probabilidade
do estado ter sido preparado no estado |e;). Dessa forma, a entropia de von Neumann, se

A; sao os autovalores de p, pode ser definida como:

S(p) =~ Z (ejl (plog p) |e;)

= — Z (€] Z A ler) (er]log (Z Ak lex) <6k|) l€5)

== (el Miler) (erler) log Ae (exles) (2.22)

ki

———
§

= = e Y les) (el Aulen) (erler) log A
kil J Ik

1
== \log\;,

com )\; sendo as probabilidades da ocorréncia de cada estado possivel. Essa forma de
entropia seré a mais usada pela sua praticidade, pois a dificuldade se resume em descobrir
os autovalores do operador densidade em sua representagao ortogonal.

O valor méaximo possivel para a entropia de um sistema depende da dimensao do espaco
de estados para esse sistema. Considerando um sistema com distribui¢ao equiprovavel
entre os possiveis estados mediveis p = % onde n é a dimensao do espaco do estado, a

entropia fica

n

1 1 1 n 1
(p n) Z og zi:nogn —log — =logn (2.23)
Quando o operador densidade é formado por estados com igual probabilidade de ocorrén-
cia =X =---= )\, = %, diz-se que esse operador estd em um estado maximamente
misto.

2.2.1 Entropia Quéantica Relativa

A Entropia Quéantica Relativa é muito util para o estudo da Entropia Quéantica, no
sentido de ferramenta de prova das propriedades da entropia. A entropia relativa nesse
contexto é andloga ao caso classico substituindo as distribui¢oes de probabilidade pelos

operadores densidade p e 0. Dessa forma, a entropia relativa entre p e o é definida por:

S (pllo) =tr(plogp) —tr(plogo). (2.24)
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Um resultado importante da entropia relativa é o fato de, como no caso classico, ser
positiva.

Segundo o teorema conhecido como Desigualdade de Klein,

S (pllo) = 0, (2.25)

com igualdade se, e somente se, p = 0. Esse teorema pode ser provado fazendo-se p =
>_ipili) (il e 0 =32, 9;7) (j| decomposicbes dos operadores densidade p e 0. Usando a

definicao da entropia relativa pode-se escrever:

S (ollr) = X2 (Gl plogp = ploga i) = Y plogp, = 3l plogali). (220

Como p; é um autovalor do operador p, pode-se fazer a substituigao (i| p = p; (i| e, usando
a propriedade f (o) = >_.[j) f (g;) (j| (obtido por meio da expansdo em série de Taylor

de o), reescrever o ultimo termo da equagdo como

(i log o |i) (Zlog a) 1) ( J|) ) = szlog (a5) (alg) Gla) -

Renomeando a amplitude da probabilidade como P;; = (i|j) (j]i), este termo pode ser

> pilog(q;) Py.
ij

Dessa forma, a entropia relativa fica:

S (pllo) = sz <1og pi) ZPU log (g ) (2.27)

onde Py; = |(i|)]* > 0 e as somas marginais 3. P; = (j] (3., ]i) (i]) (j| = 1 e, da mesma

reescrito

forma, >~ P;; = 1. Devido & concavidade da fungao log (), tem-se que:

Z j1og (q;) > log (r;)

onde r; = Zj P,;;q;, assim pode-se escrever:

oS
S (pllo) sz log (p2> (2.28)

Essa equacao possui a forma da entropia relativa classica na [Equacao 2.16| e da nao
negatividade da entropia classica, portanto:

S(plle) =0

com igualdade se, e somente se, p; = r;, Vi, e se P;; for uma matriz de permutacao.



Capitulo 2. Teoria da Informagao 30

2.2.2 Propriedades Basicas da Entropia

Algumas demonstragoes das propriedades da entropia s@o necessarias por serem tuteis
para demonstragoes seguintes no estudo da teoria da informacao quantica (MIRANDA]|
2015).

1. A entropia é positiva, com valor zero se, e somente se, o estado for puro.

O que é facilmente visivel dada a definicao da entropia

= —Z)\xlog)\x.

O fato de um estado puro ter um autovalor igual a 1 e o restante igual a 0 faz com

que os logaritmos se tornem zero, fazendo com que a entropia seja zero.

2. Em um espaco d-dimensional a entropia maxima é log d, o que ocorre quando
o sistema estiver em um estado maximamente misto % Usando a entropia

relativa entre os estados p e 0 = clv tem-se:

S (olle) = tr (plog ) —tr (p1oe 5 ) = =5 ()~ 3 (i plog 1

e, usando (i| p = p; (i|:

S (pllo) sz ) (log 1 —logd) = =S (p) + logd > 0.

3. Supondo um sistema composto AB no estado puro, entao S (A) = S(B).
Conforme visto, a entropia quantica é calculada usando como argumento da funcao
os autovalores dos operadores densidade A e B. Da decomposicao de Schmidt, sabe-
se que existe uma base ortogonal para o sistema AB de modo que ambos subsistemas

compartilham os mesmos autovalores. Assim, sendo os autovalores de p* os mesmos
de pP, S(A) = S (B).
4. Supondo que p; sao probabilidades e os estados p; tém base no subespaco
ortogonal, entédo S (> . pip;) = H (p;) + >, piS (pi). Partindo da entropia de um
s ; o = , N (s Y-
estado ), pipi, pode-se considerar o estado > _; pipi = D, pi >, |7) Al (j| onde p; ¢ a
probabilidade de ocorréncia do estado p;. Com base nos autovalores do operador, a

entropia pode ser escrita como:

S (szpz) = ZPM{ log (pz)\i)

]

= Zpi)\f log p; — sz’)\z log )\g

= pilogpiy M= piy Mlog
i j i J

= H (pi) + ZPiS (pi) -

J

(2.29)
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5. Entropia conjunta: supondo p; probabilidades, |i) estados ortogonais para
um sistema A e p; o operador de outro sistema B, entao:

S (Zpl 1) (1] ® pi> = H (p;) + Zpis (pi) -

Para isso, considera-se p; = . j) N (j] e
pili) (il @ 17) GIAN = 1i) piX] (i) = pas.
Entao pode-se escrever a entropia do estado pap como:

S (paB) = paplog pap = ZPM{ log (pz/\f) :

)

2.2.3 Discérdia Quantica

Conforme demonstrado na [subsecao 1.6.2| os sistemas fisicos descritos pela mecéanica

quantica podem estar quanticamente correlacionados, tal correlagao sendo frequentemente
descrita como emaranhamento e resultando na impossibilidade de alguns sistemas quanti-
cos serem caracterizados por estados separaveis. Porém, o emaranhamento nao é a tnica
forma possivel de correlagao quéntica entre sistemas. Outra medida das correlagoes entre
particulas que estao em desacordo com as leis da fisica cléssica foi proposta, denominada
discordia quantica (OLLIVIER; ZUREK, |2001).

A discordia quantica pode assumir valores diferentes das medidas de emaranhamento,
o que pode ser verificado considerando sistemas mistos. Desta forma, em alguns sistemas
podem existir correlacoes quanticas mesmo que o sistema esteja em um estado separavel.
Assim como o emaranhamento, acredita-se que a discordia quéntica possa ser usada na
melhoria de sistemas usados no processamento de informacao.

O conceito de discordia quantica vem da ideia de informacao mutua entre sistemas.
Em sistemas quanticos a informacao mitua, quando existir, nao é composta somente de
correlagoes classicas. A discordia vem da generalizagao da que calcula a
informagao mutua entre duas variaveis aleatérias de duas formas distintas para sistemas
quanticos. A primeira parte da leva em consideracao somente a incerteza
nos sistemas, sem quantificar o conhecimento de qualquer uma das partes, enquanto a
segunda considera medidas locais em uma das partes, ou seja, o conhecimento de uma
das partes.

A equacao que resulta na informacao mitua entre sistemas quanticos usando somente
a incerteza ao sistema pode ser obtida generalizando a [Equacao 2.12, porém, usando a
entropia de von Neumann em vez da entropia de Shannon. Desta forma, a quantidade de

informagao comum a dois sistemas quanticos pode ser calculada como

S(A:B)=S(A)+S(B)—S(A B). (2.30)
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As entropias S (A) e S (B) sao calculadas usando a [Equagao 2.21| e as matrizes pa e pp

que caracterizam ambas as partes do sistema. A entropia S (A, B) é calculada usando
pAB que caracteriza o sistema como um todo e é o equivalente, em sistemas quéanticos,
a entropia conjunta descrita pela [Equacao 2.6 onde foi considerado um par de variaveis
aleatorias. As entropias S (A), S (B) e S (A, B) medem respectivamente a incerteza aos
sistemas A, B e ao sistema total (A + B).

A generalizagao para a que resulta na informacao mutua usando entropia
condicional nao é tao direta quanto a anterior. Aqui deve-se considerar o conhecimento
de uma das partes do sistema (A + B), ou seja, um conjunto de medidas sobre o sistema.
O processo de medida em sistemas quanticos difere de sistemas cléssicos. Dois fatores
deste processo sao de importancia nesta generalizacao. Primeiro, deve-se observar que o
resultado de uma medida varia conforme o modo com que a medida é realizada. Isto equi-
vale a dizer que o resultado de uma medida varia com a base usada em sua representacao.
Como segundo fator, ha o fato de uma medida poder alterar o estado do sistema. Nesta
generalizagao, consideram-se medidas locais e em uma das partes do sistema composto,
bem como a perturbagao no estado do sistema provocada pelo processo de medida.

Aqui, sera considerado um sistema (A + B) e um aparato medidor que age localmente
no sistema B sendo que este pode ser representado por medidas projetivas. As medidas
serao representadas pelos operadores I1g. O conjunto de todas as medidas projetivas é
dado por {IT;} onde o indice i é usado para diferenciar os operadores. Desta forma, o

estado do sistema total (A + B) logo ap6s a medida de Iz ¢ dado por:

Py = (1o dj) pap (1@ 10})
AP (1o lly) pap (L@ 115)]

onde o fator de normalizagao tr[(1 ® %) pap (1 ® IT5)] é a probabilidade de o estado
p'4p ocorrer. Assim pode-se definir p; = tr [(L ® IT4) pap (1 @ IT)]. O anélogo quantico
a entropia condicional é dado pela entropia de von Neumann do sistema apo6s a medida
IT%;. Assim, tem-se:

S (Als) = > piS (Pln) (2.31)

Da definicao acima, a[Equacao 2.12| pode ser generalizada para sistemas quanticos como:

J(A:B)=5(pa) — S (All}). (2.32)

Esta equagao depende de qual projetor IT% é usado, isto ¢, depende de qual medida seré
feita. Assim, surge a questao de qual dos operadores do conjunto {IT%} deve ser usado no
célculo. Henderson e Vedral (2001) propuseram que a equagao acima deve ser maximizada
considerando todo o conjunto dos projetores, ou seja, deve-se considerar o projetor que
resulte no maior valor para J (A, B). O maximo valor para J (A, B) tomado sobre todas as
possiveis medidas € interpretado como uma medida das correlagoes classicas entre os dois

sistemas. Desta forma, neste caso, o quanto os dois sistemas A e B estao correlacionados
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classicamente é dado pelo maximo de informacao acessivel de A por medidas locais no
sistema B. Através da [Equacao 2.32| as correlagbes classicas para o sistema pap sao

calculadas por:
Joag = rrﬁ%x {S (pa) — S (A|Hj§)} , (2.33)

onde J45 quantifica as correlagoes classicas entre A e B. A equagdo acima nao ¢ simétrica,

ou seja, geralmente J4; # Ji;. Esta equagao ¢ a generalizacao da [Equagao 2.12] obtida

para sistemas cléssicos.

Quando considerados, na [subsecao 2.1.4] sistemas classicos, a informacao mutua foi

descrita como uma medida de quanto dois sistemas estao correlacionados classicamente.

No caso classico ha duas formas de se calcular este valor, no entanto, em sistemas quanticos
a situacao é diferente. A informagao mutua dada pela também mede o

quanto os sistemas estao correlacionados, mas esta correlacao nao é puramente classica

e a [kquagao 2.30| e a |[Equagao 2.33| nao sao equivalentes. Neste caso tem-se que Jiz <
S(A: B).
A mede a informagdo mutua total do sistema. Isto significa que ela

quantifica a soma das correlagoes classicas e quanticas, ou seja: S (A : B) =Correlagoes

Classicas+Correlagoes Quanticas. Sabendo que J4z quantifica o total de correlagao clas-

sica existente no sistema, pode-se calcular o quanto os dois sistemas estao quanticamente

correlacionados usando a [Equacao 2.30] e a [Equacao 2.33| como:

D4y =S (A: B) — Jyp, (2.34)

onde D4z mede as correlagoes quanticas totais entre os sistemas. Esta grandeza é de-
nominada discordia quantica. A relacdo entre informacao mutua, correlagao cléssica e
correlacdo quéntica pode ser representada usando um diagrama de Venn. A [Figura

mostra esta representacao.

Figura 5 — Diagrama de Venn para sistemas quanticos.

SA SB

D5

Fonte: (2014]).
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3 Computacdo Quéntica

Neste capitulo serao apresentados alguns conceitos de computagao quéntica, assim
como algoritmos baseados neles e como estes se comparam com seus analogos cléssicos,

quando existirem.

3.1 Portas Légicas Quanticas

Assim como as portas légicas classicas podem operar sobre um bit classico, ha portas
logicas que operam sobre os qubits, tirando vantagem de suas propriedades tnicas. A

seguir serao apresentadas algumas destas portas logicas para um ou multiplos qubits.

3.1.1 Portas de um qubit

No caso classico, a tnica porta loégica nao trivial para um bit é a porta NOT, cuja
operacao é definida pela tabela verdade na qual 0 — 1 e 1 — 0, isto é, os estados 0 e 1 sao
trocados. Um anélogo quantico para a porta NOT pode ser definido de modo que leve o

estado a|0) 4+ 1) para a|1) + £]0). A porta NOT quéntica pode ser representada pela

o1
- o

Se o estado quantico «|0) 4+ £ |1) for escrito como um vetor

il o0

com a parte superior correspondendo a amplitude para |0) e a inferior a amplitude para

matriz

|1), ent@o a saida da porta NOT quéntica é

i

Assim, portas logicas de um tnico qubit podem ser descritas por matrizes dois por
dois que mantenham a condigio de normalizacio do estado (|a|> + |8]> = 1 para um
estado a|0) 4+ 5 ]1)) depois de feita a operagao (NIELSEN; CHUANG, [2010). Para isto
basta que a matriz U que descreve a porta logica seja unitaria, isto é, UTU = 1, onde UT
¢ o adjunto de U e 1 é a matriz identidade dois por dois. Desta forma, qualquer matriz
unitaria é uma porta quantica valida.

Uma consequéncia disto é que hé varias portas logicas que atuam sobre um qubit. A

porta NOT é chamada mais comumente de X por ser uma das matrizes de Pauli. As
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matrizes de Pauli sao operadores que levam um estado a seu oposto em um dos eixos da
Esfera de Bloch (Figura 3). Entdo, da mesma forma que X inverte a posigao do estado

em relacao ao eixo x, hé ainda

0 —i
Y = , 3.4
0 0_ (3.4)
que leva o |0) + 5 |1) em ia|1) — i3 |0) e
1 0]
7 = , 3.5
- (35

que deixa |0) inalterado e muda o sinal de |1) para —|1). Essas matrizes sdo também
chamadas o,, 0, e 0, respectivamente (YANOFSKY; MANNUCCI, 2008). Ha ainda a

porta Hadamard,

1 11 1 (3.6)
=% |1 1 .
Esta porta leva |0) para %, entre |0) e [1), e |1) para @, também entre |0) e |1).
A porta Hadamard pode ser representada através de matrizes de Pauli como
=217 (3.7)

N
3.1.2 Portas de maltiplos qubits

A porta logica quéantica de multiplos qubits mais comumente usada é a controlled-
NOT ou CNOT. Esta porta tem como entrada dois qubits, chamados qubit de controle

e qubit alvo, respectivamente. A porta C'NOT pode ser representada pela matriz Ucy:

100 0
0100
Uon = 38
“Nlo o 01 (3:8)
0010

A porta faz com que, se o qubit de controle for 0, o alvo permanece igual e se for 1, o alvo

¢ invertido. Assim:
|00y — |00) ; |01) — |01);]10) — |11);|11) — |10). (3.9)

A porta CNOT também pode ser descrita como uma generalizacao da porta XOR clés-
sica, ja que a acdo da porta pode ser resumida como |A, B) — |A,B® A), onde @ ¢ a
adigdo modulo dois, que é exatamente o que a porta XOR faz (NIELSEN; CHUANG,
2010).

Um resultado teérico importante é que, para o caso classico, qualquer funcao de bits
pode ser calculada somente a partir de portas logicas NAN D, que é portanto conhecida

como porta universal. Embora haja varias outras portas logicas quanticas, as portas de
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um qubit e a porta CNOT' sao protétipos para todas as demais devido & sua universa-
lidade: qualquer porta de multiplos qubits pode ser composta de C NOT e portas de
um qubit (NIELSEN; CHUANG, 2010)).

3.2 Teorema da N3o Clonagem

E possivel copiar facilmente um bit classico usando a porta C NOT, por exemplo (com
o bit de controle 0). Isto nao pode ser feito, no entanto, com um estado quantico, o que
pode ser provado facilmente: supondo que se queira copiar o estado puro [1) (chamado de

dado) para um estado puro inicial |s) (chamado alvo), sendo o estado inicial da maquina

V) ® |s) . (3.10)

Alguma evolugao unitaria U entao afeta o procedimento de copia, idealmente,

WY@ |s) DU ([9) ©1s)) = [9) @ [v). (3.11)

Supondo que este procedimento de copia funciona para dois estados puros particulares,

[¥) e |g), tem-se

U(ly)@ls)) = [¥) @ [¢) (3.12)
U(lp) ®1s)) = lp) @) - (3.13)

Tomando o produto interno destas duas equacgoes, tem-se

(Wle) = (($le))”- (3.14)

Porém, z = z? tem apenas duas solugoes, z = 0 e z = 1, de modo que ou |¢)) =
lo) (e (Y]p) = 1) ou |[¢) e |p) sdo ortogonais (e (¢|¢) = 0). Assim, um aparelho de
clonagem s6 pode clonar estados que sejam ortogonais um ao outro e, portanto, um
dispositivo de clonagem quantica geral é impossivel. Tal dispositivo nao poderia, por
exemplo, clonar tanto |¢)) = |0) quanto |p) = %, j& que estes nao sao ortogonais

(NIELSEN; CHUANG] 2010).

3.3 Teletransporte Quantico

Um dos algoritmos quanticos mais interessantes que nao possui um analogo cléssico
¢ o teletransporte quantico. Devido as propriedades tnicas do emaranhamento (subse-
[cdo 1.6.2), ¢ possivel transferir um estado arbitrario de um qubit para outro de forma
instantanea, independentemente da distancia entre eles. Como resultado do teorema de
nao clonagem descrito na se¢ao anterior, nao é possivel copiar o estado de um qubit qual-

quer. Isto significa que quando o qubit original é teletransportado para outro local, o
estado do original seré necessariamente destruido (YANOFSKY; MANNUCCI, 2008).
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Para trabalhar com operagoes em qubits pode ser util alternar entre as bases canénicas
e nao canodnicas. O algoritmo de teletransporte age sobre dois qubits emaranhados, cuja

base candnica obvia é
{100, [01) , [10) ,[11)} .

Uma base nao canonica, chamada de base de Bell, é composta de quatro estados (cha-
mados estados de Bell ou maximamente emaranhados)(YANOFSKY; MANNUCCI,
2008)):

101) + |10)
[v*) = — 5 (3.15)
_\ _ lo1) —[10)
™) = 5 (3.16)
100) + |11)
|6F) = —5 (3.17)
o) = M. (3.18)

V2

Para transformar a base canoénica na base de Bell, aplica-se as portas Hadamard e
CNOT (para agir sobre ambos qubits) sobre os elementos da base candnica. Este circuito

quantico cria os elementos da base de Bell da seguinte forma:

00) = [¢*),[01) — |F),[10) = |7 ), [11) — |o7).

Com isso, é possivel descrever o protocolo de teletransporte quantico (YANOFSKY; MAN-
NUCCI, 2008).

Supondo que se queira teletransportar um estado arbitrario [¢) = «|0) + S |1) de A
para B. Inicialmente, dois qubits sdo formados como |[¢T) e um é dado a A e outro a B.
A representa este circuito. A caixa H representa a operagao de Hadamard em
um qubit e as linhas ligando dois qubits sao portas CNOT ,

com e sendo o qubit de controle e & o alvo. Seus estados sao os seguintes:
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Figura 6 — Circuito de Teletransporte Quéantico.

[¥)
L] A
A
] ' < A
B il
fr ] ] fr )
o) lg1) l¢2) |3) |p4)
Fonte: [Yanofsky e Mannucci| (2008)).
|v0) = [¢) ©104) ®[05) = |¢) ®[0405) , (3.19)
B 104) + [14)
_ _ 10405) + [14l5)
02) = [¥) ® |¢7) = [¥) ® 7
_ 0405) + [141p)
~ a0y + 811 02T (321)
_ @]0) (10405) + |1alp)) + 51) (|0405) + [1415))
— 7 )
og) = & 10) (10405) + \1A13>)\J/F§5 1) (|1405) + |OA1B>), (3.22)
02) = a (10) + 1)) (10408) + [1als)) + £ (|0) = [1)) (10405) + [1415))
2
(1000 + 011) + [100) + [111)) + 5 (J010) + 001) — [110) — 101)) P
5 ;

onde o estado [¢)) interage com o qubit emaranhado em A no estado |ps) para criar o

estado |p3). Reagrupando as triplas |zyz) em termos de |zry), que esta com A, tem-se

1
[pa) = 5 (100) (@[0) + 5 1)) +101) (B]0) + 1)) +
10) (a[0) = B[1)) + [11) (=B 0) + «[1))) . (3.24)
Assim, o sistema de trés qubits se encontra em uma superposicao de quatro estados
possiveis.

Entao é feita a medida dos dois qubits em A para determinar em qual dos quatro

estados possiveis o sistema colapsa. No momento da medida, os trés qubits colapsam em
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um dos quatro estados possiveis. Portanto, se A mede |10), o terceiro qubit (em B) esté
no estado o |0) — 5 |1) (YANOFSKY; MANNUCCI, 2008). H4, entéo, dois problemas: A
conhece este estado, mas B nao e B tem «|0) — §|1), ndo o «|0) + 5 |1) desejado.
Ambos os problemas tém uma tunica solugao simples: A envia copias de seus bits (os
resultados das medidas, ndo qubits) para B que os utiliza para obter o estado original

|¥). Ou seja, se B recebe |01) de A, ent@o sabe que seu qubit esta no estado

al0) — B]1) = H

e, portanto, deve operar sobre o qubit com a seguinte matriz:

1 0 o )
= =al0)+4|1) = :
o[- ] -em -
Especificamente, B deve aplicar as seguintes matrizes apos receber informacao de A:
o
00) = ,
0 1
-
01) = ,
10
o
10) = ,
0 —1
o 1
11) = . 3.25
S (3:25)

Aplicando a matriz, B tem o mesmo qubit que A tinha. H& alguns detalhes a se notar
sobre este protocolo (YANOFSKY; MANNUCCI, 2008)):

e A nao tem mais [1)), mas dois bits classicos.

e Para teletransportar uma tnica particula quantica, A precisa enviar dois bits clas-
sicos através de um canal cléssico. Sem eles, B nao pode conhecer o estado que
recebeu. Assim, mesmo que o emaranhamento permita o colapso instantaneo do

estado, nao é possivel haver comunica¢ao mais rapida que a velocidade da luz.

e a e f3 sdo nimeros complexos arbitrarios que satisfacam |o|> + |8]* = 1, podendo
ter uma expansao decimal infinita. Esta quantidade potencialmente infinita de
informacao passa de A para B através de dois bits. No entanto, esta quantidade de
informagao potencialmente infinita é passada como qubit para B e nao tem utilidade

até que seja medida e colapse em um bit.

e B possivel discutir que chamar este protocolo de "teletransporte" é um exagero,
afinal, nenhuma particula foi movida de fato. Entretanto, do ponto de vista da me-
canica quantica, duas particulas que tenham exatamente o mesmo estado quantico

sao, fisicamente, indistinguiveis e podem ser tratadas como se fossem a mesma.
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4 Modelos de Sistemas Quanticos Abertos

Nos postulados apresentados na [segao 1.4] bem como na generalizacdo para o for-
malismo matricial, foi considerado um sistema quéntico fechado. Sistemas fechados sao
sistemas completamente isolados do ambiente a seu redor. Na mecénica quantica pode-se
preparar, através de um conjunto de medidas, um sistema isolado do ambiente, o que
¢ chamado de sistema quantico isolado. Contudo, na pratica, ¢ impossivel manter um
sistema isolado do ambiente ao seu redor (PINTO, 2014). Assim, faz-se util o estudo
de sistemas quanticos abertos, ou seja, de sistemas onde ha interacao entre o sistema de
interesse e o ambiente ao seu redor.

Quando considerados sistemas quanticos como meio de processamento ou armazena-
mento de informagao a interagao entre um sistema e o ambiente aparece na forma de
ruido. Sabe-se que ruido nao é algo inerente ao processamento de informacao quéantica.
No processamento de informacao classica é necessario um meio fisico para manipular in-
formacao, de forma que este meio também pode sofrer interacao com o ambiente ao seu
redor, o que é tratado pela teoria da informagao como um processo de ruido cléssico.

Em sistemas cléssicos o ruido é caracterizado por uma inversao de bits. No processa-
mento de informacao classica, a interagao entre o sistema fisico e o ambiente pode fazer
com que um bit altere seu estado. Como nao se tem a certeza que o ruido cause a mu-
danca no estado de um bit, é descrita a probabilidade de isto ocorrer. Se, por exemplo,
tem-se que o estado de um qubit é 0, um canal ruidoso pode fazer com que seu estado
se altere para 1 e este fato ocorre com uma certa probabilidade. Assim, pode-se dizer
que na auséncia de ruido o sistema fica caracterizado por uma distribui¢ao de probabi-
lidade p' = (po,p1), onde py é a probabilidade de ocorrer um bit com estado 0 e p; é a
probabilidade de ocorrer um bit com estado 1. O ruido faz com que esta distribuicao
de probabilidades se altere, de forma que pode-se ter, apdés um processo ruidoso, uma
segunda distribui¢do de probabilidades, ¢ = (qo, ¢1), onde gg e g1 representam respecti-
vamente as probabilidades de ocorrer um bit com estado 0 ou com estado 1 apds um

processo ruidoso. Esta transformagao pode ser representada por:
q= Ep, (4.1)

onde E é uma matriz que representa o ruido. A forma da matriz £ depende do ambiente
ao redor do sistema e de como é feita a interagao entre o ambiente e o sistema utilizado
como meio para o processamento da informagao. O céalculo de E segue basicamente dois
processos: encontrar um modelo que simule bem o ambiente e um modelo que simule de
forma eficiente a interacao do sistema com o ambiente (PINTO) 2014).

Quando um sistema quéntico é considerado como meio para o processamento de infor-

magao, a transformacao dada pela[Equacao 4.1| se torna ineficaz no estudo de ruidos. Isto
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pode ser notado considerando, por exemplo, um sistema de n qubits. A representacao
deste sistema é dada pelos estados [1;) = (a; |0) + b; |1)) que ocorrem com probabilidades
pi, @ = 1,...,n. Considerando que este sistema entre em contato com o ambiente a in-
teracao pode mudar a distribuicao de probabilidades p; do sistema, mas também alterar
a diferenca de fase entre |0) e |1) de cada qubit, uma relagdo como a nao é
capaz de modelar as mudancas de fase. Nesta situacao a transformagao correta de um
sistema quantico pode ser obtida usando o formalismo matricial. Assim, a transformagao

pode ser calculada como:
p=cep),

onde p = Y " p; i) (¥i]. A transformagdo indicada acima nao ¢ exclusiva a sistemas
abertos; um sistema fechado também pode ter o seu estado modificado.

O célculo da transformacao do estado de um sistema quantico devido a um processo
ruidoso segue a mesma logica usada para calcular a matriz E da[Equagao 4.1} é necessério
um modelo que simule o ambiente e um modelo que simule a interagao entre o sistema
de interesse e o ambiente ao seu redor. Neste capitulo serd mostrado como calcular p’

considerando a interagao entre o sistema quantico e o ambiente, usando o operador soma.

4.1 Operadores de Kraus

Uma forma de estudar sistemas abertos na mecanica quantica é considerando que o
ambiente também é descrito pela mecéanica quantica, ou seja, o ambiente também é um
sistema quantico. Serao usadas as letras S e A para nomear respectivamente o sistema
que se deseja estudar e o ambiente ao seu redor. Ao ambiente A, tem-se um espaco de
Hilbert H,4 associado, que contém todos os seus estados possiveis, da mesma forma, hé
também os espacos vetoriais Hg, associado ao sistema S e Hgy = Hg ® Hy, associado ao
sistema total (S + A).

O formalismo dos operadores soma ¢é frequentemente apresentado fazendo uso de duas
suposi¢coes. A primeira suposicao é que o sistema principal e o ambiente partem de um
estado produto: pg (0)®pa (0), onde pg (0) e pa (0) sdo respectivamente o estado inicial do
sistema e do ambiente, ou seja, no inicio do processo o sistema de interesse é considerado
totalmente isolado do ambiente. Esta suposi¢ao ¢ motivada pelo fato de, ao se estudar
objetos quanticos, o estado dever ser preparado, o que é feito através de um conjunto
de medidas, que faz com que o sistema fique, por um breve instante, aproximadamente
isolado do ambiente. A segunda suposigao é que o sistema total (S 4+ A) é um sistema
isolado durante toda a dindmica. Assim, a escolha do modelo para o ambiente deve ser
feita de forma que estas suposigdes possam ser satisfeitas (PINTO) 2014)).

Com a segunda suposigao, garante-se que mesmo que haja correlagoes entre A e S, o

sistema composto (S + A) continua sendo um sistema isolado. Desta forma, a evolugao
temporal do sistema total é obtida pela equagao de Schrodinger (Equagao 1.22)). Fazendo
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uso das suposigoes descritas acima, a dindmica do sistema (S + A) pode ser obtida por:

psa (t) = Ulps (0) @ pa (0)]UT, (4.2)

onde U é um operador unitario que atua sobre o sistema composto. As matrizes densidade
ps(0), pa(0) e psa () caracterizam respectivamente os estados iniciais dos sistemas A e
S e o estado do sistema total (S + A) em um dado instante ¢.

Conhecendo o estado do sistema (S + A) para um certo instante ¢ é possivel obter

informagao sobre o sistema S para esse instante. Isto é feito pela operacao trago parcial.

Como mostrado na [subsecao 1.6.1] tomando o trago parcial do ambiente tem-se o estado

do sistema S. Assim:

ps (t) = trams (U [ps (0) ® pa (0)]UT), (4.3)

onde pg (t) é o estado do sistema S no instante ¢.

A ja permite o estudo de S considerando que ele esta em contato com
o ambiente, porém nesta equacao o operador U, responsavel pela evolugao temporal, age
no espago de Hilbert Hg4 do sistema (S + A). Existe, no entanto, um formalismo que
permite escrever a dindmica para o sistema S usando operadores que agem somente no
espago de Hilbert Hg, do proprio sistema de interesse. Este formalismo é conhecido como
operador soma e é obtido a partir da relagao na [Equagao 4.3

A pode ser reescrita se a base e o estado inicial do ambiente forem

conhecidos. Assumindo que a base do ambiente é dada por {|ax)} e que no inicio da

dinAmica o ambiente esta no estado |ag), a|Equacao 4.3| pode ser reescrita como:

ps (t) = {ak| (U [ps (0) @ |ao) (aol] UT) |ax) . (4.4)

k

A |[Equacao 4.4] pode ser reescrita como:

ps (t) =Y {ax| Ulao) ps (0) (ao| U [a) . (4.5)

Da equagao acima pode-se definir operadores My, tal como: My = (ay| U |ag). Com esta

definicao a pode ser reescrita como:

ps (t) =Y Mips (0) M. (4.6)

A [Equacao 4.6| descreve a dindmica do sistema aberto S no formalismo dos operadores
soma. Os operadores M}, denominados operadores soma ou operadores de Kraus, agem
somente no espago de Hilbert Hg do sistema de interesse e caracterizam a transformagao

do estado do sistema S.
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4.2 Ruido Quantico

A forma dos operadores soma de um dado ruido pode ser obtida considerando um
modelo para o ambiente e sua interacao com o sistema de interesse. Nesta secao sera
apresentado um modelo que permite, além de obter os operadores soma M), para diversos
tipos de interacao, observar o efeito da decoeréncia sobre um sistema. Novamente nesta
secao as letras S e A serao usadas para distinguir o sistema de interesse do ambiente.

Considerando que o sistema de interesse no estudo seja dado por uma particula sob
influéncia de um potencial harmonico e que seu estado inicial é dado por um estado em
superposicao linear dos dois primeiros autoestados de energia, esta particula pode ser
vista como um qubit pois seu estado pode ser representado usando a base {|0),[1)}. O

Hamiltoniano que resulta na dindmica temporal do sistema S é dado por:
Hs = wsa'a, (4.7)

onde a é o operador de criacdo (que cria novos niveis de energia), a' o operador de
aniquilacao (que destroi niveis de energia) e w; € a frequéncia de oscilagao. O ambiente que
circunda o sistema de interesse serd modelado como um banho de osciladores harmonicos
quanticos. Tendo em vista que o Hamiltoniano de um tinico oscilador harménico é dado
por H = wb'b, onde w, b’ e b sdo respectivamente a frequéncia de oscilacdo do oscilador
e os operadores de criacao e aniquilagao, o Hamiltoniano que governa a dinamica do

ambiente é dado por uma soma destes osciladores:
n
HA == Zwkbzbk, (48)
k

onde wy, ¢é a frequéncia de oscilagao do k-ésimo oscilador harmonico, bL ¢ o operador de
criacao e b, é o operador de aniquilacdo do k-ésimo oscilador. Os operadores b e bz
satisfazem (PINTO)| 2014):

be|n) =vnln—1) ebl|n) =vn+1|n+1), (4.9)

onde n representa um nivel de energia discreto.

E suficiente, para esta definicdo, modelar o ambiente como um sistema de dois niveis
e com temperatura zero. Assim, considera-se que o conjunto {|0),|1)} é uma base do
espago de Hilbert do sistema A. Os vetores |0) e |1) sdo definidos como os dois estados de
menor energia dos osciladores k. A representagao dos operadores by e bL na base {|0), 1)}

é obtida facilmente a partir das relagoes da conforme demonstrado abaixo

- [<ow b [0) (0] |1>] _ [o 1] | (410

para o operador by,

(1] bx, [0) (1] b |1) 0 0
A representagao do estado do sistema S também é dada pela matriz da [Equacao 4.10]

pois a = by e af = b,t. A partir do modelo apresentado para o ambiente e para o sistema
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de interesse pode-se escrever o Hamiltoniano Hg 4, que resulta na dinamica temporal para
o sistema isolado (S + A), dado por

Hea = (7‘[3@1) + (1®7‘[A) + Ha,

onde 1 é uma matriz identidade de grau 2. Na equacao acima H; ¢ chamado Hamiltoniano
de interacgao e é a parcela do operador Hg4 responsavel pela interacao entre os sistemas S
e A. A forma do operador H; depende do tipo de interacao entre o sistema e o ambiente.

A interacao entre os sistemas S e A ocorre de forma muito rapida. Durante o periodo de
tempo em que ocorre a interacao as evolugoes temporais individuais dos sistemas podem
ser desconsideradas e, desta forma, durante este intervalo o Hamiltoniano do sistema
¢ dado aproximadamente pelo Hamiltoniano de interagao. Tendo por objetivo estudar
exatamente a dindmica no periodo em que ocorre a interacao, essa aproximacao deve
ser levada em conta, assumindo uma dindmica governada apenas pelo Hamiltoniano de
interacao, ou seja, Hga = Hi. De particular interesse para este trabalho sera a defini¢ao

dos operadores para o ruido conhecido como atenuagao de amplitude.

4.3 Atenuacido de Amplitude

A atenuacao de amplitude é um ruido que pode ser obtido considerando uma interagao

dada por:
Hy = ng (aTbk + abL) : (4.11)
k

onde g ¢ uma constante de acoplamento entre o sistema e o k-ésimo oscilador. Nesta
secao serd usado um método diferente para mostrar os efeitos da interagao H; sobre o
sistema S, calculando primeiro os operadores M), e, a partir deles, descrevendo a mudanca
no estado de S devido a interagao com o ambiente.

O efeito desta interacao no sistema S pode ser observado considerando primeiramente
o estado do sistema total (S 4+ A) para instantes ¢ > 0, pois, se a matriz densidade pga (%)
for conhecida, pode-se obter, por meio do trago parcial, a matriz pg (¢) que caracteriza
somente o sistema S. Este serd o método utilizado, assumindo que o sistema (S + A) foi

preparado de forma a possuir um estado inicial dado por:
4(0)) = [a|0s) + b 1s)] ® [04) = a|00) +b]10) (4.12)

com a? + b?> = 1, considerando, portanto, que o sistema parte de um estado puro e nao
emaranhado.

A evolugao temporal do sistema ¢ obtida usando a relagao ¢ (t)) = U |1 (0)), onde o
operador unitario de evolucao é dado por U = exp (%m) Assim, o estado | (t)) pode
ser calculado como:

[ (£)) = exp (‘i::lt) 1 (0)) = a - exp (‘?“) 100) + b - exp ("?”) 10). (4.13)
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O desenvolvimento da equacgao acima é simplificado observando que o operador H;
comuta com o operador (Hgs ® 1), ou seja, [Hi, (Hs® 1)] = 0. Isto faz com que os
autovetores de (Hg ® 1) sejam também autovetores de H;. Pode-se ainda notar que
os autovetores de (Hg ® 1) sdo dados pelo conjunto {|00),|01),]10),|11)} que é a base

usada como representagao neste modelo (o que pode ser visto na [Equagao 4.13]). Assim,
a operacao unitaria obtida pelo Hamiltoniano H; provoca apenas uma mudanca na fase

dos elementos da base, sendo a evolucao da dada por:
—iAot —iAt
16 (1)) = a - exp ( 310 )yoo>-+z)-exp ( ;il )\1o>. (4.14)

Na equagao acima, A\g e A\; sao os autovalores do Hamiltoniano de interagao. Os valores
de Ay e Ay podem ser obtidos diagonalizando a matriz H;. Para este fim, primeiro é

preciso encontrar os elementos do operador H; na representacao (Hg ® 1). Isto é feito

reescrevendo a [Equacao 4.11 usando as defini¢oes de a e de by (Equacao 4.10) e notando

que at =aT e b; = bl conforme demonstrado abaixo:

7{1=ZQI€<GT®bk+G®bL>,
k

ool fo1l fo 1] [o o
Hy = 1 ® ,
1 Z(L o] : o] [o o] L o])
000 0
00 a0
Hy = , 4.15
"o a 0 0 (4.15)
000 0

onde @ = ), gr. O operador unitario que da a evolugdo temporal é calculado com
U =exp %qrflt), resultando em:

1 0 0 0

0 cos (%t) i sin (a—ht) 0
U =

0 4sin (%t) cos (%t) 0

0 0 0 1

Com isto, os operadores podem ser calculados notando que o estado inicial do ambiente é
dado por |0) e que o conjunto {|0),|1)} forma uma base do espago de Hilbert do sistema,
A que representa o ambiente (PINTO)| 2014). Assim:

10 1 0
Mo = 0 cos (%)] - [O \/1Tp] ’ (4.16)
MZOimgq:Fiﬂ’ 17

1 Escrevendo a fungao exponencial como série: exp (4) =1+ A + “2‘—!2 +o=3 %7 onde 1 é uma

matriz identidade e A uma matriz quadrada.
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onde na segunda igualdade de M, e M; sdo usadas as relacoes sin? (%’5) = p e cos? (%t) =

(1—p).

O resultado desta interacao pode ser observado aplicando o formalismo dos operadores
soma My e M; acima. Considerando que o estado inicial do sistema é dado pela
cao 4.12| assim, a evolugao do sistema ¢ dada por pg (p) = >, Mips (0) M/, onde pg é a

matriz densidade que representa o estado do sistema S. Desta forma, a matriz pg (t) é
()_'1 0 | fa* ab [t 0 | [0 iyp][e ab)[ 0 0
P o yT=p) |ab 2] |0 vT=p] |0 0 | |ab ] [iyp 0]

_az—i-pbz aby/1 —p

ps (p) = by T 1201 _p)] - (4.18)

O parametro p é definido de forma que, para p = 0 o sistema nao interagiu com o ambiente

obtida com:

e para p = 1 tem-se a certeza que a interacao ocorre. Da equacao acima, para p = 1, o

2412 0l [1 0
@ - . (4.19)
o o oo

Esta interacao resulta em um ruido conhecido como atenuagao de amplitude (am-

estado do sistema ¢ dado por:

ps(p=1)=

plitude damping, em inglés). Este ruido simula interagdes com o ambiente externo que

provocam perda de energia no sistema de interesse. Os operadores soma (Equacao 4.16

e [Equagao 4.17)) sao usados, por exemplo, para descrever a emissao espontanea de um
foton em um atomo excitado. Neste caso, pode-se definir os vetores |1) e |0) respectiva-

mente para os estados excitado e decaido do atomo e, assim, o sistema é dado por uma

superposigao destes estados: a|0) + b|1). Apds o decaimento, o estado do atomo é |0) e

o sistema é representado por uma matriz densidade como a da

4.4  Atenuacdo de Fase

Um outro ruido pode ser obtido considerando uma interagao dada por

H; = igkcﬁa (bk + b,t) ,

onde g é a constante de interagao. A evolucao da interagao é calculada da mesma

maneira que na segao anterior. Usando como base {|00), |01),|10),|11)}, o Hamiltoniano
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de interacao ¢ dado por

7‘[1 = (aTa) &® Z (gkbk + gkb,t) s
k

00 01 00
H; = ® + ,
[0 0 0 0
000 0
H; = : 4.20
1o 0 0 «a (420)
00 a0

onde o = ), g5. Usando esta equagao, U pode ser escrito como:

00 0 0
0 0 0
U =exp A
00 0 —%
00 -«

h

Escrevendo a exponencial como série (cf. [Nota de rodapé 1)), U é calculado como (PINTO)
2014);

1 0 0
01 0
U —
0 0 cos (%t) oS (%f)
0 0 isin(at) 7 s8in (O‘—t)

i h
Assim, os operadores soma sdo dados por My = (0| U |0) e M; = (1| U |1) como:

10 10
Mo = 0 cos (%)] N [O \/1—p] ’ (4.21)

[0 0 0 0
Me=1, z‘sin(%%)] - lo i\/ﬁ] ! (4.22)

onde p = sin? (O‘Tf) é o parametro obtido normalizando o tempo de decoeréncia e pode

ser entendido como a probabilidade de ocorrer um decaimento na fase. Como na sec¢ao
anterior, p = 0 representa o sistema em seu estado inicial e p = 1 quando se tem a certeza
da interagao.

Da mesma forma que na se¢do anterior, a matriz densidade pg (p) (desenvolvendo

p =Y (1) (¥ (t)] através da|Equagio 4.14) pode ser obtida por ps (p) = 3, Mips (0) M

e ps (p) como:

()_'1 0 | fa* abl [t 0 | fo o]a ab| 0 0
P o vT=p) lab 2 [0 vT=p| 0 ivp) [ab 2] [0 iyvp)
[ a? ab\/l—p]

4.23
_ab\/ 1—0p b? ( )

ps (p) =
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Desta equacao, com p = 1 o estado do sistema é dado por:

ps(p=1)= [ao 602] : (4.24)

0 que equivale a uma distribuigdo de probabilidades de se obter |0) ou |1). Assim, a

atenuacao de fase elimina a coeréncia do sistema e torna o estado quantico classico.

45 Otimizacdo do Campo de Controle

O controle quantico geralmente busca um campo 6timo que leva um sistema de um
estado inicial para um estado final que maximiza o valor esperado de um observavel.
Em um laboratorio, o estado inicial e o observavel frequentemente dependem de parame-
tros experimentais continuamente ajustaveis. Naturalmente, o resultado da aplicagao do
controle 6timo produzird um valor esperado final que depende desses parametros experi-
mentais. O objetivo da aplicagao de um controle 6timo é estabelecer condi¢oes para que
um campo se mantenha 6timo, independente dos valores dos parametros, de modo que
um campo 6timo determinado para um conjunto de valores forneca um resultado 6timo
para quaisquer outros valores destes parametros.(LIMA; HO; RABITZ, 2014)).

O algoritmo apresentado por Ho e Rabitz (2010 permite encontrar um campo de
controle F (t) que leva um sistema quantico de um estado inicial |¢ (0)) a um estado final
| (T')) em tempo T para obter o valor esperado (O (7)) = (¢ (T) |0 (T)| ¢ (T)) de um
observéavel O (T'). A funcao de onda do estado |¢ (t)) evolui de acordo com a equagao de

Schrodinger dependente do tempo

O 10 (0)) = - (Ho — B (0} 1 () (4.25)
e pode ser escrita como
¥ (8)) = U (¢,0) |4 (0)), (4.26)
onde
%U(t, 0) = Z%{’HO —pE(t)}U (t,0), U(0,0) = 1. (4.27)
O valor esperado (O (t)) ¢ definido como
(O) = @®[0 @]y (). (4.28)

Aqui, Ho é o Hamiltoniano livre do campo, x o operador momento dipolo e £© (¢) um

campo de controle de referéncia que satisfacam a equacao

OO = 200+ 2[00 —uB® (0] =0, 0T =0r,  (429)

onde

[0 (), Ho— nE (1)] = O(t) - (Ho — nE© (t)) — (Ho — pE® (1)) - O (1)
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¢ o comutador de O (t) e Ho — pE©® (t) e O (T) & escolhido para coincidir com um obser-
vavel especifico Or de interesse (LEWIS JR.; RIESENFELD), 1969 apud HO; RABITZ,
2010). Da|[Equagao 4.29 O (t) pode ser formalmente escrita como

O (t) = Uy (t, T) OpU (t,T), (4.30)

onde o propagador Uy (t,T) é governado pela equagao de Schrodinger dependente do

tempo propagada para tras

0
500 t,T)=— {7—[0 —uBO ®)} Uy (+,T), Uy (t,t) = 1. (4.31)
Da e do estado |w(0) (t)) = Uo (¢,0) |1 (0)), pode-se demonstrar que o valor

esperado,

WO @0 WO (1)) = (O () [Uo (¢ T)O(T) Uo (T, t)l@/)(o)( )>
=< "(D)lo(T T)) = 0)(0)), (4.32)

¢ independente do tempo ¢, isto &, 4 (O (¢)[O (t)| ¢ (t)) = 0. Tomando a derivada
em relacao ao tempo da tem-se a equacao de movimento de Heisenberg

d
= LW ®I0WIv D) -

<"¢ " ‘_i_h 0,0 (1)) + 22

)+ (v s wowlvw). (s

Aplicando a [Equacao 4.29, a [Equacao 4.33| pode ser escrita como

—0®) = f, ) {E®) - E9 1)}, (4.34)

onde

2

B0 = (60| W00 0) =3I {wOI0Walw ) @39

¢ uma funcional do campo de controle E (t) e do campo de referéncia E© (t), sendo que

Im denota a parte imaginaria. Integrando a tem-se
T
@)= ©00) = [ L O{EO-EV @)} (4.36)

onde (O (T')) é uma funcional do campo de controle £ (t) e (O (0)) é uma funcional de
EO (1).

Das equagoes [£.34) e [£.36], um esquema de iteragdo monotonicamente convergente pode

ser obtido escolhendo um campo de controle E (t) de acordo com a relagao (MIRRAHIMI]|
'TURINICI; ROUCHON], 2005 apud HO; RABITZ], 2010)

E(t)=EY () +n08 (1) fu (¢), (4.37)
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onde 19 > 0 e S (t) ¢ uma fungao envelope nao negativa para o campo de controle.

Este algoritmo pode ser adaptado para um estado misto trocando o vetor  (t) por
uma matriz densidade p (). Desta forma, encontra-se um campo ¢ (t),t € [0,t¢] que
leva o sistema de um estado inicial p (0) para um estado final p (t;) em um tempo finito
tr tal que o valor esperado correspondente (O (tf)) = tr{p(t;) O} de um dado operador
observavel O é tao proximo quanto possivel de seu valor maximo admissivel. Considerando

a equacao da matriz densidade p (t)

0 1

570 (0) = = [Ho — pie (£) . p ()], (4.38)

introduz-se um operador Hermitiano dependente do tempo O (t) que satisfaz a equagao

%O (t) = ~ [Ho— pe® (1), O ()] (4.39)

com a condigio O (t;) = O, associado com um campo de controle de referéncia ¢ (t).

Da [Equacao 4.39} pode-se mostrar que o valor esperado tr { p© (1) O (t)} ¢ independente

do tempo ¢, onde a matriz densidade p(® (¢) também é associada com o campo de controle

de referéncia () (¢) e satisfaz a equacio

1

O (1) = = [Ho— 1= (1), (1], 99 (0) = p(0). (4.40)

Das equagoes [4.38] e [4.39] pode-se derivar a relagao

CLom) = SO MY =1, 10 {= () <0 1)} (1.41)

onde

fo(t) = == tr{[O (1), pl p (1)} - (4.42)
Integrando a [Equagao 4.41] tem-se

(O (t5)) — /fp ) {e () — O (t)} dt, (4.43)

que é uma equagao integral nao linear para o campo de controle ¢ (t). Das equagoes
el4.43] um esquema de iteracao monotonicamente convergente pode ser obtido escolhendo

o campo de controle ¢ (t) de acordo com a relacdo

e() =) +mS (1) f, (1), (4.44)

onde 179 > 0 e S (t) é uma fungao envelope nado negativa para o campo de controle.

Substituindo a [Equacao 4.44] na [Equacao 4.43| tem-se

(O(ty)) =(0(0)) =n /Otf S(t) f, (t)dt >0, (4.45)
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Figura 7 — Ilustragao do processo de ajuste iterativo do campo de controle.

Fonte: o autor.

isto ¢, (O(t7)) = (0 (t,T)) = tr {p(t,) O} = tr {p (t,) O} = (0(0)). A
forma uma relagao de recorréncia para a matriz densidade que pode ser aplicada iterati-
vamente para refinar o campo de controle de modo que o valor esperado desejado (O (ty))
aumente monotonicamente (LIMA; HO; RABITZ, [2014)).

A ilustra este processo de otimizacao. Inicialmente, nas curvas representadas
em azul, tem-se a aplicagao do campo inicial na dindmica do observavel O do tempo final
ty até o tempo 0 e na condigao inicial p do tempo 0 até ¢t;. Entao, com o resultado de
fu, que depende da diferenca entre as duas dinamicas, ¢ calculado um novo campo FE.
Com este novo campo, as dinamicas de O e p sao calculadas novamente, representadas
pelas curvas pontilhadas, assim como f,, que resulta em um novo campo E. Este processo
é repetido até que seja encontrado um campo que leve o resultado final da dindmica do
observavel O a condigao inicial p e o da condigao inicial p ao observéavel O, representado
pela curva em vermelho. Este resultado define um vinculo que restringe o comportamento

do campo.



93

5 Markovianidade

Os sistemas quanticos abertos podem ser classificados em duas categorias, dependendo
dos efeitos dos estados anteriores sobre os futuros. Tais efeitos sao chamados efeitos de

memodria e sua existéncia em um determinado sistema é denominada Markovianidade.

5.1 Sistemas Markovianos

O estudo dos sistemas quanticos abertos atraiu muita aten¢ao na literatura recente,
principalmente devido ao interesse crescente nas aplicagoes praticas da teoria quantica,
como a informagao quantica e protocolos de comunicagao, algoritmos quénticos e cripto-
grafia quantica (NIELSEN; CHUANG, 2010). Para que os potenciais dispositivos quanti-
cos realizem tarefas de informagao quantica em condigoes realistas, eles devem ser conside-
rados sistemas quanticos abertos, isto é, deve-se atentar a sua interagao com o ambiente.
A teoria dos sistemas quanticos abertos prové as ferramentas necessarias para examinar
as consequéncias desta interacao entre um sistema principal de interesse e o ambiente
a seu redor (BREUER; PETRUCCIONE, 2007). Em geral, tal interagdo nao pode ser
totalmente controlada e, portanto, nao é desejada, ja que ela tipicamente destroi as pro-
priedades quanticas do sistema principal, devido aos efeitos da decoeréncia.

Do ponto de vista dos efeitos de memoria, a evolugao temporal dos sistemas quanticos
abertos pode ser dividida em duas categorias: Markoviano e nao-Markoviano. Enquanto
a auséncia da dependéncia do sistema quantico da evolucao temporal anterior implica
em um processo quantico sem memoria e, portanto, Markoviano, as correlagoes nao tri-
viais entre diferentes estados do sistema através das dinAmicas fazem com que o processo
quantico exiba efeitos de memoria, sendo assim nao-Markoviano. De fato, a presenca de
memoria nas dindmicas pode ajudar a proteger a coeréncia e as correlagoes quanticas
nos sistemas abertos por longos intervalos de tempo. Vérias técnicas diferentes foram
propostas para medir a intensidade dos efeitos de memoria (RIVAS; HUELGA; PLENIO,
2010; BREUER; LAINE; PIILO, 2009; LUO; FU; SONG| 2012).

No caso de sistemas Markovianos, é possivel proteger um sistema aberto a fim de evitar
que ele perca sua coeréncia através do algoritmo de Ho e Rabitz (2010)), que atua sobre

uma equacao mestra. Considerando a classe de ruido de atenuacao de amplitude, descrita

anteriormente pelos operadores de Kraus (Equagao 4.16| e [Equagao 4.17)), por exemplo, é

possivel representar seu efeito sobre um sistema aberto através de uma equagao mestra

na forma J ‘
P 1
- = 5 [Hopl+7[20-pos —040_p—poro], (5.1)

onde H é o Hamiltoniano da dinamica, p o operador densidade do estado inicial do sistema,
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e a emissao espontanea ¢ descrita pela taxa de emissao v e pelo operador de Lindblad
Vyo_,onde o_ = [0) (1| e oy = o' (NIELSEN; CHUANG, 2010). A integracdo desta
equacao resulta na dinamica de p sobre um tempo t. Para este trabalho, as integrais

foram calculadas usando o método Adams-Bashforth-Moulton (descrito no Anexo |A)).

5.2 Sistemas Nao-Markovianos

A distribuicao e o fluxo de informagao dentro de um sistema aberto e de seu reserva-
torio através das dindmicas representam um papel muito importante na criacao de efeitos
de memoria nao-Markovianos. Uma intui¢ao natural é que se a informacao flui do sistema
aberto para o ambiente de forma monotonica durante a evolugao temporal, a dindmica
resultante pode ser considerada Markoviana devido & auséncia de efeitos de memoria. En-
tretanto, se ha um refluxo temporario de informacgao do ambiente para o sistema aberto,
surgem efeitos de memoria, ja que os estados futuros do sistema aberto podem depender de
estados passados. De fato, uma das primeiras medidas de nao-Markovianidade propostas
foi baseada na ideia de refluxo de informagao (BREUER; LAINE; PIILO) 2009).

Por outro lado, ha duas outras caracterizacoes conhecidas de efeitos de memoria nao-
Markovianos que sao definidas pelas dinAmicas das correlagoes (especificamente, emara-
nhamento e informacdo mutua) em estados bipartidos compostos por um sistema aberto
principal e um auxiliar adicional. Ambas as medidas foram recentemente relacionadas
ao fluxo de informacao, quantificado pela quantidade de entropia, entre o sistema e o
ambiente. Concomitantemente, a avaliacao analitica da maioria das medidas de nao-
Markovianidade ¢é dificil por envolver processos de otimizacao necessarios para se remover
a dependéncia da medida das condigoes iniciais, sendo a nao-Markovianidade uma pro-

priedade dos processos quanticos e nao de estados especificos.

5.2.1 Intensidade dos Efeitos de Memodria

Nesta secao serao descritas as definicoes das medidas de nao-Markovianidade base-
adas em emaranhamento e em informacao mutua, bem como discutido o problema de
otimizacao da medida do emaranhamento para dindmicas de um sistema de dois niveis.
Inicialmente, sera descrita a base para identificar os efeitos de memoria nao-Markovianos
e quantificar sua intensidade usando as correlagoes. Supondo um processo quantico A,
ou seja, um mapa completamente positivo que preserva o traco (CPTP), que representa
a evolugao dinamica de um sistema S no estado pg e um sistema auxiliar com evolugao
trivial A no estado p4 com a mesma dimensao de S, sendo o sistema composto do sistema
aberto com o auxiliar no estado pgs. Os mapas Markovianos sem memoéria satisfazem a
relagdo de decomposi¢ao A (¢,0) = A(t,s) A(s,0), onde A (¢,s) é um mapa CPTP com
s < t. Desta forma, o mapa dindmico A é divisivel, o que implica em uma evolugao

temporal sem memoria no sistema quantico aberto.
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Sabendo que ou a quantidade de emaranhamento E ou a informacao mutua quantica
I nao podem aumentar sob mapas CPTP locais e que o mapa dindmico A atua apenas

sobre o subsistema S, a evolugao sem memoria implica que:

E((A(t,0)®1) psa) <E((A(s,0) ®1) psa), (5.2)
I((A(2,0)®1) psa) <I((A(s,0) ®1) psa), (5.3)

no tempo 0 < s < t para todos os estados quanticos compostos pga, € 1 sendo a ope-
racao identidade. Assim, é possivel identificar a presenca de efeitos de memoria nao-
Markovianos pela violacao de uma das desigualdades acima. Especificamente, qualquer
aumento na medida do emaranhamento F ou da informacao mutua quantica I durante a
dindmica sugere a existéncia de efeitos de memoria. Adicionalmente, baseado na quan-
tidade da violacao dessas desigualdades, pode-se definir duas medidas distintas para a

intensidade de memoria como:

d
NE (A) = max/ —ESAdt, (54)
PsSA (d/dt)Esa>0 dt
d
N (A) = max / ot (5.5)
psa J(aanisa>0 At

onde Fgy = E(A®1)psa) e Isa = I ((A®1)psa) e a maximizacdo ¢ dada sobre
todos os estados iniciais puros do sistema bipartido pgs. E importante enfatizar que,
embora definidas de forma similar, as medidas baseadas em emaranhamento e informacao
miutua sao distintas, sendo propostas como medidas individuais para a verificacao de
indivisibilidade e podem indicar a presenca de memoria independentemente uma da outra.
Ainda deve-se notar que embora tenham sido originalmente apresentadas sem qualquer
interpretacao operacional em termos do fluxo de informagao entre sistema e ambiente,
foram recentemente utilizadas para estabelecer defini¢oes sobre teoria da informagao e
nao-Markovianidade (FANCHINI et al., 2014; HASELI et al., 2014; KARPAT; PIILO;
MANISCALCO, 2015)).

5.2.2 Otimizacdo da Medida Baseada em Emaranhamento

Considerando que a avaliagao de ambas medidas exige a solugao de um problema de
otimizacao nao trivial, ndo é uma tarefa simples provar que elas nao sao equivalentes.
Para demonstrar sua inequivaléncia de forma conclusiva, é necessario resolver o problema
de otimizagao para pelo menos uma delas. Uma solugao analitica para o problema da
medida baseada no emaranhamento pode ser determinada a partir da (WO-
OTTERS| 1998), demonstrando que o méximo global para esta é sempre atingido pelo
estado maximamente emaranhado (ou estado de Bell cf. |¢pT) para qualquer

dindmica de um qubit.



Capitulo 5. Markovianidade 56

A concorréncia é uma medida de variacao do emaranhamento entre dois qubits. E
calculada a como

C(p) = maXO,/\1 - /\2 — /\3 - )\4,

onde \q,..., )\ sao os autovalores, em ordem decrescente, do operador Hermitiano

R=\/\or/p

com
p=(oy@oy)p*(oy @0ay),
onde o, é a matriz de Pauli Y (Equacao 3.4) (WOOTTERS, |1998).
Dado um estado bipartido inicial puro ps4 € um mapa dindmico arbitrario A local,

a evolugao do emaranhamento medida pela concorréncia pode ser descrita pela equagao

(KONRAD et al., 2008 apud JIMENEZ FARIAS et al., [2009)

ClA® 1) psal = C[(A®1)[¢") (&F]] C (psa) (5.6)

onde |pT) = % e C(psa) ¢ a concorréncia do estado inicial. C[(A® 1) pga] €
C[(A®1)|¢pT) (¢T|] sdo, respectivamente, a concorréncia do estado inicial puro pga e do
estado de Bell [¢p") (¢T| conforme o ambiente interage com o sistema aberto S. Assim, a
concorréncia de todos os estados puros evolui como o estado maximamente emaranhado,
com a diferenga de o emaranhamento destas ser reescalado pela quantidade de emaranha-

mento no estado inicial. Derivando ambos os lados da equacao acima pelo tempo, tem-se:

%C [(A®1)psal = C(psa) - %C [(A®1)[¢") (¢7]] . (5.7)

Como fica claro, uma relagao similar ocorre com a taxa de variagdo da concorréncia, ou
seja, a taxa de variacao da evolugao da concorréncia de qualquer estado inicial puro é
exatamente a mesma do estado maximamente emaranhado, reescalada pela quantidade
de emaranhamento no estado inicial. Assim, esta relagao prova que a maior recuperacao
de concorréncia através da dinamica do sistema aberto é sempre atingida pelo estado

inicial maximamente emaranhado.
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6 Inequivaléncia das Medidas de ndo-Markovi-

anidade

Apresentados os quantificadores dos efeitos de memoria nao-Markovianos baseados em
correlagao, é possivel mostrar um modelo de sistema quantico aberto no qual a inequi-
valéncia das medidas de nao-Markovianidade pode ser claramente demonstrada. Deve-se
notar que a solugao da otimizagao na nao ¢é geral e, de fato, o estado inicial
6timo depende do modelo utilizado. Entretanto, tendo resolvido o problema de otimizacao
para a medida baseada em emaranhamento, é suficiente encontrar um sistema quéntico
aberto para o qual o processo quantico seja Markoviano de acordo com a medida baseada
em emaranhamento enquanto é nao-Markoviano para a medida baseada em informacao
mutua. Mais especificamente, seré considerado um modelo de atenuagao de amplitude
generalizada que induz ressurgimentos temporérios na informacao mutua, mas nao no
emaranhamento através da evolugao temporal do sistema quantico aberto.

Para se poder avaliar as medidas de nao-Markovianidade Nz e N7, é preciso calcular
a evolucao temporal do sistema composto do sistema aberto e do auxiliar, tendo este
uma evolucao temporal trivial. Em particular, a dinamica do sistema composto pg4 sob
o modelo da atenuacao de amplitude generalizada pode ser expressa com a representacao

do operador soma da seguinte forma:
psa(t) = K;(t) psa (0) Kl (t), (6.1)

onde S e A representam, respectivamente, o sistema de interesse e um sistema auxiliar
em contato com o ambiente (representado por E, neste caso) e os operadores de Kraus

que descrevem a dinamica sao:

Kﬂ@:\@@q(é\ﬂ%ﬂ>®1

Ky (1) = SW)Q 1B”w>®L

Ky (1) = 1—s@q< %W)O>®L

1
Kunzxﬂ—saq<

(6.2)

0 0 1
Vi—r@ o) 7T

com s (t') = cos?wt’ e r(t') = e . Sendo t' =t — H,(t—t.)(t—t.), onde H,(z) é a
funcdo de passo Heaviside definida como H, (z) = - max {z,0}, e t. ¢ o tempo critico

apo6s o qual a decoeréncia cessa e a dinamica se torna trivial. Assim, considera-se o
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caso em que o sistema quantico aberto fica protegido dos efeitos do ambiente quando um
tempo t. é atingido. O modelo é construido desta forma por simplicidade, uma vez que a
dindmica completa da decoeréncia nao é necesséaria para provar a inequivaléncia.

A mostra a evolucao temporal da medida baseada no emaranhamento N
ea a medida baseada na informacao mutua N; para o canal de atenuacao de
amplitude generalizada com tempo critico t. = 0.25 e w = 5. Enquanto o estado ini-
cial do sistema e do auxiliar pga é escolhido como o estado de Bell [¢T) para a medida
baseada no emaranhamento, no caso da medida baseada na informac¢ao mitua, é esco-
lhido p = |¢) (¥| onde [¢) = a|00) + b|01) 4+ ¢[10) + d|11) com a = 0.05, b = 0.95,

c=0.17ed =1 —a? — b2 — 2 sendo os coeficientes que maximizam a variacao positiva

da informacao mutua. Tendo provado que |¢T) é o estado 6timo para a medida baseada
no emaranhamento, conclui-se que o processo quantico é definitivamente Markoviano em
relagao a ela, ja que nao hé ressurgimento na dinamica do emaranhamento. Entretanto,
observa-se que a dindmica da informagao mitua exibe um ressurgimento enquanto o ema-
ranhamento permanece monotonicamente decrescente, o que pode ser visto no detalhe da
[Figura 9] Assim, o exemplo encontrado mostra que as medidas Nz e N7 sdo inequivalentes

em geral.

Figura 8 — Evolugao Temporal do emaranhamento de formagao para o modelo de atenu-
acao de amplitude considerado com t. = 0.25. O detalhe mostra a regiao de
interesse. O estado inicial para o sistema e para o auxiliar é |¢T).
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Fonte: |Cervati Neto, Karpat e Fanchini| (2016]).

6.1 Fluxo de Informac3o Acessivel e Inacessivel

Esta inequivaléncia pode ser explicada através de conceitos da teoria da informagao
para se compreender a diferenca entre as duas medidas. A informacao acessivel, também

conhecida como correlagao classica, quantifica o méximo de informacao cléssica de um
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Figura 9 — Evolucao Temporal da informacao mutua para o modelo de atenuacao de am-
plitude considerado com t. = 0.25. O detalhe mostra a regiao de interesse. O
estado inicial para o sistema e para o auxiliar é |¢T).
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Fonte: |Cervati Neto, Karpat e Fanchini| (2016)).

subsistema que pode ser obtida realizando observagdes locais sobre outro (Equagao 2.33)).
Por outro lado, a informacao inacessivel quantifica o minimo de informacao quéantica de
um sistema que nao pode ser obtida observando localmente o outro, o que é a chamada
discordia quantica (Equagao 2.34] com S (A : B) = Iap).

As medidas de nao-Markovianidade baseadas em emaranhamento e informacao mutua
sao respectivamente relacionadas com o fluxo de informagao acessivel e total no sistema
composto do sistema aberto, auxiliar e ambiente. Assumindo que o estado tripartido
do sistema total SAFE ¢é inicialmente puro, pode ser mostrado que o comportamento
monotonicamente decrescente do sistema bipartido SA é diretamente ligado ao compor-

tamento monotonicamente crescente da informacgao acessivel do sistema bipartido como

(FANCHINTI et al., |2014])
dESA dJA<-E
=— . 6.3
dt dt (6:3)

Ou seja, se a quantidade de informacao acessivel que o ambiente E pode obter sobre o

auxiliar A, por meio da interagao com S, diminui temporariamente durante a dinamica,
entao surge um efeito de memoria e o processo se torna nao-Markoviano com base na
[Equacao 5.4l De fato, ha uma relacao similar entre a taxa de variagdo da informagao
mutua nos sistemas bipartidos SA e AF,

a — dt dt dt )’

(6.4)

que relaciona o surgimento de efeitos de memoéria nao-Markovianos, em relagao a
a diminuigao temporaria das correlagoes totais (acessivel e inacessivel) no estado
bipartido AE através da dinamica do sistema aberto. Assim, comparando
e [Equacao 6.4} fica claro que a equivaléncia ou inequivaléncia das duas medidas de néo-
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Markovianidade baseadas em correlacoes é determinada pela taxa de variacao da infor-
magao inacessivel d¢.

E importante ressaltar que a discussao sobre a distribuicdo de correlacdes no sistema
total SAE ocorre considerando um sistema de temperatura zero, isto é, um caso em
que se tem um estado inicial puro para o ambiente E. No entanto, mesmo tendo um
modelo de sistema aberto em que o ambiente comega em um estado misto (ambiente

de temperatura finita), este pode ser purificado sem perda de generalidade e, portanto,

as mesmas conclusoes baseadas na [Equacao 6.3| e [Equacao 6.4 ainda podem ser obtidas

substituindo £ por FE’, onde E’ é um sistema adicional de purificagdo do ambiente.

Figura 10 — Dinamicas da informacao acessivel Jfﬁ’ da informagao inacessivel (5:E e da
informagao mutua quantica I g (soma da informagcao acessivel e inacessivel)
no intervalo de tempo de interesse deste estudo para a atenuagao de amplitude
generalizada.

dae

019 020 021 022 023
time time time
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Fonte: |Cervati Neto, Karpat e Fanchini| (2016).

Para se compreender a relagao entre as duas medidas foi criada a que mos-
tra a evolugao temporal da informagao acessivel Jsz, da informagao inacessivel 047 e da
informagao miutua quantica [4g para o modelo de atenuacao de amplitude considerado.
E mostrado apenas o comportamento dinamico destas trés medidas para o intervalo espe-
cifico onde a inequivaléncia das medidas baseadas em correlagoes se torna evidente. Para
melhor compreensao as dindmicas sao divididas em trés regioes, claramente visiveis na [Fi]
Na primeira regiao, todas as grandezas consideradas crescem monotonicamente,
o que implica um processo Markoviano, de acordo com ambas as medidas. Na segunda
regiao, J4z continua crescendo monotonicamente indicando comportamento Markoviano
segundo a medida baseada no emaranhamento. Pode-se notar que ainda que a taxa de va-
riagao da informagao inacessivel d47 seja negativa nesta regiao, a informagao mitua Iag
mantém sua tendéncia crescente, pois a magnitude da taxa de variacao da informacao
dJes ‘ d6<ﬁ

dt dt

na terceira regiao, ambas informagoes, acessivel J4z e inacessivel 55@, se comportam como

na segunda regiao, isto ¢, J4z cresce e 043 decresce monotonicamente. Porém, ha uma

acessivel é maior que a da informacao inacessivel, ou seja, | . Finalmente,

diferenga crucial aqui, que é o fato de a magnitude da taxa de variacao da informagao
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| > |

Como consequéncia, a informagao miutua /4 comega a decrescer implicando uma di-

inacessivel ser maior que a da informagao acessivel, ou seja, }

namica nao-Markoviana, enquanto a dinamica ainda é completamente Markoviana com
base no comportamento do emaranhamento de formacao. De fato, este resultado de-
monstra que a inequivaléncia das medidas baseadas em emaranhamento e em informacao
mitua é estritamente relacionada ao equilibrio entre decaimento e crescimento das partes
acessivel e inacessivel da informacao, ou seja, se o ambiente perde correlagoes quanticas
mais rapido que ganha correlacoes classicas, as medidas de nao-Markovianidade baseadas
em correlagoes sao inequivalentes.

Vale enfatizar que os resultados aqui obtidos foram publicados na Physical Review A,
94 (2016), sendo estes de grande importancia para a compreensao e distin¢ao das medidas

de nao-Markovianidade.
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7 Teoria de Controle em Sistemas Markovia-

NOS

A construcao de um computador quantico nao é possivel atualmente devido ao fato
de nao haver condi¢oes que mantenham as propriedades quanticas de um estado. Alguns
métodos foram propostos para proteger um estado quantico da interagao destrutiva com
o ambiente. Uma das formas de realizar esta protecao é aplicando um método numérico
para determinar um campo 6timo que leve um sistema de um estado inicial para um
final que maximize o valor esperado de um observavel (LIMA; HO; RABITZ, |2014). No
caso, um método que ajusta um campo inicial arbitrario até que este efetue a operacao
esperada para qualquer estado inicial.

A partir da [Equacao 5.1] e utilizando o método descrito na [se¢ao 4.5, pode-se obter
alguns resultados relevantes. De forma similar, é possivel representar a atenuacao de fase

por uma equagao mestra na forma

LT e — ] (7.1)

onde H é o Hamiltoniano da dinamica, p é o operador densidade do estado inicial do
sistema, y ¢ a constante de acoplamento e o, ¢ a matriz de Pauli Z (Equagao 3.5).

Considerando um tempo final ¢t; = 19, constante de acoplamento v = 0 (sistema
fechado), n = 0.01, uma fungao envelope S = sin2(£) e um campo inicial de referéncia
Ey = sin (2t) é possivel encontrar um campo E que faga a operagao de Hadamard em um
qubit para qualquer condigao inicial. Para isso, é preciso determinar um ou mais vinculos,
estados linearmente independentes nos quais o resultado da operacao é conhecido, e usa-
los para calcular a dindmica do fim ao inicio através do método e ajustar o campo de
acordo com os resultados. Partindo deste campo, é feito o cilculo da dindmica do inicio
da operagao ao fim, ajustando novamente o campo. Este processo é repetido varias vezes
para todos os vinculos dados e como, pelo método, converge em um resultado, depois de
um nimero de execugoes o ajuste do campo diminui até se tornar desprezivel. Assim, tem-
se um campo que realiza a operagao para todos os vinculos e, dado um ntmero suficiente
de vinculos, para qualquer que seja o estado inicial. Deste modo, aplicando este campo
sobre um estado inicial obtém-se o resultado da operacao Hadamard sobre ele.

O teste da otimizacao do campo consiste em utilizar este campo 6timo encontrado
para diferentes valores de 7, ou seja, para sistemas abertos com diferentes intensidades de
interferéncia. Foram testados dois tipos de interagao entre sistema e ambiente: Atenuagao

de Amplitude (secao 4.3) e Atenuacdo de Fase (secao 4.4). Para cada uma foi feito o

calculo da dinamica para varios valores de v com E sendo calculado para um sistema



Capitulo 7. Teoria de Controle em Sistemas Markovianos 64

fechado (y = 0) ou aberto (y > 0) e comparados os valores da fidelidadd] dos estados
finais obtidos em relacao aos esperados.

Inicialmente, foram comparados os resultados obtidos ao se utilizar 3 vinculos (]0) —
%, 1) — % e % — |0), sendo estes os resultados esperados segundo a tabela
verdade da porta de Hadamard) e as condigdes iniciais 0 <a<1le0< <1, a,0 €R,
tais que |oz|2 +| ﬁ|2 = 1. A variagao da fidelidade média para ambos os casos ¢ ilustrada na
Figura 11| E possivel notar que no caso da atenuacio de amplitude (Figura 11), ha um
ponto de inflexao antes do qual o campo otimizado no sistema aberto apresenta resultado
melhor que o campo otimizado no sistema fechado, mas depois deste, a otimizacao nao é
capaz de controlar o efeito da interferéncia do ambiente. No caso da atenuacao de fase
(Figura 11p), ambos os campos, embora sejam diferentes, tém a mesma fidelidade média

para cada valor de ~, tornando a otimizacgao ineficaz.

Figura 11 — Graficos da variacao da fidelidade média em funcao de v com 3 vinculos e
condigbes iniciais reais para (a) atenuacgao de amplitude e (b) atenuacao de
fase.
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Foi feito entdo outro teste, aumentando o nimero de vinculos para 6 (adicionando
0)—1) 10)+41) 0)+[1)+i(0)=[1)) , [0)—i[1) 10)+[1)—i(|0) —[1))
= 1), Bt 5 5 5

R. Os resultados sao apresentados na No caso da atenuagao de amplitude

(Figura 12h), a fidelidade média obtida com o campo calculado com o sistema fechado foi

) e mantendo «, 5 €

e

muito maior que a do campo calculado no sistema aberto. Novamente, para a atenuacao
de fase (Figura 12b), nao ha diferenga perceptivel. Deste modo, a adi¢ao de mais vinculos
nao levou a um resultado melhor. De fato, os vinculos adicionais criaram restri¢oes
desnecessarias a forma do campo, ji que os 3 iniciais eram linearmente independentes
e, portanto, suficientes. Assim, foi decidido usar apenas 3 vinculos para o caso geral,

descrito a seguir.

L A fidelidade ¢ uma medida de distancia entre estados quanticos e ¢ calculada por F(p, @) = tr(p - ¢).
Quanto maior a fidelidade menor a distinguibilidade dos estados (NIELSEN; CHUANG; 2010)).
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Figura 12 — Graficos da variacao da fidelidade média em fungao de v com 6 vinculos e
condigbes iniciais reais para (a) atenuacgao de amplitude e (b) atenuacao de
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Considerando a representagao dos estados puros possiveis pelo vetor de Bloch (Equa-
cao 1.4), com 0 < 0 < 271 e 0 < ¢ < 27, as condigoes iniciais sdo definidas variando

os valores de 0 e ¢ (sendo usados 100 valores equidistantes entre 0 e 27 para cada), e é

calculado o valor da média das fidelidades dos resultados obtidos com a interferéncia do
ruido em relacao aos ideais. A mostra o valor da fidelidade média de todas as

condigoes iniciais em fungao da constante de acoplamento 7.

Figura 13 — Graficos da variagao da fidelidade média em fung¢ao de v com condigoes iniciais
complexas para (a) atenuagao de amplitude e (b) atenuagao de fase.
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Para o caso da atenuagao de amplitude (Figura 13p), é possivel perceber uma pequena

diferenga entre os valores médios da fidelidade quando se aplica o campo calculado em

um sistema fechado e do calculado em um sistema aberto (ambos sendo aplicados, no
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entanto, em uma dindmica de um sistema aberto, com 0 < v < 0.15). Para todas as
condigoes iniciais a ﬁdelidad(ﬂ com v = (0 é 1, o que garante que os campos encontrados
realizam efetivamente a operacao de Hadamard para qualquer condic¢ao inicial no tempo
dado. Ja para a atenuagao de fase (Figura 13p), a fidelidade média da dindmica para
o campo calculado no sistema fechado e para o calculado no sistema aberto apresentam
uma diferenca pouco menor que a encontrada para a atenuacao de amplitude. Para ambos
os casos, a diferenca entre os valores obtidos é quase imperceptivel, independente de a
otimizacao relevar o ruido ou nao. Portanto, esta variacao do método nao é adequada

para realizar o controle 6timo no caso geral, em que a condi¢ao inicial nao é conhecida.

2 A fidelidade é obtida comparando o valor final da dindmica calculada aplicando o campo na equacao

mestra com o resultado analitico da operagdo unitaria (cf. [Equacao 1.10)), isto é, p = HpoH ', onde H
é o Hamiltoniano (no caso, a matriz de Hadamard) e p é o resultado desta operagdo sobre o estado
inicial pg.
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8 Perspectivas

As comparacoes feitas para a otimizacao do campo através de métodos numéricos
foram realizadas apenas para a porta logica Hadamard atuando sobre um tnico qubit.
Outras operagoes mais complexas ou com sistemas maiores deverao ser testadas a seguir.
Também é interessante verificar a efetividade da protecao em relacao a diferentes classes
de ruido. Alguns estudos nesta direcao ja estao em andamento.

Tendo uma solugao analitica para a minimizac¢ao do emaranhamento (como descrito na

isubsegao 5.2.2)), foi possivel fazer a comparagao entre as medidas de nao-Markovianidade

conhecidas. A partir disso, deve ser procurado um campo de controle 6timo que maximize
a nao-Markovianidade de uma dindmica. A préxima etapa do trabalho seré encontrar este
campo para os parametros da dindmica descritos pelo artigo de |Cui, Xi e Pan| (2008) de

modo a otimizar o controle da decoeréncia.
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Conclusdes

Foram apresentadas provas conclusivas de que as medidas quanticas baseadas em cor-
relacao para nao-Markovianidade sao, em geral, inequivalentes. No caso de um tunico
qubit, foi demonstrado que o estado bipartido 6timo inicial do sistema aberto e do au-
xiliar para a medida baseada em emaranhamento ¢ dado por um dos estados de Bell
maximamente emaranhados, independente do modelo para a dinamica do sistema aberto.
Com base nesta descoberta, foi provada a inequivaléncia das medidas baseadas em ema-
ranhamento e em informacao mutua através de um exemplo explicito de uma dindmica
que descreve um tipo de processo de atenuacao de amplitude para um sistema de dois ni-
veis. Adicionalmente, foi dada uma explicacao usando teoria da informacao para quando
diferentes conclusoes podem ser tiradas das duas medidas consideradas. Este tratamento
revelou que quando o ambiente perde correlacoes quanticas para o auxiliar mais rapido
que ganha correlagoes classicas dele, as duas medidas de nao-Markovianidade baseadas
em correlagoes se tornam inequivalentes.

Os resultados da otimizagao do controle 6timo demonstram que, para um ruido mais
intenso, o método numérico utilizado nao tem vantagens significativas sobre o campo
calculado em um sistema fechado. De fato, a tentativa de corrigir o campo quando a
interagao com o ambiente é maior tem um efeito que distancia mais o estado final do ideal

que o encontrado caso esta interferéncia fosse ignorada.
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ANEXO A - Método de
Adams-Bashforth-Moulton para Equacdes

Diferenciais Ordinarias

Os métodos de Euler, Heun, Taylor e Runge-Kutta sao chamados métodos de passo
Uinico porque usam apenas a informagao de um ponto anterior para calcular o ponto
seguinte, ou seja, apenas o ponto inicial (¢y, ) ¢ usado para calcular (¢;,y;) e no geral
Yr € necessario para calcular y; 1. Depois de varios pontos serem encontrados, é possivel
usar varios pontos anteriores no calculo. O método de Adams-Bashforth-Moulton usa
Yk—3, Yk—2, Yr—1 € Yr no calculo de yi.1. Este método nao é autoinicializavel; quatro
pontos iniciais (to,v0), (t1,v1), (t2,y2) e (t3,y3) devem ser dados para gerar os pontos
{(t, ) Hila-

Uma caracteristica desejavel de um método multipasso é que o erro de truncamento
local pode ser determinado e um termo de correcao pode ser incluido, o que melhora a
acuricia da resposta a cada passo. Também, é possivel determinar se o tamanho do passo
é pequeno o bastante para se obter um valor preciso para yi.1, mas grande o bastante
para que célculos desnecesséarios e demorados sejam eliminados. Se o cédigo da subrotina
estiver otimizado, entao a combinacao de preditor e corretor exige apenas duas avaliagoes

da fungao f (t,y) por passo.

Teorema 1 (Método Adams-Bashforth-Moulton) Presumindo que f (t,y) é continuo
e satisfaz uma condicdo de Lipschits na variavel y e considerando o problema de valor
inicial y' = f (t,y) comy (a) = ty = «, Sobre o intervalo a < t < b, 0 método Adams-
Bashforth-Moulton usa as féormulas t,..; =ty + h, 0 preditor
h
Dk+1 = Yk + 21 (—=9fk—3 + 37 fk—2 — 59 fx—1 + 55 f%)
e o corretor

h
Y1 = Yr + o1 (fie2 = Bfr—1 +19fk + 9f [trs1, Dita]) » E=3,4,...,m—1

como solugdo aproximada da equacéao diferencial usando o conjunto discreto de pon-
tos

{(tks i) Fio-

Observacao 1 O método Adams-Bashforth-Moulton ndo é autoinicializavel. Trés va-
lores iniciais adicionais vy, y» € y3 devem ser dados. Eles normalmente sdo calculados
usando o método Runge-Kutta (MODULE. . .}, 2003).
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