Filipe Batista Ribeiro

Dinamica de Rotacao de Exoplanetas
tipo Terrestre com Perturbacao de
Terceiro Corpo

Rio Claro
2012



Filipe Batista Ribeiro

Dinamica de Rotacao de Exoplanetas
tipo Terrestre com Perturbacao de
Terceiro Corpo

Trabalho de Conclusao de Curso apresen-
tado ao Instituto de Geociéncias e Ciéncias
Exatas da Universidade Estadual Paulista
Julio de Mesquita Filho, para a obtencao
do Titulo de Bacharel em Fisica.

Orientador: Nelson Callegari Jr.
Banca: Prof. Dr. Tadashi Yokoyama
Prof. Dr. Roberto E. Lagos Monaco
Prof. Dr. Julien Frouard.

Rio Claro
9 de novembro de 2012



520
R484d

Ribeiro, Filipe Batista

Dinamica de rotacéo de exoplanetas tipo terrestre com
perturbacdo de terceiro corpo / Filipe Batista Ribeiro. - Rio
Claro: [s.n.], 2012

60f. il figs., gréfs., forms,, tabs. + 1 CD-ROM

Trabalho de concluséo de curso (licenciaturae
bacharelado - Fisica) - Universidade Estadual Paulista,
Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas

Orientador: Nelson Callegari Janior.

1. Astronomia. 2. Mecanica Celeste. 3. Exoplanetas. I.
Titulo.

Ficha Catal ogréfica elaborada pela STATI - Bibliotecada UNESP
Campus de Rio Claro/SP







A minha familia.



Agradecimentos

Agradecgo primeiramente a Deus que tem guiado meus passos, & minha familia em
quem eu encontro forcas para seguir em frente sabendo que em qualquer momento
estarao por perto.

Ao meu orientador e amigo Nelson pelas discussoes e conselhos ao longo destes
anos, ao Prof. Tadashi por coordenar o Laboratério de Astronémia Dinamica, lugar
onde tenho aprendido a ser um pesquisador.

A todos do grupo Astronémia Dinamica que de uma forma ou de outra me auxili-
aram no desenvolvimento deste trabalho, ndo podendo deixar de citar Pedrao, Rogério
e Diogo que muito me guiaram ao longo da formacao “astronémica’”.

A Fapesp e CNPq que liberaram verbas para minhas pesquisas e me manteram nos
anos da graduacao e espero que me mantenham ao longo de minha carreira académica.

Aos meus amigos de turma, obrigado por todos os momentos em que fomos estudi-
0s0s, cozinheiros, musicos, atletas, enfim esse caminho nao seria o mesmo sem voceés.

Aos amigos da Republica Toka do Shrek e do grupo Los Sombreros que me acolheram
e ja fazem parte de minha historia.

E aos muitos outros que contribuiram para que eu chegasse onde estou hoje.



Resumo

Neste trabalho de conclusao de curso estudaremos topicos de Mecanica Celeste visando
aplicacoes no problema de rotagdo de corpos rigidos e ressonéncias “spin-érbita“. Seré
dada énfase na formulagao do problema e em aplicagoes a alguns exoplanetas com pa-
rametros fisicos (e.g. raio e massa) compativeis com uma constituigdo do tipo terrestre
(e.g. rochosos) e que pertencem a sistemas planetarios multiplos.

A abordagem do problema seré realizada analitica e numericamente. A parte ana-
litica consiste em: i) dedugdo da equagdo de movimento do problema de rotagao de
um corpo nao esférico com simetria, perturbado por um corpo central pontual; ii) mo-
delagem do mesmo problema através da inclusao de terceiro corpo no sistema estrela-
planeta; iii) formulagdo do conceito de ressonéncia “spin-6rbita”, nas quais o periodo
orbital do planeta é um miltiplo inteiro do seu periodo de rotacao. Topicos de sis-
temas dinamicos (e.g. pontos de equilibrio, caos, superficies de se¢@o) serao iniciados
nesta etapa. Na parte numérica, serao realizadas simulagoes numéricas com os modelos
desenvolvidos na parte analitica.

Numa primeira etapa consideraremos a 6rbita do planeta nao perturbada por um
terceiro corpo no sistema estrela-planeta. Nesse caso a excentricidade orbital e o semi-
eixo maior do planeta em que se estuda a rotacao sao constantes. Nesta etapa a técnica
de superficie de se¢ao, amplamente usada em sistemas dinimicos, serd aplicada ao
nosso problema. FEm seguida, os elementos sofrerdo variagdes devido a agao de um
terceiro corpo. Assim, neste trabalho estamos desenvolvendo um modelo mais realistico
e original de rotacao planetaria que aqueles escritos no dominio de dois corpos. Os
resultados em ambos os casos serdao comparados. Como no caso perturbado a técnica de
superficie de secao nao é mais aplicavel, avaliaremos quantitativamente a evolucao dos
angulos caracteristicos de rotagao (e.g. libragao fisica), através da evolugao individual
de orbitas em regides dinamicamente importantes do espago de fase obtidos no caso
nao perturbado.

Palavras-chave: Rotagdo, Exoplanetas, Mecéanica Celeste



Abstract

In this work we study some topics of Celestial Mechanics, namely the problem of rigid
body rotation and “spin-orbit” resonances. Emphasis is placed on the problem formu-
lation and applications to some exoplanets with physical parameters (e.g. mass and
radius) compatible with a terrestrial type constitution (e.g. rock) belonging to multiple
planetary systems.

The approach is both analytical and numerical. The analytical part consists of: i)
the deduction of the equation of motion for the rotation problem of a spherical body
with no symmetry, disturbed by a central body; ii) modeling the same problem by
including a third-body in the planet-star system; iii) formulation of the concept of
“spin-orbit” resonance in which the orbital period of the planet is an integer multiple
of the rotation’s period. Topics of dynamical systems (e.g. equilibrium points, chaos,
surface sections, etc.) will be included at this stage. In the numerical part simulations
are performed with numerical models developed in the previous analytical section.

As a first step we consider the orbit of the planet not perturbed by a third-body in
the star-planet system. In this case the eccentricity and orbital semi-major axis of the
planet are constants. Here the technique of surface sections, widely used in dynamical
systems are applied. Next, we consider the action of a third body, developing a more
realistic model for planetary rotation. The results in both cases are compared. Since
the technique of disturbed surface sections is no longer applicable, we quantitatively
evaluate the evolution of the characteristic angles of rotation (e.g. physical libration)
by studying the evolution of individual orbits in the dynamically important regions of
phase space, the latter obtained in the undisturbed case.

Keywords: Rotation, Exoplanets, Celestial Mechanics
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Capitulo 1

Introducao

Nos ultimos anos foram descobertos cerca de 850 planetas orbitando outras estrelas
(http://exoplanet.eu/catalog.php). Cerca de 70 desses planetas sao classificados como
tipo terrestre, com possivel composicao sélida, pois possuem massas menores que 10 mr
(massas terrestres) (Valencia et al., 2007). Alguns desses possiveis planetas terrestres
estao localizados em oOrbitas compactas com periodo orbital da ordem de 10 dias e sao
chamados de Super-Terras. No caso de 6rbitas muito compactas, as forcas de maré
podem ter sincronizado os movimentos de rotacao e translacao desses planetas, similar
ao caso da Lua terrestre, e.g. (Rodriguez et al., 2012).

A rotagao de um corpo nao esférico (secundario) é perturbada pelo torque do corpo
central (primaério). As principais caracteristicas de dindmica de rotacao sao dadas pelo
modelo de ressonancia spin-orbita, o qual fornece a amplitude da libragao fisica (i.e.,
angulo sinodico dado pela diferenca entre anomalia verdadeira e o angulo de rotagao) em
funcao do tempo, e.g. (Goldreich and Peale, 1966). Classicamente o modelo ¢ aplicado
em dinamica de rotacao dos planetas terrestres, dos satélites regulares do sistema Solar,
da Lua e outros satélites (Murray and Dermott, 1999). Por exemplo Wisdom et al.
(1984) e Wisdom (2004) estudam, respectivamente, a rotacao de Hyperion e Enceladus,
satélites de Saturno.

O modelo de Goldreich and Peale (1966), além de considerar o caso planar (saté-
lite em orbita equatorial) e obliquidade do eixo de rotagao nula, supoe, num primeiro
momento, que a Orbita do secundério nao seja perturbada por nenhum efeito externo
(e.g. achatamento do corpo central, perturbagao de terceiro corpo). Na secao V do
artigo os autores abordam o efeito da perturbacao de terceiro corpo no caso particular
do estudo de rotacao de Vénus perturbada pela Terra. No entanto, tal estudo nao
mostra simulacoes numéricas e os efeitos de perturbacao de terceiro corpo sao discuti-
dos analiticamente. Exceto por essa referéncia cldssica, o material na literatura sobre
perturbacao de terceiro corpo em problemas de rotacao nao é amplo.

Neste trabalho inicialmente consideraremos o caso “classico”, i.e., elementos do se-
cundéario (excentricidade orbital e o semi-eixo maior) serdo constantes. Aplicaremos as
metodologias do trabalho de Wisdom et al. (1984) para o caso de Super-Terras quentes,
55 Cnc e e Kepler 11b estudados em Callegari and Rodriguez (2012). Super-Terras
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quentes sdo exoplanetas com massa menor que 10 mp (massas terrestres) e periodos
orbitais da ordem de dias, por exemplo, menores que 30 dias. Tal metodologia consiste
na construcao de superficies de se¢do de um sistema dindmico de rotagao de 1,5 graus de
liberdade que representa a rotacao do planeta sendo perturbada pelo torque da estrela
central devido ao formato nao esférico do planeta.

Uma questao chave nessa primeira etapa é realizar uma revisao bibliografica para
estudarmos a relagdo massa-raio dada por teorias de formacao planetaria, e.g. (Valencia
et al., 2007). Com isso poderemos ter informagao sobre a constituicao fisica dos planetas
estudados e tratarmos do caso de exoplanetas tipo terrestre, e.g. (Valencia, 2011). Isso
¢ fundamental uma vez que o modelo pressupde uma estrutura sélida permanente do
corpo que estd sendo estudada a rotacdo. Apods o estudo do caso ndo perturbado
consideraremos a perturbagao de um segundo planeta uma vez que os planetas acima
pertencem a sistemas planetarios miltiplos. O companheiro que serad considerado aqui
serd em geral um Hot-Jupiter ou Hot-Netuno (i.e. planetas gigantes com periodos
orbitais da ordem de dias), de tal forma que a sua perturbagdo na orbita do planeta
menor (terrestre) pode ser importante. Assim, os efeitos indiretos de tais perturbagoes
na rotacao da Super-Terra serao avaliados.

Os dados dos sistemas planetarios estudados neste trabalho estdo na segdo 1.1.

1.1 Elementos Orbitais dos Exoplanetas estudados

55 Cnc (estrela) 55 Cnc e 55 Cnc b
Massa 0.905 + 0.015 Mgy, 8.5+ 0.6 Myorra  260.6 =+ 2.2 Myorra
Semi-Eixo Maior (UA) - 0.0156 4+ 0.00011 0.1148 + 0.0008
Excentricidade - < 0.060 0.0159 £ 0.008
Periodo Orbital (dias) - 0.7365449 + 5 x 1075 14.651262 + 0.0007
Raio (km) - 13869 = 643 -
B - 2.63 x 102 -

Tabela 1.1: Elementos Orbitais do sistema 55 Cne, como visto em http://exoplanet.eu.
O valor de (B —A)/C foi calculado por Callegari and Rodriguez (2012).
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Kepler 11 (estrela) Kepler 11 b Kepler 11 c
Massa 0.95 £ 0.10 Mg, 4.3 + 2.2 Merrs, 13.4 £ 6.4 Mmepra
Semi-Eixo Maior (UA) - 0.091 £ 0.003 0.106 £ 0.004
Excentricidade - 0 0
Periodo Orbital (dias) - 10.30375 + 0.00016 13.02502 + 8 x 10™°
Raio (km) - 12597 +£ 1215 20142 £1916
A - 2.18 x 10~ -
Tabela 1.2: Elementos Orbitais do sistema Kepler 11, como visto em

http://exoplanet.eu. O valor de (B — A)/C foi calculado por Callegari and Rodriguez
(2012).




Capitulo 2

Modelo de Rotacao

Neste capitulo iremos desenvolver o modelo para estudo da rotacao de exoplanetas.
Maiores detalhes sobre os célculos apresentados podem ser encontrados no Apéndice A.
Também apresentaremos ferramentas para a anélise da dindmica do sistema.

2.1 Desenvolvimento do Modelo de Rotacao

No modelo apresentado para o estudo da rotacao de exoplanetas, o planeta tem a forma,
de um elipsoide de inércia. Definiremos o sistema de coordenadas x, y e z de tal modo
que suas dire¢oes estao ao longo dos eixos principais de inércia do planeta e a origem
O seja o centro de massa, Fig. (2.1), temos também que A, B e C sdo os principais
momentos de inércia do planeta em relacao aos eixos.

Figura 2.1: Rotacao de um planeta com o eixo de rotacao normal ao plano 6rbital. ) é
o angulo entre a linha estrela-planeta, r, e o eixo principal 4 associado com o minimo
momento de inércia do planeta. O angulo € é medido com respeito a uma direcao fixa
no espago.

O potencial por unidade de massa gerado por um corpo nao esférico em um ponto
P localizado a uma distancia r do seu centro de massa, com r > R, onde R é o raio do
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planeta, ¢ dado por (para maiores detalhes veja Apéndice A.2):

_ Gmy GA+B+C-3I)
V=-= o3 : (2.1)

onde my, ¢ a massa do planeta e I ¢ o momento de inércia do corpo em relagao a linha
OP, Fig. (2.2). Esta ¢ a formula de MacCullagh.

Figura 2.2: Sistema de coordenadas com a origem localizada no centro de massa O
de um planeta, com os eixos alinhados com os principais momentos de inércia. Um
elemento de massa ém no ponto ) a uma distancia R de O, e a linha OQ faz um
angulo @ com a linha OP.

A partir da Eq. (2.1) podemos obter o torque no planeta. Também pode-se calcular
o torque através das Equagoes de Euler para o movimento do corpo rigido, elas sao
(detalhes no Apéndice A.1)

Ay — (B —Clwyw, = Ny, (2.2a)
By — (C — Aw,wz = Ny, (2.2b)
Cu, — (A= Bluwgwy = N.. (2.2¢)

onde wy, wy € w, sao as projecoes do vetor de rota¢ao nos eixos principais.

No nosso problema, desejamos calcular o movimento rotacional de um planeta sob
o torque externo exercido pelo momento de quadrupolo devido uma estrela distante.
Para isso igualamos as equagdes obtidas para o torque através da Eq. (2.1) e das Egs.
(2.2). Assumiremos que o eixo de rotagdo é normal ao plano orbital e que, w, e w,
s80 zero e w, = . Tomaremos agora os cossenos diretores do planeta com respeito aos
eixos z e y dados por z/r = cos e y/r = sin, respectivamente, onde ¢ = f — 0, Fig.
(2.1).

Desta maneira chegamos a uma equacao para o movimento de rotagao. Detalhes
dessa deducdo podem ser vistos no Ap. A.
0 = Z<BC‘A>TQ(?§Sin2¢(t) (2.3)
onde o angulo 6 é medido com respeito a uma direcao fixa no espaco e M ¢é a massa da
estrela. Detalhes deste calculo podem ser encontrados no Ap. A.2.
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A Eq. (2.3) é uma equacao diferencial de segunda ordem, ndo homogénea, nao
linear e acoplada, pois f varia com o tempo.Ela pode ser usada para investigar dife-
rentes problemas, por exemplo o estudo do efeito do achatamento na evolucao de um
satélite artificial sobre a Terra, ou para incorporar o efeito do achatamento planetario
na evolucao das érbitas dos satélites naturais, como a Lua, ou os satélites Galileanos
de Jupiter. Neste trabalho a principal aplicacao serd investigar a dinamica rotacional
de planetas tipo terrestre.

Podemos dar uma interpretagao fisica da Eq. (2.3). Assumimos que a taxa de
variacao do momento angular é igual ao torque aplicado. O torque sobre o corpo surge
porque o corpo é achatado e a forga gravitacional varia como o inverso do quadrado
da distdncia. Assim, a forca por unidade de massa, no lado mais préximo do corpo é
mais forte do que a aceleragdo gravitacional, e a forca por unidade de massa, no lado
mais distante € um pouco menor do que a aceleracao gravitacional. Assim, em relagao a
aceleragao do corpo como um todo, o lado mais distante é forcado para fora, enquanto
o lado mais préximo é forcado para dentro. O efeito liquido é um torque, o qual tenta
alinhar o eixo « do corpo com o corpo central.

Se 6 € um pouco maior do que f, entdo ha um torque negativo, e se # é um pouco
menor que f, entdao ha um torque positivo, sendo que ambos tendem a alinhar o eixo x
com o corpo central. O torque surge pois a forca através do corpo é proporcional a r~2,
de modo que o torque é proporcional a 3. O torque s6 aparece com achatamento do
corpo. Isso se reflete no fator B — A, que aparece na Eq. (2.3). O potencial s6 depende
do momento de inércia, assim o corpo tem a mesma dindmica se for rodado em 180°.
O fator 2 no argumento do seno reflete essa simetria.

2.2 Toépicos de Sistemas Dinamicos

Nesta secao apresentaremos as ferramentas que serao utilizadas para o estudo modelo
de rotacao.

2.2.1 Superficie de Sec¢ao

O lugar natural da Fisica para a ocorréncia de caos, sdo as equacoes diferenciais nao-
lineares, EDNs. Temos que mapas e solugdes de EDNs guardam uma estreita relagao
entre si. As solugoes de EDNs podem ser analizadas em termos de mapas discretos.
Uma maneira de se fazer isto é denominada secao de Poincaré de um sistema de
EDN. Coloca-se um plano transversal em uma orbita (de uma solu¢ao de uma EDN),
ela intercepta o plano em uma série de pontos em tempos discretos crescentes, por exem-
plo, na Fig. (2.3) (z(t1),y(t1)) = (x1,y1),(x2,y2), ..., que sdo registrados e analisados
por meios graficos ou numéricos em busca de pontos fixos, bifurca¢des de duplicagao
de periodo, etc. Esse método é util quando solucoes de EDNs sao obtidas por meios
numeéricos em simulagoes por computador, de modo que podemos gerar se¢oes de Poin-
caré em vérias localizacoes e com orientacoes diferentes, sendo que andlise ulterior leva
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a mapas bidimensionais iterados

Tn+l1l = Fl(xnvy’n)v Yn+1 = FQ(x’nyn>'

Figura 2.3: Superficie de Segao. Figura adptada de (Arfken, 2007).

18
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Capitulo 3

Relacao Massa-Raio

Baseado em (Valencia, 2011) e (Valencia et al., 2007).

A era das Super-Terras foi formalmente iniciada com a deteccao por transito de
exoplanetas com baixa massa, CoRoT-7b e GJ 1214b. Para maiores informacoes sobre
exoplanetas veja http://exoplanet.eu.

Para um dado planeta, existe um limite de raio tal que valores maiores implicam
que o planeta possa ser tipo-oceano: tem uma quantidade substancial de dgua e gelo
e ndo pode ser completamente rochoso. O limite de raio para se admitir composicao
solida é dado na Tab. (3.1).

Massa (Mrerrs) Raio limite (km)

1 6600
2.5 8600
5 10400
7.5 11600
10 12200

Tabela 3.1: Tabela que relaciona a massa com o raio limite para uma composicao sélida
(Valencia, 2011).

Com o intuito de caracterizar Super-Terras, o primeiro passo é inferir a sua compo-
Si¢ao.

Os dados de descoberta de CoRoT-7b sugeriram de que se tratava de um planeta
rochoso, mas os novos valores de massa propostos alargaram as possibilidades.

A variedade de massas (1 - 10Mrea) permitem que estes planetas tenham uma
composicao tipo-Terra ou Super-Mercirio.

Em contraste, o raio de GJ 1214b é demasiadamente grande para admitir uma
composigao solida, assim é possivel que GJ 1214b tenha um camada substancial de gas.

Estes dois planetas sao os primeiros de muitos exoplanetas de baixa massa que foram
descobertos por transito e eles exemplificam as limitagoes enfrentadas quando inferimos
a sua composicao, devido o carater degenerado do problema, isto é, para uma mesma
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relacao Massa-Raio, podem ser inferidas diferentes composigoes, por causa das grandes
barras de erro nos dados.

Desta maneira os corpos estudados, secao 1.1, estao dentro da relacao massa-raio
plausivel (considerando o erro nas medidas) para uma composi¢ao sélida, onde o modelo
de rotacao é aplicavel.



Capitulo 4

Caso Dois Corpos

A equagdo que mostra a evolu¢ao da anomalia verdadeira (f) de um corpo qualquer é
dada por

df _ /G(M +mp)a(l — e?)

dt r2 ’
onde G é a constante de gravitagdo, a € o semi-eixo maior da érbita, e é a excentricidade
e f é a anomalia verdadeira. Estamos assumindo que a 6rbita é uma elipse fixa, que
nao muda ou precessiona.

(4.1)

Figura 4.1: Modelo de Rotacao com dois corpos.

4.1 Metodologia

A Eq. (4.1) sera integrada numericamente juntamente com a equac¢ao do modelo de
rotacdo, Eq. (2.3), Fig. (4.1).

Para integra-las usaremos o codigo RA15, (Everhart, 1985), desenvolvido em lin-
guagem Fortran 90.

Em nossas simulagoes as unidades adotadas para massa, distancia e tempo foram:
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massa solar, unidade astronomica e dia. Sempre comegaremos as integracoes do peri-
centro, isto é, o valor inicial de f é zero.

4.2 Resultados

4.2.1 Ficticio

Inicialmente foram feitas algumas simula¢ées em um sistema ficticio para averiguar
como o modelo se comporta. Os dados desses corpos estao dados na na Tab. (4.1), e
os resultados sao discutidos abaixo.

Estrela Planeta

Massa 1.0 Mgy 1.0 Mrperra
Semi-Eixo Maior (UA) - 0.05
Periodo Orbital (T) (dias) - 4.08362

Tabela 4.1: Elementos Orbitais do sistema ficticio.

Na Fig. (4.2) mostramos trés curvas sobrepostas todas feitas com a condicao inicial
de § = n = 27/T, onde n ¢é a frequéncia orbital (também chamada de movimento
meédio), e = 0, a diferenca esta na excentricidade da orbita e no achatamento desse
corpo. A curva vermelha tem e = 0.002 e B%A = 0, a curva verde tem ¢ = 0 e
BEZA = 0.002 e a curva azul tem tanto e = 0.002 como £54 = 0.002.

A curva verde da Fig. (4.2) mostra que quando 6 est& proximo do ponto de equilibrio
(6 = 0), o periodo de rotacao e o periodo de translagao sdo comensuréveis, ou seja, estao
numa proporcao de niimeros inteiros e temos uma ressonancia spin-érbita do tipo 1:1.
A Lua esta nesta configuracao, onde uma face do corpo se mantém voltada para o corpo
central devido & ressonancia spin-6rbita 1:1.

Podemos notar uma oscila¢ao na curva vermelha da Fig. (4.2), essa oscilagao com
o periodo igual ao periodo orbital chama-se librag¢ao dtica, ela nos permite ver um
pouco mais que a metade da superficie deste planeta (de um referencial na estrela), ela
é causada devido ao movimento nao uniforme do planeta em sua 6rbita eliptica.

Na curva azul da Fig. (4.2) além da libracao dtica outra libragao acontece, essa
libragao é chamada de libracdo for¢ada que é causada quando combinados os efeitos
da libracao 6tica e do achatamento do corpo, isto produz um torque periédico sobre
0 corpo, que pouco acelera e desacelera o mesmo em cada Orbita. A libracao forcada
acontece se, e somente se, % # 0 e e # 0. Mas ela tem uma amplitude pequena
e o mesmo periodo da libracao Otica, por isso nao é possivel distingui-la no gréfico
(Sussman and Wisdom, 2001).

No grafico da Fig. (4.3) comecamos com 6 = 2°, § = n e a curva vermelha tem
e =10.006 e % =0, a curva verde tem e =0 e BE—A = 0.006 e a curva azul tem tanto
e = 0.006 como % = 0.006. Verificamos neste grafico que as amplitudes aumentaram
em relacao ao caso anterior, isto acontece pois a excentricidade e o achatamento sao
maiores. Na curva verde vemos uma oscilacdo periddica que foi induzida devido ao
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Figura 4.2: Variacgao de v com o tempo para o planeta ficticio. No grafico v = BE—A.

valor inicial de 0, ela é chamada de libracao livre, “livre” pois temos a liberdade para
excité-la, escolhendo adequadas condicOes iniciais de 6 ou 0 e ocorre devido & forma
nao esférica do planeta, isto é, B — A # 0. No caso anterior, e = 0 e BE—A = 0.002,
ndo tinhamos a libracado livre pois o valor inicial de 6 era zero e este ¢ um ponto de

equilibrio, como discutiremos na secao 4.4.

O periodo da libracao livre é facil de ser calculado. Podemos ver que a excentrici-
dade da 6rbita nao muda substancialmente esse periodo, entao vamos considerar o caso
especial de excentricidade zero, orbita circular. Neste caso temos que 7(t) = a, uma
constante, e f(t) = nt. Pela terceira Lei de Kepler temos que n?a® = G(M + m,), ou
aproximadamente n?a® = GM para M > m,. A Eq. (2.3) se torna

. 3(B-—A
= 2<C>n2 sin 2¢)(t). (4.2)
Fazendo uma mudanca de varidvel, u = nt — 6, consequentemente i, = —0 e substi-

tuindo na Eq. (4.2) temos

3(B-A
2

i=—5|=7% >n251n2u(t). (4.3)
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Para pequenos desvios da rotagdo sincrona (pequeno u) temos

ii=—3 (BEA) n2u(t), (4.4)

entao vemos que para pequenas amplitudes a frequéncia livre tem a forma

= mfs(P54), as

E utilizando a Eq. (4.5) para os valores da Fig. (4.3), encontramos que o periodo
da libragao livre é cerca de 30.4 dias, que coincide com o grafico.

Figura 4.3: Variacao de i com o tempo para o planeta ficticio. No gréafico v = BE—A.

Aumentando a excentricidade e o achatamento a rotacdo do planeta se torna ins-
tavel, mostramos isso na Fig. (4.4). Neste gréafico a curva vermelha tem e = 0.010 e

% =0, a curva verde tem e = 0 e % = 0.010 e a curva azul tem tanto e = 0.010

€como % = 0.010, os valores iniciais sdo 6 = 2°, 6 = n. Podemos notar que a ampli-
tude de ¥ aumenta, e os efeitos da libracao forcada fazem com que o planeta ora oscila
de frente para estrela, ora oscila com a outra face voltada para a estrela, e por vezes

gira em qualquer diregao.
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Figura 4.4: Variacgao de v com o tempo para o planeta ficticio. No grafico v = BE—A.

4.2.2 Kepler 11b

Usando a metodologia citada na se¢ao (4.1), integraremos o sistema Kepler 11 com as
condicoes da Tab. (1.2), que se encontra na se¢ao. 1.1.

Os resultados sdo mostrados na Fig. (4.5) e Fig. (4.6).

No grafico da Fig. (4.5) mostramos a variacdo da anomalia verdadeira (f) e do
angulo de rotac¢ao (6) com o tempo para o planeta Kepler 11b, as condicoes iniciais
tomadas sdo: § = 2°¢ § = n. Note que os valores de 6 e f sdo quase coincidentes. Mas
de acordo com a secao 4.2.1 quando temos e = 0, % # 0 e nao estamos na posi¢ao
de equilibrio, isto &, 6 # 0, ocorre a libragao fisica, ela pode ser vista na Fig. (4.6) e
ter seu periodo calculado usando a Eq. (4.5). O periodo da libragao fisica do planeta
Kepler 11b é cerca de 402.9 dias.

Vemos também que o periodo da libragao fisica aumenta conforme aumenta a esfe-
ricidade do corpo, ou seja, quando B%A tende a zero. Se % = 0, temos que 6=0e
nenhum torque age sobre o corpo.

4.2.3 55 Cnc e

Usando a metodologia citada na secao 4.1, integraremos o sistema 55 Cnc com as
condicoes da Tab. (1.1), que se encontra na sec¢ao 1.1.

Os resultados sdo mostrados na Fig. (4.7) e Fig. (4.8).

No grafico da Fig. (4.7) mostramos a variacdo da anomalia verdadeira (f) e do
angulo de rotacao (#) com o tempo para o planeta 55 Cnc e, as condigbes iniciais
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Figura 4.5: Variagao de 6, f com o tempo para o planeta Kepler 11b.

Figura 4.6: Variacao de v com o tempo para o planeta Kepler 11b.

26
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4.3. Analise Analitica do Modelo de Rotacao
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Figura 4.7: Variagao de 0, f com o tempo para o planeta 55 Cnc e.

tomadas sdo: 8 = 2 °e = n. Note que os valores de # e f nao coincidem sempre, isto
devido ao carater nao linear da Eq. (4.1).

Na Fig. (4.8) vemos o efeito da libragao fisica, onde podemos identificar a compo-
sicao de dois periodos. Um deles é o periodo orbital mostrado na Tab. (1.1) e o outro

é o periodo da libracao livre que tem cerca de 2.6 dias.

4.3 Analise Analitica do Modelo de Rotacao
Porque r e 1 variam com f, o qual é uma fungao nao linear do tempo, a Eq. (2.3) é

nao-integravel.
Em alguns casos de interesse, nos quais 6 é comensuravel com o movimento médio
n, podemos obter uma equacao do movimento que, apds algumas aproximagoes, é

integravel.
Introduzimos uma nova variavel pois estamos interessados nos casos em que 6 é um

miltiplo racional do movimento médio, ela é:

v =0—pM, (4.6)

onde p é um namero racional e M é a anomalia média. Como n é constante, § =4 e a

equagao do movimento para 7y é

: 2<B_A> <j>3sin(27+2pM—2f) =0. (4.7)

T\ e
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Figura 4.8: Variagao de ¢ com o tempo para o planeta 55 Cnc e.

Esta equacdo pode ser expandida em uma série de Poisson em termos de e e M
usando expansdes para (a/r)3, sin f e cos f dadas na se¢do 2.5 do livro (Murray and
Dermott, 1999).

Para segunda ordem em excentricidade as expansdes sao

sin f = <1 — ;€2> sin M + esin2M + %62 sin3M + O(e?), (4.8)
9 2 9 2 3
cosf=1[1- 3¢ cos M + e(cos2M — 1) + g€ cos 3M + O(e?), (4.9)
e
a\’® 3
<> = 1+36COSM+562(1+3C082M)+O(63). (4.10)
r

Podemos escrever

3
(a) sin(2y + 2pM — 2f) = sin2y(cos2pM cos2f + sin 2pM sin 2 f)
,

+ cos2y(sin2pM cos2f — cos2pM sin2f).(4.11a)

Entao

3
<i) sin(27y + 2pM — 2f) =[Sy + So] sin 27 + [S3 — S4] cos 27, (4.12)
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onde

a3

Sy = <7") cos 2pM cos 2 f, (4.13a)
a3

Sy = (7") sin 2pM sin 2f, (4.13b)
N

S3 = (7’) sin 2pM cos 2f, (4.13c¢)
N

Sz = <r> cos 2pM sin 2 f. (4.13d)

Para segunda ordem em excentricidade e usando as expansoes dadas pela Eq. (4.8),
Eq. (4.9) e Eq. (4.10), temos

1
S = i[cos 2(1 —p)M + cos 2(1 + p)M]

1

+ 16[7008(3 +2p)M + 7cos(3 — 2p)M
—cos(1 + 2p)M — cos(1 — 2p) M]
1

+ 162[—5 cos2(1 +p)M — 5cos2(1 — p)M]
+17c082(2 + p)M + 17cos2(2 — p)M] + O(e?), (4.14a)

1
Sy = i[COS 2(1 —p)M — cos2(1 + p)M]

1

+ Ze[—? cos(3 + 2p)M + Tcos(3 — 2p) M
—cos(1 — 2p)M + cos(1 + 2p) M]
1

+ 162[5 cos2(1+p)M — 5cos2(1 — p)M]
—17¢c0s2(2 4 p)M + 17 cos 2(2 — p)M] + O(e?), (4.15a)

1
Sy = i[sin 2(14+p)M —sin2(1 — p) M|
1
+ Ze[?sin(S +2p)M — Tsin(3 — 2p) M
+sin(1 — 2p) M — sin(1 + 2p) M]
1
- ZeQ[—5 sin2(1 + p)M + 5sin2(1 — p) M|
+17sin2(2 + p)M — 17sin2(2 — p)M] + O(e?), (4.16a)
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1
Sy = §[sin 2(1+p)M + sin2(1 — p) M]

+ 36[7 sin(3 + 2p)M — 7sin(3 — 2p) M
—sin(1 — 2p)M — sin(1 + 2p) M|
+ %62[—5 sin2(1 4 p)M — 5sin2(1 — p) M|
+17sin2(2 + p)M + 17sin2(2 — p)M] + O(e?). (4.17a)

Portanto a equagao do movimento para v, Eq. (4.7), pode ser escrita como

B (B-A
TR\ e

> <[5’1 + So] sin 27y + [S3 — S4] cos 2’y> = 0. (4.18)

Veja que Sp e Sy somente contém cossenos, enquanto S3 e Sy 86 possui senos. Esta
equacao é exata, mas os S; sdo séries infinitas em termos de e e M e portanto ela continua
nao integréavel. Para continuar, faremos algumas aproximagoes. Se a velocidade de
rotacdo do planeta esta perto de uma ressonancia spin-6rbita, entdo 8 &~ pn e ~ varia
pouco, isto é, 7 < n e podemos simplificar a equacao do movimento tomando a média
de todos os termos da Eq. (4.18) sobre um periodo enquanto mantemos + fixo. Entao
obtemos

4 2 <Bg““> <[<sl> T (S)]sin2y + [{Ss) — (S)] cos 27) —0. (419)
onde
(S)) = 21 T SdM, i 1234 (4.20)
™ Jo

S; deve ser calculado para um valor particular de p, correspondente a ressonéncia
spin-6rbita em consideragao. Somente cossenos com argumento igual a zero contribuem
para a equagao do movimento, devido aos argumentos do seno e cosseno serem multiplos
inteiros de M. Por exemplo, no caso sincrono, p = 1, os termos que contribuem para a
equacao do movimento sao 0s termos em cosseno nos quais o argumento contém 1 — p.
Para O(e?) temos

<[(Sl) + (S2)] sin 2y + [(S3) — (S4)] cos 27) = (1 - ;62> sin 2. (4.21)

p=1

Podemos fazer o mesmo procedimento para outros valores de p e percebemos que a
equacao do movimento média pode ser escrita como

H+ gn <B_C“4> H(p,e)sin2y =0, (4.22)
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onde, para O(e),

H(0,e) =0
H(+1/2,e) = —1/2¢
H(+1le) =1

H(+3/2,e) =7/2e¢

Portanto, introduzindo essas aproximacoes, reduzimos a equacao do movimento,
Eq. (2.3), para uma equacao andloga ao péndulo, a qual pode ser escrita como

1
5+ §w(2) sin 2y = 0, (4.23)

onde wy é a frequéncia de libracao livre, dada por

wo = n\/3 <Bgf4> \H(p.e)]. (4.24)

4.3.1 Resultados

Integrando numericamente a Eq. (4.23) com p = +1 para o planeta 55 Cnc e temos
como resultado a Fig. (4.9).

Figura 4.9: ~(t) para 55 Cnc e e p = +1 (ressonancia spin-6rbita 1:1).

Da Fig. (4.9) podemos perceber que temos apenas a libracao livre, a libragao otica e
consequentemente a libracdo forcada desaparecem. As equagoes médias desconsideram
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os efeitos de curto periodo e assim nao héa contribuicao dessas libragoes.

4.3.2 Libracao Forcada

Considere a rotagao de um planeta em um referencial centrado no mesmo e girando na
configuracao sincrona. O torque no planeta causado pela estrela é determinado pelo
angulo v, o qual (no caso considerado) ¢ dado por

Y =¢—0=~2esinnt — 0 (4.25)
para O(e), e a Eq. (2.3) pode ser escrita como

3
ch— ;(B — A)n? <Z> sin(4esinnt — 20) = 0. (4.26)

Para pequenos desvios da configuragao de equilibrio, podemos aproximar a Eq.
(4.10) por

<Z>3 ~ 1+ 3ecosnt, (4.27)
entao a Eq. (4.26) se reduz a
Cii = g(zs — A)n2(desinnt — 20) (4.28)
ou
f = —w26 + 2wiesinnt, (4.29)

onde wy € a frequéncia de libragao livre, Eq. (4.24).

Pela teoria das Equagoes Diferenciais sabemos que a solugao da Eq. (4.29) é a soma
da solucao homogénea e particular 6(t) = 6, + 0. A solucdo da equagado homogénea
sera:

0 (t) = Acoswot + Bsinwyt. (4.30)

Aplicando as condigoes iniciais,

Qh(O) = 00 - A= (90
0,(0)=0 — B=0. (431)
Portanto,
Or(t) = Oy cos wot. (4.32)
A solugao particular sera
2wie .
O0p(t) = —5—— sinnt. (4.33)

_m2
W n
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A solugao geral portanto é

2

2wge
o(t) =6 t+ ——— sinnt. 4.34
(t) = 6y cos wy +w2 5 sinn (4.34)

0

Note que a libragao for¢ada, Eq. (4.33), depende de e e wy, isto significa que somente
haver4 libracao forcada se o planeta for achatado e se mover numa o6rbita excentrica.
Discutimos isso na secao 4.2.1. Se n é menor que wy entao as libracoes estdao em fase
com a forca. Entretanto, se n é maior que wy, entdo as libracoes estao defasadas com
a forca em 180°.

Para o planeta 55 Cnc e numa ressonancia spin-6rbita 1:1 com a condicao inicial
6y = —2°, a Eq. (4.34) fornece a Fig. (4.10). Na Fig. (4.11) temos o resultado
da equacgao geral do movimento, Eq. (2.3), juntamente com a equagao analitica, Eq.
(4.34).

Figura 4.10: 0(t) para 55 Cnc e numa ressonancia spin-6rbita 1:1, com 6y = —2°.

Destes graficos percebemos que a libragdo 6tica ndo aparece no modelo médio, e
a libracao forcada tem uma pequena amplitude, podendo ser estimada através da Eq.
(4.33). Para pequenos desvios das configuragoes de equilibrio, isto ¢, no entorno das
ressonancias spin-orbita e para pequenos valores de 6y, o modelo médio pode representar
o sistema, mostrando as libracoes livre e forcada. Mas o modelo analitico perde a
informacao da libracao ética.
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Figura 4.11: 55 Cnc e numa ressonancia spin-6rbita 1:1, com 6y = —2°.

4.4 Superficie de Segao

Nesta se¢ao analizaremos a dindmica de rotacao através da técnica de Superficie de
Secao, discutida na secao 2.2. A superficie de se¢ao da Fig. (4.12) foi construida
tomando os valores de 6 e 6 sempre que f = 0.

4.4.1 55 Cnce

Na Fig. (4.12) temos marcado em vermelho as ressonincias spin-orbita para uma
excentricidade de 0.057.

Na regiao 1 da Fig. (4.12): podemos notar que as orbitas sao fechadas, isto indica
que ocorre uma libragdo, o que podemos de imediato identificar como um movimento
periodico.

Na regido 2 da Fig. (4.12): estas orbitas correspondem a circulacdo, e também sdo
periodicas, embora a imagem nao o sugira imediatamente (temos de pensar a superficie
de se¢ao como tendo o lado esquerdo “colado” ao lado direito).

Na regiao 3 da Fig. (4.12): temos um regime de fronteira, é a separatriz entre a
libracao e a circulacao.

Na regido 4 da Fig. (4.12): temos que em torno do ponto de sela o movimento é
cadtico, sao oOrbitas instaveis.

O proximo passo foi construir diversas superficies de se¢ao variando a excentricidade
de 55 Cnc e dentro do erro na medida, os resultados sao mostrados nas Figs. (4.13).

Podemos notar que ao aumentarmos a excentricidade os dominios das zonas cadticas
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1/n d6/dt

0 30 60 90 120 150 180
0 (graus)

Figura 4.12: Superficie de se¢ao para o planeta 55 Cnc e. A excentricidade do planeta
é 0.057.

aumentam e outras ressonancias spin-orbita aparecem. A excentricidade tem papel
fundamental na dinamica do sistema.

Na Fig. (4.13a) a superficie de se¢ao se assemelha ao péndulo simples. Podemos
notar regioes estaveis e pela superficie de secdo vemos que s6 é possivel a ressonancia
spin-orbita 1:1.

4.4.2 Kepler 11b

Nesta secao construimos diversas superficies de se¢ao variando a excentricidade de Ke-
pler 11b, elas sdo mostradas na Fig. (4.14).

Podemos notar que ao variarmos a excentricidade a superficie de secao nao muda
significantemente, isto porque o achatamento de Kepler 11b é pequeno, B%A = 2.18 x
10~%. Assim a superficie de secdo, para as excentricidades consideradas, apresenta na
maior parte regioes estaveis.
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() (d)

Figura 4.13: Superficies de Secao para 55 Cnc e com: (a) e = 0, (b) e = 0.006,
(¢) e = 0.036, (d) e = 0.060.
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() (d)

Figura 4.14: Superficies de Secao para Kepler 11b com: (a) e = 0, (b) e = 0.006,
(¢) e = 0.036, (d) e = 0.060.



Capitulo 5

Caso Trés Corpos

Neste capitulo faremos o estudo da rotacdao de um exoplaneta perturbado por um corpo
externo. Assim temos trés corpos que interagem gravitacionalmente entre si.

Seja xyz um sistema de referéncia inercial e trés corpos de massas M, m,, e m; em

interagao gravitacional mutua regida pela Lei da Gravitagdo de Newton. As equacgoes
de movimento dos corpos m,, e m/ em relagdo ao corpo M sdo:

P
d*7 G(M +my) . 1. 1.
d 212 - ( 2 p)“12 + Gmy, | —5-tiz3 — -3 ), (5.1a)
¢ 12 733 T3
d27_"13 Q(M + m’) . 1 . 1 R
2 stz — Gmy | U2z + -tz |, (5.1b)
di 13 723 T2
onde G é constante de gravitacdo, 7j; sdo as distancias mutuas, r; = |7i;| = |7 — 75,

7j sdo os vetores dos trés corpos e 4;; sao os versores de 7, 7,5 = 1,2, 3.

5.1 Metodologia

As equagoes de movimento do problema de trés corpos, Egs. (5.1), serao integradas
numericamente juntamente com a equacao do modelo de rotacdo, Eq. (2.3), e a Eq.
(4.1), que mostra a evolucao do planeta em sua orbita, Fig. (5.1).

Para integra-las usaremos o codigo RA15, (Everhart, 1985), desenvolvido em lin-
guagem Fortran 90.

Em nossas simulagoes as unidades adotadas para massa, distancia e tempo foram:
massa solar, unidade astrondmica e dia. As condi¢oes iniciais usadas, assim como outros
dados dos corpos em estudo estdo na secao 1.1. Sempre comecaremos as integracoes do
pericentro, isto €, a condicao inicial de f é zero.
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Figura 5.1: Modelo de Rotacgao trés corpos.

5.2 Resultados

5.2.1 Sistema Kepler 11

Na Fig. (5.2) mostramos uma ressonancia spin-érbita do tipo 1:1 para 6 inicial igual a
2°. Temos também a libracao livre e a libragao 6tica de .

A libracao fisica acontece devido a perturbacao que Kepler 11b sofre por causa da
presenca de Kepler 11c. Essa perturbacao faz com que a excentricidade de Kepler 11b
varie ao longo do tempo, como mostrado na Fig. (5.3). Comparando a variagao de 9
na Fig. (4.6) e na Fig. (5.2) notamos que a inclusdo de Kepler 11c¢ no problema muda
sua dinamica de rotacao. Portanto faz-se necessario o prévio estudo da estabilidade e
perturbacao em um sistema multiplo, para entao investigarmos sua dinamica de rotagao.

Ressdnancia 5:4

Analisando os dados da Tab. (1.2) podemos ver que Kepler 11b e Kepler 11c estao
proximos & uma ressonancia orbital 5:4 também chamada de ressonincia de movimentos
médios, significando que a cada cinco érbitas de Kepler 11b, Kepler 11c completa quatro
orbitas.

O periodo dessa comensurabilidade pode ser obtido através de

47111() — 57’an = WQR, (52)

onde wpg é a frequéncia da ressonancia de movimentos médios. Podemos reescrever a
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Figura 5.2: Variacao de v com o tempo para o planeta Kepler 11b.

Figura 5.3: Variacao da excentricidade com o tempo para o planeta Kepler 110b.

40
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Eq. (5.2) como:

4 5 2
o — _ T 5.3
(Tllb Tllc> Tr (5:3)

onde T11p, Th1c € T'r s20 os periodos de Kepler 11b, Kepler 11c e o periodo da ressonéncia
de movimentos médios, respectivamente. Da Eq. (5.3) tiramos que

14 5
T Ty Tiic

(5.4)

Desta maneira, substituindo os periodos dados na Tab. (1.2), encontramos que o
periodo da ressonancia orbital é cerca de 230.9 dias, que coincide com o periodo em que
a excentricidade tem uma oscilacao, Fig. (5.3).

Agora iremos investigar o efeito na rotagdo quando temos o periodo da ressonancia
de movimentos médios igual ao periodo da libragao fisica. Para isso vamos ajustar o
semi-eixo de Kepler 11b a fim de que esses periodos sejam iguais.

Substituindo Tr = 402.9 dias (periodo da libragao livre) na Eq. (5.4) e resolvendo
para 171 encontramos o valor de 10.353 dias, muito préximo do valor atual.

Usando a Terceira Lei de Kepler (n?a® = GM) encontramos que o semi-eixo para,
este periodo tem valor de 0.09138 UA. Da Tab. (1.2) vemos que o erro para o semi-eixo
é¢ £0.003 UA, portanto é plausivel que Kepler 11b esteja no semi-eixo calculado.

Dos graficos da Fig. (5.4) notamos que ao aproximar o valor do semi-eixo de Kepler
11b ao valor calculado para ressonancia de movimentos médios ocorre um fenémeno
conhecido como batimento, isto porque temos dois periodos com valores préximos.

5.2.2 Sistema 55 Cnc

Na Fig. (5.5) mostramos uma ressonancia spin-orbita do tipo 1:1 para 6 inicial igual a
2°. Temos também a libracao livre e a libragao 6tica de .

Vemos que 55 Cnc b perturba fracamente 55 Cnc e, e a variagao de ¥ com o tempo
é semelhante a obtida no caso de dois corpos.

A fraca perturbagao pode ser vista nas Figs. (5.6), que mostram a pequena varia¢ao
no tempo dos elementos orbitais, neste caso sao mostradas a variacao da excentricidade,
Fig. (5.6a), e a variacao do semi eixo, Fig. (5.6b).

Entao para o caso do sitema 55 Cnc é plausivel tratar o sistema no ambito do
problema de dois corpos.
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() (d)

Figura 5.4: Gréficos da evolugdo de 1 no tempo para Kepler 11b com um semi-eixo:
(a) a =0.0912 UA, (b) a = 0.0913 UA, (¢) a = 0.0914 UA, (d) a = 0.0915 UA.

Figura 5.5: Variagdo de ¥ com o tempo para o planeta 55 Chnc e.
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(a) (b)

Figura 5.6: Planeta 55 Cnc e: (a) Variagdo de e com o tempo, (b) Variagdo de a com
o tempo.
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Capitulo 6

Conclusoes

Tendo em vista os resultados apresentados, temos que os aspectos da rotacao de exo-
planetas podem ser estudados com o modelo proposto (modelo de rota¢ido mais pertur-
bagao de terceiro corpo). O modelo se mostrou eficiente tendo em vista os seguintes
resultados:

e Conseguimos reproduzir ressonincias spin-orbita.
e Boa ferramenta para a andlise da perturbacado de terceiro corpo.
e Mostramos numericamente a libracao ética, a libragao livre e a libragao fisica.

A Fig. (5.2) mostra claramente os efeitos da perturbacao na rotagao de Kepler-11b, isto
devido a proximidade de Kepler-11¢c com Kepler-11b. Temos que os efeitos de libracao
fisica sdo acentuados devido o perturbador.

Concluimos que sistemas que possuem o periodo da libracao fisica proximo ao pe-
riodo da ressonancia de movimento médios apresentam um batimento, e a amplitude
de 1) associada a esse batimento aumenta devido as variagoes na excentricidade.

Mostramos também uma andlise da dindmica através da técnica de superficie de
secdo, Fig. (4.12). Nesta figura mostramos os pontos de equilibrio (ressonéncia spin-
orbita), pontos de sela, separatriz e regides cadticas. Em virtude do que foi exposto
concluimos que o achatamento faz com que o sistema tenha a possibilidade de apresentar
caos, e a excentricidade amplifica o caos do sistema.

A superficie de se¢ao de 55 Cnc e sugere que ele possui uma rica dinamica de rotagao
podendo apresentar caos, instabilidades e ressonancias. O fato de haver uma regiao do
espaco de fase onde a rotagao é instavel e, portanto ndo periodica, pode ter tido grandes
implicacoes na histéria do planeta 55 Cnc e.

Explorando o espago de parametros concluimos que a excentricidade tem um carater
fundamental na dindmica de rotacao do sistema, devido a libracao fisica.

A equacao analitica, deduzida a partir de aproximacoes, mostra que sao desconsi-
derados os efeitos das libracgoes de curto periodo e a libragao livre (longo periodo) fica
mais evidente. A libracao forcada, obtida de forma analitica, tem uma pequena ampli-
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tude e periodo igual ao periodo orbital, isto significa que nao podemos distingui-la nas
equagao gerais do movimento de rotacao.
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Apéndice A

Desenvolvimento detalhado do
Modelo de Rotacao

A.1 Rotagao de um corpo rigido e as equacgoes de Euler

A dedugdo a seguir é baseada em (Symon, 1982).
As componentes u;, 1y € u, de um vetor @ podem ser escritas em termos de produtos

escalares entre i e os versores da base Z, ¢ e Z, isto &,

Uy = &1, (A.la)
uy = 9-u, (A.1b)
u, = Z2-4. (A.lc)
Como u = Zu, + Ju, + Zu., podemos escrever o vetor u assim:
u= (T +gy+22)-u (A.2)

e definir o produto diddico entre dois vetores quaisquer A e B como a justaposicao AB,
com a ressalva de que devera ser tomado o produto escalar com um terceiro vetor para
que essa quantidade faca sentido. Dessa forma definimos a diade identidade como

T = 2F 4+ 99+ 22 (A.3)

=

e, portanto,
—
i (A.4)

=

Uma diade pode ser pensada como outra maneira de representar um tensor.
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Para a rotagao de um corpo rigido, o torque N é igual & derivada temporal do

momentum angular L, isto é,

dL

— =N. A5
o (A.5)
Assim para N particulas pontuais, temos
N
L= kafk X (& X 7), (A.6)
k=1

onde @ é a velocidade angular e a velocidade da k-énesima particula é dada por

—

T = W X Tk- (A.7)
A Eq. (A.6) pode ser escrita como
N N
L= mpi- i@ — Y myii - &, (A.8)
k=1 k=1
isto &,
N R N
L= mfl i &= Y mpipi% -, (A.9)
k=1 k=1
ou seja,
N <
L= ka (Fk . Fk A 77ka> . (A.IO)
k=1
ou ainda,
N <
L=> my <r,§ i — f,@) &, (A.11)
k=1

Na Eq. (A.11) reconhecemos o tensor de inércia dado por
<~ N <
I'=> my, (r,i i — m>, (A.12)

assim podemos escrever a Eq. (A.11) como

=T a (A.13)

No caso de um corpo rigido composto de um continuo de matéria, com densidade
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de massa p, podemos reescrever a Eq. (A.12) como
< Ayrd
I = /dgrp<r2 i — FF), (A.14)

a integral é feita sobre todos os pontos onde p é diferente de zero.

<~ . .o .

Temos que I, na Eq. (A.14), varia no tempo pois 7} varia no tempo. No entanto,
em um sistema de coordenadas que gira junto com o corpo, em torno do eixo instantaneo
o =, - . )

@, I & constante. Mudaremos entdo o sistema de coordenadas para S*, que gira com

o corpo rigido. Dessa forma, temos

d*L
dt

=N-&xL. (A.15)

Substituindo a Eq. (A.13) na Eq. (A.15), temos

— d*@
I -
dt

:]\7—(,3><<I-c3>, (A.16)

onde usei o fato de que I ¢é constante no sistema de coordenadas S*. Também sabemos

que,
s dd
= AT
dt dt ( )
entdao a Eq. (A.16) fica
?.Z:N5x<?-w>. (A.18)

E interessante notar que o tensor de inércia é simétrico. Mostraremos isso escrevendo

o tensor de inércia na forma matricial. Da Eq. (A.14), temos
Ar=4 3 2/nn | anoan N N A N/a N A
I = /d rp [r (Zx+ 9y + 22) — (Tx + gy + 22)(Tx + gy + zz)] , (A.19)
isto &,
I = d3rp [ifc(@ﬂ + 28+ g9(2® + 2%) + 25(2? + yQ)]

Prp(Egzy + 222 + i yr + JEyz + 23 2w + 29 2y). (A.20)

/
/
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Podemos agora montar uma matriz assim:

g <~ Rpd
Iow Loy I z- I -z z-1 -y -1 -2
PO v N v SN e SN
Iye Ly 1yz | = ?Ji}fﬂ y(iy y(iz ;
I, I, I. z- I -z z2-1-g 2-1:-2%
que, usando a Eq. (A.20) resulta em
Liz Ly I [ &Brp(y? +2%) - [dPrpaxy — [drpaz
Ije Ly I, | = — [dBPrpzy [ dPrp(a? + 2?) — [d®rpyz ,
Ly Ly L. — [drpxz — [drpyz [ dPrp(z* + y?)
Da Eq. (A.1), temos que
Ia:y = Iyam (A2la)
I, = L, (A.21D)
Iyz = Izy, (AQIC)

mostrando que o tensor de inércia é simétrico e porque é simétrico existe um sistema

de coordenadas que diagonaliza-o. Assim podemos escrevé-lo
=L L L
I =é1e11; + é9éa1o + e3ésls, (A.22)

onde os versores €1, és e €3 sdo eixos principais do corpo rigido, ou auto-vetores de
A= . . . N ,

I, sdo escolhidos ortogonais, mesmo quando ha degenerescéncia, isto é, quando pelo
menos dois dos auto-valores de I1, Ir e I3 sao iguais. Note que os eixos principais do

corpo rigido sdo fixados a ele e, portanto, giram juntamente com o corpo rigido.

Substituindo a Eq. (A.22) na Eq. (A.18), chegamos a

—

L . . do = L L . -
(é16111 + éxéals + é3é3l3) - — = N — & x |(é16111 + éaéaly + é3é3l3) - @b|, (A.23)

dt
isto &,
dw dw dw -
él[lditl + é2[2d7t2 + é3137; =N-—Wx (éljlwl + églowy + é3[3003), (A.24)

onde escrevemos J em componentes ao longo dos eixos principais, isto é,

W = éq1wy + €awg + é3ws (A.25)
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e, como os versores do longo dos eixos principais sao escolhidos ortogonais entre si,

também sao numerados convencionalmente de modo a termos
él X ég = é3
e suas permutagoes ciclicas. Usando a Eq. (A.25), obtemos

& x (é1iwr + éalaws + é3l3ws) = (é1wi + éawa + €3ws)
X (é1]1w1 + églowg + é3[3¢d3),
isto é,

—

w X (é1[1w1 + églowy + é3[30.]3)

él X (ég[gwlwg + ég[gwlng)
+ €2 x (é1f1wiws + é3l3wows)
+

é3 x (é1lywiws + éalowows),
ou seja, com a Eq. (A.26) e suas permutagoes ciclicas, obtemos

0 X (é1I1w1 + églowg + é313w3) = é3lowiwy — éxl3wiws
— é3I1w1w2 + élfng(/.)3

+ éliwiws — é1lowows,

assim temos,

o X (é1I1w1 + églowg + é3[3W3) él(Ig — IQ)LUng

éa(I1 — I3)wiws

+ o+

ég(IQ — Il)wlwg.

(A.26)

(A.27)

(A.28)

(A.29)

(A.30)

Substituindo a Eq. (A.30) na Eq. (A.24) e tomando suas componentes ao longo dos

eixos principais do corpo rigido, obtemos

dwq

N, = Ilﬂ + (I3 — I2)waws,
dw

N2 = 127; + (Il - I3)w1w3)
d

Ny = LE2 4 (I — L)wws.

dt

(A.31a)
(A.31b)

(A.31c)
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As Egs. (A.31) sdo conhecidas como as Equagoes de Euler do Movimento de um
corpo rigido. Se um ponto permanece fixo durante o movimento, entao a origem dos
eixos principais é escolhida como aquele ponto. Quando nao ha um ponto fixo, o centro
de massa do corpo rigido é escolhido como a origem dos eixos principais. Os momentos

de inércia e os torques sao todos calculados com relagao a origem dos eixos principais.

Na auséncia de torques externos, a Eq. (A.18) mostra que

?.‘fl‘::—wx<?.w>. (A.32)

Assim para que possamos ter um movimento com & constante, é necessario que
- A= =
W x (I -w) =0, (A.33)

S, A -
isto é, que I - & seja paralelo a @:

g
I &=\, (A.34)
para A uma constante real. Note que a Eq. (A.34) é uma equacao de auto-valores
—
e auto-vetores, mostrando que A deve ser um dos autovalores de I e &, um de seus
auto-vetores. Logo, & deve estar ao longo de um dos eixos principais do corpo rigido,
para que possa girar com & constante.

A energia cinética do corpo rigido é dada por

T=> —mi?. (A.35)

N
1
T=>Y" 5 (@ X )2 (A.36)
k=1
isto é
N 4 o
T= Z §mk(w X Tg) - (@ X 7). (A.37)
k=1
ou seja,
N o
T= Z P [rk X (@ x Tk)], (A.38)
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usando a Eq. (A.6), temos ainda

N
1, Z L I 1, =
T:§ -{k_lmk |:7"k X (wxrk)]} = §w-L. (A-39)

Substituindo a Eq. (A.13) na Eq. (A.39), obtemos

1
T=33- T3 (A.40)
. <
No sistema de coordenadas S*, I ¢é constante e, portanto,
s (. < d*d\ & . & [(dE
" (67 )< ()T T (),
Como ? é simétrico, decorre que
N N N N
d*d\ & d*wpm, d*wp,
N N
d*wm,
= > wilum s (A.42)
m=1n=1
isto é,
d*@d\ <> — [(d'O
I =01 - . A4
dt ) v ( dt ) (4.43)
Substituindo entao a Eq. (A.43) na Eq. (A.41), obtemos
a*ag\ — [(d*E
I - 8=2d- 1 - . A4
() 7e -2 T (F) (a4
Derivando no tempo a Eq. (A.40) e substituindo a Eq. (A.44), temos
a*T — d'o
= I - . A .45
at dt (A4.45)
Usando a Eq. (A.17) e sabendo
a*T dT
= A.46
dt dt’ (A.46)

pois a energia cinética é um escalar.
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Assim a Eq. (A.45) pode ser reescrita como

by, 3

dt dt’

substituindo a Eq. (A.18) na Eq. (A.47), obtemos

T ,
s N-3- [(D’x (7@)]
dt

como

chegamos a

A.2 Momento Permanente de Quadrupolo

o4

(A.47)

(A.48)

(A.49)

(A.50)

Para calcular o campo gravitacional de um planeta permanentemente deformado a

qualquer distancia do centro de massa, é necessario uma descricao da distribuicao de

massa do interior do planeta.

Para grandes distancias, o campo é bem representado por uma massa pontual. Para

menores distancias, mas ainda grandes, a informacao da distribuicdo de massa, dadas

pelos principais de momento de inércia é sufuciente.

A deducao que se segue é baseada em (Murray and Dermott, 1999).

Considerando um elemento de massa no centro P interno ao corpo e seja o vetor

posicao deste elemento de massa com respeito a uma origem O, p'= (z,y,z), Fig. (A.1).

No6s definimos os seguintes momentos de inércia, com respeito aos eixos de coordenadas:

A=Y ml? + )
B = 2:(5771(22 + %),
C= Z sm(x? + y?)

e os seguintes produtos de inércia

D= Zémyz,
&= Z&nzx,
F = Zémmy.

(A.51a)
(A.51b)
(A.51c)

(A.52a)
(A.52Db)
(A.52c)
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O momento de inércia I7, sobre a linha OL pode ser expresso em termos de A, B,C, D,

e F e os cossenos diretores I, m e n da linha OL com respeito aos eixos z, y e z.

Seja PQ perpendicular desde o ponto P(z,y,z) até a linha OL, onde o vetor posicio
de Q é dado por ¢ = (2/,y/,2'). Consequentemente OP = p e OQ = ¢, o médulo dos

vetores p' e ¢. Porque PQ é perpendicular a OL, temos

7-qd=q> (A.53)

Figura A.1: Localizacio de um elemento de massa ém no ponto P. OL ¢ uma linha
arbitraria desde a origem O do sistema de coordenadas. PQ é a linha perpendicular
desde P até ). Um ponto arbitrario R esta ao longo da linha OL.

Entretanto

P q=xx' +yy + 22" = x(lg) + y(mq) + z(nq) = q(lz + my + nz) (A.54)

e por isso
q=lx 4+ my+nz. (A.55)
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O momento de inércia I, é dado por
I = Z om(PQ)? = Z om [a:Z +y? + 2% — (lo +my + nz)ﬂ . (A.56)

Como [? + m? + n? = 1, podemos escrever
I, = Z om [(mZ + 92 + 212 +m? +n?) — (lz + my + nz)2] , (A.57)
que expandindo e arrumando os termos, temos

I, = I? Z sm(y? + 2%) + m? Z om(2* + 2%) +n? Z om(z? + y?)
—2mn25myz - 2an§m 2 — QZmZ(Smxy. (A.58)

Combinando a Eq. (A.58), com a Eq. (A.51) e (A.52), temos

I, = Al? + Bm? + Cn? — 2Dmn — 2Enl — 2FIm. (A.59)

Se nos considerarmos um ponto arbitrario R(z”,y”,2"”) a uma distancia r de O
sobre a linha OL e escrevermos .
mpA
2

I = (A.60)

r
onde my, = ) dm € a massa total de um corpo deformado e A é uma unidade arbitraria,

entdo, dado que 2" =lr, y’ =mr e 2’ =nr, a Eq. (A.59) se torna
mp)\4 — A2 + By//2 40" — 9Dy — 282" 7" — 2F "y, (A.61)

que é a equacao geral de um elipsoide triaxial. Se os eixos das coordenadas sao escolhidos
de forma que coincidam com os eixos de simetria do elipsoide, entdo os produtos de

inércia D, £ e F, com respeito aos novos eixos somem, e a Eq. (A.61) se reduz a
mp/\4 — Ax"Z + By//2 + Cz“z. (A.62)

Estes sao os principais eixos de inércia definidos com respeito ao ponto O. A Eq.
(A.62) define o elipsdide de inércia. Eles sao invariantes do corpo; e ndo dependem
da orientacao dos eixos, mas variam com a posi¢ao da origem O. Se O é o centro
de massa, entdao o elipsdide é chamado de elipsdide central de inércia. Isto segue das

propriedades deste elipsoéide que cada corpo, independentemente da sua forma, possui
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trés eixos mutuamente perperdiculares, tais que o momento de inércia sobre um desses
eixos é um maximo, enquanto que o outro é um minimo e o terceiro é ou intermediario

ou igual a um dos outros dois.

Agora vamos deduzir a expressao para o campo gravitacional de um planeta per-
manentemente deformado em termos dos principais momentos de inércia, A, B e C
definidos com respeito ao centro de massa. Em nosso sistema, tomamos o ponto O
como sendo o centro de massa do planeta e seja P um ponto a uma distancia r de
0. Assumiremos que 7 é muito maior do que o raio médio do planeta. Definiremos o
sistema de coordenadas z, y e z de tal modo que suas diregdes estao ao longo dos eixos

principais de inércia do planeta, Fig. (A.2).

Figura A.2: Sistema de coordenadas com a origem localizada no centro de massa O
de um planeta, com os eixos alinhados com os principais momentos de inércia. Um
elemento de massa ém no ponto @ a uma distancia R de O, e a linha OQ faz um
angulo @ com a linha OP.

Se dm é um elemento de massa no ponto (), a uma distancia R de O, entdo o

potencial do planeta em P é dado por

B gom

onde, pela lei dos cossenos, A = v/r2 4+ R? —2rRcosf e 6 é o angulo entre OP e OQ
e a soma ¢é tomada sobre todos os elementos de massa. Expandindo binomialmente a

Eq. (A.63) e negligenciando os termos de alta ordem (r > R, para todo @), obtemos

gmy > dmRcosf 23 6mR? — 35 dmR?sin? 6

V-
r r2 273 ’

(A.64)
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onde my, = > dm é a massa do planeta. Como O estd no centro de massa do planeta,
Z omRcosf = 0. (A.65)

Temos também que

225mR2 = 2 Z5m(x2 + 9% 4 2?)
= Z om(y? + 22) + Z om(z? +2°) + Z om(z? +y?)
= A+B+C. (A.66)
Se nés denotarmos por I o momento de inércia do corpo sobre a linha OP, entdo
I= Z dmr?sin? 0 (A.67)
e, como a Eq. (A.64) é uma boa aproximacao, temos entao

V:_Qmp_g(A%—B—;C—BI). (A.68)
r 2r

Esta é a formula de MacCullagh.

Seja agora x, y e z as coordenadas do ponto P, entdo x/r, y/r e z/r sdo os cossenos

diretores de P com respeito aos principais eixos de inércia e, da Eq. (A.59), temos

(Az? + By? + C2?)

I= e : (A.69)
Substituindo a Eq. (A.69) na Eq. (A.68), obtemos
gm, G
= Y T A.
1% . 2r5f(A,B,C,x,y,z), (A.70)

onde

fABCxy2) = (B+C—2A)22+(C+A—2B)y>
+ (A+B-20)2>% (A.71)
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Sabendo que F= —VV, temos que a forga gravitacional por unidade de massa em P é
gmpr GB+C—-2A)r 5Gx
F'r = = 7-3p + ( T5 ) - T7 f(A7B7cax7yvz)7 (A723)
gmpy G(C+A-2B 5G
By = Tl SCEAZIN S g ey, (AT
Gmyz GA+B—-2C)z 5Gz
. ( 5 )z L fABCay.2). (A.72¢)

Essas forcas atuam em uma unidade de massa em P e uma forga igual e oposta atua

sobre o corpo deformado no centro de massa. As componentes do torque sao

3G(C — B)yz

N, = zF,—yF,= = , (A.73a)

N, = aF,—zF, = w, (A.73b)
T

N. = yF,—aF, = ?’g(B;Am. (A.73¢)

As equagoes de Euler do movimento do corpo rigido, Eqs. (A.31) mostradas na secao
(A.1) sao

Ay — (B —Clwyw, = Ny, (A.74a)
Buy — (C — Aw,w, = Ny, (A.74b)
Cw, — (A —Bluwgwy, = N,. (A.74c)

com I} = A, I =Be I3 =C e w;, wy e w, sao as projecoes do vetor de rotacdo nos
eixos principais.

No nosso problema, desejamos calcular o movimento rotacional de um planeta sob
o torque externo exercido pelo momento de quadrupolo devido uma estrela distante.
Assumiremos que o eixo de rotacdo ¢ normal ao plano orbital e que, w; e w, sao zero e
w, = 6. Tomaremos agora, os cossenos diretores do planeta com respeito aos eixos x e
y dados por x/r = cosy e y/r = sin), respectivamente, onde ¢ = f — 6, Fig. (A.3).

Neste caso, as Eqs. (A.74) se reduzem para a Eq. (A.74c), a qual pode ser escrita como

. 3(B-—A\GM |

onde o dngulo 0 é medido com respeito a uma diregdo fixa no espaco.
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Figura A.3: Rotacao de um planeta com o eixo de rotacao normal ao plano oérbital.
é o angulo entre a linha estrela-satélite, r, e o eixo principal A associado com o minimo
momento de inércia do planeta. O angulo € é medido com respeito a uma direcao fixa
no espaco.
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